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1 Introduccidn

Se presenta aqui este trabajo, describiendo qué lo ha motivado, los
objetivos propuestos, los resultados esperados y las aportaciones rea-
lizadas, junto con la metodologia de trabajo seguida. Por iltimo, se
describe de forma breve el contenido de los siguientes capitulos.

1.1 Motivacion

El Modelado de S¢lidos [Sha02] trata cémo representar y manipular informa-
cion sobre objetos tangibles existentes o en fase de diseno, de forma que se
puedan comprobar a priori caracteristicas como la resistencia de los materia-
les, su adaptacion al uso para el que se disefian o su apariencia final después
de su fabricacién, por ejemplo. Relaciona disciplinas como las Matematicas,
la Fisica, la Optica o la Informética, y puede decirse que hoy en dia sigue ha-
biendo problemas a los que no se ha dado una solucién totalmente satisfactoria
por parte de los investigadores de todo el mundo que tratan este tema.

Uno de los campos abiertos en esta disciplina es el modelado de sélidos de
forma libre, es decir, aquellos que estan delimitados por superficies curvas. Las
especiales caracteristicas de este tipo de sélidos complican su representacion
frente a los delimitados por caras planas. Es por esto por lo que este trabajo
pretende presentar una posible alternativa para el tratamiento de sélidos de
forma libre, basandose en la utilizacién de parches paramétricos (parches trian-
gulares de Bézier cibicos [Far86]) y Cadenas Simpliciales Extendidas [RF99a].

El modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas es relativamente reciente,
y estd especificamente orientado a la representacién de sélidos de forma libre.
Su utilidad ha sido probada tanto con sélidos bidimensionales delimitados por
conicas y curvas de Bézier cubicas [RF97] como con sélidos tridimensionales
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delimitados por parches algebraicos [RF99a, RF99b, RF98, RF02]. Por otra
parte, las superficies paramétricas son el estandar de facto en las aplicaciones
comerciales de CAD/CAM ya que facilitan en gran medida el modelado y
los calculos sobre las representaciones. Estos hechos motivan la extension del
modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas a sélidos delimitados por parches
paramétricos como una forma de conjugar las bondades de dicho modelo con la
comodidad que aporta ese tipo de superficies; es de esperar que se mantengan
las propiedades del modelo de representacion y se facilite el tratamiento de las
superficies que delimitan los sélidos.

1.2 Objetivos

Como se ha indicado en el apartado anterior, el objetivo fundamental de es-
ta tesis es extender el modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas [RF99a] a
sélidos de forma libre delimitados por parches paramétricos triangulares, de-
mostrando asi que el cambio en el tipo de parches no influye en los algoritmos
bésicos del modelo.

Este objetivo fundamental se puede descomponer en los siguientes objetivos
parciales:

e Extender el modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas, que original-
mente fue ideado para ser utilizado en sélidos bidimensionales limita-
dos por cénicas y curvas de Bézier y posteriormente ampliado a sélidos
tridimensionales delimitados por superifices algebraicas, a modelos tri-
dimensionales delimitados por parches paramétricos triangulares.

e Desarrollar algoritmos para el cdlculo de la inclusién de un punto en un
sélido y la visualizaciéon de modelos.

e Disenar algoritmos para el célculo de operaciones booleanas evaluadas
y no evaluadas.
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1.3 Resultados esperados
Los resultados esperados al comenzar este trabajo eran los siguientes:

e La formalizacion del concepto de celda de forma libre, pilar bésico
del modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas, utilizando parches pa-
ramétricos triangulares.

e Un disefio robusto del algoritmo para el estudio del test de inclusién
de un punto en un sélido representado utilizando una cadena simplicial
extendida.

e Aplicaciones del algoritmo para el cdlculo del test de inclusién habitua-
les en Modelado de Sélidos, como la visualizacién mediante trazado de
rayos.

e Diseno de algoritmos que permitan obtener el resultado de la aplica-
cién de operaciones booleanas sobre sélidos representados por cadenas
simpliciales extendidas.

1.4 Aportaciones

La principal aportacién que se pretende obtener de este trabajo es un esque-
ma formal para la representaciéon y manipulacién de sélidos tridimensionales
de forma libre delimitados por parches paramétricos triangulares, que permi-
ta modelar sélidos independientemente de su aspecto y no se cina sélo a la
representacion de la frontera, sino también a la del volumen de los mismos.

Al representar no sélo la frontera, sino también el volumen de los sélidos, se
deja abierta la puerta a aplicaciones vinculadas a la representacion de volumen,
como célculos de propiedades, generaciéon de prototipos utilizando impresoras
3D, deteccién de colisiones, etcétera.

1.5 Cronologia de trabajo

Los trabajos preliminares comenzaron en el ano 2001, con la adaptacion del
modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas a parches paramétricos [GRF03].
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Posteriormente, el algoritmo para el calculo del test de inclusién de un
punto en un sdlido representado con el nuevo modelo centrd los esfuerzos de
diseno e implementacién [GRF04a).

Finalmente, el algoritmo para el cdlculo de la inclusién desarrollado permi-
ti6 enfocar el trabajo hacia el tratamiento de las operaciones booleanas entre
sélidos de forma libre [GRF05]. Al trabajar en esta direccién surgié de forma
natural el calculo del recorte de los parches triangulares utilizados para repre-
sentar los sélidos, lo que hizo necesario desarrollar una solucién adecuada al
modelo de representacién utilizado ante la ausencia de trabajos similares en la
bibliografia estudiada [GRF06].

1.6 Estructura de este documento
El resto de este documento desarrolla los siguientes contenidos:

e Kl Capitulo 2 se dedica al Modelado de Sélidos en general, estudiando
métodos de modelado de referencia y su posible aplicacion a sélidos de
forma libre.

e El Capitulo 3 describe el modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas:
sus antecedentes, los elementos en los que se basa y las operaciones que
se pueden realizar entre modelos.

e FEn el Capitulo 4 se trata la adaptacién del modelo de Cadenas Sim-
pliciales Extendidas a sélidos delimitados por parches triangulares de
Bézier.

e Kl Capitulo 5 se destina al algoritmo para el calculo del test de inclusién
de un punto en un sélido de forma libre representado mediante una
cadena simplicial extendida en general, centrandose después en el caso
de un sélido delimitado por parches triangulares de Bézier.

e El Capitulo 6 versa sobre la representacion y tratamiento de las ope-
raciones booleanas regularizadas entre sélidos modelados utilizando ca-
denas simpliciales extendidas.

e Por tltimo, el Capitulo 7 se ocupa en la exposiciéon de conclusiones y
propuestas de trabajos futuros en este campo de investigacion.
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El Apéndice A hace una descripcién somera de la aplicacién software
en la que se han implementado los algoritmos que se presentan en este
trabajo.

En el Apéndice B se incluye un amplio resumen en inglés, en cumpli-
miento de uno de los requisitos para la obtencion de la menciéon de
Doctorado Europeo.
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2 El Modelado de Sélidos

Este capitulo se centrara en el Modelado de Sdlidos como ambito
en el que se engloba este trabajo, prestando especial atencion al
modelado de sélidos de forma libre. En primer lugar se estudiard
el concepto de Modelado de Sélidos a través de las definiciones de
varios autores para, a continuacion, estudiar algunos de los mas
comunes sistemas de modelado desarrollados a lo largo del tiempo y
su aplicacion al modelado de sélidos de forma libre. Finalmente, se
discuten propuestas de otros investigadores especialmente pensadas
para el modelado de sélidos de forma libre.

2.1 Concepto de Modelado de Sélidos

El Modelado de Sélidos es una disciplina relativamente joven. Su inicio y de-
sarrollo han estado siempre ligados al diseno y fabricacion asistida por compu-
tador (CAD/CAM), como un medio para resolver la necesidad de modelar no
sélo la superficie del sélido, sino también su interior y sus propiedades. Esta
necesidad se podria regir por estas tres condiciones [Sha02]:

1. Cualquier modelo ha de corresponderse con un objeto fisico existente o
susceptible de existir.

2. Los modelos construidos han de representar sin ambigiiedades el objeto
modelado.

3. El esquema de representacién deberia permitir todas y cada una de las
operaciones geométricas que se puedan realizar sobre el objeto fisico.
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Segun estas condiciones, un mismo objeto fisico puede ser modelado de
distintas formas validas, y todas ellas han de ser consistentes respecto al sélido.

Pero jqué es el Modelado de Sélidos?. En los siguientes parrafos se recogen
algunas definiciones tomadas de la bibliografia estudiada:

“El Modelado de Sélidos es un conjunto consistente de principios
para el modelado matematico y por computador de sélidos tridimensio-
nales”

[Sha02]

“El Modelado de Solidos es un conjunto en rapida expansion de
teoria, algoritmos y técnicas software que tratan la representacion, di-
seno, visualizacion y anélisis de modelos tridimensionales”

[RTA93]

“El objetivo del Modelado de Sélidos es representar, manipular y
razonar, utilizando computadoras, sobre la forma tridimensional de los
objetos solidos fisicos”

[HRI6]

En otras referencias estudiadas no se encuentra una deficién concreta, sino
que recurren a su finalidad y sus campos de aplicaciéon para dar una idea
intuitiva del Modelado de Solidos, y tomarla como punto de partida para
explicar las caracteristicas que ha de cumplir un sistema de modelado y analizar
las técnicas conocidas hasta ese momento [FvDFH92, Req80]. Otros autores
prefieren hablar de Modelado Geométrico, definiéndolo como:

“Coleccion de métodos matematicos interrelacionados, aunque po-

co integrados, que utilizamos para describir la forma de un objeto o

expresar algiin proceso fisico en términos de una metafora geométrica
apropiada”

[Mor97]

“El Modelado Geométrico se ocupa de la representacion y manipu-
lacion de objetos geométricos en un computador”
[Rap95]
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En general, el concepto de Modelado Geométrico es un poco méas amplio
que el de Modelado de Sélidos, aunque ambos estan intimamente relaciona-
dos, puesto que la geometria del objeto que se quiere representar es algo que
debe contener un modelo de un sélido [Man88]. Segin Rappoport [Rap95],
el Modelado Geométrico incluye la base de lo que él denomina Computacién
Geométrica, que comprende las areas tedricas y de aplicacién de la Informatica
referentes a la geometria y la visualizacién: graficos y animacién por compu-
tador, disenio y fabricacién asistido por computador (CAD/CAM), robdtica,
vision artificial, geometria discreta computacional y diseno geométrico asisti-
do por computador (CAGD). Otros autores [Mor97] afirman que el Modelado
Geométrico comprende el disefio geométrico asistido por computador (CAGD),
geometria algebraica, geometria computacional y modelado de sélidos, enten-
dido como el esquema de representacién CSG.

El objetivo fundamental del Modelado de Sélidos es facilitar, y en algunos
casos posibilitar, el disefio, estudio y/o fabricacién de objetos fisicos a través
de la representacién y manipulacion de su geometria y sus propiedades en
soporte informaético. Para ello, se recurre a la construccién de modelos de
dichos objetos.

Un modelo es una representacion analitica y abstracta, que ha de propor-
cionar la suficiente informacién para resolver el problema que ha motivado su
elaboraciéon. En muchos casos se realizan simulaciones sobre un modelo de un
objeto que todavia no existe fisicamente para comprobar su comportamiento
(resistencia, flexibilidad, ligereza, aerodindmica, conductibilidad del calor, la
electricidad o la luz, ...) antes de iniciar su fabricacién, o bien si existe y no
es posible o resulta muy costoso realizar el estudio del objeto in situ. Otras
veces se requiere calcular propiedades volumétricas, como el centro de masas
o la densidad. También puede ser necesario estudiar los efectos de posibles
modificaciones en objetos ya existentes, para comprobar las posibles interac-
ciones (colisiones, produccién de calor, ...) entre dos o més objetos, o bien
para estudiar procesos que en el mundo real tardarian mucho tiempo o resul-
tarfan peligrosos (estudio del proceso de oxidacién de metales, de la erosion,
de la desintegracién de materiales radiactivos, ...). Todas estas situaciones son
ejemplos en los que se puede aplicar el Modelado de Sélidos.
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2.2 Concepto de sélido

En 1980, Requicha [Req80] presenté un marco conceptual para el Modelado
de Sélidos que fue masivamente aceptado y hoy en dia sigue considerandose
plenamente véalido. En su articulo, los objetos fisicos del mundo real son mo-
delados como sdlidos abstractos utilizando subconjuntos especiales del espacio
euclideo E3, descritos mediante esquemas de representacién. Todo el trabajo en
el soporte informatico se hace a partir de las descripciones, también llamadas
modelos, generadas aplicando dichos esquemas.

En el mismo articulo se establecen las condiciones que debe cumplir un
subconjunto cualquiera de E? para que sea considerado un sélido abstracto:

e Rigidez: implica que su forma no depende de la posicién ni la orienta-
cién del mismo.

e Homogeneidad dimensional: tiene que tener interior, y su frontera
no puede tener partes aisladas o “colgando” (figura 2.1).

Figura 2.1 Ejemplo de un
subconjunto no homogéneo

e Finitud: debe ocupar una porcién finita del espacio.
e Clausura bajo movimientos rigidos (traslaciones y rotaciones)

y algunas operaciones booleanas que anadan o eliminen mate-
rial: el resultado debe seguir siendo un sélido abstracto.
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e Descriptibilidad finita: debe ser representable en un computador,
por tanto, ha de permitir su descripcién con un numero limitado de
primitivas (poligonos, parches, ...).

e Determinismo en la frontera: la frontera diferencia claramente lo
que es el interior del sélido abstracto de lo que es el exterior.

Requicha afirma que las entidades que mejor se ajustan a estas condicio-
nes son las que él denomina r-sets: subconjuntos de E? limitados (ocupan una
parte finita del espacio), cerrados (contienen a su frontera), regulares (iguales
a la clausura de su interior) y semianaliticos (descriptibles mediante combi-
naciones booleanas de desigualdades del tipo fi(x,y,z) > 0, siendo f; funciones
analiticas: admiten desarrollo en series de Taylor alrededor de cualquier punto
del espacio).

2.2.1 Definicién de sdlido de forma libre

Los sélidos de forma libre son un tipo concreto de sdlidos que tienen como ca-
racteristica especial el hecho de que su frontera no esta constituida por caras
planas, sino por superficies curvas. Algunos de estos sélidos se pueden repre-
sentar facilmente de manera analitica, como las esferas, los cilindros, los toros,
etcétera. Otros, sin embargo, tienen un aspecto totalmente irregular que hace
imposible su definicién analitica, por lo que si se desea modelarlos, es necesa-
rio recurrir a algin método de modelado que proporcione una representacién
valida.

A los elementos no planos que actian como delimitadores de los sélidos
de forma libre se les denominard elementos de forma libre [Rui0l], en
contraposicién a los elementos planos que delimitan a los sélidos poliédricos.

2.3 Esquemas de representacién de sélidos

Siguiendo con el formalismo de Requicha [Req80], un esquema de representa-
cién de sélidos s es un conjunto de elementos léxicos y las reglas sintacticas
para combinarlos en una descripcién. El esquema asi definido establece una
correspondencia entre dos conjuntos: el conjunto formado por todos los sélidos
abstractos M, y el conjunto de todas las descripciones sintacticamente correc-
tas R (figura 2.2).
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Figura 2.2 Diagrama de la
correspondencia que define un esquema de
representacion de sélidos s segiin Requicha

En la correspondencia que define s se distinguen los subconjuntos D y V. El
primero de ellos, D, se corresponde con el conjunto de sélidos representables
mediante el esquema s, y se le denomina dominio de s; el segundo conjunto,
V, se corresponde con el conjunto de descripciones sintacticamente correctas
segin s que también son semanticamente correctas, esto es: se corresponden
con un solido.

Se dice que una representaciéon r € V es no ambigua o completa si se
corresponde con un unico elemento m € D. Asi mismo, r es Unica si m no se
puede representar de otra manera bajo el esquema s. Si todos los elementos de
V son representaciones no ambiguas, el esquema s también lo es, e igualmente,
si todos los elementos de V son representaciones tinicas, s también serd un
esquema Unico. Un esquema Unico no es siempre completo, y viceversa: un
esquema completo no tiene que ser necesariamente tnico.

Anteriormente se ha recordado que el Modelado de Sélidos surge por una
necesidad de obtener mediante computadores informacién sobre objetos exis-
tentes o susceptibles de existir. Dicha informacién serd el resultado de una
serie de operaciones sobre representaciones de los sélidos construidas segiun un
esquema de representacién. En muchos casos, un esquema de representacion
de sdlidos puede resolver las necesidades de informacién sobre los objetos a
estudiar, pero no siempre es asi, pudiendo hacerse necesario combinar dos o
mas esquemas para satisfacer todas las necesidades del problema de aplicacion.

Requicha también establece una serie de propiedades deseables para que los
esquemas de representacién puedan proporcionar la mayor cantidad posible de
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informacién. Estas propiedades se dividen en dos grupos: propiedades formales
y propiedades informales.

2.3.1 Propiedades formales

Las propiedades formales de un esquema de representacién de solidos se refieren
a las caracteristicas de los conjuntos de la figura 2.2. Se definen de la siguiente
forma:

e Dominio: el dominio de un esquema s es el conjunto de sélidos re-
presentables utilizando este, y se representa mediante el subconjunto
D en la figura 2.2. Cuanto més proximo sea este conjunto al conjunto
de solidos abstractos M, mayor expresividad tendré el esquema, y por
tanto, mayor sera su utilidad.

e Validez: todo esquema de representaciéon ha de disponer de un meca-
nismo para comprobar la validez de las representaciones, o lo que es lo
mismo, una forma de discriminar el subconjunto V C R de la figura 2.2.
Algunas formas de conseguirlo son: diseniar algoritmos de comprobacién,
establer restricciones de validez en el proceso de construccién de mode-
los, o bien crear un esquema de representacion que siempre produzca
modelos validos, verificandose entonces que V = R.

e Completitud: una representacién r € V es completa si se corresponde
con un unico elemento m € D. Un esquema de representacién es com-
pleto si todas las representaciones posibles utilizando dicho esquema
son completas.

e Unicidad: cada representacion distinta se corresponde con un sélido di-
ferente. Esto permite comparar sélidos simplemente mediante el estudio
sintactico de sus representaciones, sin necesidad de realizar una labor
de comprensién de las mismas. Como consecuencia, dicha comparacién
se puede plasmar més o menos facilmente en un algoritmo ejecutable
en un computador.
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2.3.2 Propiedades informales

Las propiedades informales caracterizan en mayor medida la usabilidad de
los esquemas de representacién, y no son tan facilmente valorables como las
formales:

e Concisién: entendida como el tamafio de las representaciones en me-
moria. En general es deseable que las representaciones ocupen poco
espacio, de manera que se puedan almacenar y manejar en la memoria
de un computador facilmente.

e Facilidad de creacién de modelos: las caracteristicas del esquema
de representaciéon han de posibilitar que la creaciéon de modelos en una
aplicacién basada en él sea sencilla.

e Eficacia en el contexto de aplicacion: las representaciones obteni-
das han de permitir la obtencién de algoritmos correctos, eficientes y
robustos.

2.4 Esquemas clasicos de representacidn de sélidos

El Modelado de Sélidos es un campo de trabajo en continua evoluciéon. No
son pocos los algoritmos propuestos cada afio en las revistas especializadas,
asi como los andlisis y revisiones de algoritmos y esquemas de modelado ya
existentes que tratan de mejorar las prestaciones de los hasta ahora conocidos.
No obstante, hay una serie de esquemas que por unas u otras razones se han
mostrado especialmente ttiles, formando un nticleo de métodos “clasicos” para
el modelado de sélidos. Aqui se van a resenar brevemente algunos de ellos,
considerando su posible aplicaciéon al modelado de sdlidos de forma libre, que
son el objeto de este trabajo.

2.4.1 Instanciacién de primitivas

La instanciacién de primitivas [Man88, MNK90, SV95] se basa en la utilizacién
de un amplio conjunto de modelos predefinidos de piezas sencillas, algunas de
cuyas caracteristicas geométricas son modificables a través de unos parametros.
Para realizar un diseno utilizando este método, basta con ir seleccionando las
primitivas una a una, indicando su posicién, orientacién y los valores de los
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parametros para concretar su forma definitiva. En la figura 2.3 se muestra un
ejemplo de primitiva parametrizable y una posible instancia de la misma.

o
o | 3

Figura 2.3 Primitiva con cinco
pardmetros, y un ejemplo de instanciacién

En la mayoria de los casos es muy sencillo y rapido crear modelos con este
método, aunque el grado de expresividad estd limitado por el nimero de pri-
mitivas y por la inexistencia de medios para combinar las instancias. Ademas,
hay que tener especial cuidado con la parametrizacién, puesto que puede dar
lugar a sélidos no validos; es preciso indicar claramente lo que significa cada
parametro, como por ejemplo en la figura 2.3, donde no queda suficientemente
claro si P4 y P5 influyen en el tamano del hueco, o sélo influyen en la posicion
del mismo. Ademds, hay que controlar que no se proporcionen valores invalidos
a los parametros: dada la primitiva de la figura 2.3, y suponiendo que P4 indica
el grosor de las paredes laterales, tal y como se ve en la instanciacion, dicho
parametro no puede tener un valor menor de cero ni mayor de la mitad de P1;
del mismo modo, y suponiendo que P5 define el grosor de las paredes superior
e inferior, dicho pardmetro no puede tener un valor menor de cero ni mayor de
la mitad de P3. Esta técnica es 1til en entornos de diseno industrial donde se
trabaja a partir de piezas estandar como tornillos, tuercas, tubos, engranajes,
etc. para construir nuevos objetos, y donde este tipo de técnica puede llegar a
ser muy eficaz.

Un inconveniente de esta técnica es que el cdlculo de propiedades del sélido,
como pueden ser el volumen o la densidad, no puede en general hacerse de
manera uniforme para cada primitiva, sino que junto con la definiciéon de cada
una de ellas que se incorpora a la aplicacién de modelado, se han de incluir
los algoritmos para el calculo de sus propiedades. Esto hace que sea costoso
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el desarrollo de un conjunto amplio de primitivas que proporcionen suficiente
expresividad al sistema.

Un enfoque similar es el modelado basado en caracteristicas [BJ93], donde
los sélidos estan definidos por la combinacién de una serie de elementos deno-
minados caracteristicas. Este sistema de modelado contempla tres formas de
construir los modelos:

1. Modelos de caracteristicas de frontera: en este tipo de modelos, las ca-
racteristicas que se combinan pueden ser conjuntos de caras que forman
volumenes cerrados, y que se denominan caracteristicas de volumen, o
bien conjuntos de caras que no forman volimenes cerrados, llamados
caracteristicas de superficie.

2. Modelos de caracteristicas CSG: las caracteristicas que se combinan son
primitivas similares a las descritas anteriormente, y se utilizan los ope-
radores de conjuntos clésicos en el proceso de construccién del modelo
[RVT7].

3. Modelos de caracteristicas de semiespacios: los modelos se construyen
mediante la combinacién de semiespacios. Un semiespacio o conjunto
de semiespacios define una caracteristica en este caso.

En el modelado basado en caracteristicas, el usuario selecciona las carac-
teristicas a utilizar, y establece los valores adecuados para cada uno de los
parametros que definen la caracteristica, como pueden ser el grado de curva-
tura, longitud de una protrusién, etcétera, asi como la forma en que se unira
con el resto de caracteristicas para formar el modelo del sélido objetivo.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

La instanciaciéon de primitivas no es en general una solucién aceptable pa-
ra modelar sélidos de forma libre, puesto que implicaria tener una primitiva
correspondiente a cada sélido que quisiéramos representar. Esto podria ser
valido en aquellos casos en los que el conjunto de sélidos a modelar fuera
conocido y su cardinalidad hiciera factible el desarrollo de una aplicacién de
estas caracteristicas.
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La aplicacién del modelado basado en caracteristicas a la representacion
de sélidos de forma libre [vdBBV02] estd condicionada, al igual que la ins-
tanciaciéon simple de primitivas, a la cantidad de patrones disponibles para
su instanciacién, siendo recomendable incorporar en el sistema de modelado
las herramientas necesarias para que el disenador pueda anadir nuevas carac-
teristicas de forma libre, definiendo su aspecto y sus parametros, asi como la
forma en la que se une con otras caracteristicas. Todo esto hace que, aunque
pueda ser cémodo e intuitivo trabajar a partir de patrones ya existentes, el
disenador sienta que pierde eficiencia en su trabajo al tener que crear nuevos
patrones.

2.4.2 Esquemas basados en divisién espacial

Los sistemas de particion espacial se basan en la descomposicion del espacio
ocupado por el sélido que se desea modelar en elementos mas sencillos , apli-
cando al modelado un enfoque divide y vencerds. Dependiendo del tipo de
descomposicion que se aplique, la construccién puede presentar pérdidas de
precisién.

2.4.2.1 Enumeracidon

La enumeracién espacial [KCY93, Man88] es un esquema de modelado que
considera el espacio dividido en infinitas celdas paralelas a los planos coorde-
nados, y de un tamano fijo. Estas celdas reciben el nombre de voxels (de la
expresion en inglés “volume elements”, que significa “elementos de volumen”).
Para modelar un sélido serd por tanto necesario indicar las celdas que estéan
ocupadas por el volumen del mismo. Ejemplos de técnicas para determinar la
inclusion de un voxel en el sélido son el estudiar la inclusiéon del centro del
voxel, el grado de ocupacién del volumen del voxel por el sélido o la inclusién
de los vértices del voxel.

Este es un esquema que, salvo en el caso de sélidos poliédricos con caras
paralelas a los planos coordenados, produce modelos con pérdidas. El grado
de precisién alcanzable dependerd del tamano de voxel que se utilice: a menor
tamano de voxel, mayor precisién, pero al mismo tiempo el tamano de las re-
presentaciones serd mayor, pudiendo afectar a aspectos como la eficiencia de
los algoritmos, o el espacio total en memoria necesario para la aplicacién de
modelado. Asi mismo, la representacién resultante también variard segun el
algoritmo que se haya utilizado para elegir los voxels que componen el modelo.
En la figura 2.4 se pueden ver dos iméagenes procedentes de dos modelos de

17

39

39



40

40

Esquemas clasicos de representacion de sélidos

enumeracién correspondientes al mismo sélido y construidos con distinta reso-
lucién. Se puede apreciar cémo el modelo de la izquierda, que utiliza voxels més
grandes, pierde mas detalles que el modelo de la derecha, que tiene un tamano
de voxel menor. Esta pérdida de informacion es més evidente en las zonas que,
como la cara del gato de la figura 2.4, poseen detalles muy pequenios.

Figura 2.4 Dos modelos de
enumeracion con distinta resoluciéon

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

La enumeracién espacial presenta un serio problema a la hora de representar
sélidos de forma libre: al representar los objetos mediante elementos delimita-
dos por caras planas, sdlo puede aproximar las superficies curvas de los sélidos,
y si se quiere reducir (que no eliminar) la pérdida de precisién hay que aumen-
tar mucho el nivel de detalle, con el costo anadido de memoria y velocidad de
procesamiento que esto supone. Esto hace que no sea la mejor eleccion para
modelar sélidos de forma libre.

2.4.2.2 Octrees

La representacién mediante drboles octales, también llamados octrees [Mea82,
M&n88] también considera el espacio dividido en celdas paralelas a los planos
coordenados, al igual que la enumeracién espacial, con la diferencia de que
las celdas pueden tener distintos tamanos, multiplos del tamano minimo de
voxel. El punto de partida para la construccién de un octree para un sélido
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es un cubo que lo englobe totalmente. Ese cubo se divide en ocho octantes,
que pueden estar totalmente dentro, totalmente fuera, o parcialmente dentro
del sélido. Aquellos octantes que no pueden clasificarse como dentro o fuera
del sélido se vuelven a dividir, repitiendo recursivamente el proceso hasta que
cada uno de los cubos estd completamente dentro o completamente fuera del
sélido, o se ha llegado al tamano minimo de voxel que indica la resolucién de
la representacion.

Conforme se va realizando el proceso de divisién descrito anteriormente,
se va creando un arbol octal, en el que los nodos hoja son etiquetados como
blancos o negros, dependiendo de si sus octantes correspondientes se encuen-
tran completamente fuera o completamente dentro del sélido a representar,
respectivamente. Los nodos intermedios del arbol, que no se pueden clasificar
como blancos o negros, son etiquetados como grises, y tienen a su vez ocho hi-
jos, correspondientes a los ocho trozos en que se han dividido. En la figura 2.5
se puede ver un ejemplo de octree con tres niveles junto con una imagen del
modelo representado.

COCOOOOOO
a b

Figura 2.5 Ejemplo de la subdivisidén en octantes en
la construccién de un octree (a), y arbol resultante (b)

Los octrees de solidos que no tengan caras planas o estas no sean paralelas a los
planos coordenados, seran representaciones aproximadas, al igual que ocurre
con la enumeracién espacial. Sin embargo, el esquema de octrees tiene como
ventaja respecto a aquél un menor consumo de memoria gracias a que sélo
se subdivide un volumen en octantes cuando es necesario, reduciendo asi el
nimero de elementos sobre los cuales hay que almacenar informacién.
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Los algoritmos sobre octrees se reducen en la mayoria de los casos a reco-
rridos del drbol, lo que los hace robustos y eficientes [RUL00]. Las operaciones
booleanas entre modelos se realizan entre nodos del mismo nivel, pudiendo ser
necesario que algin nodo sea subdividido con el fin de tener el mismo nivel de
detalle que los nodos del arbol del otro modelo.

Se ha trabajado mucho sobre los octrees con el fin de mejorar sus prestacio-
nes. Algunas de las variantes de octree mas conocidas son los octrees lineales
v los octrees extendidos.

Los octrees lineales [Gar82] identifican cada voxel con un numero octal;
el nimero de cifras indica el nivel del arbol en el que se encuentra el voxel,
y cada cifra indica cudl de las ocho ramas que parten del nodo superior hay
que recorrer para llegar al voxel. De esta forma, sélo se almacenan los codigos
correspondientes a los voxels que ocupa el sélido, obteniendo una representa-
ciéon mas compacta.

Los octrees extendidos [BN85, BN90] permiten representar cualquier sélido
poliédrico sin pérdidas, debido a que incluyen tres nuevos tipos de nodo hoja:
nodo cara, nodo arista y nodo vértice. Cada uno de ellos se caracteriza porque
esta parcialmente ocupado por el sdlido, conteniendo parte de una cara, parte
de una arista, o un vértice, respectivamente. La representacion de estos nodos
incluye, ademads de su tipo, informacién sobre el elemento que contiene, como
la interseccién de la cara o la arista con las caras del voxel, o la posicién del
vértice dentro del mismo. Estas modificaciones hacen que la implementacién
de los algoritmos sea mas compleja cuando deben tratarse las hojas del arbol.

Entre las variantes mds actuales se incluyen los SP-octrees [CT02]. Un SP-
octree almacena informacion adicional en sus nodos intermedios referente a los
planos que contienen las caras del sélido a representar, permitiendo asi aplica-
ciones como la transmisién progresiva de modelos [CTV03]. Los algoritmos que
operan sobre esta estructura no necesitan siempre llegar hasta el nivel de los
nodos hoja. Asi mismo, se elimina informacién redundante de los nodos hoja
respecto a los octrees extendidos, puesto que esta informacién se almacena en
los nodos superiores del arbol.

Un inconveniente importante de los octrees se encuentra en la aplicacion de

transformaciones tales como rotaciones o escalados, que requieren en muchas
ocasiones la reconstruccion del arbol.

20

42

42



43

43

El Modelado de Sélidos

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

La representacion mediante octrees presenta problemas similares a los de la
representacion por enumeracion espacial a la hora de su aplicacién a sélidos de
forma libre, ya que no se puede representar de manera exacta el volumen del
sélido con los elementos discretos (voxels) de los que se dispone. No obstante,
el coste que supone aumentar el detalle de la representacién para reducir la
pérdida de precision es menor que en el caso de la enumeracién espacial. Con
todo, este esquema tampoco es la mejor eleccion para modelar sélidos de forma
libre.

Brunet y Ayala presentaron una extensién del modelo de octrees orien-
tado a la representacién de superficies de forma libre [BA87]. Esta extensién
parte de parches paramétricos biciibicos, que son descompuestos en parches
bicuadraticos para calcular su posible interseccién con los nodos del arbol, y
asi poder determinar qué nodos se deben refinar en el proceso de construccién
del octree. Sin embargo, esta técnica no ha alcanzado popularidad debido a la
complejidad extra que supone su implementacién.

2.4.2.3 Descomposicién espacial

En este caso [Man88, Woo03], los modelos se componen a partir de celdas més
complejas que las descritas anteriormente. La idea es que se disponga de una
variedad de celdas suficiente como para que se puedan representar sin pérdidas
los sélidos que se desean modelar, y un operador de unién que establezca las
relaciones topoldgicas entre ellas.

Es recomendable que las celdas sean lo suficientemente simples como para
que se puedan representar ficilmente tanto mediante expresiones implicitas
como paramétricas; tipicamente, la topologia de las celdas ha de ser equivalente
a una esfera, es decir, sin agujeros. Al crear las combinaciones, las celdas
permanecen semidisjuntas; es decir: pueden compartir los puntos de la frontera,
pero no los puntos interiores.

El objetivo fundamental es conseguir una descomposicién en celdas de tal
forma que la evaluacién de algoritmos sobre el modelo se reduzca de alguna
forma a la evaluacion del mismo en las celdas individuales y la unién de los re-
sultados. Evidentemente, tanto la evaluacién del algoritmo en las celdas como
la unién de los resultados deben implicar una dificultad menor que el trabajo
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con el modelo del sélido completo. En el mundo CAD/CAM interesa especial-
mente que las celdas se correspondan con voliimenes susceptibles de poder ser
producidos por la maquinaria de fabricacién estandar.

El hecho de que las celdas sean disjuntas puede complicar el modelado
hasta limites insospechados. Ademaés, operar con modelos descompuestos en
celdas es a veces muy complejo, ya que las relaciones topoldgicas entre las
celdas varian de unos modelos a otros debido a que no tienen una estructura
fija.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

La descomposicion espacial puede ser una opcién valida para modelar este
tipo de solidos, pero el conjunto de celdas disponibles para formar los modelos
condiciona fuertemente el grado de expresividad del sistema. En general, no
se podria modelar cualquier sélido de forma libre, puesto que esto requeriria
disponer de un ntumero infinito de celdas para combinar, lo cual hace que en
la préctica sea inviable construir un modelador de propdsito general basado
en esta técnica.

2424 BSP

El esquema de representaciéon BSP [TN87] describe los sélidos mediante la
combinacién de los semiespacios definidos por un conjunto de planos. La es-
tructura de datos clasica para esta representacion es un arbol binario, de forma
que cada nodo almacena la definicién de un plano, y cada una de las ramas
que parten de él se corresponde con uno de los dos semiespacios (uno positivo
y el otro negativo) que el plano determina.

El punto de partida para la construccion de un drbol BSP es el conjunto de
caras del sélido. Mediante algin algoritmo, se selecciona el plano que contiene
una de las caras como raiz del arbol, y se clasifica el resto de caras con respecto
a los semiespacios que este plano crea. Si alguna de las caras es intersectada
por el plano, se divide por el segmento de interseccion, y se clasifica cada parte
del mismo modo que el resto de caras. A continuacién, se repite el proceso
para cada subconjunto de caras, construyendo asi la estructura de datos.

En la figura 2.6 se muestra un ejemplo en dos dimensiones de un arbol

BSP. Un sélido 2D es un poligono, y los elementos divisores del espacio son
las rectas que contienen las aristas del mismo. En el ejemplo de la figura 2.6,
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a cada recta se le ha asignado un numero para su identificacion, y se indica
con un signo + el semiespacio positivo que ésta define. Se puede observar que

en la primera divisién, realizada con la recta 1, se intersecta el lado contenido
por la recta tres; por este motivo, el lado se divide en dos, anadiéndose cada
parte a un lado del arbol, y por eso aparecen dos nodos en los que el elemento
divisor es la recta tres.

Dentro Fuera
a b

Figura 2.6 Sdélido bidimensional (a), y
un posible arbol BSP que lo representa (b)

Los algoritmos sobre arboles BSP se basan, al igual que los algoritmos sobre
octrees, en recorridos por el arbol, y en general son sencillos, robustos y eficien-
tes. El problema principal que se plantea con esta estructura es el proceso de
creacion, puesto que una inadecuada eleccion de los planos divisores puede dar
lugar a arboles no balanceados (como el de la figura 2.6) que por tanto reducen
la eficiencia en su utilizacién, o bien pueden dar lugar a que haya multitud de
caras que sea necesario dividir, con lo que la creacién del arbol puede llegar
a ser muy costosa en tiempo y memoria, y no compense la utilizacién de esta

estructura [OSF03a, OSF03b].

El esquema de representaciéon de arboles BSP sélo es aplicable a sélidos
delimitados por caras planas, y no tiene pérdidas de precisién.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre
El esquema BSP tiene un problema similar a los octrees y la enumeracion es-
pacial: la definicién de los modelos se hace mediante la clasificacién del espacio

utilizando planos, por lo que no se pueden representar con exactitud objetos
con superficies curvas.
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2.4.3 CSG

La Geometria Constructiva de Sélidos (CSG) [RV77, Req80, Man88] es uno
de los esquemas de representaciéon mas utilizados en el entorno CAD por su
robustez y facilidad de utilizacién. Con CSG, los sélidos se representan como
el resultado de la aplicacién de una serie de operaciones booleanas (unién,
interseccién, complemento y diferencia) sobre un conjunto de instancias de
primitivas simples. Estas primitivas representan sélidos bésicos, tales como ci-
lindros, prismas, conos, etcétera, y como tales, son cerradas y regulares. Cada
instancia de una primitiva lleva asociada una transformacién geométrica, sien-
do las secuencias de escalados, rotaciones y traslaciones las mas cominmente
usadas en las aplicaciones de modelado basadas en este esquema.

Puesto que el resultado de una operacion booleana aplicada sobre solidos
regulares puede no ser regular (figura 2.7b), Requicha [RV77] definié las ope-
raciones booleanas regularizadas basandose en los conceptos de clausura e
interior de un conjunto [Kur73]:

a b C

Figura 2.7 Dos sélidos regulares (a), y los resultados
de su interseccién sin regularizar (b) y regularizada (c)
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e Dado un conjunto S perteneciente a 3, el interior de S estd formado
por todos aquellos puntos que en un entorno arbitrariamente pequeno
sélo contienen puntos de S.

e Dado un conjunto S perteneciente a E3, la clausura de S est4 formada
por todos aquellos puntos de E? tales que en un entorno arbitrariamente
pequeno contienen algin punto de S.

Asi pues, las operaciones booleanas regularizadas se definen de la siguiente
forma [RVT77]:

X N*Y = clausura(interior(X NY))

X U'Y = clausura(interior(X UY))

X =*Y = dausura(interior(X —Y))
( (

complemento® X = clausura(interior(complementoX))

Estas definiciones garantizan que el resultado de la operacion serd un sélido
valido, puesto que serd un conjunto cerrado y regular (figura 2.7c).

La estructura de datos clasica utilizada en los modelos CSG es un arbol
binario que almacena en sus hojas los datos de las instancias utilizadas en
la construccion del modelo, y en sus nodos intermedios operaciones boolea-
nas o transformaciones rigidas (traslaciones y rotaciones) que se aplican a los
subédrboles que estan por debajo de dichos nodos (figura 2.8). Esta estructura
facilita la implementacién de algoritmos como el célculo de operaciones boo-
leanas entre modelos o el test de inclusiéon de puntos en el sélido utilizando
una estrategia divide y vencerads.

El esquema de representacion CSG es conciso, siempre produce modelos
de sélidos validos, no da lugar a ambigiiedades, pese a que para un mismo
modelo pueden existir varios arboles que lo definan, y es ficil de utilizar; de
hecho, ni siquiera es necesaria una aplicacién grafica interactiva, puesto que
se puede utilizar un lenguaje de descripcion sencillo basado en la estructura
de arbol CSG. No obstante, el grado de expresividad que se puede alcanzar
depende del nimero de primitivas disponibles. Ademas, algunas operaciones
como la visualizacién mediante la frontera son dificiles de realizar, puesto que
no se almacena informacion explicita de la frontera de las primitivas ni de los
resultados de las operaciones booleanas, como por ejemplo son las curvas o
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NST

Y 4

INST) (INST

Figura 2.8 Un posible arbol CSG para un sélido. Las
figuras debajo de los nodos instanciacién son las primitivas.
A los lados de los nodos aparecen los resultados parciales

segmentos de interseccion, o nuevos vértices que puedan aparecer, y tampo-
co existe informacion sobre las relaciones topoldgicas entre los elementos que
componen la frontera del sélido modelado.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

Los modeladores basados en el esquema CSG cléasico [RV77] permiten mode-
lar sélidos de forma libre dentro de las limitaciones impuestas por el nimero
de primitivas disponibles, pero su expresividad no es suficiente como para re-
presentar cualquier sélido de forma libre. Ademds, algunas operaciones, como
el célculo de la frontera del sdlido, pueden llegar a ser muy complejas por el
nimero de operaciones booleanas utilizadas en su construccién. Sin embargo, la
forma de trabajar utilizando instanciaciéon de primitivas y operaciones boolea-
nas es aceptada como una de las més comodas para los usuarios de aplicaciones
de modelado, y la mayoria de los esquemas de representacién propuestos en
la bibliografia para sélidos de forma libre estudian el disefio e implementacién

26

48

48



49

49

El Modelado de Sélidos

de algoritmos que permitan trabajar utilizando el estilo CSG [Key00, KM96,
BKZ01, Lin00, RS97].

2.4.4 Barrido

El barrido [Mor97, AMBJO06] es una técnica sencilla que permite construir
figuras relativamente complejas facilmente, lo que la ha convertido en una
de las técnicas més populares en el entorno CAD. Un sélido de barrido esta
formado por el conjunto de puntos barridos por un elemento generador que
se va desplazando a lo largo de una trayectoria. En la figura 2.9 se muestran
algunos ejemplos de sélidos de barrido.

c)

Figura 2.9 Sdlidos de barrido. a) Extrusién.
b) Sélido de revolucién. c) Barrido general

En su forma més basica, el generador es una seccién del sélido a generar, y
la trayectoria un segmento perpendicular al plano que contiene dicha seccion;
estos barridos se denominan traslacionales o extrusiones (figura 2.9a). Si la tra-
yectoria es una rotacion alrededor de un eje, el barrido se denomina rotacional,
y genera un sélido de revolucién (figura 2.9b). Se pueden obtener sélidos mas
complejos si la trayectoria es una curva arbitraria, o si el generador sufre algin
tipo de transformacién en su forma, tamano u orientacién durante el recorrido
de la trayectoria (figura 2.9c).
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Una ventaja importante de esta técnica es que en general no es necesario
almacenar mucha informacion para definir un sélido. Para ello es necesario
que tanto el generador como la trayectoria sean descriptibles analiticamente,
aunque suele ser dificil comprobar la validez de los sélidos generados, y puede
llegar a ser un problema la determinacién de las fronteras para tareas como
la visualizacién o la implementacion de operaciones booleanas entre sélidos de
barrido. Asi mismo, puede llegar a ser muy complejo encontrar métodos para
calcular las propiedades del sélido, ya que dependen en muchos casos de las
caracteristicas concretas del sistema de construccién de cada uno. Por ejemplo:
el calculo del volumen de un sélido de extrusion como el de la figura 2.9a
es mucho mas sencillo en términos generales que el calculo del volumen de
un sélido generado mediante un barrido siguiendo una trayectoria curvilinea
arbitraria como el de la figura 2.9c.

Los barridos son muy ttiles en ambitos relacionados con la robédtica y la
fabricacion asistida por computador, ya que permiten estudiar colisiones entre
partes méviles, la accién de las cuchillas de las maquinas fresadoras (la cantidad
de material que eliminen de una pieza serd igual a la intersecciéon de la pieza
con el volumen barrido por las cuchillas), etcétera.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

Muchos solidos de forma libre son representables mediante barridos méas o
menos complejos, pero al igual que ocurre con otras técnicas, la expresividad
estd limitada por el método de construccién. Ademés, cuanta maés libertad se
dé al barrido con el fin de aumentar la expresividad, mayor sera la dificultad
para realizar cualquier tipo de calculo sobre el modelo.

2.4.5 B-Rep

Las representaciones basadas en la frontera (en inglés boundary representation
o B-rep) definen los sélidos a partir de la superficie que los delimita [Req80,
Mén88, FvDFH92, Sha02]. Esta superficie se divide en elementos discretos
representables facilmente, denominados caras si son planos, o parches si son
curvos. Las caras estan delimitadas mediante segmentos, denominados aristas,
que a su vez estan limitados por vértices, y los parches se pueden definir me-
diante una serie de puntos de control y una formulacién implicita o explicita.
Los modelos B-rep limitados por caras planas se denominan poliedros; a partir
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de ahora, nos referiremos a sélidos poliédricos, puesto que todas las considera-
ciones sobre B-rep se pueden extender mas o menos ficilmente a sélidos deli-
mitados por parches curvos. En la figura 2.10 se muestra un sélido poliédrico
y la descomposicién de su frontera en caras, aristas y vértices.

Figura 2.10 Sdlido poliédrico y
descomposiciéon en elementos delimitadores

El esquema B-rep se basa en el teorema de la curva de Jordan [Jor87, Tve80],
que afirma que una curva cerrada y homeomorfa a una circunferencia en R?
divide al plano en dos subconjuntos disjuntos, uno interior y otro exterior,
delimitados por dicha curva. Aplicado a tres dimensiones, se puede enunciar
de la siguiente forma: dada una superficie homeomorfa a una esfera en R3, ésta
divide el espacio en dos subconjuntos disjuntos, uno interior y otro exterior,
delimitados por dicha superficie. Un modelo B-rep de un sélido regular esta
formado por tanto no sélo por el volumen interior a la frontera del sélido, sino
también por la frontera de dicho sélido.

Una de las principales necesidades a la hora de disehar un esquema de
representacién basado en la frontera es proporcionar los medios para saber si un
conjunto de caras forma realmente una superficie cerrada que defina un sélido.
Para hacer esta comprobacién mas sencilla, todo esquema de representacion
basado en la frontera incluye no sélo informacion sobre las caras (incluyendo
su orientacién), sino también sobre cdmo éstas se relacionan entre si y con los
vértices y aristas. A partir de estas relaciones topoldgicas, se pueden establecer
condiciones de validez y algoritmos que las comprueban de manera eficiente y
robusta.

Las condiciones de validez que se impongan a un modelo de fronteras de-

penderan del grado en que se restrinja el dominio de la representacién. Asi, si
se restringe el dominio a los sélidos 2-variedad (sélidos tales que la vecindad
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de cada punto de su frontera es homeomorfa con un disco en el plano), las
condiciones de validez son las siguientes:

e (ada arista estd limitada por dos vértices.
e (ada arista es compartida por dos caras.

e Las caras que comparten una arista tienen la misma orientacién (el
exterior de ambas caras se ecuentra al mismo lado, o lo que es lo mismo,
sus vectores normales apuntan hacia el exterior del sélido).

e Las aristas sélo se intersectan en los vértices.
e Las caras solo se intersectan en las aristas.

Las tres primeras condiciones se pueden comprobar més o menos facilmente
a partir de las relaciones topolédgicas en la estructura de datos. Sin embargo, la
comprobacién de las dos ultimas condiciones es una tarea mas compleja; una
condicién necesaria, aunque no suficiente, que permite descartar conjuntos de
caras susceptibles de ser considerados representaciones validas, es la carac-
teristica de Euler de la superficie, que identifica la relacién entre los vértices,
aristas y caras de una superficie S:

X(S)=V-E+F (2.1)

siendo V el nimero de vértices, E el nimero de lados, y F el niimero de caras.
Para un sélido 2-variedad sin agujeros, este valor es 2; si el resultado de este
célculo utilizando la informacién de un conjunto de caras es distinto de 2, dicho
conjunto de caras no es una representaciéon B-rep valida.

Si el sélido tiene agujeros o esta compuesto de varias partes, la condicion
basada en la caracteristica de Euler es:

V—-—E+F—-H=2C-GQq) (2.2)
siendo V el nimero de vértices, E el nimero de lados, F' el nimero de caras,
H el ntimero de agujeros en las caras que no traspasan el sélido, C el nimero

de componentes separadas que forman el sélido, y G el nimero de agujeros
que atraviesan el sélido.
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Tal y como se ha comentado antes, la formula de Euler por si sola expresa
una condicién necesaria, pero no suficiente, para que una superficie limite un
sélido, puesto que indica una condiciéon topoldgica, no geométrica. Por otra
parte, los algoritmos para encontrar agujeros y componentes aisladas en los
candidatos a solidos implican una dificultad anadida a esta comprobacién.

Los puntos fuertes de las representaciones basadas en B-rep suelen ser la
visualizacion y la edicién, puesto que al almacenar la informacién de la fron-
tera de forma explicita se hace relativamente sencillo modificarla o dibujarla
utilizando algoritmos de visualizacién cldsicos como el scan-line [FvDFH92], el
Z-buffer [FvDFH92]| o el trazado de rayos [Gla93]. Los mayores inconvenientes
de esta representacién vienen del lado de la complejidad que pueden llegar a
alcanzar las estructuras de datos necesarias para almacenar las relaciones to-
polégicas, y los problemas derivados de la aplicacién de operaciones booleanas
sobre los modelos, puesto que el conjunto de modelos B-rep no es cerrado bajo
este tipo de operaciones.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

La representacién B-rep basada en poliedros no es adecuada para sdlidos de
forma libre, ya que presenta problemas de precision. Sin embargo, si en lugar
de poliedros se utilizan parches curvos, se pueden modelar sélidos de forma
libre mas o menos facilmente [KKM97, KGMM97]. La complejidad de uso y
coste computacional de estas tltimas representaciones depende fundamental-
mente del tipo de parches que se utilicen. Los problemas de este esquema estan
asociados a los calculos de propiedades relacionadas con el volumen, fundamen-
talmente, puesto que esta representacion se basa inicamente en la frontera, y
ese tipo de cdlculos no se suelen adaptar bien a ella.

2.4.6 Hiperparches

Los hiperparches [Mor97] son una extensién de las curvas y superficies pa-
ramétricas, ampliando el nimero de dimensiones parametricas a tres. Un sélido
se define como un conjunto de puntos (z,y, z) cuyas coordenadas estdn deter-

minadas por funciones univaluadas continuas de tres pardmetros de la forma:

r = z(u,v,w); y = y(u,v,w); z = z(u,v,w);

u,v,w € [0,1]
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La relacién con los elementos de menor dimensién paramétrica es simple,
yva que fijando uno o dos de los pardmetros a un valor y haciendo variar li-
bremente los restantes, se obtiene una superficie o una curva (denominadas
isoparamétricas). En la figura 2.11 se muestra un hiperparche con las coorde-
nadas paramétricas de sus esquinas. Se puede comprobar que los lados curvos
del hiperparche se correponden a las curvas isoparamétricas resultantes de fi-
jar dos parametros a cero o a uno, y las superficies que limitan el parche son
superficies isoparamétricas obtenidas fijando el valor de uno de los parametros
a Cero O uno.

p(1,1,0)

p(o,1, p(1 !1 11)

G0y
p(0,00) Sha N

p(0,0,1)

Figura 2.11 Hiperparche con las
coordenadas paramétricas de sus esquinas

El desarrollo mateméatico de las funciones que definen un hiperparche es si-
milar a los desarrollos para las curvas y las superficies, con la diferencia de
que al anadir dimensiones paramétricas aumenta la complejidad de las funcio-
nes y también es necesario aumentar el nimero de puntos de control. Asi, si
una curva paramétrica cubica estd determinada por cuatro puntos de control
(41), y una superficie bictibica por dieciséis (42), un hiperparche trictibico esta
determinado por sesenta y cuatro puntos de control (43). Del mismo modo
que se pueden unir curvas o superficies con distintos niveles de continuidad, se
pueden también unir hiperparches, formando un sélido polinémico a trozos.

Los hiperparches se prestan muy bien para la representacion de sélidos
heterogéneos, cuyas propiedades, tales como la densidad o la temperatura,
varian en el interior del sélido, ya que se pueden asociar con cada punto de
control valores de propiedades que luego pueden ser interpolados. Por otra
parte, el diseno interactivo de hiperparches no es ficil, puesto que el ntimero
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de puntos de control es muy grande, y puede llegar a ser una labor muy tediosa
editarlos uno por uno.

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

Los hiperparches son una opcién muy valida para representar este tipo de
solidos, siendo su principal inconveniente la creaciéon y edicion de modelos a
partir de los puntos de control, ya que, dependiendo del tipo de formulacion
utilizada (basada en Bézier, B-splines, ...), un punto de control puede afectar
a una region importante del sélido, o bien puede ser dificil ajustar alguna
caracteristica del sélido a algin tipo de restriccién (colocar una esquina en un
punto del espacio o ajustar las dimensiones del sélido a unas medidas dadas,
por ejemplo). Las operaciones booleanas con hiperparches suelen ser también
complejas de realizar.

2.4.7 Deformaciones controladas

Las deformaciones controladas [SP86, Bec98] se basan en una transformacién
del espacio de referencia en el que se define el sélido, trasladando luego el
efecto de esa transformacion al sélido en cuestién. Matematicamente, se define
un espacio de referencia normalizado p(u,v,w) que contiene al sélido, y una
transformacién sobre él t(p), tal que a cada punto de p le corresponde un
nuevo punto pg, resultado de aplicarle la transformacién t. En la figura 2.12

N

Figura 2.12 Un ejemplo de deformacién
controlada aplicada a un poligono

se puede ver un ejemplo de este método.

Las deformaciones controladas son consideradas en general como un método
de edicion, puesto que realmente no proporcionan por si mismas un medio de
construccion y almacenamiento de modelos, sino que es precisa una represen-
tacion previa de los objetos que permita evaluar los puntos del sélido que luego
se haran correspoder con los puntos del espacio de referencia transformado.
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Aplicabilidad a sélidos de forma libre

Los modelos basados en deformaciones controladas pueden representar sélidos
de forma libre de un modo apropiado [RSB96, HML00], aunque presentan pro-
blemas similares a los hiperparches, ya que el espacio de referencia que se utiliza
para aplicar las deformaciones es en cierto modo similar a un hiperparche.

2.4.8 Métodos hibridos

Hasta el momento, no existe el esquema de modelado ideal. Todos tienen sus
puntos fuertes, pero también tienen puntos débiles, y ninguno se ajusta perfec-
tamente a todas y cada una de las necesidades de cualquier campo de aplicacion
del modelado de sdlidos. Por este motivo, una de las soluciones habituales en
los sistemas de modelado es recurrir a varios esquemas conjuntamente: utilizar
un esquema que facilite la interaccién con el usuario, para que la creacién y
edicién de modelos sea lo més comoda y eficiente posible (CSG, por ejemplo),
y una representacion en memoria que permita dar rapida respuesta a operacio-
nes como consultas topolégicas o calculo de operaciones booleanas (octrees, B-
rep, ...). Son los denominados sistemas o métodos hibridos [M&n88, FvDFH92,
Sha02].

Aplicabilidad a sélidos de forma libre

Un ingrediente fundamental para que estos sistemas sean factibles son los algo-
ritmos de conversién, que permiten mantener la consistencia entre las distintas
representaciones del mismo objeto. No todas las combinaciones de esquemas de
representacion permiten la conversién entre ellos, y en algunos casos este paso
puede llegar a ser muy costoso. Dependiendo de la complejidad de este paso, y
del &mbito de aplicacion del sistema, algunos modeladores actualizan continua-
mente todas las representaciones, y otros solo actualizan las representaciones
auxiliares cuando es necesario utilizarlas para realizar alguna operacién.

Otra posibilidad es construir representaciones mixtas. Asi, el sistema de
octrees extendidos mencionado en la seccién 2.4.2.2 puede entenderse como un
esquema hibrido, en el que la estructura de octree llega hasta un cierto nivel
de profundidad, y a partir de ahi se combina con una estructura B-rep.
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2.5 Sistemas de modelado de sdlidos de forma libre

La representacion y manipulacion de sélidos de forma libre sigue siendo hoy en
dia un campo de investigacién en el ambito del modelado de sélidos. Prueba
de ello es que siguen apareciendo propuestas centradas en este tipo de sélidos,
como las de Allegre y otros [AGCAO06], que proponen una estructura de datos
mixta, basada en un arbol CSG, y en la que se combinan nubes de puntos,
mallas de tridngulos y superficies esqueléticas implicitas [BGA04], de tal forma
que se selecciona una u otra representacion en base a la operacién que se va a
realizar con los modelos.

Otras aproximaciones, como la de Linsen [Lin00], que utiliza parches pa-
ramétricos para representar la superficie de los sélidos, o la de Biermann y
otros [BKZ01], que trabajan con superficies de subdivisién, penalizan la exac-
titud de los resultados en las operaciones de modelado en favor de la eficiencia,
ya que trabajan con las mallas de control de las superficies para calcular los
resultados en lugar de con las superficies directamente. En contraste con estos
trabajos, la labor de Keyser y otros [KCF+04] se centra en la exactitud del
resultado en la evaluacién de la superficie obtenida en las operaciones, con lo
que el tiempo de ejecucion de los algoritmos se ve notoriamente afectado.

Una opcidn intermedia que pondera la eficiencia de los algoritmos y la exac-
titud del resultado estd reflejada en el trabajo de Krishnan y Manocha [KM96],
que consigue resultados exactos de manera eficiente en operaciones con sélidos
limitados por parches paramétricos, aunque con problemas de inestabilidad
numérica debidos a la complejidad del aparato matematico desarrollado.

Un enfoque distinto es el que presentan Ruiz de Miras y Feito en el modelo
de Cadenas Simpliciales Extendidas, también denotado modelo ESC [RF97,
RF99a]. Este modelo desarrolla un esquema de representacién de sélidos basa-
do en la descomposicion de los mismos en celdas no necesariamente disjuntas
con signo, de forma que los volimenes de las celdas que se superponen se com-
pensan en funcién de su signo. Este modelo fue inicialmente desarrollado para
solidos bidimensionales limitados por cénicas y curvas de Bézier; posterior-
mente, se adapté de forma satisfactoria a sélidos tridimensionales limitados
por parches algebraicos, obteniéndose tanto en dos como en tres dimensiones
algoritmos robustos y eficientes para resolver problemas como el test de in-
clusién de puntos, la visualizacién de operaciones booleanas no evaluadas o
la conversién a otras representaciones [RF98, RF02]. Esta versatilidad hace
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de este modelo una opcién muy valida para el modelado de sdlidos con caras
curvadas, y por tal motivo ha sido adoptado como la base de este trabajo.

En los siguientes capitulos se expondran con detalle los fundamentos del
modelo ESC, asi como la particularizacion del mismo a solidos delimitados por
superficies paramétricas triangulares, junto con los algoritmos implementados
v los resultados obtenidos.
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3 El modelo de Cadenas Simpliciales
Extendidas

El punto de partida de este trabajo es el modelo de Cadenas Sim-
pliciales Extendidas. En este capitulo se resume este modelo, sin
hacer referencia al tipo de parches utilizados para la representacion
de la superfice de los sélidos. Asi mismo, se recoge la representacion
algebraica de las operaciones booleanas entre sélidos representados
por cadenas y el algoritmo para el calculo del test de inclusion de
un punto respecto de un sélido.

3.1 Fundamento

El modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas o modelo ESC! fue propuesto
por Ruiz y Feito como un esquema formal para la representacion y manipula-
ci6én de solidos de forma libre [RF99a]. Este modelo a su vez extiende el modelo
de Cadenas Simpliciales o modelo SC?, que fue propuesto anteriormente por
Feito y Rivero para la representacién y manipulacién de sélidos poliédricos
[FROS|.

La idea fundamental subyacente en estos modelos es aplicar el principio
divide y vencerds [BB97] al modelado, descomponiendo los sélidos en elemen-
tos maés simples, de forma que el resultado de las operaciones de modelado se
determina aplicando las operaciones a los elementos individuales y componien-
do los resultados parciales en el resultado final. Este principio se asemeja a la

La traduccién a la lengua inglesa es Extended Simplicial Chains. Para abreviar el nombre del
modelo utilizaremos las siglas de la traduccién inglesa, al estilo del modelo CSG
Simplicial Chains
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descomposicion espacial expuesta en la seccién 2.4.2.3, pero se diferencia de
ella en el hecho de que no se hace necesario que las celdas sean disjuntas, lo
que facilita notoriamente el proceso de construccién de las mismas.

3.1.1 El modelo de Cadenas Simpliciales

El modelo de Cadenas Simpliciales para la representacién de sélidos de caras
planas puede estudiarse como un caso particular de las Cadenas Poliédricas
definidas por Whitney [Whi57]. Los sélidos se representan bajo este modelo
como conjuntos de celdas poliédricas elementales no disjuntas, de forma que
se permite el solapamiento de celdas. Estas celdas poliédricas elementales se
denominan simplices.

Formalmente, se define un simplice d-dimensional como la envolvente
convexa de d + 1 puntos linealmente independientes [Kur73], de tal modo que,
por ejemplo, un simplice bidimensional se corresponde con un triangulo, y un
sfmplice tridimensional se corresponde con un tetraedro.

Una cadena simplicial que representa a un sélido estd formada por un
conjunto de simplices tales que todos ellos tienen un vértice en comun. Este
vértice es un punto arbitrario del espacio que puede ser tanto interior como
exterior al sélido a representar, y que se etiqueta como origen de la cadena. El
resto de los vértices de cada simplice se corresponden con vértices del sélido.
Los simplices construidos de esta forma se denominan simplices originales,
v los elementos geométricos que unen el origen del simplice con el resto de
vértices también se califican como originales; de este modo, se dispone de
aristas originales, caras originales, etcétera.

Formalmente, una cadena simplicial d-dimensional se define como:
n
i=1

donde los coeficientes «; son nimeros enteros, y las celdas S; son simplices
d-dimensionales (tetraedros si nos cenimos a sélidos 3D). El signo de cada
coeficiente indica si el volumen de la celda con la que se corresponde se anade
o se sustrae en la definicién del sélido, dependiendo de si «; es positivo o
negativo, respectivamente.
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En la figura 3.1 se puede observar el proceso de construccién de un sélido
bidimensional a partir de una cadena simplicial que lo representa, formada
por los simplices positivos OV1V2 y OV3V1, y por el simplice negativo
OV2V3. El origen de la cadena es en este caso el origen de coordenadas. En
azul se muestran las areas con signo positivo, y en rojo las que tienen signo
negativo. Conforme se van sumando simplices, se puede observar que en las
regiones del espacio en que los simplices positivos y negativos se superponen se
contrarrestan los signos, de forma que el volumen del sélido resultante coincide
con el del s6lido de partida; esto permite que se pueda escoger cualquier punto
interior o exterior al sélido como origen de la cadena, sin que ello modifique el
resultado [Fei95].

\'Al
V2

V3

(o)
Figura 3.1 Proceso de construccién de un sélido
bidimensional a partir de una cadena simplicial que lo representa

En [FR98] se describe el fundamento tedrico del modelado de sélidos poliédricos

con cadenas simpliciales. Este esquema de representacion es valido para sélidos
variedad y no variedad, con o sin agujeros, y proporciona soluciones validas
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a problemas como el cémputo de operaciones booleanas [RF00, Riv02] o el
célculo del test de inclusién de un punto en un sélido [FT97], reduciéndolos
al calculo local de las soluciones en cada simplice y la combinacién posterior
de los resultados en una suma. Esta forma de trabajar hace a los algoritmos
sencillos, robustos y facilmente paralelizables, puesto que la informacién de
una celda es independiente de la del resto.

El modelo ESC, al ser una extensién del modelo SC, mantiene la misma
base tedrica, por lo que dicha base se revisara con mas detalle en los siguientes
apartados de este capitulo.

3.2 Celdas extendidas

El modelo ESC se basa, al igual que el modelo SC del que deriva, en la des-
composicién del volumen del sélido en celdas no necesariamente disjuntas.
Estas celdas se denominan celdas extendidas, y se clasifican en dos tipos:
simplices y celdas de forma libre. A continuacién se detallan las caracteristicas
mas importantes de ambos tipos en relacién a su uso en el modelo ESC.

3.2.1 Simplices

Tal y como se ha definido en la seccién 3.1.1, un simplice d-dimensional es la
envolvente convexa de d+1 puntos linealmente independientes. Particularizan-
do al caso 3D, que es el habitual en el Modelado de Sélidos, un simplice es un
tetraedro, como se puede apreciar en la figura 3.2.

Vi
V3

v4

V2

Figura 3.2 Simplice
tridimensional

Los simplices cumplen la propiedad de que cualquier punto del espacio puede

ser representado mediante una combinacion lineal de sus vértices. Los coefi-
cientes de esta combinacién lineal se denominan coordenadas baricéntricas,

40

62

62



63

63

El modelo de Cadenas Simpliciales Extendidas

y son utilizadas de manera intensiva tanto en el modelo SC como en el ESC, ya
que a través del estudio de estas coordenadas se puede saber la posicién relativa
de un punto respecto de un simplice concreto, como se vera mas adelante.

En el caso de simplices bidimensionales, las coordenadas baricéntricas se
obtienen de la siguiente forma [Bus05]:

u r1 X9 I3 Tp
v]=1v Y2 Y3 N (3.2)
w 1 1 1 1

donde u, vy w son las coordenadas baricéntricas y el subindice p se aplica a
las coordenadas del punto que se esta estudiando. La matriz 3 x 3 esta formada
por las coordenadas homogéneas de los vértices del simplice.

De manera andloga se calculan las coordenadas baricéntricas de un punto
respecto de un simplice tridimensional [Men92]:

-1

t Ty T9 T3 X4 Tp
v Z1 29 zZ3 Zp ’
w 1 1 1 1 1

Tal y como se ha mencionado anteriormente, el signo de las celdas indica
si su volumen se anade o se sustrae en la construccién del volumen del sélido
representado. En el caso de los simplices, este signo viene determinado por la
orientacion de sus vértices, toméndose la orientacién antihoraria como positiva.

Una forma rapida de calcular el signo de un simplice es consultar el signo
de su area signada, en el caso de simplices bidimensionales, o el de su volumen
signado, en el caso de simplices tridimensionales. En el caso bidimensional, el
drea signada de un tridngulo se define como [O’R9S]:

x1 1
A=~ xr2 Y2 1 (3.4)
2
z3 y3 1

En el caso tridimensional, el volumen signado de un tetraedro se define
como [O’R9S]:
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1 Y1 2 1

1 |72 y2 22 1
AZE' x3 Y3 23 1 (3.5)

T4 Ys 24 1

Fl signo de los simplices es fundamental en el desarrollo de los algoritmos
basados en los modelos SC y ESC, como veremos posteriormente.

3.2.2 Celdas de forma libre

El modelo ESC nace con la idea de cubrir las carencias del modelo SC en
cuanto a la representacion exacta de sélidos de forma libre, ya que al estar
este ultimo basado en la descomposicion de los solidos en simplices, s6lo puede
aproximar las superficies curvas de este tipo de sélidos. Para conseguir este
objetivo, el modelo ESC incluye un nuevo tipo de celda, denominado celda de
forma libre o ffc?.

Semanticamente, las ffc son equivalentes a los simplices, con la diferencia de
que mientras que éstos estan delimitados exclusivamente por elementos planos,
aquéllas incluyen un elemento delimitador de forma libre, que las habilita para
ajustarse a la superficie de los sélidos que se desea representar.

Formalmente, se define una celda de forma libre d-dimensional como
un conjunto de puntos de R%, resultado de la interseccién de los semiespacios
definidos por un elemento de forma libre de dimensién d — 1, y uno o varios
elementos planos de dimensién d — 1 tal que cumple [RF99a, Rui01]:

e Es un conjunto cerrado y conexo en R,

e Todos los puntos del conjunto, menos los de su frontera, pertenecen
a la misma componente conexa respecto del elemento de forma libre.

e Los puntos del conjunto comunes a un nimero de elementos delimi-
tadores mayor o igual a d también pertenecen al elemento delimita-
dor de forma libre.

La primera propiedad permite tratar casos como el de la figura 3.3, en
los que el elemento de forma libre intersecta con los elementos planos, dando

3 Free-form cell
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lugar a mas de una componente conexa. Estos casos se resuelven dividiendo el
conjunto de puntos en dos ffc distintas.

ffc1

a) b)

Figura 3.3 Presentacién en 2D de la pri-
mera propiedad de la definicién de ffc

La segunda propiedad se justifica para evitar situaciones como la que se mues-
tra en la figura 3.4, en las que determinar la posicién de un punto respecto a
una ffc es complejo. La solucion que se aplica en estos casos es dividir el con-
junto de puntos para que verifique la segunda propiedad antes expuesta, lo cual
puede no ser trivial, ya que hay que encontrar las zonas de autointerseccion
del elemento de forma libre.

a)

Figura 3.4 Presentaciéon en 2D de la se-
gunda propiedad de la definicién de ffc

Por 1ltimo, la tercera propiedad permite discriminar correctamente los vértices
de las ffc, asi como los conjuntos de puntos que si que son ffc frente a los que
no lo son (figura 3.5a). Esta propiedad también da pie a la simplificacién de
disposiciones més complejas de lo aconsejable (figuras 3.5b y 3.5¢).

Toda ffc, al igual que los simplices, tiene un signo asociado que indica si el
volumen de la celda se anade o se sustrae al volumen del sélido representado,
lo que permitird anadir a la representacion basada en simplices los detalles de
forma libre que se deseen.

La definicién de ffc menciona la existencia de un “elemento delimitador de
forma libre”, sin indicar condiciones de continuidad, formulacién (paramétrica,
algebraica, implicita, ...), etcétera. Al ser el concepto de ffc independiente del
tipo y forma de construccién de la frontera de los sélidos, es posible adaptarlo
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Vértices no validos

no ffc

ffc

e

Vértices validos

a}

Solucién valida

Vértice no valido
b) c)

Figura 3.5 Presentaciéon en 2D de la
tercera propiedad de la definicién de ffc

a cualquier esquema de construccién de sélidos n-dimensionales basado en ele-
mentos curvos. Esta adaptacién consiste en la determinacién de las condiciones
bajo las cuales se verifica la definicién de ffc, y la definicién de un algoritmo
para conocer la posicién relativa de un punto respecto de una celda de este
tipo.

La figura 3.6 muestra un ejemplo de ffc tridimensional delimitada por
parches triangulares de Bézier y un conjunto de planos, representados como
poligonos. En el capitulo 4 se explicarda con detalle la particularizacién de la
definicién general de ffc al caso de parches triangulares de Bézier.

3.3 Definiciéon de Cadena Simplicial Extendida

Como ya se ha mencionado anteriormente, el modelo ESC es una extensién del
modelo de cadenas simpliciales, o modelo SC descrito en el apartado 3.1.1. La
diferencia estriba en la aparicién de las celdas de forma libre o ffc explicadas

anteriormente como elementos de las cadenas.

Se define una cadena simplicial extendida o ESC como [RF99al:
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Figura 3.6 Ffc tridimensional. lzquierda:
elementos delimitadores. Derecha: volumen

=1

en la que los «; representan coeficientes de tipo entero, y donde los E; se
corresponden con celdas extendidas d-dimensionales, ya sean simplices o ffc.
Al igual que en el modelo SC, los signos de los coeficientes asociados a las
celdas indican si éstas se suman o se restan al sélido representado por la ESC.

La presencia de las ffc en el modelo permite aumentar el dominio de la repre-
sentacién, incluyendo ahora no sélo sélidos poliédricos, sino también sélidos de
forma libre. Ademas, como el tratamiento a nivel de cadena tanto de simplices
como de ffc es el mismo, se favorece la abstraccién en el disefio de algoritmos
que trabajen con ESC.

Un concepto fundamental que comparten tanto el modelo SC como el ESC

es el de funcion asociada a una cadena, que se define de la siguiente forma,
dada una ESC §:

fs:RE— 7
Q= D) @ (3.7)
VE;/QEE;

La funcién asociada a una cadena devuelve para cada punto del espacio
euclideo d-dimensional la suma de los coeficientes asociados a las celdas en las
que dicho punto estd incluido. Basado en el concepto de funcién asociada a
una cadena, se define el sélido asociado a una cadena § como el conjunto
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de puntos que verifican que el valor de la funcién asociada a § para esos puntos
es distinta de cero. Matematicamente:

FF;={QeR'/[5(Q) #0} (3.8)

En la figura 3.7 se puede observar un sélido bidimensional, asi como las
celdas extendidas que forman parte de una ESC que lo representa. En este
ejemplo se ha tomado como origen de los simplices un punto exterior al sélido, y
las celdas positivas se colorean con un tono azulado, mientras que las negativas
aparecen en un tono rojizo. Por ultimo, se muestra la superposicién de las
celdas, mostrando cémo las areas positivas y negativas se complementan, dando
como resultado el area del sélido a representar.

o

o

Figura 3.7 Ejemplo de construccién de una ESC para
un sélido bidimensional. De arriba a abajo: sélido y origen
de la ESC, celdas extendidas y composicién de las celdas.

La ESC § representada en la figura 3.7 estd formada por cuatro celdas exten-
didas, dos positivas y dos negativas. Formalmente:

6=F1+FEy— FE3—E, (39)

Los valores de la funcién asociada a § para los puntos Q;, 1 < i < 4,
marcados en la figura son los siguientes:
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f5(Q1) = 0;

f5(Q2)=ay+az3=1—-1=0; (3.10)
f5(Q3) =1 =1;

f5(Q4)=as+ay,=1-1=0;

En el capitulo 5 se describird un algoritmo basado en la funcién asociada a
una ESC para el calculo del test de inclusion de un punto respecto de un sélido
de forma libre. Sin embargo, antes es necesario resolver el caso particular de
aquellos puntos situados en la frontera entre dos celdas; un ejemplo claro es el
del punto Qs, que esta situado en la frontera entre E; y Es, y que a su vez
esta contenido dentro de E3. Dicho punto estd situado en el exterior del sélido;
sin embargo, el valor de la funcién asociada para ese punto es:

f6(Qs)=ar+astaz=1+1-1=1 (3.11)

Para resolver este tipo de situaciones se recurre al concepto de regulariza-
cién descrito por Requicha [RV77] y reseniado en la seccién 2.4.3:

Sea f5 la funcién asociada a la cadena ¢ en R?, Q un punto arbitrario de
R? y N, (Q) un entorno centrado en Q arbitrariamente pequenio; se definen:

p=maz{fs(Q) ¥ Q € N:(Q)}
n=min{fs (Q) |V Q €N-(Q)} (3.12)

Se define entonces la funcién regular asociada a la cadena § como:

f:;k : Rd — 7
f5(Q) =0 siQ ¢ clausura (interior (FFs))
f5(Q)=p sip>0 (3.13)
f5(Q)=n en otro caso

De esta forma se resuelve el problema de puntos como el Qs, puesto que
ahora el valor de la funcién regular es 0, tal y como se esperaba inicialmente.

Se define una cadena simplicial extendida normal [Rui01] como aquella

que verifica que su funcién regular asociada toma valor uno para todos los
puntos del sélido que representa. Matematicamente:
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0 es normal sii f5 (Q)=1 V Qe FF; (3.14)

Se seleccionard siempre una ESC normal para representar un sélido de
forma libre. El método de construccion de dicha cadena dependerad de cémo
esté representada la frontera del sdlido a modelar.

3.4 Operaciones con cadenas

Whitney [Whi57] definié las cadenas poliédricas, y sobre ellas las operaciones
de suma y producto por un escalar. Demostré que si se reduce el conjunto de
numeros enteros al intervalo [—(p — 1)/2,(p — 1)/2] con p > 2, siendo p un
numero primo, y se restringen las operaciones de suma y producto de enteros
a dicho intervalo, las cadenas poliédricas tienen una estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo Z/p.

Las cadenas simpliciales definidas en el modelo SC [FR98], al ser una par-
ticularizacién de las cadenas poliédricas, mantienen estas mismas operaciones
y propiedades. Se definen a continuacién las operaciones con ESC, de forma
que se mantenga la estructura de espacio vectorial.

3.4.1 Suma de dos ESC. Producto por un escalar

Dadas dos cadenas simpliciales extendidas, 0 y §’:

§=> a; B (3.15a)
=1

§'=> o} Ej (3.15b)
j=1

se define la suma de 0 y ¢’ como la cadena [Rui01]:
n m
040 = a;i-BEi+> d-Ej (3.16)
i=1 j=1

Se define la operacién de producto de una ESC § por un escalar A como
otra cadena formada por las mismas celdas extendidas que la original, y en la
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que el coeficiente asociado a cada una de ellas esta multiplicado por el escalar
[Rui01]:

n

Ad=>"(A)-E (3.17)

=1

Estas operaciones son fundamentales tanto en el modelo SC como en el
ESC, ya que todo el trabajo con ESC se basa en sumas de cadenas y productos
de escalares por cadenas.

3.4.2 Regularizacién

Como se ha visto en el apartado anterior, el resultado de sumar dos cadenas,
asi como el del producto de una cadena por un escalar, es otra cadena simplicial
extendida. Por tanto, la cadena resultado tiene una funcién asociada que tiene
que ser regularizada de la misma forma que las cadenas operando para evitar
situaciones anémalas. Es por esto por lo que se definen las funciones regulares
asociadas a la suma de cadenas y al producto de una cadena por un escalar de
la siguiente forma [Rui01]:

fo+% fo = fszor)
A fs = five) (3.18)

Las ESC tienen estructura de espacio vectorial respecto de las operaciones
regularizadas descritas [FR98]. Desde este punto en adelante, y mientras no se
indique lo contrario, se consideraran todas las operaciones como regularizadas.

3.4.3 Operaciones booleanas

Las operaciones booleanas de unién, interseccion, diferencia y complemento
entre soélidos representados mediante ESC se pueden resolver aplicando nue-
vamente la técnica divide y vencerds [BB97], reduciéndolas al célculo de las
operaciones entre las celdas extendidas que forman las cadenas y combinando
los resultados en una nueva ESC. Para ello es necesario estudiar la intersec-
cién entre dos celdas extendidas, que en general no es otra celda extendida;
sin embargo, es un conjunto de puntos que puede ser descompuesto en cel-
das extendidas, y por tanto se puede representar mediante una ESC normal
[RF99a]. La descomposicién en celdas extendidas de la interseccién entre las
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celdas extendidas F y E’ se va a representar a partir de ahora como la funcién
ExCell (EN E’) [Rui01].

Dada la representaciéon para la interseccién de celdas extendidas, y dadas
las cadenas definidas en las férmulas 3.15a y 3.15b y sus respectivos sélidos
asociados F'Fy5 y FFy, las distintas operaciones booleanas se calculan de la
siguiente forma:

El sélido intersecciéon F'Fs N F'Fy se calcula como el sélido asociado a la
cadena (véase demostracion en [Rui01]):

OFFsNFFy = Z Z (v - o) - BExCell (E;N EJ') (3.19)
i=1 j=1

En la figura 3.8 se puede ver el esquema del célculo de la ESC asociada a la
interseccion de dos sélidos de forma libre bidimensionales. En la primera fila
se puede observar la disposiciéon inicial de los sélidos, asi como las ESC que los
representan. La segunda y tercera fila muestran los resultados de las intersec-
ciones que no son vacias entre las celdas de las cadenas de los sélidos, asi como
el cdlculo de sus coeficientes asociados, y en la ultima fila se puede observar
el resultado de la composiciéon de dichos resultados en la ESC resultante. La
ESC § que representa el resultado de este ejemplo es la siguiente:

0 = EzCell (S3Ns3)— ExCell (52N s3)
+ ExCell (ffeln s3) — ExCell (30 s1) (3.20)
+ ExCell (S2Nsl) — ExCell (ffclnsl)

La funcién asociada a ¢, fs se calcula tal y como se indica en la ecuacion
3.13. Los valores que adopta dicha funcién para los puntos indicados en la
dltima fila de la figura 3.8 es como sigue:

)
)
=agtas=—-14+1= (3.21)
)
)
)
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FF1 = S1+52-83-ffc1 FF2 = s1-s2-s3-FFC1

/ .
ExCell (S3 3
Coef’i(ciznt(e = ?—15)-()—1) =1| ExCell(S2n s3) ExCell (ffc1n s3)

Coeficiente= 1.(-1) = -1 | Coeficiente= (-1).(-1)=1

/ -

ExCell (S3 N s1) ExCell (52 N s1) ExCell (fic1 N s1)
Coeficlente = (-1)-1=-1 | coeficiente = 1.1=1 Coeficlente = (-1).1 = -1
4
,,’/ o/
II’/ rd l
o // Q1o rd ,
d 7.' Q20 ,’O !
c 'O” 03‘ ' I
/4":&’ Qde Fd i
Q5e A L7
Q6e 0N 7
< ON/

Figura 3.8 Fila superior: dos sélidos de forma libre bidimensionales, y
las ESC que los representan. Filas intermedias: términos de la ESC que
representa el sélido interseccidn. Fila inferior: sélido resultado y ampliacién

Como se puede observar en los ejemplos y se demuestra en [Rui0l1], la
evaluacion de la funcién asociada a la cadena sélo vale uno para aquellos puntos
que pertenecen al sélido resultado de la interseccion, con lo que se mantiene
la validez del modelo presentado.
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Las dema&s operaciones booleanas se pueden expresar en base a la inter-
seccién mas las operaciones con cadenas antes descritas [Rui01]. Asi, se puede
demostrar que la ESC que representa a la unién de dos sélidos se puede calcular
sumando las cadenas asociadas a los sélidos operando y restando a este resul-
tado la cadena que representa la intersecciéon [Rui01]. Formalmente se expresa
asi:

SrFsUFFy, = 0+ 6 — dpFsnFE, (3.22)

Las operaciones entre cadenas también se utilizan para calcular la diferencia
de sélidos de manera sencilla, puesto que basta restar a la ESC que representa
al minuendo la cadena que representa al sustraendo [Rui01]:

5FF5—FF5/ =6-0 (3.23)

Sin embargo, de esta forma la funcién asociada a la cadena diferencia to-
maria valor negativo para un punto que perteneciera a F'Fy y no perteneciera
a F'Fy. Para evitar esta situacion, que supondria que la ESC resultado no fuera
normal, es preferible calcular la cadena del objeto diferencia como la diferen-
cia entre las ESC que representan al minuendo y a la interseccién de los dos
operandos [Rui01]:

OFF;—FFy = 0 — OFFsnFFy (3.24)

La udltima operacién que se presenta en esta seccién es la de complemento.
El sélido complementario a F'Fy se representa F'F (;C , ¥ se puede calcular una
ESC que lo represente restando la cadena del solido original de otra que repre-
sente el conjunto universal [Rui0l]; a esta cadena se la denominard cadena
universal, y se la representard como Jg:

A efectos practicos, para representar la cadena universal g se puede utilizar
la ESC de un cubo o una esfera que abarque todo el espacio de trabajo.

En [Rui01] se demuestra que el modelo ESC permite homogeneizar el trata-

miento de las operaciones booleanas, reduciéndolas a las operaciones de suma
de cadenas y producto por un escalar que fueron presentadas en la seccién 3.4.1.
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Esto facilita en gran medida la implementacién de las operaciones y tratamien-
to de los resultados, y asegura que dichos resultados son sélidos validos segin
el modelo.

3.5 Conclusiones

En este capitulo se ha resumido la base tedrica del modelo de Cadenas Simpli-
ciales Extendidas o modelo ESC para el modelado de sdlidos de forma libre.
Este modelo presenta ventajosas propiedades frente a otros modelos, derivadas
de sus especiales caracteristicas: posibilidad de que las celdas se superpongan,
utilizacién de sélo dos tipos de celdas, de los cuales uno es extremadamente
sencillo, y reduccién de las operaciones entre sélidos a operaciones algebraicas
entre los elementos de las cadenas que los representan.

La eficacia del modelo ESC ya ha sido demostrada para sélidos bidimensio-
nales delimitados por cénicas y curvas de Bézier [RF97], asi como para sélidos
tridimensionales delimitados por parches algebraicos de formulacién implicita
[RF99a]. Se han podido desarrollar algoritmos para el calculo del test de in-
clusién de un punto en un sélido en dos y tres dimensiones [RF97, RF99b],
asi como para la conversién a otros modelos de representacién [RF98, Rui01,
RF02]. La adaptacién del modelo ESC a sélidos de forma libre delimitados por
distintos tipos de elementos curvos implica concretar la definicién de celda de
forma libre utilizando dichos elementos como delimitadores, asi como definir
un algoritmo para el calculo del test de inclusién de puntos dentro de las celdas
definidas de esa manera.

Todo lo anteriormente expuesto invita a pensar que la adaptacion del mo-
delo ESC a sélidos delimitados por superficies paramétricas proporcionara si-
milares resultados, con la ventaja anadida de que este tipo de superficies es el
estandar utilizado en el mundo del disenio y fabricacion asistidos por compu-
tador. Asi pues, en el siguiente capitulo se estudiard la adaptacion de este
modelo a parches paramétricos triangulares.
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4 Aplicacion del modelo ESC a parches
paramétricos triangulares

Este capitulo se dedica a la definicion de la aplicacion del modelo
ESC a sdlidos de forma libre delimitados por parches paramétricos
triangulares. Para este fin se han escogido los parches triangulares
de Bézier como superficie de referencia debido a la simplicidad de
su formulacién y su adaptabilidad al objetivo perseguido. En primer
lugar se describe con detalle este tipo de parches y sus propiedades.
Posteriormente se define la nueva ffc y se desarrolla un algoritmo
para la construccion de una ESC que representa un solido de forma
libre delimitado por parches triangulares de Bézier.

4.1 Parches triangulares de Bézier

En este apartado se van a repasar los fundamentos y las propiedades de los
parches triangulares de Bézier.

4.1.1 Definicién

La formulacion paramétrica definida por Pierre Bézier para curvas se extiende
de forma natural a superficies en los parches triangulares de Bézier [Far86,
Far93, PBP02|. Estos parches se definen sobre un dominio triangular con tres
parametros denominados u, v y w, tales que:

u+v+w=1
0<u<l, 0<v<l 0<w<l
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y su malla de control estd formada por 5 - (n+ 1) - (n+2) puntos para un
parche de grado n. La figura 4.1 ilustra el caso n = 3.

boos bsoo
(W=1) b102 bzo1 (U=1)

Figura 4.1 Distribucién de los puntos
de control en un parche triangular de
Bézier de grado 3 y su dominio paramétrico

Cada punto de control se identifica mediante tres indices, i, j y k, que verifican
la siguiente propiedad para un parche de grado n:

it+j+k=n
0<i<n, 0<753<n, 0<k<n

Los puntos de la superficie se definen mediante los polinomios de Bernstein,
que para este caso se expresan de la siguiente forma [Far86]:

n!

P U R
TR R (4.1)

BZM (u,v,w) =

notando la tupla (i, j, k) como A, y la tupla (u,v,w) como 7, la expresién para
evaluar un punto perteneciente a un parche queda como sigue [Far86]:

b™ (1) = Y by- By (1) (4.2)

[A|l=n

donde |\| = n representa todas las tuplas (i, j, k) que verifican que i+j+k = n.
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Otra posible forma de describir los puntos en la superficie utiliza el algorit-
mo de De Casteljau [dC63], que partiendo de la interpolacién de los puntos de
control, calcula de forma recursiva nuevas interpolaciones entre los valores cal-
culados en los pasos anteriores para obtener el punto en cuestién. La expresién
general de este algoritmo es la siguiente [PBP02]:

-1 -1 —1
bi (1) =u-bi o (1) + v by o (T) +w-bi 5(7) (4.3)
El algoritmo se desarrolla en n pasos para un parche de grado n. El valor de r
va desde 1 a n, incrementdndose en 1 en cada iteracién. i representa las tuplas
(1,7, k), con la particularidad de que en cada paso del algoritmo |i| = n — r,

y los vectores el, e2 y e3 representan las tuplas (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1),
respectivamente. En el caso base de la recursién, by (1) = b;.

En la figura 4.2 se puede ver un esquema de los puntos que se calculan en
cada paso de un ejemplo de ejecucion del algoritmo de De Casteljau para un
parche de grado tres. Los puntos calculados en el primer paso se han unido
con lineas azules, y los del segundo paso con lineas verdes. El punto resultante
se ha marcado en rojo. Se puede deducir de la férmula 4.3, y se aprecia en la
mencionada figura 4.2, que el calculo de los puntos del parche no es mas que
un proceso de continuas interpolaciones de los puntos obtenidos en el paso an-
terior, en el que los valores de la tupla (u, v, w) son los factores de ponderacién
[Far86]. Una aplicacién interesante de este proceso es que el conjunto de puntos
obtenido en la peniltima iteracién del algoritmo, unidos por lineas verdes en
la figura 4.2, determinan el plano tangente al parche en el punto evaluado en el
ultimo paso. Asi mismo, este algoritmo permite calcular los puntos de control
que determinan un subparche definido por un subdominio paramétrico, tal y
como se verd en la seccion 4.1.4.

En la figura 4.3 se puede ver un parche triangular de Bézier de tercer grado
junto con su malla de puntos de control. Al tridngulo definido por los puntos
boos, boso ¥ bsoo se le denominard tridngulo base del parche (en rojo en la
figura).

Debido a su simplicidad, estos parches se estan utilizando en implementa-
ciones hardware; por ejemplo: la tecnologia TRUFORM®© [ATIO01, VPBMO1]
implementada en las dltimas tarjetas graficas de gama alta fabricadas por ATI
estd basada en ellos. También se estd utilizando este tipo de parches en el
desarrollo de esquemas de interpolacion de superficies de forma libre a partir
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AV AV

Figura 4.2 Distribucién en el dominio
paramétrico de los puntos calculados
en una ejecucién del algoritmo de De
Casteljau para un parche de grado tres

Figura 4.3 Parche triangular de Bézier junto
con sus puntos de control y su tridngulo base

de muestras de la misma, ya que en general suele ser mas facil modelar su-
perficies complejas utilizando elementos de forma triangular, mas simples que
los parches rectangulares [Far86]. Algunos de estos esquemas se revisaran con
mas profundidad posteriormente.

4.1.2 Propiedades

Los parches triangulares de Bézier cumplen una serie de propiedades intere-
santes, que pueden ser explotadas para optimizar los algoritmos que trabajan
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con ellos [Far86, Far93, PBP02]. Estas son las mds interesantes para los fines
perseguidos en este trabajo:

e Invarianza ante transformaciones afines: debido a que el algoritmo
de De Casteljau sélo utiliza interpolaciones lineales, y que éstas son
correspondencias afines, se deduce que la forma de los parches no se
ve afectada ante transformaciones que mantengan la colinealidad de
puntos y las proporciones de los objetos.

e Invarianza ante transformaciones afines de los parametros:
este tipo de reparametrizaciones sélo implica cambiar el dominio pa-
ramétrico, pero no afecta a los cdlculos mostrados anteriormente.

e Inclusion en la envolvente convexa: todo parche estd contenido en
la envolvente convexa de sus puntos de control, ya que los factores de
ponderacién que se utilizan (u, v, w) toman valores entre 0 y 1 siempre.

e Curvas frontera bien conocidas: las fronteras de todo parche trian-
gular de Bézier son curvas de Bézier del mismo grado que el parche, y
cuyos puntos de control son los puntos de la malla de control corres-
pondientes a los respectivos lados.

e Convexidad: un parche triangular de Bézier es convexo si su malla de
puntos de control también lo es. Sin embargo, si un parche es convexo,
no se puede garantizar que su malla de control también lo sea. Para un
estudio mas detallado de las limitaciones de esta propiedad, se puede
consultar [PBP02].

e Interpolacion de los extremos: dado un parche triangular de Bézier
de grado n, los puntos de control bggy,, bono ¥ brnoo pertenecen al parche.

e Precision lineal: si todos los puntos de la malla de control estan con-
tenidos en el mismo plano, el parche es plano.

4.1.3 Continuidad entre parches triangulares de Bézier
Un elemento fundamental a estudiar cuando se construyen superficies a partir

de parches de cualquier tipo lo constituyen las condiciones que se han de cum-
plir para obtener un grado de continuidad entre parches aceptable. Tradicio-
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nalmente, se definen dos tipos bésicos de continuidad [FCS95]: la continuidad
paramétrica (C") y la continuidad geométrica (G"). La unién entre dos curvas
tiene continuidad paramétrica de grado r (C") si en el punto de unién coinci-
den, ademads de los extremos de dichas curvas, las r primeras derivadas de una
y otra curva. Si las derivadas sélo son proporcionales, entonces la continuidad
se denomina geomeétrica.

En el caso de las superficies, la unién no es un punto, sino una curva. La
continuidad paramétrica se caracteriza entonces de la siguiente forma [Far93]:

Dados dos parches cuyos dominios paramétricos son adyacentes, y
dada una recta en el espacio paramétrico que atraviesa la frontera entre
esos dominios, a la cual le corresponde una curva compuesta por un
segmento de curva contenido en cada parche, se dice que la unién entre
los parches tiene continuidad C" si cualquier curva obtenida de este
modo tiene continuidad C" en todos sus puntos.

Para que dos parches triangulares de Bézier b™ y c", definidos por sus
puntos de control by y ¢y que comparten un lado tengan una continuidad de
grado C" en su curva de unién, han de verificar que [Far93]:

cy, =b,(0); s=0,1,...,r (4.4)

donde A; representa todas las tuplas de indices (i, 7, k) tales que el indice que
se corresponde con el vértice de ¢™ no compartido por el parche b™ es siempre
igual a s, Ay representa todas las tuplas de indices (i, j/, k') tales que el indice
que se corresponde con el vértice de b” no compartido por el parche c™ es
siempre igual a 0, y o es igual a las coordenadas baricéntricas respecto al
dominio base de b™ del vértice del dominio base de c™ que no es compartido.

En la figura 4.4 se pueden ver los dominios paramétricos de dos parches,
determinados por los tridngulos 77 = (PQR) y T> = (P’QR) que comparten
el lado entre los puntos Q y R. Respecto a la expresién 4.4, y tomando T3
como base de b™ y T, como base de ¢”, con n = 3 en este ejemplo, o re-
presenta las coordenadas baricéntricas de P’ respecto de 17, A1 toma valores
del tipo (s, 7, k), y A2 toma valores del tipo (0, j’, k’). Para que se verifique la
continuidad, los puntos de control del parche c™ se obtienen aplicando r pasos
del algoritmo de De Casteljau cumpliendo las restricciones indicadas.
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Figura 4.4 Representacién en
el espacio paramétrico de las
condiciones de continuidad C? y C*!

También se puede observar en la figura 4.4 la interpretacién geométrica de esta
condicién para los grados de continuidad C° y C': para que exista continuidad
CY, basta con que los puntos de la frontera de las mallas de control que es com-
partida, de color verde en la figura 4.4, coincidan. Para que la continuidad sea
C', es necesario que los tridngulos determinados por las dos primeras filas de
puntos de control, que aparecen en verde y rojo en la figura 4.4, sean coplana-
rios, y ademads sean imégenes afines de sus respectivos dominios triangulares.
En el caso méas habitual, en que los parches estdn definidos sobre dominios
triangulares equildteros, estos puntos de control formaran paralelogramos, y
verificaran por tanto la condicién a— b —c+d = 0, siendo a, b, c y d los
puntos indicados en la figura.

En general, las condiciones de continuidad paramétrica son muy restricti-
vas a la hora de desarrollar un esquema de interpolacion con cualquier tipo
de parches. Restringiéndonos al caso de los parches triangulares de Bézier,
para parches de tercer grado el obtener continuidad C' por un solo lado ya
determina la posicién de siete de los diez puntos de control de los parches, de
los cuales cuatro estarian implicados en caso de querer unir un nuevo parche
por alguno de los otros dos lados. Todo esto lleva a la conclusién de que para
construir una superficie compleja con continuidad C! seria necesario utilizar
parches de un grado mayor, que aumenten el nimero de grados de libertad.
El inconveniente de utilizar parches de grado superior a tres viene dado por
varios factores, entre los que se incluyen la inestabilidad numérica, las excesi-
vas oscilaciones de la superfices o el coste computacional que supone el operar
con ellos para célculos como evaluacidn, interseccién, etcétera [Far86, Far93,
PBP02], ademés de la necesidad de desarrollar métodos heuristicos o basados
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en complejos métodos matemdticos para determinar los puntos de control no
condicionados por el grado de continuidad [Loo94, KPS95, HB03].

Por todo esto, lo més habitual es recurrir a la continuidad geométrica.
La continuidad G! se denomina también continuidad en el plano tangente o
continuidad visual, y se expresa de la siguiente forma:

Dados dos parches cuyos dominios paramétricos son adyacentes, se
dice que su unién tiene continuidad en el plano tangente si para todos
los puntos de la curva de unién entre ellos coinciden los planos tangentes
respecto a cada uno de los parches.

En [Far93] se desarrolla una condicién suficiente para conseguir continuidad
G' en la unién entre dos parches triangulares, basada en el hecho de que los
puntos obtenidos en el pentiltimo paso del algoritmo de De Casteljau definen
el plano tangente al parche en el punto calculado. Por tanto, lo tnico que se
necesita para obtener continuidad G' es que estos puntos sean coplanares, y
Farin [Far93] obtiene una expresién en funcién de los puntos de control de los
parches a partir de esta restriccion.

4.1.4 Subdivisidon

La posibilidad de obtener subparches a partir de un parche inicial es una
propiedad muy deseable para algoritmos como el célculo de intersecciones entre
un parche y distintos elementos geométricos, como rayos, poligonos u otros
parches [AB90, HEFS85, LICW04, Stii88, RDGO1]. Las superfices basadas
en la formulacion de Bézier, y por tanto los parches triangulares de Bézier, se
pueden subdividir facilmente aplicando el algoritmo de De Casteljau, lo que las
hace especialmente interesantes a la hora del modelado [Sei89, PBP02, Gol03].

Dado un parche b"™ de grado n, definido por sus puntos de control by, se
pueden calcular los puntos de control de un subparche de b™ de su mismo
grado, y que se notard como c”, de la siguiente forma (véase la figura 4.5):

Suponiendo que las esquinas en el dominio paramétrico del subparche que
se quiere obtener poseen las coordenadas baricéntricas p, q y r, las coordenadas
de cada punto de control del subparche c;;, se obtienen aplicando i pasos del
algoritmo de De Casteljau (férmula 4.3) utilizando las coordenadas p como los
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0n0

b

00n n00

Figura 4.5 Representacién de un
subparche en el dominio paramétrico

elementos de la tupla 7, luego j pasos con las coordenadas q, y por ultimo k
pasos con las coordenadas r.

En general, todo parche triangular de Bézier esta separado de su triangulo
base una cierta distancia que varia segin la curvatura del parche. Al subdi-
vidirlo, se obtienen subparches cuyos triangulos base estan formados por tres
puntos en la superficie del parche, con lo que la distancia entre el subparche
y su tridngulo base es menor que la distancia entre el parche original y su
base. En el limite, para un ntmero suficiente de subdivisiones, no existira una
distancia apreciable entre los subparches y sus bases, y se podréd aproximar el
parche por la triangulacién formada por los triangulos base de sus subparches.
La figura 4.6 ilustra esta caracteristica.

Figura 4.6 Aproximaciones de un parche triangular
de Bézier por los tridngulos base de sus subparches
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4.1.5 Calculo de intersecciones

La interseccion entre superficies es un problema a resolver en todo sistema de
modelado de sélidos, puesto que operaciones como la adicién y eliminacién de
material o las operaciones booleanas entre sélidos actian directamente sobre la
frontera de los objetos modelados, y es necesario calcular curvas de interseccién
en ellas para delimitar las nuevas fronteras del sélido resultante.

Existe una vasta bibliografia tratando el tema de la interseccién de super-
ficies, bien como tal o bien en relacién al problema del recorte de parches. En
general, en el calculo de las curvas de interseccién se pueden distinguir dos
tipos de métodos: analiticos y numéricos.

Los métodos analiticos buscan una expresién matematica exacta de la
solucién, pero sélo son aplicables en aquellos casos en los que las superficies son
especialmente sencillas [HKE99]. En el caso de las superficies paramétricas, en
el que se engloban los parches triangulares de Bézier, no es factible calcular una
soluciéon analitica debido a la complejidad y el grado del sistema de ecuaciones
resultante.

Los métodos numéricos son los més utilizados en el cédlculo de inter-
secciones, y utilizan distintas estrategias para aproximar con el mayor detalle
posible la curva de interseccién. Estos métodos se pueden clasificar a su vez en
[PMO02]:

e Métodos de trazado [AMY96, LCK02, PMKMO04], que partiendo de
un punto de la interseccién, normalmente situado en una frontera de
uno de los parches, hacen un seguimiento de la misma basdndose en la
geometria local de las superficies.

e Métodos de subdivision [HEFS85, Hoh92, HMPY97], que aplican la
técnica divide y venceras al célculo, aplicando sucesivas divisiones re-
cursivas de los parches hasta que éstos se pueden aproximar mediante
elementos planos.

e Meétodos de rejilla [Pat93], que intersectan isocurvas procedentes de los

dos parches para luego interpolar una curva que pase por los puntos de
interseccion.
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También existen trabajos que mezclan dos de las estrategias anteriores,
como el de Li y otros [LJCWO04], que combina el trazado con la subdivisién, y
otros trabajos que no entran en ninguno de los grupos anteriores, como el de
Cho y otros [CKKK97], que utiliza algoritmos genéticos.

En el caso concreto de los parches triangulares de Bézier no se han encon-
trado referencias sobre la interseccién o el recorte de los mismos, por lo que
como parte de este trabajo se ha implementado un algoritmo numérico basa-
do en subdivisiones para el calculo de la intersecciéon y el recorte de parches
triangulares de Bézier, que hace uso de una estructura de datos basada en
arboles de detalle para representar dichos parches [GRF06] y sera desarrollado
con mas profundidad en el capitulo 6. Dicha estructura también es utilizada
para otros usos, como la visualizacion de los parches o el calculo del test de
inclusion de puntos en sélidos de forma libre, por lo que dada su importancia
serd descrita con mas detalle en la seccion 4.1.7.

4.1.6 Esquemas de interpolacién

Existen numerosos trabajos que utilizan los parches triangulares de Bézier
como base para esquemas de interpolacién que permiten la reconstruccion de
superficies de forma libre a partir de mallas de triangulos que aproximan la
geometria a modelar. La mayoria de ellos construyen mas de un parche por
tridngulo, con el objetivo de que la superficie obtenida sea suficientemente
continua sin aumentar excesivamente el grado de los parches, ya que para
conseguir una continuidad C' con un solo parche por tridngulo se necesitan
al menos parches de quinto grado [PBP02]. Los esquemas que hacen uso de
esta divisiéon denominan a la superficie formada por la unién de los parches
correspondientes a un tnico tridngulo de la malla macroparche, mientras que
cada parche individual se denomina miniparche.

En todo esquema de interpolaciéon hay una serie de puntos clave: la conti-
nuidad global, que es la que se alcanza entre las superficies asociadas a cada
tridngulo (macroparches o en su caso, parches individuales); en aquellos casos
que se utilizan macroparches, la continuidad local (la que se consigue entre
los miniparches), y el conjunto de datos que se necesitan para construir los
parches, asi como la complejidad asociada al calculo de la superficie. A conti-
nuacién se resumen brevemente algunos de los esquemas méds representativos.

e El esquema de interpolacién de Clough-Tocher [Far86, Far93, PBP02]
utiliza macroparches compuestos de tres (mini)parches de grado tres.
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En la figura 4.7 se puede ver la subdivision del dominio paramétrico y los
puntos de control que se calculan. Tipicamente, las divisiones se hacen
uniendo los vértices del dominio con el centroide del mismo por motivos
de simetria, aunque es factible utilizar cualquier otro punto del interior
del triangulo. Los datos necesarios para construir cada macroparche
son: vértices del tridngulo base, valores de gradiente en los mismos, y
derivadas a través del punto medio en el dominio paramétrico de cada
frontera del macroparche.

Figura 4.7 Esquema de la divisidn del
dominio paramétrico segln el esquema
de interpolacién de Clough-Tocher

Las derivadas a través de la frontera se definen como derivadas direccio-
nales evaluadas en la curva frontera del parche. La direccion respecto
a la que se deriva estd expresada respecto al dominio paramétrico, y
no puede ser paralela al lado del dominio en el que se evalia. En este
esquema de interpolacion se suele tomar la direccion perpendicular al
lado que se trate, puesto que se va a utilizar la misma informacién para
los dos macroparches que comparten esa curva.

Los puntos de control de las fronteras exteriores del macroparche
se obtienen directamente de los datos proporcionados sobre los vértices
del triangulo. Los interiores se calculan aplicando tanto la informacién
proporcionada como los puntos calculados previamente, aplicando las
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condiciones de continuidad C'. La superficie obtenida de este modo
tiene continuidad C! global y local, y C? en el centroide del dominio.

El esquema de interpolacién de Powell-Sabin [Far86, Far93, PBP02]
realiza una divisién mas compleja. Considera un punto del interior del
dominio y un punto en cada lado del mismo para realizar una divisién
en seis miniparches de segundo grado (figura 4.8). Establece como con-
dicién que la linea que une los puntos de division interiores de tridngulos
vecinos ha de intersectar el lado comtn por el punto de divisién corres-
pondiente a ese lado, tal y como se aprecia en la figura 4.8. Esta condi-
cion se verifica si los puntos de division interiores son los incentros de
los triangulos.

Figura 4.8 Esquema de
divisién de Powell-Sabin

Este esquema proporciona una superficie con continuidad C! tanto lo-
cal como global. Los tres puntos de control vecinos de los vértices del
macroparche se obtienen a partir de la informaciéon que se le pasa al
algoritmo, que es la posicién y los gradientes de la superficie en los
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vértices. Los demds puntos de control vienen determinados por las con-
diciones de continuidad C'. Es de destacar que los nueve puntos de
control marcados en gris en la figura 4.8 resultan dispuestos en una
superficie bilineal, lo que es caracteristico de la continuidad C'*.

Los esquemas de Clough-Tocher y Powell-Sabin presentan problemas
a la hora de modelar superficies complejas debido a la escasez de gra-
dos de libertad disponibles, porque todos los puntos de control estan
determinados por las condiciones de continuidad. Piper [Pip87] estudia
las condiciones de continuidad visual para los parches triangulares de
Bézier, y llega a la conclusion de que para conseguir este tipo de conti-
nuidad en cualquier circunstancia se necesitan parches de cuarto grado
como minimo. Basdndose en estas conclusiones, propone un esquema de
interpolacién similar al de Clough-Tocher resefiado anteriormente, pero
utilizando miniparches de grado cuatro en lugar de cibicos.

En primer lugar, y basandose en los datos sobre la posicién de los
vértices de los tridngulos y los vectores normales a la superficie en
los mismos, construye un unico parche triangular de grado ciibico por
tridngulo de la malla, de forma que los parches se unen con continui-
dad CY. Estos parches son posteriormente subdivididos en tres minipar-
ches también de grado cibico, cuyos puntos de control son ajustados
heuristicamente para mejorar la continuidad obtenida hasta el momen-
to. A continuacién, realiza una elevacién de grado [Far86, Far93, PBP02]
para obtener una malla de puntos de control de cuarto grado para cada
uno de los miniparches. Sobre estos puntos de control aplica un ajuste
de minimos cuadrados para conseguir continuidad visual global entre los
macroparches, y un ajuste forzado por las condiciones de continuidad
C' local entre los miniparches.

Shirman y Séquin proponen un esquema de interpolacion basado en
macroparches, pero utilizando un método de construccion distinto de
los vistos hasta el momento [SS87, SS91]. En su sistema, construyen
una red de curvas de Bézier cibicas entre los vértices de la malla de
tridngulos, utilizando para ello los datos sobre la posicion de los vértices
y los vectores normales en los mismos. Las curvas asi construidas se unen
con continuidad G' y forman las fronteras de los macroparches.

Estas curvas son posteriormente elevadas a cuarto grado, constitu-
yendo asi los puntos de control exteriores de cada macroparche. En el
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interior de cada macroparche aplica una subdivision como la de Clough-
Tocher o Piper, obteniendo los puntos de control restantes a partir de
métodos heuristicos o bien basados en las condiciones de continuidad.
Su método asegura un grado de continuidad G' tanto local como glo-
balmente.

El esquema de Loop [Lo094] construye un solo parche de sexto grado
por cada tridngulo de la malla. Partiendo de la informacién sobre la
posicién de los vértices, construye en primer lugar una red de curvas
de Bézier de cuarto grado que se corresponderan, previa elevacion de
grado, con las fronteras de los parches finales. Posteriormente, calcula
la capa de puntos de control vecinos de los de las fronteras basandose
en las restricciones que impone la continuidad G sobre las derivadas
a través de la frontera de los parches. Finalmente, el punto de control
central de cada parche se obtiene como una combinacion lineal de los
ya calculados.

Una caracteristica importante de este esquema es que no es estric-
tamente una interpolacion de los vértices de la malla de tridngulos, sino
sélo una aproximacion, puesto que utiliza dos parametros de forma que
proporcionan cierto grado de control sobre la forma de los parches. Sin
embargo, si a estos parametros se les asigna los valores adecuados, la
superficie interpola los vértices de los tridngulos.

La continuidad de la superficie obtenida es G, aunque segin las
circunstancias, puede aumentar en casos particulares dependiendo del
grado de los vértices de la malla de tridngulos (nimero de vértices
tales que estan conectados con el vértice en cuestiéon por un lado de un
tridngulo), o se puede reducir el grado de los parches hasta incluso un
valor de cuatro sin perder la continuidad.

Otro esquema que sigue la metodologia de Shirman y Séquin es el de
Kolb, Pottmann y Seidel [KPS95]. En este esquema se recurre también
a la construccién de una malla de curvas de Bézier de tercer grado que
se unen con continuidad G y constituyen las fronteras de los macropar-
ches, y luego construye éstos aplicando el mismo esquema de divisién
que Clough y Tocher o Shirman y Séquin; esto es, dividiendo cada ma-
croparche en tres miniparches triangulares de Bézier que en esta ocasién
son de cuarto grado. La continuidad obtenida de esta forma es G tanto
local como global.
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A diferencia del esquema de Shirman-Séquin, que utiliza métodos
heuristicos para establecer los puntos de control que no estan direc-
tamente fijados por las condiciones de continuidad, Kolb, Pottmann y
Seidel utilizan métodos de optimizaciéon numérica para minimizar fun-
cionales que caracterizan los parches en funcién de los puntos de control
no determinados por las condiciones de continuidad. De esta forma pue-
den obtener los valores 6ptimos para esos puntos.

Una variante del mismo esquema utiliza una malla de curvas de
quinto grado que se unen con continuidad G? en lugar de G*, y en lugar
de utilizar macroparches, utilizan un tnico parche de grado siete por
cada tridangulo de la malla. La superficie final tiene entonces continuidad

G*.

Los datos de entrada en estos algoritmos estan constituidos inicamente

por la malla de tridngulos.

Un esquema de interpolacion rapido y eficiente, aunque de baja conti-
nuidad, es el desarrollado por ATI bajo el nombre de TRUFORM®© o
curved PN-Triangles [ATI01, VPBMO1]. El objetivo de esta técnica
es conseguir que la visualizacion de modelos poligonales tales como per-
sonajes de videojuegos sea lo mas realista posible, sin necesidad de
transferir un alto nimero de tridngulos a la tarjeta gréfica. Con este
objetivo, se genera mediante el hardware grafico un parche triangular
de Bézier de tercer grado por cada tridngulo que se le envia, definido
por la posicion de sus vértices y los vectores normales en los mismos, y
posteriormente se tesela en un numero suficientemente importante de
tridngulos, que le dé un aspecto més suave al modelo. Incluye ademas
un esquema cuadratico de interpolacién de los vectores normales, de
forma que se mejora aun mas el aspecto visual del resultado. En la fi-
gura 4.9 se puede ver un modelo poligonal junto con el resultado de
aplicar esta técnica, aproximando cada parche con 256 triangulos.

Este esquema, aunque muy rapido y sencillo de implementar, sélo
garantiza continuidad de tipo C entre los parches, ya que estd orientado
a la visualizacion.

El trabajo de Boubekeur, Reuter y Schlick [BS05, BRS05] esta ba-
sado en este esquema de interpolacién. Basicamente, anaden tres coefi-
cientes de forma a cada vértice de la triangulacion inicial, de tal manera

92

92



93

93

Aplicacién del modelo ESC a parches paramétricos triangulares

Figura 4.9 Izquierda: malla de 533 tridngulos. Derecha:
resultado de la visualizacién aplicando TRUFORM

que es posible modificar localmente la malla de puntos de control de los
parches generados, dando al usuario mayor capacidad expresiva. Los
calculos que requiere esta variante no suponen excesivo coste compu-
tacional, y son lo bastante sencillos como para poder implementarse
directamente en la GPU de las tarjetas graficas actuales.

Los investigadores franceses Hahmann y Bonneau han desarrollado un
esquema de interpolacién [HB03| que utiliza los macroparches con un es-
quema de divisién distinto de los vistos hasta el momento (figura 4.10).
Su superficie estd formada por macroparches compuestos de cuatro (mi-
ni)parches triangulares de Bézier de quinto grado, que se unen con con-
tinuidad G' global, y C! local. En la figura 4.10 se puede apreciar la
division que hacen del dominio paramétrico.

Al igual que algunos de los esquemas expuestos anteriormente, las
curvas frontera del macroparche son lo primero que se calcula. Para cada
lado se construyen dos curvas de quinto grado, cada una partiendo de
uno de los vértices del macroparche, que se unen con continuidad C'! en
el centro de cada lado del dominio paramétrico, y con continuidad G en
las uniones con las curvas de otros macroparches. Al mismo tiempo que
se calculan los puntos de control de esas curvas, se obtiene la segunda
fila de puntos de control del macroparche, asegurando que la unién
entre macroparches es continua. De esta forma, se obtienen los puntos
de control marcados en blanco en la figura.
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Figura 4.10 Esquema de divisidn
paramétrica de Hahmann-Bonneau

Los restantes puntos de control, que aparecen marcados en negro y
naranja en la figura 4.10, han de ser tales que se verifiquen las condi-
ciones de continuidad entre miniparches, que dada la forma en que se
construye el macroparche se reducen a la expresiéon a—b—c+d = 0 para
cada uno de los paralelogramos formados por los puntos de control en
las fronteras de los miniparches, como se puede ver en la figura 4.10. De
este modo, los puntos marcados en naranja quedan fijados a expensas
de los valores de los puntos marcados en negro, que quedan como gra-
dos de libertad para ajustar la forma de la superficie, y que se calculan
mediante métodos numéricos de minimizacién de funciones.

Los calculos que realizan estan condicionados por la posicién de
los vértices y los vectores normales en los mismos. También realizan
estimaciones mediante métodos numeéricos de los vectores twist [FCS95]
en los vértices del macroparche para calcular los puntos de control.

Por 1ltimo, el esquema de Kohlmiiller, Niirnberger y Zeilfelder [KNZ03|
utiliza los parches triangulares de Bézier para realizar una interpolacién
de Lagrange sobre una malla de tridngulos de mucho nivel de detalle.
La propuesta de estos investigadores esta orientada a la utilizacién de
los parches como una representacion mas compacta del modelo, pero
sin pérdida de precisién. Su algoritmo tiene los siguientes pasos:
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En primer lugar, obtienen una malla de tridngulos a partir de una
simplificacion de la original, y toman cada tridngulo de esta nueva malla
como base para un parche triangular de Bézier de tercer grado que pasa
por diez puntos de la triangulacién original. Estos parches inicialmente
se unen con continuidad C°.

A continuacién, aplica un algoritmo de coloreado de grafos a los
parches con dos colores, blanco y negro, de forma que cada parche tiene
como maximo un vecino de su mismo color.

Finalmente, subdivide los parches marcados como blancos aplicando
un esquema similar al de Clough-Tocher, y aplica una serie de ajustes
a las mallas de puntos de control de todos los parches, de forma que la
continuidad global de la superficie es similar a C*.

A partir de ahora se tomard como esquema de interpolacién de referen-
cia el de los curved PN-Triangles desarrollado por Vlachos y otros para el
fabricante de hardware gréafico ATI [ATI01, VPBMO1]. Esta decisién se basa
fundamentalmente en la facilidad de implementacién, el bajo grado de los par-
ches resultantes y en el hecho de que este esquema esta siendo implementado
en varios modelos de tarjetas del fabricante antes mencionado, lo que abre las
posibilidades de explotacion del hardware grafico en futuros desarrollos. No
obstante, cualquier otra eleccién no hubiera supuesto grandes cambios en los
conceptos y algoritmos que en los sucesivos capitulos se iran desarrollando,
ya que se aplican a nivel de parche triangular de Bézier; bastaria por tanto
trabajar a nivel de los (mini)parches que componen cada macroparche en caso
de utilizar algin otro esquema de interpolacién.

4.1.7 Jerarquia de niveles de detalle para un parche triangular de
Bézier

Los parches triangulares de Bézier son el elemento curvo utilizado en este tra-
bajo para definir las fronteras de los sélidos de forma libre. Las caracteristicas
y propiedades de estos parches ya se indicaron en apartados anteriores, de for-
ma que aqui se tratard la forma en la que se ha gestionado la representacién
de dichas superficies en la implementacién de los algoritmos que se describirdn
en capitulos sucesivos.
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Es necesaria una representacion que permita operar de distintas formas con
los parches para visualizarlos mediante aproximaciones poliédricas o trazado
de rayos, realizar el test de inclusiéon de puntos, calcular intersecciones con
otros elementos geométricos y practicar operaciones de recorte.

La estructura elegida estd basada en niveles de detalle, pues se consideré la
mas apropiada para cubrir de manera correcta todas las necesidades expuestas,
basédndose en el trabajo existente sobre los PN-Triangles [VPBMO01, BRS05]
pero ampliando la seméantica de la representacién. Asi, para cada parche se al-
macena no sélo informacién sobre sus caracteristicas significativas (sus puntos
de control, normales de referencia, caja englobante de sus puntos de control,
etc.), sino que también se almacena una jerarquia de niveles de detalle for-
mados por subparches obtenidos mediante subdivisién [Sei89]. La figura 4.11
muestra un esquema de esta representacion.

— N

0 1 2 3

A\ e fs s

Figura 4.11 Esquema de la subdivisién utilizada
en la jerarquia de niveles de detalle. lod = 1

Una jerarquia estd definida por dos valores:

e El niimero de niveles del arbol, que se notara de aqui en adelante como
n.

e El nimero de puntos que se evalian en cada lado del dominio pa-
ramétrico de cada subparche, sin contar con los extremos del lado, tal y
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como definen Vlachos y otros [VPBMO1]. A este valor se le denominara
de aqui en adelante nivel de detalle o abreviadamente, lod.

La divisiéon del dominio paramétrico es regular, tal y como se ilustra en la
figura 4.11, y el nimero de subparches que se almacenan en el iltimo nivel de
la jerarquia viene dado por:

nsp = (lod +1)*" (4.5)
Por ejemplo: una jerarquia que almacena tres niveles, n = 3 con lod = 1

mantiene 64 subparches en sus nodos hoja. La figura 4.12 muestra un ejemplo
de los niveles para un parche concreto.

Figura 4.12 Ejemplo de la jerarquia para un parche. n = 3;lod = 1

Al almacenar en cada nodo un subparche con las caracteristicas antes indica-
das, es posible evaluar puntos en la superficie del parche en cualquier nivel de la
jerarquia, y se puede refinar tanto como se desee la representacion anadiendo
nuevos niveles en cualquier momento. Por otra parte, se puede obtener una
aproximacién poliédrica del parche utilizando los tridngulos base de los sub-
parches, y tal y como se verd en los capitulos 5 y 6, los algoritmos para el
calculo del test de inclusién de puntos e interseccién y recorte de parches uti-
lizan la jerarquia de manera intensiva.

Li y otros [LKL+02] desarrollaron un criterio que permite determinar con
antelacién el niimero de subdivisiones a aplicar para obtener una aproximacién
poliédrica de un parche triangular de Bézier dependiendo de la curvatura del
mismo y la precisién que se desee alcanzar. Este criterio podria ser aplicado a
la hora de determinar cudntos niveles y subdivisiones por nivel va a tener una
jerarquia, pero en las pruebas realizadas tras implementarlo demostré tener
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cierta inestabilidad numérica, que provocaba que el nimero de subdivisiones
necesarias segun este criterio para algunos parches sencillos fuera anormalmen-
te grande, hasta dos 6rdenes de magnitud mas grande que otros parches simi-
lares. Este hecho motivé que se descartara su uso para la construccion de las
jerarquias de detalle.

A la hora de fijar el nimero de niveles y subdivisiones de una jerarquia, es
recomendable establecer valores medios para ambos, puesto que pocos niveles
con muchas divisiones pueden reducir la eficiencia de los algoritmos, y muchos
niveles con pocas divisiones pueden afectar a la precisién. La mayoria de las
pruebas se han hecho con jerarquias de entre uno y cuatro niveles, y el niimero
de subdivisiones por nivel ha oscilado entre uno y ocho. Esta decisién ha estado
condicionada por el hecho de que el esquema de interpolaciéon utilizado para
obtener los parches a partir de una triangulacién del sélido [VPBMO1] produce
parches con poca curvatura, que se aproximan con mucha precision utilizando
pocos niveles.

4.2 Definicidon de ffc basada en parches triangulares de
Bézier

En la seccion 3.2.2 se definié una celda de forma libre d-dimensional o ffc como
un conjunto de puntos delimitado por un elemento de forma libre de dimensién
d — 1 y uno o varios elementos planos de dimensiéon d — 1. Nos centraremos
ahora en el caso tridimensional, recurriendo a los parches triangulares de Bézier
como elementos delimitadores de forma libre [GRF03].

El punto de partida para la construccién de las ffc es una malla de triangulos
que aproxima la geometria de la frontera de un sélido de forma libre, sobre la
que se ha aplicado un esquema de interpolacién basado en parches triangulares
de Bézier como los descritos en la seccion 4.1.6. A esta malla se la denominara
triangulacion inicial. Para que las ffc queden completamente definidas, es
necesario determinar el nimero, caracteristicas y disposicion de los elementos
delimitadores de las mismas. Para ello, se define el concepto de plano asociado
a dos tridngulos de la siguiente forma:

Dados dos tridangulos t1 y to pertenecientes a una triangulacion de la

frontera de un solido que comparten un lado e, el plano asociado a t;
y ta, representado 7 (t1,t2), es el plano que contiene al lado e, y cuyo

76

98

98



99

99

Aplicacién del modelo ESC a parches paramétricos triangulares

vector director es perpendicular a la media ponderada de los vectores
normales a t1 y to.

La estrategia para determinar el factor de ponderaciéon para los vectores
normales a t; y to determinard la inclinacién del plano asociado. Posibles
estrategias son: utilizar factores de ponderacion iguales a %, con lo que se
obtiene la media aritmética de las normales; factores de ponderacién iguales a
las areas de los tridngulos, con lo que el plano asociado estard mas inclinado
hacia el tridngulo de mayor superficie; factores iguales a la suma de los dos

angulos que comparten ese lado, etcétera.

Una ffc utilizando parches triangulares de Bézier se define de la siguiente
forma:

Sea S un solido de forma libre cuya frontera esta representada por
un conjunto P de parches triangulares de Bézier, y b"™ un parche de
dicho conjunto, cuyo triangulo base es tyg. Sean b}, by y b los parches
triangulares de Bézier del conjunto P que comparten un lado con b",
v t1, to y t3 sus respectivos triangulos base. Se define entonces una
celda de forma libre de la ESC que representa al sélido S como la
interseccion de los semiespacios determinados por el plano que contiene
a tg, los planos asociados 7 (to,t1), 7 (to, t2) y 7 (to, t3), y los parches b™
y todos sus parches vecinos que estan total o parcialmente contenidos
en los semiespacios definidos por dichos planos.

A efectos de la definicién de ffc, se considera que un parche es vecino de
otro si comparte al menos un vértice con él. Se denominara triangulo base
de una ffc al tridngulo ¢y, base del parche b™ en la definicién anterior.

En la figura 4.13 se muestra un ejemplo de celda de forma libre. En ella,
los parches vecinos se han pintado en modelo de alambre para distinguirlos
del parche principal b”. Los planos asociados se han representado como cua-
drilateros y el triangulo base de la ffc se ha dibujado en rojo.

La estrategia elegida para el calculo de los planos asociados influye en
el nimero de parches vecinos del principal que entran a formar parte de los
elementos delimitadores de la celda. La figura 4.13 ilustra el caso en el que sélo
es necesario incluir en los elementos delimitadores de la ffc uno de los parches
vecinos, ya que el parche principal y los planos cierran completamente los otros
dos laterales de la ffc. En el software diseniado se ha utilizado como factor de
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Figura 4.13 Ffc delimitada por parches triangulares de Bézier.
Izquierda: elementos delimitadores. Derecha: volumen encerrado

ponderacién para calcular los planos asociados el area de los tridngulos, ya
que se ha comprobado empiricamente que se reduce ligeramente el niimero de
parches vecinos que son necesarios para delimitar las ffc.

El signo asociado a cada ffc vendra dado por la posiciéon del volumen en-
cerrado con respecto al plano que contiene al tridngulo base de la celda. Si el
volumen estd contenido en el semiespacio positivo, su signo sera +1, y si esta
contenido en el semiespacio negativo, tendrd signo -1, tomando el tridngulo
base con orientacién antihoraria. Asi mismo, si los elementos de forma libre
atraviesan el tridngulo base, se consideran tantas celdas positivas o negativas
como componentes conexas haya. En la figura 4.14 se muestran sélo el parche
principal y el tridngulo base de dos ffc que comparten elementos delimitado-
res. La regién positiva se indica con color verde, y la negativa se indica con
un color azulado. También se indica el vector normal del plano que contiene
al tridngulo base de las celdas, que indica el semiespacio positivo.

ﬁe

Figura 4.14 Dos vistas desde distintos puntos de dos
ffc que comparten los elementos delimitadores
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En la seccién 5.4 se tratard el algoritmo para calcular el test de inclusién de
puntos en las celdas de forma libre asi definidas. Este algoritmo, junto con
la definicién de ffc que se acaba de hacer, posibilitan la particularizacién del
modelo ESC a sélidos delimitados por parches triangulares de Bézier.

4.3 Obtencién de la ESC asociada a un sélido de forma
libre

Una vez definidas las ffc utilizando los parches triangulares de Bézier, la cadena
simplicial extendida asociada a un sélido de forma libre delimitado por este
tipo de parches se construye tal y como se indica a continuacién.

Partiendo de un sélido de forma libre cuya frontera ha sido aproximada
mediante una malla de tridngulos, sobre la cual se aplica un esquema de inter-
polacién basado en parches triangulares de Bézier para construir la superficie
de forma libre, se crean las celdas extendidas:

e (Cada tridngulo de la malla forma un tnico simplice original, formado
por sus tres vértices y un punto origen O, compartido por todos los
simplices.

e C(Cada tridngulo de la malla determina un tnico (macro)parche, y una
o dos celdas de forma libre asociadas a él y sus parches vecinos, tal y
como se indica en la seccién 4.2.

Es necesario también asignar a cada celda extendida un coeficiente, tal y
como se indico cuando se definicié la ESC en la seccién 3.3. Para cada simplice,
su coeficiente se hace igual al signo de su volumen signado [FT97], mientras
que para cada ffc, su coeficiente se hace igual a su signo, calculado como se ha
indicado en la seccion 4.2. La ESC definida de esta manera es una ESC normal.
En la figura 4.15 se pueden ver el simplice y la ffc asociadas a un triangulo.

El punto origen para la construccion de los simplices O puede ser cualquier
punto del espacio euclideo R®. En el capitulo 6 se volvera a tratar la eleccién
del origen de una ESC.

La figura 4.16 muestra la composiciéon de los volimenes de las celdas de

la ESC normal que representa un sélido de forma libre, obtenido a partir de
una operacion booleana. Visualmente, se han pintado de rojo los pixeles que
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Figura 4.15 Simplice original y ffc

se corresponden con volumen negativo, y de azul los que se corresponden con
volumen positivo; de este modo, mientras que en los pasos intermedios del
proceso aparecen porciones pintadas de rojo, al final del proceso sélo se pinta
de color azul el volumen correspondiente al sélido representado.

4.4 Conclusiones

Los parches triangulares de Bézier son un tipo de superficie paramétrica que
se ajusta perfectamente al modelo ESC para la representacién de sélidos de
forma libre. En este capitulo se ha descrito este tipo de parches, y se ha definido
formalmente el concepto de celda de forma libre utilizando parches triangulares
de Bézier, con lo que se concreta el primer paso de la adaptacién del modelo
general descrito en el capitulo 3. El segundo paso de dicha adaptacién es el
diseno de un algoritmo para el cdlculo del test de inclusién de puntos en las
celdas de forma libre asi definidas, que serd tratado en el siguiente capitulo.

Cabe destacar que la definicién de celda de forma libre que se ha hecho no
depende del esquema de interpolacién utilizado para la generacién del conjunto
de parches que definen la frontera del sélido, con lo que se da total libertad en
la eleccién del mecanismo a utilizar para obtener dichos parches.
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i) k)

Figura 4.16 Etapas de la construccién de una ESC
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5 Test de inclusién de puntos

Una operacion fundamental en todo esquema de modelado de sélidos
es el test de inclusién de un punto en un modelo de un sélido crea-
do utilizando dicho esquema. Operaciones como la visualizacion, la
conversion entre representaciones, la clasificacion de lados o la eva-
luacion de operaciones booleanas dependen de la disponibilidad de
un algoritmo robusto y eficiente que resuelva este test.

En este capitulo se detallara el algoritmo desarrollado para el
calculo del test de inclusion de un punto en un sélido de forma libre
tridimensional que proporciona el modelo ESC de forma general,
para luego profundizar en la adaptacion del mismo a sélidos delimi-
tados por parches triangulares de Bézier.

5.1 Definicién del problema

El test de inclusién de un punto en un sélido de forma libre se puede enunciar
de la siguiente forma:

Dado un punto y un sélido de forma libre, determinese si el punto
esta dentro, fuera o en la frontera del sélido.

Los algoritmos clésicos para resolver este problema se basan en el teorema
de la curva de Jordan [Jor87, Tve80], que establece que una curva cerrada y
homeomorfa a una circunferencia en R? divide al plano en dos subconjuntos
disjuntos, uno interior y otro exterior, delimitados por dicha curva. Como
consecuencia, una semirrecta que parte de un punto en cualquier direccién
del plano tiene un numero impar de intersecciones con la curva si el punto se
encuentra en el subconjunto interior, y un niimero par o cero en caso contrario
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(figura 5.1). Este principio se extiende directamente a tres dimensiones, de
forma que una superficie homeomorfa a una esfera en R? divide el espacio en
dos subconjuntos disjuntos, uno interior y otro exterior, delimitados por dicha
superficie, y una semirrecta que parte de un punto cualquiera de R? intersecta
dicha superficie un nimero impar de veces si el punto esta en el subconjunto
interior, y un nimero par de veces o cero en caso contrario.

=

77/
//
/ﬂ 9!

Figura 5.1 Aplicacién del teorema
de Jordan en el caso de un sélido
de forma libre bidimensional

El célculo de la inclusién de un punto en un sélido de forma libre aplicando
el teorema de Jordan implica calcular la solucién de complejos sistemas de
ecuaciones [HPY96, PS85, YS91], lo que puede llevar a situaciones de ines-
tabilidad numérica [KGMM97, KM96] y con muchos casos especiales [Hui97],
como cuando la semirrecta es tangente a la superficie del sélido.

El modelo ESC permite implementar un algoritmo robusto y eficiente pa-
ra el cdlculo del test de inclusién de puntos en sélidos de forma libre [RF97,
RF99b, GRF04a], basado en la descomposicién del problema en tests més
simples realizados sobre las celdas extendidas que forman la ESC que repre-
senta al s6lido en cuestién. A continuacién se describe de forma general este
algoritmo, y luego se detallan los elementos directamente relacionados con la
representacion descrita en el capitulo 4.

5.2 Algoritmo general para el cdlculo del test de inclusidn
El algoritmo general para el célculo del test de inclusiéon de un punto en un

sélido modelado con una cadena simplicial extendida se basa en los concep-
tos de funcién y sélido asociados a una cadena simplicial extendida normal,
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descritos en el apartado 3.3. Teniendo en cuenta las expresiones 3.6, que de-
fine una ESC, 3.7, que define la funciéon asociada a una ESC, 3.8, que define
el sélido asociado a una ESC y 3.14, que define la condicién que verifica el
solido asociado a una ESC normal, el cdlculo de la inclusiéon de un punto en un
solido de forma libre tridimensional modelado mediante una cadena simplicial
extendida normal se lleva a cabo mediante la comprobacién de la inclusién del
punto dentro de cada una de las celdas extendidas de la cadena, y la suma
de los coeficientes asociados a aquellas celdas que contengan al punto en su
interior. Si dicha suma es igual a uno, entonces el punto es interior al sélido. Si
escSolido es una ESC que representa un sélido de forma libre y P es un punto,
el algoritmo 5.1 detalla este proceso.

Algoritmo inclusionESC ( escSolido, P )
acumulador <+ O
Para cada celda extendida E de escSolido hacer
Si P € E entonces

acumulador « acumulador + signo ( E )

Si acumulador = 1 entonces
Devolver dentro del sélido

Si no
Devolver fuera del sélido

Algoritmo 5.1 Algoritmo general para el calculo del test de inclusién

El algoritmo 5.1 no tiene en cuenta casos particulares que dependen de la
implementacién concreta que se haya realizado de las estructuras de datos para
las cadenas y las celdas extendidas. Ademads, deja pendiente la labor de calcu-
lar la posicién de un punto respecto de una celda extendida. A continuacion se
estudiard la forma de determinar de forma eficiente y robusta la posicién de un
punto respecto de los dos tipos de celdas extendidas que se utilizan: simplices
y celdas de forma libre delimitadas por parches triangulares de Bézier. Poste-
riormente se describira el algoritmo para el cdlculo de la inclusién en un sélido
de forma libre implementado y algunos resultados empiricos.
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5.3 Célculo del test de inclusién en un simplice

En la seccién 3.2.1 se describieron las caracteristicas de los simplices tridimen-
sionales. Una caracteristica fundamental para el cdlculo de la inclusién de un
punto en un simplice es la posibilidad de representar cualquier punto del espa-
cio en funcién de sus vértices utilizando coordenadas baricéntricas, obtenidas
tal y como se indica en la expresién 3.3.

Las coordenadas baricéntricas representan los coeficientes de una inter-
polacion lineal de forma que, si un simplice estda definido por sus vértices
{T1, To, T3, Ty}, se verifica que:

P=t- Ti+u-To+v -Ts+w-Ty (51)

por tanto, se puede determinar facilmente la posicién de un punto respecto de
un simplice con sélo estudiar sus coordenadas baricéntricas:

e Si todas las coordenadas baricéntricas son mayores que cero, entonces
el punto estd contenido dentro del simplice.

e Si al menos una de las coordenadas baricéntricas del punto es menor
que cero, el punto estd fuera del simplice.

e Si una de las coordenadas baricéntricas es cero y las otras tres son
positivas, el punto estd contenido en la cara definida por los tres vértices
que se corresponden con las coordenadas baricéntricas positivas.

e Si dos coordenadas baricéntricas son cero y las otras dos son positivas,
el punto estd contenido en el lado definido entre los vértices que se
corresponden con las coordenadas baricéntricas positivas.

e Si tres de las coordenadas baricéntricas son cero, el punto es igual al
dnico vértice que no se corresponde con una coordenada nula.

En el algoritmo para el cdlculo de la inclusiéon en un sélido completo sera
necesario conocer, en caso de que el punto en cuestién esté en un elemento
frontera del simplice, si se trata de un elemento original o no. Esto también es
facilmente verificable, comprobando si la coordenada baricéntrica correspon-
diente al origen del simplice es distinta de cero.
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5.4 Calculo del test de inclusidn en una celda de forma
libre

Ya se ha mencionado anteriormente que para la adaptacién del modelo ESC a
un tipo concreto de superficie son necesarias dos cosas: la definicién de la nueva
ffc, y un algoritmo para el cdlculo del test de inclusién en la ffc asi definida.
En la seccién 4.2 se definié la celda de forma libre delimitada por parches
triangulares de Bézier, y ahora se va a proceder a describir el algoritmo para
el calculo del test de inclusion.

El algoritmo propuesto calcula las intersecciones de los elementos delimita-
dores planos y no planos de la ffc con un rayo que pasa por el punto a estudiar,
vy que tiene como vector director el vector normal al tridngulo base de la ffc
(figura 5.2).

Figura 5.2 Rayo lanzado desde el punto
intersectando el parche principal de una ffc

El rayo intersecta al tridngulo base y los planos delimitadores de la ffc una vez
como méaximo. En el caso de los parches, puede haber mas de una interseccion,
con una probabilidad mayor cuanto mayor sea el grado de los mismos, por lo
que esta circunstancia es tenida en cuenta en el algoritmo propuesto.

Para calcular la inclusiéon de un punto en una ffc no es necesario conocer la
posicién exacta de los puntos de interseccién del rayo con los parches, sino que
basta saber si son puntos de entrada o de salida del rayo respecto de la superfi-
cie del sélido y la posicién del punto a estudiar respecto a estas intersecciones.
Por este motivo, basta con intersectar el rayo con una triangulacién que apro-
xima con suficiente detalle cada parche. Més concretamente, se ha utilizado la
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jerarquia de niveles de detalle descrita en la seccién 4.1.7, de forma que sélo
se ha recurrido a las triangulaciones de mayor detalle en aquellas zonas en las
que realmente podia existir una intersecciéon. El algoritmo 5.2 describe este
proceso con mayor detalle.

Algoritmo interseccionRayoPTB ( rayo, parche )

nivelTriangulacion « 1
dominio «- parche.dominio

Repetir
t <« triangulacion ( parche, nivelTriangulacion, dominio )
interseccionRayoTriangulos ( rayo, t, p, nuevoD )
dominio «— nuevoD

Si p # @ entonces
nivelTriangulacion < nivelTriangulacion + 1

Hasta que ( p = @ ) o ( nivelTriangulacion = maxNivel )

Devolver p

Algoritmo 5.2 Algoritmo para el calculo de
la interseccidn rayo-parche triangular de Bézier

La funcién triangulacion que aparece en el algoritmo 5.2 devuelve la trian-
gulaciéon que aproxima el subparche definido por el subdominio paramétrico
que se le pasa como tercer argumento segin el nivel de detalle que se le indi-
que. El procedimiento interseccionRayoTriangulos, por su parte, almacena en
sus dos ultimos parametros las intersecciones del rayo con la triangulacién que
se le pasa como argumento, asi como los subdominios paramétricos en los que
se han hallado dichas intersecciones; esta informacion es la que permite incre-
mentar sélo de manera local el refinamiento de la malla y reducir el namero
de tests rayo-triangulo necesarios.

Las intersecciones del rayo con los parches se etiquetan como interseccio-
nes de entrada o intersecciones de salida dependiendo de la orientacién del
tridngulo que se intersecta y del signo de la ffc. Para ello, se estudia el signo
del producto escalar entre el vector normal al triangulo base de la ffc y el
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vector normal al tridngulo intersectado. Los casos posibles se muestran en la
figura 5.3:

e Si el producto escalar es positivo, y la ffc es positiva, el punto de inter-
seccién se etiqueta como de salida. Punto A en la figura 5.3.

e Si el producto escalar es negativo, y la ffc es positiva, el punto de inter-
seccidn se etiqueta como de entrada. Punto B en la figura 5.3.

e Si el producto escalar es positivo, y la ffc es negativa, el punto de inter-
seccion se etiqueta como de entrada. Punto C en la figura 5.3.

e Si el producto escalar es negativo, y la ffc es negativa, el punto de
interseccion se etiqueta como de salida. Punto D en la figura 5.3.

Figura 5.3 Deteccidn de intersecciones de entrada (color cian)
y salida (color dorado). Los puntos a estudiar aparecen en blanco

La interseccion del rayo con el plano que contiene al tridngulo base de la ffc se
etiqueta como de entrada siempre, salvo el caso en que la primera intersecciéon
con los parches que se encuentre por encima de ella también sea de entrada;
en dicho caso, se etiquetara como de salida.

Una vez que se dispone de las intersecciones del rayo con los parches y
los planos que delimitan la ffc, se ordenan y se descartan aquellas que no se
encuentran en los semiespacios determinados por los elementos delimitadores
que participan en la definicién de la celda, tal y como se ilustra en los casos de
los puntos A, B, D y E de la figura 5.4, en la que las intersecciones descartadas

89

111

111



Calculo del test de inclusién en una celda de forma libre

aparecen en rojo. Cuando una interseccion es descartada, su etiqueta pasa a
la siguiente mas préoxima al plano que contiene al tridngulo base de la ffc, tal
y como se observa en la figura 5.4.

Figura 5.4 Esquema 2D mostrando la seleccién de puntos
de interseccién para el estudio de la inclusién en una ffc. Los
puntos a estudiar aparecen en blanco, en azul las intersecciones
de entrada, y en amarillo las intersecciones de salida

Una vez se ha hecho el descarte de las intersecciones, para calcular la inclusién
de un punto en la celda basta comprobar si se encuentra situado entre una
interseccion de entrada y otra de salida. Tal es el caso de los puntos A, B y
D de la figura 5.4, que son clasificados como dentro de la ffc. En cualquier
otra situacién, como las de los puntos C y E de la figura 5.4, los puntos son
clasificados como fuera de la ffc.

Este algoritmo se puede optimizar en varios aspectos que se detallan a
continuacién:

e Si sélo hay una interseccion de salida con los parches, y el punto estd
entre la base de la celda y dicha interseccién, no es necesario refinar

90




Test de inclusién de puntos

hasta el maximo nivel de detalle, puesto que tal y como se ha mencio-
nado antes, solo es necesario conocer la posicién del punto respecto de
las intersecciones, no las intersecciones exactas.

e Se puede hacer un test eliminatorio preliminar, consistente en compro-
bar si el punto se encuentra dentro de los semiespacios determinados por
los planos laterales, el plano que contiene a la base, y un quinto plano,
determinado por los puntos de control de los parches que delimitan la
celda més alejados del plano que contiene a la base (figura 5.5). Estos
planos delimitan un volumen englobante de la ffc mas ajustado que una
caja englobante clasica, de tal manera que si el punto se encuentra fue-
ra, no se hace necesario el calcular las intersecciones del rayo, que son
la parte mas costosa del algoritmo.

Figura 5.5 Planos utilizados en el test preliminar

e Durante el calculo de las intersecciones con los parches, si se da el caso
de que el rayo intersecta a un tridngulo en uno de sus vértices, no es
necesario continuar refinando, puesto que los vértices de los triangulos
siempre son puntos pertenecientes a los parches.

e Si el punto a estudiar coincide con una de las intersecciones no descar-
tadas, y ésta coincide con un vértice de la triangulacion, el punto esta
en la frontera del sélido. Si el punto coincide con una interseccién con
los planos delimitadores, estd en la frontera de la ffc.

El algoritmo 5.3 resume el algoritmo descrito para calcular la inclusion

de un punto en una ffc. El pardmetro P se corresponde con un punto, y el
parametro celda con una ffc.
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Algoritmo inclusionPuntoFfc ( P, celda )

Si ( P estd fuera de celda.planos ) entonces
Devolver FUERA

r <« rayo ( P, celda.base.normal )

Para cada ptb € celda.parches hacer
interseccionRayoPTB ( r, ptb, intsParche )
etiquetalntersecciones ( intsParche )
ints < ints U intsParche

Descartalntersecciones ( ints, celda.planos, r )

pos « posicionPunto ( P, ints )

Si ( pos = entre entrada y salida ) entonces
Devolver DENTRO

Si no
Devolver FUERA

Algoritmo 5.3 Algoritmo para el cdlculo de la in-
clusién de un punto en una celda de forma libre

5.5 Test de inclusién para un sélido delimitado por par-
ches triangulares de Bézier

Una vez presentados en las secciones anteriores los algoritmos para determinar
la inclusién de un punto en los dos tipos de celdas extendidas utilizadas en la
adaptacién del modelo ESC que se presenta en esta tesis, se detalla ahora el
algoritmo que adapta el algoritmo genérico descrito en la seccién 5.2 para el
calculo del test de inclusién de un punto en un sélido de forma libre delimitado
por parches triangulares de Bézier y modelado utilizando una cadena simplicial
extendida.

Este algoritmo tiene muy pocos casos especiales a tratar, lo que lo hace

simple y estable. Como ya se mencioné anteriormente, la idea es reducir el test
a la solucién del mismo en las celdas extendidas y la combinacién posterior
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de los resultados en una suma, ya que las celdas se pueden solapar total o
parcialmente [RF97, RF99b, GRF04a|. En el caso de los simplices, la inclusién
de un punto se calcula mediante el estudio de las coordenadas baricéntricas, tal
y como se indicé en la seccion 5.3, y en el caso de las ffc, se utiliza el algoritmo
de inclusion descrito en la seccién 5.4.

La figura 5.6 muestra parte de una malla de tridAngulos que aproxima un
sélido de forma libre, obtenida separando las caras de un modelo, tal y como
se indica en la misma figura, y el mismo trozo de malla sobre el que se han
construido los parches y marcado los simplices originales y las celdas de forma
libre. Asi mismo, se han marcado cinco puntos con los cinco posibles casos
particulares que aparecen en el algoritmo de inclusién.

Los casos particulares mostrados en la figura 5.6 se tratan de la siguiente
forma:

e Si un punto estd en una cara original de un simplice, es compartido
por éste y su vecino. Es el caso del punto Q1, que es compartido por
los simplices asociados a los tridngulos T5 y T6. En este caso, cada
simplice aporta a la suma sélo +% o} —%, dependiendo de su signo.

e Si un punto estd en una arista original de un simplice, puede ser com-
partido por muchos tetraedros. El punto Q2 ilustra este caso, en el que
esté siendo compartido por todos los simplices dibujados. La solucién es
sumar +1 una sola vez para todos los simplices positivos, y —1 también
una sola vez para todos los simplices negativos.

e Si un punto estd en uno de los triangulos de la malla inicial, pertenece
a la ffc y al simplice que se construyen a partir de dicho tridangulo. El
punto Q3 se encuentra en esta situacién al encontrarse en el triangulo
T6; es por tanto compartido por la celda ffc6 y el simplice asociado a
dicho tridngulo. En estos casos, ambas celdas extendidas contribuyen a
la suma final con —i—% 0 —%, dependiendo de su signo.

e Si un punto estd en un lado de un triangulo de la malla inicial es com-
partido por dos simplices y dos ffc, como se puede ver en el punto Q4,
que es compartido por las ffc ffcl y ffc6, y por los simplices asociados a
T1 y T6. Este caso se resuelve sumando +1 6 —1 una sola vez y sélo en
el caso de que el signo del simplice y la ffc asociados al mismo triangulo
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V2 v2 v2
V1

V3 Vi = X\ v V3

—‘\ va
V5
V5 ve \ V5 V8 v7
V2
V1 V5 Ve V7,
v3

V5

Figura 5.6 Arriba: proceso de obtencién de los triangulos, separando las caras
de un modelo. Abajo: a la izquierda, triangulacién inicial; a la derecha: simplices
originales, celdas de forma libre y puntos marcando casos especiales. El origen
de los simplices es un punto en la linea de vision entre el observador y la malla

coinciden. El signo del sumando, una vez mas, viene determinado por
el signo de las celdas extendidas.

e Si el punto estd en uno de los planos laterales que delimitan una ffc,
el punto pertenece a las dos celdas que comparten dicho plano. Q5 se
encuentra en esta situacién. El tratamiento para este caso consiste en
sumar —i—% 0 —%, por cada ffc, dependiendo de su signo.
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La deteccién de estos casos particulares en el caso de los simplices se basa
en el estudio de las coordenadas baricéntricas; mas concretamente, en la com-

probacion de cudntas y cudles son iguales a cero, tal y como se explica en la

seccién 5.3. En el caso de las ffc, la deteccién de casos particulares se basa en la

comprobacién de si el punto a estudiar es igual a alguna de las intersecciones

del rayo con los planos laterales, o si el punto estd en el tridngulo base de una

celda.

En el algoritmo 5.4 se incluye el pseudocédigo que describe el algoritmo

para el calculo del test de inclusién de un punto en un sdlido de forma libre

definido con parches triangulares de Bézier.

Algoritmo inclusionPuntoSolido ( P, S )
inclusion «— 0.0

Para cada tr € S.triangulos hacer
tet < simplice asociado a tr
ffcs < celdas de forma libre asociadas a tr

sT < signo ( tet )

Para cada ffc € ffcs hacer
sFfc < signo ( ffc )
resFfc «+ inclusionPuntoFfc ( P, ffc )
inclusion « inclusion + procesaResFfc ( resFfc,
sFfc, sT )

resTet « inclusionPuntoSimplice ( P, tet )
inclusion «+ inclusion + procesaResTet ( resTet, sT )

Si ( inclusion = 1 ) entonces
Devolver DENTRO

Si no
Devolver FUERA

Algoritmo 5.4 Algoritmo para el cdlculo de la in-
clusién de un punto en un sélido de forma libre

95

117

117



118

118

Test de inclusién para un sélido delimitado por parches triangulares de Bézier __

La funcién procesaResFfc del algoritmo 5.4 devuelve el valor que ha de
ser anadido a la sumatoria sobre la variable inclusion, de acuerdo al resultado
del algoritmo de inclusién en una celda de forma libre. El valor a devolver es
el signo de la ffc si el punto pertenece al interior de la celda o esta sobre los
parches que la delimitan o en una arista todavia no procesada del tridngulo
base. También puede devolver +% o} —% si el punto esta en un plano lateral de
la celda o en el tridngulo base de la misma, o cero si el punto estd fuera de la
ffc o en una arista del tridngulo base procesada anteriormente.

La funcién procesaResTet en el algoritmo 5.4 devuelve el valor que ha de
ser anadido a la sumatoria sobre la variable inclusion, de acuerdo al resultado
del algoritmo de inclusién en un simplice. Los valores devueltos son el signo
del simplice si el punto esta dentro de él o en una arista original no procesada,

cero si el punto estd fuera o en una arista original procesada anteriormente o
1

5 si el punto esta en

en una arista del triangulo asociado al simplice y +% o
una cara original del simplice.

Andlisis del algoritmo

El algoritmo propuesto es robusto, ya que tiene muy pocos casos particulares,
y éstos son facilmente detectables. En cuanto a estabilidad numérica, el algo-
ritmo puede presentar algunos problemas del mismo modo que otras soluciones
propuestas, por lo que se trabaja con un valor umbral a la hora de realizar
operaciones de comparacién entre niimeros en coma flotante.

Es importante el hecho de que en condiciones normales, la mayor parte del
volumen de los sélidos es modelado sélo con simplices, por lo que el nimero
de veces que es necesario recurrir al algoritmo para comprobar la inclusién
de un punto en una ffc es muy pequeno. Asi mismo, el uso que se hace de las
triangulaciones de detalle esta limitado a unos pocos parches en cada caso, con
lo que se evita gran niimero de operaciones que podrian ralentizar el proceso.

En términos de complejidad computacional, hay que tener en cuenta que
tanto el niimero de simplices como el nimero de celdas de forma libre depende
linealmente del niimero de tridngulos de la malla inicial. Como el algoritmo
hace un recorrido por todas las celdas extendidas para calcular el test de
inclusién local acumulando los resultados en una suma, la complejidad total
del algoritmo es lineal respecto al nimero de tridngulos de la malla inicial que
aproxima la superficie del sélido.
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Se han realizado una serie de pruebas con las cuatro mallas de triangulos
que se pueden observar en la fila superior de la figura 5.7. La fila inferior de
la figura muestra los sélidos de forma libre resultantes al construir los parches
triangulares de Bézier sobre los triangulos de las mallas utilizando el esquema
de interpolacién de Vlachos y otros [VPBMO1]. La tabla 5.1 muestra algunos
datos sobre las mallas.

Figura 5.7 Arriba: mallas de tridngulos originales. Abajo: sélidos de forma libre

Malla Vértices Tridngulos
Pedn 1202 2399
Higado 139 274
Seta 226 448
Estomago 269 534

Tabla 5.1 Caracteristicas
de las mallas utilizadas en las
pruebas del test de inclusién

Las tablas 5.2, 5.3 y 5.4 muestran algunos resultados obtenidos con el algorit-
mo para el calculo de la inclusiéon propuesto. Para estas pruebas se ha aplicado
el algoritmo a puntos distribuidos regularmente en el volumen de la caja en-
globante de los sélidos, y se ha comparado el nimero de intersecciones que es
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necesario calcular para un rayo que pase por el punto a estudiar en el caso de
aplicar un algoritmo basado directamente en el teorema de Jordan y en el caso
de aplicar el nuevo algoritmo. La columna de la izquierda indica el tamafio del
conjunto de puntos y su distribucién en las tres dimensiones, mientras que en
las otras columnas se muestra el nimero de intersecciones a calcular y el pro-
medio de intersecciones por cada punto utilizando tanto el algoritmo basado
en el teorema de Jordan como el algoritmo descrito aqui. Tal y como se ha
comentado anteriormente, el niimero de intersecciones a calcular con el nuevo
algoritmo se reduce drasticamente, puesto que la mayor parte del volumen del
sélido esta representado por simplices.

Nidmero de puntos Int. Jordan Int./Pto. Jordan Int. ESC Int./Pto. ESC

1000 (10x10x 10) 611 0.611 58 0.058
1728 (12x12x12) 1116 0.646 229 0.133
2744 (14x14x14) 1767 0.644 378 0.138
3375 (15x15x15) 2208 0.654 399 0.118
4096 (16x16x16) 2697 0.658 609 0.149
4913 (17x17x17) 3251 0.662 610 0.124

Tabla 5.2 Resultados de las pruebas del
test de inclusién en el modelo del estémago

Numero de puntos Int. Jordan Int./Pto. Jordan Int. ESC Int./Pto. ESC

1000 (10x10x10) 816 0.816 147 0.147
1728 (12x12x12) 1466 0.848 303 0.175
2744 (14x14x14) 2349 0.856 566 0.206
3375 (15x15x15) 2872 0.851 681 0.202
4096 (16x16x16) 3558 0.869 741 0.181
4913 (17x17x17) 4321 0.880 940 0.191

Tabla 5.3 Resultados de las pruebas del
test de inclusién en el modelo del higado

La gréfica de la figura 5.8 resume visualmente los resultados de las tablas.
Se puede apreciar que la reducciéon del ntimero de intersecciones a calcular es
significativa. Este hecho, unido a la simplicidad y robustez del algoritmo lo
hace ser objetivamente méas ventajoso que otras soluciones anteriores.

Para evaluar la eficiencia del algoritmo, se ha recurrido a estudiar los tiem-
pos empleados en la carga de los datos y en el cédlculo de la inclusién de un
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Nimero de puntos Int. Jordan Int./Pto. Jordan Int. ESC Int./Pto. ESC

1000 (10x10x10) 621 0.621 30 0.030
1728 (12x12x12) 1089 0.630 130 0.075
2744 (14x14x14) 1781 0.649 138 0.050
3375 (15x15%15) 2212 0.655 136 0.040
4096 (16x16x16) 2715 0.663 166 0.041
4913 (17x17x17) 3296 0.671 136 0.028

Tabla 5.4 Resultados de las pruebas del test de
inclusién en el modelo del pedn de ajedrez

4500

4000
[ |Pedn-ESC
[ Estémago - ESC
[ ]Higado - ESC

[ ]Peén- Jordan
[[] Estémago - Jordan
[[] Higado - Jordan

NUmero de Intersecciones

Numero de Puntos

Figura 5.8 Grafica resumen comparando el nuevo algoritmo
con los basados en la aplicacién del teorema de Jordan

conjunto de puntos de muestra en una computadora de gama media (Pentium
IV a 2.4 GHz con 512 MB de RAM), mostrdndose en la tabla 5.5 los datos
obtenidos. La segunda columna de la tabla 5.5 indica el tiempo de carga de la
malla en memoria desde un fichero que contiene las coordenadas de los vértices
y los tridngulos como triadas de indices a los vértices, incluyendo el calculo de
las relaciones topoldgicas entre los tridngulos; la tercera columna de la misma
tabla 5.5 muestra a su vez el tiempo de construccién de la cadena simplicial
extendida, que implica calcular la informacién relacionada con los simplices
y las ffc. Por ultimo, las columnas cuarta y quinta de la tabla 5.5 dan una
referencia del tiempo que se tarda en construir las triangulaciones de detalle
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que se utilizan en el algoritmo de inclusién: la primera de ellas indica el tiempo
empleado en construir la triangulacién del nivel inicial para todos los parches
del sélido con lod = 8, mientras que la segunda indica el tiempo empleado
en anadir dos niveles més a las jerarquias de detalle asociadas a los parches,
utilizando el mismo valor de lod. Los tiempos resultantes denotan que el coste
total en tiempo no es excesivamente grande en comparaciéon con la mejora en la
eficiencia que se consigue si se precalculan todas las triangulaciones necesarias
una sola vez durante la carga de la malla para utilizarlas posteriormente.

Malla Carga Constr. ESC T. nivel 1 T. niveles 2 y 3
Estomago  0.300 0.076 0.360 29.336
Higado 0.083 0.040 0.180 14.696
Seta 0.213 0.063 0.300 24.420

Tabla 5.5 Desglose del tiempo de pre-
paracién de los datos (en segundos)

Es también importante conocer el nimero de ffc y cudntos parches delimitan
cada ffc. En la tabla 5.6 se muestra esta informacién. La segunda columna
muestra el ntimero total de parches que definen la frontera de cada sélido; la
tercera columna indica el nimero de ffc que resultan al final del proceso de
construccion de la ESC, y la cuarta columna muestra cudntos parches delimitan
en promedio cada ffc.

Malla Parches ffc Parches/ffc
Estomago 534 818 2.587
Higado 274 422 2.600
Seta 448 694 2.687

Tabla 5.6 Datos sobre la utilizacién
de los parches en la definicién de las ffc

La tabla 5.7 muestra la informacién de tiempos referida al calculo de la inclu-
sién para un conjunto de puntos de referencia. Para este test se dispuso un
conjunto de 100x100x100 puntos regularmente distribuidos en la caja englo-
bante de los sélidos de prueba, y se calculd la inclusién de cada uno de ellos
en los sdlidos. La figura 5.9 muestra la visualizacién de los puntos clasificados
dentro de los sélidos.

100

122

122



123

123

Test de inclusién de puntos

Figura 5.9 Resultados del test de inclusién con
un conjunto regular de 100x100x100 puntos

En la tabla 5.7, la segunda columna indica el tiempo total para el conjunto de
puntos de prueba; la tercera columna muestra el tiempo promedio por punto
resultante; la cuarta columna muestra el nimero de rayos que ha sido necesario
intersectar con los parches para calcular los tests; la sexta columna, por dltimo,
muestra el promedio de rayos que ha sido necesario intersectar para los tests.
Como se puede comprobar, el nimero de rayos empleados es muy bajo, y el
tiempo para un punto es de poco mas de una milésima de segundo para la malla
mas compleja; esto se debe a que son muy pocos los casos en que un punto
es susceptible de pertenecer a una ffc, y por tanto el algoritmo de inclusion
en este tipo de celdas, que es la parte mas costosa en tiempo, se ejecuta muy
pocas veces.
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Malla Tiempo Tiempo/Pto. N.rayos Rayos/Pto.

Estomago 19m 31s 0.001171s 64050 0.064050
Higado 8m 32s 0.000512s 142886 0.142886
Seta 15m 19s  0.000919s 64156 0.064156

Tabla 5.7 Tiempos de las pruebas con un
conjunto regular de 100x100x 100 puntos

Por 1ultimo, la tabla 5.8 muestra informacién acerca de cudntas veces un rayo
ha intersectado més de una vez el mismo parche. La segunda columna indica
el nimero de rayos que han presentado esta circunstancia, mientras que la
tercera columna muestra el nimero total de rayos utilizados y la cuarta el
tanto por ciento sobre la cifra total que suponen los rayos que presentan este
comportamiento. Como se puede apreciar, gracias a la sencillez de los parches
utilizados y al algoritmo utilizado para su generacién, los casos mas complejos
se reducen a un numero practicamente testimonial.

Malla N. muiltiples int. N. rayos %

Estémago 162 64050  0.25%
Higado 156 142886  0.11%
Seta 0 64156  0.00%

Tabla 5.8 Informacién sobre los
rayos que intersectan mds de una
vez el mismo parche en los tests

5.6 Conclusiones

En este capitulo se ha descrito el algoritmo para el calculo del test de inclusién
de un punto en un sélido de forma libre cuya superficie ha sido modelada con
parches triangulares de Bézier [GRF04a]. La importancia de este algoritmo es
fundamental en tareas como la visualizacién utilizando trazado de rayos, la
deteccion de colisiones o la evaluacién de operaciones booleanas entre sélidos.
El andlisis del algoritmo denota que es una soluciéon robusta y simple, a la
par que eficiente. En el apéndice A se describen detalles concretos sobre la
estructura de datos utilizada para el almacenamiento de la jerarquia de niveles
de detalle que aproxima cada parche triangular de Bézier, y que tiene un papel
fundamental en el algoritmo desarrollado.
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En el siguiente capitulo se trata el problema de las operaciones booleanas
y, como se ha mencionado antes, este algoritmo serd masivamente utilizado en
los procesos de visualizacién y evaluacién de la frontera de los resultados.
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6 Operaciones booleanas

Las operaciones booleanas juegan un papel clave en todo sistema
de modelado de sclidos, ya que permiten a los usuarios disenar y,/o
editar objetos de forma sencilla e intuitiva utilizando otros objetos
como punto de partida.

En este capitulo se trataran la representacion y tratamiento de
operaciones booleanas utilizando el modelo ESC presentado en el
capitulo 3, particularizado a solidos de forma libre delimitados por
parches triangulares de Bézier, tal y como aparece en el capitulo 4.
En todo ello juega un papel fundamental el algoritmo de inclusion
de puntos descrito en el capitulo 5.

6.1 Representacidon de operaciones booleanas y sdlidos

CSG

En el modelo ESC los sélidos se representan mediante cadenas simpliciales ex-
tendidas, tal y como se expuso en el capitulo 3. En dicho capitulo también se
hizo referencia a las operaciones de suma de cadenas y producto de una cadena
por un escalar, que permiten establecer el conjunto de las cadenas simpliciales
extendidas como un espacio vectorial sobre el cuerpo Z/p [Rui01]. Utilizando
dichas operaciones, se puede representar de forma simple el resultado de la
unién, interseccién, diferencia y complemento entre solidos de forma libre mo-
delados con ESC. Para ello, es necesario prestar atencién antes al resultado de
la interseccion entre los tipos de celdas extendidas que forman dichas cadenas:
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e La interseccion entre simplices puede ser vacia, un punto, un segmento,
un poligono o un poliedro delimitado por caras planas.

e La interseccién entre un simplice y una ffc puede ser vacia, o puede
incluir uno o varios elementos de los siguientes tipos: punto, segmento,
curva, poligono de lados planos y/o curvos y poliedro delimitado por
caras planas y/o curvas.

e La interseccién entre dos ffc puede ser vacia, o dar como resultado
uno o varios elementos de los siguientes tipos: punto, segmento, curva,
poligono de lados planos y/o curvos y poliedro delimitado por caras
planas y/o curvas.

En el capitulo 3 se presenté el modelo ESC, asi como las operaciones con
cadenas y cémo se pueden expresar las operaciones booleanas en funciéon de
la suma de ESC y del producto de un escalar por una ESC. En la practica,
y dependiendo de la operacion en concreto, pueden aparecer celdas de signos
opuestos cuyos voliimenes se superponen, por lo que no contribuyen a la so-
lucién final al contrarrestarse sus volimenes. Estas celdas pueden descartarse
con antelacién, reduciendo el volumen de informacion a procesar y mejorando
la eficiencia del proceso. También ayuda a reducir el nimero de intersecciones
de celdas el situar los origenes de las cadenas simpliciales extendidas asociadas
a cada operando alejados entre si y del otro operando. La figura 6.1 ilustra
esta circunstancia.

Figura 6.1 Disposicién de dos ESC que reduce el nimero de
celdas superpuestas a la hora de calcular una operacién booleana

Al ser los resultados de las operaciones otras cadenas simpliciales extendi-
das, todos los algoritmos propuestos siguen siendo aplicables a éstos, por lo
que pueden combinarse de nuevo en otras operaciones, formando modelos tan
complejos como se requiera. De esta forma, se obtiene un sistema de modelado
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consistente y cerrado, que permite calcular la cadena simplicial extendida que
representa un sélido de forma libre modelado utilizando la estructura y ope-
raciones del esquema de modelado CSG descrito en la seccién 2.4.3. La figura
6.2 muestra un ejemplo de un arbol CSG que combina tres primitivas de forma
libre con dos operaciones booleanas.

N 4
8,=8,—5,=5,—(5,N3,)
<
/\

5,=8,M3,

N 5,

O, 0,

Figura 6.2 Ejemplo del cilculo de la ESC que representa un sélido CSG

6.2 Visualizacién de operaciones booleanas no evaluadas

La evaluacién de la interseccién de celdas extendidas ExCell (E N E') es com-
pleja cuando alguna de ellas es una celda de forma libre, pues el conjunto de
puntos resultante puede tener componentes disjuntas e irregulares. Tal y como
se ha explicado en el capitulo 3, este conjunto se puede modelar mediante una
cadena simplicial extendida; sin embargo, el proceso de cédlculo de esta cadena
puede ser especialmente complejo, como se verd a lo largo de este capitulo,
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por lo que es aconsejable demorar la evaluacion de este tipo de intersecciones
hasta que realmente sea necesario, ya que puede ocurrir que no formen parte

del sélido final.

Teniendo en cuenta esto, cobra interés la posibilidad de visualizar el resul-
tado de una operacion booleana entre sélidos de forma libre modelados con
cadenas simpliciales extendidas sin necesidad de hacer el cédlculo, como una
forma de obtener una vista preliminar del resultado final [GRF05].

La visualizacion de sélidos resultado de operaciones booleanas sin evaluar-
las efectivamente es un campo de investigacién bastante activo en la disciplina
del Modelado de Sélidos [HG96, SL98, ET00, SLJ02, GKMV03, HR05]. Es un
hecho que obtener una imagen previa del resultado final de una operacién de
modelado antes de ejecutarla es interesante tanto para los usuarios como para
los desarrolladores de sistemas de modelado, pues permite agilizar la interac-
cién de los usuarios con dichos sistemas.

En lo que se refiere al tratamiento de sélidos de forma libre, existen po-
cas referencias que traten la visualizacién del resultado de aplicar operaciones
booleanas sobre primitivas de forma libre [HR05]. Es ademds comin en estos
casos recurrir a aproximaciones mediante mallas de tridngulos.

El modelo ESC permite demorar en lo necesario el calculo efectivo de las
intersecciones entre celdas extendidas que forman parte de una cadena, sin
por eso dejar de ser una representacion plenamente utilizable del sélido que se
trate. Por tanto, se ha disenado un algoritmo para la visualizacién de cualquier
sélido representado mediante una cadena simplicial extendida, que es también
aplicable a sélidos CSG sin evaluar. Este algoritmo estd basado en trazado de
rayos [Gla93], y hace un uso intensivo del algoritmo para el calculo del test de
inclusion de puntos expuesto en el capitulo 5. Puede observarse su estructura
en el algoritmo 6.1.

Las figuras 6.3 y 6.4 muestran ejemplos de los resultados de la visualizacién
de las operaciones de unién, interseccion y diferencia entre sélidos de forma
libre sin evaluar de manera efectiva las fronteras del objeto resultado.

El trazado de rayos permite visualizar el sélido definido por cualquier ca-
dena, e incluso es posible mostrar un fragmento de una cadena mediante una
modificacién del algoritmo 6.1, consistente en indicar los indices de las celdas
inicial y final del fragmento que se quiere visualizar. De esta forma, se puede
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Algoritmo visualizaESC ( cadena, imagen )

Para cada pixel p € imagen hacer
rayo < rayo que pasa por p
ints « O

Para cada celda E € cadena hacer
ints.insercionOrdenada ( rayo.intersecciones ( E ) )

Si ints # O entonces
P «+ ints.primero
dentro « inclusionESC ( cadena, P )

Mientras ( No dentro ) y ( P # ints.ultimo ) hacer
P < ints.siguiente
dentro « inclusionESC ( cadena, P )

Si dentro entonces
p-color « calculalluminacion ( P.material )

Si no
p.color « color de fondo

Si no
p.color < color de fondo

Algoritmo 6.1 Algoritmo para la visualizacién de un sélido
representado mediante una cadena simplicial extendida

comprobar visualmente como los volimenes de las celdas positivas y negativas
se van compensando y dando como resultado el sélido final. La figura 4.16
fue elaborada de esta forma a partir de la ESC asociada al resultado de la
diferencia de la figura 6.3.

6.3 Evaluacidon de la frontera

La evaluacidn de la frontera de un sélido modelado aplicando operaciones boo-
leanas sobre primitivas sencillas es una tarea necesaria en entornos de diseno
y fabricacién asistidos por computador, que puede llegar a ser realmente com-
pleja cuando se trata de solidos y primitivas de forma libre. Los problemas de
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& &
* 3

Figura 6.3 a) Dos sélidos de forma libre.
b) Unién. c) Interseccién. d) Diferencia

robustez y exactitud son habituales en los algoritmos propuestos para resolver
este tipo de cdlculos [For97, KGMM97, KCF+04], por lo que atin se considera

un campo abierto en la investigacién relacionada con el Modelado de Sélidos.

El proceso de evaluacion de la frontera del sélido resultante de una opera-
cién booleana consta de tres pasos fundamentales:

1. Calculo de las curvas de interseccion entre las primitivas utilizadas.

2. Recorte de las superficies de acuerdo a estas curvas de interseccién y al
tipo de operacién.

3. Composicion de la frontera del sélido final uniendo los trozos resultantes
del recorte anterior.

En las siguientes secciones se estudiaran estos problemas y se plantearan
soluciones para el caso de sélidos limitados por parches triangulares de Bézier.
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-

| S
a) b)
c) d)

Figura 6.4 a) Dos sélidos de forma libre.
b) Unidn. c) Interseccién. d) Diferencia

Un rasgo distintivo de la representaciéon basada en cadenas simpliciales
extendidas es el hecho de que éstas suponen una representacién del volumen
del sélido y no sélo de su frontera, por lo que se hace necesario determinar
la forma de construir una nueva cadena que represente al volumen delimitado
por las nuevas fronteras calculadas. A este proceso se dedica la seccién 6.4.

6.3.1 Interseccién de dos parches triangulares de Bézier

La interseccion de superficies en general es un problema ampliamente tratado
en la bibliografia [AMY96, GK97, LCK02, LJCW04, Muk05]. Sin embargo,
poco o nada ha sido dedicado explicitamente al calculo de la interseccion de dos
parches triangulares de Bézier, por lo que se describe aqui el desarrollo de un
algoritmo para el calculo de dicha interseccién haciendo uso de las estructuras
de datos y algoritmos disenados para resolver el test de inclusién de puntos y
la visualizacion de los parches descritos en los capitulos anteriores.

En general, la interseccion de dos superficies puede ser vacia, o puede con-
tener uno o mas elementos de tipo punto, curva o superficie. Siguiendo la
notacién de Keyser [Key00], se considera que los parches estédn dispuestos en
posicion general; esto quiere decir que una perturbacion infinitesimal de los
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datos de entrada no modificara las decisiones en las instrucciones de bifurca-
cion de los algoritmos. En consecuencia, no se van a considerar las situaciones
en las que los parches estan superpuestos.

En general, los algoritmos propuestos para el cdlculo de la interseccién
entre superficies utilizan enfoques analiticos para obtener una solucién exacta,
o técnicas numeéricas para obtener aproximaciones con precisiones diversas del
resultado. Existen otras propuestas de solucion, como los algoritmos evolutivos
[CKKKO7], pero que no han experimentado un desarrollo notable.

Partiendo de las jerarquias de niveles de detalle que aproximan a cada
parche, el algoritmo de interseccién implementado [GRF06] realiza sucesivos
refinamientos en cada una de ellas, demorando el cdlculo efectivo de las inter-
secciones hasta alcanzar el nivel de detalle deseado [AB90]. En este punto, se
intersectan los tridangulos base de dicho nivel de cada jerarquia, y los segmentos
resultantes de estas operaciones constituiran una aproximacion de las curvas
de interseccién. El algoritmo 6.2 resume este proceso.

La interseccién de tridngulos puede implementarse utilizando cualquier
método clésico existente en la bibliografia [M6197]. Por otra parte, los segmen-
tos que se calculan han de ser ordenados para posteriormente poder obtener
los elementos que componen la interseccién de los parches. Esa es la finalidad
del algoritmo anadirSegmentos que se utiliza en el algoritmo 6.2. El algoritmo
6.3 detalla el funcionamiento de este procedimiento.

En el algoritmo 6.3 se almacenan aparte aquellos segmentos que pueden
dar lugar a ciclos. Estos segmentos son los que comparten uno de sus extremos
con més de un segmento, o bien aquellos que cierran un ciclo formado por otros
segmentos anadidos anteriormente a la estructura (figura 6.5). Por otra parte,
la reordenacién de segmentos que se aplica en el citado algoritmo consiste en
reorientar las secuencias de segmentos concatenados que se van construyendo,
de forma que el final de un segmento coincida con el inicio del segmento si-
guiente en la estructura (figura 6.6). Asi se facilita el proceso de aislamiento
de componentes conexas que se describe a continuacion.

El dltimo paso en el calculo de las curvas de interseccién entre dos parches
es la determinacién de las componentes conexas que forman dichas curvas.
Una componente puede ser abierta o cerrada, y estd formada por una se-
cuencia de segmentos tales que el final de un segmento coincide con el inicio
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Algoritmo interseccionParches ( P1, P2, nMax )

Si P1.BBox M P2.BBox # & entonces
Si ( Pl.nivel = nMax ) Y ( P2.nivel = nMax ) entonces
i « interseccionTriangulos ( Pl.base, P2.base )
afladirSegmentos ( i )

Si no
Si ( Pl.nivel # nMax ) Y ( P2.nivel # nMax ) entonces
Pm <« parche con menor bounding box
PM < parche con mayor bounding box

Para cada subparche SP € PM.hijos hacer
interseccionParches ( SP, Pm, nMax )

Si no
Si Pl.nivel = nMax entonces
Para cada subparche SP € P2.hijos hacer
interseccionParches ( P1, SP, nMax )

Si no
Para cada subparche SP € Pl.hijos hacer
interseccionParches ( SP, P2, nMax )

Si no
Devolver O

Algoritmo 6.2 Algoritmo para el célculo de la in-
tersecciéon de dos parches triangulares de Bézier

del siguiente y cada vértice de la componente estd compartido por dos seg-
mentos como maximo. Este proceso se lleva a cabo aplicando el algoritmo 6.4,
que va construyendo secuencias de segmentos susceptibles de ser consideradas
componentes. Al final de este algoritmo se llama al procedimiento comprobar-
Componentes, que comprueba si entre las secuencias de segmentos construidas
existen dos que verifiquen que alguno de sus extremos coinciden. Si tal es el
caso, se procede a unirlas en una Unica secuencia, y si dicha secuencia es ce-
rrada, se almacena definitivamente como una componente cerrada. Si ain es
abierta, se devuelve al proceso hasta que no haya ningin par de secuencias que
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Algoritmo afiadirSegmentos ( i )

Si no hay segmentos almacenados entonces
almacenar i

Si no
Si d s € segmentos / s N i # & entonces
saca s de segmentos
p < interseccion ( i, s )
{i1, i2} « division ( i, p )
{s1, s2} < division ( s, p )
afiadirSegmentos ( i1, i2, s1, s2 )

Si no
Si 4 s € segmentos / s enlaza con i entonces
Si pueden aparecer ciclos entonces
almacenar i aparte

Si no
almacenar i enlazado con s
reordenar los segmentos

Si no
almacenar i

Algoritmo 6.3 Algoritmo para la insercién ordenada de segmentos de interseccidn

se puedan unir. El conjunto de secuencias de segmentos restantes se almacenan
como componentes abiertas.

El resultado final de todo este proceso es un conjunto de componentes
que o bien son cerradas, o bien son abiertas, verificAndose que no existen dos
componentes abiertas que puedan fusionarse.

6.3.2 Recorte de parches triangulares de Bézier
El recorte de superficies es una operacion béasica en los sistemas de modelado

actuales, pues es la que permite determinar la frontera del resultado de una
operacién booleana. Consiste en la eliminacion de parte del parche objeto del
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Y O

Figura 6.5 En rojo, ejemplos de segmentos
almacenados por separado en el algoritmo 6.3

Figura 6.6 Reordenacién de una secuencia de segmentos en funcién de
un nuevo segmento introducido. Izquierda: situacién provocada por el
nuevo segmento (en rojo). Derecha: secuencia de segmentos reordenada

recorte, para lo cual es necesario establecer antes algun tipo de particién del
espacio y un criterio de recorte que identifique las partes a eliminar.

La necesidad de establecer una particiéon del espacio hace que se consideren
los casos de recorte de un parche contra un plano y recorte de un parche contra
un objeto. Este segundo caso es el que se va a estudiar por ser el mas complejo,
ya que el tratamiento para el primer caso se puede deducir a partir del proceso
que se describe a continuacion.

Se considerara el recorte de un parche triangular de Bézier contra un sélido
también delimitado por parches triangulares de Bézier. De este modo, el pro-

ceso de recorte incluye las siguientes fases (figura 6.7):

a) Célculo de las curvas de interseccién entre el parche a recortar y los
parches que delimitan el sélido de recorte. Esto implica también obtener
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Algoritmo construyeComponentes ( segmentos )
¢ + nuevaComponente ( segmentos.primero )

Mientras ( segmentos # @ ) hacer
s < segmentos.siguiente

Si s enlaza con c entonces
afladir s a ¢

Si no
guardaComponente ( c, componentes )
¢ « nuevaComponente ( s )

s < segmentosApartados.primero
Mientras ( segmentosApartados # & ) hacer
Para cada ¢ € componentes hacer
Si s enlaza con ¢ entonces
afiadir una copia de s a ¢
Si aparece un ciclo entonces
c2 « cortaCiclo ( c )
guardaComponente ( c2, componentes )

s < segmentosApartados.siguiente

comprobarComponentes ( componentes )

Algoritmo 6.4 Algoritmo para la deteccién de componen-
tes en la interseccidén de dos parches triangulares de Bézier

las componentes conexas que forman cada interseccion entre parches,
aplicando los algoritmos explicados en la seccién 6.3.1.

b) Combinacién de las componentes de todas las intersecciones entre par-
ches que se han calculado. En esta fase se calculan los puntos de in-
terseccion entre las componentes si los hubiera, y se procede a trocear
dichas componentes de forma que ningtin trozo contiene puntos de inter-
seccién aparte de sus puntos inicial y final. En este proceso se incluyen
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SN LD
AV AN A
\V,
LR

Figura 6.7 Fases del proceso de recorte de un parche triangular de Bézier

también las fronteras originales del parche a recortar, y se obtiene como
resultado el conjunto de fronteras que delimitan las regiones interna y
externa del parche a recortar.

Al estar las curvas de recorte y las fronteras del parche aproximadas
mediante poligonales, el cdlculo de intersecciones es rapido y simple.

c) Teselacién del dominio paramétrico de los subparches almacenados en
los nodos hoja de la jerarquia de niveles de detalle que son intersectados
por los trozos de curva obtenidos en el paso anterior. Como resultado,
todos los elementos almacenados en la jerarquia estdn ahora completa-
mente dentro o completamente fuera del sélido de recorte.

En este proceso, se calculan las coordenadas baricéntricas de los pun-

tos de interseccién de las curvas de interseccion con el tridngulo base de
cada subparche, y se utilizan esos puntos como vértices de la teselacién
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junto con los vértices del subdominio que define el subparche. El algo-
ritmo de teselacién aplicado puede ser cualquiera de los habitualmente
utilizados [O’R98, Las96].

d) Eliminacién de los subparches almacenados en los nodos hoja de la
jerarquia que estan dentro o fuera del sélido de recorte, dependiendo
del criterio de recorte a aplicar, y propagacion del proceso de eliminacion
hacia arriba en la jerarquia, de forma que los nodos cuyos hijos han sido
eliminados sean también borrados. Para determinar si un subparche esta
dentro o fuera del sélido de recorte se recurre al algoritmo para el cdlculo
del test de inclusion de puntos descrito en el capitulo 5, aplicandolo al
baricentro de su triangulo base.

En la propagacion del proceso de borrado hacia los niveles superiores
de la jerarquia, se etiquetan los nodos que han sufrido un recorte parcial
de sus hijos, y se recalculan las cajas englobantes de los nodos superiores
para que abarquen solamente las cajas de los subparches que no han
sido eliminados. El algoritmo 6.5 resume este proceso.

e) Borrado de las fronteras que estdn dentro o fuera del sélido de recorte,
dependiendo del criterio a aplicar.

f) Establecimiento de las nuevas fronteras del parche recortado.

El resultado final de todo el proceso es un parche recortado que mantiene la
curvatura del original, ya que los subparches se obtienen aplicando subdivision
sobre el parche original [Sei89]. Este parche recortado puede ser recortado de
nuevo o participar en otras operaciones de recorte como frontera del sélido
de recorte sin ninguna diferencia en cuanto a tratamiento con respecto a los
parches sin recortar.

Las figuras 6.8, 6.9 y 6.10 muestran ejemplos de parches recortados ob-
tenidos con una jerarquia de dos niveles y tres subdivisiones en el dominio
paramétrico en cada nivel. La tabla 6.1 muestra informacién sobre dichas fi-
guras. La segunda columna muestra el nimero de parches que intersectaban
entre si; las columnas tercera y cuarta muestran el nimero de veces que se ha
calculado la interseccion entre tridngulos y el nimero de segmentos que defi-
nen las fronteras del parche recortado, respectivamente. Por 1ltimo, la quinta
columna indica el tiempo empleado en el cdlculo de los recortes en segundos.
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Algoritmo aplicaRecorte ( parche, obj, criterio, maxN )

Si parche.nivel # maxN entonces
Para cada subparche sp € parche.hijos hacer
aplicaRecorte ( sp, obj, criterio, maxN )

Si sp.estado = paraBorrar entonces
borrar sp
parche.estado <« recortado

Si parche.nHijos = O entonces
parche.estado <« paraBorrar

Si no
vInc < inclusionPuntoSolido ( parche.tBase.baric, obj )

Si vInc = criterio entonces
parche.estado <« paraBorrar

Algoritmo 6.5 Algoritmo para la elimina-
cion de los subparches en el proceso de recorte

Figura N. parches N. int. tridngulos N. segmentos Tiempo (segs.)

6.8 31 502624 303 0.44
6.9 13 821392 344 0.67
6.10 43 1305920 836 1.20

Tabla 6.1 Datos del calculo de las figuras 6.8, 6.9 y 6.10

6.3.3 Obtencidn del B-Rep resultado de una operacién booleana

Una operacién booleana de modelado combina dos sélidos para obtener uno
nuevo. La frontera de este nuevo sélido, que constituye su representacién B-Rep
(seccidén 2.4.5), estd determinada tanto por la posicién de los sélidos operando
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S0

Figura 6.8 Ejemplos de recorte de parches (|
Izquierda: configuracién inicial. Derecha: parche recortado

'L (e

Figura 6.9 Ejemplos de recorte de parches (II).
Izquierda: configuracién inicial. Derecha: parche recortado

como por el tipo de operacion de que se trate. Se definen los sdlidos resultado
de las tres operaciones booleanas bésicas y su frontera como sigue [RV77]:

e La interseccién de dos sélidos comprende el volumen comin a ambos.
Este volumen estard limitado por las partes de la frontera de cada uno
de ellos que estan dentro del otro.

e Kl volumen del sélido resultante de la uniéon de otros dos comprende
tanto el volumen de uno como el del otro. La frontera del nuevo sélido
estard determinada por tanto por las porciones de la frontera de cada
operando que estan fuera del otro.

e La diferencia de dos sélidos es un nuevo sélido cuyo volumen comprende
el volumen del minuendo que no esta contenido en el del sustraendo. Por
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qQ

w 9

Figura 6.10 Ejemplos de recorte de parches (lll). lz-
quierda: configuracién inicial. Derecha: parche recortado

y

tanto, su frontera estd formada por la parte de la frontera del minuendo
que esta fuera de la del sustraendo, junto con las partes de la frontera
del sustraendo que estan dentro del minuendo.

A efectos de homogeneizar la representacién, es necesario invertir
la orientacién de las porciones de frontera procedentes de los sdlidos
sustraendo, para que asi toda la frontera esté orientada de la misma
forma respecto del interior del sélido resultado.

En el caso de sélidos de forma libre delimitados por parches triangulares
de Bézier, la representacion B-Rep del resultado de una operacién booleana
entre dos solidos se obtiene recortando los parches que constituyen la frontera
de cada operando contra el otro utilizando el criterio de recorte adecuado y
aplicando un algoritmo como el propuesto en la seccién 6.3.2, y seleccionando el
conjunto de parches para la nueva frontera aplicando las reglas antes expuestas.
De esta forma las fronteras del resultado mantienen las propiedades de las
fronteras de los s6lidos operando.

Debido a que los algoritmos para el calculo de la interseccién y el recorte
de parches propuestos en las secciones 6.3.1 y 6.3.2 utilizan la estructura de
jerarquias de detalle expuesta en la seccion 4.1.7, el resultado obtenido es una
aproximacién del resultado real, con una precision que depende del niimero de
niveles de las jerarquias y del nimero de divisiones en el dominio paramétrico
en cada nivel. Como consecuencia, los trozos de frontera procedentes de los
sélidos operando no encajan correctamente, aunque si lo hagan los tridngulos
a partir de los cuales se han calculado. La figura 6.11 muestra tres resultados
obtenidos con un nivel de detalle y una divisién paramétrica por nivel (6.11.a),
un nivel y tres divisiones (6.11.b) y dos niveles y tres divisiones (6.11.c). Como
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se puede apreciar, no sélo pueden aparecen huecos, sino también intersecciones
entre los parches recortados.

Figura 6.11 Resultados obtenidos con distintas configuraciones
de los arboles de detalle. a) Un nivel y una divisién
paramétrica. b) Un nivel y tres divisiones paramétricas.

c) Dos niveles y tres divisiones paramétricas por nivel

Se hace necesario por tanto realizar un postproceso sobre el conjunto de parches
resultado de una operacién booleana para asegurar que la frontera obtenida
es completamente cerrada, y determina por tanto el sdlido final. Por simpli-
cidad, se decidié trabajar a partir de los subparches triangulares resultantes
del proceso de recorte, en lugar de intentar ajustar los parches recortados de
manera global. Asi, se han estudiado distintas posibilidades teniendo en cuenta
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el algoritmo utilizado para la construccién de los parches [VPBMO1], y se han
implementado y probado las tres que se describen a continuacién:

1. La primera solucion de postprocesamiento estudiada es la mas sencilla:
puesto que las triangulaciones a partir de las cuales se han calculado
los subparches encajan perfectamente, se toma esta triangulacién como
punto de partida para calcular un nuevo conjunto de parches que deli-
miten al sélido resultado. La bondad de esta solucién depende en gran
medida de la forma en que se calculen los parches, puesto que si se
aplica el algoritmo de Vlachos [VPBMO1], el resultado sufre un efecto
de suavizado general no deseable, especialmente en las zonas de unién
entre las porciones de frontera de los operandos. La figura 6.12 ilustra
este hecho.

£

Figura 6.12 Resultados obtenidos aplicando la primera
solucién de postprocesamiento a los resultados de la figura 6.11
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2. La segunda solucién de postprocesamiento (figura 6.13) se ha diseniado
con el propdsito de evitar que el conjunto inicial de parches sufra modifi-
caciones de suavizado no deseadas. El proceso de célculo es el siguiente:

~No

Figura 6.13 Fases de la segunda solucién de post-
procesamiento propuesta en el caso de huecos

— En primer lugar, se modifica la triangulacién a partir de la cual se
han calculado los parches recortados, de forma que los vértices de
los tridngulos coincidan con los de los parches en aquellas zonas
en las que dichos parches no coincidan (figura 6.13.b).

— A continuacién se construyen dos nuevos triangulos entre aque-
llos que antes tenian un lado en comun, de forma que rellenen
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el hueco que ha aparecido entre ellos al modificar sus vértices
(figura 6.13.c).

— Por tltimo, se calculan dos nuevos parches asociados a los nuevos
tridngulos que rellenen el hueco entre los parches (figura 6.13.d
y ampliacién).

Para aplicar esta técnica en los casos que los parches se intersectan,
se ha implementado el intercambio de vértices entre los triangulos para

posteriormente recalcular los parches implicados, tal y como se muestra
en la figura 6.14.

Figura 6.14 Fases de la segunda solucién de postprocesamiento
propuesta en el caso de huecos cuando los parches se intersectan
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126

Finalmente esta solucién, aunque visualmente produce mejores resulta-
dos que la primera, ilustrados en la figura 6.15, fue descartada debido a
las frecuentes ocurrencias de casos que requieren tratamiento especial,
como parches rotados respecto de su correspondiente vecino, que provo-
can que el rellenado de agujeros sea incorrecto. Estos casos son dificiles
de caracterizar en general y anaden una complicacion excesiva al pro-
ceso. En otras ocasiones, el intercambio de vértices entre dos parches
provocaba la aparicién de nuevos problemas de la misma indole en los
parches que compartian alguno de los vértices modificados.

Figura 6.15 Resultados obtenidos aplicando la segunda
solucién de postprocesamiento a los resultados de la figura 6.11

En la figura 6.15 sélo se muestra el resultado para los dos primeros
ejemplos de la figura 6.11, ya que en el tercero, al ser tan pequenios los
agujeros a rellenar, no se aprecian visualmente los efectos del rellenado.

La tercera solucién de postprocesamiento descarta el rellenado de agu-
jeros. Actta directamente sobre los puntos de control de los subparches,
ajustandolos de forma que desaparezcan los huecos entre parches, tal y
como se ilustra en la figura 6.16. El proceso de célculo es el siguiente:

— Los puntos de control situados en los vértices de los parches son
sustituidos por el punto obtenido como el promedio de los puntos
correspondientes de todos los parches que comparten o deberian
compartir el vértice, segtin la topologia de la triangulacion a
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Figura 6.16 Fases de la tercera solucién de post-
procesamiento propuesta en el caso de huecos

partir de la cual se han calculado dichos parches (figuras 6.16.b
y 6.16.c).

Los dos puntos de control interiores que definen la curva corres-
pondiente a cada lado son reemplazados por los puntos obtenidos
como los promedios entre los puntos correspondientes de los dos
parches que deberian compartir el lado, segiin la topologia de la
triangulacion a partir de la cual se han calculado dichos parches
(figuras 6.16.d y 6.16.e).

Por ultimo, se sustituyen los vértices de los tridngulos por los
nuevos puntos de control de las esquinas de los parches (figura
6.16.1).

Segun el algoritmo de Vlachos [VPBMO1], la normal en un vértice
de la triangulacién determina los tres puntos de control de la esquina de
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cada parche que corresponda con ese vértice (figura 6.17). Esta tercera
solucién de postprocesamiento implica que en la gran mayoria de los
casos esta relacion se pierde, por lo que se ha decidido mantener las
normales intactas en cada parche ante la imposibilidad de calcular una
normal comun para todos. De esta forma, la impresién visual de esta
solucién es la mejor de las tres que se han estudiado (figura 6.18).

\J \J

Figura 6.17 Puntos de control determinados
por las normales en los vértices seglin
el algoritmo de Vlachos [VPBMO1].

e — .

Figura 6.18 Resultados obtenidos aplicando la tercera
solucién de postprocesamiento a los resultados de la figura 6.11
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Las figuras 6.20 a 6.32 muestran otros ejemplos de operaciones booleanas
resueltas aplicando la tercera solucion de postprocesamiento propuesta, utili-
zando distintos pardmetros en las jerarquias de detalle. La figura 6.19 muestra
las primitivas empleadas para estas operaciones.

Figura 6.19 Modelos utilizados para las pruebas de evaluacién de operaciones
booleanas. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: estémago (534 parches),
punta de lanza (20 parches), vértebra (298 parches), prisma simple (12
parches), mano (768 parches), higado (274 parches) y seta (448 parches)

Figura 6.20 Diferencia entre el modelo de la mano y el prisma simple.
Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién
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o

Figura 6.21 Diferencia entre el modelo del estémago y el de la vértebra.
Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

Figura 6.22 Diferencia entre el modelo de la mano y el de la seta.
Izquierda: posicidén de partida. Derecha: resultado de la operacién
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Figura 6.23 Diferencia entre el modelo de la mano y el del estémago.
Izquierda: posicidén de partida. Derecha: resultado de la operacién

Figura 6.24 Diferencia entre el modelo del estémago y el de la punta de
lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién
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Figura 6.25 Diferencia entre el modelo del higado y el de la punta de
lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

T %\:-/
?

Figura 6.26 Diferencia entre el modelo de la mano y el de la punta de

lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién
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Figura 6.27 Unidn entre el modelo de la vértebra y el prisma simple.
Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

Figura 6.28 Unidn entre el modelo de la vértebra y el de la punta de
lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién
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Figura 6.29 Interseccién entre el modelo del estémago y el del higado.
Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

\

Figura 6.30 Interseccién entre el modelo del higado y el de la punta de
lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién
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Figura 6.31 Interseccidn entre el modelo de la vértebra y el de la punta
de lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

Figura 6.32 Interseccién del modelo de la mano y el de la punta de
lanza. Izquierda: posicién de partida. Derecha: resultado de la operacién

135

157 157



158

158

Construccién de la ESC resultado de una operacion booleana

6.4 Construccién de la ESC resultado de una operacién
booleana

Un esquema de representacion de sélidos es cerrado si los resultados de las
operaciones con modelos de sélidos construidos segiin dicho esquema son a su
vez representables de la misma forma. Para que el modelo ESC sea un esquema,
de representacién cerrado es necesario por tanto definir el proceso que permita
obtener una ESC a partir del resultado de una operacién booleana como las
descritas anteriormente.

6.4.1 Métodos directos. Simplificacion de una ESC

La representacién del resultado de una operaciéon booleana mediante una ca-
dena simplicial extendida propuesta en la seccién 6.1 produce tras unas pocas
operaciones un excesivo numero de celdas en la cadena, debido a la necesidad
de evaluar FzCell (E N E') para cada pareja de celdas de los operandos. Sin
embargo, muchas de estas intersecciones no formaran parte del sélido final,
con lo que pueden ser simplificadas, reduciendo asi el niimero total de calculos
a realizar, asi como el tamano de las ESC resultantes.

Para la simplificacién se aplica el método propuesto por Ruiz [Rui01], con-
sistente en evaluar en primer lugar la frontera del sélido resultado, para pos-
teriormente obtener la cadena simplificada a partir de dicha frontera. Esta
evaluacion de la frontera puede hacerse de distintas formas; no obstante, se va
a considerar la frontera evaluada tal y como se ha expuesto en la seccion 6.3.

La solucién maés inmediata para la construccién de la ESC pasa por apro-
vechar los subparches generados para cada parche en el proceso de recorte,
construyendo un simplice y una ffc por cada subparche situado en el nivel mas
bajo de las jerarquias de detalle (figura 6.33). Puesto que dichos subparches
son a su vez parches triangulares de Bézier, el proceso de construccién de los
simplices y las celdas de forma libre es exactamente el mismo que el descrito
en la seccién 4.3. Esta solucion ha sido implementada satisfactoriamente para
todas las operaciones booleanas definidas.

Una solucién mas elaborada consiste en construir un simplice y una ffc
para cada (sub)parche que no haya sufrido cambios tras la aplicacién del algo-
ritmo 6.5 de recorte (figura 6.34). De este modo, los parches que no han sido
recortados siguen proporcionando el mismo nimero de celdas que antes de la
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Figura 6.33 Primer método directo para la generacion
de la ESC para el resultado de una operacién booleana

operacién, y los que han sido recortados proporcionaran un nimero variable de
celdas, dependiendo de la magnitud del recorte sufrido. Con el fin de evitar la
aparicion de discontinuidades entre los tridngulos base de los simplices y las ffc,
es necesario aplicar alguna técnica de subdivision tipica de las representaciones
poliédricas basadas en niveles de detalle [LRC+03].

Figura 6.34 Segundo método directo para la generacién
de la ESC para el resultado de una operacién booleana

Estas dos soluciones reducen significativamente el nimero de celdas respecto de
la cadena que se obtendria aplicando la expresién descrita en la seccién 3.4.3.
La primera solucién es maés sencilla de implementar, mientras que la segunda
consigue una reduccién mayor en el nimero de celdas. Una caracteristica im-
portante de ambas soluciones es que facilitan la uniformidad en el tratamiento
de las cadenas para el calculo de los algoritmos propuestos anteriormente.
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Otra posible solucién pasa por la definicion de un nuevo tipo de celda, que
denominaremos celda recortada.

6.4.2 Uso de celdas recortadas

Se define una celda recortada como el resultado de la interseccion de dos
celdas extendidas, ya sean simplices, ffc u otras celdas recortadas. Como tal,
puede estar delimitada por elementos planos o curvos, procedentes de las fron-
teras de las celdas intersectadas. La figura 6.35 muestra algunos ejemplos de
celdas recortadas.

Figura 6.35 Ejemplos de celdas recortadas

La celda asi definida tiene las mismas propiedades que las celdas de forma
libre descritas en la seccion 4.2, y puede formar parte de una cadena simplicial
extendida. La mayor dificultad para la obtencién de una celda recortada es
la gran variedad de casos que se pueden dar al calcular la intersecciéon entre
celdas extendidas, por lo que determinar el nimero y tipo de los elementos
delimitadores de su volumen puede llegar a ser una ardua tarea.

Una vez vista la definicién de celda recortada, el proceso para la obtencién
de la cadena simplicial extendida que representa el resultado de una operaciéon
booleana entre dos sélidos de forma libre consiste en intersectar todas las cel-
das de las cadenas que los representan entre si, y construir celdas recortadas en
aquellos casos en que la interseccién entre celdas no es vacia. Posteriormente,
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se construiria la cadena resultado utilizando las celdas recortadas y las proce-
dentes de las cadenas de los operandos, aplicando las expresiones de la seccién
3.4.3.

La cadena simplicial extendida resultante no difiere en sus propiedades de
las cadenas para sélidos originales, pudiendo utilizarse para otras operacio-
nes del mismo modo que éstas. De esta forma, se mantiene la clausura de la
representacion.

6.5 Conclusiones

Este capitulo se ha centrado en el tratamiento de las operaciones booleanas
entre sélidos representados utilizando el modelo ESC. Las especiales carac-
teristicas de este modelo permiten tratar de forma uniforme dichas operacio-
nes, permitiendo la representacién de las mismas dentro de un sistema alge-
braico [Tor92, Fei95]. Esta representacién permite demorar la evaluacién de
las operaciones booleanas, siendo al mismo tiempo plenamente utilizable, con
lo que se posibilita la visualizacion del resultado sin evaluar dichas operaciones
[GRFO05].

Por otra parte, las caracteristicas de los parches utilizados para la repre-
sentacion de la frontera de los sélidos permiten la evaluacion de la frontera del
resultado de una operacién de forma robusta, primero calculando las intersec-
ciones entre parches, y luego recortando los parches en funcién de las curvas de
interseccién obtenidas [GRF06]. Esta representacion de la frontera puede ser
a su vez considerada como punto de partida para la obtenciéon de una nueva
cadena simplicial extendida que representa al resultado de la operaciéon, con lo
que se mantiene la clausura de la representacion.
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7 Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se resumen las principales aportaciones realizadas
en el campo del Modelado de Sélidos, asi como posibles Iineas de
trabajo para ampliar y complementar el trabajo realizado hasta el
momento.

7.1 Resultados obtenidos

En el capitulo 1 se expusieron las motivaciones de este trabajo, asi como los ob-
jetivos planteados y los resultados esperados. Se hace ahora una recapitulacién
de los mismos, asi como de los resultados obtenidos en relacién a ellos:

e En cuanto al primer objetivo planteado, relativo a la extension del
modelo ESC a superficies paramétricas triangulares, se presentd en el
capitulo 4 una nueva definicién del concepto de celda de forma libre
compatible con ese tipo de superficies. Esta definicion, junto con el al-
goritmo para el cédlculo del test de inclusién de un punto en una ffc
descrito en la seccién 5.4, permite definir y operar con cadenas simpli-
ciales extendidas que representan solidos de forma libre delimitados por
parches triangulares de Bézier [GRF03].

e El segundo objetivo planteado era el desarrollo de algoritmos para el
calculo del test de inclusién de un punto en un sélido de forma libre
representado mediante una cadena simplicial extendida del nuevo ti-
po propuesto, asi como para la visualizaciéon de los modelos. El primer
algoritmo, que calcula el test de inclusién de un punto en un sélido,
fue presentado en el capitulo 5 [GRF04al], mientras que la visualiza-
cién de modelos se ha resuelto de dos formas: mediante el dibujado
de los tridngulos base de los subparches de las jerarquias (capitulo 4),
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y mediante trazado de rayos, tal y como se describe en el capitulo 6
[GRFO05].

e El tercer objetivo fundamental consistia en disenar algoritmos para el
calculo de operaciones booleanas evaluadas y no evaluadas. Para la con-
secucion de este objetivo se han implementado algoritmos robustos para
el calculo de las intersecciones entre dos parches triangulares de Bézier
(seccién 6.3.1), el recorte de parches utilizando las curvas de recorte
anteriormente obtenidas [GRF06] (seccién 6.3.2), y la combinacién de
los parches recortados para formar la frontera del sélido resultado de
una operacién aplicando distintos criterios segun la operacion que se
trate (seccién 6.3.3). Partiendo de esta representacién de la frontera, se
ha estudiado el método de construccién de una nueva cadena simpli-
cial extendida que represente al resultado, de forma que se asegura la
clausura de la representacién con el modelo ESC (seccién 6.4).

Todos los algoritmos propuestos se han implementado y probado en una
aplicacién experimental desarrollada utilizando C++ en un sistema GNU/Linux.
Se han utilizado las librerias OpenGL para la visualizacion, y GLUI para la in-
terfaz. Los datos e imagenes que se han mostrado a lo largo de este documento
han sido obtenidos utilizando dicha aplicacién de prueba.

7.2 Trabajo futuro

Aunque se ha conseguido una adaptacion completa del modelo ESC a parches
triangulares, cubriendo los objetivos planteados al inicio de la investigacién,
existen campos de trabajo abiertos que pueden ser interesantes para futuros
desarrollos:

e Almacenamiento de propiedades de los materiales. El modelo ESC no
sélo aporta una representacion de la frontera de los sdlidos, sino también
del volumen de éstos. Por tanto, si se consigue una forma de asociar a ese
volumen propiedades de material, se conseguiria ampliar la seméantica
del modelo para incluir sélidos heterogéneos.

e Conversién a otras representaciones estandar. El paso a otras represen-

taciones tipo enumeracioén u octree parece factible, aplicando el algorit-
mo de inclusién de puntos [RF02].
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e Evaluacion eficiente de arboles CSG completos. Se ha presentado una
solucién para la evaluacion de operaciones booleanas una a una, por
lo que la evaluacién de un arbol CSG paso a paso es inmediata. Seria
interesante obtener un método para evaluar no sélo operaciones indi-
viduales, sino un arbol CSG completo en un solo paso y en un tiempo
razonable.

e Simplificacién de parches recortados. En la operacion de recorte de par-
ches se generan multitud de subparches que en ocasiones pueden reagru-
parse en parches mas grandes, con lo que se simplifica la representacion
de la frontera, al tiempo que se mantiene la precision en la representa-
cién.

e Aprovechando el trabajo ya existente con hardware grafico para los par-
ches triangulares utilizados [VPBMO01, ATI01, BS05, BRS05], estudiar
posibles implementaciones en hardware de algunos de los algoritmos
propuestos.

Estos futuros desarrollos ampliaran y mejoraran las posibilidades del mo-
delo.

7.3 Conclusiones

A lo largo de este documento se ha presentado el Modelo de Cadenas Simplicia-
les Extendidas para representacion de sélidos de forma libre como un sistema
cerrado que permite representar modelos y operar con ellos de la misma forma
que se puede hacer con otros modelos de representacion clasicos. Se ha pre-
sentado una adaptacién de dicho modelo a parches paramétricos triangulares,
justificada en que dicho tipo de superficies son ampliamente utilizadas en en-
tornos CAD/CAM, y se han desarrollado algoritmos para el célculo del test
de inclusién de un punto en un sélido, asi como la visualizacion de operaciones
booleanas no evaluadas y como el cédlculo de la frontera de los resultados de
dichas operaciones.

Asi mismo, se han presentado posibles lineas de continuacién del trabajo

realizado, con la idea de mejorar las prestaciones del modelo descrito y su
aplicabilidad al trabajo con sélidos de forma libre en cualquier ambito.
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A Software

Este apéndice se dedica a la descripcion de algunos detalles generales
del software que se ha implementado para el desarrollo y prueba de
los algoritmos descritos en este documento. No se pretende tratar
en profundidad el disefio e implementacion del mismo, sino dar una
visién global que complemente el contenido de este documento.

A.1 Estructura de la aplicacién

El software desarrollado ha sido disenado utilizando un enfoque orientado a
objetos, y ha sido implementado y probado en sistemas GNU /Linux, utilizando
el lenguaje de programacién C++ [Str97], asi como las librerfas OpenGL para
la generacién de imdgenes [SWNDO5] y GLUI para el diseno de la interfaz
[RSBJ. En la figura A.1 se muestra una captura de pantalla de la aplicacién
en funcionamiento.

A continuacién se describirdn las clases méds importantes y las relaciones
entre ellas, de forma que quede clara la estructura de la aplicacién.

A.1.1 Representacion de arboles CSG

Tal y como se ha expuesto en capitulos anteriores, la representacion de opera-
ciones booleanas en un arbol CSG es muy utilizada en el mundo CAD/CAM.
En la aplicacion disenada se ha recurrido a tres clases béasicas para modelizar
esta estructura: Arbo]_CSG, que almacena la informaciéon general del arbol,
Nodo_CSG, de la que heredan tres clases vinculadas con los tres tipos de nodos
que puede contener un arbol CSG (nodos primitiva, nodos de transformacién
y nodos de operacién), y Objeto, que es la clase destinada a la representacién
de sélidos. En la figura A.2 se pueden ver las relaciones entre estas clases.
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Figura A.1 Captura de pantalla del software desarrollado

Nodo_CSG <tArbol_CSG

Nodo_Primitival] |Nodo_Operacion| |Nodo_Transformacién

Objeto

Figura A.2 Clases implicadas en la
representacién de arboles CSG

A.1.2 Representaciéon de sélidos de forma libre

En el sistema de modelado implementado, un sélido de forma libre estd definido
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por los siguientes elementos (figura A.3):

Objeto

{

Vértices

Tridngulos

Figura A.3 Clases implicadas en la
representacién de sélidos de forma libre

Lados

ESC

Software

e Una malla de tridngulos que aproxima la superficie del sélido. Esta malla

se almacena en forma de punteros a una lista de vértices, incluyendo

informacién topoldgica de vecindad entre tridangulos, necesaria para la

definicién de las celdas de forma libre (seccién 4.2).

e La cadena simplicial extendida, formada por simplices y ffcs, cada uno

de ellos definido tal y como se ha visto en capitulos anteriores.

e Otra informacion 1til, como la caja englobante del sélido, definida como
la caja englobante de los puntos de control de los parches triangulares de
Bézier que determinan las celdas de forma libre de la cadena simplicial

extendida que representa al sélido.

La representacion no supone un gran incremento del espacio necesario res-
pecto de una representacién clésica de la malla de tridngulos y sus parches
asociados, puesto que cada simplice inicamente anade un vértice mas a cada

tridangulo, y cada celda de forma libre sélo afiade las ecuaciones de los planos

delimitadores y la lista de parches que delimitan la celda.

A.1.3 Representacién de cadenas simpliciales extendidas

Las cadenas simpliciales extendidas son el elemento bésico alrededor del cual
se articulan los algoritmos desarrollados. Para su representacién en memoria

se ha aplicado el concepto de celda extendida expuesto en el capitulo 3. Esta
celda de propdsito general es la clase abstracta de la que heredan las que se
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dedican a la representacién de simplices y ffcs, tal y como se muestra en la
figura A.4.

ESC

?

Celda_Extendida

i

Simplice ffc

Figura A.4 Clases implicadas
en la representacién de
cadenas simpliciales extendidas

La ejecucién de los algoritmos se delega desde los objetos de la clase ESC' a los
objetos que representan las celdas extendidas que las forman. La composicién
de los resultados se hace posteriormente a nivel de cadena, tal y como se ha
descrito en capitulos anteriores.

A.1.4 Representacion de parches triangulares de Bézier

La representacién de parches triangulares de Bézier ha de ser un reflejo de
la estructura de detalle descrita en la secciéon 4.1.7, que ademdas permita la
representacion de los parches recortados resultantes de la aplicacion de los
algoritmos descritos en el capitulo 6. Asi, se ha definido una clase Parche
Triangular de Bézier de la cual hereda la clase Parche Triangular de Bézier
Recortado (figura A.5).

Dependiente de cada objeto de estas clases estd su jerarquia de detalle,
formada por tantos niveles como se hayan indicado a la hora de su construccién.
Los algoritmos de cédlculo de la inclusion de puntos, interseccion y recorte de
parches hacen uso intensivo de estas jerarquias.
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Software

PTB <>—|jerarquia_de_DetaIIe

PTB_Recortado

Figura A.5 Clases implicadas en la
representacién de parches triangulares de Bézier

A.2 Conclusiones

En este apéndice se ha hecho una breve descripcién del software implementado
durante el desarrollo y prueba de los algoritmos expuestos en este trabajo. Esta
descripcién no ha pretendido ser exhaustiva, sino simplemente orientativa de
la distribucién légica de la aplicacién.

La figura A.6 muestra un diagrama que agrupa las clases descritas y sus
relaciones. En la descripcion realizada se han eliminado algunas relaciones y
clases simples muy utilizadas para favorecer la legibilidad de los diagramas,
como pueden ser las clases que representan puntos y vectores 3D, o las cajas
englobantes de las entidades geométricas utilizadas.

Una vez alcanzado un grado de madurez suficiente de la aplicacién, se

planteard la liberacién del cédigo bajo una licencia adecuada (GPL o Creative
Commons).
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Arbol_CSG
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Lados ESC
Celda_Extendida
Simplice ffc

jerarquia_de_DetaIIe'—O PTB
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Figura A.6 Diagrama de clases simplificado
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B English summary

A summary of this thesis is included here as partial fulfilment for
the European Doctorate award.

B.1 Introduction

The main goal in Solid Modeling is to represent and handle data from exist-
ing or non-existing objects using computers, so that their characteristics and
properties can be studied in a easy way. This is especially useful when it is
impossible to work directly with the objects (because of their size, their value,
or simply because they do not exist) [Man88, HR96, Sha02].

Working with free-form solids is an open issue in Solid Modeling. Free-form
solids are bounded not only by planar surfaces, but also by curved surfaces;
this makes especially difficult the representation and operation with this kind
of solids.

This work proposes a solution for free-form solid modeling based on the
concept of Extended Simplicial Chain [RF99a], using low-degree parametric
patches to represent the boundary of the solids (triangular Bézier patches
[Far86], to be precise).

The Extended Simplicial Chain model is specifically intended to represent
the volume of free-form solids. It has been proved to be a valid model for two-
dimensional solids bounded by conic and Bézier curves [RF97], as well as for
three-dimensional solids bounded by algebraic patches [RF99a, RF99b, RF98,
RF02]. Moreover, parametric surfaces are the de facto standard in CAD/CAM
environments, because it is very easy to work with them. Therefore, this work
presents the extension of the Extended Simplicial Chain model to parametric
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surface patches, in order to combine the usability of these patches with the
well-known advantages of the model for free-form solid modeling.

B.1.1 Goals

The main goal of this thesis is the extension of the Extended Simplicial Chain
model to allow the representation of free-form solids bounded with triangular
parametric patches. This will prove that the change on the surface type does
not have influence on the properties of the model nor even on the algorithms
developed.

The main goal is composed of the following minor goals:

e Fxtend the Extended Simplicial Chain model to free-form solids bound-
ed with triangular parametric patches.

e Develop algorithms to compute the point in solid test and the visual-
ization of solids.

e Develop algorithms to compute evaluated and non-evaluated boolean
operations on free-form solids modeled using extended simplicial chains.

B.1.2 Expected results
The expected results of this work were the following:
e The formalization of the concept of free-form cell bounded with tri-
angular parametric patches. This is a major element of the Extended

Simplicial Chain model.

e A robust algorithm to compute the point in solid test for free-form
solids modeled with extended simplicial chains.

e Application of the point in solid test algorithm to common issues in
Solid Modeling, like the ray-casting based visualization.

e Algorithms to evaluate boolean operations on free-form solids modeled
with extended simplicial chains.
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B.2 Solid Modeling

Solid Modeling is a discipline closely related to CAD/CAM environments, as
it is usually necessary to represent not only the surface of solids, but also their
inside and their properties. Shapiro [Sha02] called this the need for informa-
tional completeness, and characterized it through these three conditions:

1. Any constructed representation should be valid in the sense that it
should correspond to some real physical object.

2. Any constructed representation should represent unambiguously the
corresponding physical object.

3. The representation should support (at least in principle) any and all
geometric queries that may be asked of the corresponding physical ob-
ject.

There are many definitions of Solid Modeling in the references. Some rep-
resentative ones are:

“Solid modeling is a consistent set of principles for mathematical

and computer modeling of three-dimensional solids”
[Sha02]

“Solid Modeling is a rapidly growing set of theories, algorithms and
software techniques that deals with the representation, design, visual-

ization and analysis of three-dimensional models”
[RTA93]

“The objective of solid modeling is to represent, manipulate, and
reason about the three-dimensional shape of solid physical objects, by
computer”

[HR96]

Model is a basic concept in Solid Modeling. It is an analytic and abstract
representation that should contain enough information to solve the problem
that has motivated its creation. Some examples of situations where models are
used include simulation processes, volumetric property calculations or collision
detection testing.
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B.2.1 Conceptual framework for Solid Modeling

The classical conceptual framework for Solid Modeling was presented in 1980
by Requicha [Req80]. In this framework, phisycal objects are described as ab-
stract solids using representation schemes; these descriptions are called models.

Abstract solids are subsets of the Euclidean space E? that verify the fol-
lowing conditions:
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Rigidity: the shape of a solid does not depend on its position nor even
its orientation.

Homogeneus three dimensionality: a solid has to have an inside,
and its boundary can not have isolated or dangling elements, like figure
B.1.

Figure B.1
Non-homogeneous set

Finiteness: a solid has to occupy a finite portion of E3.

Closure under rigid motions and certain boolean operations:
the result of applying translations, rotations and boolean operations on
a solid must be another solid.

Finite describability: in order to obtain a representation that can
be stored and manipulated in a computer, a solid has to be describable
with a limited set of elements (polygons, surface patches, ...).

Boundary determinism: the boundary of a solid has to determine
clearly which are the inside and the outside regions of the solid.
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Suitable models for solids are subsets of E? that are bounded, closed, reg-
ular, and semianalitic. These subsets are called r-sets.

A representation scheme for solids [Req80] comprises a set of lexical ele-
ments and a set of syntactic rules to combine them in a valid description. It is
formally defined as a relation s between two spaces: the mathematical model-
ing space M, composed by all the abstract solids, and the representation space
R, which contains all the syntactically correct representations (figure B.2).

M R
D Vv

Figure B.2 Requicha's set
diagram for a representation scheme

The domain of s is named D, and the range of D under s is named V. A
representation in V is valid because it is syntactically and semantically correct,
as it belongs to the set of correct representations R, and has corresponding
elements in M.

A representation r € V is unambiguous or complete if there is only one
solid s7!(r) € D that corresponds to r. Moreover, r is said to be unique if
it is the only element in V that can represent that solid. A representation
scheme is said to be unambiguous or complete if all of its valid representations
are unambiguous; it is said to be unique if all of its valid representations are
unique.

Requicha also defined the formal and informal properties of representation
schemes for solids. These properties are the following;:
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Formal properties:

Domain: set of solids that can be represented. The wider the do-
main, the higher the descriptive power of the scheme.

Validity: a representation scheme should produce only valid rep-
resentations, otherwise it should provide an easy way to test the
validity of the representations.

Completeness: a representation scheme is complete if all its repre-
sentations are complete.

Uniqueness: if all of the representations are unique, it will be easier
to compute the equality of solids, because it can be done just by
comparing their representations syntactically.

Informal properties:

— Conciseness: it is desirable for any representation scheme that the

size of its representations is small enough to allow them to be pro-
cessed with a computer.

Ease of creation: it has to be easy to create a valid representation
of a solid.

Efficacy in the context of applications: the scheme has to allow the
development of correct, efficient and robust algorithms to work with
the representations.

B.2.2 Representation of free-form solids

Free-form solids are bounded not only by planar faces, but also by curved

surfaces.

Some free-form solids can be represented analytically in an easy

way, like spheres, ellipsoids or torii, but there also exist solids whose surface

is completely irregular, and therefore it is necessary to use a representation

scheme with a domain wide enough to provide a usable representation.

Many representation schemes have been proposed to represent solids. Most
of them are specifically intended to represent solids with planar faces, like spa-
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tial enumeration [KCY93, M&n88|, octree [Mea82, Man88], BSP [TN87] or
polyhedral B-Rep [Req80, Man88, FvDFH92, Sha02]. Some of them could
represent some free-form solids, but with a more or less limited domain, de-
pending on their implementation, like primitive instancing [M&n88, MNK90,
SV95], spatial decomposition [Man88, Woo03]|, CSG [RV77, Req80, Man88§],
sweeping [Mor97, AMBJO06|, B-Rep with curved patches [KKM97, KGMM97],
hiperpatches [Mor97] or free-form deformations [SP86, Bec98, HMLO00]. Fi-
nally there are some proposals of hybrid schemes that combine two or more
representations in order to enhance the performance of the system [M&n88,
FvDFH92, Sha02].

A more specific approach to free-form solid modeling is the one from Allegre
et al. [AGCAO06], which presents a mixed data structure based on a CSG
tree that combines point clouds, triangle meshes and skeletal implicit surfaces
[BGAO4]. Depending on the operation that is going to be computed, it uses
the most convenient representation.

Other works intended for free-form solid modeling are the ones from Lin-
sen [Lin00] and Biermann et al. [BKZO01]. These approaches use a B-Rep
representation using parametric patches and subdivision surfaces respectively.
Regarding boolean operations, they operate using the control point nets of the
surfaces to obtain an approximate result for the boundary of the new solids.

The search for precision in the evaluation of boolean operations led to sys-
tems based on lazy evaluation and exact arithmetic, but with a high execution
time, like the work of Keyser et al. [KCF+04].

Ruiz de Miras and Feito presented a different approach: the Extended Sim-
plicial Chain model [RF97, RF99a]. This model is a representation scheme
based on the decomposition of the solid volume into a set of non-disjoint
cells that was initially developed for two dimensional solids bounded by conic
and Bézier curves [RF97], and was later extended to three dimensional solids
bounded with triangular algebraic patches.

This work extends the Extended Simplicial Chain model to triangular para-
metric patches, studies the necessary adaptations of the algorithms, and deals
with the evaluation of boolean operations between free-form solids represented
with extended simplicial chains.
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B.3 The Extended Simplicial Chain model

The Extended Simplicial Chain model (from now on, it will be written as ESC
model) is a formal scheme to represent and handle free-form solids [RF99a).
It extends the Simplicial Chain (SC) model proposed by Feito and Rivero to
represent polyhedral solids [FR98].

With the ESC model, each solid is decomposed into simpler elements (ex-
tended cells) so that any modeling operation is implemented by solving the
problem for each individual element and merging the results. This is a typical
application of the divide and conquer principle [BB97].

One of the most differentiating characteristics of the ESC model is the fact
that it does not force the cells to be disjoint. This makes it easier to create
the cells, unlike the classical spatial decomposition scheme.

B.3.1 Extended cells

There are two main types of extended cells in any extended simplicial chain:
simplices and free-form cells. Each of them contributes to the volume of the
represented solid by adding or subtracting its volume to the final result, de-
pending on its sign.

Simplices

A d-dimensional simplex is the convex hull of a set of d+1 linearly in-
dependent points. In 3D, a simplex is a tetrahedron, like the one in figure
B.3.

V1
V3

v4

V2

Figure B.3 Three
dimensional simplex
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Any point in space can be represented by a lineal combination of the ver-
tices from a simplex. The coefficients of this lineal combination are called
barycentric coordinates. For three dimensional simplices these coordinates
are computed in this way [Men92]:

-1

t Tl Xy T3 X4 Tp

ul |y w2 ous v | | W (B.1)
v z1 29 23 Za Zp )
w 1 1 1 1 1

where the coefficients of the 4 x 4 matrix are the homogeneous coordinates of
the vertices of the simplex, and (xp, yp, 2p, 1) are the homogeneous coordinates
of the point whose barycentric coordinates are (¢, u, v, w). This concept will
be intensively used in the point in solid test algorithm that will be explained
later.

Each simplex has an associated sign, depending on the orientation of its ver-
tices. Counterclockwise oriented vertices determine a positive simplex, whereas
clockwise oriented vertices determine a negative simplex. This sign is used to
determine if the volume of the simplex is added or subtracted to the final solid,
and for three dimensional simplices it can be easily computed as the sign of
the signed volume of the simplex [O’R98]:

T Y1 21
T2 Y2 22
T3 Y3 23
Ty Yg 24

(B.2)

| =
P el

It is possible to decompose the volume of any polyhedral solid into a set
of simplices sharing one vertex; this set forms a simplicial chain [FR98|.
Figure B.4 shows the building process of a two dimensional solid whose area is
decomposed into a set of three simplices: two of them contributes with positive
area to the final solid, and one contributes with negative area. The sum of all
those areas is equal to the area of the solid.

The vertex shared by all the simplices from a simplicial chain is called the

origin of the chain, and therefore all the simplices that share that vertex are
called original simplices.
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V1
V2

V3

(o)

Figure B.4 Building process of a two dimensional
solid from a simplicial chain that represents it

Free-form cells

Simplicial chains are not suitable to represent free-form solids, as they are
composed of simplices bounded by planar elements. It is then necessary to
add a new type of extended cell to allow the representation of solids bounded
by curved elements. This cells are called free-form cells (noted ffcs).

A d-dimensional free-form cell is a set of points in R?, obtained as the
intersection of the half-spaces defined by a d-1-dimensional free-form element

and one or more planar elements of dimension d-1 that verifies [RF99a]:

e It is a closed and connected set in R<.
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e FKvery point in the set belongs to the same connected component
with respect to the free-form bounding element, excepting the ones
from the boundary.

e The points from the set that are shared by a number of bounding
elements greater than or equal to d belong to the free-form bounding
element.

Every ffc has an associated sign to determine if its volume is added to or
subtracted from the volume of the solid.

The definition of ffc given above does not depend on the type of free-
form bounding elements used, so up to now it has been particularized using
Bézier curves and conics in 2D [RF97], triangular algebraic patches [RF99a]
and triangular Bézier patches [GRF03, GRF04a)].

B.3.2 Definition of Extended Simplicial Chain

A d-dimensional extended simplicial chain, noted ESC'is defined as [RF99al:

6= i (673 EZ' (B.3)
i=1

where the «; represent integer coefficients, and the F; represent d-dimensional
extended cells, either simplices or ffcs. The coeflicient associated to an extend-
ed cell is equal to its sign.

A key concept in the ESC model is the function associated to an ESC.
For a given chain 4, this function is defined as:

fs: R 7Z
Q= D) (B.4)
VE;/QEE;

the function associated to an ESC returns the sum of the coefficients associated
to the extended cells that contains the point Q. This function is used to define
the solid associated to an ESC as:

PRy ={QeRY/f;(Q) #0} (B.5)
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Figure B.5 shows a two dimensional solid, together with the extended cells
(three original simplices and one ffc) that forms an ESC that represents it. In
this case, the origin of the chain is a point placed outside the solid, the positive
cells are bluish, and the negative ones are reddish.

(o)

o

Figure B.5 ESC for a two dimensional solid. Up: solid
and origin of the ESC. Middle: extended cells. Down:
solid obtained by combining the area of the extended cells

The ESC represented in figure B.5 can therefore be written as:
6=F1+FEy— FE3—E, (Bﬁ)

and the function associated to 0 takes these values for the points shown in the
figure:

f5(Q1) =0;

f(;(Q2) =ag+az3=1—-1=0; (B.7)
f6(Q3) =a1 =1;

[6(Q4)=as+as=1-1=0;

Q5 represents a special case, since it is placed on the border of two extended
cells (Eq and E») and inside a third one (Ej3). If it is considered as inside the
three cells, the value of the associated function would be:
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f5(Qs)=a1+ast+az=1+1-1=1 (B.8)

This is clearly a wrong value for point Q5. In order to avoid this kind of
situations, and following the work of Requicha [RV77], the regular function
associated to an ESC is defined in the following way:

Let p and n represent the maximum and the minimum of the values of the
associated function in an arbitrarily small neighbourhood of Q:

p=maz {fs (Q)| ¥ Q' € V. (Q)}
n=min {f5(Q)| ¥ Q € N.(Q) (B.9)

Then, the regular function associated to an ESC § is defined as fol-
lows:

f5: R - 7
f5(Q)=0 if Q¢ closure (interior (FFy))
Q) =p ifp>0 (B.10)
f5 (Q)=n otherwise

The value of the regularized version of the associated function for the point
Qs is 0, as it was expected.

There is not a unique ESC that represent one solid; it is then necessary to
stablish a criterion to select a representative ESC for each solid. This is the
reason why a normal extended simplicial chain [Rui01] is defined as the
chain whose represented solid verifies:

disnormal iff f5(Q)=1 V Qe FF; (B.11)

From now on, free-form solids will be always represented by normal ESCs.

B.3.3 Operations using ESCs

There are two basic operations with ESCs: sum and product by a scalar value.
This operations give as a result new ESCs, and are defined as follows:
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Given two ESCs:

5= ;- E (B.12a)
=1

§'=> o} Ej (B.12b)
7j=1

The sum of chains § and ¢’ is a new ESC formed by the sum of the cells
from the two chains [Rui01]:

n m
040 =) ai-BEi+> d-Ej (B.13)
i=1 j=1

The product of an ESC §, by a scalar value J, is a new chain whose coeffi-
cients are multiplied by the scalar value [Rui01]:

n

Ad=> (M) E (B.14)

i=1

The regularized associated functions to the new ESCs are defined as [Rui01]:

fs+% fo = fszor)
A s = five) (B.15)

The set of ESCs is a vectorial space with respect to the regularized oper-
ations above [FR98]. From now on, all the operations will be considered as
regularized.

Boolean operations

Boolean operations are solved in a straight way using ESCs, as they can be
reduced to the composition of the results from the individual cells. To achieve
this target, it is necessary to deal with the intersection of two whichever ex-
tended cells.

Intersecting whichever two extended cells gives as a result a set of points

which has to be represented somehow. However, this set is a volume, and
therefore it can be decomposed into extended cells and represented by a normal
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ESC. From now on, the decomposition into extended cells of the intersection
between cells F and E’ will be noted as the ExCell(E N E’) function [Rui01].

Given the ESCs defined in B.12a and B.12b, and their associated free-form
solids F'F5 and F'Fy, the ESC for the intersection FFs N F Fy is computed as
[Rui01]:

Srmsnrry = Y Y (ai-a}) - ExCell (E;n Ej) (B.16)
i=1 j=1

Figure B.6 shows how the ESC for the result of the intersection of two
free-form solids is computed using the extended cells of the chains from the
operands. In the first row of the figure, the free-form solids and their ESCs
are drawn, while the second and third rows show each of the extended cells of
the new chain, and the fourth row presents the composition of the cells in the
new solid.

The ESC computed in figure B.6 is:

0 = ExCell (S3Ns3)— ExCell (52N s3)
+ ExCell (ffclNns3)— ExCell (S3Nsl) (B.17)
+ EzCell (S2Nsl)— ExCell (ffclnsl)

The associated function fs takes the following values for the points shown
in figure B.6:

=at+as=—-14+1=0
=y tas=—-14+1=0 (B.18)

The new chain is normal, as its value is 1 for every point in the solid.
Once there is a way to compute the ESC for the intersection of two solids,

the other boolean operations can be represented using sums, products by a
scalar value and intersections in the following way [Rui01]:
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ExCell (S3 N s3)
Coefficient = (-1).(-1) =1

FF1 = $1+52-S3-ffc1

ExCell (52 N s3)
Coefficient=1.(-1) = -1

FF2 = s1-s2-s3-FFC1

V4

ExCell (ffc1 N s3)
Coefficient=(-1).(-1)=1

{

ExCell (S3 N s1)
Coefficient = (-1)-1 = -1

ExCell (S2 N s1)
Coefficient=1.1=1

AN

ExCell (ffc1 N s1)
Coefficient = (-1)-1 = -1
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Q1o
Q2e
Q3e
Q4o
Q5e

Q6o @ ’0 7
Z<!_°_\’

Figure B.6 First row: two free-form solids and the ESCs that represent
them. Second and third rows: results of the intersection of the extended
cells from the two ESCs. Fourth row: resulting solid and enlargement
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e Union:
OrFsuFFy =0+ 0 — 0FrpnFF, (B.19)
e Difference:
OFFs—FFy, = 0 — 0FRFsnFFy (B.20)
e Complementation:
6FF5C =0r— 90 (B.21)

considering dr as the universe chain, i.e. an ESC that represents the
space in which the solid is included. This can be modeled as a cube or
sphere that includes all the modeling space.

All the ESCs obtained in this way are normal, and can be used as operands
in further operations.

B.4 Applying parametric triangular patches to the ESC
model

Once the basics of the ESC model have been presented, the application of
the model to free-form solids bounded by parametric triangular patches is
described here. To be precise, triangular Bézier patches are used in this work.

B.4.1 Triangular Bézier patches

Triangular Bézier patches (TBPs) [Far86, Far93, PBP02] are defined over a
triangular parametric domain. The three parameters u, v and w verify:

u+v+w=1
0<u<l, 0<v<l 0<Lw<l

The control point net for a TBP is composed of 3 - (n + 1) - (n + 2) points,
n being the degree of the patch. Each control point is identified using three
indices: 4, j and k. For a n-degree TBP, the indices verify the following
condition:
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it+i+k=n
0<i<n, 0<j<n, 0<k<n

Figure B.7 shows an schematic view of the distribution of the control points
and the parameter values for n = 3.

b003 baoo
(W=1) b102 b201 (U=1)

Figure B.7 Control point net layout and
parametric domain for a third degree TBP

Points on the patch can be computed using the Bernstein polynomials:

n!

bl wk
T u' v w (B.22)

Bl k (u,v,w) =

calling A the three-tuple (i, j, k) and 7 the three-tuple (u, v, w), the expression
to evaluate a n-degree TBP is the following [Far86]:

b" (1) = > by B} (1) (B.23)
[A|l=n

where |\| = n stands for all the three-tuples (i, j, k) that verify i + j + k = n.
Points on the patch can also be computed using the De Casteljau algorithm.

This algorithm recursively interpolates values from the previous step, using the
control points as the starting point, and the parametric coordinates of the point
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to be computed as coefficients. The general formulation for this algorithm is
as follows:

bi (1) =u- b;—:ell (1) +wv- b;:éz (1) +w- biTJ:els (1) (B.24)

For a n-degree patch, the algorithm spends n steps, with r varying from
1 to n. i stands for the three-tuples (i, j, k) that verify |[i| = n — r for every
step of the algorithm, and el, e2 and e3 stand for the three-tuples (1,0,0),
(0,1,0) and (0,0, 1) respectively. At the first step, b (1) = b;.

For instance, let us see the steps to evaluate a third degree TBP:

First step; r =1

0,02 (7) = u-big2 + v - bo1a + w - boos
b(1),1,1 (1) =wu-bi11 +v-boa1 + w - bpia
b%,o,l (1) =wu-boy1 +v-bi11 +w - bipa
bil 0(T) =u-baig+v-big+w- by

0.2,0 (T) = -b1gg + v - bogy + w - bpzy
b%,op (1) = u-bsgo + v - baig + w - bagy

Second step; r = 2

b%,o,l (1) =u- b%,o,l (1) +v- b(1),1,1 (1) +w- btl),o,z (7)
b(2),1,0 (T)=u- b%,Lo (1) +v- b(1),2,0 (1) +w- b(1),1,1 (1)
b%,o,o (1) =u- b%,o,o (1) +wv- b%,l,o (1) +w- bio,l (7)

Third step; r =3
bg,o,o (1) =u- b%,o,o (1) +v- b(2),1,0 () +w- b(2),o,1 (7)

Figure B.8 shows an example of the points that are computed in each step
of the De Casteljau algorithm.

A third degree TBP can be seen in figure B.9. This kind of patches have
been directly implemented in hardware [ATI01, VPBMO1], and have been used

in the development of many interpolation schemes for the creation of free-form
surfaces [Far86, Pip87, SS87, SS91, Far93, Loo94, KPS95, PBP02, KNZ03,
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AV AV

Figure B.8 Parametric distribution of the
points computed in each step of the De
Casteljau algorithm. In blue: first step. In
green: second step. In red: resulting point

HBO03, BS05, BRS05], as they are quite simple and easy to use. The triangle
defined by bgos, boso ¥ b3oo, in red in figure B.9, will be referred to as the base
triangle of the patch.

Figure B.9 Third degree triangular Bézier patch

The properties of this kind of patches are well-known and can be studied
through the references [Far86, Far93, PBP02]. However, subdivision is espe-
cially important in this work, as it will be seen later.

A TBP can be easily subdivided using the De Casteljau algorithm [Sei89,

PBP02, Gol03]. To obtain the control point c;j; for a subpatch ¢ defined by
the parametric subdomain (p, g, r) (figure B.10), it is just necessary to apply ¢
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De Casteljau steps using the parametric coordinates of p, then j De Casteljau
steps using the parametric coordinates of q, and finally £ De Casteljau steps
with the parametric coordinates of r.

on0

00n

Figure B.10 Parametric
representation of a subpatch

The triangles defined by the vertices of the subpatches from a regular subdi-
vision of a TBP constitute a polyhedral approximation of the patch. Figure
B.11 illustrates this point.

Figure B.11 Polyhedral approximations of a TBP obtained by subdivision

Li et al. [LKL+02] developed a criterion to determine in advance the number
of subdivisions to be applied in order to obtain a polyhedral approximation of
a TBP, depending on an accuracy threshold. However, the algorithm suffers
from numerical unstability, and was discarded for its use in this work.
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In every solid modeling system, computing the intersection of the surfaces
that bound the solids is an essential step to evaluate boolean operations. There
are two main approaches to solve this problem:

e Analytic methods, which try to obtain an exact mathematical ex-
pression for the intersection. However, these methods are suitable only
for simple surfaces [HKE99]; trying to achieve an analytic expression for
the intersection of parametric patches results in a too complex equation
system.

e Numeric methods use different strategies to obtain an approxima-
tion of the intersection curve. They can be subdivided into three
main groups: tracing methods [AMY96, LCK02, PMKMO04], subdi-
vision methods [HEFS85, Hoh92, HMPY97] and lattice based methods
[Pat93]. There also exist some approaches which cannot be included in
any of these groups [LJCW04, CKKK97].

To our knowledge, there is no specific work about computing the intersec-
tion of TBPs, therefore algorithms to intersect and trim this kind of patches
have been developed using a levels of detail hierarchy [GRF06]. Each patch
has an associated hierarchy, defined by the number of levels (n), and the num-
ber of points regularly evaluated per side of the parametric domain (lod).
Figure B.12 shows the parametric representation of a hierarchy with n = 2
and lod = 1, and figure B.13 contains an example of a patch and a hierarchy
with n = 3 and lod = 1. Each node of the hierarchy stores all the relevant
information about a subpatch, like its control point net or its bounding box.

The algorithms to intersect and trim the patches using this data structure
will be explained in detail later.

B.4.2 Free-form cell using triangular Bézier patches
Free-form cells (ffcs) were formally defined in section B.3.1. The concept of ffc
is now particularized to three dimensions using TBPs as free-form bounding
elements [GRF03, GRF04a).

The starting point to build ffcs is an initial triangulation that approxi-

mates the surface of a free-form solid. Then, an interpolation scheme is applied
over these triangles to obtain a set of TBPs that bounds the free-form solid; in
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3

Figure B.12 Parametric subdivision example. lod = 1

Figure B.13 A patch and its hierarchy. n = 3;lod = 1

this work, the interpolation scheme used is the one behind the TRUFORM®©
technology implemented in some graphics cards [ATI0O1, VPBMO1].

In order to determine the planar elements that bound the ffc, the concept
of plane associated to two triangles is introduced here:

Given two triangles t1 y to from an initial triangulation of a solid
that share an edge e, the plane associated to t; and t3, namely
7 (t1,t2), is defined as the plane that contains the edge e and whose
normal vector is perpendicular to the weighted average of the normal
vectors from t1 and ts.
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Once the concept of plane associated to two triangles has been established,
the definition of ffc using TBPs as free-form bounding elements is as follows:

Let S be a free-form solid bounded by a set of triangular Bézier
patches P, and let b™ be a patch from P, whose base triangle is tg.
Let b7, by and b be the triangular Bézier patches from P that share
an edge with b™, and t1, ty and t3 their base triangles. A free-form
cell of the ESC that represents the solid S is defined as the intersection
of the half-spaces determined by the plane that contains ty, the planes
7 (to,t1), 7 (to,t2) and 7 (to,t3), and the patch b" and all its neigh-
bouring patches that are partially or totally included in the half-spaces
determined by the planes.

In the definition above, two patches are neighbours if they share at least
one vertex. Figure B.14 shows an example of ffc; the neighbouring patches
are drawn in wireframe mode to distinguish them better, and the associated
planes are drawn as four-edged polygons. The base triangle of the patch is
also named the base triangle of the fic, and is drawn in red in figure B.14.

Figure B.14 Ffc bounded by triangular Bézier patch-
es. Left: bounding elements. Right: enclosed volume

Different weights can be used to compute the weighted average of the normal
vectors; the use of the triangle area as averaging weight slightly reduces the
number of patches that are included as bounding elements of a ffc.

The sign of a ffc depends on its position with respect to the plane that

contains the base triangle of the main patch. Positive cells are placed on the
positive half-space defined by the plane, while negative cells are placed on the
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negative half-space. If the patches go through the plane, then two different
cells are considered (figure B.15).

>

Figure B.15 Two ffcs that share their bounding elements

B.4.3 Building the ESC for a free-form solid

Once the ffc bounded with TBPs has been defined, it is possible to buid an
ESC for a free-form solid bounded by a set of this kind of patches. The starting
point is an initial triangulation that approximates the surface of the free-form
solid, together with a set of TBPs obtained from that triangulation by applying
an interpolation scheme.

The extended cell creation is as follows:

e One original simplex is created for each triangle of the initial triangu-
lation. The simplex is defined by the three vertices of the triangle, and
an origin point O shared by all the original simplices.

e One or two ffcs are created for each triangle of the initial triangulation.
The ffcs will be bounded by the patches and planes associated to that
triangle just as explained above.

The coeflicient associated to each extended cell is computed as described
before: the coefficient for each simplex is the sign of its signed volume, while
the coefficient for each ffc is the sign of the half-space defined by the plane that
contains the base triangle in which the cell is contained. Figure B.16 shows an
original simplex and a ffc for a triangle.

The ESC formed by the extended cells computed in this way is normal.

Figure B.17 shows how the volume of the positive (in blue) and negative (in
red) cells is combined step by step to obtain the represented solid.
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Figure B.16 Original simplex and ffc

B.5 Point in solid test

The point in solid test is an essential operation in Solid Modeling because many
algorithms, like boundary evaluation, ray-casting visualization or conversion
into other representations, rely on it. It is therefore necessary to develop a
robust and efficient algorithm to perform this operation.

The problem of determining the position of a point with respect to a free-
form solid can be stated as:

Given a point and a free-form solid, determine whether the point is
inside, outside or on the boundary of the solid.

Classic algorithms to solve this problem are based on the Jordan curve
theorem [Jor87, Tve80]. This theorem states that a closed line homeomorphic
to a circumference in R? divides the plane into two disjoint subsets, the inside
and the outside, bounded by the curve. As a result, a half-line starting from
a point will intersect the curve an odd number of times if the point is in the
inside subset, and an even number of times otherwise (figure B.18). In three
dimensions, the same principle can be applied: a closed surface homeomorphic
to a sphere in R? divides the space into two disjoint subsets, the inside and the
outside, bounded by the surface. Therefore a half-line starting from a point
will intersect the surface an odd number of times if the point is in the inside
subset, and an even number of times otherwise.
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) k)
Figure B.17 Steps in the creation of a volume from an ESC

However, using this theorem to check the inclusion of a point in a free-
form solid frequently implies solving complex equation systems [HPY96, PS85,
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1

N

Figure B.18 Verifying the
Jordan curve theorem for a
two dimensional free-form solid

YS91], with a lot of special cases [Hui97] and numerical unstability [KGMM97,
KMO96).

B.5.1 General algorithm for point in solid testing

The ESC model allows the implementation of a simple and robust point in
solid test algorithm, based on the decomposition of the problem into simpler
tests performed on the extended cells that form the chain that represents the
solid [RF97, RF99b, GRF04a]. It is based on the concepts of function and
solid associated to an ESC given in section B.3.2.

To check the inclusion of a point in a free-form solid modeled as a normal
ESC it is just necessary to check the inclusion of the point in each of the
extended cells, and add the coefficients of the cells that contain the point. If
the sum equals 1, the point is inside the solid. See algorithm B.1. Special
cases will be dealt with later.

It is therefore necessary to study how the inclusion of a point in an extended
cell can be computed.

B.5.2 Point in simplex test
Determining whether a point is inside a simplex is quite easy. The barycentric

coordinates of the point with respect to the vertices of the simplex help a lot
in this process. In three dimensions, the barycentric coordinates of a point
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Algorithm inclusionESC ( escSolid, P )
accum « O
Foreach extended cell E in escSolid do
If P € E then

accum « accum + sign ( E )

If accum = 1 then
Return inside

Else
Return outside

Algorithm B.1 General algorithm to compute the point in solid test

P = (2}, yp, 2p) with respect to a simplex {T;, T2, T3, T4} are computed as
explained in section B.3.1.

As the barycentric coordinates are the coefficients of the linear interpola-
tion:

P=t-Ti+u-To+v -Ts+w-Ty (B.25)
their values determine the position of the point with respect to the simplex:

e If all the barycentric coordinates are greater than zero, the point is
inside the simplex.

e If at least one of the barycentric coordinates is negative, the point is
outside the simplex.

e If one of the barycentric coordinates equals zero and the other ones

are positive, the point is on the face defined by the vertices whose
corresponding coordinates are positive.
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e If two of the barycentric coordinates equal zero and the other ones
are positive, the point is on the edge defined by the vertices whose
corresponding coordinates are positive.

e If three of the barycentric coordinates equal zero, the point is equal to
the only vertex whose corresponding coordinate is positive.

If the point is on a face, edge or vertex, and the barycentric coordinate
corresponding to the origin of the ESC is positive, then the point is on an
original edge or face, or is equal to the origin of the ESC.

B.5.3 Point in ffc test

An algorithm to test the inclusion of a point in a ffc defined using TBPs as
stated in section B.4.2 is presented here. This algorithm is based on computing
the intersections of a ray cast from the point in the direction of the normal
vector of the ffc’s base triangle (figure B.19).

Figure B.19 Ray cast from a point in the direction
of the normal vector of an ffc's base triangle

It is not necessary to compute the intersections accurately, but only their
number and if the ray is coming inside or outside the ffc. To obtain this
information, the levels of detail hierarchy explained in section B.4.1 is used;
see algorithm B.2.

The triangulation function in algorithm B.2 returns the triangulation stored
in a level of the hierarchy that is determined by the triangulationLevel for the
parametric subdomain defined in domain. The rayTrianglesint procedure in
the same algoritm computes the set p of intersections of the ray with the set of
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Algorithm rayTBPInt ( ray, patch )

triangulationLevel «+ 1
domain <« patch.domain

Repeat
t <« triangulation ( patch, triangulationLevel, domain )
rayTrianglesInt ( ray, t, p, newD )
domain <« newD

If p # & then
triangulationLevel <« triangulationLevel + 1

Until ( p = @ ) or ( triangulationLevel = maxLevel )

Return p

Algorithm B.2 Algorithm to compute the ray-Triangular Bézier Patch intersection

triangles t, together with the parametric subdomains where the intersections
have been found. These subdomains are stored in the parameter newD.

The intersections are labelled as inwards or outwards depending on the
angle between the ray and the normal vector of the intersected triangle, see
figure B.20. The intersections that are outside the bounding elements of the
ffc are discarded, and they are replaced with the nearest intersections to the
plane that contains the base triangle (figure B.21).

The point is classified as inside the ffc if it is placed between an inwards
and an outwards intersection; otherwise it is classified as outside.

The algorithm can be optimized in the following ways:
e If there is just one outwards intersection with the patch, and the point
is between the intersection and the base triangle, it is not necessary to

continue, as the point is clearly inside.

e Perform a preliminary test using the planes that bound the ffc together
with a plane parallel to the plane that contains the base triangle of the
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Figure B.20 Inwards (in blue) and
outwards (in yellow) intersections

Figure B.21 Schematic view of the point selection
process. Discarded intersections are in red; inwards
points are in blue, and outwards points are in yellow

ffc and contains the more distant control points of the TBPs (figure
B.22).
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Figure B.22 Planes used in the preliminary test

e If the ray intersects a triangle in a vertex, it is not necessary to continue,
as the vertices of the triangles are points on the TBP.

e If the point is equal to one of the intersections with the planes, it is on
the boundary of the ffc. If the point is equal to an intersection with a
vertex of a triangle, then the point is on the boundary of the solid.

Algorithm B.3 summarizes the described process. P stands for a point, and
cell stands for a ffc.

B.5.4 Point in solid test for a free-form solid bounded with triangular
Bézier patches

Once the algorithms to test the inclusion of a point in a simplex and a ffc have
been obtained, the general algorithm B.1 to perform the point in solid test can
be detailed to free-form solids bounded with TBPs. The representation of the
solid is by means of an ESC as described previously.

The algorithm has very few special cases, and these special cases are easily
detected and solved; therefore the algorithm is simple and robust. Figure B.23
presents a portion of an initial triangulation, together with their corresponding
simplices and ffcs; the points represent all the special cases. The special cases
can be handled as follows:

e If a point is on an original face of a simplex, like point Q1 in figure
B.23, it is shared by two simplices (T5 and T6 in the figure). In this
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Algorithm pointInclusionFfc ( P, cell )

If ( P is outside cell.planes ) then
Return OUTSIDE

r «— ray ( P, cell.base.normal )
For each tbp € cell.patches do
intsPatch < rayTBPIntersection ( r, ptb )
labelIntersections ( intsPatch )
ints < ints U intsPatch
DiscardIntersections ( ints, cell.planes, r )

pos « pointPosition ( P, ints )

If ( pos = between inwards and outwards ) then
Return INSIDE

Else
Return OUTSIDE

Algorithm B.3 Algorithm to compute the inclusion test for a point in a ffc

case, each simplex contributes with +% or —% to the sum, instead of
+1 or —1.

e If a point is on an original edge, like point Q2, it is shared by many
simplices. This problem is solved by adding +1 (or —1) just once if
there is at least one positive (or negative) simplex sharing the point.

e If a point is on a triangle from the initial triangulation, like point Q3,
it is shared by a simplex and a ffc (T6 and ffc6 in the figure). Each cell

contributes with +% or —% to the sum, instead of +1 or —1.

e If a point is on an edge of the initial triangulation, like point Q4, it is
shared by two simplices (T1 and T6) and two ffcs (ffcl and ffc6). In
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Figure B.23 Up: how the portion of the initial triangulation is
obtained. Down, left: portion of the initial triangulation. Down,
right: original simplices, free-form cells and special cases. The origin
of the chain is a point between the observer and the triangulation

this case, +1 or —1 will be added just once only when the simplex and
the ffcs associated to the same triangle have the same sign.

e If the point is on a plane that bounds a ffc, it is shared by two ffcs,
like Q5. In this case, each ffc contributes with +% or —% to the sum,

instead of +1 or —1.

Algorithm B.4 describes the proposed algorithm.

185

207



208

208

Point in solid test

Algorithm pointInSolidTest ( P, S )
inclusion < 0.0

For each tr € S.triangles do
tet < simplex associated to tr
ffcs < free-form cells associated to tr

sT < sign ( tet )

For each ffc € ffcs do
sFfc «— sign ( ffc )
resFfc <« pointInclusionFfc ( P, ffc )
inclusion «+ inclusion + processResFfc ( resFfc,
sFfc, sT )

resTet « pointInclusionSimplex ( P, tet )
inclusion « inclusion + processResTet ( resTet, sT )

If ( inclusion = 1 ) then
Return INSIDE

Else
Return OUTSIDE

Algorithm B.4 Algorithm to test the inclusion of a point in a free-form solid

The function processResFfc in algorithm B.4 returns the value that has
to be added to the inclusion value according to the special cases described
above and the value returned by the pointInclusionFfc algorithm. The function
processResTet works similarly to processResFfc.

As most of the volume of the solids is represented with simplices, the algo-
rithm to test the inclusion of a point in a ffc is called only occasionally. This
makes the process very fast, as the algorithm to test the inclusion in a simplex
is straightforward.

In every ESC, the number of simplices and ffcs is linearly dependendent to

the number of triangles in the original triangulation. Therefore, the computa-
tional complexity of the main algorithm is lineal with respect to the number
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of triangles in the original triangulation that approximates the boundary of
the solid.

The algorithm has been tested with the models in figure B.24, using the
interpolation scheme from Vlachos et al. to obtain the TBPs that bound the
free-form solids [ATI01, VPBMO1]. Table B.1 shows information about the
models.

Figure B.24 Up: initial triangulations. Down: free-form solids

Mesh Vertices Triangles
Pawn 1202 2399
Liver 139 274
Mushroom 226 448
Stomach 269 534

Table B.1 Vertex and
face information from
the models in figure B.24

To avoid numerical precision problems, a threshold has been used as usual

in the implementation of the algorithms. Tests have been performed using a
regularly distributed point cloud contained in the bounding box of each solid.
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Tables B.2, B.3 and B.4 show the number of intersections ray-TBP that should
be computed applying the Jordan curve theorem and the described algorithm.
Note that the number of intersections that need to be computed is dramatically
reduced using the new algorithm, as many points are outside the ffcs.

Number of points Int. Jordan Int./Pt. Jordan Int. ESC Int./Pt. ESC

1000 (10x10%10) 611 0.611 58 0.058
1728 (12x12x12) 1116 0.646 229 0.133
2744 (14x14x14) 1767 0.644 378 0.138
3375 (15x15x15) 2208 0.654 399 0.118
4096 (16x16x16) 2697 0.658 609 0.149
4913 (17x17x17) 3251 0.662 610 0.124

Table B.2 Results of the inclusion tests with the stomach model

Number of points Int. Jordan Int./Pt. Jordan Int. ESC Int./Pt. ESC

1000 (10x10x10) 816 0.816 147 0.147
1728 (12x12x12) 1466 0.848 303 0.175
2744 (14x14x14) 2349 0.856 566 0.206
3375 (15x15x15) 2872 0.851 681 0.202
4096 (16x16x16) 3558 0.869 741 0.181
4913 (17x17x17) 4321 0.880 940 0.191

Table B.3 Results of the inclusion tests with the liver model

Number of points Int. Jordan Int./Pt. Jordan Int. ESC Int./Pt. ESC

1000 (10x10x10) 621 0.621 30 0.030
1728 (12x12x12) 1089 0.630 130 0.075
2744 (14x14x14) 1781 0.649 138 0.050
3375 (15x15%15) 2212 0.655 136 0.040
4096 (16x16x16) 2715 0.663 166 0.041
4913 (17x17x17) 3296 0.671 136 0.028

Table B.4 Results of the inclusion tests with the chess pawn model

Efficiency tests have been performed using a Pentium IV 2.4 GHz PC with
512 MB of RAM memory. Table B.5 shows the time taken to load the data,
build the extended cells that form the ESC and create the levels of detail
hierarchy for all the TBPs that bound the solid. As it can be seen, the extended
cells building process is very fast, whereas the creation of the levels of detail
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hierarchies takes more or less time depending on the number of levels in the
hierarchies (in these tests, each level of the hierarchies contained 8 parametric

subdivisions).
Mesh Load ESC Creation T.level 1 T. levels 2 and 3
Stomach 0.300 0.076 0.360 29.336
Liver 0.083 0.040 0.180 14.696
Mushroom 0.213 0.063 0.300 24.420

Table B.5 Time taken in the preliminary tasks (in seconds)

Table B.6 shows interesting data about the use of TBPs in the building of the
ffcs. It can be seen that usually two or three patches take part in the definition

of each ffc.
Mesh Patches Patches/ffc
Stomach 534 2.587
Liver 274 2.600
Mushroom 448 2.687

Table B.6 Use of TBPs
in the building of ffcs

Table B.7 shows time information for a test with a regularly distributed point
cloud with 100x100x100 points. Figure B.25 shows the result of these tests.
It can be seen that the average number of rays that have to be cast per point
is very low, as well as the average time to compute the inclusion of a point.

Mesh Total time Rays  Rays/Pt.
Stomach 19m 31s 64050  0.064050
Liver 8m 32s 142886 0.142886

Mushroom  15m 19s

64156  0.064156

Table B.7 Times for a test with 100x100x100 points

B.6 Boolean operations

Boolean operations are a key element in any solid modeling system, as they
allow the users to create and/or edit solid models. As explained in section
B.3.3, the result of a boolean operation between two solids modeled with ESCs
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Figure B.25 Results of the inclusion test with a set of 100x100x 100 points

can be represented in another ESC. In practice, it is desirable to minimize the

number of extended cells that intersect, so the origin of the ESCs should be
placed far from each other, like in figure B.26

Figure B.26 An example of desirable position
of the origin of the ESCs for a boolean operation
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As the result of the boolean operations is modeled as a new ESC, it can be
used as an operand for a new operation, and all the algorithms proposed for
ESCs can be applied on it. The ESC model is therefore a closed representation
scheme that allows a CSG-like modeling process as shown in figure B.27.

85=83—64=83—(81r162)'
\ &
/\

5,=5,N3,

N 5,

O, 0,

Figure B.27 ESC computation for a CSG solid

B.6.1 Visualization of non-evaluated boolean operations

The computation of ExzCell (E N E’) can become a difficult task, especially
when one of the extended cells is a ffc. However, it is possible to delay the
evaluation of this operation, as it can be possible that the result of the in-
tersection of two cells does not contribute to the volumen of the final result.
Considering this, the possibility of visualizing the result of a boolean oper-
ation without effectively evaluating it becomes a desirable advantage in the
modeling process.
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The relevance of the visualization of non-evaluated boolean operations can
be noticed through the amount of papers that give solutions to this problem
[HG96, SL98, ET00, SLJ02, GKMV03, HR05, GRF05]. It is clear that having
a preview of the result of an operation is very useful to the users of any
modeling system.

Instead of computing the result of ExCell (E N E'), it is possible to com-
bine the result of the algorithms over E and E’. A visualization algorithm
has been developed in this way, using ray casting [Gla93]. This algorithm us-
es intensively the ray-TBP intersection algorithm as described before, and is
summarized in algorithm B.5.

Algorithm visualizeESC ( chain, image )

For each pixel p € image do
ray < ray that goes through p
ints «— O

For each cell E € chain do
ints.orderedInsertion ( ray.intersections ( E ) )

If ints # @& then
P «— ints.first
inside « inclusionESC ( chain, P )

While ( not inside ) and ( P # ints.last ) do
P < ints.next
inside « inclusionESC ( chain, P )

If inside then
p.color « computeColor ( P.material )

Else
p.color « background color

Else
p.color « background color

Algorithm B.5 Algorithm to visualize a free-form solid modeled with an ESC
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Figures B.28 and B.29 show some examples of visualization of non-evaluated
boolean operations between free-form solids using the algorithm described

above.
b)
c) d)

Figure B.28 a) Two free-form solids.
b) Union. c) Intersection. d) Difference

o
a

The ray-casting algorithm can be adapted to visualize not only a complete
ESC, but also a portion of it, by indicating the indices for the starting and
ending cells of the portion. This is how figure B.17 was created.

B.6.2 Boundary evaluation
In CAD/CAM environments it is very important to determine the boundary of
a solid modeled using boolean operations. This task can be especially difficult

when the primitives used are free-form. Robustness and accuracy problems
are usual in these situations [For97, KGMM97, KCF+04].
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Figure B.29 a) Two free-form solids.
b) Union. c) Intersection. d) Difference

Intersection of triangular Bézier patches

The first step in a boundary evaluation process is determining the intersection
curves among the surfaces that bound the solids that are being combined in a
boolean operation. Although there exist many references in surface intersec-
tion [AMY96, GK97, LCK02, LJICWO04, Muk05], to our knowledge there were
no specific works on the intersection of TBPs, so an algorithm to intersect this
kind of patches using the levels of detail hierarchy already implemented was
developed [GRF06].

Following [Key00], the TBPs are considered in general position, i.e. their
position is such that an infinitesimal perturbation on the input data will not
change the branching decisions in the algorithms.

The proposed algorithm takes as starting point the levels of detail hierar-
chies from the patches. Then successive refinement steps through the hierar-
chies are taken, checking the bounding boxes of the nodes until two leaf nodes
whose triangles can probably intersect are reached. The intersection is then
computed between the triangles at the leaf nodes, and the resulting segments
form a piecewise linear approximation of the intersection curve. See algorithm
B.6.
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Algorithm intersectionTBPs ( P1, P2, nMax )

If P1.BBox M P2.BBox #JZ then
If ( Pl.level = nMax ) and ( P2.level = nMax ) then
i « intersectTriangles ( Pl.base, P2.base )
addSegments ( i )

Else
If ( Pl.level # nMax ) and ( P2.level # nMax ) then
Pm < patch with smaller bounding box
PM « patch with bigger bounding box

For each subpatch SP € PM.children do
intersectionTBPs ( SP, Pm, nMax )

Else
If Pl.nivel = nMax then
For each subpatch SP € P2.children do
intersectionTBPs ( P1, SP, nMax )

Else
For each subpatch SP € Pl.children do
intersectionTBPs ( SP, P2, nMax )

Else
Return <&

Algorithm B.6 Algorithm to compute the intersection between two TBPs

The triangle intersection algorithm does not differ from the classic ones in
the references [M6197]. The segments from the intersections have to be ordered
to detect closed components and loops; this is done in the addSegments routine,
described in algorithm B.7.

In algorithm B.7, the segments that may create loops are stored separately.
These are segments that share an end with more than one segment, or segments
that complete a closed component (figure B.30).
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Algorithm addSegments ( i )

If there are no stored segments
store i

Else
If d s € segments / s N i # @ then
take out s from segments
p < intersection ( i, s )
{i1, i2} « divide ( i, p )
{s1, s2} « divide ( s, p )
addSegments ( i1, i2, si1, s2 )

Else
If 4 s € segments / s links with i then
If there may appear loops then
store i separately

Else
store i linked with s
reorder segments

Else
store i

Algorithm B.7 Algorithm to insert in order the intersection segments

The segments are reordered in algorithm B.7 when necessary to make all
the segments be oriented in the same direction (figure B.31). This is to make
the component detection process easier.

Once the segments are computed and ordered, the component detection
process (algorithm B.8) divides the intersection curves into components. A
component is formed by a sequence of connected segments that can be open
or closed, such that an ending point of a segment is equal to an ending point
of the following segment, and no ending point is shared by more than two
segments. In algorithm B.8, the checkComponents module looks for pairs of
segment sequences whose ending points coincide and can be joined into a bigger
one; if so, the sequences are joined, and the search continues until no more
sequences can be joined.
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Figure B.30 Segments that are stored
separately in algorithm B.7 (in red)

Figure B.31 Reordering of a segment chain after a new
segment is added. Left: the new segment (in red) induces
the reordering process. Right: result after the reordering

The final result of this process is a set of components that divide the TBPs
into closed regions.

Trimming of triangular Bézier patches

The second step of the boundary evaluation process is the patch trimming op-
eration. It consist of deleting some of the regions bounded by the components
obtained in the previous step, following a trimming criterion. This criterion
is defined by some kind of spatial partition, such as the ones determined by
a plane or a solid. The case of trimming a TBP using a solid bounded by
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Algorithm buildComponents ( segments )
¢ + newComponent ( segments.first )

While ( segments # @ ) do
S «— segments.next

If s links with ¢ then
join s to c

Else
storeComponent ( c, components )
¢ « newComponent ( s )

s < segmentsStoredSeparatedly.first
While ( segmentsStoredSeparatedly # & ) do
For each c¢ € components do
If s links with c then
join a copy of s to ¢
If a loop appears then
c2 < cutLoop ( ¢ )
storeComponent ( c2, components )

s < segmentsStoredSeparatedly.next

checkComponents ( components )

Algorithm B.8 Algorithm to detect com-
ponents in the intersection of two TBPs

TBPs is detailed here, as it is the most complex situation that can appear.
The trimming process includes the following steps (figure B.32):

a) Compute the intersection curves and its components between the patch
and all the patches that bound the solid, as described before.

b) Combine the components from all the patches and the original bound-
aries of the patch. In this step, the intersection points among the curves
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Figure B.32 Steps in the trimming of a triangular Bézier patch

are computed; after that, the curves are divided into pieces using the
obtained points. As the curves are approximated by piecewise linear
elements, the intersections are computed easily.

c) Tessellate the parametric subdomain of the subpatches from the leaf
nodes of the levels of detail hierarchy that are intersected by the curve
pieces obtained in the previous step. To do this, the barycentric co-
ordinates of the intersection points among the base triangles of the
subpatches and the curves are computed; the tessellation vertices are
then the vertices of the subdomain together with these points. The
tessellation algorithm can be any of the classic ones [O’R98, Las96].

As a result, all the parametric subdomains stored in the hierarchy
are now completely inside or completely outside of the solid.

d) Delete the subpatches from the leaf nodes of the hierarchy that are
inside or outside, depending on the trimming criterion. Propagate the
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deletion process upwards in the hierarchy, deleting those nodes whose
children have been completely deleted and updating the bounding boxes
when necessary. Algorithm B.9 describes this process.

To check whether a subpatch is inside or outside the solid, the inclu-
sion test algorithm described in section B.5 is applied to the barycenter

of its base triangle.

e) Delete the boundaries that are inside or outside the solid, depending on
the trimming criterion.

f) Define the new boundaries for the trimmed patch

Algorithm trim ( patch, obj, criterion, maxN )

If patch.level # maxN then
For each subpatch sp € patch.children do
trim ( sp, obj, criterion, maxN )

If sp.status = toBeDeleted then
delete sp
patch.status <« trimmed

If patch.nChildren = O then
patch.status < toBeDeleted

Else
vInc < pointInSolidTest ( patch.base.baric, obj )

If vIinc = criterion then
patch.status < toBeDeleted

Algorithm B.9 Algorithm to delete the
subpatches during the trimming process

The result of the process is a trimmed patch that keeps the same curvature
as the original patch, as the subpatches have been computed using subdivision
over the original patch [Sei89]. The trimmed patch can be trimmed again
using the same algorithm.
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Figures B.33, B.34 and B.35 show examples of trimmed patches. Table B.8
shows how many patches were involved, how many triangle-triangle intersec-
tions were computed, how many segments were obtained and how much time
took to obtain the figures.

Figure Patches Triangle intersections Segments Time (seconds)

B.33 31 502624 303 0.44
B.34 13 821392 344 0.67
B.35 43 1305920 836 1.20

Table B.8 Computational data for figures B.33, B.34 and B.35

Figure B.33 Trimming examples (I).
Left: initial position. Right: trimmed patch

e

Figure B.34 Trimming examples (I1). Left:
initial position. Right: trimmed patch
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Figure B.35 Trimming examples (I11).
Left: initial position. Right: trimmed patch

Building the B-Rep representation of a boolean operation

The B-Rep of the result of a boolean operation between two free-form solids
bounded with TBPs can be obtained by trimming the patches from each
operand using the other operand as trimming solid, and selecting the patches
for the new solid according to the operation that is being performed. As the
trim is based on barycentric coordinates, using the algorithm described above
to trim the patches results in a more or less accurate approximation to the
result. The accuracy of the result depends on the number of levels and divi-
sions in the levels of detail hierarchy; this effect can be seen in figure B.36,
where the same operation has been performed with one level and one divi-
sion (B.36.a), one level and three divisions (B.36.b) and two levels and three
divisions (B.36.c).

It is therefore necessary to perform an additional operation on the trimmed
patches, consisting on correcting their geometry to assure that the set of select-
ed patches defines a valid solid. This implies removing holes and intersections
among the patches. To make it simpler, the trimmed patches are decom-
posed into triangular patches using the triangular subpatches that are stored
in their hierarchies. Taking this as starting point, several strategies have been
studied, considering the interpolation scheme that is used to obtain the TBPs
[VPBMO1].

1. The first strategy is the simplest one: as the base triangles of the patch-
es do constitute a correct closed triangle mesh that approximates the
boundary of the new solid, it is taken as the new initial triangulation
of the solid, and the interpolation scheme is applied over it. However,
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Figure B.36 Results obtained with different setups of the
levels of detail hierarchies. a) One level and one parametric
division per level. b) One level and three parametric divisions
per level. c) Two leveles and three parametric divisions per level

the result depends on the interpolation scheme used; applying the se-
lected scheme [VPBMO1], the surface of the new solid suffers from an
undesirable smoothing effect, as figure B.37 shows.

2. The second strategy is more complex. It implies modifying the triangu-
lation formed by the base triangles of the patches, in order to reduce the
smoothing effect of the previous attempt. It consists on the following
steps (figure B.38):
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Figure B.37 Results applying the first
strategy to correct the B-Reps from figure B.36

— First of all, move the vertices from the base triangles to the
corners of the TBPs (figure B.38.b).

— Build two new triangles to fill the hole that has appeared in the
previous step (figure B.38.c).

— Compute two new patches associated to the new triangles (figure
B.38.d).

When the patches intersect, it is necessary to swap the vertices of
the triangles, as shown in figure B.39.

This solution produces visually better results (figure B.40). How-
ever, there appear too many special cases, like patches rotated with
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Figure B.38 Steps in the second strategy to correct the B-Reps

respect to their neighbours; some of them are even produced by the
vertex swapping operation. Therefore this solution was discarded.

3. The third strategy modifies the control point of the patches to make
the holes disappear (figure B.41). It consists of the following steps:

— Substitute the control points from the vertices of the patches by

the average of the corresponding points from all the patches that
should share that vertex. Figures B.41.b and B.41.c.
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Figure B.39 Steps in the second strategy to
correct the B-Reps when the patches intersect

— Substitute the two inner control points from the edges of the
patches by the average of the points from the patches that should
share that edge. Figures B.41.d and B.41.e.

— Substitute the vertices of the triangles with the vertices of the
patches. Figure B.41.1.

The visual appearance of the results is the best of the three strate-
gies. See figure B.42.

Figures from B.44 to B.56 show more examples of evaluation of boolean

operations using the third strategy proposed. Figure B.43 shows the original
primitives used.
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Figure B.40 Results obtained by applying the second strategy
to correct the B-Reps from figure B.36. Result from figure
B.36.c is not included, as there are no visual differences

Figure B.41 Steps in the third strategy to correct the B-Reps
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Figure B.42 Results obtained by applying the third strategy
to correct the B-Reps from figure B.36. Result from figure
B.36.c is not included, as there are no visual differences

Figure B.43 Models used in the evaluation of boolean operation
tests. From left to right and from top to bottom: stomach (534
TBPs), spearhead (20 TBPs), vertebra (298 TBPs), simple prism (12
TBPs), hand (768 TBPs), liver (274 TBPs) and mushroom (448 TBPs)
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Figure B.44 Difference between the stomach model and the
vertebra model. Left: initial setup. Right: result of the operation

Figure B.45 Difference between the hand model and the
simple prism. Left: initial setup. Right: result of the operation
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Figure B.46 Difference between the hand model and the
mushroom model. Left: initial setup. Right: result of the operation

Figure B.47 Difference between the hand model and the
stomach model. Left: initial setup. Right: result of the operation
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Figure B.48 Difference between the stomach model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

Figure B.49 Difference between the liver model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

211

233 233



234

234

Boolean operations

2=

Figure B.50 Difference between the hand model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

y

Figure B.51 Union between the vertebra model and the
simple prism. Left: initial setup. Right: result of the operation
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Figure B.52 Union between the vertebra model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

Figure B.53 Intersection between the stomach model and the
liver model. Left: initial setup. Right: result of the operation
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Figure B.54 Intersection between the liver model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

Figure B.55 Intersection between the vertebra model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation
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Figure B.56 Intersection between the hand model and the
spearhead model. Left: initial setup. Right: result of the operation

B.6.3 Building the ESC for the result of a boolean operation

It is essential for any solid representation scheme that the result of any oper-
ation on solid models created using it can be modeled using the same scheme.
Therefore the building of an ESC for the result of a boolean operation whose
boundary has been computed as described above is studied here.

The formal representations proposed previously to build the ESCs (formu-
lae B.16, B.19 and B.20) give rise to very long chains after a few operations,
due to the fact that it is necessary to evaluate ExCell (E N E’) for each pair
of extended cells from the operands. However, many of these intersections will
not be of interest, as their volume will not contribute to the final solid, so it

is desirable that some kind of simplification strategy could be applied on the
ESCs.

Ruiz proposed a simplification strategy consisting of evaluating the bound-
ary of the result before building the ESC [Rui01]. This strategy is applied here
to reduce the number of extended cells.
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The first approach to build the ESC for the result of a boolean operation
takes advantage of the levels of detail hierarchies used to represent the TBPs.
It takes the subpatches stored in the leaf nodes of the hierarchy as simple
patches, and builds a simplex and one or two ffcs for each of these new TBPs.
See figure B.57. This solution has been successfully implemented.

Figure B.57 First approach to build the
ESC for the result of a boolean operation

A somewhat more elaborated solution consists of building a simplex and one
or two ffcs for each (sub)patch that has not been trimmed. The patches that
have not been trimmed will then produce the same number of extended cells
than before the operation, while the trimmed ones will produce a variable
number of extended cells, depending on the size and distribution of the trim
(figure B.58). In this case, it could be necessary to apply subdivision on some
patches to avoid cracks in the representation; this issue is known to be usual
in polyhedral representations using levels of detail [LRC+03].

One of the major advantages of these two approaches is that the result-
ing ESCs contain only simplices and ffcs as defined previously; therefore the
algorithms described above can be applied on them as usual.

Another approach to build the ESC for the result of a boolean operation is
based on the definition of a new type of extended cell, called trimmed cell. A
trimmed cell is the result of the intersection of two extended cells (simplices,
ffcs or trimmed cells); it can be then bounded by either planar or curved
elements from the boundaries of these cells. Figure B.59 shows some examples
of trimmed cells.
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Figure B.68 Second approach to build the
ESC for the result of a boolean operation

Figure B.59 Trimmed cells examples

Trimmed cells verify the same properties as the simplices and ffcs, and
they can be included as elements in an ESC. The main drawback of using
trimmed cells is the huge number of special situations that can appear when
computing the intersection of extended cells. Therefore, the determination of
the bounding elements of a trimmed cell can become very difficult.

The ESC for the result of a boolean operation using trimmed cells can be
computed by intersecting every pair of extended cells from the operands, and
building as many trimmed cells as necessary. The new ESC will include all
these new cells, together with the ones from the operands, just like the formal
equations B.16, B.19 and B.20 describe.
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B.7 Conclusions and future work

Here the results, conclusions and future work are summarized.

B.7.1 Results

The results are directly related with the main goals in section B.1.1:

The first goal of this work was the extension of the ESC model to free-
form solids bounded with triangular parametric patches. This goal has
been achieved by defining a new type of free-form cell, bounded with
triangular Bézier patches (section B.4.2), together with a point in solid
test for ffcs (section B.5.3) [GRF03].

The second goal consisted of developing algorithms to compute the
point in solid test and the visualization of solids modeled using ESCs.
The algorithm to check the inclusion of a point in a free-form solid
has been presented in section B.5 [GRF04a], while the visualization of
solids can be solved both by drawing the base triangles from the levels
of detail hierarchies described in section B.4.1, or by using ray-casting,
as described in section B.6.1 [GRFO05].

The third goal included the development of algorithms to compute eval-
uated and non-evaluated boolean operations on free-form solids mod-
eled using ESCs. This goal was fulfilled by developing robust algorithms
to intersect and trim triangular Bézier patches as seen in section B.6.2
[GRFO06]. Solutions to merge a set of trimmed patches into a boundary
representation of the result of a boolean operation have been also pre-
sented, and strategies to build a new ESC that models the new solid
have been described in section B.6.3.

The algorithms presented in this work have been implemented in C++

[Str97] and tested with several free-form solids, as seen in figures all over this

document. The modeling application runs on GNU/Linux systems, and uses
OpenGL [SWNDO05] for the rendering process. The interface was designed
using GLUI [RSB] (figure B.60).
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Figure B.60 Screenshot of the modeling application

B.7.2 Future work
There are several open topics related to the ESC model:

e As the ESC model represents not only the boundary, but also the vol-
ume of the solids, it would be desirable to have some method to repre-
sent information about the materials. This would make the ESC model
suitable for modeling heterogeneous solids.

e Conversion from the ESC representation to other standard representa-
tions, like octree or spatial enumeration. This could be done by applying
the point in solid test [RF02].

e Algorithms to evaluate boolean operations have been presented in this
work. Using them, the step by step evaluation of CSG trees is straight-
forward; however, developing an algorithm to evaluate a complete CSG
tree at once would be very useful.
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e Trimmed patch simplification. Sometimes the subpatches obtained dur-
ing the trimming operation can be regrouped. Having an algorithm to
combine these subpatches into a simple one would simplify the bound-
ary of the solids while keeping the accuracy.

e Study the existing hardware related works using triangular Bézier patch-
es [VPBMO1, ATIO1, BS05, BRS05], and use the capabilities of graphics
hardware to improve the performance of the algorithms.

B.7.3 Conclusions

The Extended Simplicial Chain model has been presented as a closed repre-
sentation scheme for free-form solid modeling. This scheme has been adapted
to parametric triangular patches, which are a very popular type of surface in
CAD/CAM environments; algorithms to perform the point in solid test, the
visualization and evaluation of boolean operations have also been described in
detail, together with future developments.
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