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Introduccion.

Dado R un anillo filtrado con anillo graduado asociado gr(R) que
es conmutativo y noetheriano, J. E. Bjork define en [6], para cada
R-médulo M finitamente generado, un entero dgr(M) al que lla-
ma dimensiéon de M, y establece que, si gr(R) es un anillo con-
mutativo regular con dimension pura w y jr(M) denota el menor
entero mayor o igual que O tal que Ext’};(M) (M,R) # 0, (jr(M) es
llamado el grado de M), entonces se puede probar la igualdad
JR(M) + dr(M) = w.

Ademas, si se considera p; = wgldim(R) (la dimensién homoldgica
global débil de R), entonces O < jr(M) < p y, en consecuencia,
dr(M) > w — p.

Define entonces la clase de Bernstein como aquella formada por
todos los R—-modulos M (izquierda o derecha) finitamente genera-
dos, de dimensién minima, es decir, que satisfacen dr(M) = w — g,
y, denotando por B, (respectivamente 5;) la clase de los R-mddulos
izquierda (resp. derecha) en la clase de Bernstein, establece una
dualidad entre las clases B; y B, de la siguiente forma: Si M € 5;
entonces, el R-médulo derecha M = Ext%(M, R) pertenece a B; y
M= Ext’fe(lf/[ , R). Andlogamente en el otro sentido, ver [6, 2,7.12].

La situacion anterior es generalizada en [7] a anillos Gorenstein.
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Concretamente, si R es un anillo noetheriano Gorenstein !

con
dimension inyectiva p y le anadimos la condicion de ser Cohen-
Macaulay, con dimension de Gelfand-Kirillov w, un R—-médulo M fi-
nitamente generado se dice holondémico (o de Bernstein) si su grado
J(M) es igual a p o, equivalentemente, si su dimensién de Gelfand-
Kirillov, GKdim(M), es igual a w — . Bjork establece para ellos una
dualidad de la forma siguiente: El funtor Extiy(—, R) es un funtor
contravariante exacto desde la categoria de R—-modulos izquierda
holonémicos a la categoria de R—mdédulos derecha holonémicos, de
tal forma que si M es un R—-médulo izquierda holonémico entonces
M = Ext},(M,R) es un R-médulo derecha holonémico y ademds se
tiene un isomorfismo M = Extly(M, R). Andlogamente en el otro sen-

tido, ver [7, 1.26].

En el caso particular en que R verifique la igualdad y = w, los
modulos de Bernstein seran los modulos finitamente generados de
dimension de Gelfand-Kirillov cero, es decir, son exactamente los
modulos K-finito dimensionales. Esta es la situacion que tiene lu-
gar en [4], donde Barou y Malliavin consideran R = U(g) el algebra
envolvente de un algebra de Lie soluble g de dimension finita n
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado de caracteristica cero.
Definen V(g) = R° como el R-moédulo izquierda de las aplicaciones
K-lineales de R en K que se anulan sobre algun ideal bilatero de R
de codimension finita y prueban que el tltimo término E,, de la re-
solucion inyectiva minimal del R-moédulo izquierda R esta dotado
de una estructura natural de bimoédulo y que E; es isomorfo a R°
como R-moédulo izquierda y como R-modulo derecha, de tal modo
que R(RO) = hgl] EXtﬁ(R/I,RR) y (RO)R = I'E[EX’CE(R/I, RR), donde

IBjork considera que un anillo noetheriano R es un anillo Gorenstein cuando
R tiene dimensioén inyectiva finita y, para cualquier R-médulo M finitamente ge-
nerado, cualquier entero no negativo my cualquier submoédulo N de Extg (M, R),
se verifica que Exth(N,R) = 0, para todo i < m. Es justamente lo que nosotros
definiremos mas adelante como un anillo Auslander-Gorenstein.
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I recorre la familia de los ideales bilateros de R de codimension
finita. De esta manera, si llamamos T; al funtor Extiz(—,rR)y Ty a
Extg(—, Rg) tenemos que gr(R°) = imTy(R/I) y (R%)r = limTy(R/I),
con lo cual el R-bimédulo R° va a determinar la dualidad de Berns-
tein (Exti(—,r R), Exti(—, RR)) entre los R-modulos K-finito dimen-

sionales a izquierda y derecha.

Extenderemos los anteriores resultados a una clase mas amplia
de algebras R y caracterizaremos aquellas dualidades definidas
por R°. Mostraremos nuevos ejemplos en los que la dualidad de
Bernstein es satisfecha y esta representada por R°. En todos estos
ejemplos es importante de por si resaltar la técnica empleada para
su estudio, fundamentalmente el uso de bases de Groebner en
version no conmutativa.

En el capitulo 1 introducimos las definiciones y resultados pre-
liminares en los que se va a apoyar nuestra teoria. Asi comen-
zamos con la definicion de las dimensiones proyectiva, inyectiva
y global. Continuamos por el concepto de filtracion y graduacion
de anillos y médulos. En ello nos basaremos para definir a con-
tinuacion la dimension de Gelfand-Kirillov. Ademas, la técnica
de obtener propiedades a partir del anillo graduado asociado a
un anillo filtrado sera muy usada en los ejemplos que al final de
la memoria estudiaremos. Concluiremos el capitulo definiendo,
para algebras, las condiciones Auslander-Gorenstein, Auslander-
regular y Cohen-Macaulay, ya mencionadas anteriormente al des-

cribir los antecedentes y motivacion de nuestra memoria.

En esta motivacion quedaba patente el papel esencial que juegan
los ideales (bilateros) de codimension finita en el estudio de la dua-
lidad de Bernstein. Ello da pie al desarrollo que hacemos en el
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capitulo 2. Dada una K-algebra noetheriana R, consideramos la
familia de los ideales izquierda de codimension finita de R. Denota-
remos a esta familia por L(o.,r). Se va a demostrar que esa familia
de ideales constituye lo que en lenguaje de teorias de torsion se
denomina un filtro de Gabriel. Por ello, en la primera parte de este
capitulo, se recuerdan las principales definiciones y resultados re-
lativos a teorias de torsion, resaltando la biyeccion que existe entre
las teorias de torsion hereditarias, los_funtores niticleo idempotentes
y los filtros de Gabriel. Esto constituye una potente herramien-
ta pues, cuando en la segunda parte del capitulo, probemos que
la familia £(o.ys) es un filtro de Gabriel, automaticamente tendre-
mos asociado a ella, de forma biunivoca, un funtor nucleo idem-
potente, que llamaremos o.,r, y una teoria de torsion hereditaria,
(%Cof,f,,wf). Se demostrara que la clase 7f,cof de los R—moédulos
izquierda o.y—torsion coincide con la clase de los R-moédulos iz-
quierda localmente finitos (es decir, aquellos para los que cada
submodulo finitamente generado es finito-dimensional) y ademas
se vera que el funtor nicleo idempotente o, €s simétrico es decir,
que cada ideal izquierda de codimension finita contiene un ideal
bilatero de codimensioén finita (dicho de otro modo, si llamamos
L2%(0¢r) a la familia de ideales bilateros de codimensién finita de
R, se tiene que L£2(o4y) es una familia cofinal en £(oq)).

La dualidad local estudiada por Barou y Malliavin en [4], para el
caso particular de algebras envolventes de algebras de Lie solubles
finito-dimensionales sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero, y ampliada después por J. Mulet, en [29], a
algunas extensiones de tales algebras envolventes, extiende, en
un marco no conmutativo, una dualidad local bien conocida en
anillos Gorenstein conmutativos. Nosotros extendemos los resul-
tados de [4] y [29] a K-algebras R que verifican ciertas propie-
dades algebraicas (satisfacen la propiedad Auslander-Gorenstein,
son Cohen-Macaulay con la condiciéon fuerte de second layer en



ideales primos cofinitos y, ademas, las dimensiones inyectiva y de
Gelfand-Kirillov de R coinciden). Esto lo hacemos en el capitulo 3,
el cual constituye el capitulo central de nuestra teoria.

La clase de los R—-mo6dulos izquierda finito-dimensionales es jus-
tamente la clase de los R—-mo6dulos izquierda localmente finitos (es
decir, o.,—torsion) y finitamente generados. Si denotamos por 732 "
(respectivamente 7:?,,,,) a la categoria de los R-modulos izquierda

cof

(resp. derecha) finito-dimensionales tenemos, como ya menciona-
mos antes, que si nuestra K-algebra noetheriana R es Auslander-
Gorenstein, Cohen-Macaulay y con igualdad de las dimensiones
inyectiva y de Gelfand-Kirillov de R, entonces Exth(—, R) es un fun-

tor aditivo contravariante exacto entre 732# y ngpp de modo que
9 cof

establece una dualidad entre ambas categorias.

Comenzamos estudiando entonces el comportamiento general de
los funtores aditivos contravariantes exactos desde la categoria
7'5fg a la categoria de grupos abelianos Ab, para ¢ cualquier fun-
tor nucleo idempotente simétrico en la categoria de R-moédulos
izquierda R-Mod, y donde 7, denota la clase de R-modulos iz-
quierda o-torsion (es decir, la clase de torsion hereditaria asocia-
daao),y T 1a subcategoria (abeliana) plena de R—Mod de todos
los R-moédulos izquierda o-torsion finitamente generados. Esto
lo hacemos en la seccion 3.1.. Denotemos por L£(c) el conjunto
de los ideales izquierda I de R tales que R/I € T,, y por £2(c) el
conjunto de ideales (bilateros) I de R tales que I € L(o), y consi-
deremos T : 7?,fg — Ab un funtor aditivo contravariante. Si lla-
mamos E = limyc 2,y T(R/I), se prueba que E tiene estructura de
R-moédulo izquierda y que a partir de €l podemos caracterizar la
exactitud del funtor T: Es equivalente que el funtor T sea exacto iz-
quierda a que T sea naturalmente isomorfo al funtor Homg(—, E), ver
Lema (3.1.8); si ademas, ¢ es estable (es decir, la clase de torsion
T, asociada a o es cerrada para envolventes inyectivas), entonces



es equivalente que T sea exacto a que E sea un R—moédulo izquier-
da inyectivo, ver Lema (3.1.11). Con todo ello, y denotando oc°PP
al tinico funtor nucleo idempotente simétrico en la categoria de
R-modulos derecha Mod- R tal que £2%(0) = L2(c%P), definimos
cuando dos funtores aditivos contravariantes exactos izquierda
Ti: TP — 79,y Ty : 79, — 7 constituyen una dualidad res-
pecto a o, en cuyo caso se tendra que el funtor T; es naturalmente
isomorfo al funtor Homg(—, E(;)), donde Eq) = limyepo oy Ti(R/I), ¥
que el funtor Ty es naturalmente isomorfo al funtor Homg(—, E(g)),
donde E(g) = limjc 2, Ta(R/I). Trasladando los resultados de [7]
a este contexto, si consideramos que el funtor nucleo idempoten-
te simétrico o con el que trabajamos es o, y tomamos T; = Ty =
Exth(—, R), Bjork proporciona un ejemplo de dualidad en el caso de
ser R una K-algebra noetheriana Auslander-Gorenstein, Cohen-
Macaulay, con idim(R) = GKdim(R) = p. Ademas, para el caso par-
ticular estudiado en [4], Barou y Malliavin prueban que R° define
la dualidad anterior en el sentido de que gr(R°) & E; y (R°)R & E(g)-
Dada R una K-algebra noetheriana, estamos interesados en carac-
terizar todas aquellas dualidades respecto a o, definidas por R°
en el sentido anterior. Para ello estudiaremos el R—-modulo izquier -
da R°. Esto lo haremos en la seccion 3.3.. Previamente a ello es
conveniente estudiar la estructura general de los grupos de coho-
mologia local asociados a funtores nucleo idempotentes, a lo que
dedicamos la seccion 3.2.. Dados ¢ un funtor nucleo idempotente
simétrico en R—Mod, M un R-modulo izquierda y n un entero no
negativo, se define H'(M), el n-ésimo grupo de cohomologia local
de M relativo a o, como el n—-ésimo funtor derivado a derecha del
funtor o. Se tiene de [29] que H'(M) es isomorfo, como R-méddulo
izquierda, a limyc r2(,) ExtR(R/I, M), y se prueba que si M es un R-
bimodulo entonces, para cada I € £2(0), se tiene en ExtR(R/I, M)
una estructura de R-moédulo derecha la cual pasa, a través del
limite directo, a H(M), dotando a éste de una estructura natural
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de R-bimodulo.

El primer aspecto que en la seccion 3.3. resefiamos de R° es su re-
lacion con la categoria 75,,.. A ello dedicamos la subseccion 3.3.1..
Concretamente, la categoria 7, viene descrita a partir del R-
modulo izquierda R° en cuanto que los objetos de 7;,, son los
submoédulos de sumas directas de R°, ver [13, 1.1]. Por otro lado,
los objetos de 75, son los R-moédulos izquierda localmente finitos,
los cuales van a poder ser controlados por los R-mo6dulos izquier -
da simples finito-dimensionales. Si llamamos 2 a un conjunto de
representantes de clases de isomorfismo de R-mo6dulos izquierda
simples finito-dimensionales, se prueba en [13] que existe una co-
rrespondencia biyectiva entre Q y Z(o.,r), €l conjunto de los idea-
les primos de codimension finita (también llamados cofinitos) de R.
Los ideales primos cofinitos de R van a ser un eje fundamental de

nuestro estudio.

El lema [13, 1.1] muestra también que R° es un objeto inyectivo
en la categoria 7,,,. En la subseccion 3.3.2. estudiamos la inyec-
tividad de R° en R-Mod, analogamente a como Barou y Malliavin
lo hicieron en [4] en el caso particular de un algebra envolvente
de un algebra de Lie. Estudiamos asi mismo de forma paralela
la inyectividad de R° como R-moédulo derecha, estructura que R°
también posee (de hecho, R° es un R-bimoédulo). El resultado prin-
cipal de esta subseccion es el corolario (3.3.9), que recoge y mejora
diversos resultados de [13]:

Corolario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) R° es un R-modulo izquierda inyectivo;
(b) oo €s estable;

(c) Z(o.f) verifica la condicion fuerte de second layer a izquier-
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da;
(d) R° es un R-moédulo derecha inyectivo;
(e) a‘c)g? es estable;

() Z(oqr) verifica la condicion fuerte de second layer a derecha.

De este modo observamos que para determinar la biestabilidad de
ocof ¥» POT tanto, la inyectividad a izquierda y derecha de R°, solo
tendremos que comprobar la verificacion de la condicion fuerte de
second layer por parte de los ideales primos cofinitos de R.

En la seccion 3.4. obtenemos la prometida caracterizacion de las
dualidades respecto de o, (€s decir, entre los R—moédulos izquier-
da y derecha K-finito dimensionales) definidas por R°. Comenza-
mos definiendo cuando un R-bimoédulo es dualizante respecto a
un funtor nucleo idempotente simétrico o en R—-Mod, para probar
a continuacion que R lo es respecto a oy (lema (3.4.1)). A partir
de este resultado obtenemos nuestro teorema de caracterizacion
(teorema (3.4.3)):

Teorema. Sea (Ti, Ty) una dualidad respecto a oy y supongamos
que cada ideal primo cofinito de R satisface la condicion fuerte de
second layer. Son equivalentes:

(a) dimg(Ty(R/P)) = dimg(R/P) para cada P € Z(osyf) ¥
dimg(Tq(R/Q)) = dimk(R/Q) para cada Q € Z(ogir);

cof
(b) Ejy =r (R°) y E(g) = (R°)Rr-
donde dimg(—) representa la dimension como K—espacio vectorial.

El capitulo 3 lo concluimos estudiando en la seccion 3.5. la re-
lacion existente entre R° y el ultimo punto E, de la resolucion



xiii

inyectiva minimal a izquierda de R, donde p = idim(R) < oo es
la dimension inyectiva de R. De [13, 3.9] teniamos ya que si
R es una K-algebra noetheriana Auslander-Gorenstein, Cohen-
Macaulay, con idim(R) = p = GKdim(R), y tal que cada ideal pri-
mo cofinito P de R verifique la condicion fuerte de second layer y
que dimg (Exth(R/P, R)) = dimg(R/P), entonces R° y E, son isomor-
fos como R-moédulos izquierda. Bajo las anteriores condiciones
(notémoslas (C)), y al igual que hacian Barou y Malliavin en [4],
probamos la identificacion de R° y E, no s6lo como R-moédulos
izquierda, sino también como R-mo6dulos derecha, para una con-
veniente estructura de R-modulo derecha en E,. Demostramos
este resultado de varias formas, imponiendo primero que R sea li-
bre de o.,-torsion y que gldim(R) = ;1 y posteriormente eliminando
tal restriccion.

Como muestra de la aplicacion de nuestra teoria, en el capitulo 4
exhibimos varios ejemplos de K-algebras no conmutativas R veri-
ficando las condiciones recogidas en (C) y en las cuales, en con-
secuencia, la dualidad de Bernstein esta representada por R°. El
primer ejemplo con el que comenzamos, cOmo no, es el algebra en-
volvente universal U/(g) de un algebra de Lie soluble finito-dimen-
sional g sobre un cuerpo de caracteristica cero. Este es un ejem-
plo de algebra punteada, esto es, K-algebras tales que cada ideal
primo cofinito tiene codimension uno. En ellas se verifica que
si son Auslander-Gorenstein y Cohen-Macaulay, con idim(R) =
1 = GKdim(R), entonces automaticamente dimg(Exth(R/P,R)) =
dimg(R/P), para cada ideal primo cofinito P de R, ver [13]. Un
aspecto que resulta esencial en el estudio del algebra U(g) es su
estructura de algebra filtrada, de tal forma que, a partir del algebra
graduada asociada, probamos la mayoria de las propiedades que
buscamos. Una vez probadas las condiciones (C) en /(g) queda de
manifiesto que nuestros resultados extienden a los obtenidos por
Barou y Malliavin. Anadimos al anterior otro par de ejemplos de
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algebras punteadas que verifican nuestras condiciones (C), el pla-
no cuantico y el anillo de coordenadas cuantico del grupo lineal
especial, ambos en el caso en que g no es raiz de la unidad, y que
ya fueron tratados en [13]. Con esto queda completada la seccion
4.1..

El primer ejemplo de algebra no punteada que estudiamos es el del
espacio cuantico n-dimensional, C4[Xj,...,Xy], cuandon > 2,yen
el caso en que g es una raiz de la unidad. A ello dedicamos la sec-
cion 4.2.. La descripcion de R = C4[Xj, ..., X, como extensién de
Ore iterada y la determinacion del centro nos permiten demostrar
la mayor parte de las propiedades que vamos buscando. Para pro-
bar la igualdad dim¢(R/P) = dime(Exth(R/P, R)), para cada ideal
primo cofinito P de R, determinamos previamente estos ideales.
Esto lo logramos utilizando la traza de los ideales primos cofinitos
sobre el centro y luego levantandolos hasta R, para lo que vere-
mos que, modulo estos ideales, las extensiones que aparecen son
en realidad algebras de Azumaya. Una vez tenemos la descripcion
completa de todos los ideales primos cofinitos P de R, calculamos
la C-dimensién de cada cociente R/P para después comprobar que
coincide, en cada caso, con la C-dimension de Exti(R/P, R). Para
conseguir nuestro cometido usamos técnicas de bases de Groeb-
ner no conmutativas sobre R, de acuerdo con la teoria desarrollada
en [16].

Otro nuevo ejemplo que estudiamos es el algebra envolvente cuan-
tica de sl(2), esto es, Uy(sl(2)), también cuando q es una raiz de la
unidad (en el caso en que g no es una raiz de la unidad, Uy(s!(2))
no verifica la condicion fuerte de second layer y, por tanto, queda
fuera de nuestra teoria). A ello dedicamos la seccién 4.3.. La abun-
dante literatura existente en torno a R = Uy4(s((2)) nos proporciona
una completa descripcion de su centro asi como su estructura co-

mo extension de Ore iterada, a partir de lo cual somos capaces
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de determinar la mayor parte de las propiedades que persegui-
mos. Para probar la igualdad de las dimensiones de Ext;(R/P, R)
y R/P, para cada ideal primo cofinito, la técnica que seguimos en
este caso es distinta de la utilizada para C4[Xj, ..., X;]. Ahora dis-
ponemos de una descripcion completa de los R-moédulos simples
finito-dimensionales. De este modo, y teniendo en cuenta la bi-
yeccion existente entre los modulos simples finito-dimensionales
y los ideales primos cofinitos, obteniendo la igualdad de las dimen-
siones para los primeros conseguimos obtenerla también para los
segundos.

Finalmente, en la seccion 4.4., consideramos una deformacion
cuantica de sl(2), concretamente el algebra de Lie generalizada
sl(2)q, y estudiamos su algebra envolvente A = U(sl(2)4), en el
sentido definido en [27]. Este estudio lo hacemos a partir de un
algebra B, de la cual A se puede obtener como un cociente via un
elemento central. Describimos el centro de B y el listado comple-
to de los B-modulos simples finito-dimensionales, a partir de los
cuales obtenemos también los de A. A partir de aqui, y siguiendo
una técnica parecida a la utilizada en el caso de Uy(sl(2)), obtene-
mos que U(sl(2)4) esta en las condiciones de aplicacion de nuestra
teoria.



Xvi

Mi agradecimiento a Pascual, por su disposicion permanente y su
dedicacion conmigo en todo momento. Es impagable lo que con
él y de €l he aprendido a lo largo de todos estos afnos de trabajo.
Mi agradecimiento también al grupo en teoria de anillos por su
apoyo y, en general, al Departamento de Algebra de la Universidad
de Granada, por el uso que de su material e instalaciones me han
permitido. Asi mismo, a mis companeros del Departamento de Ma-
tematicas de la Universidad de Jaén, con quienes he compartido
muchos de los altibajos que conlleva un proceso como éste y, por
supuesto, a mi familia y amigos, quienes siempre me han anima-
do y a los que, durante todos estos anos de trabajo, he dedicado
mucho menos tiempo del que se merecen y me hubiera gustado.

Granada, 30 de Junio de 2001

Joaquin Jodar Reyes



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Dimensiones proyectiva, inyectiva y
global.

En lo que sigue, sea R un anillo. Si M es un R-moédulo izquier-
da, definimos la dimension proyectiva (resp. inyectiva) izquierda
de M, y la denotaremos pdim(gM) (resp. idim(rM)), como el menor
entero n para el que existe una resolucion proyectiva (resp. in-
yectiva) de M de longitud n o, equivalentemente, Ext/S(M,N) = O
(resp. Ext&(N, M)) para todo R-moédulo izquierda N y todo k > n.
Si no existe un tal entero n entonces diremos que la dimension
proyectiva (resp. inyectiva) del R-modulo izquierda M es infini-
ta. Evidentemente, M es un R-moédulo izquierda proyectivo (resp.
inyectivo) si, y so6lo si, su dimension proyectiva (resp. inyectiva)
izquierda es 0. De forma analoga, si M es un R-modulo derecha,
podemos definir las correspondientes dimensiones proyectivas e
inyectivas a derecha de M, pdim(Mg) y idim(MR).

Definimos la dimension global a izquierda del anillo R como el su-
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premo de las dimensiones proyectivas a izquierda (o, equivalente-
mente, de las dimensiones inyectivas a izquierda) de todos los R-
modulos izquierda, y la denotaremos por Igldim(R). La dimensién
global a derecha del anillo R, rgldim(R), se define de forma analoga.
Finalmente, si R es noetheriano (es decir, noetheriano a izquierda
y derecha), las dimensiones globales a izquierda y derecha de R
coinciden (Teorema de Auslander). En el caso en que sean finitas,
este namero comuin sera denotado por gldim(R) y diremos que R
tiene dimension global finita.

Notar también que cuando R es noetheriano y tiene dimension in-
yectiva izquierda y derecha finitas, entonces éstas coinciden ( [36,
5. Lemma A]). En dicho caso, este namero comun sera represen-
tado por idim(R) y diremos que R tiene dimension inyectiva finita.

Las dimensiones global e inyectiva verifican siempre, de forma cla-
ra, la relacion idim(R) < gldim(R). Tenemos ademas el siguiente
resultado, cuya demostracion podemos encontrar por ejemplo en
[35, 2.1]:

(1.1.1) Proposicion. Sea R un anillo noetheriano de dimension
global finita n. Entonces idim(R) = n.

1.2. Filtraciones y graduaciones.

Nos referimos a principalmente a [28] para las nociones sobre fil-
traciones y graduaciones. Ver también [26] y [30].

Un algebra R sobre un cuerpo K es una K-dlgebra filtrada si existe
una familia {F;: i € N} de K-subespacios vectoriales de R tal que:
(i) Fo C F, C F> C ... (ii) FiF; C Fyyy, para todos i,j; (iii) UienF; = R,
y (iv) 1 € Fp. La familia {F;: i € N} es llamada una filtracién de R.
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Una K-algebra R es una K-dlgebra graduada si existe una familia
{T;: i € N} de K-subespacios vectoriales de R tal que: (i) T;Tj C Ti;,
para todos i,j, y (ii) R = ®inT;. La familia {T; : i € N} es llamada
una graduacion de R, y cada elemento no nulo de T, es llamado
un elemento homogéneo de grado n.

Cada K-algebra graduada R = ®;cnT; posee una filtracion natural
{Fhn:neN}con F, =Ty @ --- @ Tn. Por otra parte, a partir de una
K-algebra filtrada R, con filtracion {F; : i € N}, podemos construir
su K-dlgebra graduada asociada, grR. Para ello tomamos Ty =
Fo,T; = F;/F;_1 (i=1,2,..) y grR = @®T;. Definimos el producto de
elementos homogéneos por

(an + Fn_1)(@m + Fno1) = an@m + Fnyno1, @i € F\Fi_1, i=n,m.

Este producto esta bien definido y dota a grR de estructura de
K-algebra. En particular, si R es una K-algebra graduada y con-
sideramos en ella la filtracion natural antes comentada, se tiene
entonces que grR= R.

Citemos algunas relaciones entre Ry grR (ver, por ejemplo, [28]):

(1.2.1) Proposicion. Sea R una K-dlgebra filtrada y grR su alge-
bra graduada asociada. Entonces: Si grR es un dominio (resp.
prima; resp. noetheriana a izquierda; resp. noetheriana a dere-
cha) entonces R es un dominio (resp. prima; resp. noetheriana a
izquierda; resp. noetheriana a derecha).

Analogamente, dada R una K-algebra filtrada cuya filtracion es
{F;: i€ N}, decimos que un R-médulo izquierda M es un R-médulo
filtrado si existe una familia {M; : i € N} de K-subespacios vecto-
riales de M tal que: (i) Mo € My C My C ...; (ii) F;M; C M, para
todos i,j, y (iii) UjenM; = M. La familia {M; : i € N} es llamada una
filtracion de M.
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Dada R una K-algebra graduada con graduacién {T; : i € N}, de-
cimos que un R-modulo izquierda M es un R-moédulo graduado si
existe una familia {M; : i € N} de K—subespacios vectoriales de M
tal que: (i) T;:M; C My, para todos i,j, y (ii) M = ®;cyM;. La familia
{M; : i € N} es llamada una graduacién de M.

De forma similar a como se hizo para algebras, si R es una K-
algebra filtrada, con filtracion {F; : i € N}, y M es un R-moddulo
izquierda filtrado, con filtracion {M; : i € N}, podemos asociar a M
el grR—-modulo izquierda graduado

donde la accion por la izquierda de grR sobre grM viene dada,
sobre los elementos homogéneos, por

(an + Fn—l)(xm + Mm—l) = AnXm + Mmin-1,

siendo an € Fr\Fn_1, Xm € Mm\Mp_1.

Hemos hecho todas las definiciones a izquierda; de forma similar
podemos hacerlas a derecha.

1.3. La dimension de Gelfand-Kirillov.

Sea R una K-algebra filtrada con una filtracion {R,} y M un R-
modulo izquierda con una filtracién {My}. De acuerdo a [28], deci-
mos que la filtraciéon de R es estandar si R} = Ry, paracadan e N
y es llamada finito-dimensional si Ry = K y dimg(R,) < oo, para
cada n. La filtracion del R-moédulo M es estandar si M, = R,M,
para cada n, y es finito-dimensional si dimg(Mp) < co, para cada n.

Decimos que una K-algebra R es una K-dlgebra afin si es gene-
rada como K-algebra por un conjunto finito de elementos o, equi-
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valentemente, por un K-subespacio finito-dimensional V. Enton-
ces V es llamado un subespacio generador de R, y R tiene una
filtracion finito-dimensional estandar {R;} con Ry = V0 = Ky
Rn = Y.L, Vi Si M es un R-modulo izquierda finitamente ge-
nerado, podemos tomar un subespacio finito-dimensional M, tal
que RMy = M (por ejemplo, si {xi,...,xn} €s un sistema de genera-
dores de M sobre R, podemos tomar M, el K-subespacio vectorial
de M generado por xi,...,Xn). Este es llamado un subespacio ge-
nerador de M, y M tiene una f{iltracion finito-dimensional estandar
{Mn} con M, = R,M,. Ademas, a partir de esta filtracién, el médulo
graduado asociado, grM, es un grR- modulo finitamente generado.

Dada cualquier funcién f : N — [1, +o0), definimos
v(f) :=inf{r € R: f(n) < n” para n >> 0}.

Si existe algan v € R tal que f(n) < n” para n >> 0, decimos que
f tiene crecimiento polinomialmente acotado (o crecimiento polino-
mial, para acortar), y en ese caso vy(f) < co. En caso de que f no
tenga crecimiento polinomialmente acotado, entonces v(f) = cc.

Dados R una K-algebra afin y M un R-modulo izquierda finita-
mente generado, tomamos V un subespacio generador de R, y
My un subespacio generador de M, con {Rn} y {M,} las filtra-
ciones finito-dimensionales estandares antes descritas. Tomando
Sf(n) = dimg(Rn) v g(n) = dimg(Mp), podemos comprobar que (f)
y v(g) son independientes de las elecciones de V y M. Defini-
mos entonces la dimensiéon de Gelfand-Kirillov de R (resp. de M) y
la denotamos por GKdim(R) (resp. GKdim(M)) como GKdim(R) :=
v(dimg(Rp)) (resp. GKdim(M) := v(dimg(Mp)), para cualquier elec-
cion de los subespacios generadores.

Destacamos el siguiente resultado de [28, 8,1.13;1.14]:

(1.3.1) Lema. Sea R una K-algebra afin y kM un R-médulo iz-
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quierda finitamente generado. Entonces:

(1) GKdim(R) = GKdim(gR) = GKdim(Rg).
(2) GKdim(R) = GKdim(grR).
(3) GKdim(M) = GKdim(grM).

(4) Si R’ es una K-subdlgebra afin de R entonces GKdim(R') <
GKdim(R), y si M’ es un R'-submédulo finitamente generado
de M, entonces GKdim(M') < GKdim(M).

En general, si S es una K-algebra no necesariamente afin y N un
S-modulo izquierda, definimos las dimensiones de Gelfand-Kirillov
de Sy de N como

GKdim(S) = sup{ GKdim(R) : R es una K — subalgebra afin de S},
GKdim(N) = sup{ GKdim(grM) : R una K — subalgebra afin de S
y M un R — submoédulo izq. fin. gen. de N}.

Recordemos que un R-modulo izquierda M es localmente finito si
cada submoédulo suyo finitamente generado es K-finito dimensio-
nal. El siguiente resultado de [28] relaciona los modulos localmen-
te finitos y la dimension de Gelfand-Kirillov:

(1.3.2) Proposicion. Sea R una K-algebra afin y M un R-moédulo
izquierda. Entonces GKdim(M) = O si, y so6lo si, M es localmente
finito.

Todas las definiciones dadas a izquierda pueden también hacerse
a derecha.
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1.4. Condiciones de regularidad.

Sea R un anillo y M un R-moédulo (izquierda o derecha). Definimos
el grado de M, jr(M), como el infimo de los enteros no negativos i
para los que ExthL(M,R) # 0

Jjr(M) := inf{i : Exth(M,R) # 0} € NU {+o0}.

Si no hay lugar a confusion, escribiremos j(M) en lugar de jr(M).
Observamos que j(0) = +oco. Cuando R es un anillo noetheriano,
con p = idim(R) < oo, entonces j(M) < pu, para todo R-moédulo no
nulo finitamente generado M. Ver [24, Remark 2.2(1)].

Definamos ya la primera condicion de regularidad. Sea R un anillo
noetheriano. Decimos que R verifica la condicion de Auslander a
izquierda (resp. a derecha) si para todo R—-modulo izquierda (resp.
derecha) finitamente generado M, y todo R-submoédulo derecha
(resp. izquierda) N de Exti(M, R) se verifica j(N) > n, para cual-
quier entero no negativo n. Decimos que R satisface la condicién
de Auslander si verifica las condiciones de Auslander a izquierda
y derecha.

Decimos entonces que R es Auslander-Gorenstein (resp. Auslander
regular) si verifica la condicion de Auslander y tiene dimension in-
yectiva finita (resp. dimension global finita), ver [7]. Obviamente, si
R es un anillo Auslander-regular entonces también es Auslander-
Gorenstein.

La otra condicion de regularidad mencionada en la Introduccion
es la condicion Cohen-Macaulay. Definamosla. Dada R una K-
algebra noetheriana, decimos que R es Cohen-Macaulay, ver [24],
cuando GKdim(R) € Ny j(M) + GKdim(M) = GKdim(R), para todo
R-modulo (izquierda o derecha) M no nulo finitamente generado.



8 Preliminares.

Observamos que si R es Cohen-Macaulay entonces j(M) < oo y
GKdim(M) € N para todo R-médulo no nulo finitamente generado
M.

Decimos que un R-modulo M es finito (o de dimension finita) si M
es un K-espacio vectorial finito-dimensional. EIl siguiente resul-
tado se sigue de [13] e indica que si R es un algebra noetheriana
sobre un cuerpo K de caracteristica cero, tal que R satisface las
condiciones Auslander-Gorenstein y Cohen-Macaulay, la igualdad
de las dimensiones inyectiva y de Gelfand-Kirillov de R nos va a

caracterizar la existencia de R-moddulos finitos no nulos:

(1.4.1) Teorema. Sea R una K-algebra noetheriana Auslander-
Gorenstein y Cohen-Macaulay, con idim(R) = p y GKdim(R) = w.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(@ p=w;

(b) Existe un R-médulo izquierda (derecha) finito no nulo.

Ademas, en estas condiciones, un R-modulo izquierda (resp. de-
recha) finitamente generado, no nulo, M, es finito si, y sélo si,
JM) = w.

En todo lo que sigue K sera un cuerpo de caracteristica ceroy R
una K-algebra asociativa, unitaria, no necesariamente conmutati-
va. Asumimos ademas que R es noetheriana. Denotamos por dimg
la dimension de un K-espacio vectorial. Denotamos por R—Mod
(respectivamente Mod- R) la categoria de todos los R-modulos iz-
quierda (resp. derecha) y por R—-mod (resp. mod-R) la subca-
tegoria plena de todos los R-moédulos izquierda (resp. derecha)
finitamente generados.



Capitulo 2

La teoria de torsion o..y.

Como hemos sefialado en la Introduccién, la familia de los ideales
bilateros de R de codimension finita juegan un papel relevante en
el estudio de la dualidad de Bernstein. Nosotros vamos a trabajar
con ellos. Concretamente, vamos a comenzar estudiando los idea-
les unilateros de R de codimension finita y vamos a observar que
constituyen un filtro de Gabriel. Asi pues el empleo de teorias de
torsion parece un marco adecuado en el que situarnos.

2.1. Teorias de torsion.

Comenzamos recordando las principales definiciones y resultados
relativos a teorias de torsion. Nuestras referencias van a ser fun-

damentalmente [8] y [34].

Una teoria de torsién en R-Mod es un par (7,F) de clases no
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vacias de objetos de R-Mod tales que

T={M € R-Mod : Homgr(M, N) = O para todo N € F},
F={N € R-Mod : Homg(M,N) = O para todo M € T }.

La clase 7 es llamada la clase de torsion de dicha teoria de torsion
y sus objetos los modulos de torsion, mientras que F es la clase
libre de torsion de la teoria de torsion y sus objetos los modulos
libres de torsion.

Tenemos la siguiente caracterizacion de las clases de torsion y li-

bre de torsion:

(2.1.1) Proposicion. [34, VI,2.1;2.2] Se verifica:

(1) Una clase 7 no vacia en R—-Mod es la clase de torsion pa-
ra alguna teoria de torsion si, y solo si, 7 es cerrada para
cocientes, sumas directas y extensiones.

(2) Una clase F no vacia en R—Mod es la clase libre de torsiéon
para alguna teoria de torsion si, y solo si, F es cerrada para
submédulos, productos directos y extensiones.

Una teoria de torsiéon (7, F) se dice que es hereditaria cuando la
clase de torsion 7 es cerrada para submodulos. Tenemos la si-
guiente caracterizacion:

(2.1.2) Proposicion. [34, VI,3.2][8, 1,2.11] Para una teoria de tor-
sion (T,F) en R-Mod son equivalentes:

(a) T es cerrada para submodulos;

(b) F es cerrada para extensiones esenciales (o, equivalentemen-
te, para envolventes inyectivas).
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Vamos a observar que trabajar con teorias de torsion hereditarias
en R—Mod va a ser equivalente a hacerlo con lo que vamos a llamar
funtores nucleo idempotentes en R-Mod. Demos en primer lugar
las correspondientes definiciones:

Un _funtor ntcleo idempotente en R—Mod es un subfuntor aditivo
0 : R-Mod — R-Mod

del funtor identidad en R-Mod (es decir, cM C My f(ocM) C oM’
para cualesquiera M, M’ €¢ R-Mod y f : M — M’ homomorfismo

de R—modulos izquierda), que es exacto a izquierda y tal que para
cada M € R-Mod se verifica que o(M/o(M)) = 0.

Si ¢ es un funtor nucleo idempotente en R-Mod y llamamos

To={M € R-Mod : ¢(M)
F>={M € R-Mod : ¢(M)

M},
0},

entonces (7,,F,) es una teoria de torsion hereditaria en R-Mod,
ver [8, [,2.9;2.12].

Reciprocamente, si (7,F) es una teoria de torsion hereditaria en
R-Mod, para cada M € R—Mod definimos

oM)=> {N<M:NeT}

la suma de todos los submoédulos de M que son torsion. Se obtiene
entonces que o, asi definido, es un funtor nucleo idempotente en
R-Mod, ver [8, 1,2.8;2.12].

(2.1.3) Teorema. [8, 1,2.12][34, VI,3.1] La anterior corresponden-
cia es una biyeccion entre teorias de torsion hereditarias en R-Mod
y luntores nticleo idempotentes en R-Mod.

Veamos una tercera forma equivalente de trabajar con teorias de
torsion hereditarias. De acuerdo a [34, VI,3.6], una teoria de tor-
sion hereditaria en R—Mod esta univocamente determinada por la
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familia de los ideales izquierda I <gr R tales que R/I sea un médulo
de torsién. Veamos que esta familia es lo que vamos a denominar
un filtro de Gabriel. En primer lugar, demos las correspondientes
definiciones:

Un conjunto no vacio £ de ideales izquierda de R se dice que es un
filtro de Gabriel de R si verilica las dos siguientes condiciones:

FGl Silc Ly aec R, entonces (I:a)e€ £,donde (I:a):={reR:
ra € I}.

FG2 Si I <g Ry existe algun J € £ tal que (I : a) € £ para todo
acd, entonces I ¢ L.

(2.1.4) Proposicion. [8, 1,2.16;2.18][34, VI,5.2;5.3] Si L es un fil-
tro de Gabriel de R entonces se verifican las siguientes propieda-
des:

F1 Sile £ ydJ es un ideal izquierda de R tal que I C J, entonces
JeL.

F2 Sil,Jd € L, entonces INJ € L.

F3 Sil,Jd € L, entonces IJ € L.

Las dos primeras propiedades en la proposicion anterior justifican
el porqué de llamar filtro a una tal familia, mientras que la ter-
cera nos indica que los filtros de Gabriel son multiplicativamente
cerrados.

Dado un filtro de Gabriel £ en R y un R-mo6dulo M € R-Mod,
definimos

or(M):={meM:Im=0paraalgan I € £}
={me M: Amk(m) e £}
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donde Annk(m) = {r € R: rm = 0} es el ideal izquierda anulador
de m. Se tiene entonces que o, es un funtor nucleo idempotente
en R—Mod, ver [8, 1,2.21].

Reciprocamente, si ¢ es un funtor nucleo idempotente en R—Mod,
y definimos

L(o):={I<rR:R/I€T,}
se verifica que £(0) es un filtro de Gabriel sobre R, ver [8, 1,2.20].

(2.1.5) Teorema. [8, 1,2.22][34, VI,5.1] La anterior corresponden-
cia establece una biyeccion entre filtros de Gabriel de R y funtores
nucleo idempotentes en R—Mod.

En consecuencia, juntando los teoremas (2.1.3) y (2.1.5) tenemos
una biyeccion entre: (i) filtros de Gabriel sobre R, (ii) teorias de
torsion hereditarias en R—Mod y (iii) funtores ntuicleo idempotentes
en R-Mod.

2.2. La teoria de torsion o.

Recordamos que un R-moédulo M se dice que es finito (o de dimen-
sion finita) si M es un K-espacio vectorial finito-dimensional. Un
submodulo N < M de un R-modulo izquierda M se dice que es co-
finito (o de codimensién finita) si el modulo cociente M/N es finito.
Definamos

L :={I <rg R: R/I es finito}

es decir, £ es el conjunto de los ideales izquierda I de R cofinitos.
Veamos que £ es un filtro de Gabriel de R.

(2.2.1) Proposicion. £ es un filtro de Gabriel en R—Mod.
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DEMOSTRACION. Veamos que el conjunto no vacio £, de ideales
izquierda de R, satisface las condiciones FG1 y FG2 que definen
un filtro de Gabriel:

(FG1) Sea I € Ly a € R. Hemos de comprobar que (I : a) € L,
es decir, que (I : a) es cofinito. Dado que (I : a) = Annk(a + I),
entonces R/(I: a) = R(a+I) C R/I, de donde se tiene que (I : a) es
cofinito al serlo I.

(FG2) Sean I y J ideales izquierda de RtalesqueJ € Ly (I: a) € L
para cada a € J, y veamos que I € L.

Consideramos la sucesion exacta de R-moédulos izquierda

O0— (I+J)/I —R/I— R/(I+J)— 0.

Para probar que R/I es finito basta verlo para (I+J)/Iy R/(I+J).
Dado que J C I+ J y R/J es finito, se tiene que R/(I + J) es finito.

Por otra parte, dado que R es noetheriano, el ideal J tendra un
conjunto finito de generadores ay, ..., an y, €n consecuencia, el co-
ciente (I +J)/I = R(a; +I) + ...+ R(an + I). Dado que (I : a;) € L
para todo i = 1,.., n, por hipétesis, y R(a; +I) = R/(I : a;) para cada
i, se obtiene que (I + J)/I es finito. O

De acuerdo a la seccion anterior, asociado a £ existe un tnico
funtor nucleo idempotente en R—-Mod, que vamos a denominar
0cof» Y que vendra dado por:

Teof (M) = {m € M : Annk(m) € L},

para cada M € R-Mod. Puesto que R/ Annk(m) = Rm, la anterior
expresion es equivalente a

Ocof (M) = {m € M : Rm es finito}
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y el filtro de Gabriel asociado a oy,

ﬁ(acof) ={I<gRR:R/I= Ucof(R/I)}:

coincide con £, con lo cual en lo que sigue escribiremos L(oqr) €n
lugar de L.

Por su parte, la clase de torsion 7f,cof biunivocamente asociada a
ocof Viene dada por

7j,cof ={M € R—Mod : Rm es finito para todo m € M}

y va a coincidir con la clase de los R-moédulos izquierda localmente
finitos:

(2.2.2) Proposicion. La clase 7}Cof de los R-moédulos izquierda oqof—
torsion es la clase de los R-médulos izquierda localmente finitos.

DEMOSTRACION. Sea M € 75, y N un submoédulo de M, no nulo
y finitamente generado. Si N = Rny + ... + Rry, dado que cada Rn;
es finito, se tiene que N también lo es y, en consecuencia, M es
localmente finito. El reciproco es inmediato. O

El funtor ntcleo idempotente o, €s ademas simétrico. Recor-
demos la definicion de esta propiedad antes de probar nuestra
afirmacion:

Un funtor nucleo idempotente ¢ en R—Mod es simétrico si cada
ideal izquierda de R en L(o) contiene un ideal bilatero de R que
también pertenece a £(o) (en otras palabras, el conjunto

L£2(0) :={I < R: I € L(0), I ideal bilatero},
de ideales bilateros de R en £(o), es cofinal en £L(0)).

(2.2.3) Proposicion. EI funtor nucleo idempotente oo, €s simétri-
co.
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DEMOSTRACION. Si I € L(ogy), entonces (I : R) = Annk(R/I) es
el mayor ideal bilatero de R contenido en I. Veamos que (I : R) €

ﬁ(O'CQf>.

Consideramos
A R— Endg(R/I)

el homomorfismo de anillos tal que para cadar € R, X € R/I

AMr):x — rx.

Dado que Ker(\) = (I : R), se tiene que R/(I : R) C Endg(R/I) vy,
puesto que Endg(R/I) es finito-dimensional por serlo R/I, se sigue
que R/(I : R) también lo es. Por tanto (I : R) € L(0¢yf) ¥ Ocof €S
simétrico. U



Capitulo 3

Dualidad local.

La clase de los R-modulos izquierda finitos es justamente la cla-
se de los R-modulos izquierda localmente finitos (es decir, o~
torsion) y finitamente generados. Si denotamos por 7; 9 (respecti-

Tcof
vamente 7'012?101,) a la subcategoria plena de R-mod (resp. mod- R)

cof

de los R-modulos izquierda (resp. derecha) finitos tenemos, de
acuerdo a la Introduccion, que si nuestra K-algebra noetheria-
na R es Auslander-Gorenstein, Cohen-Macaulay y con igualdad
de las dimensiones inyectiva y de Gelfand-Kirillov de R, entonces
Extly(—, R) es un funtor aditivo contravariante exacto entre 7}fg)f y
72;9,? de modo que establece una dualidad entre ambas categorias.
A lo largo de este capitulo ¢ va a denotar un funtor nucleo idem-
potente simétrico en R-Mod, 7, la clase de R-moddulos izquier-
da o-torsion (es decir, la clase de torsion hereditaria asociada
ao),y T 1a subcategoria (abeliana) plena de R-Mod de todos
los R-moédulos izquierda o-torsion finitamente generados. Co-
mo ya resefiamos anteriormente, L(oc) = {I < R: R/I € T,} y
L2%(0) = {I <gr Rg : I € L(0)}. Finalmente, Ab denotara la categoria
de grupos abelianos.
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Comencemos estudiando entonces el comportamiento general de
los funtores aditivos contravariantes exactos desde la categoria 79

a la categoria Ab. Los siguientes resultados han aparecido en [17].

3.1. Funtores contravariantes exactos.

Sea T : 7'5fg — Ab un funtor aditivo contravariante.

(3.1.1) Lema. Para cualquier R-bimoédulo M, tal que rM € 77{9 , la
estructura de R—-moédulo derecha de M induce una estructura de
R-médulo izquierda sobre T(M).

DEMOSTRACION. Dados r € Ry x € T(M) veamos como definimos
rX.

Consideramos

pM’r:MHM

definido de la forma py -(m) := mr, para cada m € M. Por ser M un
R-bimoédulo, tenemos que pyr €s un morfismo en R-Mod y, por
tanto, en la subcategoria plena 7'!9 , con lo que podemos aplicarle
el funtor T. Obtenemos en consecuencia un morfismo en .4b

T(pm,r) : T(M) — T(M).

Definimos entonces
rx = [T(ppm,r)](x).

Con esta definiciéon rx € T(M). Comprobemos que dicha accién
dota al grupo abeliano T(M) de una estructura de R-modulo iz-
quierda:
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(1) (r1 + TQ)X

= [T(pm.r14+r)1(x) = [T(om,r, + pmr)1(X) = [T(pm,r,) +
(pM Tz)} x) =

X -+ rpx,

(2) r0a + x2) = [T(pmr)l(x1 + x2) = [T(pm,r)](x1) + [T(pm,r)](x2) =
rxi + IBOR

(3) ri(rax) = [T(pm,r )N(rex) = [T(om,r) ([T (pm,)]1(%)) = [T(om,r,) ©
T(pm,ry) (%) = [T(pm 1y © paa,r)1(X) = [T(pm,ri15)] (%) = (r112) X,

(4) Lx = [T(pm,1)](x) = [T(1m)](%) = [1rap](x) = x,

donde r,ri,15 € Ry x,x1,x € T(M).

En consecuencia, T(M) € R-Mod. O

(3.1.2) Observacién. Consideremos I € £2(0) y M un R—modulo
tal que rM € 77{9 e IM = 0. M es entonces un R/I-moédulo izquierda
y podemos construir el diagrama conmutativo

PR/Ir

MX %Mm

donde r € Ry, para cada m € M, vy ym: R/I — M es el morfismo
en R-Mod definido por v;y (1 +I) = m. Dado que el anterior es
un diagrama en 7'5fg podemos aplicarle el funtor T, obteniendo el
diagrama conmutativo

T r
T(R/T) <% pryD)
T(w,?m %w:w,m)
T(M)

La estructura de R-bimé6dulo de R/I induce, por el lema anterior,
una estructura de R-modulo izquierda en T(R/I). Se tiene ademas
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una relaciéon de compatibilidad (Cy) entre las estructuras envueltas
en la forma siguiente

r((T(vr.m,m) (X)) = [T(pryr,r ) I T (v1,0,m)] (X))
=[T(ory1,r) © T(v1,M,m)](X)
[T (v1,m,rm)](x)

para cada x € T(M).

(3.1.3) Lema. Sea M un R-bimédulo, tal que gM € T yMI =0
para algun ideal bilatero I de R. Entonces IT(M) = 0. En particu-
lar, siI € £2(0), entonces IT(R/I) = O.

DEMOSTRACION. De la definicion tenemos que sir € Ry x € T(M)
entonces rx = [T(pm,r)](x).

Si r € I, entonces py (m) = mr € MI = O para todo m € M, con lo
cual py r = 0y, en consecuencia, rx = O. [

Observamos que L(o) es un conjunto de indices preordenado con
la relacion
I<Jd&eIDdJd

donde I,J € L(o). Ademas es dirigido, pues INJ € L(o) para
cada par I,J € L(o) por ser L(o) un filtro. Obtenemos entonces un
sistema directo en Ab con conjunto de indices £(o)

F:L(oc) — Ab

dado por F(I) = T(R/I). Dados I O J en L(c) denotemos por jj el
morfismo en Ab de T(R/I) en T(R/J), imagen por T del correspon-
diente epimorfismo canénico py; : R/J — R/I.

Con todo ello podemos definir ya el limite directo de este siste-
ma, limrep)T(R/I). Ademas, el conjunto de los ideales bilateros
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en L(c), £L?(0), es cofinal en L(c) por ser ¢ simétrico, con lo cual
h%mIec(a)T(R/I) = @IE£2(0)T(R/I>. Denotemos

E = limye 2.5 T(R/I)

y jr : T(R/I) — E, para cualquier I € £2(0), el correspondiente
morfismo en Ab.

Si I € £?(0), entonces T(R/I) tiene una estructura de R-moédulo
izquierda por el lema (3.1.1). Veamos que esta estructura pasa
a través del limite directo a E. Para ello bastara probar que el
morfismo en Ab, jj : T(R/I) — T(R/J), para I D J en £L2(0), es
ademas un morfismo en R—Mod.

(3.1.4) Lema. jj; : T(R/I) — T(R/J) es un homomorfismo de R-
médulos izquierda para cada par 1,J € £2(c) con 1D J.

DEMOSTRACION. Podemos observar que el epimorfismo canénico
par : R/J — R/I coincide con el morfismo vy g/ 141 @ R/J — R/I
que definiamos en la observacion (3.1.2).

Dados r € Ry x € T(R/I) se tiene que:

T(vyr/1140](r)

Ty r/11+DIT(pR/1,r)] (X))
(Pr/1r © Va,R/1,1+1)](X)

TV Rr/1r+0)](X)

r([T (v r/11+01(x))

Jor(rx)

H

[
[
[
[

donde esta ultima igualdad viene dada a partir de la relacion de
compatibilidad (C;) obtenida en la observaciéon (3.1.2). Por tanto

Jur(rx) = rjr(x). O



22 Dualidad local.

Como consecuencia E es un R-méddulo izquierda y j; : T(R/I) — E
un homomorfismo de R-moédulos izquierda para cada I € £2(0).
Podemos considerar entonces el funtor aditivo contravariante

Hompg(—, E) : T99 — Ab.

Buscamos definir una transformaciéon natural ¢ desde T hasta
HomR(—,E).

Sea M € TJ9. Para cada m € M existe algun I, € £2(0) tal que
Imm = 0. Por tanto, si M = Rmy +...+Rmy, tomando I = Iy, N...N Iy,
se tiene que I € £2(0) y, ademas, IM = 0.

En consecuencia, para cada M € T, existe algun I € £2(0) tal que
IM = 0. Para cada x € T(M) tenemos entonces, por la observaciéon
(38.1.2), [T(vrmm)](x) € T(R/I).

Consideremos
¢ : T — Hompg(—, E)

definida, para cada M € T, por ¢p - T(M) — Hompg(M, E) donde,
para cada x € T(M), ¢u(x) viene dada por

[em(x)1(m) = [jr © T(v1,p,m)](x)
para algan I € £2(o) tal que IM = 0.

(3.1.5) Lema. Con la notacién anterior, ¢ es una transformacion
natural desde T hasta Homg(—, E).

DEMOSTRACION. Lo primero que hemos de probar es que la ex-
presién que define ¢ es independiente del ideal I de £2(0) que ve-
rifique IM = 0. En efecto, si también J € £2(0) es tal que JM = 0
entonces (INJ)M = O, con lo que podemos suponer J C I. Tenemos
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entonces el diagrama conmutativo

T(R/I) — = T(R/J) (3.1)
E

el cual, al aplicarle el funtor T, nos da

T(vamm) =Jor o T(vimm)- (3.2)

Juntando (3.1) y (3.2) obtenemos que

JuoT(wamm) =jro T(vrm,m)-

Por otro lado, la relacion de compatibilidad (C;) probada en la ob-
servacion (3.1.2) y el caracter R-lineal de j;, consecuencia del lema
(3.1.4), nos dan la R-linealidad para la aplicacion ¢y (x) de M en
E, con lo que ¢y(x) € Homg(M, E) para todo x € T(M). Ademas,
si f: N — M es un morfismo en 7';9, es facil verificar que el

diagrama
T(M) ™ . Homg(M, E)
T(f) J*=Homg(f,E)
T(N) Homg(N, E)

N

es conmutativo: consideremos I € £2?(0) tal que IM = O = IN.
Veamos entonces que, para cada x € T(M), los homomorfismos
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[f* o oml(x) y [¢n o T(f)](x) de N en E, coinciden. Sea n € N:

(" o dml(x)) () = [dm(x) o f](1)
=10 T(vim f(n))](X)
=ljiro T(f ovin,n)l(x)
=ljire T(vin,n) © T(f)(x)
= ljro T(vi,n,n) (T (f)(x))
=[on(T(f)(x))I(n)
= ([¢pn o T(NH](x))(n).

O

(3.1.6) Lema. Si M es un R-bimoédulo tal que rM € 7?,fg entonces,
el homomorfismo de grupos abelianos ¢y : T(M) — Hompg(M, E)
definido anteriormente, es también un homomorfismo de R—-moédulos

izquierda.

DEMOSTRACION. Sean x € T(M), re R.me Me I € £%(0) tal que
IM = 0. Se tiene:

[om (rx)](m) = [ji o T(vi,m,m)](rx)
= [jr o T(vr,m,m)]([T(pp,r)] (X))
= [jr o T(vi,m,m) © T{pm,r)](x)
= [jro T(pm,r © vim,m)](x)
(
)
)

= [jr o T(vr,m,mr)](x)

= [pm(x)](mr)
= [om(x) © py ) (M)
= [rénm(x)](m),
con lo cual ¢y (rx) = réy(x). O

Consideramos el siguiente resultado de [4]:
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(3.1.7) Lema. [4, 2.2] Sea A un anillo noetheriano izquierda, G un
funtor aditivo contravariante de la categoria de A-moédulos izquier -
da, A-Mod, en Ab. Supongamos G(A) dotado de una estructura de
A-moédulo izquierda tal que se satisfaga la condicion (C,) siguien-
te: Para todo A-médulo izquierda M y todo m € M se tiene

[G(eam)|(x) = a([G(em)](x))

para cualesquiera x € G(M) y a € A, ydonde ey, : A — M es el
morfismo que envia 1 en m. Entonces:

(1) Considerando [¢(M)(x)|(m) = [G(¢m)](x) para cada A-médulo
izquierda M, m € M y x € G(M), se define un morfismo funto-
rial:

¢ : G — Homa(—, G(A)).

(2) Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) La restriccion de G a la categoria de A-moédulos izquier-
da finitamente generados, A-mod, es un funtor exacto
izquierda de A-mod en Ab.

(b) Para cada A-moédulo izquierda M finitamente generado,
¢(M) es un isomorfismo.

(3) Si las condiciones de (2) son satisfechas, entonces el funtor
G : A-mod — Ab es exacto si, y solo si, G(A) es un A-

modulo izquierda inyectivo.
(3.1.8) Lema. Con la notacién del lema (3.1.5), las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

(a) T es exacto izquierda;

(b) ¢ : T — Hompg(—, E) es un isomorfismo natural.
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DEMOSTRACION. La implicacion de (b) a (a) es clara. Probemos la

implicacion contraria.

Sea M € T#%. Hemos de ver que ¢y : T(M) — Homg(M, E) es un
isomorfismo.

Sea I € £?(0) tal que IM = O.

La categoria R/I-mod de los R/I-médulos izquierda finitamente
generados se encuentra dentro de 7?,fg , con lo que podemos consi-
derar la restriccion de T a esta categoria, obteniendo asi un fun-
tor aditivo, contravariante y exacto izquierda de R/I-mod en Ab,
que vamos a notar por T!. Dado que M € R/I-mod, se tiene que
T(M) = TI(M).

Puesto que R/I es noetheriano izquierda, T! es exacto izquierda,
y verifica la condicién (C;) mostrada en la observacion (3.1.2), to-
mando A = R/I en el lema (3.1.7) obtenemos un isomorfismo

éhr : T(M) = T (M) — Hompg/1(M, T(R/I))
dado por [¢},(x)](m) = [T(v1.m.m)](x), donde x € T(M)y m € M.

Si consideramos el diagrama

I
T(M) = T!(M) —2 Homg, (M, T(R/I)) = Homg(M, T(R/I))
(jr)»=Hompg(M.jr)

Homg(M, E)

podemos comprobar que su composicion es ¢y :

([U1)+ 0 3 (%)) (M) = (jro ¢ ()] (M) = i ([T (vrp,m)) (%)) = [dm(x)}(m).

Por tanto
dm(x) = ji o [$is(x)]
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para cada x € T(M).

Puesto que T es exacto izquierda, los homomorfismos canénicos
Jjurr : T(R/H) — T(R/J), donde H,J € £2(¢), J C H, son inyectivos.
Se tiene entonces que los morfismos j; : T(R/J) — E son también
inyectivos para todo J € £2(0). En consecuencia y, como ¢}, es un
isomorfismo, ¢y es inyectivo.

Veamos que ¢y es sobreyectivo. Sea g € Homg(M, E). Dado que
g(M) es finitamente generado y E es la uni6n directa de los

ju(T(R/H)), con H € £3(0),

existe algun J € £2(0) tal que g(M) C j;(T(R/J)). Podemos suponer
ademas que J C I, pues

Jo(T(R/J)) = (ng) o Jms oNT(R/J)).

En consecuencia, g factoriza a través de j; y existe un homomorfis-
mo h € Homg(M, T(R/J)) tal que g = jso h. El mismo razonamiento
que el efectuado para I nos da que ¢y, : T(M) — Homg(M, T(R/J))
es un isomorfismo y, en consecuencia, existe algin x € T(M) tal
que ¢7,(x) = h. Se sigue entonces que

g=Jsoh=jsodn(x)] =i o [63(x)] = du(x)

con lo que, efectivamente, ¢y es sobreyectivo. O

De la demostracion anterior extraemos también el siguiente resul-
tado:

(3.1.9) Lema. Con la notacion del lema (3.1.8), si T es exacto iz-
quierda entonces E = U2,y Anng(I), la unién directa de los anu-
ladores derecha de I en E, donde I recorre el conjunto de ideales
bilateros de R en L(o).
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DEMOSTRACION. Dado cualquier I € £2(¢), se verifica por el lema
(8.1.3) que IT(R/I) = 0, con lo cual ji(T(R/I)) C Anng(I), el anulador
derecha en E de I. En consecuencia, dado que E es la union
directa de los ji(T(R/I)) (I € £L2(c)), lo sera también de los Annj(I).

U

Queremos caracterizar cuando T es exacto.

Sea 7 un funtor nucleo idempotente en R-Mod. Decimos que 7
tiene la propiedad de Artin-Rees (izquierda) si, para cualquier ideal
izquierda J de Ry cualquier I € £(7), existe algun H € £(r) tal que
HndJd CJ.

Decimos que 7 es estable si la clase de torsion 7, asociada a 7 es
cerrada para envolventes inyectivas. Esto es equivalente a ase-
gurar que cualquier extension esencial de un R-modulo izquierda

T—torsidn es r—torsion, ver [8, 1,2.14].

(3.1.10) Proposicion. [8, III,2.12] Sea ¢ un funtor ntucleo idempo-
tente simétrico en R-Mod. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) o es estable;

(b) o tiene la propiedad Artin-Rees (izquierda).

Estamos ahora en condiciones de caracterizar cuando T es exacto.

(3.1.11) Lema. Sea o un funtor ntcleo idempotente simétrico y
estable, y T : 7?,fg — Ab un funtor aditivo contravariante exacto
izquierda. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es exacto;

(b) E = limyc p2, T(R/I) es un R-médulo izquierda inyectivo.
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DEMOSTRACION. (b) = (a). Esta implicacion es una consecuencia
directa de que ¢ : T — Hompg(—, E) es un isomorfismo natural por
el lema (3.1.8).

(a) = (b). Sea J un ideal izquierda de Ry f : J — E un morfismo
en R—Mod. Veamos que podemos extender f a R.

Como R es noetheriano, J es finitamente generado y, por tanto,
f(J) es un submoédulo finitamente generado de E. Dado que, por
el lema (3.1.9), E es la union directa de los Anni(I) (I € £2(0)), ha
de existir algan I € £2(0) tal que f(J) € Anng(I). En particular,
If(J)=0.

Por la proposicién anterior existe algtiin H € £(o0) tal que HNJ C IJ.
Entonces f(H NdJ) = 0y f factoriza a través de J/(H N dJ). Si
llamamos p; : J — J/(HNJ) a la correspondiente proyeccién
canonica, existe entonces un R-homomorfismo f] : J/(HNJ) — E

tal que f = fi o p;.

Dado que T es exactoy ¢ : T — Hompg(—, E) es un isomorfismo
natural, aplicando el funtor Homg(—, E) a la sucesion exacta en

7:;1“9
J u, R R

— —
HnNndJd H H+dJ
obtenemos la sucesion exacta en Ab

R R J
01 _ =~ E)—mn 2 E) 1 _“ E)—o.
OTMR <H+J’ ) OmR(H’ ) OmR(HﬂJ’ )

00— —0

En consecuencia, existe alguin R-homomorfismo f; : R/H — E tal
que fy o iy =_f1. Definamos

g:R— E

como g := f5 o pg, donde ps : R— R/H es la correspondiente pro-
yeccion canodnica. Tenemos entonces que g es un homomorfismo
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de R-modulos izquierdade Ren E'y

goi=faoopgoi=fooijop; =frop =1,

donde i : J — R es la inclusion de J en R. En consecuencia, g
extiende a f. 0J

Tenemos ya una caracterizacion de los funtores aditivos contra-
variantes exactos izquierda T : T4 — Ab, en el caso general, y
exactos, en el caso particular en que o es estable. Nos encamina-
mos al concepto de dualidad.

Definimos ¢°PP como el (inico) funtor nucleo idempotente simétrico
en Mod- R tal que £2(0) = £L%(0PP).

Sean T;: T — 7jogpp y Ty 7jogpp — 79 funtores aditivos contra-
variantes exactos izquierda. Decimos que (T;, Ty) es una dualidad
respecto a o si existen isomorfismos naturales o : TyT; — 1 Y

B:TiTyg — 1 g4
7:,.Opp

(3.1.12) Lema. Sea (T;, T;) una dualidad. Entonces T; y T4 son

funtores exactos.

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion exacta corta 0 —
X' i> X —-X"—>0en 7?,fg . Aplicando T; obtenemos la sucesion
exacta 0 — T;(X") — Ty(X) — TyX') — Y — 0, y aplicando Ty

obtenemos un diagrama conmutativo

0] Ty(Y) TaTi(X') T4Ti(X)
Qxr | = >~ ax
X/ X

Entonces T;4(Y) = 0, y tenemos que Y = T;T4(Y) = T;0 = 0. O
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Como consecuencia, si llamamos E;) = lim;c 02, Ti(R/I), por el le-
ma (3.1.8) existe un isomorfismo natural ¢ : T; — Homg(—, E()).
Si, ademas, o es estable, entonces, por el lema (3.1.11), E; es un
R-modulo izquierda inyectivo.

De forma analoga, los correspondientes resultados por la derecha,
nos dan que sillamamos E gy = lim;c p2 ;o) Ta(R/I), entonces existe
un isomorfismo natural ¢’ : Ty — Hompg(—, E(g)), y si ademas P
es estable, entonces E(4) es un R-moddulo derecha inyectivo.

Asi, si consideramos que el funtor nucleo idempotente simétrico
o con el que trabajamos es 0., y tomamos T; = Ty = Extl(—, R),
Bjork proporciona en [7] un ejemplo de dualidad en el caso de
ser R una K-algebra noetheriana Auslander-Gorenstein, Cohen-
Macaulay, con idim(R) = GKdim(R) = u.

Ademas, para el caso particular de tomar R = U/(g) el algebra en-
volvente de un algebra de Lie soluble g de dimension finita sobre
un cuerpo K algebraicamente cerrado de caracteristica cero, Ba-
rou y Malliavin prueban que R° define la dualidad anterior en el
sentido de que g(R°) = E; y (R°)Rr = E(g)-

Estamos interesados en extender estos resultados a una clase de
algebras R mas amplia asi como caracterizar todas aquellas dua-
lidades definidas por R°.

3.2. Cohomologia local.

Antes de adentrarnos en el estudio concreto de R° es conveniente
resefiar determinados aspectos generales sobre la estructura de
los grupos de cohomologia local asociados a funtores nucleo idem-
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potentes.

Consideramos o funtor ntcleo idempotente simétrico en R-Mod y
M un R-modulo izquierda. Para cada natural n, el n— ésimo grupo
de cohomologia local de M relativo a o, H}(M), se define como el n—
ésimo funtor derivado derecha del funtor o, es decir, es el n-ésimo
grupo de cohomologia del complejo

0 — o(E)) —> o(E})) — -+~ — o(E}}) — -+,

donde 0 — M — E, — E| — --- es una resolucion inyectiva de
M.

En [29, 1,4.3], Mulet prueba que se tienen isomorfismos de R-
modulos izquierda

HZ (M) = lingy o,y Extp(R/I, M),

la estructura de R-modulo izquierda de limy () Extg(R/I, M) se
corresponde con la estudiada en la seccion anterior para T =
Exti(—, M).

Queremos probar que, junto a la anterior estructura de R-moédulo
izquierda, H'(M) tiene también una estructura de R-médulo de-
recha.

De acuerdo al lema (3.1.1), para cada natural n, Extg(R/I, M) tie-
ne una estructura de R-médulo izquierda para cada I € £2%(o).
Si M es un R-bimodulo, entonces Exti(R/I, M) tiene también una
estructura de R—-modulo derecha inducida por la estructura de R—
modulo derecha de M. Esto puede seguirse del siguiente resultado
general:
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(3.2.1) Lema. Sea F : R—-Mod — Ab un funtor covariante aditi-
vo. Entonces, para cualquier R-bimédulo M tenemos que F(M)
tiene una estructura natural de R—-modulo derecha inducida por
la estructura de R-moédulo derecha de M.

DEMOSTRACION. Seanr € Ry x € F(M). Consideramos el mor-
fismo en R-Mod, pyr : M — M, definido por py (m) := mr, para
cada m € M. Aplicando el funtor F obtenemos el morfismo en Ab,
F(pm,r) : F(M) — F(M).

Definamos entonces
xr = [F(ppm,r)](x).

Podemos comprobar, de manera analoga a como se hizo en el lema
(3.1.1), que con esta accién F(M) adquiere una estructura de R-
modulo derecha. O

Como consecuencia, para cualquier R-modulo izquierda N y cual-
quier R-bimddulo M, el grupo abeliano Extj(N, M) tiene una es-
tructura de R-modulo derecha y, en el caso particular en el que N
sea un R-bimodulo, entonces también tiene una estructura de un
R-modulo izquierda.

Incluimos también el siguiente resultado bien conocido:

(3.2.2) Lema. Sea N un R-médulo izquierda finitamente genera-
do, y M un R-bimoédulo tal que gM es [initamente generado. En-
tonces Exti(N, M) es un R-médulo derecha finitamente generado
para cada natural n.

DEMOSTRACION. Sea

oo —F— - —Fpg—N—0
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una resolucion libre de gN tal que F;, es finitamente generado para

cada indice n. Entonces
0 — Hompg(Fy, M) — Homg(Fi,M) — - --

es un complejo en el cual cada punto es un R-moédulo derecha
finitamente generado isomorfo a una suma directa de copias de
M. En consecuencia, los subcocientes Exti(N, M) seran también
R-mo6dulos derecha finitamente generados por la noetherianidad
de R. O

Tenemos entonces que Exti(R/I,M) tiene una estructura de R-
modulo derecha para cada R-bimédulo M y cada I € £2(¢). Vamos
a probar que esta estructura pasa, a través del limite directo, a
H}(M). Para ello basta demostrar que si pyr : R/J — R/I es el
epimorfismo canoénico, para I,J € £2(0) tales que J C I, entonces
el morfismo inducido jj; : Extg(R/I, M) — Ext}(R/J, M) es un ho-
momorfismo de R-moédulos derecha. Esto se sigue del siguiente
resultado general:

(3.2.3) Lema. Sean Fy,F5 : R—-Mod — Ab dos funtores covarian-
tes aditivos y g : F1 — Fy una transformacion natural. Si M es un
R-bimédulo, entonces gy : F1(M) — F5(M) es un homomorfismo
de R-modulos derecha.

DEMOSTRACION. Sean x € Fi(M) y r € R. Dado que g es una

transformacioén natural se tiene que

Fi(M) —2~ Fy(M)

Fi(pm,r) Fa(pm,r)
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es un diagrama conmutativo.En consecuencia:

gm(xr) = gm([F1(pm,r)](x))
= [gm © F1(pm,r)(
= [Fa(pm,r) © gm](
= [gm(x)]r,

x)

x)

con lo que gy es un morfismo en Mod- R. O

En consecuencia, podemos dar una estructura de R-moédulo dere-
cha al limite directo limc 2, ExtR(R/I,M) y tenemos el siguiente
resultado:

(3.2.4) Proposicion. Para cada R-bimédulo M, H}(M) tiene una
estructura natural de R—-médulo derecha.

Probemos, por ultimo, que las estructuras a izquierda y derecha
obtenidas para H'(M) son compatibles entre si en el sentido de
que proporcionan a H}(M) una estructura de R-bimodulo.

Dados I € £2(¢) y M un R-bimodulo, podemos comprobar que la
estructura natural de R-modulo izquierda de Homg(R/I, M), pro-
porcionada por el lema (3.1.1), viene dada por

rf=fo PR/Lr

para cada r € R, f € Homg(R/I, M), de tal modo que sobre cada
r' + I € R/I actuara de la forma (rf)(r' +I) = f((r'+ I)r). Por su par-
te, podemos ver también que la estructura natural de R-moédulo
derecha de Homg(R/I, M) proporcionada por el lema (3.2.1) viene
dada por

JSs=pusof
para cada f € Homg(R/I,M), s € R, de tal modo que sobre cada
' +1 € R/I actuara de la forma (fs)(r' +1I) = [f(r' + I)]s. Es facil
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comprobar ahora que
(f)s=r(fs)

paracadar,s € R, f € Homg(R/I, M), con lo que Homg(R/I, M) tiene
una estructura de R-bimédulo y, en consecuencia, Exti(R/I, M)
hereda la correspondiente estructura de R-bimodulo, para cada
natural n. Ver [4] y [29].

Para probar que esta estructura de R-bimoédulo pasa a través del
limite directo a H'(M) bastaria demostrar que, para cada par de
ideales I,J € £2(0) tales que J C I, se verifica que el epimorfismo
candnico jyy : Extp(R/I,M) — ExtR(R/J, M) es un homomorfismo
de R-modulos derecha e izquierda. Pero esto lo tenemos ya por el
lema (3.2.3) para la derecha (como indicamos antes), y por el lema
(8.1.4), para la izquierda, tomando en dicho lema T = Exti(—, M).

Como consecuencia, tenemos el resultado buscado:

(3.2.5) Teorema. Para cada R-bimédulo M, H]'(M) tiene una es-

tructura natural de R-bimédulo.

3.3. El modulo R°.

Estudiamos ahora la estrecha relacion existente entre R° y la ca-
tegoria 7,,,.; esta relacion ya fue puesta de manifiesto en [13]. Asi
mismo, daremos una caracterizacion de la inyectividad de R° a
través de la estabilidad de o 0, alternativamente, en funcion de
la verificacion de la condicion fuerte de second layer por parte,
unicamente, de los ideales primos cofinitos de R.
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3.3.1. R°y 75,

Definimos R° como el conjunto formado por las aplicaciones K-
lineales de R en K que se anulan sobre algun ideal izquierda de R
cofinito

R° = {f € Homg(R, K) : f(I) = O para algun I € L{o¢y)}-

Podemos comprobar, a partir de esta descripcion, que
R° = Ucof(R*):

donde R* = Homg(R, K), grupo abeliano que posee estructura de
R-modulo izquierda si, dados r € R, f € R*, definimos rf : R— K
por [rf](r') := f(r'r), para cada r’ € R. De este modo, R° es el R-
submodulo de o.—torsion de R* y, en consecuencia, un R-modulo

izquierda.

El siguiente resultado nos muestra una descripcion alternativa de
la categoria 7, a partir del R-modulo R°:

(3.3.1) Lema. [13, 1.1] Los objetos de la categoria 7f,cof son los
submoédulos de sumas directas de R°. Ademas, R° es un objeto
inyectivo en 7T, y cada suma directa de objetos inyectivos en T,

es inyectivo en Ty, .

Como apuntamos en la proposicion (2.2.2), los R-moédulos izquier -
da o.yr—torsion son justamente los R-moédulos izquierda localmen-
te finitos. En consecuencia, cada objeto de 7, tiene un zocalo
esencial y, en particular existe un isomorfismo, R° = ¢W(S, ), don-
de, para cada indice «, se tiene que S, es un R-modulo izquierda
simple finito, y donde W(—) representa la envolvente inyectiva en

la categoria de Grothendieck 7,
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Por tanto, los objetos de 7, pueden ser controlados por los R-
modulos izquierda simples finitos. Estudiemos estos ultimos con
mas detenimiento y veamos su intima relacion con los ideales pri-
mos cofinitos de R.

Recordemos, en primer lugar, que un ideal bilatero P de R, distinto
de R, es un ideal primo de R si, dados I,J ideales bilateros de R
tales que IJ C P, se verifica que I C P 6 J C P. Denotamos por
Spec(R) el conjunto de los ideales primos de R.

Notemos por Z el conjunto de los ideales primos P de R cofinitos,
es decir, Z = Spec(R) N £%(0¢r). Dado que R/P es un R-modulo
izquierda finitamente generado, es equivalente que R/P sea finito
a que sea localmente finito, con lo cual tenemos que Z = Z(0.f) =
{P € Spec(R) : R/P € Ts,,.}. Para cada P € Z(o¢y), dado que R/P es
K-finito dimensional, se tiene que R/P es una K-algebra artiniana.
Ademas, sus unicos ideales bilateros son Oy R/P, con lo cual R/P
es una K-algebra artiniana simple.

Llamemos (2 a un conjunto de representantes de clases de isomor-
fismo de R-moédulos izquierda simples finitos. El siguiente resul-
tado nos muestra que existe una correspondencia biyectiva entre

Q y Z(O'qu) :

(3.3.2) Proposicion. ([13]) (1) Para cada R-moédulo izquierda sim-
ple finito S tenemos que si P = Annk(S) = {r e R: rS = 0} (el
ideal anulador izquierda de S en R), entonces P € Z(0.,f) y €5
un ideal bilatero maximal de R,

(2) SiP,Q € Z(of), entonces P = Q si, y solo si, Homg(R/P,R/Q) #
0. En particular, los elementos de Z(o.,) son incomparables
(es decir, si P,Q € Z(o.y) son tales que P C @, entonces

P=Q);

(3) Si M es un R-moédulo izquierda finitamente generado tal que
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PM = O para algun P € Z(o.y), entonces M es finito y como
K-algebras tenemos un isomorfismo R/P = Biend(M);

(4) La aplicacién Amnk : QO — 2 (0cof) €8 una biyeccion.

Los ideales primos cofinitos de R van a constituir un eje funda-
mental en nuestro estudio.

3.3.2. Inyectividad de R°.

Estudiemos ahora la inyectividad de R°. En [13] se prueba que
®R/P, donde P recorre el conjunto de ideales primos cofinitos de
R, es isomorfo a un R-submodulo esencial de R°. De este modo,
la inyectividad de R° va a venir dada a partir de las envolventes
inyectivas de los R/P. El siguiente resultado recoge este hecho y
caracteriza la inyectividad de R° en funcion de la estabilidad del
funtor nucleo idempotente oy :

(3.3.3) Teorema. [13, 1.5] Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) R° es un R—-moédulo izquierda inyectivo;

(b) oo €s estable;

(c) Existe un isomorfismo de R-moédulos izquierda
R® & @pcz(s,,) E(R/P),

donde E(R/P) representa la envolvente inyectiva de R/P en
R-Mod.

Consideremos aggf , €l tinico funtor nucleo idempotente (simétrico)
en Mod R tal que L?(00f) = L?(0cy). Se tiene entonces que
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Z(ogf) = Z(0cor) y que ogf (M) = {m € M : mR es finito}, para
cada R-modulo derecha M. A partir de a‘c)fjf’ el R-modulo izquier-
da R tiene ademas una estructura de R-modulo derecha que lo
convierte en un R-bimoédulo. Veamoslo:

El R-mo6dulo izquierda R* = Homg(R, K) tiene también estructura
de R-moédulo derecha si, para cada r € R, f € Homg(R, K), defini-
mos (fr)(r') := f(rr'), para ' € R. Podemos considerar entonces el

R-médulo derecha, o 7 (R).

opp PN .
Dado que ooor y 0 cof SON simeétricos se tiene que

Oeof(RY) ={f € R*: If =0 paraalgan I € L2(osor)}, ¥

oot (RY) ={f € R*: fl=0paraalgan I € L>(og¢)}.

Puesto que L2%(0q) = £2(ogf)3? ) y, ademas, If = O si, y soélo si,

JI =0, para cualquier f € R* e I ideal bilatero de R, se concluye que
a‘c)g? (R*) = R = 0¢of(R*). Podemos comprobar que las estructuras
a izquierda y derecha dotan a R* de una estructura de R-bimoédulo,

la cual es inducida en R°.
En consecuencia, los correspondientes resultados a derecha nos
daran la siguiente version a derecha del teorema (3.3.3):

(3.3.4) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) R° es un R-moédulo derecha inyectivo;

(b) a‘c)gf’ es estable;

(c) Existe un isomorfismo de R-moédulos derecha
R® & ®pe (o) E'(R/P),

donde E'(R/P) representa la envolvente inyectiva de R/P en
Mod- R.
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La inyectividad de R° a izquierda y derecha sera equivalente a la
biestabilidad de oy (es decir, a la estabilidad de o y a‘c)g? ).

Con el objetivo de caracterizar la biestabilidad del funtor nucleo
idempotente o, introducimos ahora la siguiente condicion técnica.
Decimos que un ideal primo P de R satisface la condicion fuerte de
second layer a izquierda, si no existe un ideal primo Q ¢ Py una
sucesion exacta corta de R-modulos izquierda uniformes finita-
mente generados

O—L—M-—N—O0,

con la propiedad de que

(i) L = Annj;(P), donde Annj(P) := {m € M : Pm = 0O} es el
anulador derecha de P en M,

(i) Annk(L') = P para cualquier R-submoédulo izquierda 0 # L' C
L.y

(iii) @ = Annk(M) = Annk(N') para cualquier R-submodulo iz-
quierda O # N’ C N.

Los analogos a derecha de estas nociones se definen de forma simi-
lar. Se dice que un ideal primo P de R satisface la condicion fuerte
de second layer si verifica las condiciones fuertes de second layer
a izquierda y a derecha. Decimos que un conjunto X C Spec(R)
satisface la condicion fuerte de second layer (resp. a izquierda;
resp. a derecha) si la verifican todos los ideales primos de X. Por
ualtimo, diremos que R satisface la condicion fuerte de second layer
(resp. a izquierda; resp. a derecha) si todos los ideales primos de
R verifican la condicion fuerte de second layer (resp. a izquierda;
resp. a derecha).
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Nos referimos principalmente a [8] para los resultados que necesi-
tamos sobre la condicion fuerte de second layer. Para informacion
suplementaria sobre el tema ver también [5], [14], [19], [28].

Decimos que el funtor nucleo idempotente simétrico o es biestable
si o y 0%P son estables.

(3.8.5) Proposicion. Si Z(o,s) verifica la condicion fuerte de se-
cond layer a izquierda (o a derecha), las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) ocor €s estable;

(b) a‘c)gf’ es estable.

En particular, las anteriores afirmaciones son equivalentes a que
ocor S€a biestable.

DEMOSTRACION. Para la demostracion a izquierda basta unir [8,
111,2.12] y [8, 1I1,3.9]. La demostracion a derecha es analoga. O

Decimos que o es un birradical si o(J/I) = ¢°PP(J/I) para cuales-
quiera ideales bilateros J, I de R tales que I C J.

(3.3.8) Proposicién. o, es un birradical.

DEMOSTRACION. Por [8, 1I1,4.2] es equivalente que o, Sea un
birradical a que, para cada par de ideales bilateros K C T de R,
se verifique que el R-modulo izquierda r(T/K) es o.yr—torsion si, y
s6lo si, el R-modulo derecha (T/K)r es oqrr—torsion.

Dado que R es noetheriano, T/K es finitamente generado como R-
modulo izquierda y como R-moédulo derecha y, en consecuencia,
para probar que o, €s un birradical hemos de ver que r(T/K) es
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K-finito dimensional si, y s6lo si, (T/K)r es K-finito dimensional.
Pero esto es claro que se verifica. U

Decimos que o satisface la propiedad débil de Artin-Rees (izquier -
da) si, para cualquier ideal bilatero K de R y cualquier I € L(0),
existe algun J € L(o) tal que KJ C IK. A través de esta propiedad
obtenemos el siguiente resultado:

(3.3.7) Proposiciéon. Si Z(o.,y) verifica la condicion fuerte de se-
cond layer a izquierda, entonces o, €s estable.

DEMOSTRACION. Como o, €s un birradical, entonces satisface
la propiedad débil de Artin-Rees izquierda por [8, 1II,4.6]. Pero
esto es equivalente a que o, verifique la propiedad de Artin-Rees
izquierda por [8, 1II,3.5] y a que Tcof S€Q estable por [8, 111,2.12].

O

De los anteriores resultados se sigue:

(3.3.8) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z(ocyf) verifica la condicion fuerte de second layer (resp. a
izquierda; resp. a derecha);

(b) oo s biestable (resp. oo s estable; resp. a‘c)ff’

es estable).

DEMOSTRACION. Demos la demostracion a izquierda. La demos-
tracion a derecha se sigue de los correspondientes resultados a
. ; oppy _ i
derecha, teniendo en cuenta ademas que Z(o,¢) = Z(0¢or). Final-
mente, la version bilatera se sigue de unir las versiones a izquierda

y derecha.

La implicacion (a) = (b) es la proposicion (3.3.7). La implicacion
(b) = (a) se demuestra en [13]: Supongamos que existe algun
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P € Z(ogy) tal que P no verifica la condicion fuerte de second
layer a izquierda. Existe entonces un R-moédulo izquierda unifor-
me finitamente generado M con anulador primo Annk(M) = Q ¢ P,
para el cual L = Annj,(P) # 0.

Como PL =0y P € Z(o.y), se tiene que L es o.,-torsion. Ademas,
como L es un submoédulo no nulo de M y M es uniforme, entonces
L es esencial en M. En consecuencia, puesto que o, €s estable
por hipdtesis, se tiene que M es o ,r—torsion.

Por otro lado, como P € Z(o.y) y Q & P, de la propiedad de in-
comparabilidad de Z(o.,s) dada en la proposicion (3.3.2) se sigue
que Q & Z(ocyr) ¥, €n particular, que Q ¢ L(oqyr). Pero esto es una
contradiccion:

Como M es un R-modulo izquierda finitamente generado, existen
my,...,MmMy € M tales que M = Rmy + ... + Rmp. En consecuencia,
Q = Amnh(M) = Annk(Rmy) N ... N Annk(Rmy). Como M es Tcof~
torsion, para cada i = 1,...,n se tiene que Annk(my) € L(ocor) ¥> €N
consecuencia, que (Annk(my) : R) € L(0cof), POT SET 0op simétrico.
Pero Annk(Rm;) = (Annk(my) : R) para cada i, con lo cual, como
L(ocor) €s un filtro de Gabriel, se tiene que Q € L(0qf). O

(3.3.9) Corolario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) R° es un R—-moédulo izquierda inyectivo;
(b) ocor €s estable;

(c) Z(o.f) verifica la condicion fuerte de second layer a izquier-
da;

(d) R° es un R—-moédulo derecha inyectivo;

(e) a‘c)gf’ es estable;
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() Z(oqr) verifica la condicion fuerte de second layer a derecha.

DEMOSTRACION. Basta unir los teoremas (3.3.3), (3.3.4), (3.3.8),
y la proposicion (3.3.5). O

De este modo observamos que para determinar la biestabilidad de
ocof ¥» POT tanto, la inyectividad a izquierda y derecha de R°, solo
tendremos que comprobar la verificacion de la condicion fuerte de
second layer por parte de los ideales primos cofinitos de R.

3.4. Dualidad definida por R°.

En la parte final de la seccion 3.1. definimos el concepto de dua-
lidad respecto de un funtor nucleo idempotente simétrico o y ob-
servamos el papel fundamental que jugaba el R-bimé6dulo R° en
los ejemplos que comentamos, cuando la dualidad la tomabamos
respecto de oy, €s decir, entre los R-modulos izquierda y derecha
K-finito dimensionales. En esta seccion vamos a extender estos
resultados caracterizando las dualidades respecto de oo defini-
das por R°. Previamente introducimos la siguiente definicion:

Decimos que un R-bimoédulo D es oc-dualizante (o que D es un R-
bimédulo dualizante respecto a o) si satisface las dos siguientes
propiedades:

(i) rRD € T, y Dr € Tgorp;

(ii) Existen isomorfismos naturales de R-modulos izquierda,

X = HomR(HomR(X, D), D),
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y de R-modulos derecha,
Y = HomR(HomR(Y, D), D),

para cada X € T¥% y cada Y € T/9,,.

Se tiene el siguiente resultado:

(3.4.1) Lema. EI R-bimédulo R° es o.,r—dualizante.

DEMOSTRACION. Dado que o f(R") = R = 0(R"), se tiene que
R(RY) € Ty 3 (RO € T

Estudiemos ahora la segunda condicion para que el R-bimédulo
R® sea ooy r—dualizante. Sea X ¢ 732 .- Dado que oqr €s un fun-
tor nucleo idempotente y X es o,-torsion, se tiene que g(X) C
0cof (Homg (R, K)) para todo g € Hompg(X,Homg(R, K)). En conse-
cuencia, Homg(X, o¢or(Homg(R, K))) = Homg(X, Homg(R, K)).

Consideramos entonces la siguiente composicién de isomorfismos
naturales en Ab

Hompg(X, R%) = Homg(X, 0o (Homg(R, K)))
=Hompg(X, Homg (R, K))
~ Homg(R ®r X, K)

>~ Hompg (X, K).

Obtenemos entonces un isomorfismo natural en Ab

¢x : Homg(X, R°) — Homg (X, K) (3.3)

dado por [px(h)](x) = [h(x)](1), para cada h € Homg(X, R°), x € X.
Podemos comprobar ademas, a partir de las estructuras de R-
modulo derecha de Homg(X, R°) y Homg(X, K), que ¢x es un iso-
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morfismo natural en Mod- R. De forma analoga, se tiene el corres-
pondiente isomorfismo natural de R-moédulos izquierda

¢y Homg(Y, R°) — Homg(Y, K) (3.4)

paracada Y € ngpp.

Gcof

Veamos ademas que Hompg(X,R°) € 7:?,,,,: Sea f € Hompg(X,R°).
Como X es un R-modulo izquierda ﬁnitcg;nente generado, se tiene
que X = Rx; + -+ + Rxp. Como f(x) € R® = oot (Homg (X, K)),
existe algin I; € L(oo¢) tal que f(x;)l; = O, para cada i = 1,...,n.
Tomando I =5 N..NIx € L{ogF) v f(x)] =0, paratodo i=1,...n.
En consecuencia, dado x = rix; + --- + rmxn € X, y puesto que R°

es un R-bimoédulo, se verifica

UI(x) =) = [rf(x1) + - -« + raf (xp) ]I = O,

con lo que fT = 0. Se sigue entonces que Homg(X, R°) € ngpp.

Gcof

En consecuencia, aplicando (3.4) a Y = Homg(X, R?), se tiene un
isomorfismo natural de R-moddulos izquierda

Hompg(Hompg(X, R°), R°) 2 Homg(Homg(X, R°), K). (3.5)
A partir del isomorfismo natural de R-modulos derecha (3.3), se
tiene un isomorfismo natural en R-Mod
Homg (Hompg(X, R%), K) = Homg(Homg (X, K), K) (3.6)
Como X es K-finito dimensional, se tiene el isomorfismo natural
de R—-modulos izquierda

Homg (Homg (X, K), K) = X. (3.7)
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En consecuencia, juntando (3.5), (3.6) y (3.7) se tiene un isomor -
fismo natural en R—Mod

Hompg(Homg(X, R%), R%) = X.

Analogamente, para cada Y € 7:?,,,,, se obtiene el correspondiente
cof
isomorfismo natural en Mod- R

Hompg(Homg(Y,R%),R%) 2 Y,

con lo cual R° es un R-bim6dulo dualizante respecto al funtor
nucleo idempotente ocyy. O

Un resultado mas antes de nuestro teorema de caracterizacion:

(3.4.2) Lema. Sea S un R-moédulo izquierda simple finito y P =
Annk(S) su ideal primo cofinito en R asociado. Entonces, para
cada M € R—Mod se tiene un isomorfismo de R-moédulos izquierda

Socs(M) = Annj;(P) = Homg(R/P, M),

donde Socg(M) representa la suma de todos los R-submodulos de
M isomorfos a S.

DEMOSTRACION. Definimos ¢ : Homg(R/P,M) — Annj;(P) co-
mo (f) := f(1+ P), para cada f € Homgr(R/P,M). Se comprueba
facilmente que ¢ es un isomorfismo de R-modulos izquierda.

Demostremos ahora la igualdad Socg(M) = Annj(P). Dado que
PS = 0, Socs(M) es un R/P-moédulo izquierda y Socg(M) C Annj,(P).
Por otro lado, a partir del isomorfismo en R-Mod, 1, se tiene que,
para cada x € Annj(P) existe un f € Homg(R/P, M) tal que x =
f(1+P)y, en consecuencia, Rx = f(R/P). Dado que R/P = S"y Rx
es la imagen por f de R/P, se tiene que Rx es una suma directa
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de copias de Sy, en consecuencia, Rx C Socg(M). De este modo,
x € Socg(M) y Annj,(P) C Socs(M). O

Recordamos que, dada (Tj, T4) una dualidad respecto a un fun-
tor nicleo idempotente simétrico o en R-Mod, definiamos E; =

limye ooy Ti(R/D) ¥ E(ay = limye p2 om0y Ta(R/T).

(3.4.3) Teorema. Sea (T;, Ty) una dualidad respecto a oy, y Su-
pongamos que cada ideal primo de R cofinito satisface la condicion
fuerte de second layer. Son equivalentes:

(a) dimg(T;(R/P)) = dimg(R/P) para cada P € Z(o.ys) y ademas

dimg(T4(R/Q)) = dimg(R/Q) para cada @ € Z(J‘C)f;?),

(b) Ejy =r (R°) y E(g) = (R°)Rr-

DEMOSTRACION. (a) = (b). Por el lema (3.1.9), tenemos que
E(t) = Uler2(oe) Anng(i) (I), la unioén directa de los anuladores de-
recha de I en E; donde I recorre la familia de los ideales bilateros
cofinitos de R. En consecuencia, dado x € E; cualquiera, ha de
existir algun I € £2%(oqy) tal que x € Annf_,;(i) (I), es decir, Ix = O.
Por tanto x € o¢y(E(;)), es decir, Rx es un R-modulo izquierda
K-finito dimensional y contendra algiin R-submoédulo izquierda
simple finito S. En consecuencia Ej; es un R-modulo izquier-
da ocor-torsion, extension esencial de Socq(E(;)) = @seq Socs(E))s
donde 2 denota un conjunto de representantes de clases de iso-
morfismo de R-modulos izquierda simples finitos. Por otro lado,
como Z(o,y) verifica la condicion fuerte de second layer, oqo €s
biestable, con lo cual, aplicando el lema (3.1.11), se tiene que E
es un R-modulo izquierda inyectivo. En consecuencia, Ej; es la
envolvente inyectiva en R-Mod de Socq(E(;), y se tiene

E(;) = E(Soca(Ey))) = ®seaE(Socs(Ey)). (3.8)
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Para cada S € () se tiene, aplicando el lema (3.4.2), un isomor-
fismo de R-modulos izquierda Socs(E(;)) & Homg(R/P, E(;)), donde
P = Annk(S). Por otro lado, aplicando el lema (3.1.8), se tiene
que T; es naturalmente isomorfo a Homg(—, E(;)) y, en consecuen-
cia, Homg(R/P, Ej;)) = Ty(R/P), isomorfismo que es de R-modulos
izquierda por el lema (3.1.6). De este modo, obtenemos un isomor -
fismo en R-Mod, Socg(E(;) = Tiy(R/P). Ahora bien, por hipotesis,
dimg(R/P) = dimg(Ti(R/P)), con lo que Socs(E(;) y R/P tendran
la misma K-dimensién, y puesto que R/P = S™, se sigue que
Socs(E(;)) & R/P como R-modulos izquierda.

En consecuencia, aplicando a (3.8) la biyeccion existente entre (2
Y Z(0cor), dada por la proposicion (3.3.2), se tiene un isomorfismo
de R—-modulos izquierda

E(i) = ®pez(oq) E(R/P).

Analogamente, E(q) = limc > (02P) T4(R/I) es un R-moddulo derecha

inyectivo, 0. P~torsion y tal que
Eg) = @PeZ(aggfp)E'(R/ pP),

donde E'(—) representa la envolvente inyectiva en Mod- R.

Basta aplicar ahora los teoremas (3.3.3) y (3.3.4) para obtener que
existe un isomorfismo de R-modulos izquierda, E; = R y un
isomorfismo de R-mddulos derecha, E(4) = R°.

(b) = (a). Sea P € Z(o.y). Analogamente a como se vio en la
implicacion anterior, los lemas (3.1.6) y (3.1.8), aplicados a la dua-
lidad (Ti, T4), nos dan un isomorfismo de R-moédulos izquierda
Ty(R/P) = Homg(R/P, E(3)).

Sea S un R-moédulo izquierda simple finito tal que P = Annk(S)
(proposicion (3.3.2)). Por hipotesis, E; =g (R%). Se tiene enton-
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ces un isomorfismo de R-modulos izquierda Socs(E;)) & Socs(R?),
con lo que aplicando el lema (3.4.2) existe un isomorfismo de R-
modulos izquierda T;(R/P) = Homg(R/P, R°).

Para cada X € 7}fg)f obtuvimos, en la demostracion del lema (3.4.1),
un isomorfismo de R-moédulos derecha Homg(X, R%) = Homg (X, K),
con lo cual la K-dimension de Homg(X, R°) es finita e igual a la de
X, por ser X finito.

En consecuencia, de los resultados anteriores, tomando X = R/P,
se sigue que dimg(T;(R/P)) = dimg(R/P) para cada P € Z(0y).

De forma analoga, los correspondientes resultados a derecha nos
daran que dimg(Ty(R/Q)) = dimg(R/Q) para cada Q € Z(o7) =

Z(chf>- |

En consecuencia, dada una dualidad (T;, Ty) respecto a oy, pues-
to que se tienen isomorfismos naturales T; = Homg(—, E;)) y Ty &
Hompg(—, E(g)), se€ sigue que, en las condiciones del teorema, (T;, Ty)
viene caracterizada por R° (es decir, E; = R° como R-modulos iz-
quierda y E4) & R° como R-modulos derecha) si, y solo si,

dimg (Ti(R/P)) = dimg (R/P) y dimg (Ta(R/P)) = dimg (R/P),

para todo ideal primo P de R cofinito.

De este modo, en las condiciones del teorema, estas dualidades
estan completamente caracterizadas por R°.
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3.5. R° y la resolucion inyectiva minimal
de R.

Sea ;1 = idim(R) < oo. Existe entonces una resolucion inyectiva
minimal a izquierda de R

0—rR—E % ... “E %iE 0. .
con E, # 0, en la cual Ey, E1, ..., E, son R-mo6dulos izquierda in-
yectivos, y si K; = Im(d;—;), (i = 1,...,u), es la i-ésima cosicigia,
entonces E; = E(K;), la envolvente inyectiva de K; en R—Mod, para
cada i=0,..., u (fomamos Ky = R). De forma analoga, existira tam-
bién la correspondiente resolucion inyectiva minimal a derecha de
R

O—Rg—Ey—-—E,_|—E,—0—-.

verificando, a derecha, las mismas propiedades que la anterior
resolucion.

Veamos qué consecuencias tiene sobre la estructura de E, (y so-
bre EL por los correspondientes resultados a derecha) imponer la
igualdad de las dimensiones inyectivas y de Gelfand-Kirillov sobre
R bajo las condiciones de regularidad expuestas en la seccion 1.4..
Un primer resultado es el siguiente:

(3.5.1) Teorema. ([13]) Sea R una K-algebra noetheriana Auslan-
der-Gorenstein y Cohen-Macaulay, con idim(R) = p y GKdim(R) =
w. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(@ p=w;
(b) Existe un isomorfismo de R—-médulos izquierda
E(Ext®x(R/P,R)),

E) = Opez (o)
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donde E(Exth(R/P,R)) representa la envolvente inyectiva de
Extk(R/P,R) en R-Mod.

Si anadimos la condiciéon de la igualdad de las K—-dimensiones de
Exti»(R/P,R) y R/P, para cada ideal primo cofinito P de R, obtene-
mos:

(3.5.2) Teorema. [13, 3.7] Sea R una K-algebra noetheriana Aus-
lander-Gorenstein, Cohen-Macaulay, con idim(R) = p y GKdim(R) =
w. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Existe un isomorfismo E, = ®pcz (s, E(R/P) de R-modulos
izquierda;

(b) 11 = w y dimg(Extly(R/P, R)) = dimg(R/P), para cada P € Z(o¢f).

De este modo, a partir de este teorema y de los resultados obteni-
dos para R° en la seccion 3.3., podemos caracterizar cuando R°y
E, se identifican como R-moédulos izquierda:

(3.5.3) Teorema. [13, 3.9] Sea R una K-algebra noetheriana Aus-
lander-Gorenstein, Cohen-Macaulay, con idim(R) = p y GKdim(R) =
w. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) E, = R° como R-moédulos izquierda;

(b) 11 = w. ocor €s estable y dimg(Extly(R/P,R)) = dimg(R/P), para
cada P € Z(0¢yf);

(c) u = w, Z(oqy) verifica la condicion fuerte de second layer a
izquierda y dimg(Ext(R/P,R)) = dimg(R/P), para cada P €
Z(O'qu>.
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De forma analoga se tendra el correspondiente resultado a derecha
para identificar R° con EL a derecha, empleando a‘c)fjf’ en lugar de

O-CQf .

Hemos conseguido identificar como R-moédulos izquierda, en las
condiciones del teorema (3.5.3), R° y el tltimo punto de la resolu-
cion inyectiva minimal a izquierda de R, E,. Al igual que hacian
Barou y Malliavin en [4], buscamos también su identificacion co-
mo R-modulos derecha, para una conveniente estructura de R-
modulo derecha en E,,.

(3.5.4) Lema. Sea R una K-algebra Auslander-Gorenstein y Co-
hen-Macaulay, libre de oy —torsion y con idim(R) = ;1. Sea

O—prR—Ey—+—E,—0—--.

una resolucion inyectiva minimal a izquierda de R. Entonces:

(1) ocor(Ey) = O para cada i < .

2) Ucof<E,u) = Hy,,,(R).

O cof

DEMOSTRACION. Podemos considerar, como ya comentamos an-
tes, que si K; es la i-ésima cosicigia de R, entonces E; es la envol-
vente inyectiva en R—-Mod de K;, para cada i =0, ..., 4, donde para
i = O estamos tomando Ky =r R.

(1) Sea i < p. Supongamos que existe algin O # x € o¢yr(Ey).
Existe entonces algun I € ﬁz(acof), I # R, tal que Ix = 0. En
consecuencia, podemos definir un homomorfismo no nulo de R-
modulos izquierda, f : R/I — E;, dado por f(1+1I) = xy, por
tanto, Homg(R/I, E;) # O.

Como I es un elemento de ﬁz(acof) distinto de R, se tiene que
R/I es un R-méddulo izquierda no nulo finito con lo que, en vir-
tud del teorema (1.4.1), se verifica que GKdim(R) = idim(R) = p.
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Ademas, usando la igualdad GKdim(R/I) +j(R/I) = GKdim(R), y co-
mo GKdim(R/I) = O por ser R/I finito, se tiene que j(R/I) = u. En
consecuencia, Extg(R/I,R) = 0 para todo m < p.

Como R es libre de o.y-torsion y R/I es o yr—torsion, se tiene que
Hompg(R/I,R) = 0. Razonemos por induccion que Homg(R/I, Ey) =
0, para todo m < pu, con lo que llegaremos a una contradiccion.
Probemos, en primer lugar, que Homg(R/I,Ey) = O : Si existiera
algiin O # g € Homg(R/I, Ey), llamando y = g(1 + I) se tendria que
0 # y € Ey y, en consecuencia, dado que E; es una extension
esencial de gR, existiria algin r € R tal que O # ry € R. Pero por
otro lado, Iry C Iy = 0, con lo cual ry € o.(R) = 0, con lo que
llegamos a una contradiccion.

Supongamos que Homg(R/I, En—1) = O y probemos que
Homg(R/I, En) = 0, para m < p.
Tenemos que
0 = Ext(R/I,R) = Ext? YR/ Ky) & ... 2 Extx(R/I, Km_1),
con lo que, de la sucesion exacta corta
O0— K1 —En1 — Kn—0,
obtenemos la sucesion exacta corta
0 — Homg(R/I, K1) — Hompg(R/I, Epp 1) — Hompg(R/I, Ky) — O.

Como, por hipétesis de inducciéon, Homg(R/I, E,_1) = O, se tiene
entonces que Homg(R/I, Kn) = 0. En consecuencia, puesto que E,
es una extension esencial de K, se sigue que Homg(R/I, E,) = O.

(2) Hemos de computar la cohomologia del complejo

0 — 0cof(Eo) — Ocof(B1) — -+ — 0qp(E) — 0 — -+
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Como 0o (Eg) = 0cof (E1) = ... = 0cof(Eu—1) = O, entonces Hy, .(R) =
Ocof (Eu) O

En la practica totalidad de los casos que manejaremos R sera un
dominio con lo que, en particular, sera libre de o.,—torsion.

El siguiente resultado esta adaptado de [4]:

(3.5.5) Lema. Supongamos que tenemos oqu (resp. aggf ) estable y
M un R-médulo izquierda (resp. derecha) oqqf— torsion (resp. a‘c)g? -
torsion) tal que Extx(R/K, M) = O para todo K ideal izquierda (resp.
derecha) de codimension finita de R. Entonces M es inyectivo como

R-moédulo izquierda (resp. derecha).

DEMOSTRACION. Probemos el resultado a izquierda. El resultado
a derecha se demostrara de forma analoga.

Supongamos que M no es inyectivo como R-moé6dulo izquierda.
Existe entonces algun x € E(M), x ¢ M, donde E(M) representa
la envolvente inyectiva de M en R-Mod. Dado que M es un R-
modulo izquierda o.,~torsion y o, €s estable se tiene que E(M)
es también un R-moédulo izquierda o ,r—torsion. En consecuencia,
existe algun I € £L2(oqyr) tal que Ix = 0. Sea K = {r € R: rx € M}.
Dado que I C K, se tiene entonces que K € L(o.y). Por otro
lado, f : R/IK — (Rx + M)/M definido por f(r+ K) = rx + M
es un isomorfismo de R-moédulos izquierda. En consecuencia,
Exth((Rx + M)/M,M) = Extx(R/K,M) = 0. De este modo, de la
inclusion i : M — Rx + M obtenemos la sucesion exacta

Homg(Rx + M, M) —s Homg(M, M) — Exth((Rx + M)/M, M) = 0.

Existe entonces algun g € Homg(Rx + M, M) tal que goi = 1y y,
en consecuencia, M es un sumando directo de Rx + M, con lo cual
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Rx N M = 0, en contradicciéon con la esencialidad de M en E(M).
U

Dada nuestra K-algebra R, definimos la K-dlgebra opuesta, R°P,
de la siguiente forma: como K-moédulo, existe un K-isomorfismo
R — R, que denotamos por r — r?; la multiplicacion en R°P,
R x R’ — R viene dada por (r?,1r9) — (rer1)°, donde ror; es
la multiplicacion en R. De acuerdo a [31], se tiene entonces que
cada R-moédulo derecha M es un R°P-moédulo izquierda si defini-
mos r°’m := mr. De forma analoga, cada R-moédulo izquierda M’ es
un R°P-modulo derecha si definimos m'r° := rm’.

Se tienen isomorfismos naturales

HOII]R(M, N) ’EHomRop(M, N),
M®RN%JN®Rop M7

..., para cada par apropiado de R-modulos M, N y, como ademas,
M es un R-modulo inyectivo (resp. proyectivo; resp. libre;...) si,
y s6lo si, M es un R°’-modulo inyectivo (resp. proyectivo; resp.

libre;...), se tienen isomorfismos naturales

Exth(M, N) 2 Exthop (M, N),
TorR(M, N) = TorR” (N, M),

..., para cada par apropiado de R-moédulos M, N.

(3.5.6) Lema. Sea R una K-algebra Auslander-regular y Cohen-
Macaulay, con gldim(R) = p y tal que Z(o.,) satisface la condicion
(R) es

fuerte de second layer. Entonces el R—-moédulo derecha H#COf

inyectivo.

DEMOSTRACION. Puesto que R es noetheriano y gldim(R) = p < oo,
la proposicién (1.1.1) nos da que idim(R) = p.
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Teniamos que Hy,, (R) y lim/c £2(0or) Exti(R/I, R) eran isomorfos co-
mo grupos abelianos y también como R-modulos izquierda y ademas
probamos que la estructura a derecha de Exts(R/I,R) pasaba a
través del limite directo a Hj,(R), con lo que Hy, (R) era también
isomorfo como R-médulo derecha a lim;, £2(0cyp) Exti(R/I,R). Pro-

bemos entonces que HY

seor (R) €8 un R-modulo derecha inyectivo.

Si Hy,(R)
Hj (R) = limyepo(, 3 Extik(R/LR), ha de existir entonces algin

I € £%(0cy), I # R. En consecuencia, R/I es un R-modulo fini-

O, es claro. Supongamos Hf;cof(R) # 0. Dado que

to no nulo y, aplicando el teorema (1.4.1), se tiene que GKdim(R) =
idim(R) = p.

Probemos, en primer lugar, que Hf,‘cof(R) es un R-moédulo dere-
cha J‘C)g? ~torsion (la demostracion cuando R es libre de o.y—torsion
esta recogida en [17]; la siguiente demostracion mas general evita
tal restriccion sobre R) :

Por [7], puesto que R es una K-algebra Auslander-Gorenstein,
Cohen-Macaulay, con GKdim(R) = idim(R) = pu, se tiene que el
funtor Exth(—, R) es un funtor contravariante exacto entre las ca-
tegorias de R-modulos izquierda y derecha finitos, de tal modo
que si llamamos T; = Exthy(—,R) = Ty, entonces (T;, T4) es una
dualidad desde 732 ! 7'012?1,1,. Por la exactitud de Ext/y(—, R) se tiene

cof

que, si J C I son ideales pertenecientes a £2(ocof), del epimor-
fismo canoénico pyr : R/J — R/I obtenemos el monomorfismo de
R—modulos derecha jy : Exthh(R/I,R) — Extiz(R/J,R), con lo cual
e ro(g, ) Extih(R/I, R) es la unién directa de los Extly(R/I, R), don-
de I recorre ﬁz(acof). Por otro lado, para cada I € Ez(acof), como
R/I es un R-moddulo izquierda finito, entonces Ext(R/I, R) es un

R-modulo derecha finito, es decir, Exti(R/I, R) € ngpp. De este mo-
Gcof
do, limye oy, Exti(R/I,R) y, por tanto, Hf, .(R), es un R-modulo

opp_ ..
derecha o cof torsion.
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Veamos entonces que el R-modulo derecha H, ,(R) es inyectivo:

Sea J ideal derecha cofinito en R. Se tiene entonces que J es
un ideal izquierda cofinito en R°P. Dado que R es Auslander-
Gorenstein y Cohen-Macaulay, y R°P/J finito, se tiene entonces
que GKdim(R%P/J) = 0, j(R°P/J) = ;1 = idim(R°P) y también se tiene
Extiop (RP/J, R°P) = 0, para cada s # p . La dimension global finita
i de R nos permite emplear [6, 2,4.14] para obtener los isomorfis-
mos de grupos

Extgop(R/J, HY, (R))
= TorR", (Extlop (R /J, RP), HE _(R))
= Tory_ 1 (Hb, (R), Extlhop(RP/J, R%))
= Tory 1 (e g2, ) BXUR(R/I, R), Extlgo, (RP/J, RP))
2 linye 2 (., ) ToTp-1 (BxtR(R/I, R), Extlo, (R%/J, RP))
(de nuevo ExtR(R/I, R) = 0, Vs # pu, por ser R/I finito)
=i 225, ) EXER(R/T, Exctlgop (R /J, RP))
= H,  (Extho(RP/J,RP)).

Dado que Ext/op (R%P/J, RP) es un R-moédulo izquierda finito, es un
modulo o,r—torsion y, en consecuencia, HUICO f(Ext’IQOp(ROP /J, RP)) =
0.
Por tanto, Extge(R°P/J, HY, (R)) = 0. Por otro lado, como H}, .(R)
es o P—torsion como R-modulo derecha, es o¢,—torsion como R%P-
modulo izquierda. La biestabilidad de 0., proporcionada por la
condicion fuerte de second layer de Z(oqy) y €l lema (3.5.5) apli-
cado a R nos dan que H}, (R) es inyectivo como R°P-moédulo
izquierda y, en consecuencia, inyectivo como R-moédulo derecha.
U

Cerramos este capitulo con el siguiente resultado que nos permite
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identificar R° con E,, no so6lo como R-modulos izquierda, como se
hizo en el teorema (3.5.3), sino también como R-modulos derecha,
con una conveniente estructura de R-modulo derecha sobre E,,.

(3.5.7) Teorema. Sea R una K-algebra noetheriana, Auslander-
regular, Cohen-Macaulay, libre de o,—torsion, con gldim(R) = p =
GKdim(R) y tal que P satisface la condicién fuerte de second layer
y dimg (Exthy(R/P, R)) = dimg(R/P), para cada ideal primo cofinito P
de R. Entonces R° es isomorfo, como R-médulo izquierda y como
R-médulo derecha, a E,, el ultimo punto de la resolucion inyectiva
minimal a izquierda de R.

DEMOSTRACION. El isomorfismo como R-médulos izquierda en-
tre R°y E, fue demostrado ya en el teorema (3.5.3). Demostremos
ahora el isomorfismo como R-médulos derecha.

Dado que existe un isomorfismo de R-moddulos izquierda E, =
R® = o.r(R), se tiene que E, es un R-modulo izquierda ogq—
torsion, con lo cual, aplicando el lema (3.5.4), tenemos que E,, =
Hj (R). De este modo, puesto que Hy,,

E, tiene una estructura de R-bimodulo de tal forma que es iso-

(R) es un R-bimoddulo,
morfo, como R-moédulo izquierda y como R-moédulo derecha, a
e £2(g,,r) BXVR(R/L R).

Demostremos, en primer lugar, que cada R-moédulo derecha R/P,
cuando P recorre los ideales bilateros cofinitos de R, esta contenido

una vez, y s6lo una, en E,,.
Sea P € Z(o.,r). Veamos que el R-modulo izquierda
rM = Ethé((R/P)R, RR)

(donde la estructura a izquierda proviene de la de R) es de la forma
r(R/Q), para algin Q € Z(oy).
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Como R/P es una K-algebra artiniana simple finito-dimensional,
es un R-moédulo derecha finito e isomorfo a derecha a S™, donde
S’ es un R-modulo derecha simple finito. Se tienen entonces los
isomorfismos de R-modulos izquierda

Extf(R/P,Rg) & (Ext’ (S, Rg))™.

Como S es simple y la dualidad de Bernstein
(Extiy(—,r R), Extly(—, RR))

desarrollada por Bjork preserva la longitud de los modulos, en-
tonces T = Ext%(S,R) es un R-modulo izquierda simple finito y
como

dimg (T™) = dimg (Extih(R/P, Rg))

la cual coincide, por hipétesis, con dimg(R/P) = m?

dimK(T) =mn= dimK(S’).

, se tiene que

Tomando entonces @ = Annk(T), tenemos que Q € Z (0cof) Y R/Q
es isomorfo, como R-modulo izquierda, a T™ y, por tanto, a

Ext’(R/P, Rg).

Aplicando de nuevo la dualidad de Bernstein al isomorfismo

Exth((R/P)r, Rr) &g (R/Q),

obtenemos un isomorfismo de R—-moddulos derecha

(R/P)r = Extix(R/Q.r R)R.

Puesto que los morfismos de transicion del sistema directo

(BxtR(R/I,R)R,T € L2(0cof))
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son inyectivos, se tiene que limy, -2 (0cof) Exthh(R/L, R) es la union di-
recta de los (Extiy(R/I, R))Rr, I € L%(0qof) ¥, €N consecuencia, a par-
tir del isomorfismo a derecha de E, con este limite directo, (R/P)r

esta contenido en (E,)R.

Veamos ahora que no puede haber mas de una copia de (R/P)gr
contenida en (E,)r. Supongamos que

(R/P)r® (R/P)R € (ExtiR(R/I, R))r,

para algan I € ﬁz(ocof). Aplicando a esta inclusion el funtor exacto
entre modulos finitos Ext/y(—, R) se obtiene la sucesion exacta en
R-Mod

R/I - R/Q@® R/Q — 0.

Por tanto existe algun ideal izquierda J de R, I C J, tal que R/J =
R/Q & R/Q, con lo cual Q C J y se obtiene la contradiccién

dimg (R/Q) > dimg(R/J) = 2 dim (R/Q).

Ademas, por la version derecha de la proposicion (3.3.2), la suma
en (E,)r de los R-moédulos derecha (R/P)g, cuando P recorre los
ideales bilateros cofinitos de R, es directa, al ser los P distintos dos
a dos.

Por el teorema (3.3.4), (R°)r es la envolvente inyectiva en Mod- R

de pez(sy)(R/P)r. Dado que Bpez(y)(R/P)r € (EJr Y (Eu)R =
Hj .(R) es inyectivo en Mod- R por el lema (3.5.6), se tiene enton-
ces que existe un monomorfismo de R-médulos derecha

(R%)r = (Eu)r.
Veamos ahora que (E,)r es una extension esencial de

Dpe () (RIP)R:
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con lo cual el anterior morfismo sera un isomorfismo de R-mo6dulos
derecha. Sea x € (E,)r. Puesto que (E,)r es un R-moédulo de-
recha a‘c)fj?—torsi(‘)n, xR es finito y, por tanto, contiene algun R-
submodulo derecha simple finito S'. En consecuencia, dado que
P' = Annp(S) € Z(ogr) v (R/P)r = (SR)™, se tiene que xRN
BPez(og) (R/P)R # 0. O

Disponemos también de una segunda demostracion del resultado
anterior, eliminando la restriccion de que R tenga que ser libre de
oqof—torsion y flexibilizando la exigencia de que R sea Auslander-
regular a que sea Auslander-Gorenstein, obteniendo asi el resul-
tado deseado:

(3.5.8) Teorema. Sea R una K-algebra noetheriana, Auslander-
Gorenstein, Cohen-Macaulay, con idim(R) = p = GKdim(R) y tal
que P satisface la condicién fuerte de second layer y

dimg (Extf(R/P, R)) = dimg(R/P),

para cada ideal primo cofinito P de R. Entonces R° es isomor-
fo, como R-moédulo izquierda y como R-moédulo derecha, a E,, el
ultimo punto de la resolucion inyectiva minimal a izquierda de R.

DEMOSTRACION. Dado que R es una K-algebra noetheriana,
Auslander-Gorenstein y Cohen-Macaulay, con

idim(R) = p = GKdim(R),

si llamamos T; = Ext/s(—, R) = Ty, Bjork establece en [7] que (T3, Ty4)
es una dualidad respecto a o.,r. Como ademas, por hipotesis, P
verifica la condicion fuerte de second layer y

dimg (Extf(R/P, R)) = dimg(R/P),

para todo P € Z(o.y), se sigue del teorema (3.4.3) que R° es iso-
morfo, como R-moédulo izquierda y como R-moédulo derecha, a
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linye £2(00f) Exthh(R/I, R). Por otro lado, aplicando el teorema (3.5.3),
se tiene que E, es isomorfo, como R-moédulo izquierda, a R° y, por
tanto, a lime o, Exth(R/I,R). Razonando del mismo modo a
como se hizo para Hj, .(R) en la seccién 3.2., la estructura de R-
modulo derecha de Exts(R/I, R) pasa, a través del limite directo, a
E,, con lo cual, por el isomorfismo a derecha antes comentado en-
tre R%y limy, £2(000p) Exth(R/I R), se tiene que R° es isomorfo como
R-modulo derecha a E,,. O

De este modo estamos identificando, en las condiciones anterior-
mente expuestas, el ultimo punto de la resolucién inyectiva mini-
mal a izquierda de R con el altimo punto de la resoluciéon inyectiva
minimal a derecha de R.



Capitulo 4

Ejemplos.

Si R es una K-algebra noetheriana, Auslander-Gorenstein y Cohen-
Macaulay, con idim(R) = y = GKdim(R), y llamamos T; = Exthy(—, R) =
T4, tenemos que (T;, Ty) es una dualidad respecto a oy (dualidad
de Bernstein). Estamos interesados en encontrar ejemplos de K-
algebras R en las cuales la anterior dualidad esté representada por
RC. Para ello, si ademas de las condiciones anteriores, se verifica
que Z (o) satisface la condicion fuerte de second layer, solamen-
te tendremos que probar que dimg (Ext;(R/P, R)) = dimg(R/P), para
cada ideal primo cofinito P de R, de acuerdo al teorema (3.4.3).

4.1. Algebras punteadas.

Decimos que una K-algebra R es punteada si cada ideal primo
cofinito P de R tiene codimension uno. En [13] se prueba que si
R es una K-algebra noetheriana punteada Auslander-Gorenstein
y Cohen-Macaulay, con idim(R) = ¢ = GKdim(R), entonces

dimg (Extf(R/P, R)) = dimg(R/P),
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para cada ideal primo cofinito P de R. De este modo, si R es una
K-algebra punteada Auslander-Gorenstein, Cohen-Macaulay, con
GKdim(R) = idim(R) y tal que cada ideal primo cofinito P de R
verifique la condicion fuerte de second layer, en ella la dualidad de

Bernstein estara representada por R°.

Si R es una K-algebra noetheriana y P un ideal (bilatero) de R, de-
cimos que P es un ideal completamente primo de R si la K—algebra
cociente R/P es un dominio. El siguiente resultado, obtenido de
[29], sera de gran utilidad en el estudio de algebras punteadas.

(4.1.1) Lema. Sea R una K-algebra noetheriana, con K algebrai-
camente cerrado, y P un ideal primo cofinito de R. Entonces: P es
completamente primo si, y sélo si, la extension K — R/P es una
igualdad (o, equivalentemente, P es de codimension uno).

DEMOSTRACION. Si R/P = K, entonces es claro que R/P es un

dominio. Veamos la implicacion contraria.

Supongamos que R/P es un dominio. Dado que la K-algebra R/P
es un dominio artiniano simple (finito-dimensional), tenemos que
R/P es un anillo de division finito-dimensional sobre K.

Supongamos que K ¢ R/P. Existe entonces algan x € R/P tal
que x ¢ K. Llamemos S al subanillo de R/P generado por K y x.
S es un dominio conmutativo, luego su anillo de fracciones F es
un cuerpo, y verifica que K ¢ F C R/P. En consecuencia F es
una extension de K de dimension estrictamente mayor que uno,
lo cual contradice el hecho de que K sea algebraicamente cerrado.
Se concluye, por tanto, que la inclusién K C R/P es una igualdad.

O

Los siguientes van a ser ejemplos de algebras punteadas en las
que se verifican las condiciones antes mencionadas:
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4.1.1. Algebra envolvente universal de un algebra
de Lie soluble finito-dimensional sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado.

Consideremos R = U(g) el algebra envolvente universal de un alge-
bra de Lie soluble finito-dimensional g, sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado K. Se prueba en [4] que R° representa la duali-
dad de Bernstein. Vamos a comprobar que la K-algebra R es una
K-algebra punteada que verifica nuestras condiciones de regula-
ridad, con lo cual el resultado de Barou y Malliavin podra verse
como un caso particular de nuestro estudio mas general.

Si {x1,...,x,} es una K-base de g, entonces R puede ser descrita
como la K-algebra asociativa generada por los elementos x1, ..., xn,
con las relaciones x;xj — xjx; = [x;, Xj], para cada par i,j, donde [—, —]
representa el corchete de Lie de g (ver, por ejemplo, [28]). R es
por tanto una K-algebra afin y, si llamamos V al K-subespacio
finito-dimensional generado por xi, ..., X, podemos considerar en
R la filtracién finito-dimensional estandar {Rp} dada por Ry =
VO =Ky Ry =YL, V. El anillo graduado asociado, grR, es iso-
morfo al algebra de polinomios en las indeterminadas xi,...,Xxn,
K[xy,...,Xxn], con lo cual, aplicando la proposicién (1.2.1), tene-
mos que R es un dominio noetheriano. Por [28, 8, 1.15], tene-
mos que GKdim(R) = n, y puesto que g es soluble y K algebraica-
mente cerrado de caracteristica cero, gldim(R) = n, aplicando [28,
7, 5.7 Theorem (b)]. Por [26, III, 2.4.4], R es Auslander-regular.
Por otro lado, aplicando [28, 8,1.14], GKdim(R) = GKdim(grR) y
GKdim(M) = GKdim(grM), para cualquier R-médulo M finitamente
generado. Ademas, por [26, 111,2.5.2], jr(M) = jgrr(grM). En conse-
cuencia, dado que grR = K|xy, ..., xn| es Cohen-Macaulay, se tiene
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que

JrR(M) =jgrr(grM)
= GKdim(grR) — GKdim(grM)
= GKdim(R) — GKdim(M),

con lo que R es Cohen-Macaulay.

Puesto que R es noetheriano y gldim(R) = n, la proposiciéon (1.1.1)
nos da que idim(R) = n. Alternativamente, de la existencia de
R—modulos finito—-dimensionales no nulos (el ideal aumentacion
es un ideal primo de codimensiéon uno), junto con la regularidad
Auslander y la condicion Cohen-Macaulay de R se sigue, aplican-
do el teorema (1.4.1), que idim(R) = GKdim(R), cuyo valor, como
antes hemos visto, es n (este razonamiento se va a poder apli-
car a la mayoria de los ejemplos que vamos a tratar en los cuales,
una vez se determina que son K-algebras noetherianas Auslander-
Gorenstein y Cohen-Macaulay con moédulos finito-dimensionales
no nulos, automaticamente se tendra la igualdad de las dimensio-
nes inyectiva y de Gelfand-Kirillov y, por tanto, conocida una de
ellas se tendra al mismo tiempo la otra dimension).

Por otro lado, dado que g es soluble se tiene, aplicando [13, 2.1],
que cada P € Z(o.y) verifica la condicion fuerte de second layer.
Finalmente, todos los ideales primos P de R (en particular, los
cofinitos) son completamente primos (ver [28, 14,5.5]), con lo cual
R es una K-algebra punteada, de acuerdo al lema (4.1.1).

4.1.2. Plano cuantico C4[X;, X5] (g no raiz de la uni-
dad).

El plano cuantico, R = C4[Xj, Xy, se define como la C-algebra ge-
nerada por Xj, Xo, satisfaciendo la relacion XoX; = gX1Xs. Res un
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dominio noetheriano con C-base {Xf‘ng2 : a1, a9 € N}, Auslander-
regular y Cohen-Macaulay, con GKdim(R) = gldim(R) = 2 (ver es-
tudio del espacio cuantico n-dimensional, C4[Xj,...,Xy|, mas ade-
lante).

En [13] se demuestra que Z(o.y) verifica la condicion fuerte de
second layer y, en €l caso en g no es una raiz de la unidad, que
R es una K-algebra punteada, mostrandose explicitamente todos
los ideales primos cofinitos de R. Finalmente, aplicando la propo-
sicion (1.1.1), obtenemos que idim(R) = gldim(R) = 2.

4.1.3. Anillo de coordenadas cuantico del grupo li-
neal especial, O4(SL,(C)) (g no raiz de la uni-
dad).

Este ejemplo es estudiado en [13]. Se prueba que R = O4(SLn(C))
es un dominio noetheriano, Auslander-regular, Cohen-Macaulay,
con GKdim(R) = gldim(R) = n?—1 (por tanto, la dimensién inyectiva
de R también es n?—1), tal que Z (o) satisface la condicion fuerte
de second layer y, en €l caso en que g no es una raiz de la unidad,
cada ideal primo P de R es completamente primo, con lo que R es
una K-algebra punteada.

4.2, El espacio cuantico n-dimensional.

El primer ejemplo de algebra no punteada que estudiamos es el
del espacio cuantico n—dimensional, C4[Xj,...,Xy], (n > 2), en el
caso en que g es una raiz de la unidad. Este ejemplo es tratado
en [17], y extiende el del plano cuantico C4[X;,Xs], g raiz de la
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unidad, estudiado en [13]. Recordemos que R = Cy[Xj,...,X,] es
la C-algebra con generadores Xj, ..., X, y relaciones X;X; = gX;X;,
sij > i. Consideremos ademas que g es una raiz d-ésima primitiva
de la unidad, es decir, g% = 1 y d es el menor entero positivo que
verifica tal propiedad.

4.2.1. El centro.

Denotemos por Z al centro de R = C4(Xj,...,Xy). De la relacion
entre las indeterminadas se sigue que, para cualquier entero po-
sitivo r, se verifica que X}rXi = qul-XJ.r (resp. X}rXi = q_rXinr) si
Jj > i (resp. j < i), de lo que se deduce que Xid € Z para todo
i = 1,..,n. En consecuencia, si denotamos por C = C[X¢,... X9,
tenemos que C es una C-subalgebra de Z.

Cada r € R se puede expresar de forma tinica como r = ) a,X¢,
con a, € C, a = (aj,...,an) € N, X* = X ... Xg". Asumamos
que r € Z. Entonces, para cualquier r’ € R se tiene que r'r = rr'.
Tomando r' = X; (i=1,...,,n) se obtiene

Hre (Z a“Xa) =Y guttenigxete,
[0

(67

e (Z a“Xa) Xi=) qwitrteng,Xore,
(8]

(67

)
con e; = (0,...,0,1,0,...,0). En consecuencia, si a, # O, ha de
verificarse que

A+t Qim0
q -l = gt "

o, equivalentemente, que «; + --- + a;—1 — (a1 + -+ + an) €s un
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multiplo entero de d. Existen por tanto Ay,..., A\ € Z tales que

_(a2_|_...—|—an):A1d (4.1)
a —(()é3+"'+()én):/\2d

al+---+ap_1=Apd.

Operando sobre las anteriores ecuaciones obtenemos

a1 +ag =g — A1)d
g+ az= (A3 — Ag)d

On+ Qp_1= ()\n - /\n—l)d

y, por tanto

ag =—a1 + (Ag — A1)d
ag3 =1 + (/\1 —2Xo + /\3)d

an=(—1"ar+ (A1 —2Xa + 203 — -+ (= 1)"2A 1 + (= 1) 1A, d]

En el caso n par, si sustituimos lo anterior en la primera ecuacion
de (4.1) obtenemos que a1 ha de ser un multiplo entero de d y, por
tanto, también «y,...,apn, conlo cual Z = C.

En el caso n impar no obtenemos tal restriccion sobre ;. En con-
secuencia, a ha de ser de la forma o = (m, —m+4dod, m+dad, ..., m+
dnd), para ciertos m € Ny dg,...,0n € Z. Reciprocamente, si m
es un numero natural y ds, ..., son nimeros enteros tales que
a = (m,—m+ dod, m + d3d, ..., m + dp,d) € N, podemos compro-
bar que X® € Z. En consecuencia, un sistema de generadores
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de Z sobre C vendra dado por {X(m) :m = 0,1,..,d — 1}, don-
de X(M = xmxd-mxm...x4-mxm (X0 = 1). Ademas, pode-
mos comprobar que X(© X x(d-1) son C-linealmente inde-
pendientes, con lo cual Z es un modulo libre sobre C de rango
d.

Resumiendo, si n es par, entonces el centro Z de R coincide con
C = C[X4,...,X9], mientras que si n es impar, C esta estricta-
mente contenida en Z y Z es un modulo libre sobre C de rango
d con C-base dada por {X(m) :m=20,1,..,d — 1}, donde x(m —
xmxd-mxm... xd-mxm (X0 =1).

En cualquiera de los casos se tiene ademas que R es un modulo
libre sobre C con C-base dada por {Xf‘ng2 X 0< o <d-1}.

Analizando las extensiones que nos aparecen observamos que la
inclusion C — Z es una extension entera y que Z — R es una ex-
tension centralizante finita. Como consecuencia habra importan-
tes relaciones a la hora de bajar los ideales primos cofinitos desde
R hasta cada una de las otras subalgebras por contraccion y luego
tratar de recuperarlos en R por extension. Ver [22] y [28].

4.2.2. Propiedades homoldgicas y condiciones de
regularidad.

Para probar las propiedades homoldgicas y condiciones de regula-
ridad de la C-algebra R nos interesa describirla como una exten-
sion de Ore iterada (ver, por ejemplo, [28] para las correspondien-
tes definiciones y resultados). En efecto, construimos las exten-
siones de Ore

Ap C A C...C A1,
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con Ay = ClXn], Ai = Ai1[Xn—i;0i-1] (1 = 1,...,n— 1), donde
oi—1 : Ai-1 — A;_1 es un automorfismo de C-algebras definido
sobre los generadores por o;_1(Xj) = qX; (j=n—-i+1,...,n). Pode-
mos comprobar que R es isomorfa a A,_;, con lo cual, por [28, 1,
section 2], R es un dominio noetheriano con C-base {X® : o € N},
donde para a = (a1, ...,an), X* = X7 X",

En consecuencia, R es una C-algebra afin. Consideremos V el
C-subespacio de R generado por {Xi,...,Xn} vy {R;} la filtracion
finito-dimensional estandar de R dada por Ry = V9 = C, R; =
Z}:O VJ. Para cada i, una base de R; esta formada por los X®, con
a1 +---+an < i. El nimero de elementos de esta base es

(2

que es un polinomio en i de grado n. En consecuencia, GKdim(R) =
n. Por otro lado, aplicando [28, 7, 5.3 (iii)], se tiene que gldim(R) =
ny, empleando la proposicion (1.1.1), que idim(R) = n.

La regularidad Auslander de R se sigue directamente de [25, Lem-
ma], por la construccién de R como extensién de Ore iterada. Para
obtener la condicion Cohen-Macaulay graduamos los anillos base
de la cadena de extensiones de Ore

ApCA1C...C A1 =R,

por el grado total de sus monomios de la forma A; = ®jen(A¢)j, con
(A;); el C-subespacio de A; generado por los monomios

Un—i v On—it+1 n
X oty .. .Xn ,

n—i “*n—i+1

Ccon ap—i, 0n_jt1,**,0n € Ny apn_i+an_jr 1+ -+ ap =j. Aplican-
do ahora la segunda parte de [25, Lemma] obtenemos que R es
Cohen-Macaulay.
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(Notese que las anteriores propiedades son independientes de que
g sea o no raiz de la unidad. En particular son validas para
Cq[X1,X2], g no raiz de la unidad).

Finalmente, por ser Z — R una extension de anillos noetherianos
tal que R es un moédulo finitamente generado sobre Z, se sigue de
[23, 4.2] que R satisface la condicion fuerte de second layer.

4.2.3. Ideales primos cofinitos.

Como hemos mostrado anteriormente, tenemos las extensiones de
anillos
C—Z—R,

donde C = C[X%,...,X%] y Z es el centro de R. Sea P un ideal
primo cofinito de R. Las trazas de P sobre C, PN C, y sobre Z,
PN Z, vuelven a ser ideales primos cofinitos. Llamemos PP = PN C

y PP = PNnZ. Como P es un ideal primo cofinito de C, es un
ideal maximal de Cy, por tanto, existen a,,...,an € C tales que
P =(X9—aqa,...,X% - an). Sin pérdida de generalidad podemos

asumir que a; = 0 6 1. En efecto, si a; # O, entonces podemos
cambiar la indeterminada X; por X;/b;, donde b; es una raiz d-

ésima de q;.

En orden a estudiar el ideal P podemos asumir también que a, =
..=a.1=0ya; =...=a; = 1. Entonces X2 ¢ P C P. Como P
es primo y X, es un elemento normalizante de R, entonces X, € P.
Por tanto, si llamamos I = (Xy) e I',I” sus ideales traza en Cy Z,

respectivamente, tenemos la torre de extensiones de anillos
C/I' - zZ/I" - R/L

P/I vuelve a ser un ideal primo cofinito de R/I, y su traza en C/I'

es (X¢ - ay,...,X4 | —an_1)/I', con lo que reducimos el proble-
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ma a una dimensiéon menos. Por tanto, en nuestro estudio de P

podemos suponer que cualquier g; es igual a 1.

Previamente a determinar el ideal P’ introducimos el siguiente re-
sultado general que usaremos en varias ocasiones:

(4.2.1) Proposicion. Sea A — B una extension centralizante finita
de anillos noetherianos, tal que B es un A-modulo libre finitamen-
te generado con base sobre A, {ej,...,en}. Sea I un ideal de A.
Entonces: B/IB es un A/I-médulo libre finitamente generado con
base sobre A/I, {e; + IB,...,en + IB}.

DEMOSTRACION. Puesto que {ej,...,en} es un sistema de ge-
neradores de B sobre A, se tiene que {e; + IB,...,en + IB} es un
sistema de generadores de B/IB sobre A/I.

Demostremos la independencia lineal. Supongamos que tenemos
Yhii+D(ei+1IB) =0+ 1B () € A). Se sigue entonces que
Z?;l Aie; € IBy, en consecuencia, existen x,...,x- €I, 0y,...,6r €
B tales que > \je; = Z;Zl X;0;.

Como §; € B para todo j = 1,...,7y {e1,...,en} es una base de
B sobre A, cada ¢§; se puede expresar de forma tinica como §; =
ST ozgl)ei, con ag;) € A. Por tanto:

m r m m r )
Z)‘iei = Z){, (Z ozg])ei) = Z Zal@xj e;.
=1 J=1 =1 i=1 \j=1

En consecuencia, por la A-independencia lineal de {ey,...,en}, se
tiene, paracadai=1,...,m, que

r
Ai = Z&l@)g el
J=1

es decir, \;+1= 0+1, con lo cual demostramos que, efectivamente,
{e1 +IB,...,en + IB} es una base de B/IB sobre A/I. O
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Determinemos ahora el ideal P”. Puesto que C — Z es una ex-
tension entera y P’ es un ideal primo de Z tal que P/ nC = P,
entonces P” es un ideal primo minimal sobre P’Z. Si n es par, en-
tonces C=Zy P = P". En el caso en que n es impar, teniamos que
(XM :m=0,1,...,d - 1}, donde X(M = xmxd-mxm... xd-mxm
(X = 1), es una base de Z sobre C. Aplicando la proposiciéon an-
terior tenemos que {X(m) +PZ:m=0,1,..,d— 1} es una base de
Z/P'Z sobre C/P' = C o, equivalentemente, llamando T = X(V+P'Z,
puesto que para cada m se verifica que T™ = q_%le (m) 1 pz,
se tiene que {1, T, ..., T9 1} es una C-base de Z/P'Z. En particular,
dim¢(Z/P'Z) = d. Podemos considerar entonces el epimorfismo de
C-algebras
v:CX]— Z/PZ

d(d—1) y
2 + P'Z, lamando

n%l
tenemos que X% — 3 € Ker(v). Puesto que

dado por v(X) = T. Dado que v(X4) = g~
/8 _ q_ ngl d(d-1)
. CX] . ,
d ——— ] =d=d Z/PZ
img ((Xd—ﬁ)) ime(Z/P'Z),

se tiene entonces que Ker(v) = (X9 — ). Siv1,..., 74 son las raices
d-ésimas de 3, tenemos que

XI=pB)=(X-71)N...0 (X —q)

es una descomposicién primaria de (X9 — ) en C[X] y, en conse-

cuencia,

d
PZ=((X{—1,... X - LXi X8 - X X — )
i=1

es una descomposicién primaria de P'Z y nuestro P’ sera alguno
de esos ideales primos, es decir
Pr=X¢-1,...,X¢- 1,5, X3 XT1X, — ),

n—1d(d-1)

donde v es una raiz d-€ésima de 3 =q~ 2 ~ 2
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(4.2.2) Proposicion. Con la anterior notacién, tenemos

(X¢-1,....X¢-1) sin es par, y

P'=PnZ=
{(de_ ..., X%~ 17X1Xg_1~~-XrCf__11Xn—7) si n es impar.

Ahora vamos a recuperar P desde P’. Para ello vamos a seguir
técnicas de algebras de Azumaya (ver, por ejemplo, [32], para las
correspondientes definiciones).

(4.2.3) Lema. R/P'R es separable sobre C/P'.

DEMOSTRACION. Tenemos la inclusion C =2 C/P' C R/P'R y pro-
bemos que

1 —
e = — Z (Xlo‘ngn+P/R)®(chll—aanl a1+PIR)

es un idempotente de separabilidad de R/P'R. Observamos, en
primer lugar, que e € (R/P'R) ®¢/p (R/P'R)?. Ademas, p(e) =
1 + P'R, donde p es la proyeccion canénica

p: (R/PR) ®¢/p (R/PR)P — R/P'R

dada por p(> r; ® ro;) = >, riire;. Restaria por comprobar que
(r+P'R)e = e(r+P'R) paratodo r+P'R € R/P'R o, equivalentemente,
que (X; + PPR)e = e(X; + P'R), es decir, [(X;+ PR)® (1 + PR)|e =
[(1+ PR)® (X;+ PR)]e, paratodoi=1,...,n:
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(Xi + PR)e

d—1
1
=[(X+PR®(1+PR) >, X' X" +PR)
at,...,an=0
@(Xdon... x37* L P'R)]
d—1
=2 Y g X X XA 4 PR)
ay,...,an=0
@(Xdon... X371 L P'R)]
d—1
= Z gt (XL XL XS 1 P'R)
ay,...,an=0
(X XL X 1+ PR))
1 d—1
4@+PRWM&+PRME; Yo (XXt + PR)
at,...,an=0

DX X[ + PR)]
=e(X; + P'R).

(4.2.4) Corolario. R/P"R es separable sobre Z/P".

DEMOSTRACION. Dado que P' = PRNC = P’RNC, tenemos las ex-
tensiones de algebras C/P' — R/P'Ry C/P' — R/P"R. Puesto que
P'R C P"R, podemos considerar f : R/P’R — R/P"R el correspon-
diente epimorfismo de C/P'-algebras, con lo cual, dado que R/P'R
es separable sobre C/P', y aplicando [32, 5.3.12], tenemos que
R/P"R es separable sobre C/P'. Aplicando entonces [32, 5.3.13]
a la extension de algebras conmutativas C/P' — Z/P”, obtenemos
que R/P"R es separable sobre Z/P". O

(4.2.5) Lema. Cen(R/P'R) = Z/P".
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DEMOSTRACION. Calculemos primero el centro de R/P'R. Puesto
que {Xf‘ngz---Xf{” :0 < a; < d- 1} es una base de R sobre C,
aplicando la proposicion (4.2.1) tenemos que {X{"X5?--- Xy"+P'R:
0 <a; <d- 1} es una base de R/P'R sobre C/P' =~ C, de donde se
sigue que Cen(R/P'R) = (Z+ P'R)/P'R.

Aplicando [32, 5.3.12] al epimorfismo f : R/PPR — R/P’R, obte-
nemos que Cen(R/P"R) = f(Cen(R/P'R)). En consecuencia

Z+PR\ Z+P'R VA Z
Cen(R/P'R) = f (L) _Zr =

PR P'R ~ P'RNZ P

(4.2.6) Teorema. R/P'R es un dlgebra de Azumaya.

DEMOSTRACION. Basta aplicar [32, 5.3.24] a los anteriores resul-
tados. O

En consecuencia, por [32, 5.3.25], existe una correspondencia bi-
yectiva entre ideales en Z/P” e ideales en R/P’'R, dada por I —
I(R/P"R), y la correspondencia inversa, J — J N (Z/P"). Esta co-
rrespondencia se extiende a ideales primos. Por tanto, R/P'R es
primo. Como ademas P’R es cofinito, entonces P'R es un ideal
bilatero maximal y, puesto que P'R C P, se sigue que P = P'R.

(4.2.7) Teorema. Con la notacioén anterior P = P'R, es decir,

p_ (Xd—-1,...,X¢-1) sin es par, y
¢ -1, xE -1, XX X9 X, — ) sines impar.

Podemos dar, a modo de ejemplo, un listado de los ideales primos
cofinitos que aparecen para cada valor de n (salvo permutacion de
las variables y desnormalizacion de los coeficientes):
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n=2:
(X1,X0 — )
(de_ 17X§l_ 1)
n=3:
(X17X27X3 - OZ)
(X17Xg_ 1’X'§l— 1)
(X4 - 1,X¢ - 1,X8 - 1, X, X8 1X5 — )
n=4:
(X17X27X37X4 - OZ)
(Xl,XQ,Xg 1, X3 -1)
(Xp,X¢ — 1 X3 LXE—1,%X3 71X — )
n=>5

P . _n=1d(d=-1)
donde o € Cy v es una raiz d-€ésima de q R

(4.2.8) Observacion. Observamos que R no es directamente un
algebra de Azumaya pues, por ejemplo, en el caso del plano cuantico
(n = 2) tenemos que para P’ = PN Z = (X¢,Xg), el ideal P de R
asociado es P = (X1,X5) # P'R.

4.2.4. Igualdad de las dimensiones.

Una vez tenemos la descripcion completa de todos los ideales pri-
mos cofinitos P de R, nos disponemos a demostrar ahora la igual-
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dad
dimg(R/P) = dimg(Extg(R/P, R)),

para cada uno de ellos. En primer lugar, calcularemos la C-
dimension de cada cociente R/P para después comprobar que coin-
cide, en cada caso, con la C-dimension de Exti(R/P, R). Para nues-
tro cometido usaremos técnicas de bases de Groebner no conmu-
tativas sobre R, de acuerdo con la teoria en torno a ello desarro-
llada en [16].

(4.2.9) Teorema. Con la notacion del teorema (4.2.7) tenemos que

d' sinespar,y

d"!sin es impar.

dimc(R/P) = {

DEMOSTRACION. El caso mas facil es cuando n es par. Usando el
orden lexicografico con X; > --- > X, obtenemos que una base de
Groebner para P es {X® - 1,...,X¢ — 1}. Por tanto la codimension
de P es d".

Si n es impar entonces, de {X%—1,..., X4 -1, X X3! ... X1 X, -
v}, podemos construir una base de Groebner usando el algorit-
mo de Buchberger. Llamemos G; = Xl.d -1, i=1,...,.ny Fy =
X1X2d_1 .- -Xr‘li__lan — 7. Usando el orden lexicografico con X; >
.-+ > Xp, las semisicigias S(G;, Gj), para cualquier i < j, reducen a
cero. Pero S(G1,Fy) = ﬁyXf_l = Xg_l .- -Xff__lan no reduce a cero.
Llamemos F] = Xf_l - 7_1Xg_1 . -Xg__lan. De la misma forma, si
reducimos S(Fy, F1) obtenemos

— — —_1yn-1 — —
Fy= X% — 72 XF2XE - XTEXT.

Si definimos F.,; como la reducciéon de S(Fy, Fe), para e < d — 1,
entonces obtenemos

Foiq = Xf_(e“)—7_(e+1)q(_1_“‘_6)%1X§_(e+1)X§+1 B -X,‘f_‘l(e“)Xﬁ“-
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En particular Fy = 1 — X§X2--- X% ,X¢ reduce a ceroy Fy | =

—(d— _w _
X; -y (@ g Xsz b X xd L

Tras un laborioso pero sencillo proceso de calculo obtenemos que
{Go,...,Gn,F4_1} es una base de Groebner de P. Como conse-
cuencia N\ Exp(P) tiene cardinal igual a d"~! y se sigue entonces
que P tiene codimension d™ 1. O

De este modo, la tabla de ideales primos cofinitos y codimensiones
que aparecen en R es la siguiente:

Codimension 1:
(){17 ...,Xn_IJXn - a), 87 E C

Codimension d?:
(X1, Xpo, X¢ | —1,X3 - 1)

(X1, X, X4, — 1,X2 | 1,X,C}— 1, Xn o X1 X0 — ),
donde « es una raiz d—-ésima de g(-d-1)/2)(n-1)/2
Codimensién d* :

(X1, Xpg, X% o —1,X% , - 1,X4 | —1,xX¢ - 1)
(X1, X5 X4, —1,X% o 1,x%, 1,

x4, —1,x% - 1,Xn_4Xff_§X o X1 X0 — )

con 7 igual que en el caso anterior.

y asi sucesivamente, finalizando el proceso en la codimension d2n/2,
siendo [n/2] la parte entera de n/2.



4.2. El espacio cudntico n-dimensional. 83

(4.2.10) Teorema. Para cada ideal primo cofinito P de R se verifica
que

dimc(R/P) = dime(Ext}(R/P, R)).

Mostremos el caso n = 3, es decir, R = Cy[Xj, Xy, X3], el espacio
cuantico tridimensional. Necesitamos computar la C-dimension
de Ext3(R/P, R) para cada uno de los tipos de ideales primos cofi-
nitos P de R que nos aparecian:

Primer tipo: P= (X, X5, X3 —a) (aeC).

Una base de Groebner de P es
G — {G17 G27 GS}

con G; := Xj, Go := Xy, G3 := X35 — . Definimos una presenta-
cién libre ¢ : R — P de P de la forma ¢i(e;) = G; (i = 1,2,3).
En orden a computar el nucleo de ¢; necesitamos computar las
semisicigias S(Gi, Gj), i < j, y dividirlas con respecto a la base de
Groebner G.

S(G1,G2)=q 'X3G1 — X1G2 = 0
S(G1, Gs)=q 'XsG1 — X1G3 = oGy
S(Ga, G3)=q 'X3Ga — X2Gs = aGy,

Si S(Gi, G]) = C_i]'Gi - Cﬁqj = Zh Qithh’ donde Cy’, Cﬁ son coeficien-
tes en Ry definimos s; = Cije; — Cjiej — >, Qjinen. entonces es bien
conocido que el conjunto {s; : 1 < i< j < 3} es un sistema de gene-
radores de Ker(p1); de hecho es una base de Groebner con respecto
a un orden monomial particular. Ver [16] para los detalles.
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Definimos

Hy:= s12 = (X2,—9X1,0);
H2 =813 = (X3 — th,O, —le);
Hj:= s93 = (0, X3 — qov, —qXo)

Con esta notaciéon H = {H;, Hy, H3} es una base de Groebner de
Ker(yp1) y podemos construir una presentacion libre de Ker(p,),
w9 © R® — Ker(yp), de la forma ¢o(e) = H; (i = 1,2,3). Para
computar el nacleo de 9 necesitamos obtener el minimo comun
multiplo X de H; y Hj, i < jy considerar aquellos que son no nulos.
En este caso, el tinico no nulo es X;5 = X, X3. En consecuencia,
Ker(po) tiene un solo generador, que puede ser descrito como

L= S12 = (q_1X3 — qa, _X27 qX1)
y L = {L} es una base de Groebner de Ker(ps).

Juntando toda la informacion, tenemos entonces la siguiente re-
solucion libre de R/P:

Ker o R3 R3 R R/P
PNENY
Ker ¢y P

Para computar Ext$(R/P, R) usamos el isomorfismo
Ext5(R/P,R) = Extx(Ker(¢1), R)
y la presentacion libre de Ker(p)
0 — Ker(y2) ¢, RS 2 Ker(p1) — O
Se tiene entonces la sucesion exacta larga

.. — Homg(R®,R) %> Homg(Ker(ys), R) — Exth(Ker(¢1), R) —s O...
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con lo cual

Hompg(Ker(y2), R)
Im(¢*)
R
(q_1X3 — qao, _X27 le)R

12

EXtIl?(Ker(gpl)v R)

2

En consecuencia

dime (ExtH(R/P,R)) = 1 = dimg(R/P).

Segundo tipo: P= (X;, X — 1,X¢ - 1).

Operando de forma similar al apartado anterior obtenemos un iso-

morfismo
R

(X¢-1,-X¢+1,X))R

Ext3(R/P, R) =
con lo cual

dime (Ext}(R/P, R)) = d? = dim¢(R/P).

Tercer tipo: P = (X3 - 1, X9 — 1,X¢ - 1, X1 X3 ' X5 — 7).

Igualmente se obtiene un isomorfismo

R

(Xy —4-@-Dg- X x4 _xd 4+ 1 X~ 1)R

Ext3(R/P, R) =

con lo cual
dim¢ (Ext}(R/P, R)) = d? = dim¢(R/P).
Con esto se completa el estudio para n = 3. Un método similar

puede ser usado para probar el resultado en cualquier dimension
n> 2.
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4.3. Algebra envolvente cuantica /,(s((2)).

Estudiamos ahora el algebra envolvente cuantica R = Uq(s((2)), en
el caso en que g es una raiz de la unidad. Esta algebra nos va a
proporcionar un nuevo ejemplo en el que la dualidad de Bernstein
viene representada por R° y su estudio es tratado en [18]. Nues-
tras principales referencias para las definiciones y resultados mas
generales acerca de Uy(sl(2)) son [15] y [21].

(4.3.1) Observacion. En el caso en que g no es una raiz de la uni-
dad, el algebra U,(sl(2)) queda fuera de la teoria, ya que se compor-
ta de manera analoga al algebra envolvente clasica de sl(2), U(s((2))
(ver, por ejemplo, [15]) y, en consecuencia, Z (o) no satisface la
condicion fuerte de second layer, ver [13, 2.1].

Vayamos entonces con el caso que nos ocupa. Sea d un entero
mayor o igual que 3y q € C, g # 0, una raiz d-ésima primitiva de
la unidad. Definimos

_Jd sidesimpar
d/2si d es par

Para cualquier nimero entero n definimos
n —n
_ 9 —q
- —1
q9—49
Por tanto tenemos

[n] — qn—l +qn—3+___+q—n+3+q—n+1‘

[nN]=0<+= n=0mod e.

Podemos definir también los factoriales y coeficientes binomiales
Gaussianos. Sea 0 < k < n un numero entero. Definimos
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sik>0,y

n| [n]!
k| [Kn— k)

Definimos R = U4(sl(2)) como la C-algebra generada por las varia-
bles E, F, K, K~! satisfaciendo las relaciones

KK '=K'K=1,

KEK™!=g’E,
KFK~!'=q?F,
K—-K!
[E, F] = 1>
q—9q

donde [E, F] := EF — FE.

Ponemos de manifiesto algunos resultados generales que se verifi-
can en dicha algebra:

(4.3.2) Lema. [21, VI.1.3] Seanr, s € Z, con r > 0. Las siguientes
relaciones se dan en R:

(1) ETKS = q—ZrSKsEr’ F'KS = q2rsKsFr’

—(r—1) g r—1p—1 r—1lg  _—(r—1) -1
(2) [E, Fr] = [Fr— et K [ Ked K

s

—(r=1) g r—1g—1 r=1lg  —(r—1)p—1
r _ 1149 K-q 'K r—1 _ r-1g "K-gq K
(3) [E7, F] = [ Kd K pr-1 = [r]E —q

(4.3.3) Proposicion. [9, 1.7][21, VI.1.4]

(1) R es un dominio noetheriano.

(2) El conjunto {E'F/K'}; jen.1ez €s una base de R como espacio
vectorial sobre C.
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(3) R posee una filtracion tal que el algebra graduada asocia-
da grR es un algebra asociativa sobre C con generadores
E.F,K,K-! sujetos a las siguientes relaciones:

KK 1=K 1K=1,
KEK 1=¢E,
KFKl=q?F,

EF=FE.

4.3.1. El centro.

Introducimos en primer lugar un elemento central especial, el ele-
mento cuantico de Casimir, Cy :

(4.3.4) Lema. [21, VI.4.1] El elemento

1K+ gg-! K+qg 1K1
q +_q12 _rg. @ +q
(g—q!) (g—q1)?

pertenece al centro de Uy(sl(2)) (con independencia de que q sea o

no raiz de la unidad).

En el caso en que g no es una raiz de la unidad, el centro de
Uy(s1(2)) es un algebra polinomial generada por el elemento Cy, ver
[21, VI.4.8]. Sin embargo, en €l caso que nos ocupa, g una raiz
d-ésima primitiva de la unidad, el centro de Uy(sl(2)) es mucho
mas grande, como nos indica el siguiente

(4.3.5) Lema. [15, 2.10] Los elementos E€ F¢ K¢ y K¢ pertene-
cen al centro de R.

Como consecuencia, si llamamos Z al centro de R, y llamamos
C = C[E€, F¢, K¢ K~ €], tenemos que C es una C-subalgebra de Z y,
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aplicando la proposicion (4.3.3)(2), que R es un C-modulo libre con
base sobre C dada por {E'F/K!: 0 < i j 1< e—1}. En particular, R
es un modulo finitamente generado sobre Z.

El siguiente resultado muestra como actian los elementos del cen-
tro de R sobre los R-moddulos simples finito-dimensionales:

(4.3.6) Lema. [21, VI.5.4] Sea z un elemento central de R. Enton-
ces z actua sobre cualquier R-moédulo simple finito-dimensional V
por multiplicacion por un escalar.

Cerramos ¢l estudio del centro de R dando su descripcion completa
(ver [9, 4.2] 0 [1D, 2.20]):

(4.3.7) Teorema. EI centro de R esta generado por E€, F¢, K¢, K~€
y Cq.

4.3.2. Propiedades homoldgicas y condiciones de
regularidad.

Podemos construir una extensiéon de Ore iterada A C B C D, tal
que D es una C-algebra isomorfa a R. Basta tomar para ello A =
C[K,K~1], B = A[F;04], con o; el automorfismo de A determinado
por o1 (KY) = g7 2'K!, y D = B[E; 09, 4], con o9 el automorfismo de B
definido por o9 (FVK!) = ¢! VK, y § la oo—derivacion dada por

K1-K

S(F)=——"F vy K =6K"=0.

q—q
De este modo, aplicando [26, 1II,3.4.6], obtenemos que nuestro
dominio noetheriano R es Auslander-regular.

La descripcion de R como extension de Ore iterada también nos va
a servir para computar su dimensién global concreta. Aplicando



90 Ejemplos.

[28, 7, 5.3], obtenemos que gldim(B) = 2 y, por el mismo teorema,
que gldim(R) es 2 6 3. Puesto que en los siguientes apartados en-
contramos R-modulos M tal que Ext3(M, R) # 0, se tiene entonces
que idim(R) = gldim(R) = 3.

Por otro lado, el algebra R puede ser descrita como un cociente
del algebra S generada por elementos E, F,K y H verificando las
relaciones

HK = KH

KE = ¢?EK HE = q 2EH

KF = g 2FK HF = ¢°FH

_ K-H
[E, F] - q_qfl

por el ideal I = (HK — 1).

Podemos ver S como una extension de Ore iterada A’ C B C D/,
con D' isomorfa a S, tomando A’ := C[K, H], B := A'[F; 6], con 6,
el automorfismo de A’ dado por 01 (K®3H®) = 2037204 K8 y

D' .= B'[E;0,,6'], con 65 el automorfismo de B’ dado por
02 (Fa2 Ka3Ha4) — q2a3—2a4F0z2 Ka3Ha4

y &' la fo—derivacion definida por

)=y AR =8(H) =0,

y donde a1, as, az, ag € N. De este modo, al igual que razonamos
para R, S es un dominio noetheriano Auslander-regular, y una
base de S sobre C vendra dada por {E¥*1F®2K*H®% : a1, a9, 03,04 €
N}.

Graduamos ahora cada una de las C-algebras base en la anterior
extension de Ore iterada de la siguiente forma: A’ = ®penA], con
Al el C-subespacio de A’ generado por los monomios K*H%, con
as +aq = n; B = ®penBy, con B, el C-subespacio de B’ generado
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por los monomios F*2K*H, con «ag + agz + a4 = n. Aplicando
entonces [25, Lemma (ii)] tenemos que S es Cohen-Macaulay.

Basta tener ahora en cuenta que HK — 1 es un elemento central y
regular de S, para obtener, aplicando [25, Lemma (iii)], que R es
Cohen-Macaulay.

Ademas, puesto que R es Auslander-Gorenstein y Cohen-Macaulay
y, como pondremos de manifiesto en los apartados que siguen,
existen R—-modulos finito-dimensionales no nulos, aplicando el teo-
rema (1.4.1), se tiene que GKdim(R) = idim(R) = 3.

Finalmente, por ser R un moédulo finitamente generado sobre su
centro, se sigue de [23, 4.2] que R satisface la condiciéon fuerte de
second layer.

4.3.3. Modulos simples finito-dimensionales.

Clasificamos ahora los R-moédulos simples finito-dimensionales,
probando que hay una cota superior sobre su dimension, e, y que
mientras que para los modulos simples de dimension estrictamen-
te menor que e la situacion es completamente analoga al caso en
que g no es una raiz de la unidad, para los modulos simples de
dimension e la situacion es bastante distinta.

4.3.3.1. Modulos simples de dimensién < e.

Sea V un R-moédulo. Para cualquier namero complejo A definimos
VA ={v e V:Kv=\v}. Si V}# 0 decimos que V* es un espacio
pesoy A un peso de V. Los elementos en V* son llamados vectores
peso. Notese que si A = 0, entonces V* = 0 puesto que K tiene un
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inverso en R.

Sea V un R-moédulo y A un niimero complejo. Un elemento v # O
de V es un vector de mayor peso, de peso A, si Ev =0y Kv = Av.
Un R-moédulo es un mdédulo de mayor peso, de mayor peso A, si
esta generado por un vector de mayor peso de peso A.

Consideramos en primer lugar la siguiente

(4.3.8) Proposicion. Sea V un R-moédulo no nulo de dimension
< e. Entonces V contiene un vector de mayor peso.

DEMOSTRACION. Exactamente igual que la demostracion que se
tenia para g no raiz de la unidad en [21, VI.3.3], usando ahora el
hecho de que 1,42, ..., qz(e_l) son e escalares distintos y nuestro
C-espacio vectorial V es de dimension estrictamente menor que
e. 0]

(4.3.9) Lema. Sea v un vector de mayor peso de peso A. Sea vy = v
Yy vp = FPv para p > 0. Entonces:

Kuvp = Aq~?Puyp,
)\q_(p_l) — /\_1qp_1
qg—q!

Evp=|p)

2

DEMOSTRACION. Aplicando el lema (4.3.2) se tiene que:

Kuvp = KFPv = g ?PFPKv = q 2PFPAv = A\q~?Puyp.
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Por el mismo lema:

Ev,=EFPv
-(p-1) _ g-14p-1)
_ FPEp + [p)rr1 K4 - ;fl =
Ag— (P~ _ \—1gp—1
:[p] q q_q_l q Fp—lv
)\q_(p_l) _ )\—lqp—l
:[p] q- q_l vp—l

Ahora podemos establecer el principal teorema:

(4.3.10) Teorema. (1) SeaV un R—-médulo de dimension < e ge-
nerado por un vector de mayor peso v de peso \. Entonces:

(i) A\=¢q", dondes=+1yn=dimV — 1;
(ii) Considerando v, = FPv, tenemos que v, =0 sip > ny,
ademas, el conjunto {v = vy, vy, ..., Un} €s una C-base de
V;
(iii) El operador K actuando sobre V es diagonalizable y tiene

TE2 g,

(iv) Cualquier otro vector de mayor peso en V es un multiplo

(n+ 1) autovalores distintos {eq", eq"2, ..., cq

escalar de v y tiene peso A;

(v] V es un R-modulo simple.

(2) Cualquier R-modulo simple de dimension < e esta generado
por un vector de mayor peso. Dos R-moédulos de dimension
< e generados por vectores de mayor peso del mismo peso

son isomorios.

DEMOSTRACION. Exactamente igual que la demostracion que se
tenia para g no raiz de la unidad en [21, VI.3.5], usando aho-
ra el hecho, derivado del lema (4.3.9), de que {vg,...,Ue_1} €S un



94 Ejemplos.

conjunto de e autovectores para K con distintos autovalores aso-
ciados, en nuestro espacio V de dimension estrictamente menor

que e. U

Como consecuencia, para cada entero n (0 < n < e — 2), exis-
te, salvo isomorfismo, un tnico R-moédulo simple de dimensiéon
n-+1, y esta generado por un vector de mayor peso de peso A = =q"
(¢ = £1). Si denotamos este médulo simple por V, ,, usando las re-
laciones dadas en el lema (4.3.9), una C-base de V , es {vp, ..., Un}
y la accion de R esta dada por las formulas

Kvp = A\q %Pv, si0<p<n
Evpi1=[p+ 1]%vpsiogp§ n-—1;
Evg = 0;

Fop = vpiq si0O<p<n-1;
Fo, = 0,

donde A =eqy e = +1.

4.3.3.2. Modulos simples de dimensién > e.

En el caso en que g no es una raiz de la unidad, existen Uy(s{(2))-
modulos simples finito—dimensionales de cualquier dimension (ver,
por ejemplo, [15, 2.6] o [21, VI,3.5]). Sin embargo, en el caso
que nos ocupa, q una raiz d-€ésima primitiva de la unidad, e va a
representar una cota superior para la dimension de los R-moédulos
simples finito-dimensionales, como muestra el siguiente

(4.3.11) Teorema. [21, VI.5.2] No existen R-moédulos simples finito-
dimensionales de dimensién > e.
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4.3.3.3. Modulos simples de dimension e.

Hemos reelaborado varios resultados de [3], [9], [15] y [21] para
dar la clasificacion de todos los R-modulos simples de dimension
e. Mostramos, en primer lugar, una buena descripcion para ellos:

(4.3.12) Proposicion. Sea V un R-médulo simple de dimension
e. Entonces existe una C-base {vy, ..., Ve_1} de V tal que la accién
de R sobre los elementos de dicha base viene dada por una de las
siguientes dos formas:

(1)
Kvp = A\qg~ %P, si0<p<e-1,
Fop = vpiq si0<p<e-—-2;
Fve_1 = buy;

Evg = ave-1;

- -1
Evpi1 = ([p+ 1]% +ab)jvpsi0<p<e-—2,

para ciertos a,b, A € C, A\ # O;

2)
Kvp = puq?Pup, si0<p<e-1,
Evp = vpi1 si0<p<e-—2;
Eve_1 = cuvp;
Fug = 0;
Fopi1=[p+ 1]%%&'0 <p<e-2,

para ciertos c,u € C, u # 0.

DEMOSTRACION. Sea V un R-modulo simple e-dimensional. Pues-
to que C es algebraicamente cerrado, V es un C-espacio vectorial
finito-dimensional, y K es un endomorfismo en V (K es incluso un
automorfismo, con endomorfismo inverso K~1), existe un vector
no nulo v € V y un escalar A # O tal que Kv = \v.
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Si Fé~1v £ 0, entonces FPv#£0Vp =0,...,e— 1. Definiendo

se tiene, aplicando el lema (4.3.2), que Kvp = )\q_ZPvp, para cada
p € N. Por tanto tenemos que vyg,...,Ue_1 SON e autovectores no
nulos en V para K, asociados a e autovalores distintos. En conse-
cuencia, vp,...,Ue._1 son e vectores no nulos linealmente indepen-
dientes del espacio vectorial e-dimensional V, luego {vg,...,Ve_1}
es una C-base de V.

Ya hemos descrito como actiia K sobre los elementos de esta base.
Veamos ahora como lo hacen Fy E :

Si 0 < p < e—2, se tiene directamente de la definicién de los
elementos v, que

Por su parte, como Kve = Ave, ¥ puesto que dim(VAqui) = 1 para

cada 0 < i< e— 1, se tiene que v, = byy, para algun b € C, con lo

cual

P‘l)e_l — ve — bl)()

En cuanto a la accion de E, dado que

KEv = ¢?EKv = A\G°Ev

—2(e—1)

2 } 2
se tiene que Ev € VA y como también v._; € VM = VT, se

sigue que

Ev=av._;

para algun a € C. En consecuencia:

Evg = Ev=av,_,
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Kq_p_K_lqp
q-q!
AgP—)\"lgP
=FPlav,_ | +[p+ 1|FP q — Ty
q—4q
/\q_p_A_lqp
q-q!
/\q_p_/\_lqp
q—q!
/\q_p_)\_lqp
q—q!

Evpy1 =EFP v = FPHEy + [p+ 1]FP v

=FPabuy + [p + 1]

Up

=(ab+ [p+1]

Jop (0<p<e-2).

Un nuevo caso. Supongamos ahora, por contra, que F¢~1v = 0.

Sea
j:=max{p€{0,...,e—2}: FPv+# 0}.

Sea
w = M.

Se tiene entonces que w es un vector no nulo de V. Ademas

Fw =0,

Kw= KFv= q_szij = /\q_zjw.
Denotemos
o= g .

el cual es un escalar no nulo. Definamos
vpb=Ew (peN)

y consideremos el subespacio V' de V generado por vy, ..., Ue_1.
Veamos que V' es un submodulo de V, con lo que al ser V simple,
habra de ocurrir que V' = V. Comencemos por la acciéon de K :

Kvp, = KEPw = G?PEPKw = /_Lq2pvp O<p<e-—-1).
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Por su parte, directamente de la definicion de los elementos vp, se
tiene que paracada O< p<e—2,

EUD = Up+1,

mientras que, dado que Kve = uve, y puesto que dim(Vﬂqm) =1
para cada 0 < i < e — 1, se tiene que ve = cvgy, para algiun c € C,
con lo cual

Eve_1 = ve = CUy.

Resta por comprobar la accion de F. Por un lado

FU() = Fw=0.
Por otro
KgP — K lgP
Fu,, 1= FEP*lw = EPY 1w — [p+ 1]EP—Y - q_lq w
—lg=P _ ;P
Hq Hq
=[p+1] p— vp (0<p<e-—-2)
De este modo {vg,...,V._1} es un C-sistema de generadores del

espacio e-dimensional V' y, por tanto, una C-base de V, y la accion
de K, E, F sobre ella es la que acabamos de describir. O

Para cada a, b, A € C, A # O (resp. para cada c, p € C, u # 0) deno-
temos por V()\, a, b) (resp. por V(i c)) el R-moédulo e-dimensional
dado por la C-base {vg,...,Ve_1} vy la acciéon de R descrita por la
primera forma (resp. por la segunda forma) en la anterior proposi-
cion. Vamos a estudiar ahora las condiciones que han de verificar
los parametros para que cada uno de los anteriores R-modulos e—
dimensionales sean simples, es decir, para que se dé el reciproco

de la proposicion anterior.
Comenzamos estudiando los médulos del tipo V(A a, b) :

CASO 1:b # 0. Veamos que, en este caso, V = V(A a, b) es simple.
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Sea V' un R-submoédulo no nulo de V. Se tiene entonces que
K es un endomorfismo en V' y, en consecuencia, ha de existir
algan v € V’ autovector no nulo para K. Dado que {vg, ..., Ue_1}
son e vectores propios para K asociados a e subespacios propios
distintos de nuestro espacio vectorial e-dimensional V, cada uno
de dichos subespacios propios es de dimension uno, son los tinicos
subespacios propios de V asociados a Ky, por tanto, ha de existir
algan i € {0,...,e — 1} tal que U es un multiplo escalar no nulo
de v;, v = av; (@ € C\{0}). En consecuencia, v; = o~ 't/ € V.
Tenemos entonces que v = F'ty; € V' para todo r € {i,..,e — 1}.
En particular, v._; € V' y, dado que b # O, se tiene que vy =
b~1Fv._; € V', con lo cual vs = FSvy € V' paratodo s € {0,...,e—1}
y, en consecuencia, V' = V, es decir, V es simple.

CASO 2:h=0yA£Eq" (0<n<e—2).

Veamos que, en este caso, V = V() a, b) también es simple.

Sea V' un R-submodulo no nulo de V. Al igual que en el caso
anterior, existe algun i € {0,..,e — 1} tal que v; € V'. Sea j €
{0,...,e — 1} minimal con v; € V'. Supongamos que j > 0. Puesto
que Ev; € V' es un multiplo de v;_; ¢ V' tenemos que Ev; = O,
con lo que A\g U1 — x~1¢g/~! = 0. Esto implica que X2 = ¢2U~1),
es decir, A = +£¢/~1, lo cual contradice nuestra suposicién de que
A # +q" para todo n € {0,...,e —2}. En consecuencia, ha de ser
j = 0, es decir, vy € V', con lo cual vs = FSuy € V' para todo
s€{0,..,e— 1}y, en consecuencia, V' =V, es decir, V es simple.

CASO 3:b=0y A=¢q" (¢==1)paraalgan n € {0,...,e — 2}.

Veamos que en este caso podemos encontrar un R-submodulo pro-
pio, no nulo, de V = V(A,a, b) , con lo cual V() a, b) no sera sim-
ple.
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Sea V' el subespacio de V generado por {vnii,...,Ue_1}. Veamos
que V' tiene estructura de R-moédulo. Para ello basta ver que la
accion de K, F, E sobre los generadores de V' vuelve a dar un ele-
mento de V' :

Kv, = eq"q 2Pv, € V' paratodopec {n+1,...,e—1};
Fop=vpy1 € V paratodope {n+1,..,e—2};

Foe_1 =0¢€ V'
Evpi1=[n+ 14100y, =0 eV
Evpi1 = [p+ 1]5%% € V paratodope {n+1,..,e—2}.

Por tanto V' es un R-subméddulo propio, no nulo, de V, luego V no
es simple.

Estudiemos ahora los médulos del tipo V(u, c) :

Consideremos el tinico automorfismo w de R con w(E) = F, w(F) =
Ey w(K) = K~1. Ver [15, 1.2]. Para cualquier R-médulo N de-
finamos “N como el R-modulo que es igual a N como C-espacio
vectorial y donde cada r € R actiia sobre “ N como w(r) acttia sobre
N. Se tiene entonces que “(“N) =2 N para todo N y que “N es
simple si, y solo si, N es simple. Ver [15, 2.13].

Si consideramos en concreto N = V(1 ¢), podemos comprobar que
“(V(p,c)) = V(X,0,c), para X = p~1. En virtud del estudio realiza-
do anteriormente para V(), a,b), se tiene que V(). 0, c) es simple
si, ysolosi,c#06c=0y N # £q" paracada 0 < n < e— 2.
En consecuencia, V(u,c) es simple si, y sélosi, c206c=0y
w#+tqg " paratodo0<n<e-—2.

De este modo, hemos obtenido €l siguiente

(4.3.13) Teorema. Cualquier R-moédulo simple de dimension e es,
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salvo isomorfismo, de uno de los siguientes tipos:

(1) V(\,a,b) con A\, be C\{O} yacC;

(2) V(A\,a,0) con a € Cy X € C\{O}, A # £q" para cualquier
ne{0,...,e—2};

(3) V(u,c) con p, c € C\{0};

(4) V(p,0) sip € C\{O}, 4 # +q~ " para cualquiern € {0,...,e—2}.

Con esto queda completado el catalogo de todos los R-modulos
simples finito-dimensionales.

4.3.4. Igualdad de las dimensiones.

Nuestro objetivo es comparar las C-dimensiones de Ext%,(R/P,R) y
de R/P para cualquier ideal primo cofinito P de R y ver que son
iguales, siendo y = GKdim(R) = idim(R) = 3. Para ello basta es-
tudiar la misma propiedad para cualquier R-mo6dulo simple finito-
dimensional M y probar que dim¢(M) = dime(Ext}(M, R)), en virtud
de la biyeccion entre R-moédulos simples finito-dimensionales e
ideales primos cofinitos de R dada por la proposicion (3.3.2).

Para realizar este estudio s6lo necesitamos considerar cualquier
R-moédulo simple finito-dimensional M y computar Ext5(M, R). Pa-
ra ello usaremos la descripcion de estos modulos dada en los
apartados anteriores y las técnicas computacionales de bases de
Groebner no conmutativas desarrolladas en [16] y ya utilizadas
cuando estudiamos el ejemplo del espacio cuantico C4[Xj, ..., Xy].

Consideremos el algebra S como se defini6 en 4.3.2.. Reescribimos
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los generadores tomando
Xi:=E, Xo:=F, X3:=K, Xj4:=H

y consideremos el orden lexicografico con X; > Xo > X3 > Xy.
Entonces las relaciones de S aparecen como

Xo X1 =X Xo —

X4

X+
q—q 17 q-q!

X3X1 = ?X1 X3

XX =q2X1 X,
X3Xo=q 2XeX3
X4 Xo = X0 Xy
XaX3=X3Xy

yR=S/(X3X, — 1). Llamemos f := X3Xy — 1.

Sea M un R-moédulo simple finito-dimensional. Podemos consi-
derarlo como S—-modulo por el correspondiente cambio de anillo.
Como fM = Oy f es un elemento central y regular de S, por el
teorema de Rees tenemos

Ext§(M, S) 2 Extg o (M, S/Sf) = Extg (M, R), n>2.
Por tanto en nuestro caso tenemos

Ext3(M,R) = Ext§(M, S).

Entonces nuestro problema se reduce a computar la C-dimension
de Exti(M, S).

Modulos simples de dimension < e.
Consideremos M = V, . Se tiene que dimc(M)=n+1 (n+1<e).

Como R-moédulo, M es isomorfo al cociente R/R(E,F""1 K — \).

En consecuencia, visto como S—-modulo, M es isomorfo al cociente
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S/ S(Xl,X2”+1,X3 — A, X3X4 — 1) o, equivalentemente, dado que
S(Xz — A\, X3Xs — 1) = S(Xz — A\, Xa — A71)

(pues
Xe - A=A IX (X - ) A HXEXe - 1)

XX —1=2"1 G - N+ AMX - A7)+ (X3 - N)(Xa - A7)

se tiene que, como S-moédulo, M es isomorfo a S/Q, con Q =
S(Xl,XQ”H,Xg — A\, X4 — A1), El problema se reduce a computar
la C-dimensién de Ext5(S/@, S) y probar que es igual a n+ 1.

Utilizando entonces las técnicas de bases de Groebner antes aludi-
das y siguiendo un método similar al que usamos para computar
la C-dimensi6n de los Ext en el ejemplo de C4[Xq,..., Xy, tras un
laborioso pero sencillo proceso de calculo, obtenemos un isomor-

fismo
S
(@2 DXy — A1g=2, — @2 D Xs + Ag2, X5, - X)) S

Ext§(S/@, S) =
Como consecuencia, tiene C—dimension n -+ 1.
Moédulos simples de dimension e.

Si M es un R—-moédulo simple de dimensién e entonces, de acuerdo
al teorema (4.3.13), M puede ser de cuatro tipos:

En el primer caso, M = V(\,a,b), con a € Cy A\ b € C\{0}. Como
R-moédulo, M es isomorfo al cociente R/R(E — aF¢ ™1 F¢ — b, K — \).
Por tanto, como S—-moédulo, M es isomorfo al cociente S/Q, con
Q=S(X; —aX{ !, X — b, X3 — A\, Xa — A\71). Después de desarrollar
calculos similares a los realizados para los modulos simples de
dimension < e, obtenemos un isomorfismo

Bxt4(S/Q, S) = 5 .
(X4 - /\_lq_27 _X3 + )\q27XQe - b7 _Xl + a}cze_ )S
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que tiene C-dimension e.

En el segundo caso, M = V()\,a,0),cona € C,y A € C\{0}, A # =q"
para cualquier n € {0, ...,e—2}. Como R-moddulo, M es isomorfo al
cociente R/R(E—aF¢~!, F¢, K— ). Por tanto, como S-moédulo, M es
isomorfo al cociente S/Q, con Q = S(X; —an_l,XZe,Xg—/\,)Q—)\_l).
Procediendo de un modo similar al seguido en el caso anterior se
llega a

S

Ext&(S/Q, S) & ,
S( / ) (X4_/\_1q_27_X3+)‘q27){267 —X1 +a}£26_1)s

que tiene C-dimension e.

En el tercer caso, M = V(x,c) con p,c € C\{0}. Como R-médulo,
M es isomorfo al cociente R/R(E€ — ¢, F, K — i). Por tanto, como S-
modulo, M es isomorfo al cociente S/Q, con Q = S(X{ — ¢, X9, X3 —
u, Xy — p~1). Procediendo de un modo similar al seguido en los
casos anteriores se llega a

S
Ext$(S/Q,S) &
X S( /Q7 ) (X4 o qZM—17_X3 + q_2M7X27_Xle+ C)S’

que tiene C—-dimension e.

En el cuarto caso, M = V(u,0) con p € C\{0}, 1 # =g " para cual-
quier n € {0, ...,e —2}. Como R-méddulo, M es isomorfo al cociente
R/R(E€,F,K — u). Por tanto, como S-moédulo, M es isomorfo al co-
ciente S/Q, con Q = S(X¢, X0, X3 — 1, X4 — p~1). Procediendo de un
modo similar al seguido en los casos anteriores se llega a

S
Ext&(S/Q, S) 2 ,
S( / ) (X4 - qzu_la —X3 + q_2M7X27 _Xle)s

que tiene C—-dimension e.

Hemos probado entonces el siguiente teorema:
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(4.3.14) Teorema. Sea M un R-modulo simple finito-dimensional.
Entonces

dim¢ (M) = dime(Ext3(M, R)).

Como consecuencia tenemos:

(4.3.15) Corolario. Sea P un ideal primo cofinito de R. Entonces

dim¢(R/P) = dimg (ExtH(R/P, R)).

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que, para cada ideal pri-
mo cofinito P de R, se verifica que R/P = S™, para algin R-médulo
simple finito S y algain m € N, de acuerdo con la proposicion
(3.3.2). O

4.4. Algebra envolvente universal de s((2),,.

A diferencia del ejemplo anterior donde, en la linea de la nocion
de grupo cudntico introducida por Drinfeld [11], [12] y Jimbo [20],
considerabamos la cuantizacion del algebra envolvente universal
del algebra de Lie sl(2), Uqy(sl(2)), siendo g una raiz de la unidad,
en el ejemplo que ahora pasamos a estudiar partimos, también
para q una raiz de la unidad, del algebra de Lie generalizada s((2)4
(un tipo de dlgebra de Lie cuantica) como definieron Lyubashen-
ko y Sudbery en [27]. Recordemos que ambos autores definen
un dlgebra de Lie generalizada sobre un cuerpo K como un K-
espacio vectorial L junto con aplicaciones lineales §: L& L — L
(el corchete de Lie generalizado, escrito como x ® y — [x,y]) ¥
v:L® L — L® L (el antisimetrizador generalizado), tales que se
verifica: (i) Antisimetria generalizada: Para t € L ® L, se tiene que
v(t) = 0 = p(t) = 0, y (ii) Identidad de Jacobi generalizada: Para
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x € L, se define adx(y) = [x, y]. Entonces
ad[x,y| = mo (ad ® ad) o y(x ® y),

donde m : End(L) ® End(L) — End(L) denota la multiplicacién de
aplicaciones lineales sobre L.

El dlgebra envolvente universal de un algebra de Lie generalizada
(L, 3,7v) se define como el cociente del algebra tensor de L por el
ideal generado por (5 —7)(V® V).

El estudio del algebra envolvente universal de s((2)q, A = U(s((2)g),
(no confundir con Uy(sl(2)), el algebra envolvente universal cuanti-
zada), se reduce al estudio del algebra B, cuya definicion daremos
a continuacion. El algebra A puede ser obtenida como cociente de
B via un elemento central. Ver [27]. Por tanto nos centraremos
principalmente en el estudio de B.

4.4.1. El algebra 5.

La C-algebra B esta generada por cuatro elementos Xp, X5, C con
relaciones:

XX+ — X4 Xo=qCX+
g 2XoX_ - X Xo=—-q 'CX_
X X —X Xy =(q+q ") (C - X0)Xo
CX. —X:C=CXp—XoC=0

1

donde A = g — g~ *. Usaremos posteriormente g-ntmeros [p| defi-

. P_ g P
nidos como es usual por [p] := %_é{l .

El algebra A es obtenida desde 5 anadiendo la relacion C = 1. Ver
[27].
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4.4.1.1. Centro en g2 = 1.

Consideremos el elemento

-1
4 q

Ch=X2+ X+
Xt e T g

X, X

De acuerdo a [2] una base lineal de B esta dada por

X x*xPch P2 con ax,ay by, by €N, ara_ = 0. (4.2)

Esto puede ser probado partiendo de una base de B de la forma
CkX™XIXP con k,m,n,peN

(ver [27, Lemma 3.2]). Entonces todas las potencias comunes de
X_ y X4 en un monomio pueden ser reexpresadas en términos que
envuelvan solamente Xy, Cy C, usando

XX =Ch—qlCXy—q2X3= (4.3)
ATH—(C? = N2 Ch) + (1 +q ) C(C— AXo) — g *(C — AXp)?},

X, X_=Ch+qCXy — ¢*X3 = (4.4)
AT2{—(C% - X2C) + (14 @) C(C — AXp) — ¢2(C — AXp)?).

A partir de todas estas expresiones es facil comprobar que, aparte
de C, otro elemento central de B es C,.

De cara al calculo del centro de B es mas comodo utilizar otra
base obtenida a partir de (4.2): Dado que

1 1
Xo = —1(C—AXo) + 1.C
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tenemos que cualquier potencia de Xy puede ser reexpresada en
términos que envuelvan solamente potencias de (C— AXp) y C, con
lo cual podemos considerar que un nuevo C-sistema de generado-
res de B viene dado por

X% XM (C— 2Xp)Ch CP2 con ax,ay, by, by € N,ara_=0. (4.5)

De hecho podemos probar la C-independencia lineal de los ante-
riores elementos, con lo cual (4.5) nos esta dando una nueva base
de B como espacio vectorial sobre C.

En todo lo que sigue consideremos g una raiz de la unidad. Mas
concretamente sea | el menor natural no nulo tal que g?! = 1,
(exigimos ademas [ > 1).

De acuerdo con [2], el centro de B viene dado por
CGH(B) = (C[C7 C127X—l|—7 (C o )‘XO)l] + (C[C7 CIZ>X£7 (C o /\XO)Z]
(suma que no es directa) (su interseccion es C[C, C, (C — A\Xp)Y).

Para obtenerlo basta imponer a los elementos de (4.5) que con-
muten con cada uno de los generadores X, ,X_,(C - \Xp),C,C, y
valernos de las formulas

X Xk = XEX, AT g 2 XN (C-0X0) (1462 C— (1+¢%9) (C- X))
(4.6)

(que podemos obtener de la ecuacion (3.4b) en [10]), de

(C— M\Xp)*X, = q?FX, (C - AXp)* (4.7)
(C— AXo) X = q KX (C — MXo)
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X Xk=xkx_ — \~1K|q k+t2xl!
(C—2Xo0)(1 +q2)C — (1 +q2K)(C— \Xp));
(C=AXo)*X =q**X_(C— \Xo)*;
(C— AX0)XE = g*FXK(C — AXo),

obtenidas a partir de (4.6) y (4.7) aplicandoles el automorfismo de
C-algebras ¢ de B dado por

p(Xy)=X_,
p(Xo) =X,
¢(Xo) = Xo,
p(C)=C,
0(Cy) =Gy,
pl@)=—q .

Los generadores C, C,, XL, X! y (C — )\Xp)! del centro de B estan
sujetos a la relacion

XX =gM=DA=24—(D?) + ¢~ 'D'Qy((q + g 1)CD7Y)

(€= AX0)! — (C— A%} 8
donde @ es el polinomio de grado [ tal que
Qe +x7 1) = x4 x7
y donde D esta definido por
D% =C? - \2¢,.
La formula (4.8) es obtenida probando por recursion
XPXP = A2 P2 g 27~ H{—qD2q* + (g + ¢~ 1)C(C — AXo) @.9)

~q 1 (C— AXo)*q *"}

y tomando en esta expresion p = [. Ver [2].
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4.4.1.2. B-modulos simples finito-dimensionales.

Damos ahora la clasificacion de los B-modulos simples finito-di-
mensionales cuando g2! = 1, de acuerdo a los resultados obtenidos
en [10] y [2]. No obstante, a diferencia de dichos trabajos, en lugar
de los generadores de la base (4.2), utilizaremos los de la base (4.5)
para describir la accion de B sobre cada uno de los B-moédulos
simples finito-dimensionales, con el fin de facilitar su tratamiento
posterior.

Sea M un B-modulo simple finito-dimensional.
Puesto que C, C,, (C — /\XO)Z,X}H X! pertenecen al centro de B, han

de actuar sobre el B-mo6dulo simple finito-dimensional M como es-

calares. Denotémoslos, respectivamente, por ¢, ¢, z, xt, x. . Estos

escalares satisfaran la relaciéon (obtenida de (4.8))
xbxt = g2 (@)t gld'Qi((g+ g ed )z - 2%}, (4.10)

donde d? = ¢ — )\2d),.

Primer caso: z A0y x_ # 0 (X_ actiia inyectivamente). Dado

que C es algebraicamente cerrado, O # M es un C—espacio vectorial
finito-dimensional y (C — AXp) es un endomorfismo en M podemos
asegurar la existencia de algan O # w € M tal que (C — \Xp)w = vw,
con v € C (ademas habra de verificarse entonces que z = v!).

Definimos

vp = x_PXPu (vy= vy =w).

La accion de los generadores de B sobre los vectores vy, siendo
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0 < p<Il-1,viene dada por

Covp=cyUp
Cuvp = cvp
(C — XXo)vp = g*Pvuy,
X Up=X_Ups1
Xivp=x"A"2{~d?+ (1 +q2)evg®® — g 22q*P}u,

Puesto que M es simple ha de coincidir con el B-submodulo ge-
nerado por vg, €l cual, segun se deduce de la accion antes ex-
puesta, esta generado sobre C por {vy,...,v;_1}. Reciprocamente,
el B-modulo generado por {vo, ..., )j_1} es simple al estar asociado
cada autovector vy, ...,0;_1 de (C — AXp) a un autovalor diferente
(v # 0 al ser z # 0) y ser ademas cada uno de estos v, distintos de
Cero.

Esta clase de representaciones [-dimensionales periddicas (o semi-

periddicas cuando x; = 0) estan caracterizadas entonces por los

cinco parametros complejos ¢, ¢, z, xb, xt

relacionados por la
relacion (4.10).

Segundo caso: z# 0, x_ =0y x; # 0 (X, actiia inyectivamente,

pero no X_). Dado que x' = O, se tiene que X_ es nilpotente
y., por tanto, O es un autovalor suyo en M. Sea entonces O #
Vx o € M el subespacio propio de X_ asociado al autovalor O.
Este espacio vectorial es estable bajo la acciéon de (C — A\Xp) (si
v € Vx o entonces X_(C — AXp)v = ¢ 2(C — A\Xp)X_v = 0), con lo
cual (C — )Xp) es un endomorfismo en el subespacio vectorial no
nulo y finito-dimensional Vx ¢ y, en consecuencia, existe algan
0 #w € Vx o tal que w es un autovector para (C — AXp). Llamando
v a su autovalor asociado se tiene que (C — AXp)w = vw (con v! = z)
y X w=0.
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De acuerdo a (4.4) se tiene que
Ch=X.X_+22{C% - (1+¢)C(C-2AXp) +G*(C—)1Xp)?} (4.11)
y, en consecuencia, ¢, = A\72{c? — (1 + g®)cv + g*v2}.
Definimos
wp = x, PXPuw (w;=wp =w).

La accion de los generadores de B sobre los vectores w), viene dada
por

Cowp=chwp (p=0,...1-1)
Cwp=cwp (p=0,..,1-1);
(C—\Xo)wp=q ?Prw, (p=0,..,1—1);
Xiwp=xywpy1 (p=0,..,1-1);

X_w():O;
X wp=x7 ' A"2{~d?+ (1 + @?)evq 2P — ?1v2q *P}w,
(p=1,..,1-1).

Al igual que en el primer caso, dado que v # O al ser z # O, tenemos
que wy, ..., w;_1 son autovectores no nulos de (C — A\Xj) asociados
a [ autovalores diferentes, con lo cual el B—-médulo generado por
wo, ..., wy_1 es simple y coincidira con nuestro M.

Esta clase de representaciones l-dimensionales semiperiodicas es-
tan caracterizadas entonces por los cuatro parametros complejos
ch, ¢, v, xt, donde los tres primeros estan relacionados por ¢, =
A72{c? - (1+g®)cv + g*v?).

Tercer caso: z # 0y x_ = x; = O (Representaciones de mayor y

menor peso). Al igual que en el caso anterior, dado que X, es
nilpotente en M (xfL = 0) y el subespacio propio de X, en M aso-
ciado al autovalor O es estable bajo la accion de (C— )\Xp), tenemos
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que existe alguin O # w € M tal que X, w =0y (C— AXp)w = vw, con

=z,

De acuerdo a (4.3) se tiene que
Ch=X_X,+22{C?-(1+q2)C(C- X))+ q 2(C—-)Xp)?} (4.12)

y, en consecuencia, ¢, = A\72{c? — (1 + g 2)cv + g 212},

Definimos

vp =X Pw (p=0,..,1-1)(r,=X'w=0).

La accion de los generadores de B sobre estos elementos viene
dada por
Covop=chv, (p=0,..,1-1)
Cop=cvp (p=0,..,1-1);

(C— XXo)vp=q*Pvv, (p=0,..,1— 1)
X vp=vpy1 (p=0,..,1-2);

X v 1=0;
Xiv9=0;
X vp=2A" Pl (1 +g*)e— (L+g*P)v)vp 1
(p=1,..,1-1).

Dado que v # O al ser z # 0, tenemos que vy, ..., Uj_; son autovec-
tores de (C — AXp) asociados a | autovalores diferentes. Ademas,
de las formulas anteriores deducimos que X, v, # O para todo p €
{1,..,1-1} siy solo si (1+g?)c # (1+g?P)v paratodo p € {1,...,1-1}.
Asi:

e Si (1+¢%)c# (1+qg*P)v paratodo p € {1,..,1— 1} entonces
Xivp # 0 para todo p € {1,..,1 — 1} y tendremos por tanto
que vy, ..., ;_1 son autovectores no nulos de (C — AXp) asocia-
dos a [ autovalores diferentes. En consecuencia el B-médulo
generado por vy, ..., Uj_1 €s simple y coincidira con nuestro M.
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e Supongamos, por contra, que existe algon n € {1,....,.1 — 1}
tal que (1 + ¢?)c = (1 + ¢*")v. Fijemos dicho n. Se tiene
entonces que X,v; = 0. Ademas no puede existir ningtin
pe{l,..,1-1}, p# ntalque (1+g®)c = (1+g¢*P)v. Puesto que
vy # O se tiene que vy, ..., Up_1 son todos no nulos. Afirmamos
asi mismo que v, = 0 paratodo p € {n,...,l—1}. En caso con-
trario, dado que v, =0 < v, = O paratodo p € {n, ..., - 1}, se
tendria que M seria un modulo simple de dimension [ con un
submodulo no nulo de dimension estrictamente menor que [
(el generado por {vn,...,01_1}), lo que seria una contradiccion.
Se sigue entonces que el B-modulo generado por vy, ..., Un_1
es simple y coincidira con nuestro M.

Recopilando todo lo anterior hemos llegado a que existen dos tipos
de B-modulos simples finito-dimensionales en este tercer caso:

(1) Uno l-dimensional con C—base {vyp, ..., ;_1} y accion de B so-
bre €l dada por

Covp=chv, (p=0,..,1-1);

Cop=cvp (p=0,..,1-1);

(C— XXo)vp=q*Pvv, (p=0,..,1— 1)
X vp=vpy1 (p=0,..,1-2);

X v 1=0;
Xiv9=0;
X vp=A" Pl (1 +g*)e— (L +g*P)v)vp 1
(p=1,..,1-1)

con v # 0y ctal que (1+q?)c # (1+ ¢?P)v para todo elemento
pe{l,..,1—1}. Ademas ¢, = \72{c% — (1 + g 2)cv + q 212}.

Nota: Estas representaciones no existen para | = 2 pues, en
dicho caso g = —1y, tomando p = 1, se tiene que (1 + g?)c =
0= (1+qg*P)v.
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(2) Para cada n € {1,...,,1— 1} una representacion n-dimensional,
con C-base {uvy, ..., bp_1} y accion de B dada por

Covp=chv, (p=0,..,n—1);
Cvp:CUp (p:O77n_ 1),
(C—XXp)vp=q*Prv, (p=0,..,n—1);
X—Up:vp+1 (p:O77n_2);
X vn-1=0;
X_|_U0:O;
X vop=2"plgP2v((1 + ¢*)c — (1 + ¢*P)v)vp_1
(p=1,..,n—1)

con la restriccion (1 + ¢?)c = 1+ @Mv y v # 0. Ademas
ch = )\_2{02 —(1+ q_Z)CZ/ + q_zyz}.
Nota:
(1+g>")

14+q2
representacion en dicho caso es uniparameétrica.

e Si 1+ g2 # 0 entonces ¢ = v, con lo cual nuestra

e En consecuencia se tiene que si | es par y estrictamen-
te mayor que 2, la correspondiente representacion n-
dimensional que resultaria para n = /2 obligaria en ese
caso a ¢ a tomar el valor O (esta representacion no sera
por tanto posible para A, para la cual c habra de valer 1).

e Sil=2entonces 1 +¢g®> =0y, por tanto, (1 + ¢?)c=0=
(1 +g?>")v para n = 1, independientemente de los valores
v # 0y c, conlo cual, en el caso | = 2, la correspondiente
representacion 1-dimensional que aparece paran=1 es
biparameétrica.

Con esto queda completado el estudio en este tercer caso.
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Cuarto caso: z= 0. (1) Supongamos primero x_ # O.

Analogamente al primer caso, podemos asegurar la existencia de
algin O # w € M tal que (C — AXp)w = vw, con v € C. Dado que
vl =z =0, se tiene que v = 0, es decir, (C — AXp)w = 0.

Definimos
vp = x_PXPu (v = vp).

La accion de los generadores de B sobre los vectores vy, siendo

0 < p<I1l-1, viene dada por

CoUp = chUp
Cvp=cvp
(C— AXo)vp =0

X Up=X_Upi1

Xivp=—x""A"2d%v,
Tomando
-1
p=0

se tiene que v es un elemento de M con accion de B sobre €l dada

por
Cov=chv
Cv=cv
(C = \Xp)v="0
X v=x_v
Xjv=x4 v
con x;x_ = ¢y — A\72¢?2 = —A72d2. En consecuencia el B-mo6dulo

generado por v es simple y coincide con M.
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(2) Supongamos ahora el caso x_ = 0, x; # O.

Analogamente al segundo caso podemos asegurar la existencia de
alghn 0 #w e Mtalque X w =0y (C - \Xp)w = vw, con v € C. Al
igual que antes habra de ocurrir que v = 0, es decir, (C—\Xp)w = 0.

Definimos
wp = x, PXPw (w; = wy =w)
L s L=40 '

La accion de los generadores de B sobre los vectores w), viene dada
por

Cowp=chw, (p=0,..,1-1);

Cwp=cwp (p=0,..,1-1);
(C— XXo)wp=0 (p=0,..,1-1);

Xiwp=xywpy1 (p=0,..,1-1);

X_won;

X o — —x— 11242 _
_wp=—x. A *d“wp_1 (p=1,...,1-1).

Dado que X! = 0 en M tenemos que (—x;'A"2d?)! = 0, de lo que

se deduce que d? = 0, o, lo que es lo mismo, ¢, = A~2¢2. Por tanto,

podemos reexpresar la accién anterior por

Cowp = cHwp
Cwp = cwyp
(C—XXp)wp=0
Xy Wp =X Wpi1
X wp=0

para p=0,...,1— 1, donde ¢, = \"2¢2.

Tomando

-1
p=0
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se tiene que v es un elemento de M con accion de B sobre €l dada

por
Cov=chv
Cv=cv
(C—)2Xp)v=0
X v=0
Xjv=x4 v

con ¢, = A"2¢2. En consecuencia el B-modulo generado por v es
simple y coincide con M.

(3) Supongamos ahora el caso x_ = x; =0.

Al igual que en el tercer caso podemos asegurar la existencia de
algin 0 # w e M tal que X, w =0y (C— A Xp)w = vw, con v € C. Al
igual que antes v = 0, es decir, (C— \Xp)w = 0.

Definimos

vp:=XPw (p=0,..,1-1(r;=X'w=0).

La accion de los generadores de B sobre estos elementos viene
dada por

Covp=chvp (p=0,...1—1);
Cuop=cvp (p=0,..,1-1);
(C— XXo)vp=0 (p=0,..,1-1);
X vp=vpy1 (p=0,..,1-2);
X v_1=0;
Xivp=0 (p=0,...,1-1).

Sea j := max{p € {0,...,1 — 1} : vp # O} (al menos j = O dado que
vo = w # 0). Tomando v := v; se tiene que v es un elemento de M
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con accion de B sobre €l dada por

Cov=chv
Cv=cv
(C—)2Xp)v=0
X v=0
X,v=0

y donde ¢, = A=2¢? (es decir, d? = 0). En consecuencia el B-modulo
generado por v es simple y coincide con M.

En consecuencia, en cualquiera de los casos posibles para z = 0,
M puede ser descrito como un B-moédulo unidimensional con B-

accion
Cov=chv
Cv=cv
(C—)2Xp)v=0
X v=x_v
Xyvp=x40

y donde x:x_ = ¢, — A\72¢? = -\ 2d2.

4.4.1.3. A-moédulos simples finito-dimensionales.

Hemos obtenido la descripcion completa de los B—-modulos sim-
ples finito-dimensionales. Dado que el algebra A se puede obtener
como cociente de B por el ideal generado por C — 1, la lista com-
pleta de A-modulos simples finito-dimensionales se obtiene de la
anterior imponiendo ¢ = 1 en los casos en que sea posible, debi-
do a la biyeccién existente entre los T/I-mé6dulos simples M y los
T-moédulos simples M tales que IM = 0, para cualquier anillo T y
cualquier ideal I de T.
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4.4.2. Propiedades homoldgicas y condiciones de
regularidad.

Estudiamos ahora las propiedades homoldgicas y condiciones de
regularidad de By A. Probaremos que estas algebras son Auslan-
der-regular, Cohen-Macaulay, que satisfacen la condicion fuerte
de second layer y calcularemos sus dimensiones global, inyectiva
y de Gelfand-Kirillov. Introducimos un algebra auxiliar S, de la
cual B se puede obtener como un cociente.

4.4.2.1. El algebra S.

Definamos S como la C-algebra con generadores X1, Xo, X3, Xy, X5
y relaciones

XoX1=X1X0 — A g+ q N X3(Xy — X3)
XaX1=q X1 X3, Xa Xy =X1Xa, XsX1 = X1 X5
XsXo = X0 Xz, XaXo = XoXs, XsXo = X0 X5
Xy X3 =X3Xy, X5X3 = X3X5

X5 X4 =Xy X5

Para lo que sigue nos interesa describir S como una extension de

Ore iterada. En efecto
S = C[X3, Xy, X5][Xo; 00][X1; 01, 0]

donde
og : C[X3, X4, X5] — C[X3, X4, X5]

es un automorfismo definido sobre los generadores por
00(Xs) = ¢°X3, 00(Xa) = X4, 00(X5) = X5,

donde
o1 : C[X3, Xy, X5|[Xo; 00] — C[X3, X4, X5][Xo; 00]
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es un automorfismo definido sobre los generadores por
01(Xp) = Xo, 01(X3) = G ° X3, 01(Xa) =Xy, 01(X5) = X5,
y donde
6 : C[X3, X4, X5][Xa; 00] — C[X3, Xy, X5][X2; 00]
es una oi—derivacion definida sobre los generadores por

§(Xa) = —A"Yq+q N X3(Xs — X3), 6(X3) = 6(X4) = 5(X5) = 0.

En consecuencia, S es un dominio noetheriano y una C-base de S
< 104 (8% 103 104 (84
vendra dada por {X]"' X, X;°X;*X:® : a; € N}.

Veamos ahora que B puede ser obtenida como cociente de S. Iden-
tificando X; =X, Xo = X, X3 = C—- )Xy, X4y = C, X5 = C, observa-
mos que todas las relaciones de S se verifican también en B. Otra
relacion aparte que se verifica en B es la que viene dada por las
formulas (4.11) y (4.12):

Ch=X_X, + 2 2{C%2 - (1+q2HC(C-IXo)+q 2(C - IXp)?} =
X X_ 4+ 272{C? - (1 + g®)C(C - M Xp) + ¢2(C — 2\ Xp)?).

Consideramos el elemento p de S dado por

p=X5—XoX1 — A 2(XF — (1+q ) XaX3+q X3) =
X5 — X1 X — A72(XF — (14 @) XaXs + ¢°X3).

Se tiene entonces el diagrama conmutativo de algebras
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donde cada flecha es un epimorfismo. De hecho podemos ver que

S% = B, pues al imponer p=0 en Sip se obtiene que
{X?1X§2X§3X$4Xg5 T € N, Q19 = O}

es una base de Sip’ y esta base es analoga a la que se obtuvo para
B en (4.5).

4.4.2.2. Dimension global e inyectiva.

Podemos darnos cuenta que también B y A pueden ser descritas
como extensiones de Ore iteradas. De la C-base de B

{CMX2X$3X : o; € N}

obtenida en [27, Lemma 3.2], y empleando el hecho de que X, =
—+(C— AXo) + +C, se obtiene que

{CO(C — X\Xp)*2X 3 X% : o; € N}

es también una C-base de B. De modo similar a como se hizo para
S, se puede comprobar que B puede ser descrita como extension
de Ore iterada de la forma

B = (C[C - /\XO7 C][ _;O'O][X_HO'I,(S]

donde
oo : C[C — XXy, C] — C[C — XXy, C]

es un automorfismo definido sobre los generadores por
50(C — AXp) = ¢*(C — AXy), 00(C) = C,
donde

12 (C[C - /\XO7 C][ - 00] — (C[C - /\XO7 C] [X—7 00]
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es un automorfismo definido sobre los generadores por

O'l(X_) =X

—

71(C = AXp) = ¢ *(C = \Xp), 01(C) = C,
y donde

§: C[C— XXy, C|[X_;00] — C[C — XXy, C][X_; 9]
es una oi—derivacion definida sobre los generadores por

0(X-) = -A"Hg+q 1) (C—2Xp)(C—(C—AXp)), 6(C—AXp) =6(C) =O0.

Tenemos como consecuencia que 5 es un dominio noetheriano.

De forma analoga, y puesto que el algebra A se obtiene de B
anadiendo la relacion C = 1, llegamos a que

{(1 = AXp)*1 X“2X%3 - o; € N}

es una C-base de A. Puesto que las relaciones en A son justa-
mente las de B tomando C = 1 tenemos, de modo completamente
similar a como se hizo para B, que A puede ser descrita como
extensiéon de Ore iterada de la forma

A = C[1 = AXo][X_; 00][X+; 01, ]

donde
oQ : (C“ — /\){O] — (C“ — /\Xo]

es un automorfismo definido sobre los generadores por
o0(1 — A\Xo) = ¢*(1 — XXp),

donde
o1 1 C[1 = AXo][X_; 00] — C[1 — AXo[X_; 0]

es un automorfismo definido sobre los generadores por

o1(X)=X_, 01(1 = AXo) = g 2(1 — AXp),
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y donde
6 : C[1 — AXo][X—; 0] — C[1 — AXo][X; 00]

es una oj—derivacion definida sobre los generadores por

0(X)==A"1g+q (1 - 2Xo)(1 - (1 = AXp)), 6(1 — AXo) = O.

Tenemos como consecuencia que A es un dominio noetheriano.
(4.4.1) Proposicion. (1) gldim(S) = idim(S) = 5;
(2) gldim(B) = idim(B) = 4;

(3) gldim(A) =idim(A) = 3.

DEMOSTRACION. (1) Aplicando [28, Theorem 7.5.3] obtenemos
que la dimensién global de T = C[X3, X4, X5][Xo; 00] es 4. El mismo
teorema nos da que la dimensién global de S = T[X;;0,,d] es 4 6
5. La existencia de S—-mo6dulos M tales que Extg(M ,S) # 0 (como
veremos en la subseccion 4.4.3.) nos da que idim(S) = gldim(S) = 5.
(2) La anterior descripcion de B como extension de Ore iterada y la
existencia de B-médulos M tales que Extj(M, B) # 0, como también
veremos, nos permiten probar, de forma completamente similar a
como se ha hecho para S, que idim(B) = gldim(B) = 4.

(3) Finalmente, y por el mismo tipo de argumento que en los casos
anteriores, tenemos que idim(A) = gldim(A) = 3. O

4.4.2.3. Condiciones Auslander-regular y Cohen-Macaulay.

(4.4.2) Proposicion. (1) S es Auslander-regular y Cohen-Macau-
lay.

(2) B es Auslander-regular y Cohen-Macaulay.

(3) A es Auslander-regular y Cohen-Macaulay.
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DEMOSTRACION. (1) Laregularidad Auslander de S se sigue direc-
tamente de [25, Lemmal], por la construcciéon de S como extension
de Ore iterada. Para obtener la condicion Cohen-Macaulay gra-
duamos los anillos base en la cadena de extensiones de Ore que
da lugar a S de la siguiente forma:

R: =C[X3,X4, X5);
T : = R[Xy; 00
{Rn}n§
Rn,= C(XgSXZ4Xg5 tastag t+ag = I’l);
00 (Xg3Xg4Xg5) — q2a3X§43XZé4Xg45

S=T[Xy;01,0);
{Tn}n§
Th= C(X§2X§3X24Xg5 tg + ag + aq + oy = N);
1 (57X X X) = 2 XXX X

Aplicando ahora la segunda parte de [25, Lemma] obtenemos que
S es Cohen-Macaulay.

(2) El razonamiento anterior, aplicado a la descripcion dada para B
como extension de Ore iterada, nos da el resultado buscado. Otra
demostracion alternativa seria la siguiente:

S
Sp-
un elemento central de S. Asi mismo, S es un dominio y, por

Tenemos que B = Podemos comprobar facilmente que p es
tanto, p es un elemento regular. Basta aplicar ahora la tercera
parte de [25, Lemma] para obtener que B es Auslander-Gorenstein
y Cohen-Macaulay. La finitud de la dimension global de B nos da
ademas que es Auslander-regular.

(3) A viene descrita como cociente de B a través del elemento cen-
tral y regular de B, (C — 1). Razonando de forma analoga al punto
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anterior se obtiene que A es Auslander-regular y Cohen-Macaulay.
O

4.4.2.4. Dimension de Gelfand-Kirillov.

Aplicando directamente la definicion dada en la seccién 1.3., cal-
culamos la dimension de Gelfand-Kirillov de S y, a partir de ella,
obtenemos las de By A.

(4.4.3) Proposicion. (1) GKdim(S) = 5.
(2) GKdim(B) = 4.
(3) GKdim(A) = 3.
DEMOSTRACION. (1) Ses una C-algebra afin con subespacio gene-

rador V = C{X1, Xy, X3,X4,X5}. Consideramos la filtracion finito-
dimensional estandar {S;} de S dada por Sp = V0 = C, S; =

o VA

Tenemos que cada elemento de S se escribe de la forma
Z a,X® con a=(ay,ag, as,aq,05) € N° a,eC

siendo X = X" X2 X3 X4 X5,

Una base de S como C-espacio vectorial esta formada por los X% y
una base de los S; esta formada por los X% con aj+ag+ag+ag+ag <
i. El namero de elementos de esta base es

-

que es un polinomio en i de grado 5. En consecuencia, la dimen-
sion de Gelfand-Kirillov de S es 5.
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(2) De la demostracion de la tercera parte de [25, Lemma] se obtie-
ne que GKdim(S/Sp) = GKdim(S) — 1. En el punto anterior obtuvi-
mos que GKdim(S) = 5, de lo que se deduce que GKdim(B) = 4.

(3) Razonando de forma analoga al punto anterior, puesto que

A = ﬁ , se obtiene que GKdim(A4) = 3. O

4.4.2.5. Condicion fuerte de second layer.

Teniamos ya que B es finitamente generado como moédulo sobre
su centro. También A lo es. En efecto, podemos comprobar que
el C-sistema de generadores que resulta para A de hacer C=1 en
(4.5) es también C-linealmente independiente. Por tanto

{X% XTI (1 - \Xp)%CP con ar,ap,beN, aa_ =0}

es una C-base para A. Calculando a partir de aqui el centro de A
obtenemos que

Cen(A) = C[Ch, XL, (1 — AXo) ] + C[Ch, XL, (1 — AXp)]]

y, por tanto, A es finitamente generado como moédulo sobre su
centro.

Con todo esto podemos establecer ahora el resultado:

(4.4.4) Proposicion. (1) B satisface la condiciéon fuerte de se-
cond layer.

(2) A satisface la condicion fuerte de second layer.

DEMOSTRACION. Puesto que tanto B como A son finitamente ge-
nerados como modulos sobre su centro, basta aplicar el teorema
de Letzter [23, 4.2], para obtener que ambas algebras satisfacen la
condicion fuerte de second layer. O
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4.4.3. Igualdad de las dimensiones.

Nos disponemos ahora a probar la igualdad de las C-dimensiones
de Exth(R/P,R) y de R/P para cualquier ideal primo cofinito P de
R, siendo ; = GKdim(R) = idim(R), tanto en el caso en que R =
B como en el caso en que R = A. Para ello bastara demostrar
que dimg (M) = dimg(Exth(M, R)), para cualquier R-moédulo simple
finito-dimensional M, en virtud de la proposicion (3.3.2).

Comencemos con ¢l estudio para R = B. Sea M un B-moédulo

~ S
~ S

M como un S-moédulo por el correspondiente cambio de anillo.

simple finito-dimensional. Dado que B podemos considerar
Como pM = O y p es un elemento central y regular de S, por el

teorema de Rees tenemos que

Ext§(M, S) & Extg o (M, S/Sp) = Extz~'(M,B) n>2

Por tanto en nuestro caso tenemos que
Ext$(M, B) = Ext3(M, S)

Entonces el problema es computar la C-dimension de Extg(M ,S).
Estudiémosla para cada uno de los cuatro tipos de B-mo6dulos sim-
ples finito-dimensionales que obteniamos en los apartados ante-
riores:

Primer caso:z 40y x_ # 0.

En este caso, el B-modulo [-dimensional M es isomorfo, como S—
modulo, a
S
S(XE—xb, Xt —xt X3 — v, X4 — ¢, X5 — ¢, D)

donde c, c;, z, fo, x! € C y estan relacionados por (4.10).

M=

Utilizando las técnicas computacionales de bases de Groebner no
conmutativas desarrolladas en [16] y siguiendo un método similar
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al que usamos al tratar los ejemplos de Cq4[X),...,Xn] ¥ Uqy(sl(2)),
obtenemos un isomorfismo
Ext3(M, S)

[

S
(X5—ch,—Xa+c,Xz—q2v,q=2(-Xb+x1),q2(X —x='8X5~1))S’
donde
B=ch—A2(c® - (1+q%rc+q2?.

En consecuencia, la C-dimension de Extg(M ,S) coincide con la de
M (concretamente es [).

Segundo caso:z # 0, x_ =0, x; #0.

En este caso, el B-moédulo I-dimensional M es isomorfo, como S-

modulo, a
S

S(Xll _x-li—7X27X3 - Z/7X4_ C:X':i - CIQ)

12

M

con ¢, ¢, v, xi € Cy donde los tres primeros estan relacionados por
ch = A"2{c? — (1+¢?)cv+ q*v?}. Operando de forma similar al caso
anterior obtenemos un isomorfismo
5
Extg(M, S)

~ S
- (q*Z(Xg,—c’2),q*z(—X4+c),q*2(X3—vq2),—Xg,Xf —Xi)s

con lo cual
dimg (Ext2(M, S)) = 1 = dimg(M).

Tercer caso:z # 0, x_ =x,. = 0.

En este caso obteniamos dos tipos de B-moédulos simples finito-
dimensionales:

(1) En este caso, el B-modulo [-dimensional M es isomorfo, como

S-modulo, a
S

M
S(Xla){éaXS - V’X4_ 07X5 - CIQ)

12
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donde todos los parametros son complejos y verifican que v # O,
(1+q?)c # (1 + g*P)v para todo p € {1,..,l — 1} y ademas ¢, =
A2 — (1+q2)ev+q 22},

Operando de forma similar a los casos anteriores obtenemos un
isomorfismo

S
(X5 — b, —Xa + ¢, X3 — g 2v,—q2X},q72X)S

Ext3(M, S) =

con lo cual
dimg (Ext2(M, S)) = 1 = dimg(M).

(2) En este caso, el B-moédulo n-dimensional M que obteniamos
para cada n € {1,...,1 — 1} es isomorfo, como S-médulo, a

S
S(X17X57X3 -1, Xy — ¢, X5 — CIQ)

M=

donde todos los parametros son complejos y verifican (1 + ¢?)c =
Q+@V, v#£0ycdy=22{c?2— (1+q v+ q 22}

Operando de forma similar a los casos anteriores obtenemos un
isomorfismo

S
(X5 - Cl27 _}(4 + c, X‘% - q—2q2ny7 _anX'él, q_2X1)S

Ext3(M, S) =

con lo cual
dime (Ext2(M, S)) = n = dimg(M).

Cuarto caso:z = 0.

En este caso, el B-modédulo 1-dimensional M es isomorfo, como S-
modulo, a

S

M
S(Xl - X+7X2 - x—7X37X4 - C7X5 - CIZ)

12
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donde todos los parametros son complejos y verifican que x;x_ =
ch— A 72c2 = -2 242

Operando de forma similar a los casos anteriores obtenemos un
isomorfismo

S

Ext3(M, S) =
Xt ) (X5 —ch, —Xa+ ¢, X3, —q?Xo + x_,q72X1 — x4)S

con lo cual
dimg (Ext2(M, S)) = 1 = dime(M).

Como consecuencia de todo lo anterior hemos probado el siguiente
teorema:

(4.4.5) Teorema. Sea M un B-modulo simple finito-dimensional.
Entonces
dime (M) = dime (Ext3(M, B)).

y, a partir de é€l, el siguiente corolario:

(4.4.6) Corolario. Sea M un A-modulo simple finito-dimensional.
Entonces
dimg (M) = dime(Ext> (M, A)).

DEMOSTRACION. Sea M un A-moédulo simple finito-dimensional.
Entonces M sera un B-modulo simple (ademas, tal que (C— 1)M =
0). Aplicando el teorema anterior tenemos que

dim¢ (M) = dime(Extg(M, B)).
Solo resta aplicar ahora el isomorfismo
Extjs(M, B) = Bxtiy 1) (M, B/B(C— 1)) = Ext} (M, A),

obtenido a partir del teorema de Rees, para conseguir lo que busca-
bamos. O
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Concluimos en consecuencia con el resultado deseado:

(4.4.7) Corolario. Sea P un ideal primo cofinito de R = B 6 A.

Entonces
dim¢(R/P) = dimc(Ext’;Q(R/P7 R))

siendo p = GKdim(R) = idim(R).
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