UNIVERSIDAD DE JAEN

Departamento de Estadistica e 1.O.

Aproximacion Bayesiana a la

metodologia de la Verosimilitud

1 4 [ ]
Empirica
Memoria presentada para
optar al grado de doctor por
Ratl Amor Pulido.
Ve B del Director Ve B° del Tutor
Fdo. Dr. Carlos Sanchez Gonzalez Fdo. Dr. Juan Carlos Ruiz Molina
Universidad de Granada Universidad de Jaén

Jaén, Diciembre de 2001.



Editor: Editorial de la Universidad de Granada
Autor: Raudl Amor Pulido

D.L.: GR 2010-2011

ISBN: 978-84-694-1434-7



Antes de comenzar el desarrollo del trabajo, quiero expresar mi agradecimiento
a los doctores D. Agustin Hernandez Bastida y D. Carlos Sdnchez Gonzélez, ambos del
Departamento de Economia Aplicada de la Universidad de Granada por las propuestas,
sugerencias y correcciones que han hecho posible la realizacion de esta memoria. Pero
sobre todo quiero agradecerles la confianza que depositaron en mi al proponerme la
realizacion de una Tesis Doctoral. Ademds, quiero agradecer al Departamento de
Estadistica e 1.O. de la Universidad de Jaén la confianza depositada en mi como
profesor y, en especial, a todos mis compafieros por las muestras de apoyo
manifestadas. Finalmente, quiero agradecer el apoyo y comprension recibido por mi
familia y por mi futura esposa, Chelo. Sin el apoyo de todas estas personas no hubiera

sido posible la realizacion de este trabajo.



Indice:

g 1) [0 PPN

1. El Problema de 1a Verosimilitud.......ccccceeeeueeereneceeenennes

1.1. Introduccion..........

1.2. Generalidades sobre el problema de un subparametro..........

1.3. Verosimilitud Empirica..........cccocovvveiiiiiiiiiiieeeciee e,

1.3.1. Verosimilitud Empirica generalizada........c..cccccoceveeviniininncnnns

1.4. El concepto de Curva de verosimilitud mas probable...........

1.5. Verosimilitud Modificada.........ccooummeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeee

1.6. Relacion entre la verosimilitud empirica generalizada y la

verosimilitud modificada........oevvveeeeeeeeeeee e

1.7. La funcion de vero

similitud elegida y sus propiedades........

1.7.1. Dependencia de 10s datos...........ceecueeriieiiienieiiieieeeee e

1.7.2. Continuidad........

1.7.3. Posibilidad de utilizacion en el teorema de Bayes.........................

1.7.4. Suficiencia..........

1.7.5. Funcion de verosimilitud en muestras con la misma media y

varianza muestral

22

30
31
31
33
34

35



INDICE

2. Distribucion a priori y Robustez Bayesiana................ 37
2.1, INtrodUCCION. .....eeiuiiiiiiiieciie et 37

2.2. Aplicaciones previas y utilizacion de la distribucion

Uniforme como distribucion a priori..........cceeeeveereeveersueeennneens 38
2.2.1. Auditoria de CUCNLAS. .......cecuiriiririiiiieieiene et 38
2.2.2. Ecologia. Distribucion a priori de maxima entropia..............c....... 40

2.2.3. Utilizacion de la distribuciéon Uniforme como distribucion a
01 o) o PR PRSRRRPRO 41

2.3. Método de la maxima verosimilitud tipo II para la eleccion

de la distribucion a Priofi........cccceeeeevieeeecireeeeeiieeeeeiiee e 42
2.3.1. Consideracion de clases paramétricas usuales..........ccocceeveeneeennee. 43
2.4. Robustez Bayesiana.........c.ccceeveeeenieeniieeniie e 45
2.5. Robustez Bayesiana Global para clases de distribuciones a
1028 (0] & PO USRS UPPPRRUPPRR 47
2.5.1. Clases de contaminacion............c.eeeueeeueereeesieenieeniieseeeneeeseeesieens 48
2.5.2. Clases de Bandas de Medidas de Probabilidad............c.cccceeuennen. 74

3. Inferencia estadistica y analisis de robustez con una

funcion de verosimilitud empirica......ccccoeevvvnneereccccseeees 83

3.1, INtroduCCION. ....coouiiiiiiiieiieeie e 83
3.2. Estimacion puntual...........cccccvveeeeiiieiiiiie e 84
3.3. Obtencion de regiones de confianza...........ccccceeevuveeneeennneen. 85
3.4. Contrastes de hipOtesiS.......ccevuirereieeeriieniiiieriieerieeeiee e 86

3.5. Analisis de Robustez con una funcion de verosimilitud

3101 0 5 (o1 FO S URSURR 88
3.5.1. Eleccion de la funcion de verosimilitud del problema.................. 89
3.5.2. Eleccion de la distribucion a priori del pardmetro media.............. 92
3.5.3. Obtencion de conclusiones a POStETIOT......cc.uerueeruierveerieerieenieenne 103



INDICE

4. Conclusiones y lineas de investigacion

FUCUT Queeeeinnieneeneconensecosecsssssecsssssssssssssssssasssssssssssssssssssssanass

APENAICE...crrirrrrnnrricccssssssssrnnrrieccsssssssssssssssssssssssssssssssses

A.l.

A.2.

Obtencion de la verosimilitud del problema, eleccion
de la distribucion a priori y obtencion de Ila

distribucion a POSteriori..........ccoiveiicscranicsscnrecsssnrecsssansecs
A.1.1. Introduccion de datos y calculos iniciales...........c.ccceeeveennnnee.
A.1.2. Eleccion de la distribucion a priofi.......cceeceeeeeeeeeceveencveeennnennn
A.1.3. Calculo de la verosimilitud en los valores de theta calculados
y la distribucion a posteriori en €s0s puntos...........eeeevvervenueens
A.1.4. Calculo de medidas a pOStEIiori......cccccveeueereieecieeriieeieeneeeenneen
Robustez Bayesiana..........eeiececcccnnnecccssccnnennccssscsnsseneces
A.2.1. Clase formada por todas las distribuciones...............cccceveenennn
A.2.2. Clase formada por todas las distribuciones unimodales en 6.
A.2.3. Clase formada por todas las distribuciones unimodales en 6

)11 8 8 Lo 1SR

Bibliografia.......ccveeeeicccisicinrnnnniicccsssssssnnnnsescccsssssnnsnsseees

il

109

113

113

113
115

116
120

122

122
123

124

127






Prologo:

Esta memoria pretende realizar un estudio relativo a una caracteristica de la
poblacion. Dicho estudio se centrard en una medida que pretende resumir el
comportamiento de dicha caracteristica de la poblacion. Es decir, dada una caracteristica
de la poblacion, que para nosotros serda una variable aleatoria X, vamos a estudiar lo que
sucede con un parametro relativo a dicha variable aleatoria, que va a ser su media,
aunque se puede generalizar a cualquier otro parametro poblacional de dicha variable
aleatoria.

Para dicho estudio, vamos a considerar el punto de vista bayesiano, pues
consideramos que es el que mejor se ajusta al problema que pretendemos resolver. Por
tanto, como en cualquier problema de tipo bayesiano, vamos a necesitar una
verosimilitud dependiente de la muestra escogida y del parametro estudiado, y una
distribucion a priori relativa al parametro, para poderlas combinar y asi obtener la
distribucion a posteriori del pardmetro respecto de la muestra escogida. Una vez que
tenemos la distribucion a posteriori, podemos realizar inferencia sobre dicho parametro
y obtener conclusiones relativas a €l.

Para ello, consideramos una muestra aleatoria procedente de dicha variable
aleatoria.

El primer problema que se nos plantea es la eleccion de la funcion de
verosimilitud para el problema, aspecto que abordaremos en el Capitulo 1 de la
memoria. La funciéon de verosimilitud que escogemos, que depende de la muestra

seleccionada y del pardmetro estudiado, es una generalizacion de la funcion de
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verosimilitud empirica estudiada en la literatura, que puede ser combinada mediante el
teorema de Bayes con cualquier distribucién a priori para obtener la distribucion a
posteriori correspondiente. Versiones para espacios paramétricos discretos de dicha
modificacion han sido aplicadas en varios campos (auditoria de cuentas, ecologia), pero
nosotros aportamos su aplicacion a casos de espacios paramétricos continuos, puesto
que demostramos que la funcidén de verosimilitud empirica es continua en un espacio
paramétrico continuo. Ademds vemos algunas propiedades interesantes de dicha
funcion.

El segundo problema que se nos presenta en nuestro estudio es la eleccion de la
distribucion a priori del parametro estudiado, que lo vamos a estudiar en el Capitulo 2
de la memoria. Por lo general, la distribucion a priori va a depender de la informacioén
que posea el investigador sobre dicho parametro. Si se conoce la distribucion y sus
parametros, perfecto. Pero, por lo general, todo lo anterior es desconocido, y quizas se
conozca alguna caracteristica de la distribucion. Entonces elegimos clases de
distribuciones a priori a partir de la informacion del investigador y estudiamos su
Robustez Bayesiana. Si la clase elegida es robusta, elegimos como distribucion a priori
una distribucién singular de la clase, que suele ser la distribucion de maxima
verosimilitud tipo II de dicha clase. Este capitulo también muestra una revision bastante
amplia de resultados sobre analisis de robustez bayesiana.

Una vez elegidas convenientemente la funcion de verosimilitud y la distribucion
a priori, podemos combinarlas utilizando el teorema de Bayes, obteniendo la
distribucion a posteriori del parametro respecto la muestra escogida, que era nuestro
objetivo. A partir de este momento ya se pueden realizar estudios relativos al pardmetro
estudiado.

En el Capitulo 3 se pone de manifiesto la combinacion de la funcidén de
verosimilitud empirica con una distribucion a priori, para obtener una distribucion a
posteriori, a partir de la cual estudiamos diversos aspectos relativos a la inferencia
bayesiana sobre el parametro, aplicando la teoria bayesiana e incluiremos el desarrollo
de una aplicacion del modelo propuesto a lo largo de la memoria, con la utilizacion de
un programa informatico que se presenta en el Apéndice.

En el Capitulo 4 comentamos las conclusiones obtenidas en la memoria, asi

como las posibles lineas de investigacion por las que podemos continuar trabajando.



Capitulo 1:

El problema de la Verosimilitud.

1.1. Introduccion.

En este primer capitulo de la memoria vamos a estudiar la funcion de
verosimilitud que utilizaremos en el estudio de la distribucion a posteriori del pardmetro
utilizado.

Comenzaremos viendo lo que sucede en el caso del estudio de un subpardmetro.
Continuaremos mostrando dos antecedentes de la utilizacion de la funcién de
verosimilitud que vamos a elegir posteriormente: la funcion de verosimilitud empirica y
la funcion de verosimilitud mds probable. Estudiaremos la verosimilitud modificada.
Demostraremos que estas tres verosimilitudes que hemos nombrado anteriormente son
equivalentes. Terminaremos justificando la eleccion de la funcion de verosimilitud con
la que vamos a trabajar durante el resto de la memoria y estudiaremos algunas
propiedades de dicha funcidén, como son su continuidad, y la obtencion de estadisticos

suficientes.



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD

1.2. Generalidades sobre el problema de wun

subparametro.

Planteémonos el problema siguiente:

Dada una variable aleatoria X, queremos realizar inferencia sobre su media, para
lo cual realizaremos un estudio bayesiano sobre dicho parametro.

Para ello obtenemos una muestra de tamafio » para una variable aleatoria que
puede tomar k valores distintos, cada uno de ellos con frecuencia muestral n; (i=1,...,k).
La funcion de verosimilitud que vamos a considerar depende de los pardmetros py,...,px,
donde p; es la probabilidad del valor poblacional i-ésimo. La informacion disponible a

priori se refiere solo a la media (u), que es una funcién lineal de py,....pr, ya que

Por tanto, estamos en un caso en el que se incluyen situaciones en las que el
parametro media de los datos tiene un fuerte significado intuitivo del que se tienen
conocimientos relevantes y extramuestrales, aunque no coincidan con los pardmetros de
la funcién de verosimilitud.

Por consiguiente, tenemos una situaciéon en la que es posible especificar un
conjunto de categorias a las que puede pertenecer cada una de las observaciones
muestrales. Esto nos va a permitir modelizar la verosimilitud mediante una distribucién
multinomial. Generalmente, el nimero de pardmetros de la multinomial va ser elevado y
no sera facil especificar una distribucion a priori sobre dichos pardmetros. Ademas, en
nuestro caso disponemos de informacién a priori del parametro media de la variable
aleatoria, que hemos visto que es una combinacion lineal de los pardmetros de la
multinomial. Este escenario se denomina situacion con informacion a priori parcial,
puesto que la informacion a priori es demasiado pobre para poderse combinar con la
verosimilitud a través del teorema de Bayes.

Nuestra aproximacion consistira en realizar una modificacion de la verosimilitud
para hacerla compatible con la informacion a priori disponible, de manera que se pueda
combinar con la distribucion a priori para obtener la distribucion a posteriori de la
media de la variable aleatoria estudiada. Asi, obtendremos conclusiones aprovechando

toda la informacion disponible y que es relevante en el problema.
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1.3. Verosimilitud Empirica.

Vamos a estudiar un antecedente de la utilizacién de una funcién similar a la que
nosotros vamos a escoger como funcion de verosimilitud de nuestro problema. Este
antecedente es la denominada Verosimilitud Empirica.

El método de la verosimilitud empirica para construir intervalos de confianza fue
introducido por Owen en 1988, como alternativa a los métodos bootstrap de
verosimilitud, y consiste en calcular el perfil de verosimilitud de una distribucion
general multinomial cuya masa de probabilidad se encuentra localizada en los datos
puntuales. De esta manera, la forma de las regiones de confianza se fundamenta
directamente en el conjunto de datos observados y las regiones tienden a concentrarse
en lugares donde la densidad del parametro estimado es la mas grande.

Analizaremos el concepto de verosimilitud empirica y para ello vamos a
contemplar el caso de la construccion de regiones de confianza para parametros que se
pueden expresar como funciones suaves de la media, aunque en nuestro caso, lo que nos
interesa finalmente es estudiarla exclusivamente para la media de una variable
unidimensional.

Vamos a suponer que €l parametro r-variante de interés es ., = g(u), siendo

Uss; 1a media de la poblacion de la cual se obtuvo la muestra aleatoria s-variante de

tamafio n, con valores X, ,..,X, .y sea:

Ngx
g >
,a sxl =2 érx]
una funcién suave de la media.
Para la definicion formal de la verosimilitud empirica, consideramos:

Sea 0 alguna caracteristica de una poblacion (como la media), para la que queremos

construir una region de confianza (no se requiere que 6 sea un escalar, si 6 es de
dimension 2, hablariamos de regiones de confianza en el plano).

Sea X,,..., X, una muestra aleatoria, que puede ser de vectores, independiente y con

distribucion comiun Fy, obtenida de la poblacion. Sea p =(py,...,p,) un vector tal que

cada p;>20 vy Z p;, =1. Sea o p) el valor del pardmetro @ cuando la poblacion

i=1
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es discreta con probabilidad p; en el punto X, (por ejemplo, si 0 es la media
poblacional, d(p)=> p.X,).
i=1
Entonces, podemos definir la funcidon de verosimilitud empirica para una funcion

suave de la media como:

Definicion 1.1. (Hall y La Scala (1990))
La funcion de verosimilitud empirica para o( p) evaluada en 0= 91 se define

como:

L@)= Max ll[p,- :

P 0(p)=0, i=1

pr’:l

i=1

P20

Por tanto, la verosimilitud empirica es claramente una verosimilitud de perfil

multinomial, y el nimero de pardmetros en la multinomial es k-1, debido a la condicion

Z p; =1. El objetivo que buscamos es obtener los parametros de la multinomial,

i=1
PL--.Pn que maximizan esta funcion, para asi tener el valor de funcion de verosimilitud

empirica del parametro € buscado, que es funcion suave de la media s

Sujeto solo a las restricciones Zpl. =1y p, 20 Vi=1..,n el producto se
i=1

maximiza cuando p; = n’ para 1< i < n, es decir, cuando cada extraccion de la

muestra tiene la misma probabilidad de ser obtenida.
Para esta eleccion de p, tenemos é( p) = 0 , el llamado estimador bootstrap;
donde, por ejemplo, cuando 0 es la media poblacional, @(n”',...n")= n_IZXI. , €s
i=1

la media muestral. Este ejemplo nos ayudard a desarrollar un paralelismo entre la

verosimilitud paramétrica clasica y la verosimilitud empirica. En este caso, tenemos que

L(é )=n", por lo que definimos:
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Definicion 1.2. (Hall y La Scala (1990))

La razon de verosimilitud empirica para (p) evaluada en 6 = él como:

L(g) n
Rgl = 2= i
=6 Max 11n»
ipi:l
20

Definicion 1.3. (Hall y La Scala (1990))

El logaritmo de la razén de verosimilitud empirica para é( p) evaluado en

0= él esta dado por:

1.(8,)=-2+log(R(,)) =-2log L(gil) =-2<logl Max ﬁnpi
L(g) p: 0(p)=0, i=l
Ypiel
20

Estamos interesados en conjuntos de la forma ¥, ={ 0: 15(79) <c} que puedan
utilizarse como regiones de confianza para 0. Bajo estas condiciones, un contraste
de la hipotesis nula 90 =t se rechazara cuando tg& ., es decir, cuando no exista una
distribucion p con 8’( p) =t que verifique:

Ii(f) <c < -2-log(R(1)s ¢ < log(R(H)>-c/2 < R()>e”.
Estudiamos ahora el desarrollo del problema de optimizacioén de la funcion de

verosimilitud empirica para la media, problema que seria anilogo en el caso de una

funcion suave de la media:

Lema 1.1. (de optimizacion de la funcion de verosimilitud empirica)
Los valores de p; que maximizan la funcidon de verosimilitud empirica de la
media evaluadaen &=z,

L(m)= Max li[pi

P B(P)=i =1

2 pel

i=1
pi20
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son:
o T (v ~ ! .
p, =n (1+t (Xi —,ul)) , Vi=1,...n,
donde los valores de ¢ son vectores que dependen de i, (£ = A(x,)), y que

satisfacen:
n

{Zn:p"(yi _lal) Zn_l(1+fT(Xi _ﬁl))_l(Xi _/71):69

i=1 i=1

y, por tanto, tenemos que:

La)=n"T0+7"(%,-a)" y

i=1
L) =2 log(l+77 (X, - ).
i=1
Demostracion:
Incluimos la demostracion, porque en ella vamos a ver como se resuelve el problema
para cada valor de la media.
El desarrollo lo vamos a hacer mediante multiplicadores de Lagrange.
Teniendo en cuenta que la restriccion:
a(p) = Zpi‘Yi = fi, esequivalente a Z(‘Yz — A )pi =0,
i=1 i=1

tenemos:
Max|1r
pi i=1

2pi =1

i=1
sujeto a Zn:(Xl — A )pi = erl
i=1

p, 20 Vi=L..,n

que es equivalente, tomando logaritmos, a:

Max n;log(p,)
Di i
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sujeto a Z(X; —H )pi =0,,

Construimos la funcion lagrangiana, tomando, para facilitar los calculos, nh y n-f "
como multiplicadores de Lagrange:

Max{Zlogm)—n-h(Zpi —lj—n-fT(Z(Xi —ﬁl)p,-ﬂ = L(p.T).

1

Derivamos respecto de las distintas probabilidades y de los multiplicadores e

igualamos a cero:

M:L_n.h_n.ﬂ(,?i_ﬁl):o, Vi=1,.,n
op, P

JL(p,T)

Rl V¢ A =1

oh Oj,zp’ ’
ﬁz;?’t):()SZ(Xi—ﬁl):O

De la primera ecuacion tenemos:
1 (v
—:n(h+tT(Xi _:Ul))’
de donde obtenemos el valor de cada una de las probabilidades que maximizan la

funcién de verosimilitud empirica:
po=n(+7" (X, -m)], Vi=1l..n.
Sustituyendo ahora este valor en las restricciones:
0=3"(X, —m)p, = 2. (%, —pyn (h+7" (%, =) = 2 (%, =gl +7" (X, -
1= Zl:pl. = Zn_l(h +;T(f(i - I, ))_1 =1= Zn‘l(thfT(Xi —/71))_1
Como ; = n(h+77(X, - z,)), tenemos que ,11 =(h+77(X, - 1)),

Si sumamos los & valores, tenemos:

IZZ(}H'TT(X[‘ _ﬂ1))pi :thi +KTZ(Xi _ﬂl)pi =h.

1

Por tanto, tenemos que 4 =1, por lo que p, = n’l(l +77 (X, - p, ))_l, Vi=1,...,n.

1

9
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Entonces, los valores de ¢ son valores que dependen de z, (f=A(x,))y

satisfacen:

es decir:
{Zpi(f(i _ﬂl)=Z(1+fT(Xi —ﬂl))_l(f(,- —1,)=0.

Y la funcién de verosimilitud empirica tomara el valor:

Lﬂ(ﬁl) :Hpi :Hn_l(l+fT(Xi _/:21))_l :n_nH(1+fT(Xi _ﬁl))_l .

—n

n

) T

lﬂ(ﬂl):_z.log(Lﬂ(X) = i

=23 log(l+7" (¥, - 2,)) " =23 logll+7" (¥, - 2,))
con la restriccion de
Zn (1‘” ( Ial))il(Xi_lal)zo’

que es el resultado que queriamos probar.

La Estadistica utiliza funciones de la razon de verosimilitud paramétrica para
construir regiones de confianza y realizar contrastes, aunque en algunas su obtencion es
complicada y mas altn encontrar su distribucion. Wilks, en 1.938, prueba que, bajo
condiciones de regularidad, -2-log(Ry) sigue una distribucion asintética y~, donde Ry
es el maximo de la funcion de razon de verosimilitud sujeto a ciertas hipotesis:

Ahora, L(6) es la verosimilitud cldsica de una muestra, 6 el estimador de

maxima verosimilitud usual, y /(€)= -2-log{L(6)/ L((A9 )} el logaritmo de la razon de

verosimilitud; y &, denota el verdadero valor de €, suponemos que no hay parametros

de ruido, y que ¢ es el rango de la matriz de varianzas asintoticas de n"* 6. Con estas
hipotesis, el teorema de Wilks establece que, bajo condiciones de regularidad

apropiadas, /(6)) tiene una distribucion asintotica y”().

10
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Este resultado es clave para construir las regiones de confianza basadas en la
verosimilitud paramétrica, de la siguiente forma: Se encuentra en las tablas el valor de ¢
tal que P(y’ < c¢) = l-a, donde 1-a es el nivel de confianza deseado para la region.
Entonces, #. ={61(6) <c} es la regidon apropiada. A la vista del teorema, la cobertura
asintdtica de %, es igual a 1-a:

P(O) eH.) =P{l(6) <c} - I-aa con n—»co.

Una propiedad importante de la verosimilitud empirica es que admite una
version no paramétrica del teorema de Wilks, por lo que la anterior forma de construir
una region de confianza se va a emplear en el caso de la verosimilitud empirica.

Para enunciar un teorema analogo al de Wilks para la verosimilitud empirica en
el caso de una funcién suave de la media, consideramos lo siguiente:

Sea i, =@, de dimension s, el verdadero valor de la media poblacional,

sea la funcion g=(g”,...g"”")": 92* — 92" con derivadas continuas en un entorno de z,,

sea 790 =g( 1) el verdadero valor de un parametro 6 = g(x);y consideremos la razon

L(gil) = Max [I7p: v el logaritmo de la
L(é) P 95?):91 i=1
ZP:'ZI

i=1
pi20

de verosimilitud empirica R( 91 )=

razon de verosimilitud empirica /, (@1) =2 log[L(él) / L(@)) . Sea ¢ un valor real,

tal que P(y’ <c¢)=l-a,ysea % ={0: IE(E?) < ¢} la region de confianza del

parametro @. Como g tiene derivadas continuas en un entorno de z,, entonces la

matriz de varianzas asintética de 7'+ es:
V=v,2v, ,
donde vy es la matriz (»xs) cuyos elementos vienen definidos por:
Vo(ij) = 5g(i)(/z‘ )/ aﬂﬁ)| =i

y Y =E{(X-110)(X-fto)"} eslamatriz de varianzas poblacional.

11



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD

Teorema 1.1. (analogo al de Wilks para la verosimilitud empirica)
(Hall y La Scala (1.990, pg.113))
Sea X una variable aleatoria s-variante con varianza finita,
g una funcién con derivadas continuas en un entorno de 2,
t <Min(r,s) elrangode V' y

lg el logaritmo de la funcién de razén de verosimilitud empirica.

Entonces,
6, = 6,) = 2+ log 2O _ ”
1,(8,) =-2+log(R(@,)) =—2+log = 2+log| Max []nr.
L(0) P 0(p)=0y i=
pi20

tiene una distribucion asintotica y2(z) .
Es decir, dado ¢ un numero positivo cualquiera, entonces el conjunto
R=1{0:10) sc}
verifica que:

lim P(@, = g(11,) € R, )= lim P(I,(8,) < ¢)= Py <c).

El caso en el que el parametro estudiado 0 sea la media poblacional, que es el
que nos interesa, la verosimilitud empirica adoptara una formulacion sencilla y, ademas,
cumple la propiedad de que las regiones de verosimilitud empirica para un valor medio
dado (univariante o multivariante) son siempre convexas.

De acuerdo con el lema 1.1., el logaritmo de la razén de verosimilitud empirica
para la media viene dado por:

1 (7) = —2ilog(npi e 2_illog(1 +TT (X, - ).

A partir de aqui, Hall y La Scala (1.990, pg.114) prueban el siguiente teorema:

12
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Teorema 1.2. (Hall y La Scala (1.990, pg.114))
1°. Una regién de confianza de verosimilitud empirica para una media
poblacional es siempre convexa.
2°. Una region de confianza de verosimilitud empirica para una funcidon continua
de una media poblacional es siempre conexa.
3°. Sin embargo, excepto en el caso donde la funcion es escalar, la region de
confianza de verosimilitud empirica para una funcidon continua de una media

poblacional puede ser no convexa con probabilidad positiva.

1.3.1. Verosimilitud Empirica generalizada.

Vamos a considerar la siguiente generalizacion de la funcion de Verosimilitud
Empirica:

Sea 6 alguna caracteristica de una poblacion (como la media), para la que

queremos construir una region de confianza. Sea (X' ¢ k) con frecuencias 7n>0y
k

Zni =n, una muestra aleatoria, que puede ser de vectores, independiente y con
i=1

distribucion comin F), obtenida de la poblacion. Sea p =(py,...,pr) un vector tal que

k B —
cada p;>0 vy Z p;, =1.Sea O(p) el valor del parametro & cuando la poblacion

i=1

es discreta con probabilidad p; en el punto X, (por ejemplo, si 0 es la media

k
poblacional, d(p)= ZpiX'i ).

Entonces, podemos definir la verosimilitud empirica generalizada para una

funcidn suave de la media como:

Definicion 1.4.

La funcion de verosimilitud empirica generalizada para é( p) evaluada en

0 =0, se define como:

k
L (91) = Max Hpini :
p: 9k(ﬁ):9| i=1
2 il

i=1

pi20

13



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD

Como podemos observar, la definicion es similar a la de funcion de
verosimilitud empirica, con la diferencia de que se pueden considerar valores muestrales
repetidos (puede existir algiin n>1), de manera que si todas las frecuencias absolutas
muestrales son iguales a uno n; =1 Vi=1,...,k, tenemos que ambas definiciones son la
misma. De nuevo, el objetivo que buscamos es obtener los parametros de la
multinomial, p,...,pr que maximizan esta funcidn, para asi tener el valor de la funcion
de verosimilitud empirica generalizada del pardmetro @ buscado, que es funcion suave

de la media g

k
Sujeto solo a las restricciones Zpi =1y p, 20 Vi=1,.,k el producto se

i=1

maximiza cuando p; = nyn’  para 1< i < k. Para esta eleccion de p, tenemos

( p)= 8, el llamado estimador bootstrap; donde, por ejemplo, cuando 0 es la media

k
poblacional, @(n;-n”',..,n,'n™)=n"Y nX,, es, de nuevo, la media muestral. En este
i=1

k
* A _ . . .
caso, tenemos que L (&) =n"" | I n," Por consiguiente, podemos definir:

i=1

Definicion 1.5.

La razén de la verosimilitud empirica generalizada para é( p) evaluada en

0=0, estadada por:

L@ 1 k ,
(1): aXanil

R*(gl) = Jal k
L*(g) n; p: 9(p)=0, i=1
I’li k
]1:1[

pi=l
i=1

p;=0

Definicion 1.6.

El logaritmo de la razon de verosimilitud empirica generalizada para 9( p)

evaluado en 6= 0, esta dado por:
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. . L@ 1 L
I, (8,)=-2log(R (8,))=-2+log *( f)=—2°log . ax anl.’
L (9) Hn'”i p: 5,517): L i=1
i=1 l ZP:ZI
20

Estudiamos ahora el desarrollo del problema de optimizacién de la funcién de
verosimilitud empirica generalizada para la media, que seria andlogo para una funcioén

suave de la media;:

Lema 1.2. (de optimizacion de la verosimilitud empirica generalizada)

Los valores de p; que maximizan la funcién de verosimilitud empirica

generalizada de la media evaluada en z= g,

L'(m)= Max 1"

pr B(p)=fy =1
k

ZPI:I

i=1

T
son:

p,=n-n" (1 + ZT()?i -4, ))71 , Vi=1,...k,
donde los valores de 7 son vectores que dependen de g, (7 = A(1,)), y que

satisfacen:

{zp(x )= (47 (2 ) (%, - @) =0,

i=l1

y, por tanto, tenemos que:

w77 -m))
,: (n,. (+77(%, - z))" )’

1 (1) =-2log =

L (m)=n"

k
i=1

-n

n

15



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD
—1 k
= —22;1 log( (1 +7 ( ”1)) )+ 22 n,log(n;) =
i=1

- —2211,. log(n,) + 22 nlog(l+77 (X, - )+ 2Zk: n, log(n,) =

i=1 i=l1 i=l1

k
=2 n, log(t+77 (%, - 1,).

i=1
Demostracion:

Es totalmente andloga a la del lema 1.1. ya estudiado.

Puesto que las expresiones del logaritmo de la razén de verosimilitud empirica y
del logaritmo de la razén de verosimilitud empirica generalizada para la media son
iguales, podemos aplicar los teoremas 1.1. y 1.2. para la verosimilitud empirica
generalizada para la media sin ningin problema, por lo que en esta extension para la
media, que es lo que realmente nos va a interesar, podemos hacer inferencia de la

misma forma que en la funcion de verosimilitud empirica.

1.4. El concepto de Curva de verosimilitud mas

probable.

Vamos a estudiar otro antecedente de la utilizacion de una funcion similar a la
que nosotros vamos a escoger como verosimilitud del problema. Este antecedente es la
Curva de verosimilitud mas probable.

Introducida y desarrollada en distintos trabajos por McCray (1984, 1997),
fundamentalmente en el marco de auditoria de cuentas, define esta verosimilitud para
realizar inferencia sobre el parametro estudiado, a partir de una informacion muestral
dada.

Procede del siguiente modo:

Dada una muestra aleatoria de tamafio n con £k observaciones distintas
(X},...,Xx) cada una de ellas con frecuencia absoluta #n;, donde »n;>0 para i=1,...k y

k k
Zni =n;sea p=(p,...pr) con p;>0 para i=1,...k y Zpl. =1, el vector formado
i=1 i=1

por las proporciones poblacionales desconocidas para cada observacion muestral;
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sea @ el vector de parametros desconocidos de la poblacion, que son funcién de la
muestra y del vector p.
Entonces, la funcion de verosimilitud, a la que nombra como funcion de

verosimilitud mas probable, para un vector de pardmetros dado es:
k
LplO)=C-Max [1r."
i=l

donde @ = f(X,p) y C es una constante normalizadora.

En nuestro caso, tenemos que el pardmetro desconocido @ sera la media u y
k
la funcion f(X,p)=)_ p,x;.
i=l1

A partir de esta verosimilitud se realizan contrastes de hipdtesis sobre el
parametro, utilizando la razon de verosimilitudes entre la hipotesis nula y la alternativa;
y se obtienen regiones de confianza con nivel de confianza 1-a sobre el mismo
parametro, de manera que P[L(p|6) > c] =1-a.

Como se puede observar, en este caso la funcion de verosimilitud es
exactamente la misma que en la verosimilitud empirica, pero la forma de realizar

inferencia varia.

1.5. Verosimilitud Modificada.

Desarrollada por McCray, Hernandez y Vazquez (1995), estudia una adaptacion
de una funciéon de tipo multinomial para que pueda ser combinada con informaciéon a
priori sobre el parametro desconocido (en nuestro caso la media) para un espacio
paramétrico discreto a través del teorema de Bayes.

Consideremos un experimento en el que el resultado de cada realizacion
pertenece a una de las k& categorias alternativas en que se ha dividido el espacio
muestral. Sea p=(py,...,px) un vector de probabilidades, es decir, 0 < p;< 1, para todo
i=1,...ky i p; =1, donde cada p; designa la probabilidad de que el resultado de una

i=1
realizacion particular del experimento pertenezca a la categoria i-ésima.
Consideramos 7 realizaciones independientes del experimento, y sea (ny,...,71)

un vector aleatorio donde »; indica el nimero de realizaciones en las que se presenta la

17



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD

k
categoria i-ésima y se verifica que Zn[ =n. Entonces, la distribucion del vector
i=1

aleatorio (7,...,n;) es una distribucion multinomial de parametros (p;,...,px), €s decir:

'
P[nl,...,nk |n,p]= - e "

k
donde n;=0,1,...,n y Zn =n.

i
i=1

Designaremos a la distribucion multinomial con los pardmetros indicados por
M(pi1,....px) 0o por M(P).

Si tenemos un problema estadistico con esta funcion de verosimilitud y
queremos realizar un analisis bayesiano, seria necesario disponer de informacion a
priori sobre los parametros de dicha funcion, es decir, (py,...,px), para poder aplicar el
teorema de Bayes. Pero este no es nuestro caso, puesto que nuestra informacién a priori
se refiere a la media de la variable estudiada, que es funcion de los parametros de la
funcion de verosimilitud. Es decir, si notamos por ® el espacio paramétrico de los
parametros (py,...,px) y por A el espacio paramétrico de la media x de la variable
estudiada, tenemos una funcion de la que si disponemos de informacion:

p:0 > A

k
(plr-'apk) - ¢(p19""pk) = Zpi'xi =H

i=1

Esta funcién ¢ es inyectiva y medible, y el conjunto A es discreto.

Por tanto, disponemos de informacion a priori sobre los valores de u, que
notaremos como ().

Pero, como ya hemos comentado anteriormente, el teorema de Bayes no permite
la combinacion de la verosimilitud M(p;,...,px) con la distribuciéon a priori  7(u). Por
tanto, no es posible, en principio, realizar un analisis bayesiano, ya que, entre otros
problemas, la funcién de verosimilitud del problema no es integrable respecto de la
medida de probabilidad a priori disponible.

A continuacion vamos a modificar la verosimilitud original del problema para
que la nueva verosimilitud modificada sea compatible con la distribucion a priori
disponible, en el sentido de poderle aplicar el teorema de Bayes con la informaciéon a

priori disponible. Utilizamos, para ello, la siguiente notacion:
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Sea ©® un espacio métrico separable, A el o-algebra natural sobre ® y
B un sub-o-algebra de A.
Sean Ay (p) el conjunto de todas las funciones real-valuadas f{(p), que son no

negativas, acotadas y A-medibles; 7 una medida de probabilidad sobre (©®,B);

I f(p)x(dp), para fip) € A, (p) la integral superior de f(p) respecto de = e
0

I¢ la funcion indicadora del conjunto C.

El siguiente teorema nos da la verosimilitud modificada que nos interesa para

restablecer el teorema de Bayes.

Teorema 1.3. (Cano, Hernandez y Moreno (1987a,b,c))
Sea f(p) perteneciente a A’ (p). Entonces:
1°. Existe una funcién no negativa, finita y B-medible f;°(p) definida salvo una

m-equivalencia por:
[ 1.5 (p)zdp) = [ f(p)7(dp), FeB

2°. Para cada f{(p) perteneciente a A, (p), existe una version /}”B (p) tal que:

L2502 f(p) y £.°(p)= f(p), casi seguro []

3°. Algunas propiedades basicas de la transformacion f — f2(p) son las
siguientes:
a)Si flp)<Kparatodo p e O, entonces [ (p) <K, casiseguro [7]
b) [a- Ap)] £ = a 1,2 (p) casi seguro [7], siendo a una constante.
c) Dadas dos funciones f(p) y g(p), entonces:
p) + g@)] < < /7 (p) + g7 (p), casi seguro [7]
d) Si las funciones f(p) y g(p) satisfacen f(p) > g(p), entonces:

12 = g2p), casiseguro [7]
&) EASZ(0)] = [ /(p)7(dp)
f) Si Ap) es una funcion B-medible, entonces /,2(p) =fp), casi seguro [7]
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4°, Si B esta generado por una particion numerable {B,}, entonces, para cada f(p)

perteneciente a A, (p), la funcion de salto definida por

fE(p)= sup f(p)1; (p)

n PEB,
es una version comtn de { f,2(p) : 7eH}, donde H es la clase de todas las
medidas de probabilidad sobre B.
Demostracion:
Este teorema es una version condensada y simplificada, a nuestros intereses en esta

memoria, de resultados que aparecen en Cano, Hernandez y Moreno (1987a, b y c).

La funcion f(p) del Teorema 1.3. es la verosimilitud modificada que nos
interesaba. El uso de esta funcién para definir una distribucion a posteriori bajo
informacion a priori parcial puede verse en Cano, Hernandez y Moreno(1986).

Con la terminologia del Teorema 1.3., podemos reescribir nuestro problema de
la siguiente forma:

Disponemos de una funcion de verosimilitud M(py,...,px) que sera A-medible,
donde A es el c-dlgebra usual de Borel.

Disponemos de una informacion a priori dada por una medida de probabilidad
sobre A con el c-algebra usual.

Como A es discreto, los conjuntos formados por un punto {z} son dtomos de su

c-algebra, por lo que conjuntos de la forma:

o~ ({t}) = {(P1ss ) €O QP s ) = 11}
pertenecen al c-algebra A.

Sea B el sub-c-algebra de A inducido por ¢ sobre ®; si definimos la
probabilidad de un conjunto de la forma ¢ ~'({#}) por la probabilidad de {u},
tendremos una medida de probabilidad, que seguimos notando por 7, sobre el sub-c-
algebra B.

El problema es que la verosimilitud M(p,,...,px) y la medida de probabilidad 7
no son compatibles para utilizar el teorema de Bayes. No son compatibles porque
M(pj,....px) es A-medible y 7 esta definida sobre B, donde B es un sub-c-algebra
estricto de A y M(py,...,px) no es B-medible. El teorema 1.3. aporta una solucién a este
problema transformando la verosimilitud.
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En este caso el sub-c-algebra esta generado por una particion numerable, por lo

que la verosimilitud modificada admite una expresion explicita de la forma:

B
M (pl""’pk)zz Supil M(pl"'ﬂpk).[(p*l({ﬂ})’
u (Prospi)ee™ ({1})
observando que esta funcién es constante sobre cada conjunto del tipo ¢ "'({#}), se

puede escribir como

MB(,U)ZZ sup  M(pyses ) )

o (Propi)ee” ()
La verosimilitud modificada es una funcion B-medible, por lo que es compatible
con la distribucién a priori 7. Por consiguiente, podemos utilizar el teorema de Bayes
para establecer la distribucion a posteriori

M (wyr(p)
D M (u)ym(p)

7(+| datos) =

Por tanto, en nuestro caso, la verosimilitud modificada va a ser:

k
M () = pMa)Oc [1r".
: piz i=1

k
Z pi=l
i=1
k
Y pen
i=1

., . 0 .
y, por definicion, consideramos el valor 0" como 1, es decir:

ME(w = Max [1p" -
p pi20 el

k

Z pi=l
ki:l
Y pen
i=1

donde / es el conjunto de valores que toma la muestra, es decir, aquellos valores con

I’l,’>0.
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1.6. Relacion entre la verosimilitud empirica

generalizada y la verosimilitud modificada.

Veamos la relacién existente entre la funcion de verosimilitud empirica
generalizada y la verosimilitud modificada para la media de una variable aleatoria:

Para ello, en primer lugar, vamos a ver que los dos problemas siguientes son
equivalentes:

Dada una muestra de tamafo »n procedente de una variable aleatoria con

espacio muestral dividido en & clases de una particion, en la cual se obtienen r

valores muestrales distintos, cada uno con frecuencia n;, de manera que
;

Su=n.

i=1

e Problema namero 1:

La verosimilitud modificada:

Max11r"

{p,:iel} iel

sujeto a:

2P +2,p, =1

iel jel Ji U]_ _ {1,2,,](}
D; D= dond
iez[x,pl +j§xjpj M, donde {I _ 1,2’“.31/'}; < k}’

0<p <l; ielul
con 7 el conjunto de valores observados en la muestray 7 el resto de
posibles valores que puede tomar la variable aleatoria estudiada.
Suponemos todos los x; positivos (si no lo fueran hariamos un cambio de
variable para conseguirlo).

e Problema namero 2:

Max11r"

{p,:iel} iel

sujeto a:

zpigl

iel

inpi Su

iel

0<p <l iel
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Para realizar la demostracion vamos a resolver el primer problema,
viendo que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker:

Las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema:
Min f(x)

sujeto a:

g(x)<0

g (x)<0

son:
gk+1 (X) = 0

g,(x)=0

1. Vf(x)+ izngi(x) =0.

2. Ortogonalidad:

48, (x)=0
A& (x)=0
3. A4, 20

4. g,(x)=0 i=1,...k.
5. g,(0)=0 j=k+1..,m
Para el caso de maximizar solo cambia que los A; <0.
En nuestro caso, tenemos, tras tomar logaritmos:
Ma)}c > n;log(p,)
p;iiel i=1

sujeto a:

zipi =1

ielUl

Dxp = H

ielul

ngi (_pi SO)

Sea p = (plapz,---5pk)

Entonces, como:
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g(p)=-pi i=l..k

k
gu(P)=,p,~1=0
i1

k
S (P)=D px, — =0
i=1

tenemos:

VF(p) = ["1 " ,o...,oj

1 r

Vg (p) =-e=(0,..,0,-17,0,...,0)
ng+1 (p) :(1,...,1)

Vg2 (P) = (X1,....xp).
Entonces, las condiciones de Kuhn-Tucker son:

r k s Ls
L. p) =, log(p) +al[zp,. —1]+az(zpi~xi—uj—zzi.pi
i=1 i=1 i=1

i=l1

n, .
1. p——/li+a1+xia2:O, i=1..,r
i

—/1_/.+a1+xja2:0; j=r+l..,k
2. Ap,=0; i=1L..,k
3. 40, j=1I,...k
4. -p; <0, i=1,..,k

5. Zk:pi =1
i=1

k
Dxp = H
i=l1

En el 6ptimo tiene que ocurrir que p; #0 para i =/,...,r , para evitar problemas
con el valor de la funcion objetivo ([ 1p; = 0), por lo que:

A;=0 para i=1,...r.
Veamos qué ocurre con A,j,..., A,

Supongamos que dos de ellos son iguales a cero:

ﬂjl = /1./2 =0
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Entonces:
a,
o +x,0,=0=>-——=x,
J1 J1
a,
a,
o +x.a,=0=>-——=x_,
J2 J2
a2

lo cual es imposible, ya que x; #x, ;

por lo que, a lo sumo, existe un unico 4; nulo, por lo que, debido a
Ap, =0 wpara i=r+l,..k, existira, a lo sumo, un Gnico p; no nulo
para i=r+l,..,k.

Sea p; el tnico no nulo para j =r+1,.. k.

Por tanto, tenemos la siguiente transformacion del primer problema:

Max ini'log(pi)

{p[:iel} i=1

sujeto a:

pj+zpi =1
i=1

pix; +zpi i = H >
i=1
—pi—p; S0 i=1..,r

que es un problema de maximizacion con funciéon objetivo concava y
restricciones convexas, por lo que un punto de Kuhn-Tucker serd un
punto Optimo.
Veamos ahora la equivalencia de los problemas primero y segundo:
Si el valor 4; es no nulo, tenemos la equivalencia, ya que p; seria nulo.
Si el valor A; es nulo:
Sea (py,....,prp;) una solucion del problema primero. Veamos que

(®1,-..,pr) €s solucion del problema segundo:
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Supongamos que no lo es. Entonces, existe (p’;,...,p ) solucién

del problema segundo, tal que:

Zr:p'i <1

i=1

2P xS p
i1

r r
y ademas Hp'i"" > le."" .
i=1 i=1

Sea p’’; la solucion del sistema
N
i=1

Pyx; == X

i=l1
Entonces, el vector (p’s...p’»p’)  contradice que
(p1--.pr . pj) sea solucion del problema de verosimilitud
modificada; por lo que tenemos que (py,...,p,) €s solucion
del problema segundo.
Sea (py,...pr) una solucion del problema segundo. Veamos que
(P1,--,prp;) es solucion del problema primero (donde p, =1- Z p;):
i=1
Supongamos que no lo es. Entonces, existe (p’s...p"np’)

solucion del problema primero, tal que:
zp +p I 1
i=1

Zp'i X; +p'j X, =H

i=1
r r
y ademas Hp'l."" > le."" :
i=l1 i=1
Entonces, el vector (py,...,p,) no es solucion del problema
segundo; por lo que tenemos que (py,...,p.p;) €s solucion

del problema primero.
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Una vez que hemos visto que ambos problemas son equivalentes, vamos a ver
que la solucion del segundo problema se obtiene siempre cuando las restricciones se
saturan. Para ello, vamos a comenzar a resolver el problema:

Problema namero 2:

Max [1»"

{pi:iel} iel

sujeto a:

zpigl

iel

inpi Su

iel

0<p <l iel

En nuestro caso, tenemos, tras tomar logaritmos:
Max 2 nlog(p,)
{pricl} i=1

sujeto a:

Zpigl

iel

inpi SH

iel

ngi (_pi SO)

Sea p = (plapzo--'apr)
Entonces, como:

gi(p) =-pi i=1,..r

g..(P)=>.p,—1<0
i=1

gr+2(p)zzpi i —H<0

i=1

tenemos:

VI(p) = (”I”j

1 r

Vg (p) =-e=(0,..,0,-17,0,...,0)
Vg1 (p) =(,.... 1)

Vg2 (D) = (x1,....%,).
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Entonces, las condiciones de Kuhn-Tucker son:
n, .
l. —=A +a,+xa,=0; i=1,..r
P;
2. A4p;=0; i=1..r

a, [2171- - IJ =0
i=

az(zxipi _/IJ =0
i=1

3. A4<0; j=I,..k
aj, CZ2_<0
4. -p; <0; i=1,...k

5.3 p—1<0

i=l
inp i —H<O0
i=1
En el 6ptimo tiene que ocurrir que p; #0 para i =/,...,r , para evitar problemas
con el valor de la funcion objetivo (I Ip; =0), por lo que:
A;=0 para i=1,...r.
Para ver que la solucion se obtiene cuando las restricciones se saturan,
consideramos los siguientes casos:
e Supongamos que en ninguna de las restricciones se cumple la igualdad:
2pi<l . Yxp <y
i=1 i=l
Entonces, por la condicion 2. de Kuhn-Tucker, tenemos que o = oz = 0.
. n, .
Por tanto, por la condicion 1., tenemos que — =0 para todo valor i=/,...,r,
lo cual es imposible.
Por consiguiente, en alguna restriccion debe cumplirse la igualdad.
e Supongamos que se cumple la igualdad en la primera restricciéon y no en la
segunda:

Zpizl ) zxipi<lu'
i=1

i=1
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Entonces, en el caso equivalente de la verosimilitud modificada tenemos:

Zn+2}sﬂ 1 ’

=i = Zp[:O = Zpixizo =

Zpixi + Zpi i =M i=r+l i=rt1

i=l1 i=r+l

ZA+ZA—1

i= r+1

Zn&+2n&<ﬂ

i=r+l
lo cual es contradictorio, ya que la solucién del problema inicial no lo es del
problema de verosimilitud modificada.
e Supongamos ahora que se cumple la igualdad en la segunda restriccion y no

en la primera:

zpi<1 > inpi =H
i=l i=1

Entonces, en el caso equivalente de la verosimilitud modificada tenemos:

zpz+zp1_l k

i= r+1 — Zpixi :O (xi>0) f— pi :O i:r+1,...,k =

Zplxl + zp i=r+l

i=r+l

Z +Zpl<l

=1 i= r+l

Zp,x, + ZP

i=r+l

lo cual es contradictorio, ya que la solucién del problema inicial no lo es del
problema de verosimilitud modificada.
Por tanto, la solucion de este problema se alcanza cuando en las restricciones se
saturan.

Por tanto, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.4.

El problema:

Aﬁmrh,

p, le[} iel
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sujeto a:

ZpiSI

icl

inpi Su
iel
0<p <1, iel
alcanza la solucidon cuando en las restricciones se tiene la igualdad, es decir, que
este problema tiene la misma solucion que el problema de la verosimilitud

empirica generalizada:

Max11r"

{p,:ie]} iel

sujeto a:

Zpi =1

iel

inpi =H 5

iel
0<p <l iel
siempre que u esté dentro del intervalo de valores de la muestra, es decir,
siempre que el problema de la verosimilitud empirica generalizada tenga

solucion.

Por tanto, hemos visto que los problemas de la verosimilitud empirica

generalizada y la verosimilitud modificada son equivalentes.

1.7. La funcion de verosimilitud elegida y sus

propiedades.

Una vez estudiado todo lo anterior estamos en condiciones de elegir la funcién
de verosimilitud del problema que estamos estudiando. Resumiendo:
Dada una muestra aleatoria de tamafio n con k observaciones distintas
(X7,...,Xx) cada una de ellas con frecuencia absoluta n;, donde n;>0 para i=1,...k y
k k
Zni =n;sea p=(pys...pr) con p;>0 para i=1,...ky Zpi =1, el vector formado
i=1 i=1
por las proporciones poblacionales desconocidas para cada observacion muestral; y

sea p la media de la variable aleatoria, que es el pardmetro desconocido de la
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poblacion, que es funcion de la muestra y del vector p, y sobre el que vamos a

realizar la inferencia.
La funcion de verosimilitud elegida para realizar el estudio a posteriori de la
media de la variable aleatoria es:

k
Max [1r"

P=(pyspi) i=l

k
Zpi =1
i=1

felw= "= $ p € (Min(x,), Max(x,))

S.a.

p,>0 i=1..,k

0 & (Min(x,), Max(x,))

Estudiamos ahora algunas de sus propiedades mas importantes:

1.7.1. Dependencia de los datos.

Esta funcion de verosimilitud tiene una ventaja fundamental en su uso, y es que
esta verosimilitud es una funciéon que depende exclusivamente del conjunto de datos
seleccionado y de la definicidon del parametro elegido, no siendo necesarios supuestos

adicionales acerca de la distribucion de la variable aleatoria estudiada.

1.7.2. Continuidad.

Vamos a ver que la funcion de verosimilitud elegida es continua respecto de z,

lo cual va a ser de bastante utilidad para el posterior estudio de la robustez bayesiana:

Teorema 1.5.
La funcion de verosimilitud elegida es continua respecto de ¢ en la recta real
R.
Demostracion:
Sean  xj,....x; € R distintos entre si y ny,...,n € X-{0}.
Consideremos la aplicacion:
AR

F(u) = Maxg(D,)” 40"
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¢ es la aplicacion continua
$: R >N

pP= (pla""pk) — ¢(p) = Hpini

A= (]\{in(xi),]\llax(xi))i .

k k
D, = {p =P P ) ERCD P =D prX, = 3 prses Dy 2 0}-

i=l1 i=1
El hecho de que en D, admitamos p; > 0 en lugar de p; >0 es indiferente,
puesto que en los puntos p=(p,,...,pr) en los que algin p; = 0 se tiene que

Ap)=0.

Siendo:

k
A ={p=(p,,...p)eR": Zpl. =1; ps,....pr 20} (el simplex (k-1)-dimensional) y

i=1

k
VieR, I1; = Zpi . =4 un hiperplano de RE,

i=1
es facil observar que D, =[1,n 4"’ paratodo ucl.
Entonces, se verifica:

1. I1;

z» 1 € R son todos ellos planos paralelos entre si y, puesto que A es
convexo, compacto de frontera regular, podemos afirmar que:
Vo, >0, 35, >0 tal que si|,u —,17| <9, , entonces:

VpeD,, B(p,6,)ND, #D
VpeD;, B(p,6,)ND, =’

donde B(p, 9) es la bola de centro p y radio &

-1 . , .
2. A es compacto y, puesto que ¢ es continua, serd uniformemente

continua sobre A, y por ello:

Si Ve>0,30>0: ||p1 —p2|| <0, entonces |¢(p1)—¢(p2)| <eg
3. D, escompactoy ¢ es continua en D,, por lo que:
Vuel,3p,eD, talque f(u)=Maxg(D,)=¢(p,)
Sea entonces €% y aplicando 2., tenemos que:

35, >0:|p, — p,| < 5,, entonces |p(p,)—¢(p,)|<e.
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1.7.3.

Aplicando 1. para o}, existe 5,>0 tal que tal que si| H— /7| < J,, entonces:

VpeD,, B(p,6,)ND;, #J
VpeD,, B(p,6,)nD, #QJ

Entonces, dados x; y u» pertenecientes a A tales que |,u1 - ,u2| <d,,porl,

tenemos que:

r, €D, =B(p,,6)nD, #3=3p,eB(p,,6,)ND,
r, €D, =Bp,.6)nD, #09=3p €B(p,.,6,)ND,

y entonces:

o= p.|< 8, = b0 -(p, )| < ¢
sz Py H <o, = ‘¢(Pz)_¢(P,,l)‘ <g’
ycomo f(u,)= ¢(p,u2) y f(u)= ¢(P,,l), entonces:

S)—e<d(p)<e(p,)=f(1)
f)—e<d(p)<d(p,)= (1)

)= flw)|<e,

y con ello demostramos que f es uniformemente continua en A, y por tanto,

Por tanto,

continua en A.
En el extremo inferior de A f tiene limite por la derecha igual a cero y en el
extremo superior de A f tiene limite por la izquierda igual a cero, debido a su

construccion, por lo que la funcion es continua en todo R.

Posibilidad de utilizacion en el teorema de Bayes.

Hemos visto en el apartado de la verosimilitud modificada, que ésta se puede

combinar mediante el teorema de Bayes con informaciéon a priori dependiente

exclusivamente de z.

La gran diferencia que existe entre la funcion de verosimilitud elegida y la

verosimilitud modificada vista con anterioridad es que podemos considerar un espacio

paramétrico continuo para el pardmetro estudiado, la media en nuestro caso, lo que nos

ha permitido demostrar que la funcion de verosimilitud escogida es continua, lo cual

es muy util para estudiar la robustez bayesiana del problema; mientras que para la

verosimilitud modificada dicho espacio paramétrico era discreto.
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Como tenemos que la verosimilitud elegida es una funcidon continua en un
intervalo cerrado y acotado, tenemos que es una funcion integrable en dicho intervalo,
por lo cual podemos aplicar el teorema de Bayes sin ningin problema para la funcién
de verosimilitud elegida combinada con una distribucion a priori relativa al parametro

media estudiado.

1.7.4. Suficiencia.

En este apartado vamos a estudiar la suficiencia, es decir vamos a buscar
estadisticos suficientes de la distribucion a posteriori.

El concepto de estadistico suficiente es de gran importancia para simplificar
problemas estadisticos, y es una funcion de los datos que resume toda la informacion
muestral disponible sobre el parametro estudiado.

Vamos a estudiar los estadisticos suficientes respecto de la funcién de
verosimilitud, puesto que en un estudio bayesiano, los estadisticos suficientes respecto
de la distribucion a posteriori son los estadisticos suficientes de la funcion de
verosimilitud utilizada.

Es conocido que la distribucion multinomial para k posibles valores de la
variable aleatoria es una distribucion exponencial (k-1)-paramétrica, y de cuyo
desarrollo se obtiene que su estadistico suficiente y completo y, por tanto, minimal
suficiente esta dado por la muestra obtenida de la variable aleatoria explicada.

En nuestro caso, tenemos que la verosimilitud, desarrollada para cada valor de

L vale:

flm = =TTl 0 X, = )]

con la restriccion de
Zni'”_l(l""t(Xi _:u))il(Xi —,u): 0,

es decir, ¢ siempre depende del parametro ux desconocido, por lo cual al aplicar el
teorema de factorizacidn, siempre va a depender la funcidon que contenga al parametro
u directamente de la muestra, por la construccion de la verosimilitud.

Por consiguiente, podemos afirmar que el estadistico minimal suficiente que

estamos buscando es la propia muestra.
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1.7.5. Funcion de verosimilitud en muestras con la misma media y

varianza muestral.

Se puede observar que la funcioén de verosimilitud no depende exclusivamente
de la media y la varianza de la distribucion, sino que va a depender de los datos, pues
si consideramos dos muestras con la misma media y varianza, pero con distinta
asimetria, podemos comprobar que la funcion de verosimilitud obtenida es distinta en
ambos casos.

Para ello, consideramos las dos muestras siguientes, que van a tener la misma
media y varianza:

Muestra 1: 309, 310, 311, 312, 313, 315, 316, 321, 330, 350, 400, 500, 593.
Muestra 2: 411, 410, 409, 408, 407, 405, 404, 399, 390, 370, 320, 220, 127.

Podemos observar que ambas muestras tienen media igual a 360 y varianza
muestral igual a 85.0276”.

La funcién de verosimilitud obtenida en ambos casos, podemos comprobar que
es:

e En la primera muestra, tenemos:

0.015
0.0125
0.01
0.00%75
o.005
0.00z25

350 400 450 500 550

e En la segunda muestra, tenemos:

0.015
0.0125
o.o01
0.00%5
0.005
0.00Z5

£00 250 300 350 400
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Por tanto, podemos ver que la verosimilitud elegida no va a depender exclusivamente

de la media y varianza de la muestra obtenida.
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Capitulo 2:

Distribucion a priori y Robustez Bayesiana.

2.1. Introduccion.

En este segundo capitulo de la memoria vamos a estudiar la eleccion de la
distribucion a priori correspondiente al parametro desconocido de interés, la media de la
variable aleatoria en nuestro caso, que vamos a utilizar para el estudio de la distribucion
a posteriori del pardmetro respecto de la informacion muestral obtenida. Es importante
tener en cuenta que la verosimilitud que hemos elegido en el Capitulo 1 es continua en
un espacio paramétrico continuo y combinable mediante el teorema de Bayes con
cualquier distribucion a priori continua en dicho espacio paramétrico.

Por supuesto, si el investigador conoce por algiin motivo la distribucién a priori
del parametro estudiado, ésta seria la utilizada, pero nos vamos a centrar en el caso de
que ésta sea desconocida para ¢l. Comenzaremos analizando qué distribuciones a priori
se han utilizado en aplicaciones previas de alguna funciéon de verosimilitud parecida a la
que hemos elegido en el capitulo anterior. Estas aplicaciones se refieren una al &mbito
de la Auditoria de cuentas y otra al estudio de parques naturales en las Islas Canarias, en
la que se utiliza la distribucidon a priori de maxima entropia. Comentaremos lo que

sucede si la distribucion a priori elegida es la distribucion Uniforme.
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Continuaremos dando un método de eleccion de la distribucion a priori, que
denominaremos método de maxima verosimilitud tipo II, aplicado a distintas
distribuciones de probabilidad.

Al ser la eleccion de la distribucion a priori, en cierto modo, subjetiva, vamos a
utilizar la teoria desarrollada en la Robustez Bayesiana para determinarla, en la cual se
utilizan clases de distribuciones a priori. Nos centraremos en el estudio de la robustez
global, puesto que es la que mejor se adapta al caso que estamos estudiando, para lo
cual es necesaria la continuidad de la verosimilitud utilizada, lo cual fue demostrado en

el Capitulo 1 de la memoria.

2.2. Aplicaciones previas y utilizacion de Ila

distribucion Uniforme como distribucion a priori.

Vamos a estudiar dos casos en los que la funcion de verosimilitud utilizada es la
verosimilitud modificada estudiada en el capitulo anterior, que es un precedente de la
funciéon de verosimilitud que hemos elegido. Los casos estudiados se refieren a
Auditoria de cuentas y Ecologia, y en ellos se utilizan distintas distribuciones a priori.
Ademéas, estudiaremos el caso en el que la distribucion a priori elegida sea la

distribucién Uniforme.

2.2.1. Auditoria de Cuentas.

Nos centraremos en los casos estudiados por Hernandez y otros (1995) y
Moreno Carretero y otros (1997), en los que, en el estudio de Auditorias de Cuentas
utilizan como funcidon de verosimilitud la verosimilitud modificada. Veamos dicho
ejemplo:

En una auditoria de cuentas se quiere estudiar la cantidad total de error contable,
que es una medida con fuerte significado intuitivo y de la que el auditor suele tener una
informacion a priori relevante. Se supone un gran niamero de posibles estados de la
naturaleza del error total igualmente espaciados. Consideramos que se utiliza muestreo
DUS (Dollar-Unit Sampling) y que estamos interesados en utilizar esta observacion
muestral con informacioén a priori para obtener una distribucion a posteriori sobre el

error total en la contabilidad.
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Admitiendo errores de subvaloracion y sobrevaloracion, los posibles errores que
se pueden presentar, expresados en porcentajes, varian desde —100 hasta 100. Es decir,
tenemos 201 categorias de fallos: T 09, T.99,...,T.1,T0,T},..., To9, T1009, asociadas con los
diferentes fallos del —100%,...,100%. Sea p; la probabilidad de que una unidad
monetaria presente un fallo de categoria 7; (i=-100,...,100).

Una muestra DUS de tamafio n proporciona la informacion muestral

(11_1g9 -1y 5o 11 ), dOnde 7; es el numero de unidades monetarias que han presentado

un fallo del tipo 7.
La magnitud relevante para el auditor, y sobre la cual suele tener informacion a

priori, es la cantidad total de error, que viene dada por:

100

A=K Zl"p[ )

i=—100

donde K = Iiﬁg , es decir, el valor registrado libro dividido entre 100.

Como se puede observar, la cantidad total del error es un parametro similar a la
media de la variable aleatoria estudiada, salvo que esta multiplicado por una constante.

Utilizando el resultado estudiado en la verosimilitud modificada, considerando
un gran namero de posibles valores de la media igualmente espaciados, la verosimilitud

del problema es:

100

M*(2) = Sup M(p—IOO""9p100)'1(p*1(1) = Max L Hpin,» >

o' (2) 7 ;20 i=—100
100

ZPiZI

i=-100
100

K- Zp,»i:ﬂ

donde @' ({1}) = {(p_loo,...,ploo) L p; > O,llzolog)opi =1, Klzolog)ép, = /I}.

Esta verosimilitud modificada, como ya hemos visto, se puede combinar
mediante el teorema de Bayes con cualquier distribucion disponible por el auditor sobre
la cantidad de error en la contabilidad, siempre que ésta haya sido discretizada para los
valores de A considerados.

Como distribuciones de probabilidad a priori se han utilizado por los autores

anteriormente mencionados, las siguientes:
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e La distribuciéon Uniforme en el nimero de estados considerados de la magnitud

estudiada, que estudiaremos mas adelante.

e Una distribucion Beta de pardmetros 1 y S, donde £ se puede calcular usando un

a 1 .
—— ; teniendo, para cada error

:a+ﬂ:1+ﬂ

error esperado Ay, es decir: A

esperado, una distribucion a priori distinta.

2.2.2. Ecologia. Distribucion a priori de maxima entropia.

Leon y Vazquez-Polo (1998) proponen la utilizacion de la verosimilitud
modificada combinada con la distribucidon a priori de maxima entropia en el estudio
realizado sobre turistas europeos en las Islas Canarias referente al precio que estan
dispuestos a pagar para visitar los distintos parques naturales de las islas.

Dividimos el espacio muestral en un conjunto de k intervalos de precios, que es
lo que ofrecemos a los r turistas encuestados. Sea B; el punto medio del intervalo i-
¢simoy p; la probabilidad de que la respuesta esté dentro del intervalo i-ésimo.

El parametro de interés considerado en el estudio es la cantidad media a pagar,
ya que es funcién de las observaciones muestrales y de los pardmetros del modelo.

Entonces, un estimador para la media muestral esta dado por:
k
H= ZBi "Pi
i=1
Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso de auditoria de cuentas, y
considerando un gran nimero de posibles valores de la media igualmente espaciados,
tenemos que la funcidn de verosimilitud modificada es:

k
MB(,U): Sup M(pla""pk)'l(/,fl(#) :Max L'Hpini >

o~ () p p20 i=1
k
> pi=l
i=1
k
D piBi=n
i-1

k k
donde o' ({u}) = {(pl,...,pk) :p; 20> p, =1, K> pB = ,u}.

i=1 i=1
Como distribucion a priori, los autores consideran la distribucion a priori de
maxima entropia. Veamos brevemente como se elige en este caso la distribucion a priori
de méaxima entropia de la media.
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Las distribuciones a priori de maxima entropia son muy flexibles, en el sentido
de que imponen pocas restricciones a la distribucion a priori y solo necesitan una
estimacion del pardmetro 4 y del rango de valores [a,b] en el que estd definido el
parametro. Si el espacio muestral es continuo, como es este caso, no existe una
definicion natural de entropia y los autores utilizan la definicién de Jaynes (1968),
segiin el cual la distribucién a priori de méxima entropia para el parametro media
considerado, est4 dado por:

—Ku

K-e
7[(,11) = e _e—l(b >
donde «x se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion no lineal:
K(ae™ —be™)+e™ —e™

K(e—l(a _e—kb)

=My,

pudiéndose obtener distintas distribuciones a priori de maxima entropia para distintos
valores de 1:
e Cuanto mas proximo esté el valor de g a (a+b)/2, menos apuntada es la
distribucion.
e Si y es mayor que (a+b)/2, la distribucion a priori de maxima entropia es
asimétrica a la izquierda y tiene forma de J.
e Si gy es menor que (a+b)/2, la distribucion a priori de méaxima entropia es

asimétrica a la derecha y tiene forma de J invertida.

2.2.3. Utilizacion de la distribucion Uniforme como distribucion a
priori.

Si no disponemos de informacion a priori sobre el pardmetro, la media de la
variable aleatoria de la que hemos tomado una muestra, o la informacién que
disponemos sobre el parametro es relativa a un comportamiento uniforme dentro de un
intervalo de valores que contiene el comprendido entre el mayor y el menor valor
muestral, tomaremos como distribucion a priori del pardmetro desconocido la
distribucion uniforme en el intervalo dado por el menor y el mayor valor muestral
obtenido. Esta distribucion tiene como funcidon de densidad un valor constante dentro
del intervalo de definicidon, lo cual nos va a dar un interesante resultado relativo a la

distribucion a posteriori.
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Lema 2.1.
Si la distribucion a priori del parametro estudiado, la media, es la Uniforme en
un intervalo que contiene al formado por el menor y el mayor valores
muestrales, la distribucion a posteriori del parametro coincide con la funcion de
verosimilitud mas probable (o la funcién de verosimilitud empirica generalizada
normalizada) de los datos.
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la construccion de la distribucion a posteriori.

Como consecuencia del lema 2.1., siempre que utilicemos esta distribucion a
priori, podemos obtener informacion a posteriori del parametro aplicando toda la teoria
relativa a la verosimilitud empirica y a la funcion de verosimilitud mas probable,
desarrollada en la literatura. Ademas, observaremos como estas dos corrientes son,

simplemente, un caso particular del problema que vamos a abordar en esta memoria.

2.3. Método de la maxima verosimilitud tipo II para la

eleccion de la distribucion a priori.

Nos ocuparemos ahora del método que vamos a considerar para la eleccion de la
distribucion a priori. Este método va a ser el de méxima verosimilitud de tipo II.

Generalmente, en cada caso estudiado, vamos a tener distintas distribuciones
como posibles alternativas de la distribucion a priori. Este método nos permite contar
con un criterio de eleccion de dicha distribucién dentro de un conjunto de posibles

distribuciones a priori.

Definicion 2.1. (Berger (1985))
Sea I' una clase de distribuciones a priori.
La distribucién # € I’ verifica para la muestra observada que:

m(x|#)=Supm(x|rx),

el
donde m(x|7) es la densidad predictiva de la muestra dada la distribucion a
priori =, es decir, el denominador utilizado para obtener la distribucién a
posteriori al aplicar el teorema de Bayes:
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m(x| ) = [ f(x|0)7(0) dO

Entonces, decimos que £ el es la distribucion a priori de maxima

verosimilitud tipo II de la clase I" de distribuciones a priori.

Nosotros vamos a utilizar este criterio de eleccion siempre que tengamos una
clase de posibles distribuciones a priori.

En nuestro caso, la densidad predictiva sera de la forma:

m(x|7) = [ f* (uya(u) dp.

Esta distribucion a priori depende claramente de la muestra obtenida, y la
eleccion de una distribucion a priori a partir de una muestra, es siempre algo subjetivo;
sin embargo, puede justificarse la eleccion de una distribucidon concreta, ya que si
m(x| ) es pequefia, es muy improbable que 7 pueda ser valida, por lo que trabajar con

7 puede ser contraproducente.

2.3.1. Consideracion de clases paramétricas usuales.

Vamos a estudiar como elegir los pardmetros de una distribucion a priori para el
parametro media de la variable aleatoria estudiada dentro de una clase formada por una
unica distribucion de probabilidad conocida, pero cuyos parametros son desconocidos:

e Distribuciones Normales:
Si sabemos que la distribucion a priori del pardmetro estudiado es Normal, pero
desconocemos los parametros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada
por todas las distribuciones Normales. La distribucion a priori elegida podria ser la
distribucion de maxima verosimilitud tipo II de la clase. Entonces, la forma de
buscarla seria encontrar la distribucion ML-II de la clase formada por todas las
distribuciones Normales, es decir, aquella distribucion Normal con media y varianza
tales que la densidad predictiva sea maxima:
T~N(u,0) tal que m(x|m(u,0)) sea maximo.

Para ello, utilizamos en la resolucion el método de maximizacion no lineal
denominado método del elipsoide, cuya idea basica consiste en generar una sucesion
creciente de elipsoides que contienen al punto 6ptimo y cuyos centros convergen a

¢l; el primer elipsoide se toma suficientemente grande como para que contenga al
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conjunto factible del problema y a partir de él, se construye la sucesion partiendo
por la mitad el anterior elipsoide y encerrando aquella mitad, que se sabe que
contiene la solucidon Optima, en un nuevo elipsoide de la menor dimension posible;
repitiendo el proceso hasta obtener la convergencia. Pero los parametros que se
obtienen por este método son la media muestral para i y cero para o, es decir,
obtenemos la distribucion degenerada en la media muestral, cuyo uso carece de
sentido. Por tanto, la distribucion que vamos a elegir de la clase, va a ser aquella
cuyos pardmetros vienen dados por los estimadores de méxima verosimilitud para la
distribucion de probabilidad de la media de la variable aleatoria estudiada, obtenidos
a partir de la muestra, es decir, la media muestral para # y la desviacidn tipica
muestral dividida entre la raiz cuadrada del tamafio muestral para o.

Distribuciones Gamma:

Si sabemos que la distribucion a priori del parametro estudiado es una Gamma, pero
desconocemos los parametros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada
por todas las distribuciones Gamma. Para la eleccion de la distribucion a priori, de
nuevo intentamos utilizar el criterio de la maxima verosimilitud tipo II, pero los
parametros que se obtienen no son validos, puesto que o bien « o bien £ toman el
valor infinito. La distribucion que vamos a elegir de la clase, va a ser aquella cuyos
parametros vienen dados por los estimadores obtenidos a partir del método de los
momentos, de manera que la media de la distribucion coincida con la media
muestral y la varianza de la distribucion sea la varianza muestral dividida entre el

tamafio muestral, es decir:

_XTn
a= S2

sz
ﬁ_f'n

Distribuciones Beta:

Si sabemos que la distribucion a priori del parametro estudiado es una Beta, pero

desconocemos los parametros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada

por todas las distribuciones Beta, considerandola en el intervalo formado por el

menor y mayor valores muestrales obtenidos [a,b], es decir, la variable considerada
X—-a

—a

€S

. Si utilizamos como criterio de eleccion de los pardmetros el de maxima
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verosimilitud tipo II, nos encontramos de nuevo con una distribucidon degenerada en
la media. Por consiguiente, utilizamos de nuevo el método de los momentos en la

eleccion de los parametros, siendo:

2
nx[x—xz —SX]
n
a= FE
2
n(l—x)(x—xz —X]
n
p= I

e Otras distribuciones:
El procedimiento serd anadlogo para cualquier otra clase formada por una

distribucion de probabilidad con pardmetros desconocidos.

Si queremos obtener la distribucion a priori a partir de la interseccion de alguna
de estas clases, obtenemos la distribucion a priori de cada una de ellas y, de entre todas
las obtenidas, la elegimos utilizando el método de méaxima verosimilitud tipo II, es

decir, nos quedamos con aquella que tenga una mayor densidad predictiva.

2.4. Robustez Bayesiana.

La eleccion de la distribucion a priori, que tiene cardcter subjetivo, va a estar
basada en la informacion previa que ha ido acumulando el investigador. Pero, en la
practica, va a ser muy dificil elegir entre distintas distribuciones con caracteristicas muy
similares. Por ejemplo, si sabemos que la distribucion de probabilidad a priori es
simétrica y unimodal, puede ser complicado distinguir entre las distribuciones Normal y
Cauchy. En otros casos, la eleccion de la distribucion a priori depende de un grupo de
investigadores, que pueden tener diferentes opiniones a priori. Por tanto, es conveniente
utilizar distribuciones a priori dadas por clases, que nos van a ayudar a solucionar el
problema de la eleccion de la distribucion a priori original. Es decir, vamos a sustituir la
especificacion de una distribucion a priori por toda una clase de distribuciones.

Por tanto, vamos a estudiar las herramientas basicas para el estudio de la
propiedad de robustez respecto de la distribucion a priori del analisis. El principal

objetivo de la robustez bayesiana es cuantificar e interpretar la imprecision inducida por
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el conocimiento parcial de la distribucion a priori. Ademas, se estudian métodos para
reducir dicha imprecisién y alcanzar la robustez pretendida.

Entonces, vamos a elegir una clase de distribuciones a priori, de manera que la
clase elegida esté de acuerdo con la informacion que disponemos relativa al pardmetro
estudiado. Propiedades deseables de la clase elegida deben ser: el calculo de la robustez
debe ser tan sencillo como sea posible, todas las distribuciones a priori razonables para
ser utilizadas deben estar en la clase, las distribuciones que no sean razonables para ser
utilizadas no deben estar en la clase y la clase se debe elegir a partir de la informacién a
priori disponible sobre el pardmetro estudiado.

En nuestro caso, el parametro desconocido es la media de la variable aleatoria
X estudiada, la verosimilitud es conocida y de la distribucion a priori, por lo general,
solo vamos a conocer caracteristicas generales, que trataremos de resumir en una clase
que contenga a todas las posibles distribuciones a priori del pardmetro estudiado.

Esta imprecision en la distribucion a priori la vamos a medir a partir de una
cantidad de interés (que puede ser la media a posteriori, la probabilidad a posteriori de
un conjunto determinado, etcétera), calculando el rango en el que se mueve esta
cantidad de interés a posteriori si la distribucion a priori se encuentra dentro de la clase
elegida. Si el rango es pequefio, diremos que el analisis es robusto, por lo que el andlisis
se puede realizar de manera satisfactoria; mientras que si esa diferencia es grande,
diremos que existe carencia de robustez, por lo que deberemos intentar reducir la
imprecision, imponiendo nuevas restricciones a la clase de distribuciones a priori o
tomando més datos muestrales.

La literatura ha desarrollado tres aproximaciones principales a la robustez
bayesiana de la distribucion a priori basadas en el estudio de una cantidad de interés a
posteriori.

La primera es la aproximacion informal, en la que se consideran unas pocas
distribuciones a priori y se compara la cantidad de interés a posteriori estudiada que se
obtiene con las distintas distribuciones a priori utilizadas. Esta aproximacion es bastante
simple y puede ser de ayuda, pero tiene el problema de que algunas distribuciones a
priori compatibles con nuestra informacidn relativa al parametro no sean consideradas y
¢éstas nos pueden dar resultados muy diferentes en la cantidad a posteriori estudiada.

La segunda es la robustez global, que considera la clase de todas las

distribuciones a priori compatibles con la informacion disponible sobre el parametro,
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calculando el rango de valores entre los que se encuentra la cantidad de interés a
posteriori estudiada segun varia la distribucion a priori dentro de la clase considerada.

La tercera es la robustez local, que estd interesada en el indice de cambio en
inferencias, con respecto a cambios en la distribucion a priori, utilizando técnicas
diferenciales para evaluar dicho indice.

Nosotros vamos a centrar nuestro estudio en la robustez global, puesto que la
verosimilitud que estamos utilizando no nos va a permitir trabajar con la robustez local
debido a la utilizacion de técnicas diferenciales. Respecto a la aproximacion informal
podemos comentar que ha sido ampliamente extendida por la robustez global, por lo

que no vamos a entrar en su estudio.

2.5. Robustez Bayesiana global para clases de

distribuciones a priori.

Como ya hemos comentado, vamos a elegir la distribucion a priori del parametro
estudiado (la media en nuestro caso) a partir de una clase de distribuciones a priori que
est¢ de acuerdo con la informaciéon previa disponible relativa a dicho pardmetro.
Consideraremos una cantidad de interés a posteriori y calcularemos el rango de valores
entre los que se encuentra dicha cantidad de interés a posteriori estudiada segun varia la
distribucion a priori dentro de la clase considerada. Ademads, para algunas clases de
distribuciones a priori consideradas, daremos una distribucion a priori que resume toda
la clase, la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase, que
utilizaremos como distribucion a priori representativa de la clase si el andlisis es
robusto.

Veamos como podemos medir la robustez de un andlisis:

Sea p(x, ) la cantidad de interés a posteriori que queremos estudiar, que viene

dada por la expresion:

[n(©)f (x| 0)7(0)dO
7) = [ (@) (0) x)do = °
p(x,7) j (O)(0]x) [ 7 omirio

siendo 7z(x) una distribucion a posteriori obtenida a partir de una distribucion a priori

7( 6) perteneciente a la clase estudiada.
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Las cantidades que vamos a considerar con mas frecuencia son la media a
posteriori del parametro objeto de estudio (la media en nuestro caso) y la probabilidad a
posteriori de un conjunto C, que se obtienen dando los siguientes valores a la funcion
h(6):

1. h(6)= 6, para la media a posteriori.
2. h(6) =1c(6), para la probabilidad a posteriori de un conjunto C, donde /-(6) es

la funcién indicadora sobre el conjunto C.

Calcularemos los rangos de la cantidad para cada clase, es decir, estudiaremos el

comportamiento del intervalo:

(gaefr<p<x,7r>), sup (p(m))j.

rel
Para estudiar la existencia o no de robustez en un caso concreto, definimos la
sensibilidad relativa (R.S.) de Sivaganesan (1991) como un factor normalizado, de

manera que sus valores puedan ser comparados:

sup(p(x, 7)) —inf (p(x, 7))
RS. =7 -100
2:p(x,7,)

Este factor puede ser entendido como una cantidad de variaciéon, en porcentaje, de
E” (h(€)) cuando 7 varia sobre I'.

Vamos a considerar dos tipos de clases de distribuciones a priori. La primera que
vamos a considerar es la clase de contaminacion, en la cual vamos a especificar una
distribucion a priori base presente en la clase, que tendra un peso determinado, y va a
ser contaminada por todas las posibles distribuciones a priori de la clase. La segunda, es
la clase de distribuciones de probabilidad en una banda de medidas de probabilidad

dada.

2.5.1. Clases de contaminacion.

El primer tipo de clases de distribuciones a priori relativas al pardmetro
estudiado (media de la variable aleatoria estudiada) que vamos a estudiar es la clase de

contaminacion. Comenzaremos viendo su definicion.
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Definicion 2.2. (Berger (1985))

Sea m(6) la distribucion a priori base relativa al parametro desconocido, que va
a ser elegida por el investigador.

Sea ¢ e [0,1] el grado de imprecision en la distribucion a priori inicial, que
vamos a llamar grado de contaminacion.

Entonces, definimos la clase de s-contaminacion como:
I, ={z0)= (-1 (0)+&q0) |q € Z},

donde Z es un conjunto de distribuciones de probabilidad, que se denomina
clase contaminante. Posteriormente estudiaremos distintas elecciones de la clase

contaminante.

El primer comentario que debemos realizar es relativo a la eleccion de la
distribucion a priori base elegida por el investigador. Esta distribucion debe ser elegida
de la clase de distribuciones que cumplen la informacién conocida por el investigador,
es decir, debe formar parte de la clase contaminante seleccionada. Generalmente, se
escoge debido sobre todo a su simplicidad matematica. Un método de seleccion a
considerar es elegir la de maxima verosimilitud tipo II de entre un nimero de
distribuciones a priori candidatas pertenecientes a la clase contaminante elegida (si
tenemos que elegir una distribucion dentro de una clase paramétrica la elegiremos
utilizando el criterio ya comentado con anterioridad en el punto 2.3.1.).

Hay muchas razones para considerar estas clases de contaminaciéon. En primer
lugar, si tenemos que 7y( ) es una distribucion a priori creible, pero en la que podemos
cometer un error en su eleccion, en una cantidad & Asi, las posibles distribuciones a
priori que compensan este pequeilo error se encuentran contenidas en la clase de
distribuciones I'.. Ademas, es sorprendentemente facil trabajar con este tipo de clases
de distribuciones y las clases son muy sensibles a la eleccion de la clase contaminante.

Este tipo de clases de distribuciones es ideal para analizar la robustez bayesiana
del problema, ya que se puede ver que los posibles problemas de inferencia o decision a
tomar son esencialmente los mismos para cualquier distribucion a priori de la clase. En
realidad el problema se reduce esencialmente a encontrar maximos y minimos de todas

las distribuciones a priori de la clase, lo que nos va a permitir encontrar rangos para la
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media a posteriori del parametro estudiado, rangos para probabilidades a posteriori de
conjuntos de confianza, etcétera.

Para elegir la distribucion a priori con la que vamos a trabajar de cada clase de
contaminacion vamos a utilizar el criterio de maxima verosimilitud de tipo II; de esta
forma, vamos a tener una distribucidn a priori concreta cuando consideremos una clase
contaminante concreta y podremos realizar todos los célculos con ella. Es decir, para
n(@)=(1-¢&)r,(0)+&q(0), g Z, tenemos que maximizar la densidad predictiva
m(x|7)=(1-&)m(x|z,)+em(x|q) sobre m lo cual, claramente, se hace
maximizando m(x|q) sobre geZ. Si dicho maximo se alcanza en ¢ € Z, entonces la
distribucion a priori estimada, que va a depender de la muestra, estd dada por:

f=(1-&)r,+&q.

La eleccion de una distribucion a priori dependiente de la muestra genera cierta
controversia, pero se pueden dar muchas razones para hacerlo. Primero, si m(x|7) es
pequeia, es muy improbable que 7z pueda ser valida, por lo que trabajar con 7 puede
ser contraproducente. Podemos recordar que cualquier 7€l puede ser tratado como una
representacion razonable de la creencia a priori, asi que £ es simplemente la
distribucion a priori mas posible, a la vista de la opinion a priori y los datos. Ademas,
esta forma de elegir la distribucion a priori, nos va a dar una serie de resultados
razonables, como se puede observar en la literatura.

Antes de analizar distintas clases contaminantes, vamos introducir una nueva
notacion de la distribucion, media y varianza a posteriori, que va a sernos bastante util

en el estudio de la robustez bayesiana:

Notacion:
Dada una distribucion a priori de la forma:
7(0) = (1= )7, (0) + £9(0),
tenemos:
1°. Su densidad predictiva estd dada por:
mx|r)=(1-g)m(x|x,)+em(x|q).
2°. Su distribucion a posteriori correspondiente es:
70| x) = A(x)7, (0] %) + (1= Ax)q(@ | x),
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donde A(x)e [0,1] adopta la expresion:

(A-&)m(x|7,)

A = m(x| )

3°. La media a posteriori del parametro desconocido u se puede escribir como:
O (x)=Ax)0™ (x)+(1—-A(x))07 (x).
4°. La varianza a posteriori del pardmetro desconocido es:

V7 (x) = AV (x) + (1= AV (x) + Ax)(1 = Ax)(E™ (x) = 8 (x))°

Gran parte de la bondad de la eleccion de estas clases contaminantes es la
simplicidad de estas expresiones.

Veamos ahora distintas clases contaminantes, comenzando por la mas simple, de
manera que vamos a ir imponiendo sucesivamente nuevas restricciones para intentar
alcanzar cada vez una mayor robustez. En el estudio, vamos a comenzar estudiando la
robustez de cada clase y continuaremos obteniendo la distribucion a priori de maxima
verosimilitud tipo II de la clase considerada. Para ello, va a ser necesaria la condicion de

continuidad de la verosimilitud, lo cual es cierto gracias al teorema 1.5.

A) Todas las distribuciones.

Una clase contaminante que podemos considerar de forma natural es la clase
formada por todas las distribuciones de probabilidad, dada una distribucion a priori
inicial 7, es decir, la clase de &-contaminacion:

I :{7[:7[:(1—5)7[0 +&q, qul},
donde Z;={todas las distribuciones} es la clase contaminante.

Tiene el inconveniente de ser una clase de distribuciones a priori demasiado
grande, e incluye muchas distribuciones a priori no razonables, pero proporciona
resultados interesantes para empezar.

En este caso, asi como en los casos de unimodalidad y unimodalidad y simetria,

que estudiaremos a continuacion, es fundamental considerar el siguiente lema:
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Lema 2.2. (Sivaganesan y Berger (1987))

Si A>0 y fix)y g(x) son funciones continuas con g(x) > 0, entonces:

su ( inf ) B+ /(9 = sup(inf )Lf(x) )
dF (x) A+J.g(x)dF(x) » T A+ g(x)

dF (x)

donde el supremo y el infimo estdn tomados sobre todas las distribuciones de

probabilidad dF(x),y A4, B, fix) y g(x) son tales que el supremo y el infimo de

B+ f(x)
A+ g(x)

se alcanzan para algunos valores de x.
En el siguiente teorema vamos a ver que el rango de la media a posteriori de /(6)
sobre la clase de &contaminacion se puede obtener encontrando los extremos de una

funcidén de una variable:

Teorema 2.1. (Sivaganesan (1988))
Sea p(x,7) el valor esperado a posteriori de 4(6) con respecto a la distribucion a
priori 7.
Entonces, para la clase de &-contaminacion I'j, la clase contaminante Z;, y

siempre que Ih(@) f(x]0)q(6)dl < o, tenemos que:
(©]

-2/

5
el mely

1—
donde A=—gm(x|7r0) y Ayg= A p(x,mp)
£

Veamos coémo podemos aplicar este resultado a nuestro caso: el parametro € de
interés es la media # de la variable aleatoria estudiada, la funcién A(x) utilizada
dependera de la cantidad de interés que queramos estudiar y serd funcioén del pardmetro
de interés, y la funcion de verosimilitud f{x|6) del teorema se corresponde con la
funcion de verosimilitud #°(z) que hemos estudiado en el Capitulo 1 de esta memoria y

que cumple la condicién de continuidad impuesta por el lema 2.2. gracias al teorema

1.5.
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Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori
formada por todas las distribuciones. En el caso en el que tengamos un grado de
robustez suficiente, podemos utilizar una funcion de distribucion de la clase como
distribucion a priori para obtener conclusiones a posteriori. Esta funcion de distribucion
es la distribucion a priori de méaxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos
permite encontrar la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II y la

correspondiente distribucion a posteriori para la clase considerada:

Teorema 2.2. (Berger y Berliner (1986))
Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con

verosimilitud ~ f(x|#). Supongamos que existe el estimador de maxima
verosimilitud usual del pardmetro 6, y es Tnico &(x). Sea
I = {7: r=(1-e)r,+eq,q€Z, }, donde Z,={todas las distribuciones} es la
clase contaminante elegida.
Entonces:
1°. La distribucién a priori de méaxima verosimilitud tipo II est4 dada por:
2(0) = (1-8)7,(0) +£4,(0),

donde ¢, toma probabilidad uno en el punto & =48(x), es decir, es la

distribucion degenerada en el estimador de mdxima verosimilitud del

parametro.
2°. La distribucion a posteriori generada esta dada por:
#(0|x) = A7y (0| x) + (1= A(x))q,(0)

(A-&)m(x|7,)

donde A(x)= (1-&)m(x| 7y) + & f (x| O(x))

Este teorema se puede trasladar sin ningin problema a nuestro caso, siendo la
media u de la variable aleatoria estudiada el parametro desconocido 6, /°(x) la funcion

de verosimilitud continua dada en el teorema por f(x|6), y f(x) el estimador de

maxima verosimilitud del pardmetro, es decir, la media muestral.
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B) Distribuciones unimodales.

Otra clase contaminante que puede resultar de interés es considerar la clase
formada por contaminaciones unimodales, con la misma moda 6, que 7. Esta clase es
mas restrictiva que la anterior, puesto que consideramos la unimodalidad de la
distribucion a priori, por lo que eliminamos de la clase algunas distribuciones
consideradas en la clase anterior.

Por tanto, consideramos la clase de &-contaminacion:

I, = {7[:7[2(1—8)7T0 +&4q, q eZz},
donde Z,={distribuciones unimodales, con la misma moda & que 7} es la clase
contaminante.

Esta clase es particularmente razonable cuando la distribucion a priori inicial 7
es unimodal sobre €. La eleccion del valor ) por parte del investigador se debe basar
en la informacién previa que dispone relativa al parametro estudiado; o bien, si conoce
la existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizard la moda de la
distribucion a priori base elegida para el estudio.

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del
hecho de que en gran parte del andlisis Z, puede ser sustituida por:

Z,’={Uniformes(6), O)+a), a €R},
donde la densidad cuando a=0 es la distribucion degenerada en €. Por tanto, las
optimizaciones afectaran solo a la variable a.

En este caso, es fundamental considerar el siguiente lema:

Lema 2.3. (Sivaganesan y Berger (1987))

Dada ¢ una distribucioén de probabilidad perteneciente a la clase contaminante

Z, yuna funcion £ tal que J.h(é?) f(x|0)q(0)dO < w, tenemos que:
(C]

[10)1(x10)a(0)d6 = [ H" (2)dF (2),

donde F es alguna funcidn de distribucion, en concreto, la mixtura que produce

qy
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1 Gy+z

H () = jh(@)f(xw)de 220

h(H)f(x|6?) z=0

En el siguiente teorema vamos a ver como los extremos del rango de la media a
posteriori de A(6) sobre la clase de g-contaminacion se alcanzan sobre contaminaciones
uniformes, sobre la clase:

L= {70 =(1-¢&)7,(0)+&q@)| q=U(b,,0, +2)6U@®, —z,0,)}c T

Teorema 2.3. (Sivaganesan (1988))
Sea p(x,7) el valor esperado a posteriori de 4(6) con respecto a la distribucion a

priori 7. Entonces, para la clase de &-contaminacion Iy, la clase contaminante

Z,,y siempre que J-h(é?) f(x]60)q(0)dl < o, tenemos que:
®

)A +H" (z)

sup(lnf j p(x,7)= sup(lnf jp(x )= sup(lnf A+ H(2)

el 7ely el z

donde Azl_igm(ﬂﬂ'o), Ag=Ap(x,m) y
&

1€0+z
HO(z) = Z!f(x|¢9)d6? z#0
S(x6y) z=0
1907149 0)do 0
H(2) = j O)f(x|0)d0 z =

h@)f(x[6,)  z=0

En nuestro caso: el pardmetro € de interés es la media i de la variable aleatoria
estudiada, la funcién A(u) utilizada dependerd de la cantidad de interés que queramos
estudiar y sera funcion del parametro de interés, y la funcion de verosimilitud f{(x|6) del
teorema corresponde a la funcion de verosimilitud continua f*() que hemos estudiado
en el Capitulo 1 de esta memoria.

Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori

considerada. En el caso en el que tengamos un grado de robustez suficiente, podemos
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utilizar una funcién de distribucion de la clase como distribucion a priori para obtener
conclusiones a posteriori. Esta funcion de distribucion es la distribucion a priori de
maxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos permite encontrar la distribucién
a priori de maxima verosimilitud tipo II y la correspondiente distribucion a posteriori

para la clase contaminante considerada:

Teorema 2.4. (Berger y Berliner (1986))
Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con
verosimilitud f(x|6). Sea I', = {72' r=(1-¢&)r,+6q,q¢€ Z} , donde:
7, ={distribuciones unimodales, con la misma moda 6, que 7}

es la clase contaminante elegida.
Entonces:

La distribucion a priori de méaxima verosimilitud tipo II esta dada por:

#(0) = (1-&)7,(0) +£4,(0),
donde ¢, es una distribucion Uniforme (90,90 + d), donde 4 es el valor de a

que maximiza la funcion:

o[ f(x10)d0 a%0
fx16)  a=0

m(x|a)=

Este teorema se puede trasladar igualmente a nuestro caso, siendo la media u
de la variable aleatoria estudiada el parametro desconocido 6, y f°(x) la funcién de

verosimilitud continua dada en el teorema por f(x|6).

C) Distribuciones unimodales para las que la resultante a priori tiene la misma
moda que la a priori base y 7(6)) < 7y(6)).

Una clase contaminante algo distinta de la anterior que puede resultar de interés
es considerar la clase formada por todas las distribuciones de probabilidad tales que la
distribucion a priori resultante tiene la misma moda &) que 7y y, ademas, 7(6)) < ().

Por tanto, consideramos la clase de &-contaminacion:

I, ={7r:7z=(l—8)7r0+5-q, qu3},d0nde
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73 ={distribuciones de probabilidad tales que = es unimodal, con moda &) (no
necesariamente Unica y la misma que 1), y () < m(6)} es la clase contaminante.

Esta clase es particularmente razonable cuando la distribucion a priori inicial 7
es unimodal sobre €. La eleccion del valor 6 por parte del investigador se debe basar
en la informacion previa que dispone relativa al parametro estudiado; o bien, si conoce
la existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizard la moda de la
distribucion a priori base elegida para el estudio.

La utilizacién de esta clase exige que la verosimilitud elegida verifique que
1/fix|6) sea convexa, lo que en nuestro caso podemos comprobar graficamente,
dibujando la funcién 1/f(x|6).

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del
hecho de que en gran parte del analisis la clase de contaminacion I's puede ser
sustituida por la clase:

T, ={r:7=(1-¢&)r, +&q, © esdelaformaz},

K ; 0B

donde: 7(0)= {
(-e)r,(0) ; O0¢B

para algun intervalo B y una constante K apropiada. Cuando € & B , K es el valor de
(1-&)my(6) en el extremo mas proximo a 6); y cuando &) € B, K vale (1-&)m(6)). La

longitud del intervalo B esta determinada por la condiciéon de 7 unimodal con moda 6

y [(K-(-e)m,0)do=¢.

Veamos la forma especifica de 7 para diferentes intervalos B.

Lema 2.4. (Sivaganesan (1989))
La forma especifica de 7 para diferentes intervalos B es:
i) Si B=(7,w(@))c= (&, ) para & > 6,, el correspondiente 7 esta dado por:
(1-&)zy (@) 0eld,w@)]

, donde
(1-&)7,(@) enotrocaso

7(0) = {

w(@) > @ esta definido por:

w(6)
(- )7, (0)(W(O) - 0)—(1-¢) j;zo (t)dt = ¢.

6
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i) Si B=(w(@),0 )c (-00,6) para d < 6,, el correspondiente 7 esta dado por:

(1-&)7, @) Oe[w@)d]

, donde
(1-¢&)7,(0) enotrocaso

7(0) = {
w (@) < @ esta definido por:
0
(1-&)m,(0)O-w©B))-(1-¢) jno (Hdt=¢.
w(8)
ii1)Si @) es un extremo del intervalo B, 7 es de la forma:

1- 6, 0¢<\6,,
7(0) = (-&)m(6) e [ ‘ v(p)], paraalgin 0<p<g,
(1-&)7,(@) enotrocaso

donde v(p)>6, estd definido por:

v(p)
(1= )7 (0)((p) = 0,)— (1= &) [7,(£)dé =&

0

iv)Si 6, es un punto interior del intervalo B, 7 es de la forma:

(1-&)m,(0,) 0€l0.,07]

, donde
(1-&)7,(@) enotrocaso

7(0) = {
@’< @' son soluciones de la ecuacion:

(1-8)m,(8,)0-6)-(1-¢) j 7,(0)d6 = ¢ .

Una vez estudiada las forma de las distribuciones a priori de la clase de

contaminacion T, estudiaremos la obtencion del rango de cantidades de interés a

posteriori. En el siguiente teorema, estudiamos el rango de la media a posteriori:

Teorema 2.5. (Sivaganesan (1989))

Si 1/f(x| 6) es convexa y la cantidad de interés es la media a posteriori, entonces:

sup(inf) 0" (x) = sup(inf) 6" (x) =

el rely
AS™ (x) + j -1 (x| 0)K —(1- &), (6))d6
= sup(inf)——"" [ G0k - - o), (0))0
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(-¢&)m(x|7,)

donde 4=

Como podemos observar, el rango de la media a posteriori en la clase I'5 se

puede obtener maximizando y minimizando &7 (x) en la clase T, lo que se puede

hacer maximizando y minimizando J”(x)sobre todos los posibles intervalos B.
Sivaganesan (1993) también establece el rango de la probabilidad a posteriori de un
intervalo en la clase I[';.

Estos resultados son directamente trasladables a nuestro caso, siempre que se
cumpla la condicion indicada, siendo la media x4 de la variable aleatoria estudiada el

parametro desconocido 6, y f’(u) la funcién de verosimilitud dada en el teorema por

fx10).

Si queremos obtener la distribucién a priori de maxima verosimilitud de tipo II,
necesitamos que la verosimilitud f{x|#) sea unimodal (como funcién de 6), con moda
0. Ademss, es conveniente considerar que tanto 7y como f son no nulas y
estrictamente monoétonas a cada lado de las modas respectivas. Esto lo podemos
comprobar directamente a partir de las graficas de la verosimilitud y de la distribucion a

priori base. Supondremos también, sin pérdida de generalidad, que 6>6,. La

distribucion va a depender de distintos casos, pero en todos ellos va a tener la forma:

K O0eB

#(0) = { ,
(1-&)7,(0) 0¢B

donde K esta implicitamente determinada por la restriccion de que 7 tiene masa 1.

Veamos la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II en cada caso:

Teorema 2.6. (Berger y Berliner (1986))
Si definimos:

1) v(p) 26, para-g <p <¢ implicitamente como en el lema 2.4. y definimos:

v(6)

Vip) = f(x[v(p)((p)—6y)~ If(x 16)do.

i1) w(6) 20 para 6) <6 implicitamente como en el lema 2.4. y definimos:
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w(0)

W(0) = f (x| m@)(wO)—-0)~ Jf(x | )t .

14
Entonces, la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II viene dada por
7, definida en cada caso como:
i) Si Me)20y 6 ¢ [«90,9] es la solucion a W(6) =0,

26) = {(1 —e)m,(07) 0" <O<w@O")
(1-&)r,(0) en otro caso

ii) Si () <0 pero M(-£)>0 ysea p e[-& ¢ tal que V(p*) =0,

WO

iii)Si V(-£) <0 y fx|6h) <Ax|W(-£"), % es como en i) con p’=-&'.
v)Si M(-6) <0y fix|6h) > fix|v(-¢)),

(1+&)m,(0,) 0<6<6"

(1-&)7,(0) enotrocaso’

#(0) = {

donde 8"y 6" son las tnicas soluciones a las ecuaciones:
f(x10)=1x107)
A+ &, (6,)O0 -0)-(1- 8)_[7t(<9)d6’ =&
5

Ademas, todas las cantidades que intervienen en la definicion de # estdn bien

definidas y son tUnicas.

Este teorema es directamente trasladable a nuestro caso, siempre que se cumplan
las condiciones previamente indicadas, siendo la media g de la variable aleatoria
estudiada el parametro desconocido 6, y f°(u) la funcion de verosimilitud dada en el
teorema por f(x|6).

Por tanto, si el estudio es suficientemente robusto, podemos utilizar la
distribucion a priori de méxima verosimilitud tipo II obtenida para obtener resultados a

posteriori relativos al pardmetro estudiado.
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D) Distribuciones unimodales y simétricas.

Otra clase contaminante que puede resultar de interés es considerar la clase
formada por contaminaciones simétricas y unimodales, con la misma moda &) que 7.
Esta clase es mas restrictiva que las anteriores, puesto que consideramos la simetria de
la distribucion a priori, por lo que eliminamos de la clase algunas distribuciones
consideradas en las clases anteriores.

Por tanto, consideramos la clase de &-contaminacion:

r,= {7[:7[ =(l-¢e)r,+&q,qe Z4},
donde Z,={distribuciones simétricas y unimodales, con la misma moda &) que 7y}, o lo
que es lo mismo, Z4={densidades de la forma ¢(|@-6)|), donde g es no creciente} es la
clase contaminante.

Esta clase es particularmente razonable cuando la distribucion a priori inicial 7
es simétrica y unimodal sobre &), ya que bajo dichas circunstancias la distribuciéon a
priori resultante verifica las dos siguientes propiedades:

1. Los valores de @ lejanos a €, no pueden dar un peso dominante.
2. Se consideran distribuciones a priori con colas mayores que la de la a priori inicial.

La eleccion del valor 6, por parte del investigador se debe basar en la
informacion previa que dispone relativa al parametro estudiado; o bien, si conoce la
existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizara la moda de la
distribucion a priori base elegida para el estudio.

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del
hecho de que en gran parte del andlisis Z4 puede ser sustituida por:

Z4'={Uniformes(6-a, O)+a), a >0},
donde la densidad cuando a=0 es la distribucion degenerada en 6. Por tanto, las
optimizaciones afectaran solo a la variable a.

En este caso, es fundamental considerar el siguiente lema:

Lema 2.5. (Sivaganesan y Berger (1987))

Dada ¢ una distribucioén de probabilidad perteneciente a la clase contaminante

Z4 y una funcion £ tal que J.h(H) f(x]|60)q(0)dl < © , tenemos que:
(C]
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[n(0)1(x10)q(0)d6 = [ H (2)dF(2),

donde F es alguna funcién de distribucion, en concreto, la mixtura que produce

q'y

Oy+z

1
H'(2) = 2I HO)/(x|0)40 =20

h(6,)f (x[6,) z=0

En el siguiente teorema vamos a ver como los extremos del rango de la media a
posteriori de 4(6) sobre la clase de s-contaminacion se alcanzan sobre contaminaciones

uniformes, sobre la clase:

[,={n0)=1-¢&)r,0)+&q0) | q=U@®, -z,0,+z)}cT,

Teorema 2.7. (Sivaganesan (1988))
Sea p(x,7) el valor esperado a posteriori de /(6) con respecto a la distribucion a

priori 7. Entonces, para la clase de s-contaminacion I'4, la clase contaminante

Z4,y siempre que jh(@)f(x | 8)q(6)d6 < © , tenemos que:
(C]

A, +H"(2)

sup| inf ,7T) = su (inf) ,7T) =Su (inf)i,
p( )p(x )= sup| inf |p(x,7) = suplin A+ H(2)

rely mely mely’
l-¢
donde A=—m(x|7x,), Ag=Apx,7m) y
£

1 Gy+z
H'(2) = 2.29!_{(96!9)610 %0
J(x16,) z=0

1 Oy+z

H'(z)=12> [nO)f(x16)d6 z#0

h(6,)f (x[6,) z=0

En nuestro caso, el pardmetro € de interés es la media ¢z de la variable aleatoria
estudiada, la funcion A(u) utilizada dependerd de la cantidad de interés que queramos
estudiar y sera funcion del pardmetro de interés, y la funcion de verosimilitud f{x|6) del
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teorema corresponde a la funcion de verosimilitud /(1) que hemos estudiado en el

Capitulo 1 de esta memoria.

Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori
considerada. En el caso en el que tengamos un grado de robustez suficiente, podemos
utilizar una funcidn de distribucion de la clase como distribucion a priori para obtener
conclusiones a posteriori. Esta funcion de distribucion es la distribucion a priori de
maxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos permite encontrar la distribucién
a priori de maxima verosimilitud tipo II y la correspondiente distribucion a posteriori

para la clase contaminante considerada:

Teorema 2.8. (Berger y Berliner (1986))
Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con
verosimilitud f{x|6). Sea I', = {7r ==&, +¢&q, g€ Z4}, donde:
Z4={distribuciones simétricas y unimodales, con la misma moda 6, que 7y}

es la clase contaminante elegida.
Entonces:

La distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II esta dada por:

2(0) = (1-¢&)7,(0) +£4,.(0),
donde ¢, es una distribuciéon Uniforme (6, — 4,8, + a), donde aes el valor de

a que maximiza la funcion:

@a)' [ f(x|6)d0 a>0
/(x16,) a=0

m(x|a)=

Este teorema es directamente trasladable a nuestro caso, siendo la media x dela
variable aleatoria estudiada el parametro desconocido 6, y /*(x) la funcidén de

verosimilitud dada en el teorema por f(x|6).
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E) Contaminaciones con cuantiles fijos.
Una clase contaminante de interés es considerar la clase formada por
distribuciones de probabilidad con algunos cuantiles especificados. Por tanto,

consideramos la clase de g-contaminacion:

[, ={r:n=(1-&)r, +&q,qeZ,},donde
Zs ={distribuciones con n cuantiles fijados} = {q : Jq(@)d&’ =a,,i=1..,n, Zai = 1}
C, i=l

es la clase contaminante y el conjunto de los C; es una particion del espacio
paramétrico.

Elegiremos como distribucion a priori inicial 7y una distribucidon perteneciente
a la clase. La eleccion de los cuantiles por parte del investigador se debe basar en la
informacion previa que dispone relativa al pardmetro estudiado.

El supremo y el infimo de la media a posteriori de A(#) para la distribucion a
priori dentro de la clase de contaminacion dada se alcanza en una distribucion a priori

de la forma:
7 (0)=(1-¢&)m,(0)+ 520@59? @),
i=1 !

donde 6~ esun punto en C; o un limite de una serie de puntos en C;. Este resultado se
puede obtener a partir de este teorema, en el que calculamos el supremo y el infimo de

una cantidad para ¢ variando dentro de la clase contaminante:

Teorema 2.9. (Moreno y Cano (1991))
Para cualquier funcion g;(0) y g2(0) integrables con respecto a todas las a

priori en Zs, tenemos que:

i) sup(inf) | g,(0)(0)d0 = a, sup(ind) ¢, (6) .

.. jgl(e)q(e)dé’ Zaigl(ei)
i) sup(inf) = sup(inf) "

q€Zs Igz (H)Q(H)de iiil,e,iin Z a,‘gz (01 )
i=1

Si elegimos g;(0) = h(6) fix|) 'y  220) = fix|6), obtenemos el rango a

posteriori de p(x,q) para h(6) la cantidad de interés a posteriori.
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Para obtener el rango a posteriori de p(x,7), sustituimos g;(0)  por

(1- 5).[ h(@) f (x| 0)m,(0)dO +&h(0)f(x|0) y  sustituimos  g(0) por

(1- 5)J. f(x]| ), (0)dO + & f(x]|0), con lo que obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.1. (Moreno y Cano (1991))

En las condiciones del teorema anterior, tenemos:

(1) [ O/ (x| 0)2,(0)d0 + £3. (6, /(x| 6,)

sup(inf) p(x, ) = sup(inf) .
A 0=9)] S0 (0)d0 + Y a,f(x]6)

.....

Podemos observar que el problema asociado con la clase contaminante Zs, se
transforma en un problema de optimizacién con n restricciones, cuya solucion no tiene
que ser simple. La utilizacion de algoritmos de linealizacion nos ayuda. Por ejemplo,

podemos ver que el supremo en el apartado ii) del teorema es la solucion en A de la

i4 0= i g(0)-A 2,(0.)¢.
ecuacion sugglc?f){;algl( 1) ;a,gz( 1)}

i=l,..,n
Si la cantidad de interés a posteriori considerada es la probabilidad de un
determinado conjunto 4, ¢(6) = 14(6), obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.2. (Moreno y Cano (1991))

(L=&ym(x| 7)) f, +&) e, sup f(x|0)

i) supP"(4|x)= IR
mels .
(-e)m(x| 7))+ a,inf f(x|0)+&D a; sup f(x|6)
iek 0eC; ie 0eANC;

(I=&ym(x|my) B, + & e inf f(x|0)
if) inf P (4| x) = T
(1-e)m(x|z)+ey @, sup [(x|0)+&) e, inf [(x]0)

>l 0ed°nC, icl

donde S, = P™(A4]x)
iel siysolosi Cic4,
ieJ siysolosiANC; #Z.
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ie K siysolosiANC; =&

Una vez estudiada la robustez, vamos a obtener la distribucion a priori de
maxima verosimilitud tipo II de la clase de contaminacion. Esta distribucion la vamos a

obtener a partir del siguiente teorema:

Teorema 2.10. (Moreno y Gonzalez (1990))

Si consideramos la clase contaminante Zs, tenemos:

supm(x| g) = Y, sup /(x| 0).

q€Zs i=1

Como consecuencia del teorema, tenemos que la distribucion de probabilidad
que maximiza la densidad predictiva en la clase contaminante Zs es una distribucion

n-puntual dada por:
g @)=Y a,5,(0).
i=1

Por tanto, la distribucion a priori de méaxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion esta dada por:

2(0) = (1-¢&)m,(0) +£9(0),

donde ¢ cumple que m(x|q) =supm(x|q), y esta distribucion no estd necesariamente
qeZs

en la clase Zs. La condicion que se debe de cumplir para que g esté en la clase Zs la

podemos ver en el siguiente lema:

Lema 2.6. (Moreno y Gonzalez (1990))

Sea C;" una serie de conjuntos medibles no vacios dados por:

cr=cC, ﬂ{@:supf(x\@)—f(x]@)ﬁl}, k=1,.n,
m

0eC,

donde m es un numero real arbitrario.
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0

Entonces, si C;” = ﬂC ., k =1,...,n son conjuntos no vacios, la distribucion de

m=1
maxima verosimilitud tipo II estd en Zs y esta dada por ¢(0) = Zaié'gk @) ,
i=1

donde 6 es un punto arbitrario en C;”.

Entonces, si tenemos que C;” = {6} para k = I,..,n, podemos calcular la
esperanza y varianza a posteriori de la distribucion a priori de maxima verosimilitud
tipo II de la clase Zs:

Zn‘,ekf(x 16,
5=+ y
kz:,f (x|,

30,2 (x16,)a
Vt?(e | x) — k:ln _ (5q(x))2

Zf(x |G,

A partir de estas medidas podemos obtener la esperanza y varianza de la clase de
contaminacion ['s, simplemente sustituyendo en las expresiones correspondientes ya

estudiadas.

Una extension de la clase de &contaminacion estudiada es la clase de
& O)-contaminacion estudiada por Moreno y otros (1996), que esta dada por:
[, ={r:x=(1-¢@)r,+e0)q qeZ,},
donde &(6) € [0,1] refleja la incertidumbre de la distribucion a priori base 7y(6) en el

punto 6. Para una funcion & 6) arbitraria no se garantiza el cumplimiento de

q:jq(&)dt?:ai,i:l,...,n, Zai =1;, por lo que demuestran que una condicién
C. i=1

i

necesaria y suficiente para ello es que &(@) = Zail ¢, (0), donde cada valor & se puede
i=1

interpretar como la incertidumbre que tenemos acerca de my(6) en la clase C;. Las
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expresiones para la obtencion de la robustez de la cantidad de interés a posteriori /(6)

son:

(1 &, )Ih(@)f(x |0, (60)do +Z€a h(6,)f(x1]6,)

sup(inf) p(x,7) = sup(mf) ,, & ,
KR Y (B )jf(x |0)7,(0)d0 + Zs a,/(x]6)

,,,,,
i=1

con «; = Iﬁo(ﬁ)dﬁ, i=1,...,n.
G

Para mejorar la robustez de estas clases de &-contaminacion podemos utilizar
algoritmos iterativos. La idea es elegir una clase contaminante que contenga una serie
de n cuantiles y estudiar la robustez de la clase. Si la robustez es suficiente para nuestro
trabajo, utilizamos la clase elegida; pero si no lo es, utilizaremos un algoritmo iterativo,
mediante el cual introducimos un nuevo cuantil en la clase C; del espacio paramétrico
en la que se alcanza menor robustez. La literatura nos ofrece al menos dos algoritmos

para este caso, realizados por Liseo y otros (1996) y Moreno y otros (1996).

Algoritmo 2.1. (Liseo y otros (1996))

Paso 0: Si comenzamos con la clase de cuantiles dada por:
L, (c?,a)= {77 7(CM=a?, j=1..,n) a' = 1}, donde
Jj=1

¥ =(C©,.,C") es la particién inicial con C© =(c!%),c®),
R (cém’ C (0)) y o ( (0)"%0{,(10))'

Paso 1: Calculamos el rango dy de la cantidad de interés a posteriori /(6).
Si ¢y es menor o igual que una cantidad ¢ fijada, hemos terminado.

Si & es mayor que &, pasamos al paso 2.

Paso 2: Calculamos el rango en cada una de las clases de la particion:
S = 5(C}°),F0) para j=1,...,n, donde:

E, (h(@)|x)=E(h)|x,A)m(A) para 4eB(6), con:
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j h(O) f (x| 0)x(0)do

E(h(®)|x, ) =*
(#6)] %, 4) jf(xw);z(e)de

y

m(A) = [ £(x|0)z(0)d6.

Paso 3: Elegimos la clase C;?) como aquella que tiene miximo valor de &,

puesto que es la menos robusta de la particion.

Paso 4: Dentro de Cf,?) incluimos otro cuantil, eligiendo un punto b tal que
nuestra probabilidad subjetiva de los conjuntos (a(f) ,b} y (b,a(_?)} son

ambas iguales a afﬁ” /2.

Paso 5: Repetimos el proceso con la nueva clase de cuantiles formada.

Los autores demostraron que el algoritmo converge si 4(6) es continua y Iy -

integrable.

En este algoritmo podemos observar como, en principio, no se utiliza una clase
de &-contaminacion habitual, sino una clase de cuantiles directamente, es decir, se

considera que ¢ vale uno en la clase de &-contaminacion.

Algoritmo 2.2. (Moreno y otros (1996))
Paso 0: Partimos de la clase de &contaminacion:

[, ={r:7=0-¢0)r, +50)q, q<Z,},donde

7= {q [9(@)d0 =i =Losn, Yo, = 1}.
C i=1

Paso 1: Calculamos el rango de la cantidad a posteriori ().
Si es menor o igual que una cantidad ¢ fijada, hemos terminado.
Si es mayor que &, pasamos al paso 2.

Paso 2: Calculamos el rango en cada clase de la particion:
T, = {z(0): 7(6) = 7, (6) + £[4(6) - 7, (DI (6).4(0) € Z, }.

Elegimos como clase menos robusta C; =(cxj,cx) la que tiene mayor

rango.
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Paso 3: Si nuestra confianza en 7,(6)/., no es pequefa, para introducir un

.
nuevo cuantil en dicha clase, imponemos la condicion o = J.7z0 (0)do .
Cr-1

Si R'(x,c") es el rango a posteriori de nuestra cantidad de interés si la

distribucion a priori varia en la clase:

I, =<7(0):7(0) T, ]n(e)dez ]ﬂo(ﬁ)dé? ,

Cr-1 Cr-1
* , .
el punto ¢ es el mas favorable en la clase C;, es decir:

R (x,c") = inf R (x,b)

eCy
y volvemos al paso 1.

Paso 4: Si nuestra confianza en 7,(6)/, es pequeiia, 7,(6)]., lo sustituimos por
otra distribucion a priori base 7,(6)/, , con lo que estamos comenzando

de nuevo el problema de modelizar la incertidumbre a priori, pero solo en
la clase Cy y trabajamos igual que en el paso 3.
Se puede observar que la clase en la que se introduce el nuevo cuantil depende

de la informacion muestral utilizada.

F) Distribuciones unimodales con cuantiles conocidos.

Introducimos a la clase de e-contaminacion estudiada en el apartado anterior la
restriccion de unimodalidad. Esta clase, o aproximaciones a ella, ha sido estudiada por
diversos autores, los cuales han obtenido complejos métodos para el estudio de su
robustez.

Berger y O"Hagan (1988) estudian los rangos de probabilidades a posteriori para
distribuciones a priori unimodales con cuantiles especificados, es decir, considerando la
clase de &contaminacion con ¢ igual a 1. El algoritmo utilizado era bastante complejo,
por lo que los mismos autores, O 'Hagan y Berger (1988) proponen un nuevo algoritmo
para el mismo estudio, pero suavizando la hipdtesis de unimodalidad a
quasi-unimodalidad, definida en dicho trabajo. El trabajo que desarrolla esta clase de
&contaminacion es el de Sivaganesan (1991).

Consideramos la clase de &contaminacion:
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T,={r:n=(01-8)r,+&q qeZ,},donde

Z7 = <q :gesunimodalcon moda @, yveriﬁcajq(@)d@ =q,,i=1,..,n, Zai =1; esla
i=1

G
clase contaminante y el conjunto de los C; es una particion del espacio paramétrico.

Elegiremos como distribucion a priori inicial 7y una distribucidon perteneciente
a la clase. La eleccion de los cuantiles y de la moda por parte del investigador se debe
basar en la informacién previa que dispone relativa al parametro estudiado.

El supremo y el infimo de la media a posteriori de A(#) para la distribucion a

priori dentro de la clase de contaminacion dada se obtiene a partir del siguiente teorema:

Teorema 2.11. (Sivaganesan (1991))

Sean f(x|6) y h(6) dos funciones continuas que satisfacen I f(x]|0)dO <oy

.[ f(x]0)h(0)dO <o. Ademds, supongamos que, para cualesquiera valores

reales a, ¢ y A tenemos que {h(a+z)-A}f(x|a+z) = c tiene al menos dos

soluciones. Entonces,

sup(inf) p(x, 7) = sup(inf) .[ h(@)(0 | x)do

mel; mely

se alcanza cuando la contaminacion es una funcidén a saltos con al menos un
salto en el interior de cada C; y, posiblemente otro en el extremo superior

(inferior) si estamos por encima (debajo) de la moda.

La idea del teorema es aplicar el caso de distribuciones unimodales en cada C,
puesto que en cada C; la moda es uno de los extremos (el superior si estamos por debajo
de la moda y el inferior si estamos por encima de ella). Utilizando las restricciones de
los cuantiles, el punto z; en el interior de C; en el que ¢ tiene un salto, se puede escribir
en términos de la altura #; en z; y la altura /;” en el extremo. Por tanto, ¢ y la
esperanza a posteriori de una cantidad de interés para zel’; se puede escribir en
términos de las alturas de los saltos de g.

Si la cantidad de interés estudiada es la media a posteriori h(6) =6, si 1/f(x|6) es
convexo, se cumple la condicion del teorema; y si queremos estudiar la probabilidad a

posteriori de un conjunto C, h(6) =I(6), si f(x|6) es unimodal, se cumple la condicion
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del teorema. Para poder utilizar el teorema tenemos que comprobar que la verosimilitud

utilizada cumple las condiciones indicadas, lo cual podemos comprobar graficamente, al

representar 1/f(x|6) y f(x|6).

En cuanto a la distribucion a priori de maxima verosimilitud de tipo II de la
clase, Moreno y Gonzalez (1990) estudian dos casos particulares de la clase
considerada, las unimodales en las que la moda es un cuantil concreto y las unimodales

a trozos con cuantiles conocidos.

Teorema 2.12. (Moreno y Gonzalez (1990))
Sea my(6) una distribucién unimodal con moda 6, y consideramos la clase de &-
contaminacion:

I,= {72'272' =(l-¢e)r,+eq,qe Z7'},
donde Z,'= {q : fo q@)dd=a,0<a< 1}.

Entonces:

1) Para cualquier 7el'7’, tenemos que:
mx|r)y=(1-e)m(x|x,)+¢& '[H(a)dF(a) , donde

1 Gy+a

— x|60)df a+#0
Ha)=13 5[f( 10)
S (x16,) a=0
F es alguna funcion de distribucion en (-o0,00) que cumple:
6y +00
J.dF(a):a y J.dF(a)zl—a
-0 6,
i1) La distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase I';" esta
dada por #(0)=(1-¢)r, + &7, donde:
-«

-
0)=——1 )+ ——1 0
Q( ) dl (x) (Gy+&y (X),gn)( ) dz (x) (6y,0, (x)+90)( )

con a,(x) y a,(x) los valores definidos por:

H(a,(x)) =supH(a) y H(a,(x))=supH(a).

a<0 a>0
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Teorema 2.13. (Moreno y Gonzalez (1991))
La distribucion a priori de maxima verosimilitud de tipo II para la clase de

&-contaminacion dada por:

1—‘7”: {72':72' :(1_8)7[0 +9q, q € Z7”}5

["q@do=a, i=-n-1..-1
donde Z,"’={q: q es unimodal a trozos, ", | v o
jg" q(0)d0 =«

2

i=01,..,m

i+l°

considerando que una densidad unimodal a trozos significa que la funciéon q(|6—6, |)

es no creciente sobre cada intervalo de la particion, viene dada por la expresion

#(@)=(1-¢&)r, + &}, donde:
0

q(0) = Z{Ei—l Ly 0)(0)+

i=—n

1

040, -0, Lsv0,0) (9)} +

m+1 1
+ ﬁl 9 + 71 0 ’
;{ i(0,.,0;) ( ) di+90 _ ei_l (‘9[714?&50)( )}

con los 4, (x) que verifican:

1 “ 1 “
— x|0)d0 = su — x|0)do i=-n,.,0
0. -6,-a, ao'L.f( 19) ai,lfaosﬁerao 0, -06,—a gn‘[af( 19)
1 00+d:- 1 Gy+a
—_— x|0)d0 = su —_— x|0)do i=1,..m+1
-0, ,+6,+a, Jlf( 19) gi,l—gogagg‘.—eo -0 ,+06,+a gz[lf( 19)

y los 4, tales que:

0 1 0;
D@ —h0,-6.) sup  ———— [f(x]|0)dO+
= 0,.,-0,<a<0,-0, 0, — 0, —a oora
m+1 1 Oy +a
su + a —h (0. -6, su - x|60)dO +
och < a,p -l ;( 6 l_l))a,.,l—eogaga,.—eo a+6,-0,, gjf( 1)
I_gi+179: N -
i+ m+1

6, 6,
0t +20:hi_1 [fee10)d0+) b [ f(x|0)d0
i=—n 0., i=1 0,
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2.5.2. Clases de Bandas de Medidas de Probabilidad.

Continuamos estudiando otro tipo de clases de distribuciones a priori relativas al
parametro estudiado (media de la variable aleatoria estudiada). Esta clase de

distribuciones de probabilidad I'(Z, U) viene dada por dos funciones, L(6) y U(6), tales
que L(6) <U(6) para cualquier € y IL(H)d <1< J. U(0)d6 , imponiendo la condicion

de que cualquier distribucion 7 de la clase verifique que Iﬁ(@)d9=l; es decir,

acotamos la distribucion a priori mediante dos funciones. Por tanto, la clase viene dada,

para cualquier conjunto C por:
['(L,U) = {7:(9) L(C)<x(C)<U(O), J-ﬁ(ﬁ)dé? = 1}.
(C]

Las elecciones de las funciones L y U se eligen a partir de la incertidumbre del
investigador respecto a la distribucion a priori del parametro estudiado.

De la misma forma que en las clases de contaminacidon imponiamos restricciones
a la distribucion a priori, en este tipo de clases vamos a hacer lo mismo, considerando

distintas clases de bandas de medidas de probabilidad.

A) Clases con probabilidad de conjuntos acotadas.
Comenzamos estudiando el caso mas simple, que estd basado en la

flexibilizacion del caso de la clase de cuantiles dada por:
r, = {72(6’) : jn(@)d@ =a,i=l.,n >a = 1},
G i=1

donde @ es el parametro desconocido y la clase de conjuntos de los C; es una particion
del espacio paramétrico. Esta clase es un caso particular de la clase de &-contaminacion
de contaminaciones con cuantiles fijos, I's, en la que consideramos £=1.
La clase que vamos a estudiar esta dada por:
T, = {7[(6’) ‘a, < j;z(e)de <B.i=l..n Ya < Iﬂ(@)d@ =1< Zﬁ,},
C i=1 ® i=1

es decir, la probabilidad de cada conjunto C; de la particion estd acotada superior e

inferiormente, de acuerdo a la informacion previa del investigador.
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De esta clase podemos obtener con facilidad el rango de probabilidades a

posteriori de cualquier conjunto, utilizando el siguiente teorema:

Teorema 2.14. (Moreno y Pericchi (1992))

> inf /(x| 6)7,
i) inf P*(C|x)=inf e , ,
el yeD z sup f(x|0)y, + delg S(x]0)y,

il 0eC;nC” icy

donde y es un subconjunto de los indices {l1,...,n} definido como ie y siy
solosi CicCy D={7=(71,---a7n)305,- <7, SﬂwZ?’i =1}.
i=1

i1) sup P"(C| x) se obtiene utilizando la relacion general dada por

rely

supP"(C|x)=1- inrf P*(C°|x) vy aplicandole el apartado 1).

mely

B) Clase de bandas de medidas de probabilidad.
Vamos a utilizar una clase que generaliza a la clase anterior, puesto que vamos a
considerar una clase que acota superior ¢ inferiormente las probabilidades a priori de

cualquier conjunto C, es decir, consideramos la clase:
IL,(L,U) = {72’(9) :L(C)LTI(C) LU(0), jﬂ(@)d@ = 1} ,
0

donde U(.)y L(.) son medidas fijas predeterminadas que cumplen que L(®)<1<U(®),
con densidades dadas por u(.) y /(.).
Nuestro objetivo vuelve a ser encontrar el rango para una cantidad de interés a

posteriori, para lo cual es necesario el siguiente lema:

Lema 2.7. (Moreno y Pericchi (1993))
Si la verosimilitud  f{x|6) y las medidas U(.) y L(.) cumplen que

J-u(é?)de =0 para todo valor de £>0,
{0:1 (x10)=k}

Entonces, existe un nimero z > 0 (no necesariamente Unico), tal que:

ju(e)de + j 1(0)do =1.
{0:1 (x10)2z} {0:f (x16)<z}
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Ahora ya podemos obtener los rangos de cualquier cantidad de interés a

posteriori:

Teorema 2.15. (Moreno y Pericchi (1993))
En las mismas condiciones del lema 2.7., para la clase de distribuciones a priori
I'o(L,U) y para cualquier par de funciones f{#) y g(6) integrables respecto de

melo(L,U), tenemos:

. [f@r@0 [ 107, 0)a0
1) , con

et [g@m©@)do  [g@)7,0)d0°

7,(0) =u(0)1 (0)+1(0)] «(0), donde A=10:f(0)-Ag®)<z| y los
escalares 1 y z estan implicitamente definidos por las ecuaciones:

[(£(©) - 22(0)}u(0)d6 + [{f(0) - 4g(0)}(0)d0 =0

’ [u©)a0+ Ajc 1(0)d0 =1

A

i1) La solucidon para sup es analoga a la de 1), sustituyendo el conjunto 4 por
wely (LU)

B=1{0:f(0)-Ag(8) > z}.

Si sustituimos g(6) =f(x|0) y f(6) = h(6) f(x|6), tenemos el rango de la cantidad
de interés a posteriori, la cual dependeré de la eleccion de A(6).

Si utilizamos nuestra verosimilitud, deberemos comprobar que se cumplen las
condiciones del lema 2.7.

Como caso particular de este teorema, vamos a ver como podemos obtener el

rango de la probabilidad a posteriori de cualquier conjunto C:

Corolario 2.3. (Moreno y Pericchi (1992))

Bajo las condiciones del lema 2.7., para un conjunto arbitrario C:

i) Si  u(C) + KC°) >1, entonces sup P"(C|x)=P"(C|x), donde

nely(L,U)
76(0) = O oy ioyss) O + 1OV oy gy (6), con ze tal que

11(O)=1.
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ii)Si  UC) + L(C) = 1, entonces sup P"(C|x)=P™(C|x), donde

rely(L,U)
7y (0) =u(0).(0)+1(0)] . (0).

iii)Si  U(C) + L(C°) <I, entonces sup P"(C|x)=P™(C|x), donde,

mely (L,U)

7,(0) = u(0)] ©)+1(O)]

con z¢c tal que

CU(C[‘m{Hzf(x\H)ZzC }) CN{O:f (x|0)>zc } ((9)

72'()(@):1 .

Una vez estudiados los rangos de la cantidad de interés a posteriori, vamos a

obtener la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase estudiada:

Corolario 2.4. (Moreno y Pericchi (1993))
Bajo las condiciones del lema 2.7., la distribucion a priori de maxima

verosimilitud tipo II de la clase T'y(Z, U) esta dada por:
#£(0) = u(‘g)[{ezf(x\e)zz} @)+ l(e)l{ﬁ:f(x|0)<z} @),

donde z=z(x) estd determinada por la condicion I/t(&)d 0=1.
®

C) Restricciones lineales en la clase de bandas de medidas de probabilidad.
Vamos a utilizar una clase mas restrictiva que la anterior, puesto que le vamos a

afiadir restricciones lineales, es decir, para cualquier conjunto C, consideramos la clase:
I,(L,U)= {71(49) :L(C)<SII(C) SU(0), _[h,- O (@)db=q,,i= 1,...,n},

donde U(.)y L(.) son medidas fijas predeterminadas que cumplen que L(®)<1<U(®),
hi(.) son funciones conocidas y ¢; son constantes conocidas.
Nuestro objetivo vuelve a ser encontrar el rango para una cantidad de interés a

posteriori. Para ello, consideramos:

H = sup j h(@)(@)do 'y H,, = inf [, (O)7(6)d0,

max min
7efy(LU) el (L,

donde las funciones 4; para i=0,...,n son U-integrables y I' es no vacio. Calcularemos

H,..x, puesto que H,,;, se calcula utilizando un argumento andlogo.
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Proposicion 2.1. (Perone-Pacifico y otros (1996))
Dado a=(«a;,..., ), existe d*=(d1*,...,dn*) y 7 eI’ con densidad:
1) si hy(@)—> d h(0)<0
i=1

7' (0) = . ,
u(@) si hy(0)=> d h(6)>0

donde /(.) y u(.) son las densidades de L(.) y U(.), respectivamente

y, ademads, tenemos que:

Hmax = JhO (0)72-* (e)de

, *
Por tanto, el céalculo de H,, se reduce a encontrar d de manera que

_ _[h(ﬁ) f(x|@)x(6)do
[ f(x16)(6)d6

7 €l'1o(L,U). Entonces, si llamamos p(x,7) a la cantidad de

interés a posteriori que queremos estudiar y si D(r) = J- f(x]|0)x(0)dE, es decir, el

denominador de dicha cantidad, notaremos D, = sup D(xr) y
el (L,U)
D, . = F111(12 0 D(r), que podemos obtenerlos a partir de la proposicion 2.1. A partir de

aqui, obtenemos:

Proposicion 2.2. (Perone-Pacifico y otros (1996))
Bajo las condiciones:
1) La verosimilitud f{x| ) y el producto A(6) fix|6) son U-integrables.
i) L({6 fix|0>0})>0 6 U({& fix|=0})<l

tenemos que:

wp p(nm)= s [HO)(r|0)7, ©)d0,
] Y

mely(L,U) yE[Dmm »D,,
donde 7, tiene densidad:
16) si [WO)-dl]r(x16)- d h(6)<0
i=1

7, (0)= "
w®@) si [m@)-dylf(x16)-Y d’h6)>0

y (dd,....d;") estal que 7, verifica que:
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[rx10)7,0)d6 =y
Ihi Oz, (0)d0=a, i=1,...n

D) Bandas con amplitud constante.
Sivaganesan (1994) introduce la clase en la que la funcion de densidad se
encuentra en una banda con amplitud constante, es decir:
' ={x IS 7 <u=1[+5}, para &>0 un valor fijo.

Nuestro objetivo es calcular el rango de una cantidad de interés a posteriori

jh(@)f(x | 0)7(6)do
= . Sea p =sup p(x,7), que se alcanza para la densidad
[ 71002 0)d0

p(x,7)

7 . Entonces, tenemos que '[ f(x|O)rn(@)(h(@)—p)<0 paratodo 7<l'|; y vale cero

cuando 7 =7 . Por tanto, podemos obtener p eligiendo un A para el cual:

B, (A) = sup [ f(x| O)z(O)(h(®) — 1)d0 =0.

mel;

Si definimos L, (4) = I(h(@) - MIO) f(x|O)dE , tenemos:

Teorema 2.16. (Sivaganesan (1994))
B,(A)=L,(A)+ 5If(x | )(n(0) - A)db,

(1-L@©) _

donde 4; es tal que tiene medida de Lebesgue u(A4,)= 5

A = {9 (x| )(h(@)—-A) > c}, para un valor de ¢ constante conveniente.

Para obtener el supremo y el infimo de la cantidad a posteriori, necesitamos que
fx|0) vy h(Of(x|6) sean integrables, lo cual es cierto en nuestro caso. Entonces,

tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.17. (Sivaganesan (1994))

Consideramos la situacion en la que f(x|@)(h(€)—A) tiene al menos dos

extremos para cada valor de 4, por lo que A, tiene amplitud s.
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L,(0)+ 5Th(¢9) f(x]6)do
Si definimos p(z) = S ,con L,(0)= jf(x |0)(6)dE,

L(0)+5 [ f(x]0)do

entonces:

p =sup(inf) p(z).

E) Bandas con amplitud constante para distribuciones a priori unimodales.

Introducimos la restriccion de unimodalidad a la clase anterior:
I'o={m [S7< [+6 y munimodal con moda 6}, para >0 un valor fijo.
Para poder obtener el rango de la cantidad a posteriori p(x,7), tenemos que

definir una subclase de I'j; que contenga todas las distribuciones a priori 7&€l'1;” de la

forma:

2(6) = {min(c,u(@)) feB

[(0) en otro caso
donde B =(a,b), ¢ =max(l(a),l(b)) cuando &) ¢ B, la clausurade By /() < c < u(6))
cuando @) € B. La longitud de B y el valor de ¢ cuando 6 € B se determinan
imponiendo la condicion de que 7€l}».
Podemos ver que la distribucién a priori de maxima verosimilitud de tipo II de la

clase I'1; se puede obtener a partir de la clase I'1;":

Lema 2.8. (Sivaganesan (1994))
Si f(x|#) es unimodal, entonces la distribucion a priori de méxima verosimilitud

tipo I de la clase I'j, pertenece a la clase I'1,".

Veamos como obtenemos el rango de la cantidad a posteriori de interés:

Teorema 2.18. (Sivaganesan (1994))
Sea g(@)= f(x|0)(h(#)—A) tal que tiene al menos dos extremos para

cualquier A4 y es integrable.

Entonces, sup(inf) J. g = sup(inf)I gr , por lo que:

1—‘12 1—‘12'
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sup(inf) p(x,7) = sup(i’nt) p(x, ).

IﬂlZ FIZ

F) Bandas de funciones de distribucion.
Basu (1994) estudia las bandas de funciones de distribucion:
I, = {F : I es funcion de distribucion y F, (0) < F(0) < F,, (), ‘v’&’}
y la desarrolla en posteriores trabajos. Nosotros no podemos utilizar esta clase porque

en su desarrollo se exige la derivabilidad y continuidad de la derivada de la

verosimilitud, lo cual no sabemos si es cierto para nuestra verosimilitud.
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Capitulo 3:

Inferencia estadistica y analisis de robustez

con una funcion de verosimilitud empirica.

3.1. Introduccion.

En este capitulo de la memoria vamos a estudiar diversos aspectos relativos a la
inferencia estadistica bayesiana, que aplicaremos a nuestro caso particular. Hasta ahora
hemos estudiado la elecciéon de la verosimilitud del problema (capitulo 1) y la
utilizacion de clases de distribuciones a priori relativas al pardmetro estudiado, junto
con el estudio de su robustez (capitulo 2). Lo que vamos a hacer es, tras obtener la
verosimilitud del problema, utilizar como distribucidn a priori una representativa de la
clase de distribuciones a priori que hemos considerado y que cumple la exigencia de
robustez, es decir, la sensibilidad relativa (R.S.) es menor que una cantidad fijada por el
investigador; y dicha distribucion a priori representativa serd, si la conocemos, la de
maxima verosimilitud tipo II de la clase. Ademds, compararemos los resultados
obtenidos cuando la distribucion a priori utilizada es la uniforme con el caso de la
verosimilitud empirica generalizada que, como vimos en el capitulo 1 de la memoria,
son casos equivalentes. Los aspectos que trataremos son la obtencidén estimadores

puntuales bayesianos (moda, mediana y media a posteriori) para el pardmetro estudiado,
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la obtencion de intervalos de confianza para la media a posteriori del parametro
estudiado y el contraste de hipdtesis relativas al pardmetro objeto de estudio.
Seguidamente, se realizard el desarrollo completo de un ejemplo ilustrativo del

método presentado en la memoria.

3.2. Estimacion puntual.

En este apartado queremos estimar puntualmente el parametro de interés, la
media, de la variable aleatoria que estamos estudiando.

Para ello, si utilizdramos un método clasico, la técnica mas usual nos diria que el
estimador de maxima verosimilitud para el parametro & es el valor de # que maximiza
la funcion de verosimilitud escogida para una muestra fija, f(x|6). Pero, como estamos
utilizando un método bayesiano, utilizaremos el estimador de méaxima verosimilitud

generalizado para el parametro €, que se define de la siguiente forma:

Definicion 3.1.
El estimador de maxima verosimilitud generalizado del parametro € es la moda
de la distribucion a posteriori z(6x) obtenida, es decir, el valor de € que
maximiza la distribucion a posteriori considerada, para una muestra fija, como

una funcidn de 6.

Entonces, la relacion existente entre un estimador de maxima verosimilitud para
el parametro media de la variable aleatoria estudiada utilizando la funcién de
verosimilitud elegida, es decir, el estimador de mdxima verosimilitud clasico y un
estimador de maxima verosimilitud generalizado va a depender siempre de la
distribucion a priori elegida. Ademas, si la moda de la distribucion a priori y de la
verosimilitud coinciden, el estimador de maxima verosimilitud generalizado va a

coincidir también con el de las distribuciones anteriormente citadas.

Lema 3.1.
Si la moda de la verosimilitud y de la distribucion a priori coinciden, entonces el

estimador de méaxima verosimilitud de la distribucidén a posteriori, es decir, la
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moda a posteriori del parametro sujeto a estudio, va a coincidir con la moda de
las distribuciones anteriormente citadas.
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la construccion de la distribucion a posteriori.

Otros estimadores para el parametro @ utilizados de manera comun en inferencia
bayesiana son la media y la mediana de la distribucion a posteriori, que son

frecuentemente mejores estimadores del parametro que la moda.

3.3. Obtencion de regiones de confianza.

Vamos a construir regiones de confianza con nivel de confianza (/-«) para el
parametro de interés, la media, de la variable aleatoria estudiada.

Desde el punto de vista bayesiano, se definen las regiones de confianza como:

Definicion 3.2.
Una region de confianza con nivel de confianza (1-«) para el parametro € es un
subconjunto C del espacio paramétrico tal que:
1-a < P(Clx),
es decir, la probabilidad a posteriori de que & esté en el conjunto C sea mayor o

igual que (1-a).

Para elegir una region de confianza debemos minimizar su tamafio. Para ello, se
deben incluir en el conjunto solo aquellos puntos con mayor densidad a posteriori, es
decir, los valores mas probables del parametro. Entonces, definimos las regiones de

confianza con densidad a posteriori mas grande (HPD) como:

Definicion 3.3.
La region de confianza HPD con nivel de confianza (/-a), es el subconjunto C
del espacio paramétrico de la forma:
C={0c0:72(0|x)>k(a)},
donde:
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(6| x) es la distribucion a posteriori; y
k() es la mayor constante tal que:

P(C|x)>1-a.

Las regiones de confianza para las distintas distribuciones a posteriori van a
depender de la distribucion a priori utilizada.

Como hemos comentado con anterioridad, podemos aplicar el teorema de Wilks
para obtener la region de confianza en el caso en el que la distribucion a priori
considerada sea la distribucion uniforme, lo cual va a ser una aproximacion a la region
de confianza HPD. En este caso.

Sea L(y) la verosimilitud empirica.
Sea L(/) el maximo de la verosimilitud empirica.
Sea R(w) = L(w)/ L(,[z) la razon de verosimilitud empirica.
Sea [I(1)=-2-log(R(u)) el logaritmo de la razon de verosimilitud empirica.
Aplicando el teorema 1.1. (analogo al de Wilks) del apartadol.3., la region
de confianza es:

Re={: (1) < 1”110}
Entonces, tenemos que las regiones de confianza vienen dadas por los
valores de u tales que:

(1) < y°10.00=2.71 paraun nivel de confianza del 90%.

I(p) < )52 1.0.95 =3.84 para un nivel de confianza del 95%.

I(p) < )52 1.0.99 =6.64 para un nivel de confianza del 99%.

3.4. Contrastes de hipotesis.

Veamos como podemos realizar contrastes de hipdtesis para el pardmetro
estudiado.

Para ello, vamos a comparar la relacion existente entre los contrastes de
hipotesis para la media realizados mediante la verosimilitud empirica y los realizados

utilizando la distribucion a posteriori:
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1. El caso de los contrastes de hipotesis para un parametro utilizando la Verosimilitud
Empirica se resuelve de manera andloga a un contraste de hipodtesis clésico,
utilizando el teorema de Wilks:

1.1. En el caso de un contraste bilateral, es decir,
H,:0=6,
{H 1020,
rechazaremos la hipotesis nula con un nivel de significacion a si el valor € no
esta dentro del intervalo de confianza para dicho parametro con un nivel de
confianza (/-a).
1.2. En el caso de un contraste unilateral, es decir,
H,:0=0, H,:0=0,
{Hﬁ@ﬁ% O{HNGZ%
rechazaremos la hipdtesis nula con un nivel de significacion « si el valor ) no
estd dentro del intervalo de confianza a un lado correspondiente para dicho
parametro con un nivel de confianza (/-a).

2. El caso de los contrastes de hipotesis para un parametro utilizando la técnica
introducida en la memoria, se resuelve de manera analoga a un contraste de hipotesis
bayesiano, aunque, como ya hemos visto en los puntos anteriores, si la distribucion a
priori es la distribucion uniforme, como estamos en el mismo caso de la
verosimilitud empirica, se podria resolver mediante la técnica de la Verosimilitud
Empirica.

Consideremos el caso general de un contraste de hipotesis para un parametro:
H,:0€0,
{Hﬁee®g
En este caso, debemos calcular la probabilidad a posteriori de ambas hipotesis
a,=P@,]x) y a =P(®,]|x), que dependen tanto de los datos como de la
opinién a priori, para decidir, en consecuencia, entre las hipdtesis; también van a ser
de interés las probabilidades a priori de ambas hipotesis (7y y 77); definimos ay/a;
como la razon de probabilidades a posteriori de la hipdtesis nula frente a la

alternativa y 7y /7z; como la razén de probabilidades a priori; y definimos la
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razén de probabilidades a posteriori

cantidad B = como el factor Bayes respecto a

razon de probabilidades a priori

la hipotesis nula.

Entonces, para resolver el contraste, rechazaremos la hipdtesis nula si la razoén
de probabilidades a posteriori es menor que uno, es decir, la probabilidad a posteriori
de la hipotesis alternativa es mayor que la de la hipotesis nula; a partir de la razon de
probabilidades a priori, podemos observar la relacion que existe a priori entre las
hipdtesis; mediante el factor Bayes respecto de la hipotesis nula podemos observar la
influencia de los datos muestrales en la resolucion del contraste después de tener la
informacion muestral (a posteriori) y antes de tenerla (a priori).

La unica situacion en la que se debe de modificar esta técnica es en el caso de
que la hipotesis nula sea simple, es decir, € =6, y la distribucion a priori sea
continua, ya que en este caso, la probabilidad a priori de la hipdtesis nula seria cero
y, por tanto, la probabilidad a posteriori de la hipotesis nula también seria cero.
Entonces, tenemos dos opciones:

a) Considerar la hipotesis nula como un intervalo centrado en ), de manera que
contenga todos los valores que se puedan considerar indistinguibles de &), y
trabajar como en el caso general.

b) Asignar una probabilidad a priori no cero 7y a la hipdtesis nulay 7z; =1-m al
resto del espacio muestral. Por tanto, la distribucién a priori quedaria:

7T, ; 0=0,
@) ; 0%6,

donde 7(6) es la distribucion a priori original.

3.5. Analisis de Robustez con una funcion de

verosimilitud empirica.

Vamos a analizar el desarrollo de la metodologia de trabajo propuesta en la

memoria mediante el estudio de un caso particular, que nos puede servir como

ilustracion, utilizando un programa informatico realizado en Mathematica, que se puede

ver en el Apéndice. Vamos a estudiar los ingresos monetarios familiares durante el

primer trimestre de 1997, medidos en miles de pesetas, datos procedentes de la Encuesta
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continua de Presupuestos familiares correspondientes al primer trimestre de 1997 (INE),
en la que se dispone de una muestra con 3114 datos, cuyo valor minimo es de cero
pesetas y el maximo de 9994000 pesetas.

Queremos estudiar la distribucion de probabilidad de la media de la variable
aleatoria ingresos monetarios familiares durante el primer trimestre de 1997, medidos en
miles de pesetas. Para ello, vamos a realizar un estudio bayesiano sobre ella, por lo que
calcularemos, en primer lugar, la funcién de verosimilitud para el problema,
continuaremos con la eleccion de la distribucion a priori para el parametro media de
interés utilizando la robustez bayesiana y, finalmente, obtendremos conclusiones a

posteriori.

3.5.1. Eleccion de la funcion de verosimilitud del problema.

Lo primero que vamos a hacer es calcular la funcion de verosimilitud para este
caso. La funcion de verosimilitud que vamos a utilizar es la propuesta en el Capitulo 1
de la memoria, por las razones ya comentadas con anterioridad. Por tanto, la funcion de

verosimilitud considerada es:

k

Max [1»"

p=(p1sspi) i=1

falm=rf"(w)= i
s.a. Zp[-xi =U

En la practica, lo que realiza el programa informatico, es calcular la
verosimilitud puntualmente para valores de la media (x) de la variable aleatoria en un
nimero de puntos suficientemente grande a lo largo del intervalo de valores entre el que
se mueve la muestra obtenida, puesto que fuera de ¢l la verosimilitud vale cero.
Tenemos que resolverlo de esta forma, debido a que la verosimilitud no tiene una forma
funcional concreta.

Entonces, la gréafica de la verosimilitud obtenida para la media es:
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2000 4000 6000 8000 10000
Si ampliamos la grafica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares

trimestrales, tenemos:

620 640 660 680

Veamos las distintas aplicaciones de esta funcion:
En la teoria de la Verosimilitud Empirica se realizan todos los célculos sobre el
parametro estudiado (la media de la variable aleatoria, en nuestro caso) a partir de
esta funcion, a la que llama funcidon de Verosimilitud Empirica.
A partir de ella, se obtiene la funcion del logaritmo de la Razén de Verosimilitud

Empirica, que graficamente es:

60000
50000
40000
30000

20000

10000 K///

2000 4000 6000 8000 10000

Si ampliamos la grafica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares

trimestrales, tenemos:
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50

30t

20+

10 ¢

626 640 6éO 6é0
A esta funcion, se aplica el Teorema de Wilks para obtener resultados relativos al
parametro media de la variable aleatoria estudiada.

e En la teoria referente a la Curva de Verosimilitud mas Probable, la Curva de
Verosimilitud mas Probable es esta funcion normalizada respecto del pardmetro, la
media, que es una verdadera funcion de probabilidad. A partir de ella, se obtienen
probabilidades de intervalos, regiones de confianza y contrastes de hipotesis.
Entonces, la curva de verosimilitud mas probable en nuestro ejemplo viene dada por

la siguiente grafica:

2000 4000 6000 8000 10000
Si ampliamos la grafica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares

trimestrales, tenemos:

620 640 660 680
e Nosotros vamos a utilizar esta funcion como funcion de verosimilitud del problema

para, tras combinarla con la distribucion a priori del parametro estudiado (la media),
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obtener la distribucion a posteriori del parametro respecto de la muestra
considerada, a partir de la cual vamos a obtener resultados relativos a la media de la

variable aleatoria estudiada.

3.5.2. Eleccion de la distribucion a priori del parametro media.
El siguiente paso va a ser la eleccion de la distribucion a priori del pardmetro
media, para poder realizar el estudio bayesiano de nuestro caso, combinandola con la

verosimilitud seleccionada.

A) Utilizacion del método de maxima verosimilitud tipo II considerando clases
paramétricas usuales.

Vamos a elegir una distribucion a priori procedente de cada clase paramétrica
usual y, de entre todas ellas, nos quedaremos con una, segun el criterio de maxima
verosimilitud tipo II, estudiado en el apartado 2.3. de la memoria.

e Si elegimos como distribucion a priori la distribucion Uniforme en el intervalo dado
por el menor y el mayor valor muestral obtenido, puesto que la media muestral esta
entre esos dos valores, es decir, el intervalo [0, 9994] o en cualquier intervalo que lo
contenga, la distribucion a posteriori que obtenemos es la normalizacion de la
funcién de verosimilitud utilizada respecto de la media, es decir, la Curva de
Verosimilitud més Probable, ya vista con anterioridad.

e Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las
distribuciones Normales, tenemos:

Los parametros de la distribucion, como vimos en el apartado 2.3.1., vienen dados
por la media muestral y por la desviacion tipica muestral dividida entre la raiz
cuadrada del tamafio muestral, por lo que la distribucion a priori es una distribucion

Normal (643.213, 8.4380):

620 640 660 680
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Por consiguiente, la distribucion a posteriori obtenida es:

2000 4000 6000 8000 10000
Si ampliamos la grafica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares

trimestrales, tenemos:

626 640 666 6é0

En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucién a priori y
la distribucién a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares
trimestrales, de manera que podemos comprobar como influye la distribucion a
priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtencion de la distribucion a

posteriori:

620 640 660 6éO

e Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las
distribuciones Gamma, tenemos:
Los parametros de la distribucion, como vimos en el apartado 2.3.1., vienen dados

por:

93



CAPITULO 3: INFERENCIA ESTADISTICA

x’n _ 643.213°3114

S 470.87

pe S 47087
Cxn 6432133114

VS

a= =5810.66973

=0.11069

Por tanto, la distribucion a priori es una Gamma (5810.66973, 0.11069).

620 640 660 680

Por consiguiente, la distribucion a posteriori obtenida es:

626 640 666 6é0

En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucion a priori y
la distribucion a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares
trimestrales, de manera que podemos comprobar cémo influye la distribucion a
priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtencién de la distribucion a

posteriori:

620 640 660 680
e Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las

distribuciones Beta, lo primero que tenemos que hacer, puesto que la distribucion
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Beta varia en el intervalo [0,1], es considerar el cambio de variable X'= X/10000
para obtener los pardmetros de la distribucion.
Entonces los pardmetros de la distribucion Beta, como vimos en el apartado 2.3.1.,

vienen dados por:

S 2
n x[x —x- X]
n
a= E _
2
31 14-0.0643213(0.0643213 ~0.0643213 — 0-0;‘17;)57]
i 0.047087> =5436.855
S 2
n(l —x)(x— 2 _x]
IB - S 2 =
2
3114(1- 0-0643213)(0.0643213 ~0.0643213% — 0-0;‘1737]
i 0.047087° =79089.66

donde los valores muestrales se han obtenido tras realizar el cambio de variable.
Por tanto, la distribucion a priori es una Beta (5436.855, 79089.66) aplicada en la

variable aleatoria X .

620 640 660 680

Por consiguiente, la distribucion a posteriori obtenida es:

620 640 660 680
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En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucion a priori y
la distribucidon a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares
trimestrales, de manera que podemos comprobar como influye la distribucion a
priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtencion de la distribucion a

posteriori:

620 640 660 6éO
Por tanto, tenemos 4 posibles elecciones de la distribucion a priori  para nuestro
ejemplo. Para, de entre ellas elegir una, vamos a utilizar el criterio de maxima
verosimilitud tipo II ya estudiado. Para ello, calculamos la densidad predictiva para cada
distribucion a priori considerada:
e Silaaprioriesla Uniforme [0, 9994], su densidad predictiva vale 6.2635-10™%.
e Si la a priori es la Normal (643.213, 8.4380), su densidad predictiva vale
2.0691871-10%7.
e Sila a priori es la Gamma (5810.669, 0.11069), su densidad predictiva vale
2.0691128-10%7.
e Si la a priori es la Beta (5436.855, 79089.66), su densidad predictiva vale
2.0691112:10°%%,
Como la distribucion a priori con densidad predictiva mayor de entre las
consideradas es la Normal (643.213, 8.4380), la elegimos como distribucioén a priori

para el estudio de a posteriori de la media de la variable aleatoria considerada.

B) Estudio de la Robustez Bayesiana del problema.

Pero, como se vio en el Capitulo 2 de la memoria, lo més adecuado es obtener la
distribucion a priori a partir del estudio de la Robustez Bayesiana del problema. Vamos
a estudiar la robustez de la media a posteriori del parametro que estamos estudiando, es
decir, de la media de la variable aleatoria ingresos monetarios familiares en un

trimestre, para lo que vamos a utilizar distintas clases de contaminacion y
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consideraremos varios grados de contaminacion ¢ (0, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30),

es decir, vamos a modificar nuestra confianza en la distribucion a priori base elegida.

e Si elegimos como clase contaminante la clase formada por todas las distribuciones
de probabilidad (I'y), la distribuciéon de probabilidad que vamos a elegir como
distribucion a  priori  inicial  (7m(w)) va a ser la distribucion
Normal (643.213, 8.4380), debido a que es la de maxima verosimilitud tipo II entre
todas las que hemos considerado hasta ahora. Vamos a estudiar el rango de valores
para la media a posteriori de la media de la variable aleatoria estudiada para
distintos grados de contaminacion & para lo cual aplicamos el teorema 2.1. del
apartado 2.5.1.A:

(inf) Ao+ 1/ (1)

u

sup(inf ) p(x,7) =sup A+ ()

rel \7€h i
l-¢ l-¢ -8927
donde 4=—m(x|7,)=—-2.06910 y Ao= A p(x,m) = A-643.424;
& &

y ademas, vamos a estudiar la sensibilidad relativa:

sup(p(x, 7)) —inf (p(x, 7))
R.S.= =L -100,
2p(x,7y)

que mide la variacion de la media a posteriori cuando la distribucion a priori varia
dentro de la clase de contaminacion considerada, para los distintos grados de

contaminacion considerados. Estos resultados los podemos ver en la siguiente tabla:

Grado de contaminacion (&) Rango Sensibilidad relativa (en %)
0 643.424 0
0.05 (643.062,643.793) 0.0567
0.10 (642.694,644.170) 0.1147
0.15 (642.320,644.557) 0.1738
0.20 (641.939,644.952) 0.2341
0.25 (641.549,645.359) 0.2960
0.30 (641.141,645.786) 0.3609

Si consideramos un grado de contaminacion & =0.05, la distribucion a priori de

maxima verosimilitud tipo II de la clase est4d dada, segun el teorema 2.2. por:
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0.957, (1) L~ 6432
0957,(u)+0.05 wn=643.2

puesto que £ =643.2 es el estimador de maxima verosimilitud de la media

A(u)=A-e)ry(u)+&q(u) =095z, (1) + 0.05-1/2 = {

poblacional.

0.8
0.6
0.4 r

0.2 r

L L ’_‘_'_'_,_,.:—"'7 L L L L
575 600 625 650 675 700 725

Y la distribucion a posteriori obtenida es:
1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.2

575 600 625 650 675 700 725

En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucién a priori y
la distribucion a posteriori, de manera que podemos comprobar como influye la
distribucion a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtencion de la

distribucion a posteriori:
1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.2

575 600 625 650 675 700 725

e Como pretendemos mejorar la sensibilidad relativa, y sabemos por el estudio en
aflos anteriores que la media de la variable ingresos monetarios trimestrales de las

familias es unimodal con moda proxima a la media muestral, consideramos que la
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distribucion a priori es unimodal, con moda préxima al valor 643.213, por lo que
elegimos una clase contaminante un poco mads restringida, la clase formada por
todas las distribuciones unimodales con la misma moda ) que 7 (I'2), donde la
distribucion de probabilidad que vamos a elegir como distribucion a priori inicial
(m(w)) va a ser la distribucion Normal de media 643.213 y desviacion tipica dada
por la desviacion tipica muestral de la media, es decir, la distribucion
Normal (643.213, 8.4380), puesto que pertenece a la clase y es una distribucion de
probabilidad bastante representativa de la clase que estamos utilizando, como ya
hemos estudiado. Como la moda de 7z (u) es 643.213, la clase incluye todas las
distribuciones de probabilidad con moda 643.213. En la siguiente tabla vamos a
observar el rango de valores para la media a posteriori de la media de la variable
aleatoria estudiada para distintos grados de contaminacién considerados, que viene
dado por el teorema 2.3. del apartado 2.5.1.B:

A, +H"(2)

sup(inf ) p(x, )= sup(ilzf )A+[‘[0(Z) )

rel, rel,

donde A=""% m(x| 7,) =75 2.06910%7 | dy=Ap(x,m) = A-643.424 y
& &

1 643.213+z

~ Jrudu 220

0 _
H(z)=14z 643213

£E(643213) z=0

643.213+z

[uf"du  z#0

643.213 ?

643.213 f7(643.213) z=0

H"(2)=

y también observaremos su correspondiente sensibilidad relativa:

Grado de contaminacion (&) Rango Sensibilidad relativa (en %)
0 643.424 0
0.05 (643.135,643.695) 0.0435
0.10 (642.849,643.965) 0.0867
0.15 (642.565,644.234) 0.1297
0.20 (642.282,644.504) 0.1726
0.25 (642.001,644.775) 0.2155
0.30 (641.719,645.049) 0.2587
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Si consideramos un grado de contaminacion & =0.05, utilizando el teorema 2.4.,

la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase, como ¢ sigue

una distribucion Uniforme en el intervalo (643.213, 644.213), puesto que a=1 es el

valor que maximiza la funcion m(x|a), esta dada por:
0.957, () U & (643.213,644.213)
0.957, (1) + 0.051 e (643.213,644.213)

1
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
620 640 660 680

Y la distribucion a posteriori obtenida es:

0.08
0.06
0.04 ¢
0.02
620 640 660 680

En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucion a priori y

2(p) = 0.957, (1) +0.05-¢(u) =

la distribucién a posteriori, de manera que podemos comprobar como influye la
distribucion a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtencion de la

distribucion a posteriori:

0.08
0.06
0.04
0.02
620 640 660 680
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De nuevo, pretendemos mejorar la sensibilidad relativa y, como sabemos por el
estudio en afos anteriores que la media de la variable ingresos monetarios
trimestrales de las familias es, ademas de unimodal, simétrica respecto de su media,
introducimos esta nueva restriccion en la clase, por lo que tenemos la clase formada
por todas las distribuciones simétricas y unimodales con la misma moda &) que 7
(I'4). La distribucion de probabilidad que vamos a elegir como distribucion a priori
inicial (7p(x)) va a ser, de nuevo, la distribucion Normal (643.213, 8.4380), puesto
que esta en la clase y es representativa de ella. Como la moda de 7y(u) es 643.213,
la clase incluye todas las distribuciones de probabilidad simétricas con moda
643.213. En la siguiente tabla vamos a observar el rango de valores para la media a
posteriori de la media de la variable aleatoria estudiada para distintos grados de
contaminacion considerados, que viene dado por el teorema 2.7. del apartado
2.5.1.D:

(inf)AO +H'(2)

sup(inf)p(x, ) = sup o

el mely

donde 4=""E m(x|zy)=""£2.06910"7 | dy=Ap(r,m)= 4643424 y
& &

1 643.213+z

B
oN_Jn | (wdu z#0
H(2) =122 643.5[3—:

F5(643213)  z=0

643.213+z

vy ) oo |uf(wdy z#0
H'(z)=y 2z 643.5[132 >

643.213 f7(643.213) z=0

y también observaremos su correspondiente sensibilidad relativa:

Grado de contaminacion (&) Rango Sensibilidad relativa (en %)
0 643.424 0
0.05 (643.367,643.442) 0.0058
0.10 (643.315,643.460) 0.0112
0.15 (643.269,643.479) 0.0163
0.20 (643.226,643.499) 0.0211
0.25 (643.187,643.520) 0.0258
0.30 (643.152,643.542) 0.0303
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Si consideramos un grado de contaminacion ¢ =0.05, utilizando el teorema 2.8.,

la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase, como ¢ sigue

una distribucion Uniforme en el intervalo (642.13, 644.13), puesto que a=1 es el

valor que maximiza la funcion m(x|a), esta dada por:
0.957,(u) U #(642.213,644.213)
0.957, (1) + 0.05l M€ (642.213,644.213)

2
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
620 640 666 6éO

Y la distribucion a posteriori obtenida es:

0.08
0.06
0.04 ¢
0.02
620 640 660 680

En la siguiente grafica podemos observar la verosimilitud, la distribucion a

2 (1) = 0.957, (1) +0.05-9 (1) =

priori y la distribucion a posteriori, de manera que podemos comprobar cémo
influye la distribucién a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la

obtencidn de la distribucion a posteriori:

0.08
0.06
0.04
0.02
620 640 660 680
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Como la sensibilidad relativa obtenida en esta tltima clase de contaminacion es
suficientemente pequefia, podemos considerar adecuada esta clase contaminante
para la distribucion a priori, por lo que utilizaremos la distribucion a priori de
maxima verosimilitud de tipo II de dicha clase para, combinada con la

verosimilitud, obtener las conclusiones a posteriori del caso estudiado.

3.5.3. Obtencion de conclusiones a posteriori.

Pasamos a obtener conclusiones a posteriori sobre el caso estudiado. Utilizamos,
por supuesto, la verosimilitud elegida anteriormente, combinada con la distribucion a
priori seleccionada. Aunque las conclusiones las vamos a obtener a partir de la clase
contaminante elegida, vamos a comparar los resultados con el resto de distribuciones a
priori consideradas (en las distintas clases contaminantes los resultados se obtienen a
partir de la distribucion a priori de méxima verosimilitud de tipo II de la clase), para

comparar los resultados.

A) Estimacion puntual.

Veamos en el siguiente cuadro distintas estimaciones puntuales para la media en
nuestro ejemplo, utilizando las distintas distribuciones a priori ya estudiadas con
anterioridad. Indicar que los estimadores puntuales de la funcién de verosimilitud
coinciden con los estimadores puntuales de la distribucion a posteriori cuando la
distribucion a priori es la Uniforme, puesto que, salvo constantes normalizadoras, son la

misma distribucion.

Algunas caracteristicas de la| Algunas caracteristicas de

distribucion a priori la distribucion a posteriori

Distribucion a priori Moda | Mediana | Media | Moda | Mediana | Media
Uniforme - 4997.5 | 4997.5 | 643.2 643.3 | 644.13
Normal 643.213 | 643.213 | 643.213 | 643.2 642.9 | 643.424
Gamma 643.3 642.7 |643.213 | 643.2 642.8 | 643.397
Beta 643.3 642.7 |643.213 | 643.2 642.8 | 643.399

(1) 643.213 | 643.213 | 643.213 | 643.2 643.2 | 643.411

(2) 643.213 | 643.623 | 643.223 | 643.2 643.4 | 643.455

(3) 643.213 | 643.213 | 643.213 | 643.2 642.9 | 643.419
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(1) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones de
probabilidad.

(2) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones
simétricas y unimodales con la misma moda que 7.

(3) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones
unimodales con la misma moda que 7.

Como se puede ver, las principales caracteristicas de la distribucion a posteriori
dependen de la distribucion a priori utilizada, puesto que sus valores varian segun la

distribucion a priori considerada.

B) Regiones de confianza.
Veamos en el siguiente cuadro distintas regiones de confianza HPD obtenidas
para la media en nuestro ejemplo, utilizando las distintas distribuciones a priori

consideradas con distintos niveles de confianza:

Regiones de confianza para la media con nivel
de confianza
Distribucion a priori 0.9 0.95 0.99

Uniforme (629.83,658.0) | (627.4,661.4) | (622.80,667.88)

Normal (633.3,653.4) |(631.4,655.4)| (628.0,658.8)

Gamma (633.5,653.1) |(631.5,655.0)| (628.1,659.4)

Beta (633.5,653.1) |(632.0,654.5)| (628.2,659.4)

(1) (633.8,653.0) |(631.8,655.0)| (628.2,658.9)

(2) (633.8,653.0) |(631.8,655.0)| (628.2,658.9)

(3) (633.8,653.0) |(631.8,655.0)| (628.2,658.9)

(1) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de

contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones

de probabilidad.
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(2) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones
simétricas y unimodales con la misma moda que 7.

(3) es la distribucion a priori de maxima verosimilitud tipo II de la clase de
contaminacion con clase contaminante formada por todas las distribuciones
unimodales con la misma moda que 7.

Podemos ver que las distintas regiones de confianza van variando, debido a las
distintas elecciones de la distribucion a priori, puesto que sus valores varian segun la
distribucion a priori considerada.

Si la distribucion a priori es la uniforme y aplicamos el método de la
Verosimilitud Empirica para obtener la region de confianza para la media, utilizaremos
el teorema de Wilks. Para ello, obtenemos la funcién /(u), que graficamente viene dada

por:

6000
5000
4000
3000
2000

1000K////

2000 4000 6000 8000 10001

Entonces, las regiones de confianza vienen dadas por:

Para un nivel de confianza del 90%: (630.0, 658.0).
Para un nivel de confianza del 95%: (628.1, 661.1).
Para un nivel de confianza del 99%: (622.9, 667.7).

Comparando con los resultados obtenidos para las HPD considerando la
distribucion uniforme como distribucion a priori, podemos observar que tenemos una

buena aproximacion de las regiones de confianza.

C) Contraste de hipotesis.
Queremos contrastar la hipotesis de que la media de los ingresos familiares
trimestrales medios es 650000 pesetas. Para ello, consideramos las siguientes hipdtesis

nula y alternativa:
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Hol /J:650
H;: p# 650

Si consideramos como distribucion a priori la Uniforme:

Podemos utilizar la técnica de la Verosimilitud Empirica:

Como el valor 650 esta dentro de la region de confianza dada por el teorema de

Wilks para la media con nivel de significacion del 5%, no rechazamos la

hipotesis nula.

Utilizando la distribucion a posteriori obtenida, tenemos dos opciones:

a) Considerar que todos los valores entre 640 y 660 son equivalentes a 650, por lo
que la hipoétesis nula a considerar sera el intervalo (640,660).
Entonces, comparamos las probabilidades a posteriori de las hipdtesis nula y
alternativa para decidir sobre el contraste:
a, = P|®, | x]= P[u € (640,660)] = 0.621
a, = PO, | x]=0.379,
por lo que no rechazamos la hipdtesis nula estudiada.
Ademas, como la distribucion a priori es una uniforme en el intervalo (0,9994),
las probabilidades a priori de las hip6tesis nula y alternativa son:

655645
0 9994

7, =0.999

=0.001

Si consideramos el factor Bayes:

0.621/0.379 _ 1.638
0.001/0.999  0.001

=1638,

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la
hipotesis nula aumente bastante respecto a lo que pensabamos a priori.
b) Si asignamos una probabilidad a priori de 0.3 a la hipdtesis nula, tenemos la

03 =650

siguiente distribucion a priori:  #(u) = {0 72(0) 650"
Tr(u) u#

Entonces, las probabilidades a posteriori son:
a, = PO, | x]= P[u = 650] = 0.993.
a, = PO, | x]= P[u # 650]=0.007.

Por tanto, aceptamos la hipdtesis nula estudiada.
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Si consideramos el factor Bayes:

©0.993/0.007 _ 141.857

= =331.001,
0.3/0.7 0.42857

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la
hipdtesis nula aumente bastante respecto a lo que pensdbamos a priori.

2. Si consideramos como distribucion a priori la de méxima verosimilitud tipo II de la
clase de contaminacion seleccionada, es decir, de la clase formada por todas las
distribuciones simétricas y unimodales con moda 643.123.

Tenemos dos opciones de trabajo:
e Considerar que todos los valores entre 640 y 660 son equivalentes a 650, por lo
que la hipotesis nula a considerar sera el intervalo (640,660).
Entonces, comparamos las probabilidades a posteriori de las hipotesis nula y
alternativa para decidir sobre el contraste:
a, = PO, | x]= P[u € (640,660)] = 0.7121
a, = PO, | x]=0.2879,
por lo que no rechazamos la hipdtesis nula estudiada.
Ademas, las probabilidades a priori de las hipotesis nula y alternativa son:

7, =0.6311

7, =0.3689

Si consideramos el factor Bayes:

~0.7121/0.2879  2.4734
0.6311/0.3689 1.7107

=1.445,

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la
hipédtesis nula aumente respecto a lo que pensdbamos a priori.
e Si asignamos una probabilidad a priori de 0.3 a la hipotesis nula, tenemos la

03  u=650

siguiente distribucion a priori:  #(u) = { .
0.77(x) wu#650

Entonces, las probabilidades a posteriori son:
a, = P[®, | x]= P[u = 650]=0.3302.
a, = PO, | x]= P[u # 650] = 0.6698.
Por tanto, rechazamos la hipotesis nula estudiada.

Si consideramos el factor Bayes:
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B 0.3302/0.6698  0.4929 1
0.3/0.7 0.42857

1501,

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la

hipotesis nula aumente respecto a lo que pensabamos a priori.
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Capitulo 4:

Conclusiones y lineas de investigacion

futura.

En este capitulo vamos a enumerar los resultados mas relevantes de nuestra
investigacion y las que consideramos lineas abiertas de investigacion que deberan guiar
el futuro trabajo investigador de este doctorando.

El aspecto mas relevante a destacar de la memoria es la presentacion de un
nuevo método de trabajo en el caso del estudio del pardmetro valor medio de una
variable aleatoria observable. Para el estudio de este parametro proponemos
inicialmente una aproximacidn bayesiana de trabajo, puesto que consideramos que en
este marco podemos incluir toda la informacion disponible por el investigador.

Proponemos la utilizacion, como funcion de verosimilitud del problema, de una
generalizacion de la funcidon que, en el acervo de la literatura estadistica usual, recibe el
nombre de funcioén de verosimilitud empirica para la media, y para la cual se cuenta con
un gran numero de resultados de interés. Esta funcioén tiene la particularidad de
depender exclusivamente de los datos muestrales obtenidos y no de ninguna decisién
subjetiva realizada por el investigador. Ademds, probamos que la funcién de
verosimilitud empirica para la media toma los mismos valores para cada valor del

pardmetro que la verosimilitud modificada para la media, también desarrollada en la
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literatura, cuando trabajamos con espacios paramétricos discretos. En el nucleo central
de esta memoria se demuestra que la funcidon de verosimilitud empirica y, por tanto, la
verosimilitud que proponemos para su utilizacion, es continua en un espacio
paramétrico continuo, lo cual nos va a permitir la combinacion de ésta con cualquier
distribuciéon a priori continua mediante la utilizacion del teorema de Bayes, sin
demasiadas complicaciones, en un espacio paramétrico continuo para la media vy,
ademads, nos va a permitir aplicar todos los resultados relativos a la teoria de la robustez
bayesiana desarrollados en éste ambito. También cabe sefialar aqui que la teoria de la
verosimilitud empirica es en realidad un caso particular del método propuesto en esta
memoria, siempre que consideremos como distribucion a priori del parametro media a
la distribucién Uniforme en un intervalo de valores que contenga a la muestra.

La eleccion de la distribucion a priori respecto del parametro objeto de estudio
es uno de los aspectos mas conflictivos en un estudio bayesiano, puesto que va a
depender de la opinién del investigador. Por esta razon, nosotros proponemos un
método de trabajo lo maés objetivo posible para su eleccion. Asi las cosas, si el
investigador conoce la distribucion a priori del pardmetro por las razones que sean,
puede trabajar directamente con ella. En el caso en que el investigador conoce la
distribucion, pero desconoce los parametros, estima éstos y trabaja con la distribucion
obtenida. Sin embargo, y por lo general, la distribucion a priori va a ser desconocida, y
solo vamos a conocer aspectos generales de ella (la moda, algunos cuantiles, su
simetria...) por lo que consideraremos que la distribucion a priori esta en una clase, que
contiene todas las distribuciones de probabilidad que cumplen los requisitos para ser la
distribucion a priori del pardmetro estudiado. Estas clases asi definidas pueden ser
utilizadas en virtud de la continuidad de la verosimilitud utilizada. A continuacién se
centra nuestra atencion en efectuar un amplio repaso por todas las clases analizadas en
la literatura, estudiando su robustez bayesiana, y llegando a la conclusion de que existe
una mayor mdas robustez cuanto mas restrictiva es la clase de contaminacién
considerada. Si la clase elegida es suficientemente robusta, no se producen cambios
importantes en los resultados a posteriori obtenidos al cambiar la distribucion a priori
dentro de la clase, por lo que podemos decantarnos por trabajar con una distribucion
representativa de la clase, preferentemente la distribucion de maxima verosimilitud tipo
II de dicha clase, para asi obtener los resultados a posteriori relativos al pardmetro

media estudiado. Puesto que estamos utilizando un método en esencia bayesiano,
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podemos utilizar todos los resultados relativos a la inferencia bayesiana disponible en la
literatura, sin demasiadas dificultades y obtener asi las conclusiones a posteriori
relativas al parametro de interés.

En resumen, hemos introducido una metodologia de trabajo novedosa para
realizar un estudio bayesiano exhaustivo relativo a un parametro, de manera que, en
cada etapa, todos los pasos que vamos dando van a depender fundamentalmente de la
muestra obtenida, reduciendo al minimo la subjetividad que puede introducir el
investigador. Ademas, hemos incorporado a nuestro método, como un caso particular,
toda la teoria de la verosimilitud empirica para la media.

Como posibles lineas de investigacion abiertas para continuar con nuestro
estudio puede considerarse la utilizacion de nuestro método de trabajo en diversos
campos, como Medicina, Economia, etcétera. Podemos considerar también la
posibilidad de cambiar el parametro objeto de estudio, por ejemplo, podemos estudiar la
varianza; incluso pasando al caso multidimensional (media y varianza, por ejemplo),
para lo cual también podriamos basarnos en la funcién de verosimilitud empirica para
dicho/s parametro/s.

Otra linea de investigacion que pudiera resultar de interés seria el tema de la
derivabilidad de la verosimilitud que hemos propuesto, pues, de ser cierta, nos
permitiria la utilizacion de mas clases de distribuciones a priori y la aplicacion de los
conceptos relativos a Robustez Local, para los cuales la literatura ofrece multitud de
resultados de interés.

Por otra parte, podriamos continuar estudiando la posibilidad de utilizacion de
otras clases de distribuciones a priori, asi como la investigacion sobre la simplificacién
de los resultados de algunas de las ya existentes, o en el estudio de nuevas clases.

En un futuro inmediato nos proponemos también la tarea de trabajar en la mejora
del programa informatico presentado, para que su utilizacion sea mas sencilla por parte
de cualquier usuario, quizéds introduciendo un formato interactivo mediante el cual el
programa formula una pregunta al usuario que este va respondiendo a medida que el
programa precisa de aquella informacion supuestamente conocida por el usuario, asi
como completando su eficacia mediante la adicion de modulos con mas clases de

distribuciones a priori.
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Apéndice:

Vamos a desarrollar el programa informatico utilizado para la aplicacién del
método desarrollado en la memoria. Este programa ha sido desarrollado por el autor de
la memoria y el profesor Nicanor Guerra Quintana de la Universidad de Las Palmas de

Gran Canaria.

A.l. Obtencién de la verosimilitud del problema,
eleccion de la distribucién a priori y obtencion de

la distribucién a posteriori.

En primer lugar, vamos a introducir los datos, elegir la distribucién a priori y
obtener tanto la verosimilitud del problema como la distribucién a posteriori tras

combinar la verosimilitud con la distribucion a priori elegida.

A.1.1. Introduccién de datos y calculos iniciales.

(*DEFINICIONES INICIALES*)

k=3114; (*FIJAR AQUI EL NUMERO DE VALORES DISTINTOS DETECTADOS*)
Array[x,k];
Array[x2,k];
Array([n,k];
(*Array[p,k] ;*)
ptos=10001; (*FIJAR EL NUMERO DE PUNTOS UTILIZADOS*)
Array[like,ptos~1];
Array[thetas,ptos];
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Array[ppostacum,ptos-1];
Array{ppostnor,ptos-1];
Array[percentil,25];

Array[prob,25];

Array[priori,ptos-1];

Array[antes, {5,ptos-1}];

Array[despues, [5,ptos-1}];

entera[x ]=If[x<0,Ceiling([x],Floor[x]]%*1.0;

(*INTRODUCCION Y CRDENACION DE LOS DATOS*)

(*INTRODUCCION DE LOS DATOS DESDE UN FICHERO*)

fichdatos=0penRead["c:\\imonet.txtﬁ]; (*LOCALIZACICN DEL FICHERO¥*)

i=l;

salida=0;

datomaximo=0;

While[salida==0,
{dato[i]=Read[fichdatos,RecordSeparators->{"\n"}];
If [datomaximo<dato[i] ,datomaximo=dato[i]]:
If[dato[i]==EndOfFile, {Print["final"] ;salida=1;}]:
i=i+l;
1

Close[fichdatos]

nobs=i-2;

Print["Numero de observaciones= ",ncbs];

(*DATOS REESCALADOS Y TRUNCADOS A ENTEROS*)
Do[dato[i]=entera[dato[i]/1000],{i,1,nobs}};
datomaximo=entera[datomaximo/1000] ;

(*ORDENACICN DE LOS DATOS*)

Sum[dato[i], {i,1,nobs}]
valores=Table|[0,{i,1l,nocbs}];
Do([valores[[i]]=dato[i],{i,1,nobs}];
valoresordenados=Sort[valores] ;
Do[dateo[i]=valoresordenados[[i]],{i,1,nobs}];
Sum[datec[i],{i,1,nobs}]

(xCALCULO DE IOS x[i] Y SUS FRECUENCIAS nli]#*)
Do[ {%[i] = 0;n{i] =0}, {i,1, k}]1;

nk=1;

x[1] = dato[1] ;
nf{l] =1;
rep=0;

Do[{If[dato[i] == x[i-rep-1],
{nfi-rep- 1] ++;

rep++;

Y.

{x[i- rep] =dato[i] ;
n[i-rep] =1;

}
17
}. {il 2lxmbs}];
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i=1i-1;

Print[i, " ", i-rep-1, " x[", i-rep-1, "}=", x[(i-rep-1]];
k=nobs- rep;

nk= k;

a=x[1]-9  (+«VALOR DONDE CCMENZAMOS EL ESTUDIO)

xj = (1107 100) datomasimo;

b = datamaximo + 9 (*VALOR DONDE TERMINAMOS EL ESTUDIOx)

k (+NMERO DE VALORES MUESTRAIES DISTINTOS#)

(*CALCULOS INICIALES*)

(*TAMANO MUESTRAL®*)
nt=Sum[n{i],{i,1,k}]
(*MEDIA MUESTRALY*)
cptest=Sum[n[i]*x[i],{i,1,k}];
cptest=cptest/nt
scalef=entera[N[-Sum[n[i]*Log[n[il/nt],{1,1,k}11]1;
(*DESVIACION TIPICA MUESTRALY¥)
desvtipqurt[Sum[n[i]*(x[i]—cptest)“2,{i,l,k}]/nt]
(*CUASIDESVIACION TIPICA MUESTRAL¥)
cuasidesvtip=5qrt{Sum[n[i]*(x[i]-cptest)“2,{i,l,k}]/(nt—l)]
{(*OBTENCION DEL MINIMO ¥ MAXTIMO MUESTRALES*)
xmax=x[1];
xmin=x[1];
Do[ {xmax=Max [xmax,x[i+1]],
xmin=Min[xmin,x{i+11]},

{irl Ik-l}] ;
Print[xmin," ",xmax];
Do[x2[i]=x[i]-cptest, {i,1,k]]
xmin2=xmin-cptest;
xmax2=xmax-cptest;

A.1.2. Eleccion de la distribucién a priori.

<<Statistics ContinuousDistributions”
(*PARAMETROS DE LA DISTRIBUCION*)
alpha=643.213

beta=8.43804

(*DISTRIBUCION A PRIORIY*)
glx_]:=PDF[NormalDistribution[alpha, betal,x]
NIntegratelg[x],{x,a,b}]

(*GRAFICA DE LA DISTRIBUCIONY*)
Plot[g[x],{x,a,b},PlotRange->All]

(*CALCULO DE LA A PRIORI EN PTOS EQUIDISTANTES DEL ESPACIO
PARAMETRICO®*)
pasada=1;
sumprior=0;
incretheta=(b-a) / (ptos-2);
theta=a-incretheta;
Do[ {theta=incretheta+theta;
thetas[i]=theta;
paso=g[theta] ;
priori{i]l=paso;
If[Mod[i,50]==0,Print[i]]:
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}
{i,1,ptos-1}];

(* LISTADO DE LOS VALORES DE theta Y DE LA PRIORIY*)

Do[Print[i," theta=" N[thetas[i]]," prioril[i]l=",
priorifi]]l,{i,1,ptos-1}]

Sum[priocri[i]*incretheta, (i,1,ptos-1}]

(*MEDIA Y DESVIACICN TIPICA DE LA A PRIORI*)
ptos-1 ;
medpriori = 2: thetas[i]  priori[i] + incretheta
=1
ptos-1 o
desvtipriori = \/ﬁ_z (thetas[i] - medpriori)? « priori[i] » incretheta

i=

(+FUNCION DE DISTRIBUCION DE LA A PRIORIx)
pricriacum[l] = 0;
Do[prioriacum[i] = prioriacum[i- 1] + priori[i] » incretheta, {i, 2, ptos-1}]

A.1.3. Calculo de la verosimilitud en los valores de theta calculados y la

distribucién a posteriori en esos puntos.

(*BUCLE VARIANDO theta PARA CALCULAR EL MAXIMO DE LA
VEROSIMILITUD, xj ESTA FIJO*) -
jj=1;
flxr ] :=theta*nt/ (1+theta*r) -Sum[n[i]*x2[i]/(1+r*x2[i]),
{i,1,k}1;
fprima[r ]:=-nt*theta”2/(l+theta*r)~2+
Sum[n[i]*x2[i]*2/ (1+r*x2[i]1)"*2,(i,1,k}];
(*VIENDO r COMO r[theta], LA PENDIENTE (DERIVADA) DE ¢
CON RESPECTO A theta es acel [r_] ; QUE SE UTILIZARA
PARA IR ACTUALIZANDO A CADA PASC EL VALOR INICIAL DE r*)
acel[r_]:=(-nt/(l+theta*r)"2) /fprimalr];
sumpost=0;
Tolr=,00001;
Tolr00l1l=.001
epsilon=.00000001;
rl:=-1/xmax2+epsilon;
r2:=-1/xmin2-epsilon;
rop=r2-epsilon;
rlaux=rl;
r2aux=r2;
cocientepaso=Table[N[n[i]/(x[i]-x3)],{i,1,nk}];
p=Table[0,{i,1,nk}];
sumacocientepaso=Sum[cocientepaso[[il],{i,1,nk}];
Print["sumcoc=",sumacoeientepaso];
Do[{theta=thetas[j5]; )
prior=priori[jj]:
a2=nt/ (theta-x7j) ;
al=-xj*a2;
p=(1/a2) *cocientepaso;
pj=l-sumacocientepaso/aZ2;
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(*SI pj<0, ES IMPOSIBLE LUEGO pj=0 ¥ SOLO INTERVIENEN LOS
P_i MUESTRALES*)
If[pi<0, (*1 IF%)
{theta=theta-cptest;
contadorl=0;
While[Abs[f[rop] ]>Tolr && contadorl<20, (*WHILE 1%)
{incre=-f[rop] /fprima[rop] ;
increaux=incre;
contadorl++;
ropaux=rop;
rop=rop+incre;
contador2=1;
While[ (rop>r2 || rop<rl) && contador2<4, (*WHILE 2%*)
{incre=increaux/contador?;
rop=ropaux+incre;
contador2++;
}1:; (*CIERRA WHILE 2%)
If[Abs[f[rop] ]<Abs[f[ropaux]],
{rop=Rel[xrop];},
{contadorl1=20;}
1;:
}] (*CIERRA WHILE 1%*);

(*BISECCION EN EL CASO DE QUE NEWTON NO CONVERJA*)
bandera=0;
If[Abs[f[rop]l]>Tolr || rop>r2 || rop<zl,
{bandera=1;
rlaux=rl; r2aux~r2; paso=2;
(*While Para quedarnos en el intervalc [rl,r2]*)
While[f[rlaux]*f[r2aux]>0,
{rlaux=-1/xmax2+epsilon/ (paso”5) ;
r2aux=-1/xmin2~epsilon/ (paso”5) ;
paso++;
s
rop={(rlaux+r2aux) /2;
i=0;
While[Abs[f[rop] ]>Tolr001 && i<31,
{ (*Acelerador de la biseccion*)
long=r2aux-rlaux;
fri=f[rlaux];
If[frl1*f[rlaux+long/6]1<0,
{Print["Acelerador ",i];r2aux=rlaux+long/6},
If[f[rlaux+5*long/6] *f[r2aux]<0,
{Print["Acelerador ",i];rlaux=rlaux+5*long/6}]1];
(*Fin del acelerador*)
rop=(rlaux+r2aux) /2 ;
If[flrop] *£r1>0, rlaux=rop,r2aux=rop] ;
i=i+l;
I3
Print["Salida de biseccion con ",i,
" iteraciones, rop=",rop," flropl=",£f[ropl];
}]; (*CIERRA IF BISECCION *)
priorr=rop;
lam=nt/ (1+theta*rop) ;
mu=lam*rop;
paso=Re[priorr+acel [priorr] *incre] ;
If [rl<=paso<=r2,rop=paso];
Do[{p[{ill=n[il/(lam+mu*x2[i1)},{i,1,k}];
theta=theta+cptest;
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}1; (*CIERRA 1 IF+)

(*REESCALADO PARA QUE LOS VALORES DE LA VERDSIMILITUD NO SE VAYAN A
CERO¥*)

pasolike=(10"10000)Re[Exp[Sum[n([i]l*Log(p[[i]]],{i,1,k}]1]]:

like[jj]l=N[pasolike,12];
sumpost=sumpost+N[prior*pasolike,10];
ppostnor[jjl=N[prior*pasolike,10];
If[Mod[3],50]1==0,Print[j3]1];
},{33,10,ptos-10}1;
Do[{like[jj]=0.0;ppostnor[ptos-3j1=0.0;
like[ptos—jj]=0.0;ppostnor[jj]=0.0),{jj,1,9}]

(*NORMALIZACION DE LA VEROS IMILITUDY*)
sumlike=Sum[like[i],{i,1,ptos-1}]*incretheta;
numptos=ptos-1;
Do[likenor[i]l=like([i]/sumlike ,{i,1,ptos-11}]1;

(*NORMALIZACION DE LA POSTERIORI ¥ CALCULO DE LA POSTERIORT
ACUMULADA*)

sumpost=Array [ppostnor, {ptos-1),1,Plus] *incretheta

Do [ppostnor{i]=ppostnor[i]/sumpost, {i ,1,ptos-1}]
ppostacum[l]=ppostnor[l] *incretheta;

Do[ppostacum[i]=ppostacum[i-1] tppostnor[i] *incretheta, {i,2,ptos-1}]
Sum[ppostnor[i] *incretheta,{i,1,ptos-1}]

(*DENSIDAD PREDICTIVAx)

densidadpred = bl i“m*ﬁhe’lfo*l jofoc&[i] * priori[i]

(*VEROSIMILITUD ACUMULADA)
likeacum[1] = 0
Do[likeacum[i] = likeacum[i- 1] + likenor[i] *incretheta, {i, 2, ptos-1})

(+MEDIA DE LA VEROSIMILITUD+)

ptos-1
medveros = Z thetas[i] + likenor[i] « incretheta

A=

(*LISTADO DE IAS DISTINTAS DISTRIBUCICNES OBTENIDAS)
Do[Print[N[thetas[i}], " ", priori[i]], {i, 1, ptos- 1}]
Do[Print[N[thetas[i]], " ", prioriacum[i]], (i, 1, ptos - 13]
Do[Print[i, " ", N[thetas[i]], " ", like[i]], {i, 1, ptos-1}]
Do[Print[N[thetas[i]], " ", likenor[i]], {i, 1, ptos-1}]
Do[Print[N[thetas[i]], " ", likeacum[i]], {i, 1, ptos - 1}]
Do[Print[i, " ", N[thetas[i]], " ", ppostnor[i]], {i, 1, ptos -1}]
Do[Print[N[thetas[i]], " ", ppostacum[i]], (i, 1, ptos-1}]
Do[Print[i, " ", N[thetas[i]], " ", ppostnor[i]], {i, 600, 700}]
Do[Print[N[thetas[ij], " *, ppostacum[i]], {i, 600, 700}]
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{*GRAFICAS TOTALES Y PARCIALES DE LAS DISTINTAS DISTRIBUCIONESY*)

(*GRAFICA DE LA VEROSIMILITUD*)
numptos=ptos-1;
tablalike:=Table[{thetas[i] ,N[likenor[i]]},{1,1,numptos]}];
glike=ListPlot[tablalike,PlotJoined~>True,PlotRange->All]
tablalikeparcial:=Table[{thetas[i] ,N[likenoxr([i]]},{i,600,700}];
glikeparcial=ListPlot[tablalikeparcial,PlotJoined->True,

>All]

(*GRAFICA DE LA A PRIORI*)
tablaprior:=Table[{thetas[i] ,priori[i]l]},{i,1,numptos}]
gprior=ListPlot[tablaprior,PlotJoinedTrue,PlotRangellAll] ;
tablapriorparcial:=Table[{thetas[i] ,N[priori[i]]},{i,600,700}];
gpriorparcial=ListPlot[tablapriorparcial,

>True,PlotRange->All]

(*GRAFICA DE LA A POSTERIORI*)
tablapost:=Table[{thetas[i] ,ppostnor[i]}, {i,1,numptos}]
gpost=ListPlot[tablapost,PlotJoinediTrue,PlotRangellAll] ;
tablapostparcial:=Table[{thetas[i] ,N[ppostnor[i]]},{i,600,700}];
gpostparcial=ListPlot[tablapostparcial,

>True,PlotRange->All]

(*GRAFICA DE LA A POSTERIORI ACUMULADA¥)
tablapostacum:=Table[{thetas[i] ,ppostacum[i]}, {i,1,numptos}]
gpostacum=ListPlot[tablapostacum, PlotJoinedTrue, PlotRangellAll] ;
tablapostacumparcial :=Table[{thetas[i] N[ppostacum[i] ]}, {i,600,700}];
gpostacumparcial=ListPlot[tablapostacumparcial,

>True,PlotRange—->All]

(*EN UNA MISMA GRAFICA VARIAS DISTRIBUCIONES*)
Show[gpriorparcial,gpostparcial]
Show[gpostparcial,glikeparcial]
Show[glikeparcial ,gpricrparciall
Show[glikeparcial,gpricrparcial ,gpostparcial]

(«CALCULO Y GRAFICC DE IA RAZON DE VEROSIMITITUD EMPIRICA+)
31143114
1020000 7k n[i] nid]
Do[ {rlike[]]] = ctels like[j3]1}, {33, 10, ptos - 10}]
Do[Print[N[thetas{i]], " ", rlike[i]], (i, 10, ptos - 10}]
Do[lgrlike[]]] = -2« Log[rlike[jj]] ; logrlike[j]] = N[1grlike[33], 12], (3], 10, ptos-10]]
Do[Print[{N[thetas[i]], " ", lgrlike[i]], {i, 10, ptos-10}]
tablalogrlike := Table[ {thetas[i) , logrlike[i]}, {i, 10, ptos - 10}]
glogrlike = ListPlot[tablalogrlike, PlotJoined » True, PlotRange » All] ;
tablalogrlikeparcial := Table[{thetas[i] , N[logrlike[i]]}, {i, 600, 700}];
glogrlikeparcial = ListPlot[tablalogrlikeparcial, PlotJoined » True, PlotRange - All]

ctel = N[

119



A.1.4. Calculo de medidas a posteriori.

{*PERCENTTLES+)

prob[l] = .01;

prcb[2] = .025;

prob[22] = .975;

prab[23] = .99;

prob(24] = 1.0;

Do[preb[i] = (i-2) % .05;, (i, 3, 2131;
tol3 = .00001;
sumpr = 0;
> T 1)
While[sumpr < .025,

{sumpr = sumpr+ priori[i] ;
i=4i+1;

i

¢

g025priori = N{10000 % (thetas(i] + thetas[i-1]) /2, 7

While[sumpr< .975,
{sumpr = sumpr + priori[i] ;
i=d1i+1;

117

g975priori = N[10000 (thetas[i] + thetas[i-1]) /72, 7;

i=1;
J=1;
Do[ {While[ppostacum(j] < prob[i], §=j+1];
If[j==1 && ppostacum[1] >prob[i],
{m = ppostacum[1] / (thetas[1] -a) ;
If[Abs[m] < tol3, percentil[i] = thetas(1],
percentil[i] = thetas[1] +
(prab[i] - ppostacum[1]) /m;
1;
)
17
If(j> 1,
(
m= (ppostacum[j] - ppostacum([j - 1]) /
(thetas(j] - thetas[3 - 1)) ;
(* ST m ES MJY PEQUENO PUEDE DAR PROBLEMAS
AL DIVIDIR FGR m (m=0) +)

If[2bs[m] < tol3, {percentilfi] = thetas[j];3=3 =13,
percentil[i] = thetas[j] + ({prob[i] - ppostacum[]]) / m) 17

percentil[i] = N{percentil[i], 7] ;
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}
1

i
, {1, 1, 23}

(*MEDIA, MODA Y VARIANZA)
media=0
k
prostnor[i] » incretheta
i=l
Do[media = media + thetas[i] « ppostnor[i] « incretheta, (i, 1, ptos-1}];
varianza = 0;
Do[varianza = varianza+ ( (thetas[i] - media) *2) x ppostnor[i] * incretheta
¢« (1,1, ptos-131;
desvtip = Sgrt[varianza] ;
mediapost = media;
sigma = desvtip;
mediapost
Do[If[ppostnor(j- 1] < ppostnor(j],
{modapost = N[thetas([]]],
1
+ {3, 2, ptos - 1}]

Print["Media a posteriori=", " ", media);

Print["Desviacidn tipica=", " ", desvtip] ;
Do[Print[prcb[i] , " ", percentil[i]];
. {1, 1, 23})

Print["Media muestral= ", N[cptest]];
Print["Media a posteriori=", " ", media)];
Print["Moda a posteriori=", " ", modapost];
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A.2. Robustez Bayesiana.

Vemos los programas desarrollados para estudiar la robustez bayesiana en varias

clases de contaminacién.

A.2.1. Clase formada por todas las distribuciones.

sump = Sum[priori[i], {i, 1, ptos- 1)] + incretheta
sumpost = Sum[priori[i] « like[i], (i, 1, ptos - 1}]  incretheta
€= 0.3 (+VALOR DE EPSILON CONSIDERADO«)
A= sumpost« (1-ep) /ep
medprior=0;
Do[medprior = medprior+ thetas[i] priori[i] » incretheta, {i, 1, ptos - 13}
medprior
medlike = 0;
Do[medlike = medlike + thetas[i] likenor[i] « incretheta, {i, 1, ptos - 1};
medlike
medpost = 0;
Do[medpost = medpost + thetas(i) ppostnor(i] « incretheta, (i, 1, ptos- 133
medpost
AQ = Axmedpost
Do[valor[i] = (AD+ thetas[i] » like[i]) / (A+ like[d]), (i, 1, ptos -13)
(«Do[Print[N{thetas[i]]," ",valor[ij] (3,1, ptos-1y14)
mmptos ;
(*GRAFICA DEL VALOR«)
tablavalor := Table[ (thetas(i], valor[i]}, (i, 1, mmptos; ]
gvalor = ListPlot[tablavalor, PlotJoined— True ; PlotRange - Allj ;
tablavalorparcial := Table[{thetas[i], Nivalor(i]]j, {i, 600, 700}] ;
gvalorparcial = ListPlot[tablavalorparcial, PlotJoined - True, PlotRange » A11]
(+MAXIMO ¥ MINIMDy4)
vmax = valor(l] ;
vmin = valoxr[l] ;
Dop {vmax = Max[vmax, valor[i+1]], vmin= Min[vmin, valor[i+1]]}, (i, 1, ptos-2));
vmax
vmin
(*SENSIRILIDAD RELATIVAs)
IS = (vmax- vmin) / (2 « medpost) 100
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A.2.2. Clase formada por todas las distribuciones unimodales en G;.

sumpost

ep=0.3

A= sumpostx (1-ep) /ep

medpost=0;

Do[medpost = medpost + thetas[i] ppostnor[i] » incretheta, {i, 1, ptos-1}]
medpost

A0 = Ax medpost

incretheta

th= 652 (*ES EL ORDEN QUE OCUPA 1A MODRx)

HO1[z ] := (1/2) * (Sum[like[i], (i, th-z, th}])

HO[0] = like[th]

HO[z ] := (1/z) * (Sum[like[i], {i, th, th+z)}])

Hgl(z ] := (1/2) » (Sun[thetas[i] like[i], {4, th-z, th}])

Hg[0] = like[th] « thetas(th]

Hglz ] := (1/2z) * (Sum(thetas[i] like[i], {1, th, th+2}])

Do[val[i] = (AO+ Hgl{th-i]) / (A+ HO1[th-4i]), (i, 1, th-1}]
Do[val[i] = (A0 + Hg[i- th]) / (A+HO[i-th]), (i, th, ptos-8000}]
(*Do[Print[i," ",val[i]],{i,1,ptos-1}]1%)

(*GRAFTICA DEL VALOR+)

tablavalor := Table[ {thetas[i], val[i]}, (i, 1, ptos-8000)}]

gvalor = ListPlot[tablavalor, PlotJoined - True, PlotRange - R11];
tablavalorparcial := Table[{thetas[i], N[valor[i]]), {i, 600, 700}];
gvalorparcial = ListPlot[tablavalorparcial, PlotJoined - True, PlotRange -+ All]
(*CATCULO DEL MAXTMO Y MINIMO+)

vmax = val[1] ;

vmin = val[l] ;

Do[ (vmax = Max[vmax, val{i+1]], vmin= Min[vmin, val{i+1]]}, {i, 1, ptos - 800011 ;
vmax

wvmin

(*SENSIBILIDAD RELATIVA*)

rs= (vmax-vmin) / (2 + medpost) » 100

(*CALCULO DE LA DISTRIBUCION A PRIORI ML-II DE LA CLASE¥)

(+OBTENCION DE 7 TAL QUE MAXIMIZA HO (Z) %)
zmax = HO[O] ;

Do[{zmax = Max[zmax, HO[i]]}, (i, 1, ptos- th}];
zmax

Do[Print[i, " ", HO[i]], {i, O, ptos - th}]
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(*OBTENCICN DE Z TAL QUE MAXIMIZA HOL (Z) *)
zmax] = HO1[1] ;

Do[ {zmaxl = Max[zmax1, HO1[(i+1]1]}, (1,1, th-1}]:
zmaxl

Do[Print[i, " ", BO1[i]], {i, 1, th}]

A.2.3. Clase formada por todas las distribuciones unimodales en 6, y
simétricas.

sumpost

ep=0.3

A= sumpostx (L-ep) /ep

medpost=0;

Do[medpost = medpost + thetas[i] ppostnor[i] * incretheta, (i, 1, ptos- 1}]
medpost

AD = A» medpost

incretheta

th= 652 (+ES EL ORDEN QUE OCUFA IA MODRx)

HO[0] = like[th]

HO[z ] := (1/ (2%2)) » (Sum[like[i], (i, th-z, th+z}])

Hg[0] = like[th] » thetas[th]

Hglz ] 1= (1/ (2%2)) * (Sumjthetas[i] like[i], (i, th-z, th+z)])
Do[like[i] = 0, {1, -ptos, 0}]

Do[like[i] = 0, {i, ptos, ptos + ptos}]

ptosl = Min[th, ptos - th]

Do[val[i] = (AD+ Hg[i-1])/ (A+HO[i-1]), {i, 1, ptosl+1000}]
(*Do[Print[i," ",val[i]],(i,1,ptos1+100}]%)

(*GRAFICA DEL VAIORx)

tablavalor := Table[{thetas[i], val[i]}, (i, 1, ptosl})]

gvalor = ListPlot[tablavalor, PlotJoined ~» True, PlotRange - All] ;
tablavalorparcial := Table[{thetas[i] , N[val[i]]}, (i, 1, 100}];
gvalorparcial = ListPlot[tablavalorparcial, PlotJoined » True, PlotRange - All]
(*CALCULO DEL MAXTMD Y MINIMOw)

vmax = val[l] ;

vmin = val[l] ;

Dof {vmax = Max[vmax, val[i+1]], vmin= Min[vmin, val{i+1]]), (i, 1, ptosl-100}];
vmax

vmin

(*SENSIBITIDAD RELATTIVA)

rs = (vmax- vmin) / (2 » medpost) «» 100
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APROXIMACION BAYESIANA A LA METODOLOGIA DE LA VEROSIMILITUD EMPIRICA

(*CALCULO DE LA DISTRIBUCION A PRIORI ML-II DE LA CLASE*)

(*CBTENCION DE Z TAL QUE MAXIMIZA HO (Z)*)
zmax = HO[0] ;

Do[{zmax = Max{zmax, HO[i]]), (i, 1, ptosl}):
zmax

Do[Print[i, " ", HO[i]], {i, O, ptosl +100}] ;
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