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Prólogo: 

 
Esta memoria pretende realizar un estudio relativo a una característica de la 

población. Dicho estudio se centrará en una medida que pretende resumir el 

comportamiento de dicha característica de la población. Es decir, dada una característica 

de la población, que para nosotros será una variable aleatoria X, vamos a estudiar lo que 

sucede con un parámetro relativo a dicha variable aleatoria, que va a ser su media, 

aunque se puede generalizar a cualquier otro parámetro poblacional de dicha variable 

aleatoria. 

Para dicho estudio, vamos a considerar el punto de vista bayesiano, pues 

consideramos que es el que mejor se ajusta al problema que pretendemos resolver. Por 

tanto, como en cualquier problema de tipo bayesiano, vamos a necesitar una 

verosimilitud dependiente de la muestra escogida y del parámetro estudiado, y una 

distribución a priori relativa al parámetro, para poderlas combinar y así obtener la 

distribución a posteriori del parámetro respecto de la muestra escogida. Una vez que 

tenemos la distribución a posteriori, podemos realizar inferencia sobre dicho parámetro 

y obtener conclusiones relativas a él. 

Para ello, consideramos una muestra aleatoria procedente de dicha variable 

aleatoria. 

El primer problema que se nos plantea es la elección de la función de 

verosimilitud para el problema, aspecto que abordaremos en el Capítulo 1 de la 

memoria. La función de verosimilitud que escogemos, que depende de la muestra 

seleccionada y del parámetro estudiado, es una generalización de la función de 
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verosimilitud empírica estudiada en la literatura, que puede ser combinada mediante el 

teorema de Bayes con cualquier distribución a priori para obtener la distribución a 

posteriori correspondiente. Versiones para espacios paramétricos discretos de dicha 

modificación han sido aplicadas en varios campos (auditoría de cuentas, ecología), pero 

nosotros aportamos su aplicación a casos de espacios paramétricos continuos, puesto 

que demostramos que la función de verosimilitud empírica es continua en un espacio 

paramétrico continuo. Además vemos algunas propiedades interesantes de dicha 

función. 

El segundo problema que se nos presenta en nuestro estudio es la elección de la 

distribución a priori del parámetro estudiado, que lo vamos a estudiar en el Capítulo 2 

de la memoria. Por lo general, la distribución a priori va a depender de la información 

que posea el investigador sobre dicho parámetro. Si se conoce la distribución y sus 

parámetros, perfecto. Pero, por lo general, todo lo anterior es desconocido, y quizás se 

conozca alguna característica de la distribución. Entonces elegimos clases de 

distribuciones a priori a partir de la información del investigador y estudiamos su 

Robustez Bayesiana. Si la clase elegida es robusta, elegimos como distribución a priori 

una distribución singular de la clase, que suele ser la distribución de máxima 

verosimilitud tipo II de dicha clase. Este capítulo también muestra una revisión bastante 

amplia de resultados sobre análisis de robustez bayesiana. 

Una vez elegidas convenientemente la función de verosimilitud y la distribución 

a priori, podemos combinarlas utilizando el teorema de Bayes, obteniendo la 

distribución a posteriori del parámetro respecto la muestra escogida, que era nuestro 

objetivo. A partir de este momento ya se pueden realizar estudios relativos al parámetro 

estudiado. 

En el Capítulo 3 se pone de manifiesto la combinación de la función de 

verosimilitud empírica con una distribución a priori, para obtener una distribución a 

posteriori, a partir de la cual estudiamos diversos aspectos relativos a la inferencia 

bayesiana sobre el parámetro, aplicando la teoría bayesiana e incluiremos el desarrollo  

de una aplicación del modelo propuesto a lo largo de la memoria, con la utilización de 

un programa informático que se presenta en el Apéndice.  

En el Capítulo 4 comentamos las conclusiones obtenidas en la memoria, así 

como las posibles líneas de investigación por las que podemos continuar trabajando. 
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Capítulo 1: 

 

El problema de la Verosimilitud. 

 
1.1. Introducción. 

En este primer capítulo de la memoria vamos a estudiar la función de 

verosimilitud que utilizaremos en el estudio de la distribución a posteriori del parámetro 

utilizado.  

Comenzaremos viendo lo que sucede en el caso del estudio de un subparámetro. 

Continuaremos mostrando dos antecedentes de la utilización de la función de 

verosimilitud que vamos a elegir posteriormente: la función de verosimilitud empírica y 

la función de verosimilitud más probable. Estudiaremos la verosimilitud modificada. 

Demostraremos que estas tres verosimilitudes que hemos nombrado anteriormente son 

equivalentes. Terminaremos justificando la elección de la función de verosimilitud con 

la que vamos a trabajar durante el resto de la memoria y estudiaremos algunas 

propiedades de dicha función, como son su continuidad, y la obtención de  estadísticos 

suficientes. 
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1.2. Generalidades sobre el problema de un 

subparámetro. 
 Planteémonos el problema siguiente: 

Dada una variable aleatoria X, queremos realizar inferencia sobre su media, para 

lo cual realizaremos un estudio bayesiano sobre dicho parámetro.  

Para ello obtenemos una muestra de tamaño n para una variable aleatoria que 

puede tomar k valores distintos, cada uno de ellos con frecuencia muestral  ni (i=1,...,k). 

La función de verosimilitud que vamos a considerar depende de los parámetros  p1,...,pk, 

donde  pi  es la probabilidad del valor poblacional i-ésimo. La información disponible a 

priori se refiere solo a la media (µ), que es una función lineal de  p1,...,pk, ya que 

∑
=

=
k

i
ii xp

1
·µ . 

Por tanto, estamos en un caso en el que se incluyen situaciones en las que el 

parámetro media de los datos tiene un fuerte significado intuitivo del que se tienen 

conocimientos relevantes y extramuestrales, aunque no coincidan con los parámetros de 

la función de verosimilitud.  

Por consiguiente, tenemos una situación en la que es posible especificar un 

conjunto de categorías a las que puede pertenecer cada una de las observaciones 

muestrales. Esto nos va a permitir modelizar la verosimilitud mediante una distribución 

multinomial. Generalmente, el número de parámetros de la multinomial va ser elevado y 

no será fácil especificar una distribución a priori sobre dichos parámetros. Además, en 

nuestro caso disponemos de información a priori del parámetro media de la variable 

aleatoria, que hemos visto que es una combinación lineal de los parámetros de la 

multinomial. Este escenario se denomina situación con información a priori parcial, 

puesto que la información a priori es demasiado pobre para poderse combinar con la 

verosimilitud a través del teorema de Bayes.    

Nuestra aproximación consistirá en realizar una modificación de la verosimilitud 

para hacerla compatible con la información a priori disponible, de manera que se pueda 

combinar con la distribución a priori para obtener la distribución a posteriori de la 

media de la variable aleatoria estudiada. Así, obtendremos conclusiones aprovechando 

toda la información disponible y que es relevante en el problema. 
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1.3. Verosimilitud Empírica. 
 Vamos a estudiar un antecedente de la utilización de una función similar a la que 

nosotros vamos a escoger como función de verosimilitud de nuestro problema. Este 

antecedente es la denominada Verosimilitud Empírica. 

 El método de la verosimilitud empírica para construir intervalos de confianza fue 

introducido por Owen en 1988, como alternativa a los métodos bootstrap de 

verosimilitud, y consiste en calcular el perfil de verosimilitud de una distribución 

general multinomial cuya masa de probabilidad se encuentra localizada en los datos 

puntuales. De esta manera, la forma de las regiones de confianza se fundamenta 

directamente en el conjunto de datos observados y las regiones tienden a concentrarse 

en lugares donde la densidad del parámetro estimado es la más grande. 

 Analizaremos el concepto de verosimilitud empírica y para ello vamos a 

contemplar el caso de la construcción de regiones de confianza para parámetros que se 

pueden expresar como funciones suaves de la media, aunque en nuestro caso, lo que nos 

interesa finalmente es estudiarla exclusivamente para la media de una variable 

unidimensional. 

 Vamos a suponer que el parámetro r-variante de interés es  1×rθ
r

 = g(µ), siendo 

µs×1  la media de la población de la cual se obtuvo la muestra aleatoria  s-variante de 

tamaño n, con valores  
11

,...,1 ×× ss nXX
rr

, y   sea:  

  g:ℜ s → ℜ r  

    µr s×1 → 
r
θ r×1  

una función suave de la media.  

 Para la definición formal de la verosimilitud empírica, consideramos: 

Sea  
r
θ   alguna característica de una población (como la media), para la que queremos 

construir una región de confianza (no se requiere que  
r
θ   sea un escalar, si  

r
θ   es de 

dimensión 2, hablaríamos de regiones de confianza en el plano).                             

Sea nXX
rr

,...,1  una muestra aleatoria, que puede ser de vectores, independiente y con 

distribución común  F0,  obtenida de la población. Sea  rp =(p1,...,pn)  un vector tal que 

cada   pi ≥ 0  y   1
1

=∑
=

n

i
ip . Sea  

r rθ( )p   el valor del parámetro 
r
θ   cuando la  población  
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es  discreta  con probabilidad   pi   en  el  punto  iX
r

 (por ejemplo, si 
r
θ  es la media 

poblacional,  ∑
=

=
n

i
ii Xpp

1

)(
rrr

θ ).  

 Entonces, podemos definir la función de verosimilitud empírica para una función 

suave de la media como: 

 

Definición 1.1. (Hall y La Scala (1990)) 

La función de verosimilitud empírica para 
r rθ( )p   evaluada en 

r r
θ θ= 1   se define 

como: 

∏
=

≥

=

=

∑

=

=

n

i
i

p

p

pp
pL Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:
1

1

1

)(
θθ

θ
rrrr

r
. 

 

 Por tanto, la verosimilitud empírica es claramente una verosimilitud de perfil 

multinomial, y el número de parámetros en la multinomial es k-1, debido a la condición 

1
1

=∑
=

n

i
ip . El objetivo que buscamos es obtener los parámetros de la multinomial, 

p1,...,pn  que maximizan esta función, para así tener el valor de función de verosimilitud 

empírica del parámetro  
r
θ   buscado, que es función suave de la media µ.  

 Sujeto sólo a las restricciones  1
1

=∑
=

n

i
ip   y  nipi ,...,10 =∀≥   el producto se 

maximiza cuando  pi = n-1   para  1≤ i ≤ n, es decir, cuando cada extracción de la 

muestra tiene la misma probabilidad de ser obtenida. 

 Para esta elección de rp , tenemos 
r r r
θ θ( ) $p =  , el llamado estimador bootstrap; 

donde, por ejemplo, cuando 
r
θ  es la media poblacional,  ∑

=

−−− =
n

i
iXnnn

1

111 ),...,(
rr

θ ,  es 

la media muestral. Este ejemplo nos ayudará a desarrollar un paralelismo entre la 

verosimilitud paramétrica clásica y la verosimilitud empírica. En este caso, tenemos que 
nnL −=)ˆ(θ

r
, por lo que definimos: 
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Definición 1.2. (Hall y La Scala (1990)) 

La razón de verosimilitud empírica para  
r rθ( )p   evaluada en 

r r
θ θ= 1   como: 

∏
=

≥

=

=

∑

==

=

n

i
i

p

p

pp
pn

L
LR Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:

1
1

1

1)ˆ(
)()(

θθθ
θ

θ
rrrr

r

r
r

  . 

 

Definición 1.3. (Hall y La Scala (1990)) 

El logaritmo de la razón de verosimilitud empírica para  
r rθ( )p   evaluado en 

r r
θ θ= 1   está dado por:  























∑

−=−=−= ∏
=

≥

=

=

=

n

i
i

p

p

pp
E pn

L
LRl Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:

1
11

1

1

log•2
)ˆ(
)(log•2))(log(•2)(

θθθ
θ

θθ
rrrr

r

r
rr

. 

 

 Estamos interesados en conjuntos de la forma ℜc ={
r
θ : lE(

r
θ ) ≤ c}  que puedan 

utilizarse como regiones de confianza para  
r
θ 0. Bajo estas condiciones,  un  contraste  

de la hipótesis nula 
r
θ 0 = t  se rechazará cuando  t∉ ℜc , es decir, cuando no exista una 

distribución  rp   con 
r rθ( )p t=  que verifique: 

lE(t) ≤ c  ⇔  -2·log(R(t))≤ c  ⇔  log(R(t))≥ -c/2  ⇔  R(t)≥ e-c/2. 

 Estudiamos ahora el desarrollo del problema de optimización de la función de 

verosimilitud empírica para la media, problema que sería análogo en el caso de una 

función suave de la media:  

 

Lema 1.1. (de optimización de la función de verosimilitud empírica) 

Los valores de  pi  que maximizan la función de verosimilitud empírica de la 

media evaluada en  
r r
µ µ= 1   

∏
=

≥

=

=

∑

=

=

n

i
i

p

p

pp
pL Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:
1

1

1

)(
µµ

µ
rrrr

r  
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son: 

( )( ) 1
1

1 1 −− −+= µr
rr

i
T

i Xtnp ,  ∀i= 1,...,n , 

donde los valores de 
r
t  son vectores que dependen de 

r
µ1  (

r r
t = λ µ( )1 ), y que 

satisfacen:  

 ( ) ( )( ) ( )




=−−+=− ∑∑
=

−−

=

01
1

1
1

1
1

1
1

rrrrrrrr n

i
ii

T
n

i
ii XXtnXp µµµ , 

y, por tanto, tenemos que: 

  ( )( )∏
=

−− −+=
n

i
i

Tn XtnL
1

1
11 1)( µµµ
rrrr  y 

  ( )( )∑
=

−+=
n

i
i

T Xtl
1

11 1log2)( µµµ
rrrr . 

   Demostración: 

Incluimos la demostración, porque en ella vamos a ver cómo se resuelve el problema 

para cada valor de la media. 

El desarrollo lo vamos a hacer mediante multiplicadores de Lagrange. 

Teniendo en cuenta que la restricción: 

 1
1

)( µµ rrrr == ∑
=

n

i
ii Xpp    es equivalente a  ( ) 1

1
1 0 ×

=

=−∑ r

n

i
ii pX

rrr
µ ,  

tenemos:  

  ∏
=

n

i
i

p
pMax

i 1

  

  sujeto a    ( )















=∀≥

=−

=

×
=

=

∑

∑

nip

pX

p

i

r

n

i
ii

n

i
i

,...,10

0

1

1
1

1

1
rrr

µ  

que es equivalente, tomando logaritmos, a: 

  ∑
i

ii
p

pnMax
i

)log(  
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  sujeto a    ( )















=∀≥

=−

=

×
=

=

∑

∑

nip

pX

p

i

r

n

i
ii

n

i
i

,...,10

0

1

1
1

1

1
rrr

µ  

Construimos la función lagrangiana, tomando, para facilitar los cálculos, n·h  y  n·
r
t T  

como multiplicadores de Lagrange: 

( ) ),(•1•)log( 1 tpLpXtnphnp
i

ii
T

i
i

i
i

p
Max

i

rrrrr
=
















−−








−− ∑∑∑ µ . 

Derivamos respecto de las distintas probabilidades y de los multiplicadores e 

igualamos a cero: 

 

( )

( )













=−⇒=

=⇒=

=∀=−−−=

∑

∑

.00),(

,10),(

,,...,1,0••1),(

1

1

i
i

i
i

i
T

ii

X
t

tpL

p
h

tpL

niXtnhn
pp

tpL

µ
∂

∂
∂

∂

µ
∂

∂

rr
r

rrr

rrr

rrr
rrr

 

De la primera ecuación tenemos: 

  ( )( )1
1 µr

rr
−+= i

T

i

Xthn
p

, 

de donde obtenemos el valor de cada una de las probabilidades que maximizan la 

función de verosimilitud empírica: 

  ( )( ) 1
1

1 −− −+= µr
rr

i
T

i Xthnp  ,    ∀i= 1,...,n. 

Sustituyendo ahora este valor en las restricciones: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )








−+=⇒−+==

−+−=−+−=−=

∑∑∑
∑∑∑

−−−−

−−−

i
i

T

i
i

T

i
i

i
T

i
ii

T

i
i

i
ii

XthnXthnp

XthXXthnXpX
1

1
11

1
1

1
11

1
1

1
11

11

)()·()(0

µµ

µµµµµ

rrrrrr

rrrrrrrrrrrrr

Como ( )( )1
1 µr

rr
−+= i

T

i

Xthn
p

, tenemos que ( )( ) ii
T pXth

n 1
1 µr

rr
−+= . 

Si sumamos los  k  valores, tenemos: 

( )( ) ( ) hpXtphpXth
i

ii
T

i
i

i
ii

T =−+=−+= ∑∑∑ 111 µµ rrrrrr .  

Por tanto, tenemos que  h =1, por lo que  ( )( ) 1
1

1 1 −− −+= µr
rr

i
T

i Xtnp ,  ∀i= 1,...,n. 
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Entonces, los valores de  
r
t  son valores que dependen de  

r
µ1   (

r r
t = λ µ( )1 ) y 

satisfacen: 

 ( ) ( )( ) ( )




=−−+=− ∑∑ −− 01 1
1

1
1

1
i

ii
T

i
ii XXtnXp µµµ rrrrrrr

,  

es decir: 

 ( ) ( )( ) ( )




=−−+=− ∑∑ − 01 1
1

11
i

ii
T

i
ii XXtXp µµµ rrrrrrr

. 

Y la función de verosimilitud empírica tomará el valor: 

( )( ) ( )( )∏∏∏ −−−− −+=−+==
i

i
Tn

i
i

T

i
i XtnXtnpL 1

1
1

1
1

1 11)( µµµµ
rrrrrrr . 

( )( )
=















 −+
−=










−= −

−− ∏
n

i
i

Tn

n

Xtn

XL
L

l

1
1

1
1

1
log•2

)(
)(

log•2)(
µµ

µ
µ

µ
µ

rrr

r

r
r   

 ( )( ) ( )( )∑∑ −+=−+−=
−

i
i

T

i
i

T XtXt 1
1

1 1log21log2 µµ rrrrrr  

con la restricción de 

      ( )( ) ( ) 01 1
1

1
1 =−−+∑ −−

i
ii

T XXtn µµ rrrrr  ,  

que es el resultado que queríamos probar. 

 

 La Estadística utiliza funciones de la razón de verosimilitud paramétrica para 

construir regiones de confianza y realizar contrastes, aunque en algunas su obtención es 

complicada y más aún encontrar su distribución. Wilks, en 1.938, prueba que, bajo 

condiciones de regularidad,  -2·log(R0)  sigue una distribución asintótica  χ 2, donde  R0  

es el máximo de la función de razón de verosimilitud sujeto a ciertas hipótesis: 

Ahora, L(θ) es la verosimilitud clásica de una muestra, $θ  el estimador de 

máxima verosimilitud usual, y  l(θ)= -2·log{L(θ)/ L( $θ )}  el logaritmo de la razón de 

verosimilitud; y θ0  denota el verdadero valor de θ, suponemos que no hay parámetros 

de ruido, y que  t  es el rango de la matriz de varianzas asintóticas de n1 2/ • $θ . Con estas 

hipótesis, el teorema de Wilks establece que, bajo condiciones de regularidad 

apropiadas, l(θ0) tiene una distribución asintótica χ 2(t).  



 
 
 
APROXIMACIÓN BAYESIANA A LA METODOLOGÍA DE LA VEROSIMILITUD EMPÍRICA 
 

 11

Este resultado es clave para construir las regiones de confianza basadas en la 

verosimilitud paramétrica, de la siguiente forma: Se encuentra en las tablas el valor de c 

tal que  P(χt
2 ≤ c) = 1-α , donde 1-α es el nivel de confianza deseado para la región. 

Entonces, ℜc ={θ:l(θ) ≤ c} es la región apropiada. A la vista del teorema, la cobertura 

asintótica de ℜc es igual a 1-α: 

P(θ0 ∈ℜc) = P{l(θ0) ≤ c} → 1-α   con    n→∞. 

 Una propiedad importante de la verosimilitud empírica es que admite una 

versión no paramétrica del teorema de Wilks, por lo que la anterior forma de construir 

una región de confianza se va a emplear en el caso de la verosimilitud empírica. 

 Para enunciar un teorema análogo al de Wilks para la verosimilitud empírica en 

el caso de una  función suave de la media, consideramos lo siguiente:  

Sea   µµ rr =0 , de dimensión  s, el verdadero valor de la media poblacional,      

sea  la función  g=(g(1),...,g(r))T:ℜ s → ℜ r con derivadas continuas en un entorno de 
r
µ 0 , 

sea  
r
θ 0 =g(

r
µ 0 )  el verdadero valor de un parámetro  

r r
θ µ= g( ) ; y consideremos la razón 

de verosimilitud empírica     R(
r
θ 1 )= ∏

=

≥

=

=

∑

=

=

n

i
i

p

p

pp
pn

L
L Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:

1 ·
)ˆ(
)(

1

1θθθ
θ

rrrr
r

r

 y el logaritmo de la 

razón de verosimilitud empírica    l L LE ( ) • log ( ) / ( $ )
r r r
θ θ θ1 12= − 



 . Sea  c  un valor real, 

tal que  P(χt
2 ≤ c) = 1-α , y sea ℜc ={θ

r
: lE(

r
θ ) ≤ c} la región de confianza del 

parámetro 
r
θ . Como g tiene derivadas continuas en un entorno de 

r
µ 0 , entonces la 

matriz de varianzas asintótica de n1 2/ • $
r
θ    es: 

    V v v T= ∑0 0   ,  

donde v0  es la matriz (r×s) cuyos elementos vienen definidos por: 

v0
(ij) = ∂ g(i)(

r
µ ) / ∂ µ(j)| r r

µ µ= 0
  

y     ∑ = E{(
r
X -

r
µ 0)(

r
X -

r
µ 0)T} es la matriz de varianzas poblacional. 
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Teorema 1.1. (análogo al de Wilks para la verosimilitud empírica)  

(Hall y La Scala (1.990, pg.113))  

Sea  
r
X   una variable aleatoria  s-variante con varianza finita, 

g una función con derivadas continuas en un entorno de 
r
µ 0 , 

t ≤ Min(r,s)  el rango de V  y  

lE  el logaritmo de la función de razón de verosimilitud empírica.  

Entonces,   























∑

−=−=−= ∏
=

≥

=

=

=

n

i
i

p

p

pp
E pn

L
L

Rl Max

i

n

i
i

1

0

1

)(:

0
00

1

0

log•2
)ˆ(
)(

log•2))(log(•2)(
θθθ

θ
θθ

rrrr
r

r
rr

   

tiene una distribución asintótica χ 
2(t) . 

 Es decir, dado c un número positivo cualquiera, entonces el conjunto  

 ℜc={
r
θ : lE(

r
θ ) ≤ c}   

verifica que: 

( ) ( ) ( )cPclPlimgPlim tEncn
≤=≤=ℜ∈=

∞→∞→

2
000 )()( χθµθ
rrr

. 

 

 El caso en el que el parámetro estudiado 
r
θ   sea la media poblacional, que es el 

que nos interesa, la verosimilitud empírica adoptará una formulación sencilla y, además, 

cumple la propiedad de que las regiones de verosimilitud empírica para un valor medio 

dado (univariante o multivariante) son siempre convexas.  

 De acuerdo con el lema 1.1., el logaritmo de la razón de verosimilitud empírica 

para la media viene dado por:  

( ) ( )∑∑
==

−+=−=
n

i
i

T
n

i
iE Xtpnl

11
)(1log2)(log2)( µµµ rrrrr  . 

A partir de aqui, Hall y La Scala (1.990, pg.114) prueban el siguiente teorema: 
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Teorema 1.2. (Hall y La Scala (1.990, pg.114)) 

1º. Una región de confianza de verosimilitud empírica para una media 

poblacional es siempre convexa. 

2º. Una región de confianza de verosimilitud empírica para una función continua 

de una media poblacional es siempre conexa.  

3º. Sin embargo, excepto en el caso donde la función es escalar, la región de 

confianza de verosimilitud empírica para una función continua de una media 

poblacional puede ser no convexa con probabilidad positiva.   

 

1.3.1. Verosimilitud Empírica generalizada. 
 Vamos a considerar la siguiente generalización de la función de Verosimilitud 

Empírica: 

Sea  
r
θ   alguna característica de una población (como la media), para la que 

queremos construir una región de confianza. Sea ( )kXX
rr

,...,1  con frecuencias  ni>0 y  

nn
k

i
i =∑

=1
, una muestra aleatoria, que puede ser de vectores, independiente y con 

distribución común  F0,  obtenida de la población. Sea  rp =(p1,...,pk)  un vector tal que 

cada   pi ≥ 0  y   1
1

=∑
=

k

i
ip . Sea  

r rθ( )p   el valor del parámetro 
r
θ   cuando la  población  

es  discreta  con probabilidad   pi   en  el  punto  iX
r

 (por ejemplo, si 
r
θ  es la media 

poblacional,  ∑
=

=
k

i
ii Xpp

1

)(
rrr

θ ).  

 Entonces, podemos definir la verosimilitud empírica generalizada para una 

función suave de la media como: 

 

Definición 1.4.  

La función de verosimilitud empírica generalizada para 
r rθ( )p   evaluada en 

r r
θ θ= 1   se define como: 

∏
=

≥

=

=

∑

=

=

k

i

n
i

p

p

pp

i

i

k

i
i

pL Max
1

0

1

)(:
1

*

1

1

)(
θθ

θ
rrrr

r
. 
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 Como podemos observar, la definición es similar a la de función de 

verosimilitud empírica, con la diferencia de que se pueden considerar valores muestrales 

repetidos (puede existir algún ni>1), de manera que si todas las frecuencias absolutas 

muestrales son iguales a uno ni =1   ∀i=1,...,k, tenemos que ambas definiciones son la 

misma. De nuevo, el objetivo que buscamos es obtener los parámetros de la 

multinomial, p1,...,pk  que maximizan esta función, para así tener el valor de la función 

de verosimilitud empírica generalizada del parámetro  
r
θ   buscado, que es función suave 

de la media µ.  

 Sujeto solo a las restricciones  1
1

=∑
=

k

i
ip   y  kipi ,...,10 =∀≥   el producto se 

maximiza cuando  pi = ni·n-1   para  1≤ i ≤ k. Para esta elección de rp , tenemos 
r r r
θ θ( ) $p = , el llamado estimador bootstrap; donde, por ejemplo, cuando 

r
θ  es la media 

poblacional,  ∑
=

−−− =
k

i
iik Xnnnnnn

1

111
1 )·,...,·(

rr
θ ,  es, de nuevo, la media muestral. En este 

caso, tenemos que ∏
=

−=
k

i

n
i

n innL
1

* )ˆ(θ
r

 Por consiguiente, podemos definir: 

 

Definición 1.5.  

La razón de la verosimilitud empírica generalizada para  
r rθ( )p   evaluada en 

r r
θ θ= 1   está dada por: 

∏
∏ =

≥

=

=

= ∑

==

=

k

i

n
i

p

p

pp
k

i

n
i

i

i

k

i
i

i

pn
nL

LR Max
1

0

1

)(:

1

*
1

*

1
*

1

1

1
)ˆ(
)()(

θθθ
θ

θ
rrrr

r

r
r

  . 

 

Definición 1.6.  

El logaritmo de la razón de verosimilitud empírica generalizada para  
r rθ( )p   

evaluado en 
r r
θ θ= 1   está dado por:  
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





















∑

−=−=−= ∏
∏ =

≥

=

=

=
=

k

i

n
i

p

p

pp
k

i

n
i

E
i

i

k

i
i

i

pn
nL

LRl Max
1

0

1

)(:

1

*
1

*

1
*

1
*

1

1

1log•2
)ˆ(
)(log•2))(log(•2)(

θθθ
θ

θθ
rrrr

r

r
rr

. 

 

 Estudiamos ahora el desarrollo del problema de optimización de la función de 

verosimilitud empírica generalizada para la media, que sería análogo para una función 

suave de la media:  

 

Lema 1.2. (de optimización de la verosimilitud empírica generalizada) 

Los valores de  pi  que maximizan la función de verosimilitud empírica 

generalizada de la media evaluada en  
r r
µ µ= 1   

∏
=

≥

=

=

∑

=

=

k

i

n
i

p

p

pp

i

i

k

i
i

pL Max
1

0

1

)(:
1

*

1

1

)(
µµ

µ
rrrr

r  

son: 

( )( ) 1
1

1 1·
−− −+= µr

rr
i

T
ii Xtnnp ,  ∀i= 1,...,k , 

donde los valores de 
r
t  son vectores que dependen de 

r
µ1  (

r r
t = λ µ( )1 ), y que 

satisfacen:  

 ( ) ( )( ) ( )




=−−+=− ∑∑
=

−−

=

01·
1

1
1

1
1

1
1

rrrrrrrr k

i
ii

T
i

k

i
ii XXtnnXp µµµ , 

y, por tanto, tenemos que: 

  ( )( )( )∏
=

−− −+=
k

i

n

i
T

i
n i

XtnnL
1

1
11

* 1)( µµµ
rrrr    y 

( )( )( )
=


















−+

−=

∏

∏

=

−

=

−−

k

i

n
i

n

k

i

n

i
T

i
n

i

i

nn

Xtnn
l

1

1

1
1

1
*

1
log•2)(

µ
µµ

rrr

r  
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( )( )( ) =+−+−= ∑∑
==

−
k

i
ii

k

i
i

T
ii nnXtnn

11

1
1 )log(21log2 µr

rr

( )( ) =+−++−= ∑ ∑∑
= ==

k

i

k

i
ii

k

i
i

T
iii nnXtnnn

1 11
1 )log(21log2)·log(2 µr

rr  

( )( )∑
=

−+=
k

i
i

T
i Xtn

1
11log2 µr

rr . 

   Demostración: 

Es totalmente análoga a la del lema 1.1. ya estudiado.  

 

 Puesto que las expresiones del logaritmo de la razón de verosimilitud empírica y  

del logaritmo de la razón de verosimilitud empírica generalizada para la media son 

iguales, podemos aplicar los teoremas 1.1. y 1.2. para la verosimilitud empírica 

generalizada para la media sin ningún problema, por lo que en esta extensión para la 

media, que es lo que realmente nos va a interesar, podemos hacer inferencia de la 

misma forma que en la función de verosimilitud empírica.  

  

1.4. El concepto de Curva de verosimilitud más 

probable. 
 Vamos a estudiar otro antecedente de la utilización de una función similar a la 

que nosotros vamos a escoger como verosimilitud del problema. Este antecedente es la 

Curva de verosimilitud más probable. 

Introducida y desarrollada en distintos trabajos por McCray (1984, 1997), 

fundamentalmente en el marco de auditoría de cuentas, define esta verosimilitud para 

realizar inferencia sobre el parámetro estudiado, a partir de una información muestral 

dada. 

Procede del siguiente modo: 

Dada una muestra aleatoria de tamaño  n  con  k  observaciones distintas 

(X1,...,Xk)  cada una de ellas con frecuencia absoluta  ni, donde  ni >0  para  i=1,...,k  y  

nn
k

i
i =∑

=1
; sea  pr =(p1,...,pk) con pi >0  para  i=1,...,k  y  1

1

=∑
=

k

i
ip , el vector formado 

por las proporciones poblacionales desconocidas para cada observación muestral;        
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sea θ
r

 el vector de parámetros desconocidos de la población, que son función de la 

muestra y del vector  pr . 

Entonces, la función de verosimilitud, a la que nombra como función de 

verosimilitud más probable, para un vector de parámetros dado es: 

∏
=

=
k

i

n
i

ipCpL Max
1

·)|( θ
rr , 

donde  ),( pXf rrr
=θ  y C es una constante normalizadora. 

En nuestro caso, tenemos que el parámetro desconocido θ
r

   será la media µ  y  

la función  ∑
=

=
k

i
ii xppXf

1

·),( rr
. 

A partir de esta verosimilitud se realizan contrastes de hipótesis sobre el 

parámetro, utilizando la razón de verosimilitudes entre la hipótesis nula y la alternativa; 

y se obtienen regiones de confianza con nivel de confianza 1-α  sobre el mismo 

parámetro, de manera que  P[L(p|θ) ≥ c] =1-α. 

Como se puede observar, en este caso la función de verosimilitud es 

exactamente la misma que en la verosimilitud empírica, pero la forma de realizar 

inferencia varía. 

 

1.5. Verosimilitud Modificada. 
Desarrollada por McCray, Hernández y Vázquez (1995), estudia una adaptación 

de una función de tipo multinomial para que pueda ser combinada con información a 

priori sobre el parámetro desconocido (en nuestro caso la media) para un espacio 

paramétrico discreto a través del teorema de Bayes. 

Consideremos un experimento en el que el resultado de cada realización 

pertenece a una de las  k  categorías alternativas en que se ha dividido el espacio 

muestral. Sea  p=(p1,...,pk) un vector de probabilidades, es decir,  0 ≤ pi ≤ 1, para todo 

i=1,...,k  y  1
1

=∑
=

k

i
ip , donde cada  pi  designa la probabilidad de que el resultado de una 

realización particular del experimento pertenezca a la categoría  i-ésima.  

Consideramos  n  realizaciones independientes del experimento, y sea (n1,...,nk) 

un vector aleatorio donde  ni  indica el número de realizaciones en las que se presenta la 
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categoría  i-ésima y se verifica que  nn
k

i
i =∑

=1
. Entonces, la distribución del vector 

aleatorio (n1,...,nk)  es una distribución multinomial de parámetros (p1,...,pk), es decir: 

[ ] ∏
=

=
k

i

n
i

k
k

ip
nn

npnnnP
11

1 !!·...·
!,|,..., , 

donde  ni =0,1,...,n  y nn
k

i
i =∑

=1
. 

Designaremos a la distribución multinomial con los parámetros indicados por 

M(p1,...,pk) o por  )( pM r . 

Si tenemos un problema estadístico con esta función de verosimilitud y 

queremos realizar un análisis bayesiano, sería necesario disponer de información a 

priori sobre los parámetros de dicha función, es decir, (p1,...,pk), para poder aplicar el 

teorema de Bayes. Pero este no es nuestro caso, puesto que nuestra información a priori 

se refiere a la media de la variable estudiada, que es función de los parámetros de la 

función de verosimilitud. Es decir, si notamos por  Θ  el espacio paramétrico de los 

parámetros (p1,...,pk)  y por  Λ  el espacio paramétrico de la media  µ  de la variable 

estudiada, tenemos una función de la que sí disponemos de información: 

µϕ

ϕ

==→

Λ→Θ

∑
=

k

i
iikk xppppp

1
11 ·),...,(),...,(

:
 

Esta función ϕ  es inyectiva y medible, y el conjunto Λ es discreto.  

Por tanto, disponemos de información a priori sobre los valores de µ, que 

notaremos como  π(µ). 

 Pero, como ya hemos comentado anteriormente, el teorema de Bayes no permite 

la combinación de la verosimilitud M(p1,...,pk) con la distribución a priori  π(µ). Por 

tanto, no es posible, en principio, realizar un análisis bayesiano, ya que, entre otros 

problemas, la función de verosimilitud del problema no es integrable respecto de la 

medida de probabilidad a priori disponible.  

 A continuación vamos a modificar la verosimilitud original del problema para 

que la nueva verosimilitud modificada sea compatible con la distribución a priori 

disponible, en el sentido de poderle aplicar el teorema de Bayes con la información a 

priori disponible. Utilizamos, para ello, la siguiente notación: 
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Sea  Θ  un espacio métrico separable, A el σ-álgebra natural sobre Θ y               

B un sub-σ-álgebra de A. 

Sean Ab
+(p) el conjunto de todas las funciones real-valuadas  f(p), que son no 

negativas, acotadas y A-medibles; π  una medida de probabilidad sobre (Θ,B); 

∫
Θ

*

)()( dppf π ,  para   f(p) ∈ Ab
+(p)  la integral superior de  f(p)  respecto de  π; e           

IC   la función indicadora del conjunto  C. 

 

El siguiente teorema nos da la verosimilitud modificada que nos interesa para 

restablecer el teorema de Bayes. 

 

Teorema 1.3. (Cano, Hernández y Moreno (1987a,b,c)) 

Sea  f(p) perteneciente a  Ab
+(p). Entonces: 

1º. Existe una función no negativa, finita y B-medible  fπB(p) definida salvo una     

π-equivalencia por: 

∫∫ ∈=
*

),()()()(
FF

B BFdppfdppf πππ  

2º. Para cada  f(p) perteneciente a Ab
+(p), existe una versión  )(ˆ pf B

π  tal que: 

)()(ˆ pfpf B ≥π   y  )()( pfpf B ≥π , casi seguro [π] 

3º. Algunas propiedades básicas de la transformación  f → fπB(p)  son  las 

siguientes: 

a) Si   f(p) ≤ K para todo   p ∈ Θ, entonces  fπB(p) ≤ K,   casi seguro [π] 

b) [a· f(p)] π
B = a· fπB(p) casi seguro [π], siendo  a  una constante. 

c) Dadas dos funciones  f(p)  y  g(p), entonces: 

[f(p) + g(p)] π
B ≤  fπB(p) + gπB(p),  casi seguro [π]  

d) Si las funciones  f(p)  y  g(p)  satisfacen   f(p) ≥ g(p), entonces: 

fπB(p) ≥ gπB(p),  casi seguro [π] 

e) Eπ[ fπB(p)] = ∫
*

)()( dppf π  

f) Si  f(p)  es una función B-medible, entonces  fπB(p) = f(p),  casi seguro [π] 
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4º. Si B está generado por una partición numerable  {Bn}, entonces, para cada  f(p) 

perteneciente a Ab
+(p), la función de salto definida por  

)(·)(sup)( pIpfpf
n

n

B
n Bp

B ∑
∈

=  

es una versión común de { fπB(p) : π∈H}, donde H es la clase de todas las 

medidas de probabilidad sobre B.  

   Demostración: 

Este teorema es una versión condensada y simplificada, a nuestros intereses en esta 

memoria, de resultados que aparecen en Cano, Hernández y Moreno (1987a, b y c). 

 

 La función  fπB(p)  del Teorema 1.3. es la verosimilitud modificada que nos 

interesaba. El uso de esta función para definir una distribución a posteriori bajo 

información a priori parcial puede verse en Cano, Hernández y Moreno(1986). 

 Con la terminología del Teorema 1.3., podemos reescribir nuestro problema de 

la siguiente forma: 

Disponemos de una función de verosimilitud  M(p1,...,pk) que será A-medible, 

donde A es el σ-álgebra usual de Borel. 

Disponemos de una información a priori dada por una medida de probabilidad 

sobre Λ  con el σ-álgebra usual. 

Como Λ es discreto, los conjuntos formados por un punto {µ} son átomos de su 

σ-álgebra, por lo que conjuntos de la forma: 

}),...,(:),...,{(})({ 11
1 µϕµϕ =Θ∈=−

kk pppp  

pertenecen al  σ-álgebra A. 

 Sea B el sub-σ-álgebra de A inducido por ϕ  sobre Θ; si definimos la 

probabilidad de un conjunto de la forma  ϕ -1({µ}) por la probabilidad de {µ}, 

tendremos una medida de probabilidad, que seguimos notando por π, sobre el sub-σ-

álgebra B. 

 El problema es que la verosimilitud  M(p1,...,pk)  y la medida de probabilidad π 

no son compatibles para utilizar el teorema de Bayes. No son compatibles porque 

M(p1,...,pk) es A-medible y  π está definida sobre B, donde B es un sub-σ-álgebra 

estricto de A y M(p1,...,pk) no es B-medible. El teorema 1.3. aporta una solución a este 

problema transformando la verosimilitud. 
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 En este caso el sub-σ-álgebra está generado por una partición numerable, por lo 

que la verosimilitud modificada admite una expresión explícita de la forma: 

})({1
})({),...,(

1 1
1

1

·),...,(sup),...,(
µϕ

µ µϕ
−

−
∑

∈
= IppMppM k

pp
k

B

k

, 

observando que esta función es constante sobre cada conjunto del tipo ϕ -1({µ}), se 

puede escribir como 

})({1
})({),...,(

1
1

1

·),...,(sup)(
µϕ

µ µϕ
µ −

−
∑

∈
= IppMM k

pp

B

k

 

 La verosimilitud modificada es una función B-medible, por lo que es compatible 

con la distribución a priori  π. Por consiguiente, podemos utilizar el teorema de Bayes 

para establecer la distribución a posteriori 

∑
Λ

=
)()·(

)()·()(·|
µπµ
µπµπ B

B

M
Mdatos . 

 Por tanto, en nuestro caso, la verosimilitud modificada va a ser: 

∏
=

=

=

≥

∑

∑

=

=

=

k

i

n
i

xp

p

pp

B i

k

i
ii

k

i
i

i

pM Max
1

·

1

0:

1

1

)(

µ

µ
r

, 

y, por definición, consideramos el valor 00 como 1, es decir:  

∏
∈

=

=

≥

∑

∑

=

=

=

Ii

n
i

xp

p

pp

B i

k

i
ii

k

i
i

i

pM Max

µ

µ

1

1

·

1

0:
)(

r
, 

donde I  es el conjunto de valores que toma la muestra, es decir, aquellos valores con 

ni>0. 

 



 
 
 

CAPÍTULO 1: EL PROBLEMA DE LA VEROSIMILITUD 
 

 22

1.6. Relación entre la verosimilitud empírica 

generalizada y la verosimilitud modificada. 
Veamos la relación existente entre la función de verosimilitud empírica 

generalizada y la verosimilitud modificada para la media de una variable aleatoria: 

Para ello, en primer lugar, vamos a ver que los dos problemas siguientes son 

equivalentes: 

Dada una muestra de tamaño  n  procedente de una variable aleatoria con 

espacio muestral dividido en k clases de una partición, en la cual se obtienen  r  

valores muestrales distintos, cada uno con frecuencia  ni, de manera que  

nn
r

i
i =∑

=1
. 

• Problema número 1: 

La verosimilitud modificada: 

{ }
∏
∈∈ Ii

n
i

Iip

i

i

pMax
:

 

sujeto a: 



















∪∈≤≤

=+

=+

∑∑
∑∑

∈∈

∈∈

IIip

pxpx

pp

i

Ij
jj

Ii
ii

Ij
j

Ii
i

;10

1

µ , donde  
{ }

{ } 







<=
=∪

krrI
kII

;,...,2,1
,...,2,1

,  

con I el conjunto de valores observados en la muestra y  I   el resto de 

posibles valores que puede tomar la variable aleatoria estudiada. 

Suponemos todos los xi positivos (si no lo fueran haríamos un cambio de 

variable para conseguirlo). 

• Problema número 2: 

{ }
∏
∈∈ Ii

n
i

Iip

i

i

pMax
:

 

sujeto a: 

 



















∈≤≤

≤

≤

∑
∑

∈

∈

Iip

px

p

i

Ii
ii

Ii
i

;10

1

µ . 
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Para realizar la demostración vamos a resolver el primer problema, 

viendo que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker: 

Las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema: 

Min  f(x) 
sujeto a: 

 































=

=
≤

≤

+

0)(

0)(
0)(

0)(

1

1

xg

xg
xg

xg

m

k

k

M

M

 son: 

1. ∑
=

=∇+∇
m

i
ii xgxf

1
0)()(
r

λ . 

2. Ortogonalidad: 

mkjxg
kixg

xg

xg

j

i

k

kk

,...,10)(.5
.,...,10)(.4

0,...,.3
0)(

0)(

1

11

+==
=≤

≥
=

=

λλ
λ

λ
M

 

Para el caso de maximizar solo cambia que los  λi ≤0. 

En nuestro caso, tenemos, tras tomar logaritmos: 

{ }
∑
=∈

r

i
ii

Iip
pnMax

i 1:
)·log(  

sujeto a: 



















≤−≤

=

=

∑
∑

∪∈

∪∈

)0(0

1

ii

IIi
ii

IIi
i

pp

px

p

µ  

 Sea  ),...,,( 21 kpppp =r  

Entonces, como: 
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 gi )( pr  = - pi       i =1,...,k 

01)(
1

1 =−= ∑
=

+

k

i
ik ppg r  

0)(
1

2 =−= ∑
=

+ µ
k

i
iik xppg r  

tenemos: 

  







=∇ 0...,0,,...,)(

1

1

r

r

p
n

p
n

pf r  

  ∇gi )( pr  = - ei = (0,...,0,-1(i),0,...,0) 

 ∇gk+1 )( pr  = (1,...,1) 

∇gk+2 )( pr  = (x1,...,xk). 

 Entonces, las condiciones de Kuhn-Tucker son: 

∑∑∑∑
====

−







−+








−+=

k

i
ii

k

i
ii

k

i
i

r

i
ii pxpppnpxL

11
2

1
1

1

··1)log(),( λµαα  

1. rix
p
n

ii
i

i ,...,1;021 ==++− ααλ   

krjx jj ,...,1;021 +==++− ααλ  

2. kipii ,...,1;0 ==λ  

3. λj ≤ 0;   j=1,...,k. 

4. - pi ≤ 0;    i=1,...,k 

5. 1
1

=∑
=

k

i
ip  

µ=∑
=

k

i
ii px

1

 

En el óptimo tiene que ocurrir que  pi ≠ 0  para  i =1,...,r , para evitar problemas 

con el valor de la función objetivo (∏pi = 0), por lo que: 

 λi = 0  para  i=1,...,r. 

Veamos qué ocurre con  λr+1,...,λk. 

Supongamos que dos de ellos son iguales a cero: 

 0
21
== jj λλ  
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Entonces: 

11
2

1
21 0 jj xx =−⇒=+

α
α

αα  

22
2

1
21 0 jj xx =−⇒=+

α
α

αα , 

  lo cual es imposible, ya que 
21 jj xx ≠ ; 

por lo que, a lo sumo, existe un único λj nulo, por lo que, debido a 

0=ii pλ para   i =r+1,...,k , existirá, a lo sumo, un único  pi  no nulo 

para   i =r+1,...,k. 

 Sea  pj  el único no nulo para   j = r+1,...,k. 

 Por tanto, tenemos la siguiente transformación del primer problema: 

{ }
∑
=∈

r

i
ii

Iip
pnMax

i 1:
)·log(  

sujeto a: 





























=≤−−

=+

=+

∑

∑

=

=

ripp

xpxp

pp

ji

r

i
iijj

r

i
ij

,...,1;0,

1

1

1

µ , 

 que es un problema de maximización con función objetivo cóncava y 

restricciones convexas, por lo que un punto de Kuhn-Tucker será un 

punto óptimo. 

 Veamos ahora la equivalencia de los problemas primero y segundo: 

Si el valor  λj es no nulo, tenemos la equivalencia, ya que  pj  sería nulo. 

Si el valor  λj es nulo: 

Sea (p1,...,pr,pj) una solución del problema primero. Veamos que 

(p1,...,pr) es solución del problema segundo: 
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Supongamos que no lo es. Entonces, existe (p’1,...,p’r) solución 

del problema segundo, tal que: 

 1'
1

≤∑
=

r

i
ip    

    µ≤∑
=

r

i
ii xp

1
'  

y además ∏∏
==

>
r

i

n
i

r

i

n
i

ii pp
11

' . 

Sea  p’’j  la solución del sistema 

∑
=

−=
r

i
ij pp

1
'1''    

 ∑
=

−=
r

i
iijj xpxp

1
''' µ . 

Entonces, el vector (p’1,...,p’r,p’’j)  contradice que   

(p1,...,pr , pj) sea solución del problema de verosimilitud 

modificada; por lo que tenemos que (p1,...,pr) es solución 

del problema segundo. 

Sea (p1,...,pr) una solución del problema segundo. Veamos que 

(p1,...,pr,pj) es solución del problema primero (donde ∑
=

−=
r

i
ij pp

1

1 ): 

Supongamos que no lo es. Entonces, existe (p’1,...,p’r,p’j) 

solución del problema primero, tal que: 

 1''
1

=+∑
=

j

r

i
i pp    

    µ=+∑
=

jj

r

i
ii xpxp ''

1
 

y además ∏∏
==

>
r

i

n
i

r

i

n
i

ii pp
11

' . 

Entonces, el vector (p1,...,pr) no es solución del problema 

segundo; por lo que tenemos que (p1,...,pr,pj) es solución 

del problema primero. 
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Una vez que hemos visto que ambos problemas son equivalentes, vamos a ver 

que la solución del segundo problema se obtiene siempre cuando las restricciones se 

saturan. Para ello, vamos a comenzar a resolver el problema: 

Problema número 2: 

{ }
∏
∈∈ Ii

n
i

Iip

i

i

pMax
:

 

  sujeto a: 

 



















∈≤≤

≤

≤

∑
∑

∈

∈

Iip

px

p

i

Ii
ii

Ii
i

;10

1

µ . 

En nuestro caso, tenemos, tras tomar logaritmos: 

{ }
∑
=∈

r

i
ii

Iip
pnMax

i 1:
)·log(  

sujeto a: 



















≤−≤

≤

≤

∑
∑

∈

∈

)0(0

1

ii

Ii
ii

Ii
i

pp

px

p

µ  

 Sea  ),...,,( 21 rpppp =r  

Entonces, como: 

 gi )( pr  = - pi       i =1,...,r 

01)(
1

1 ≤−= ∑
=

+

r

i
ir ppg r  

0)(
1

2 ≤−= ∑
=

+ µ
r

i
iir xppg r  

tenemos: 

  







=∇

r

r

p
n

p
n

pf ,...,)(
1

1r  

  ∇gi )( pr  = - ei = (0,...,0,-1(i),0,...,0) 

 ∇gr+1 )( pr  = (1,...,1) 

∇gr+2 )( pr  = (x1,...,xr). 
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 Entonces, las condiciones de Kuhn-Tucker son: 

1. rix
p
n

ii
i

i ,...,1;021 ==++− ααλ   

2. ripii ,...,1;0 ==λ  

01
1

1 =







−∑

=

r

i
ipα  

0
1

2 =







−∑

=

µα
r

i
ii px  

3. λj ≤ 0;   j=1,...,k. 

α1, α2 ≤ 0 

4. - pi ≤ 0;    i=1,...,k 

5. 01
1

≤−∑
=

r

i
ip  

0
1

≤−∑
=

µ
r

i
ii px  

En el óptimo tiene que ocurrir que  pi ≠ 0  para  i =1,...,r , para evitar problemas 

con el valor de la función objetivo (∏pi =0), por lo que: 

 λi = 0  para  i=1,...,r. 

Para ver que la solución se obtiene cuando las restricciones se saturan, 

consideramos los siguientes casos: 

• Supongamos que en ninguna de las restricciones se cumple la igualdad: 

1
1

<∑
=

r

i
ip    ,      µ<∑

=

r

i
ii px

1
. 

Entonces, por la condición 2. de Kuhn-Tucker, tenemos que  α1 = α2 = 0. 

Por tanto, por la condición 1., tenemos que 0=
i

i

p
n

 para todo valor i=1,...,r, 

lo cual es imposible.  

Por consiguiente, en alguna restricción debe cumplirse la igualdad. 

• Supongamos que se cumple la igualdad en la primera restricción y no en la 

segunda: 

1
1

=∑
=

r

i
ip    ,      µ<∑

=

r

i
ii px

1
. 
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Entonces, en el caso equivalente de la verosimilitud modificada tenemos: 









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=+

∑∑
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+==

+==

µ
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11

11
1
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+=
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ii xp  ⇒ 

⇒
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
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



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∑∑
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+==

+==

µ
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r

i
i

k
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i
i

xpxp

pp

11

11
1

 ,   

lo cual es contradictorio, ya que la solución del problema inicial no lo es del 

problema de verosimilitud modificada. 

• Supongamos ahora que se cumple la igualdad en la segunda restricción y no 

en la primera: 

1
1

<∑
=

r

i
ip    ,      µ=∑

=

r

i
ii px

1

. 

Entonces, en el caso equivalente de la verosimilitud modificada tenemos: 


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,    

lo cual es contradictorio, ya que la solución del problema inicial no lo es del 

problema de verosimilitud modificada. 

Por tanto, la solución de este problema se alcanza cuando en las restricciones se 

saturan. 

Por tanto, hemos demostrado el siguiente teorema: 

 

Teorema 1.4. 

El problema: 

{ }
∏
∈∈ Ii

n
i

Iip

i

i

pMax
:
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sujeto a: 

 




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
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

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alcanza la solución cuando en las restricciones se tiene la igualdad, es decir, que 

este problema tiene la misma solución que el problema de la verosimilitud 

empírica generalizada: 

{ }
∏
∈∈ Ii

n
i

Iip

i

i

pMax
:

 

sujeto a: 






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




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
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∑
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Iip
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Ii
ii
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;10
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µ ,  

siempre que µ  esté dentro del intervalo de valores de la muestra, es decir, 

siempre que el problema de la verosimilitud empírica generalizada tenga 

solución. 

 

 Por tanto, hemos visto que los problemas de la verosimilitud empírica 

generalizada y la verosimilitud modificada son equivalentes. 

 

1.7. La función de verosimilitud elegida  y sus 

propiedades. 
  Una vez estudiado todo lo anterior estamos en condiciones de elegir la función 

de verosimilitud del problema que estamos estudiando. Resumiendo:  

  Dada una muestra aleatoria de tamaño  n  con  k  observaciones distintas 

(X1,...,Xk) cada una de ellas con frecuencia absoluta  ni, donde  ni >0  para  i=1,...,k  y  

nn
k

i
i =∑

=1

; sea  pr =(p1,...,pk) con pi >0  para  i=1,...,k  y  1
1

=∑
=

k

i
ip , el vector formado 

por las proporciones poblacionales desconocidas para cada observación muestral; y 

sea µ  la media de la variable aleatoria, que es el parámetro desconocido de la 
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población, que es función de la muestra y del vector  pr , y sobre el que vamos a 

realizar la inferencia.  

  La función de verosimilitud elegida para realizar el estudio a posteriori de la 

media de la variable aleatoria es: 

( )
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Estudiamos ahora algunas de sus propiedades más importantes: 

 

1.7.1. Dependencia de los datos. 
   Esta función de verosimilitud tiene una ventaja fundamental en su uso, y es que 

esta verosimilitud es una función que depende exclusivamente del conjunto de datos 

seleccionado y de la definición del parámetro elegido, no siendo necesarios supuestos 

adicionales acerca de la distribución de la variable aleatoria estudiada.  

 

1.7.2. Continuidad. 

   Vamos a ver que la función de verosimilitud elegida es continua respecto de µ, 

lo cual va a ser de bastante utilidad para el posterior estudio de la robustez bayesiana: 

 

Teorema 1.5. 

   La función de verosimilitud elegida es continua respecto de µ  en la recta real 

ℜ. 

 Demostración: 

Sean     x1,...,xk ∈ ℜ  distintos entre sí  y   n1,...,nk ∈ ℵ-{0}. 

Consideremos la aplicación:  

)()(
:

µφµ DMaxf
f
=

ℜ→Λ
,  donde: 
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φ  es la aplicación continua  

∏
=

=→=

ℜ→ℜ
k

i
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ik
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ippppp
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
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k ppxpppppD µµ . 

El hecho de que en  Dµ  admitamos  pi ≥ 0 en lugar de  pi >0 es indiferente, 

puesto que en los puntos  p=(p1,...,pk) en los que algún  pi = 0 se tiene que  

φ(p)=0. 

 Siendo: 

∆k-1={p=(p1,...,pk)∈ℜk: 1
1

=∑
=

k

i
ip ; p1,...,pk ≥0} (el simplex (k-1)-dimensional) y 

µµ µ =≡∏ℜ∈∀ ∑
=

k

i
ii xp

1
,   un hiperplano de ℜk, 

es fácil observar que  Dµ = ∏µ ∩ ∆ k-1  para todo  µ∈I. 

 Entonces, se verifica: 

1. ℜ∈∏ µµ ,  son todos ellos planos paralelos entre sí y, puesto que ∆k-1  es 

convexo, compacto de frontera regular, podemos afirmar que: 

0,0 21 >∃>∀ δδ  tal que si 2δµµ ≤− , entonces: 

∅≠∩∈∀
∅≠∩∈∀

µµ

µµ

δ
δ

DpBDp
DpBDp

),(,
),(,

1

1 , 

donde B(p,δ) es la bola de centro p y radio δ 

2. ∆k-1  es compacto y, puesto que φ  es continua, será uniformemente 

continua sobre ∆k-1, y por ello: 

Si δδε ≤−>∃>∀ 21:0,0 pp , entonces  εφφ ≤− )()( 21 pp  

3. Dµ  es compacto y φ  es continua en Dµ, por lo que: 

µµµ Dp ∈∃Λ∈∀ ,   tal que  )()()( µµ φφµ pDMaxf ==  

Sea entonces   ε∈ℜ+  y aplicando 2., tenemos que: 

1211 :0 δδ ≤−>∃ pp , entonces  εφφ ≤− )()( 21 pp . 
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 Aplicando 1. para  δ1, existe δ2>0  tal que tal que si 2δµµ ≤− , entonces: 

∅≠∩∈∀
∅≠∩∈∀

µµ

µµ

δ
δ

DpBDp
DpBDp

),(,
),(,

1

1 . 

Entonces, dados  µ1  y  µ2  pertenecientes a  Λ  tales que 221 δµµ ≤− , por 1., 

tenemos que: 

121222

212111

),(),(
),(),(

111

121

µµµµµµ

µµµµµµ

δδ
δδ

DpBpDpBDp
DpBpDpBDp
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y entonces: 
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y como  )()(
22 µφµ pf =   y   )()(

11 µφµ pf = , entonces: 





=≤<−
=≤<−

)()()()(
)()()()(

221

112

2

1

µφφεµ
µφφεµ

µ

µ

fppf
fppf

. 

Por tanto, εµµ <− )()( 21 ff , 

y con ello demostramos que  f  es uniformemente continua en  Λ, y por tanto, 

continua en  Λ. 

En el extremo inferior de Λ  f  tiene límite por la derecha igual a cero y en el 

extremo superior de Λ  f  tiene límite por la izquierda igual a cero, debido a su 

construcción, por lo que la función es continua en todo ℜ.   

 

1.7.3. Posibilidad de utilización en el teorema de Bayes. 
   Hemos visto en el apartado de la verosimilitud modificada, que ésta se puede 

combinar mediante el teorema de Bayes con información a priori dependiente 

exclusivamente de µ. 

   La gran diferencia que existe entre la función de verosimilitud elegida y la 

verosimilitud modificada vista con anterioridad es que podemos considerar un espacio 

paramétrico continuo para el parámetro estudiado, la media en nuestro caso, lo que nos 

ha permitido demostrar que la función de verosimilitud escogida es continua, lo cual 

es muy útil para estudiar la robustez bayesiana del problema; mientras que para la 

verosimilitud modificada dicho espacio paramétrico era discreto.  
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   Como tenemos que la verosimilitud elegida es una función continua en un 

intervalo cerrado y acotado, tenemos que es una función integrable en dicho intervalo, 

por lo cual podemos aplicar el teorema de Bayes sin ningún problema para la función 

de verosimilitud elegida combinada con una distribución a priori relativa al parámetro 

media estudiado. 

 

1.7.4. Suficiencia. 
   En este apartado vamos a estudiar la suficiencia, es decir vamos a buscar 

estadísticos suficientes de la distribución a posteriori. 

   El concepto de estadístico suficiente  es de gran importancia para simplificar 

problemas estadísticos, y es una función de los datos que resume toda la información 

muestral disponible sobre el parámetro estudiado. 

   Vamos a estudiar los estadísticos suficientes respecto de la función de 

verosimilitud, puesto que en un estudio bayesiano, los estadísticos suficientes respecto 

de la distribución a posteriori son los estadísticos suficientes de la función de 

verosimilitud utilizada. 

   Es conocido que la distribución multinomial para k posibles valores de la 

variable aleatoria es una distribución exponencial (k-1)-paramétrica, y de cuyo 

desarrollo se obtiene que su estadístico suficiente y completo y, por tanto, minimal 

suficiente está dado por la muestra obtenida de la variable aleatoria explicada. 

   En nuestro caso, tenemos que la verosimilitud, desarrollada para cada valor de 

µ vale: 

( )( )( )∏ −− −+==
i

n

ii
nB iXtnnfxf 11)()|( µµµ . 

con la restricción de 

( )( ) ( ) 01· 11 =−−+∑ −−

i
iii XXtnn µµ  , 

es decir, t  siempre depende del parámetro  µ  desconocido, por lo cual al aplicar el 

teorema de factorización, siempre va a depender la función que contenga al parámetro 

µ  directamente de la muestra, por la construcción de la verosimilitud. 

   Por consiguiente, podemos afirmar que el estadístico minimal suficiente que 

estamos buscando es la propia muestra. 
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1.7.5. Función de verosimilitud en muestras con la misma media y 

varianza muestral. 
  Se puede observar que la función de verosimilitud no depende exclusivamente 

de la media y la varianza de la distribución, sino que va a depender de los datos, pues 

si consideramos dos muestras con la misma media y varianza, pero con distinta 

asimetría, podemos comprobar que la función de verosimilitud obtenida es distinta en 

ambos casos. 

  Para ello, consideramos las dos muestras siguientes, que van a tener la misma 

media y varianza: 

Muestra 1:  309, 310, 311, 312, 313, 315, 316, 321, 330, 350, 400, 500, 593. 

Muestra 2:  411, 410, 409, 408, 407, 405, 404, 399, 390, 370, 320, 220, 127. 

  Podemos observar que ambas muestras tienen media igual a 360 y varianza 

muestral igual a 85.02762. 

  La función de verosimilitud obtenida en ambos casos, podemos comprobar que 

es:  

•  En la primera muestra, tenemos: 

•  En la segunda muestra, tenemos: 
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Por tanto, podemos ver que la verosimilitud elegida no va a depender exclusivamente 

de la media y varianza de la muestra obtenida. 
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Capítulo 2: 

 

Distribución a priori y Robustez Bayesiana. 

 
2.1. Introducción. 

En este segundo capítulo de la memoria vamos a estudiar la elección de la 

distribución a priori correspondiente al parámetro desconocido de interés, la media de la 

variable aleatoria en nuestro caso, que vamos a utilizar para el estudio de la distribución 

a posteriori del parámetro respecto de la información muestral obtenida. Es importante 

tener en cuenta que la verosimilitud que hemos elegido en el Capítulo 1 es continua en 

un espacio paramétrico continuo y combinable mediante el teorema de Bayes con 

cualquier distribución a priori continua en dicho espacio paramétrico.  

Por supuesto, si el investigador conoce por algún motivo la distribución a priori 

del parámetro estudiado, ésta sería la utilizada, pero nos vamos a centrar en el caso de 

que ésta sea desconocida para él. Comenzaremos analizando qué distribuciones a priori 

se han utilizado en aplicaciones previas de alguna función de verosimilitud parecida a la 

que hemos elegido en el capítulo anterior. Estas aplicaciones se refieren una al ámbito 

de la Auditoría de cuentas y otra al estudio de parques naturales en las Islas Canarias, en 

la que se utiliza la distribución a priori de máxima entropía. Comentaremos lo que 

sucede si la distribución a priori elegida es la distribución Uniforme. 
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Continuaremos dando un método de elección de la distribución a priori, que 

denominaremos método de máxima verosimilitud tipo II, aplicado a distintas 

distribuciones de probabilidad. 

Al ser la elección de la distribución a priori, en cierto modo, subjetiva, vamos a 

utilizar la teoría desarrollada en la Robustez Bayesiana para determinarla, en la cual se 

utilizan clases de distribuciones a priori. Nos centraremos en el estudio de la robustez 

global, puesto que es la que mejor se adapta al caso que estamos estudiando, para lo 

cual es necesaria la continuidad de la verosimilitud utilizada, lo cual fue demostrado en 

el Capítulo 1 de la memoria. 

 

2.2. Aplicaciones previas y utilización de la 

distribución Uniforme como distribución a priori. 
Vamos a estudiar dos casos en los que la función de verosimilitud utilizada es la 

verosimilitud modificada estudiada en el capítulo anterior, que es un precedente de la 

función de verosimilitud que hemos elegido. Los casos estudiados se refieren a 

Auditoría de cuentas y Ecología, y en ellos se utilizan distintas distribuciones a priori. 

Además, estudiaremos el caso en el que la distribución a priori elegida sea la 

distribución Uniforme. 

 

2.2.1. Auditoría de Cuentas. 
Nos centraremos en los casos estudiados por Hernández y otros (1995) y 

Moreno Carretero y otros (1997), en los que, en el estudio de Auditorías de Cuentas 

utilizan como función de verosimilitud la verosimilitud modificada. Veamos dicho 

ejemplo: 

 En una auditoría de cuentas se quiere estudiar la cantidad total de error contable, 

que es una medida con fuerte significado intuitivo y de la que el auditor suele tener una 

información a priori relevante. Se supone un gran número de posibles estados de la 

naturaleza del error total igualmente espaciados. Consideramos que se utiliza muestreo 

DUS (Dollar-Unit Sampling) y que estamos interesados en utilizar esta observación 

muestral con información a priori para obtener una distribución a posteriori sobre el 

error total en la contabilidad.  
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Admitiendo errores de subvaloración y sobrevaloración, los posibles errores que 

se pueden presentar, expresados en porcentajes, varían desde –100 hasta 100. Es decir, 

tenemos 201 categorías de fallos: T-100,T-99,...,T-1,T0,T1,...,T99,T100, asociadas con los 

diferentes fallos del –100%,...,100%. Sea  pi  la probabilidad de que una unidad 

monetaria presente un fallo de categoría Ti  (i=-100,...,100). 

 Una muestra DUS de tamaño n proporciona la información muestral 

( )100100 ,...,,..., nnn i− , donde ni  es el número de unidades monetarias que han presentado 

un fallo del tipo  Ti.  

 La magnitud relevante para el auditor, y sobre la cual suele tener información a 

priori, es la cantidad total de error, que viene dada por: 

∑
−=

=
100

100

··
i

ipiKλ , 

donde 
100
RBVK = , es decir, el valor registrado libro dividido entre 100. 

 Como se puede observar, la cantidad total del error es un parámetro similar a la 

media de la variable aleatoria estudiada, salvo que está multiplicado por una constante. 

 Utilizando el resultado estudiado en la verosimilitud modificada, considerando 

un gran número de posibles valores de la media igualmente espaciados, la verosimilitud 

del problema es: 
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 Esta verosimilitud modificada, como ya hemos visto, se puede combinar 

mediante el teorema de Bayes con cualquier distribución disponible por el auditor sobre 

la cantidad de error en la contabilidad, siempre que ésta haya sido discretizada para los 

valores de λ considerados. 

 Como distribuciones de probabilidad a priori se han utilizado por los autores 

anteriormente mencionados, las siguientes: 
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• La distribución Uniforme en el número de estados considerados de la magnitud 

estudiada, que estudiaremos más adelante. 

• Una distribución Beta de parámetros 1 y β, donde β se puede calcular usando un 

error esperado λ0, es decir:   
ββα

αλ
+

=
+

=
1

1
0  ; teniendo, para cada error 

esperado, una distribución a priori distinta. 
 

2.2.2. Ecología. Distribución a priori de máxima entropía. 
 León y Vazquez-Polo (1998) proponen la utilización de la verosimilitud 

modificada combinada con la distribución a priori de máxima entropía en el estudio 

realizado sobre turistas europeos en las Islas Canarias referente al precio que están 

dispuestos a pagar para visitar los distintos parques naturales de las islas.    

 Dividimos el espacio muestral en un conjunto de k intervalos de precios, que es 

lo que ofrecemos a los r turistas encuestados. Sea Bi el punto medio del intervalo i-

ésimo y  pi  la probabilidad de que la respuesta esté dentro del intervalo i-ésimo.  

El parámetro de interés considerado en el estudio es la cantidad media a pagar, 

ya que es función de las observaciones muestrales y de los parámetros del modelo. 

Entonces, un estimador para la media muestral está dado por: 

∑
=

=
k

i
ii pB

1
·µ  

 Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso de auditoría de cuentas, y 

considerando un gran número de posibles valores de la media igualmente espaciados, 

tenemos que la función de verosimilitud modificada es: 
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 Como distribución a priori, los autores consideran la distribución a priori de 

máxima entropía. Veamos brevemente cómo se elige en este caso la distribución a priori 

de máxima entropía de la media. 
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Las distribuciones a priori de máxima entropía son muy flexibles, en el sentido 

de que imponen pocas restricciones a la distribución a priori y solo necesitan una 

estimación del parámetro  µ0  y del rango de valores [a,b] en el que está definido el 

parámetro. Si el espacio muestral es continuo, como es este caso, no existe una 

definición natural de entropía y los autores utilizan la definición de Jaynes (1968), 

según el cual la distribución a priori de máxima entropía para el parámetro media 

considerado,  está dado por: 

ba ee
e

κκ

κµκµπ −−

−

−
=

·)( , 

donde  κ  se obtiene resolviendo la siguiente ecuación no lineal: 
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ee
eeebea , 

pudiéndose obtener distintas distribuciones a priori de máxima entropía para distintos 

valores de µ0: 

• Cuanto más próximo esté el valor de  µ0  a  (a+b)/2, menos apuntada es la 

distribución.  

• Si µ0 es mayor que (a+b)/2, la distribución a priori de máxima entropía es 

asimétrica a la izquierda y tiene forma de J. 

• Si µ0 es menor que (a+b)/2, la distribución a priori de máxima entropía es 

asimétrica a la derecha y tiene forma de J invertida. 

 

2.2.3. Utilización de la distribución Uniforme como distribución a 

priori.  
Si no disponemos de información a priori sobre el parámetro, la media de la 

variable aleatoria de la que hemos tomado una muestra, o la información que 

disponemos sobre el parámetro es relativa a un comportamiento uniforme dentro de un  

intervalo de valores que contiene el comprendido entre el mayor y el menor valor 

muestral, tomaremos como distribución a priori del parámetro desconocido la 

distribución uniforme en el intervalo dado por el menor y el mayor valor muestral 

obtenido. Esta distribución tiene como función de densidad un valor constante dentro 

del intervalo de definición, lo cual nos va a dar un interesante resultado relativo a la 

distribución a posteriori. 
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Lema 2.1. 

Si la distribución a priori del parámetro estudiado, la media, es la Uniforme en 

un intervalo que contiene al formado por el menor y el mayor valores 

muestrales, la distribución a posteriori del parámetro coincide con la función de 

verosimilitud más probable (o la función de verosimilitud empírica generalizada 

normalizada) de los datos. 

   Demostración: 

Es consecuencia inmediata de la construcción de la distribución a posteriori. 

 

 Como consecuencia del lema 2.1., siempre que utilicemos esta distribución a 

priori, podemos obtener información a posteriori del parámetro aplicando toda la teoría 

relativa a la verosimilitud empírica y a la función de verosimilitud más probable, 

desarrollada en la literatura. Además, observaremos como estas dos corrientes son, 

simplemente, un caso particular del problema que vamos a abordar en esta memoria. 

 

2.3. Método de la máxima verosimilitud tipo II para la 

elección de la distribución a priori.  
  Nos ocuparemos ahora del método que vamos a considerar para la elección de la 

distribución a priori. Este método va a ser el de máxima verosimilitud de tipo II. 

 Generalmente, en cada caso estudiado, vamos a tener distintas distribuciones 

como posibles alternativas de la distribución a priori. Este método nos permite contar 

con un criterio de elección de dicha distribución dentro de un conjunto de posibles 

distribuciones a priori. 

 

Definición 2.1. (Berger (1985)) 

Sea  Γ  una clase de distribuciones a priori. 

La distribución Γ∈π̂  verifica para la muestra observada que: 

)|()ˆ|( ππ
π

xmSupxm
Γ∈

= , 

donde  m(x|π) es la densidad predictiva de la muestra dada la distribución a 

priori π, es decir, el denominador utilizado para obtener la distribución a 

posteriori al aplicar el teorema de Bayes: 



 
 
 
APROXIMACIÓN BAYESIANA A LA METODOLOGÍA DE LA VEROSIMILITUD EMPÍRICA 
 

 43

∫
Θ

= θθπθπ dxfxm )()|()|(  

Entonces, decimos que Γ∈π̂  es la distribución a priori de máxima 

verosimilitud tipo II  de la clase  Γ  de distribuciones a priori. 

 

 Nosotros vamos a utilizar este criterio de elección siempre que tengamos una 

clase de posibles distribuciones a priori.  

 En nuestro caso, la densidad predictiva será de la forma: 

∫
Λ

= µµπµπ dfxm B )()·()|( . 

 Esta distribución a priori depende claramente de la muestra obtenida, y la 

elección de una distribución a priori a partir de una muestra, es siempre algo subjetivo; 

sin embargo, puede justificarse la elección de una distribución concreta, ya que si  

m(x|π) es pequeña, es muy improbable que  π  pueda ser válida, por lo que trabajar con 

π  puede ser contraproducente.  

 

2.3.1. Consideración de clases paramétricas usuales. 
 Vamos a estudiar cómo elegir los parámetros de una distribución a priori para el 

parámetro media de la variable aleatoria estudiada dentro de una clase formada por una 

única distribución de probabilidad conocida, pero cuyos parámetros son desconocidos: 

• Distribuciones Normales: 

Si sabemos que la distribución a priori del parámetro estudiado es Normal, pero 

desconocemos los parámetros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada 

por todas las distribuciones Normales. La distribución a priori elegida podría ser la 

distribución de máxima verosimilitud tipo II de la clase. Entonces, la forma de 

buscarla sería encontrar la distribución ML-II de la clase formada por todas las 

distribuciones Normales, es decir, aquella distribución Normal con media y varianza 

tales que la densidad predictiva sea máxima: 

π ∼ N(µ,σ)   tal que  m(x|π(µ,σ))  sea máximo. 

Para ello, utilizamos en la resolución el método de maximización no lineal 

denominado método del elipsoide, cuya idea básica consiste en generar una sucesión 

creciente de elipsoides que contienen al punto óptimo y cuyos centros convergen a 

él; el primer elipsoide se toma suficientemente grande como para que contenga al 
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conjunto factible del problema y a partir de él, se construye la sucesión partiendo 

por la mitad el anterior elipsoide y encerrando aquella mitad, que se sabe que 

contiene la solución óptima, en un nuevo elipsoide de la menor dimensión posible; 

repitiendo el proceso hasta obtener la convergencia. Pero los parámetros que se 

obtienen por este método son la media muestral para µ  y cero para σ, es decir, 

obtenemos la distribución degenerada en la media muestral, cuyo uso carece de 

sentido. Por tanto, la distribución que vamos a elegir de la clase, va a ser aquella 

cuyos parámetros vienen dados por los estimadores de máxima verosimilitud para la 

distribución de probabilidad de la media de la variable aleatoria estudiada, obtenidos 

a partir de la muestra, es decir, la media muestral para µ  y la desviación típica 

muestral dividida entre la raíz cuadrada del tamaño muestral para σ. 

• Distribuciones Gamma: 

Si sabemos que la distribución a priori del parámetro estudiado es una Gamma, pero 

desconocemos los parámetros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada 

por todas las distribuciones Gamma. Para la elección de la distribución a priori, de 

nuevo intentamos utilizar el criterio de la máxima verosimilitud tipo II, pero los 

parámetros que se obtienen no son válidos, puesto que o bien α o bien β toman el 

valor infinito. La distribución que vamos a elegir de la clase, va a ser aquella cuyos 

parámetros vienen dados por los estimadores obtenidos a partir del método de los 

momentos, de manera que la media de la distribución coincida con la media 

muestral y la varianza de la distribución sea la varianza muestral dividida entre el 

tamaño muestral, es decir: 










=

=

nx
S
S

nx

x

x

·
ˆ

·
ˆ

2

2

2

β

α
. 

• Distribuciones Beta: 

Si sabemos que la distribución a priori del parámetro estudiado es una Beta, pero 

desconocemos los parámetros, elegimos la clase de distribuciones a priori formada 

por todas las distribuciones Beta, considerándola en el intervalo formado por el 

menor y mayor valores muestrales obtenidos [a,b], es decir, la variable considerada 

es: 
ab
aX

−
− . Si utilizamos como criterio de elección de los parámetros el de máxima 
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verosimilitud tipo II, nos encontramos de nuevo con una distribución degenerada en 

la media. Por consiguiente, utilizamos de nuevo el método de los momentos en la 

elección de los parámetros, siendo: 





















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



−−−

=


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


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
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−−

=

2

2
2

2

2
2

)1(
ˆ

·

ˆ

x

X

x

X

S

n
S

xxxn

S

n
Sxxxn

β

α
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• Otras distribuciones: 

El procedimiento será análogo para cualquier otra clase formada por una 

distribución de probabilidad con parámetros desconocidos. 

 

 Si queremos obtener la distribución a priori a partir de la intersección de alguna 

de estas clases, obtenemos la distribución a priori de cada una de ellas y, de entre todas 

las obtenidas, la elegimos utilizando el método de máxima verosimilitud tipo II, es 

decir, nos quedamos con aquella que tenga una mayor densidad predictiva. 

 

2.4. Robustez Bayesiana. 
La elección de la distribución a priori, que tiene carácter subjetivo, va a estar 

basada en la información previa que ha ido acumulando el investigador. Pero, en la 

práctica, va a ser muy difícil elegir entre distintas distribuciones con características muy 

similares. Por ejemplo, si sabemos que la distribución de probabilidad a priori es 

simétrica y unimodal, puede ser complicado distinguir entre las distribuciones Normal y 

Cauchy. En otros casos, la elección de la distribución a priori depende de un grupo de 

investigadores, que pueden tener diferentes opiniones a priori. Por tanto, es conveniente 

utilizar distribuciones a priori dadas por clases, que nos van a ayudar a solucionar el 

problema de la elección de la distribución a priori original. Es decir, vamos a sustituir la 

especificación de una distribución a priori por toda una clase de distribuciones. 

Por tanto, vamos a estudiar las herramientas básicas para el estudio de la 

propiedad de robustez respecto de la distribución a priori del análisis. El principal 

objetivo de la robustez bayesiana es cuantificar e interpretar la imprecisión inducida por 
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el conocimiento parcial de la  distribución a priori. Además, se estudian métodos para 

reducir dicha imprecisión  y alcanzar la robustez pretendida. 

Entonces, vamos a elegir una clase de distribuciones a priori, de manera que la 

clase elegida esté de acuerdo con la información que disponemos relativa al parámetro 

estudiado. Propiedades deseables de la clase elegida deben ser: el cálculo de la robustez 

debe ser tan sencillo como sea posible, todas las distribuciones a priori razonables para 

ser utilizadas deben estar en la clase, las distribuciones que no sean razonables para ser 

utilizadas no deben estar en la clase y la clase se debe elegir a partir de la información a 

priori disponible sobre el parámetro estudiado.  

En nuestro caso, el parámetro desconocido es la media  de la variable aleatoria  

X estudiada, la verosimilitud es conocida y de la distribución a priori, por lo general, 

solo vamos a conocer características generales, que trataremos de resumir en una clase 

que contenga a todas las posibles distribuciones a priori del parámetro estudiado.  

Esta imprecisión en la distribución a priori la vamos a medir a partir de una 

cantidad de interés (que puede ser la media a posteriori, la probabilidad a posteriori de 

un conjunto determinado, etcétera), calculando el rango en el que se mueve esta 

cantidad de interés a posteriori si la distribución a priori se encuentra dentro de la clase 

elegida. Si el rango es pequeño, diremos que el análisis es robusto, por lo que el análisis 

se puede realizar de manera satisfactoria; mientras que si esa diferencia es grande, 

diremos que existe carencia de robustez, por lo que deberemos intentar reducir la 

imprecisión, imponiendo nuevas restricciones a la clase de distribuciones a priori o 

tomando más datos muestrales. 

La literatura ha desarrollado tres aproximaciones principales a la robustez 

bayesiana de la distribución a priori basadas en el estudio de una cantidad de interés a 

posteriori.  

La primera es la aproximación informal, en la que se consideran unas pocas 

distribuciones a priori  y se compara la cantidad de interés a posteriori estudiada que se 

obtiene con las distintas distribuciones a priori utilizadas. Esta aproximación es bastante 

simple y puede ser de ayuda, pero tiene el problema de que algunas distribuciones a 

priori compatibles con nuestra información relativa al parámetro no sean consideradas y 

éstas nos pueden dar resultados muy diferentes en la cantidad a posteriori estudiada. 

La segunda es la robustez global, que considera la clase de todas las 

distribuciones a priori compatibles con la información disponible sobre el parámetro, 
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calculando el rango de valores entre los que se encuentra la cantidad de interés a 

posteriori estudiada según varía la distribución a priori dentro de la clase considerada. 

La tercera es la robustez local, que está interesada en el índice de cambio en 

inferencias, con respecto a cambios en la distribución a priori, utilizando técnicas 

diferenciales para evaluar dicho índice. 

Nosotros vamos a centrar nuestro estudio en la robustez global, puesto que la 

verosimilitud que estamos utilizando no nos va a permitir trabajar con la robustez local 

debido a la utilización de técnicas diferenciales. Respecto a la aproximación informal 

podemos comentar que ha sido ampliamente extendida por la robustez global, por lo 

que no vamos a entrar en su estudio. 

 

2.5. Robustez Bayesiana global para clases de 

distribuciones a priori. 
Como ya hemos comentado, vamos a elegir la distribución a priori del parámetro 

estudiado (la media en nuestro caso) a partir de una clase de distribuciones a priori que 

esté de acuerdo con la información previa disponible relativa a dicho parámetro. 

Consideraremos una cantidad de interés a posteriori y calcularemos el rango de valores 

entre los que se encuentra dicha cantidad de interés a posteriori estudiada según varía la 

distribución a priori dentro de la clase considerada. Además, para algunas clases de 

distribuciones a priori consideradas, daremos una distribución a priori que resume toda 

la clase, la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase, que 

utilizaremos como distribución a priori representativa de la clase si el análisis es 

robusto. 

Veamos cómo podemos medir la robustez de un análisis: 

Sea  ρ(x,π) la cantidad de interés a posteriori que queremos estudiar, que viene 

dada por la expresión: 

∫

∫
∫

Θ

Θ

Θ

==
θθπθ

θθπθθ
θθπθπρ

dxf

dxfh
dxhx

)()|(

)()|()(
)|()(),( ,  

siendo π(θ|x) una distribución a posteriori obtenida a partir de una distribución a priori 

π(θ) perteneciente a la clase estudiada. 
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Las cantidades que vamos a considerar con más frecuencia son la media a 

posteriori del parámetro objeto de estudio (la media en nuestro caso) y la probabilidad a 

posteriori de un conjunto C, que se obtienen dando los siguientes valores a la función  

h(θ): 

1. h(θ) = θ,  para la media a posteriori. 

2. h(θ) = IC(θ),  para la probabilidad a posteriori de un conjunto C, donde IC(θ) es 

la función indicadora sobre el conjunto C. 

Calcularemos los rangos de la cantidad para cada clase, es decir, estudiaremos el 

comportamiento del intervalo: 









Γ∈Γ∈
)),((sup)),,((inf πρπρ

ππ
xx . 

Para estudiar la existencia o no de robustez en un caso concreto, definimos la 

sensibilidad relativa (R.S.) de Sivaganesan (1991) como un factor normalizado, de 

manera que sus valores puedan ser comparados: 

100·
),(·2

)),((inf)),((sup
..

0πρ

πρπρ
ππ

x

xx
SR Γ∈Γ∈

−
=  

Este factor puede ser entendido como una cantidad de variación, en porcentaje, de  

))(( θπ hE  cuando  π  varía sobre Γ. 

Vamos a considerar dos tipos de clases de distribuciones a priori. La primera que 

vamos  a considerar es la clase de contaminación, en la cual vamos a especificar una 

distribución a priori base presente en la clase, que tendrá un peso determinado, y va a 

ser contaminada por todas las posibles distribuciones a priori de la clase. La segunda, es 

la clase de distribuciones de probabilidad en una banda de medidas de probabilidad 

dada. 

 

2.5.1. Clases de contaminación. 
El primer tipo de clases de distribuciones a priori relativas al parámetro 

estudiado (media de la variable aleatoria estudiada) que vamos a estudiar es la clase de 

contaminación. Comenzaremos viendo su definición. 
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Definición 2.2. (Berger (1985)) 

Sea  π0(θ) la distribución a priori base relativa al parámetro desconocido, que va 

a ser elegida por el investigador. 

Sea  ε ∈ [0,1] el grado de imprecisión en la distribución a priori inicial, que 

vamos a llamar grado de contaminación. 

Entonces, definimos la clase de ε-contaminación como: 

{ }Ζ∈+−==Γ qq |)(·)()1()( 0 θεθπεθπε , 

donde  Ζ  es un conjunto de distribuciones de probabilidad, que se denomina 

clase contaminante. Posteriormente estudiaremos distintas elecciones de la clase 

contaminante. 

 

 El primer comentario que debemos realizar es relativo a la elección de la 

distribución a priori base elegida por el investigador. Esta distribución debe ser elegida 

de la clase de distribuciones que cumplen la información conocida por el investigador, 

es decir, debe formar parte de la clase contaminante seleccionada. Generalmente, se 

escoge debido sobre todo a su simplicidad matemática. Un método de selección a 

considerar es elegir la de máxima verosimilitud tipo II de entre un número de 

distribuciones a priori candidatas pertenecientes a la clase contaminante elegida (si 

tenemos que elegir una distribución dentro de una clase paramétrica la elegiremos 

utilizando el criterio ya comentado con anterioridad en el punto 2.3.1.). 

Hay muchas razones para considerar estas clases de contaminación. En primer 

lugar, si tenemos que π0(θ) es una distribución a priori creíble, pero en la que podemos 

cometer un error en su elección, en una cantidad  ε.  Así, las posibles distribuciones a 

priori que compensan este pequeño error se encuentran contenidas en la clase de 

distribuciones  Γε. Además, es sorprendentemente fácil trabajar con este tipo de clases 

de distribuciones y las clases son muy sensibles a la elección de la clase contaminante.  

 Este tipo de clases de distribuciones es ideal para analizar la robustez bayesiana 

del problema, ya que se puede ver que los posibles problemas de inferencia o decisión a 

tomar son esencialmente los mismos para cualquier distribución a priori de la clase. En 

realidad el problema se reduce esencialmente a encontrar máximos y mínimos de todas 

las distribuciones a priori de la clase, lo que nos va a permitir encontrar rangos para la 
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media a posteriori del parámetro estudiado, rangos para probabilidades a posteriori de 

conjuntos de confianza, etcétera. 

 Para elegir la distribución a priori con la que vamos a trabajar de cada clase de 

contaminación vamos a utilizar el criterio de máxima verosimilitud de tipo II; de esta 

forma, vamos a tener una distribución a priori concreta cuando consideremos una clase 

contaminante concreta y podremos realizar todos los cálculos con ella. Es decir, para 

Ζ∈+−= qq ),(·)()1()( 0 θεθπεθπ , tenemos que maximizar la densidad predictiva 

)|(·)|()1()|( 0 qxmxmxm επεπ +−=  sobre π, lo cual, claramente, se hace 

maximizando m(x|q) sobre q∈Ζ. Si dicho máximo se alcanza en Ζ∈q̂ , entonces la 

distribución a priori estimada, que va a depender de la muestra, está dada por: 

q̂·)1(ˆ 0 επεπ +−= . 

 La elección de una distribución a priori dependiente de la muestra genera cierta 

controversia, pero se pueden dar muchas razones para hacerlo. Primero, si  m(x|π) es 

pequeña, es muy improbable que  π  pueda ser válida, por lo que trabajar con π  puede 

ser contraproducente. Podemos recordar que cualquier  π∈Γ puede ser tratado como una 

representación razonable de la creencia a priori, así que π̂  es simplemente la 

distribución a priori más posible, a la vista de la opinión a priori y los datos. Además, 

esta forma de elegir la distribución a priori, nos va a dar una serie de resultados 

razonables, como se puede observar en la literatura. 

 Antes de analizar distintas clases contaminantes, vamos introducir una nueva 

notación de la distribución, media y varianza a posteriori, que va a sernos bastante útil 

en el estudio de la robustez bayesiana: 

 

Notación: 

 Dada una distribución a priori de la forma: 

)(·)()1()( 0 θεθπεθπ q+−= , 

tenemos: 

1º. Su densidad predictiva está dada por: 

)|(·)|()1()|( 0 qxmxmxm επεπ +−= . 

2º. Su distribución a posteriori correspondiente es: 

)|())(1()|()()|( 0 xqxxxx θλθπλθπ −+= , 
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donde λ(x)∈ [0,1] adopta la expresión: 

)|(
)|()1(

)( 0

π
πε

λ
xm

xm
x

−
= . 

3º. La media a posteriori del parámetro desconocido µ se puede escribir como: 

)())(1()()()( 0 xxxxx qδλδλδ ππ −+= . 

4º. La varianza a posteriori del parámetro desconocido es: 

       2))()())((1)(()())(1()()()( 00 xxxxxVxxVxxV qq δδλλλλ πππ −−+−+=  

 

 Gran parte de la bondad de la elección de estas clases contaminantes es la 

simplicidad de estas expresiones. 

 Veamos ahora distintas clases contaminantes, comenzando por la más simple, de 

manera que vamos a ir imponiendo sucesivamente nuevas restricciones para intentar 

alcanzar cada vez una mayor robustez. En el estudio, vamos a comenzar estudiando la 

robustez de cada clase y continuaremos obteniendo la distribución a priori de máxima 

verosimilitud tipo II de la clase considerada. Para ello, va a ser necesaria la condición de 

continuidad de la verosimilitud, lo cual es cierto gracias al teorema 1.5. 

 

A) Todas las distribuciones. 

 Una clase contaminante que podemos considerar de forma natural es la clase 

formada por todas las distribuciones de probabilidad, dada una distribución a priori 

inicial π0, es decir, la clase de ε-contaminación: 

{ }101 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , 

donde  Ζ1={todas las distribuciones} es la clase contaminante. 

 Tiene el inconveniente de ser una clase de distribuciones a priori demasiado 

grande, e incluye muchas distribuciones a priori no razonables, pero proporciona 

resultados interesantes para empezar. 

En este caso, así como en los casos de unimodalidad y unimodalidad y simetría, 

que estudiaremos a continuación, es fundamental considerar el siguiente lema: 

 

 

 

 



 
 
 

CAPÍTULO 2:  DISTRIBUCIÓN A PRIORI Y ROBUSTEZ BAYESIANA 
 

 52

Lema 2.2. (Sivaganesan y Berger (1987)) 

Si  A>0  y  f(x)  y  g(x)  son funciones continuas con  g(x) ≥ 0, entonces: 

( )
)(
)(infsup

)()(

)()(
infsup

)()( xgA
xfB

xdFxgA

xdFxfB
xxxdFxdF +

+
=

+

+







∫
∫ , 

donde el supremo y el  ínfimo  están tomados sobre todas las distribuciones de 

probabilidad dF(x), y  A, B, f(x) y  g(x)  son tales que el supremo y el ínfimo de 

)(
)(

xgA
xfB

+
+    se alcanzan para algunos valores de x. 

 

 En el siguiente teorema vamos a ver que el rango de la media a posteriori de h(θ) 

sobre la clase de ε-contaminación se puede obtener encontrando los extremos de una 

función de una variable: 

 

Teorema 2.1. (Sivaganesan (1988)) 

Sea  ρ(x,π) el valor esperado a posteriori de h(θ) con respecto a la distribución a 

priori π. 

Entonces, para la clase de ε-contaminación Γ1, la clase contaminante  Ζ1, y 

siempre que ∞<∫
Θ

θθθθ dqxfh )()|()( , tenemos que: 

( )
)|(

)|()(
infsup),(infsup 0

11 θ
θθ

πρ
θθππ xfA

xfhA
x

+
+

=






Γ∈Γ∈
,  

donde  )|(1
0πε

ε xmA −
=   y   A0 = A·ρ(x,π0) 

 

 Veamos cómo podemos aplicar este resultado a nuestro caso: el parámetro θ  de 

interés es la media µ  de la variable aleatoria estudiada, la función h(µ)  utilizada 

dependerá de la cantidad de interés que queramos estudiar y será función del parámetro 

de interés, y la función de verosimilitud  f(x|θ) del teorema se corresponde con la 

función de verosimilitud  fB(µ)  que hemos estudiado en el Capítulo 1 de esta memoria y 

que cumple la condición de continuidad impuesta por el lema 2.2. gracias al teorema 

1.5. 
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Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori 

formada por todas las distribuciones. En el caso en el que tengamos un grado de 

robustez suficiente, podemos utilizar una función de distribución de la clase como 

distribución a priori para obtener conclusiones a posteriori. Esta función de distribución 

es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos 

permite encontrar la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II y la 

correspondiente distribución a posteriori para la clase considerada: 

 

Teorema 2.2. (Berger y Berliner (1986)) 

Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con 

verosimilitud  f(x|θ). Supongamos que existe el estimador de máxima 

verosimilitud usual del parámetro θ, y es único )(ˆ xθ . Sea 

{ }101 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , donde  Ζ1={todas las distribuciones} es la 

clase contaminante elegida. 

Entonces: 

1º. La distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II está dada por: 

)(ˆ·)()1()(ˆ 0 θεθπεθπ xq+−= , 

donde xq̂  toma probabilidad uno en el punto  )(ˆ xθθ = , es decir, es la 

distribución degenerada en el estimador de máxima verosimilitud del 

parámetro. 

2º. La distribución a posteriori generada está dada por: 

)(ˆ))(ˆ1()|()(ˆ)|(ˆ 0 θλθπλθπ xqxxxx −+= ,  

donde 
))(ˆ|(·)|()1(

)|()1(
)(ˆ

0

0

xxfxm
xm

x
θεπε

πε
λ

+−
−

=  

 

 Este teorema se puede trasladar sin ningún problema a nuestro caso, siendo la 

media  µ  de la variable aleatoria estudiada el parámetro desconocido θ,  fB(µ) la función 

de verosimilitud continua dada en el teorema por  f(x|θ), y )(ˆ xµ  el estimador de 

máxima verosimilitud del parámetro, es decir, la media muestral.  
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B) Distribuciones unimodales. 

 Otra clase contaminante que puede resultar de interés es considerar la clase 

formada por contaminaciones unimodales, con la misma moda θ0 que π0. Esta clase es 

más restrictiva que la anterior, puesto que consideramos la unimodalidad de la 

distribución a priori, por lo que eliminamos de la clase algunas distribuciones 

consideradas en la clase anterior. 

Por tanto, consideramos la clase de ε-contaminación:  

{ }202 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ ,  

donde  Ζ2={distribuciones unimodales, con la misma moda θ0 que π0} es la clase 

contaminante. 

Esta clase es particularmente razonable cuando la distribución a priori inicial  π0 

es unimodal sobre θ0. La elección del valor θ0 por parte del investigador se debe basar 

en la información previa que dispone relativa al parámetro estudiado; o bien, si conoce 

la existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizará la moda de la 

distribución a priori base elegida para el estudio. 

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del 

hecho de que en gran parte del análisis  Ζ2 puede ser sustituida por: 

Ζ2´={Uniformes(θ0,θ0+a), a ∈ℜ}, 

donde la densidad cuando a=0 es la distribución degenerada en θ0. Por tanto, las 

optimizaciones afectarán solo a la variable a. 

  En este caso, es fundamental considerar el siguiente lema: 

 

Lema 2.3. (Sivaganesan y Berger (1987)) 

Dada  q  una distribución de probabilidad perteneciente a la clase contaminante 

Z2  y una función  h  tal que ∞<∫
Θ

θθθθ dqxfh )()|()( , tenemos que: 

∫∫
∞

Θ

=
0

)()()()|()( zdFzHdqxfh hθθθθ , 

donde  F  es alguna función de distribución, en concreto, la mixtura que produce  

q  y 
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







=

≠
= ∫

+

0)|()(

0)|()(1
)(

00

0

0

zxfh

zdxfh
zzH

z

h

θθ

θθθ
θ

θ
. 

 

 En el siguiente teorema vamos a ver como los extremos del rango de la media a 

posteriori de h(θ) sobre la clase de ε-contaminación se alcanzan sobre contaminaciones 

uniformes, sobre la clase: 

{ } 2000002 ),(),(|)(·)()1()(´ Γ⊂−+≈+−==Γ θθθθθεθπεθπ zUózUqq  

 

Teorema 2.3. (Sivaganesan (1988)) 

Sea  ρ(x,π) el valor esperado a posteriori de h(θ) con respecto a la distribución a 

priori π. Entonces, para la clase de ε-contaminación Γ2, la clase contaminante  

Ζ2, y siempre que ∞<∫
Θ

θθθθ dqxfh )()|()( , tenemos que: 

( )
)(
)(

infsup),(infsup),(infsup 0
0

´´ 2222 zHA
zHA

xx
h

zz +
+

=

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,  

donde  )|(1
0πε

ε xmA −
= ,  A0 = A·ρ(x,π0)  y 






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En nuestro caso: el parámetro θ  de interés es la media µ  de la variable aleatoria 

estudiada, la función h(µ)  utilizada dependerá de la cantidad de interés que queramos 

estudiar y será función del parámetro de interés, y la función de verosimilitud  f(x|θ) del 

teorema corresponde a la función de verosimilitud continua  fB(µ)  que hemos estudiado 

en el Capítulo 1 de esta memoria. 

Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori 

considerada. En el caso en el que tengamos un grado de robustez suficiente, podemos 
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utilizar una función de distribución de la clase como distribución a priori para obtener 

conclusiones a posteriori. Esta función de distribución es la distribución a priori de 

máxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos permite encontrar la distribución 

a priori de máxima verosimilitud tipo II y la correspondiente distribución a posteriori 

para la clase contaminante considerada: 

 

Teorema 2.4. (Berger y Berliner (1986)) 

Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con 

verosimilitud  f(x|θ). Sea { }Ζ∈+−==Γ qq,·)1(: 02 επεππ , donde:   

Ζ2 ={distribuciones unimodales, con la misma moda θ0 que π0} 

es la clase contaminante elegida. 

Entonces: 

La distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II está dada por: 

)(ˆ·)()1()(ˆ 0 θεθπεθπ xq+−= , 

donde xq̂  es una distribución Uniforme ( )â, 00 +θθ , donde â es el valor de a  

que maximiza la función: 







=

≠= ∫
+−

0)|(
0)|()|(

0

1 0

0

axf
adxfaaxm

a

θ

θθ
θ

θ . 

 

Este teorema se puede trasladar igualmente a nuestro caso, siendo la media  µ  

de la variable aleatoria estudiada el parámetro desconocido θ, y  fB(µ) la función de 

verosimilitud continua dada en el teorema por  f(x|θ). 

 

C) Distribuciones unimodales para las que la resultante a priori tiene la misma 

moda que la a priori base y π(θ0) ≤ π0(θ0). 

 Una clase contaminante algo distinta de la anterior que puede resultar de interés 

es considerar la clase formada por todas las distribuciones de probabilidad tales que la 

distribución a priori resultante tiene la misma moda θ0 que π0 y, además, π(θ0) ≤ π0(θ0). 

Por tanto, consideramos la clase de ε-contaminación:  

{ }303 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , donde     
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Ζ3 ={distribuciones de probabilidad tales que π es unimodal, con moda θ0 (no 

necesariamente única y la misma que π0),  y π(θ0) ≤ π0(θ0)} es la clase contaminante. 

Esta clase es particularmente razonable cuando la distribución a priori inicial  π0 

es unimodal sobre θ0. La elección del valor θ0 por parte del investigador se debe basar 

en la información previa que dispone relativa al parámetro estudiado; o bien, si conoce 

la existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizará la moda de la 

distribución a priori base elegida para el estudio. 

La utilización de esta clase exige que la verosimilitud elegida verifique que 

1/f(x|θ) sea convexa, lo que en nuestro caso podemos comprobar gráficamente, 

dibujando la función 1/f(x|θ). 

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del 

hecho de que en gran parte del análisis  la clase de contaminación Γ3 puede ser 

sustituida por la clase: 

  { }ππεπεππ ~ forma la de es  ,·)1(:~
03 q+−==Γ ,  

donde:  




∉−
∈

=
B
BK

θθπε
θ

θπ
;)()1(
;

)(~
0

  

para algún intervalo B  y una constante K apropiada. Cuando θ0 ∉ B , K es el valor de 

(1-ε)π0(θ) en el extremo más próximo a θ0; y cuando θ0 ∈ B, K vale (1-ε)π0(θ0). La 

longitud del intervalo B está determinada por la condición de  π~ unimodal con moda θ0 

y  εθθπε =−−∫
B

dK ))()1(( 0 .  

 Veamos la forma específica de  π~  para diferentes intervalos  B. 

 

Lema 2.4. (Sivaganesan (1989)) 

La forma específica de  π~  para diferentes intervalos  B es: 

i) Si  B = ( ))~(,~ θθ w ⊂ (θ0, ∞) para 0
~ θθ > , el correspondiente π~ está dado por: 

[ ]




−
∈−

=
caso otroen )()1(

)~(,~)~()1(
)(~

0

0

θπε
θθθθπε

θπ
w

, donde   

θθ >)(w  está definido por: 

( ) επεθθθπε
θ

θ

=−−−− ∫
)(

00 )()1()()()1(
w

dttw . 
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ii) Si  B = ( )θθ ~),~´(w ⊂ (-∞,θ0) para 0
~ θθ < , el correspondiente π~ está dado por: 

[ ]




−
∈−

=
caso otroen )()1(

~),~´()~()1(
)(~

0

0

θπε
θθθθπε

θπ
w

, donde   

θθ <)´(w  está definido por: 

( ) επεθθθπε
θ

θ

=−−−− ∫
)´(

00 )()1()´()()1(
w

dttw . 

iii) Si  θ0  es un extremo del intervalo B, π~ es de la forma: 

[ ]




−
∈−

=
caso otroen )()1(

)(,)()1(
)(~

0

000

θπε
ρθθθπε

θπ
v

, para algún   0 ≤ ρ ≤ ε,  

donde v(ρ)>θ0 está definido por: 

  ( ) εξξπεθρθπρ
ρ

θ

=−−−− ∫
)(

0000

0

)()1()()()1(
v

dv . 

iv) Si  θ0  es un punto interior del intervalo B, π~ es de la forma: 

[ ]




−
∈−

=
caso otroen )()1(

´´´,)()1(
)(~

0

00

θπε
θθθθπε

θπ , donde  

θ´< θ´´ son soluciones de la ecuación: 

  ( ) εθθπεθθθπε
θ

θ

=−−−− ∫
´´

´
000 )()1(´´´)()1( d . 

 

 Una vez estudiada las forma de las distribuciones a priori de la clase de 

contaminación 3
~Γ  estudiaremos la obtención del rango de cantidades de interés a 

posteriori. En el siguiente teorema, estudiamos el rango de la media a posteriori: 

 

Teorema 2.5. (Sivaganesan (1989)) 

Si 1/f(x|θ) es convexa y la cantidad de interés es la media a posteriori, entonces: 

==
Γ∈Γ∈

)(sup(inf))(sup(inf)
33

~
xx π

π

π

π
δδ   
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( )∫
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donde 
)~|(

)|()1( 0

π
πε

xm
xm

A
−

= . 

 

 Como podemos observar, el rango de la media a posteriori en la clase Γ3 se 

puede obtener maximizando y minimizando )(xπδ  en la clase 3
~Γ , lo que se puede 

hacer maximizando y minimizando )(xπδ sobre todos los posibles intervalos B. 

Sivaganesan (1993) también establece el rango de la probabilidad a posteriori de un 

intervalo en la clase Γ3. 

Estos resultados son directamente trasladables a nuestro caso, siempre que se 

cumpla la condición indicada, siendo la media  µ  de la variable aleatoria estudiada el 

parámetro desconocido θ, y  fB(µ) la función de verosimilitud dada en el teorema por  

f(x|θ). 

 

Si queremos obtener la distribución a priori de máxima verosimilitud de tipo II, 

necesitamos que la verosimilitud  f(x|θ) sea unimodal (como función de θ), con moda 

θ̂ . Además, es conveniente considerar que tanto π0  como f  son no nulas y 

estrictamente monótonas a cada lado de las modas respectivas. Esto lo podemos 

comprobar directamente a partir de las gráficas de la verosimilitud y de la distribución a 

priori base. Supondremos también, sin pérdida de generalidad, que 0
ˆ θθ ≥ . La 

distribución va a depender de distintos casos, pero en todos ellos va  a tener la forma: 





∉−
∈

=
B
BK

θθπε
θ

θπ
)()1(

)(ˆ
0

,  

donde K está implícitamente determinada por la restricción de que π̂ tiene masa 1. 

 Veamos la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II en cada caso: 

 

Teorema 2.6. (Berger y Berliner (1986)) 

Si definimos: 

i) v(ρ) ≥θ0   para -ε´ ≤ ρ ≤ε  implícitamente como en el lema 2.4. y definimos: 

  ∫−−=
)(

0

0

)|())())((|()(
θ

θ

θθθρρρ
v

dxfvvxfV . 

ii) w(θ) ≥θ  para  θ0 ≤ θ  implícitamente como en el lema 2.4. y definimos: 
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∫−−=
)(

)|())())((|()(
θ

θ

θθθθ
w

dttxfwwxfW . 

Entonces, la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II viene dada por 

π̂ , definida en cada caso como: 

i) Si  V(ε) ≥ 0  y  [ ]θθθ ˆ,0
* ∈   es la solución a  W(θ) =0, 



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−
≤≤−

=
caso otroen )()1(

)()()1(
)(ˆ

0

***
0

θπε
θθθθπε

θπ
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ii) Si  V(ε) < 0  pero V(-ε´) ≥ 0   y sea  ρ*∈[-ε´,ε] tal que V(ρ*) =0, 



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−
≤≤−

=
caso otroen )()1(

)()()1(
)(ˆ

0

*
000

*

θπε
ρθθθπρ
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iii) Si V(-ε´) < 0  y   f(x|θ0) ≤ f(x|v(-ε´)),π̂ es como en ii) con  ρ* = -ε´. 

iv) Si V(-ε´) < 0  y   f(x|θ0) > f(x|v(-ε´)),  





−
≤≤+

=
caso otroen )()1(

´´´)(´)1(
)(ˆ

0

00

θπε
θθθθπε

θπ , 

donde θ´ y θ´´  son las únicas soluciones a las ecuaciones: 

 εθθπεθθθπε

θθ
θ

θ

=−−−+

=

∫
´´

´
00 )()1(´)´´)((´)1(

´´)|(´)|(

d

xfxf
 

Además, todas las cantidades que intervienen en la definición de π̂ están bien 

definidas y son únicas. 

 

Este teorema es directamente trasladable a nuestro caso, siempre que se cumplan 

las condiciones previamente indicadas, siendo la media  µ  de la variable aleatoria 

estudiada el parámetro desconocido θ, y  fB(µ) la función de verosimilitud dada en el 

teorema por  f(x|θ). 

Por tanto, si el estudio es suficientemente robusto, podemos utilizar la 

distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II obtenida para obtener resultados a 

posteriori relativos al parámetro estudiado. 
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D) Distribuciones unimodales y simétricas. 

 Otra clase contaminante que puede resultar de interés es considerar la clase 

formada por contaminaciones simétricas y unimodales, con la misma moda θ0 que π0. 

Esta clase es más restrictiva que las anteriores, puesto que consideramos la simetría de 

la distribución a priori, por lo que eliminamos de la clase algunas distribuciones 

consideradas en las clases anteriores. 

Por tanto, consideramos la clase de ε-contaminación:  

{ }404 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ ,  

donde  Ζ4 ={distribuciones simétricas y unimodales, con la misma moda θ0 que π0}, o lo 

que es lo mismo,  Ζ4 ={densidades de la forma  q(|θ -θ0|), donde q es no creciente} es la 

clase contaminante. 

 Esta clase es particularmente razonable cuando la distribución a priori inicial  π0 

es simétrica y unimodal sobre  θ0, ya que bajo dichas circunstancias la distribución a 

priori resultante verifica las dos siguientes propiedades: 

1. Los valores de  θ  lejanos a θ0  no pueden dar un peso dominante. 

2. Se consideran distribuciones a priori con colas mayores que la de la a priori inicial. 

La elección del valor θ0 por parte del investigador se debe basar en la 

información previa que dispone relativa al parámetro estudiado; o bien, si conoce la 

existencia de la unimodalidad, pero desconoce la moda, utilizará la moda de la 

distribución a priori base elegida para el estudio. 

La considerable simplicidad de trabajar con esta clase contaminante viene del 

hecho de que en gran parte del análisis  Ζ4 puede ser sustituida por: 

Ζ4´={Uniformes(θ0-a,θ0+a), a ≥0}, 

donde la densidad cuando a=0 es la distribución degenerada en  θ0. Por tanto, las 

optimizaciones afectarán solo a la variable a. 

 En este caso, es fundamental considerar el siguiente lema: 

 

Lema 2.5. (Sivaganesan y Berger (1987)) 

Dada  q  una distribución de probabilidad perteneciente a la clase contaminante 

Z4  y una función  h  tal que ∞<∫
Θ

θθθθ dqxfh )()|()( , tenemos que: 
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∫∫
∞

Θ

=
0

)()()()|()( zdFzHdqxfh hθθθθ , 

donde  F  es alguna función de distribución, en concreto, la mixtura que produce  

q   y 
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En el siguiente teorema vamos a ver como los extremos del rango de la media a 

posteriori de h(θ) sobre la clase de ε-contaminación se alcanzan sobre contaminaciones 

uniformes, sobre la clase: 

{ } 40004 ),(|)(·)()1()(´ Γ⊂+−≈+−==Γ zzUqq θθθεθπεθπ  

 

Teorema 2.7. (Sivaganesan (1988)) 

Sea  ρ(x,π) el valor esperado a posteriori de h(θ) con respecto a la distribución a 

priori π. Entonces, para la clase de ε-contaminación Γ4, la clase contaminante  

Ζ4, y siempre que ∞<∫
Θ

θθθθ dqxfh )()|()( , tenemos que: 
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En nuestro caso, el parámetro θ  de interés es la media µ  de la variable aleatoria 

estudiada, la función h(µ) utilizada dependerá de la cantidad de interés que queramos 

estudiar y será función del parámetro de interés, y la función de verosimilitud  f(x|θ) del 
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teorema corresponde a la función de verosimilitud  fB(µ)  que hemos estudiado en el 

Capítulo 1 de esta memoria. 

 

Hemos estudiado la robustez bayesiana de la clase de distribuciones a priori 

considerada. En el caso en el que tengamos un grado de robustez suficiente, podemos 

utilizar una función de distribución de la clase como distribución a priori para obtener 

conclusiones a posteriori. Esta función de distribución es la distribución a priori de 

máxima verosimilitud tipo II. El siguiente teorema nos permite encontrar la distribución 

a priori de máxima verosimilitud tipo II y la correspondiente distribución a posteriori 

para la clase contaminante considerada: 

 

Teorema 2.8. (Berger y Berliner (1986)) 

Consideramos una muestra procedente de una variable aleatoria X con 

verosimilitud  f(x|θ). Sea { }404 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , donde:   

Ζ4 ={distribuciones simétricas y unimodales, con la misma moda θ0 que π0} 

es la clase contaminante elegida. 

Entonces: 

La distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II está dada por: 

)(ˆ·)()1()(ˆ 0 θεθπεθπ xq+−= , 

donde xq̂  es una distribución Uniforme ( )aa ˆ,ˆ 00 +− θθ , donde â es el valor de 

a  que maximiza la función: 
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Este teorema es directamente trasladable a nuestro caso, siendo la media  µ  de la 

variable aleatoria estudiada el parámetro desconocido θ, y  fB(µ) la función de 

verosimilitud dada en el teorema por  f(x|θ). 
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E) Contaminaciones con cuantiles fijos. 

 Una clase contaminante de interés es considerar la clase formada por 

distribuciones de probabilidad con algunos cuantiles especificados. Por tanto, 

consideramos la clase de ε-contaminación:  

{ }505 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , donde   

Ζ5 ={distribuciones con n cuantiles fijados} = 












=== ∑∫
=

1,,...,1,)(:
1

n

i
i

C
i

i

nidqq ααθθ  

es la clase contaminante y el conjunto de los Ci es una partición del espacio 

paramétrico. 

Elegiremos como distribución a priori inicial  π0  una distribución perteneciente 

a la clase. La elección de los cuantiles por parte del investigador se debe basar en la 

información previa que dispone relativa al parámetro estudiado. 

El supremo y el ínfimo de la media a posteriori de h(θ) para la distribución a 

priori dentro de la clase de contaminación dada se alcanza en una distribución a priori 

de la forma: 

 ∑
=

+−=
n

i
i

i
1

0
* )()()1()( * θδαεθπεθπ

θ
, 

donde θi
*  es un punto en Ci  o un límite de una serie de puntos en Ci. Este resultado se 

puede obtener a partir de este teorema, en el que calculamos el supremo y el ínfimo de 

una cantidad para q variando dentro de la clase contaminante: 

 

Teorema 2.9. (Moreno y Cano (1991)) 

Para cualquier función  g1(θ)  y  g2(θ) integrables con respecto a todas las a 

priori en  Z5, tenemos que: 

i) )(sup(inf))()(sup(inf) 11
5

θαθθθ
θ

gdqg
ii C

iCq ∈Ζ∈
=∫ . 

ii) 
∑

∑

∫
∫

=

=

=
∈Ζ∈

= n

i
ii

n

i
ii

ni
Cq g

g

dqg

dqg

ii

1
2

1
1

,...,1
2

1

)(

)(
sup(inf)

)()(

)()(
sup(inf)

5 θα

θα

θθθ

θθθ

θ
. 

Si elegimos  g1(θ) = h(θ) f(x|θ)    y    g2(θ) = f(x|θ), obtenemos el rango a 

posteriori de  ρ(x,q) para h(θ) la cantidad de interés a posteriori. 
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Para obtener el rango a posteriori de ρ(x,π), sustituimos g1(θ)  por 

)|()(·)()|()()1( 0 θθεθθπθθε xfhdxfh +− ∫   y sustituimos g2(θ)  por 

)|(·)()|()1( 0 θεθθπθε xfdxf +− ∫ , con lo que obtenemos el siguiente corolario: 

 

Corolario 2.1. (Moreno y Cano (1991)) 

En las condiciones del teorema anterior, tenemos: 

∑∫

∑∫

=

=

=
∈Γ∈ +−

+−
= n

i
ii

n

i
iii

ni
C xfdxf

xfhdxfh
x

ii

1
0

1
0

,...,1 )|()()|()1(

)|()()()|()()1(
sup(inf)),(sup(inf)

5 θαεθθπθε

θθαεθθπθθε
πρ

θπ
 

 

 Podemos observar que el problema asociado con la clase contaminante Z5, se 

transforma en un problema de optimización con n restricciones, cuya solución no tiene 

que ser simple. La utilización de algoritmos de linealización nos ayuda. Por ejemplo, 

podemos ver que el supremo en el apartado ii) del teorema es la solución en λ de la 

ecuación 








−= ∑∑
==

=
∈

n

i
ii

n

i
ii

ni
C

gg
ii 1

2
1

1

,...,1

)()(sup(inf)0 θαλθα
θ

. 

 Si la cantidad de interés a posteriori considerada es la probabilidad de un 

determinado conjunto A,  ϕ(θ) = IA(θ), obtenemos el siguiente corolario: 

 

Corolario 2.2. (Moreno y Cano (1991)) 

i) 
∑∑

∑

∈ ∩∈∈
∈

∈ ∩∈

Γ∈
++−

+−
=

Ji CA
i

Ki Ci

Ji CA
i

xfxfxm

xfxm
xAP

ii

i

)|(sup)|(inf)|()1(

)|(sup)|()1(
)|(sup

0

00

5 θαεθαεπε

θαεβπε

θθ

θπ

π
 

ii)   

∑∑

∑

∈
∈

≥ ∩∈

∈
∈

Γ∈
++−

+−
=

Ii Ci
k CA

i

Ii Ci

xfxfxm

xfxm
xAP

i
k

C

i

)|(inf)|(sup)|()1(

)|(inf)|()1(
)|(inf

1
0

00

5

θαεθαεπε

θαεβπε

θθ

θπ

π
 

donde )|(0
0 xAPπβ =    

  i∈ I  si y solo si Ci⊂A,   

 i∈ J  si y solo si A∩Ci ≠∅. 
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i∈ K  si y solo si A∩Ci =∅. 

 

Una vez estudiada la robustez, vamos a obtener la distribución a priori de 

máxima verosimilitud tipo II de la clase de contaminación. Esta distribución la vamos a 

obtener a partir del siguiente teorema: 

 

Teorema 2.10. (Moreno y González (1990)) 

 Si consideramos la clase contaminante Z5, tenemos: 

 ∑
= ∈∈

=
n

i C
i

Zq
xfqxm

i1
)|(sup)|(sup

5

θα
θ

. 

 

 Como consecuencia del teorema, tenemos que la distribución de probabilidad 

que maximiza la densidad predictiva en la clase contaminante Z5 es una distribución    

n-puntual dada por: 

∑
=

=
n

i
i i

q
1

** )()( θδαθ θ . 

Por tanto, la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación está dada por: 

 )(ˆ·)()1()(ˆ 0 θεθπεθπ q+−= , 

donde q̂ cumple que )|(sup)ˆ|(
5

qxmqxm
Zq∈

= , y esta distribución no está necesariamente 

en la clase Z5. La condición que se debe de cumplir para que q̂ esté en la clase Z5 la 

podemos ver en el siguiente lema: 

 

Lema 2.6. (Moreno y González (1990)) 

Sea Ck
m una serie de conjuntos medibles no vacíos dados por: 

 nk
m

xfxfCC
kC

k
m
k ,...,1,1)|()|(sup: =









≤−=
∈

θθθ
θ

I , 

donde m es un número real arbitrario. 
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Entonces, si nkCC
m

m
kk ,...,1,

1

==
∞

=

∞ I  son conjuntos no vacíos, la distribución de 

máxima verosimilitud tipo II está en Z5 y está dada por  ∑
=

=
n

i
i k

q
1

)()(ˆ θδαθ θ  , 

donde θk  es un punto arbitrario en Ck
∞. 

 

 Entonces, si tenemos que Ck
∞ = {θk} para   k = 1,...,n,  podemos calcular la 

esperanza y varianza a posteriori de la distribución a priori de máxima verosimilitud 

tipo II de la clase Z5: 

  
∑

∑

=

== n

k
kk

n

k
kkk

q

xf

xf
x

1

1ˆ

)|(

)|(
)(

αθ

αθθ
δ  y 

  ( )2ˆ

1

1

2

ˆ )(
)|(

)|(
)|( x

xf

xf
xV q

n

k
kk

n

k
kkk

q δ
αθ

αθθ
θ −=

∑

∑

=

=  

A partir de estas medidas podemos obtener la esperanza y varianza de la clase de 

contaminación Γ5, simplemente sustituyendo en las expresiones correspondientes ya 

estudiadas. 

 

Una extensión de la clase de ε-contaminación estudiada es la clase de           

ε(θ)-contaminación estudiada por Moreno y otros (1996), que está dada por: 

 { }506 ,)·())(1(: Ζ∈+−==Γ qqθεπθεππ ,  

donde  ε(θ) ∈ [0,1] refleja la incertidumbre de la distribución a priori base π0(θ) en el 

punto θ. Para una función ε(θ) arbitraria no se garantiza el cumplimiento de 













=== ∑∫
=

1,,...,1,)(:
1

n

i
i

C
i

i

nidqq ααθθ , por lo que demuestran que una condición 

necesaria y suficiente para ello es que ∑
=

=
n

i
Ci i

I
1

)()( θεθε , donde cada valor εi  se puede 

interpretar como la incertidumbre que tenemos acerca de π0(θ) en la clase Ci. Las 
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expresiones para la obtención de la robustez de la cantidad de interés a posteriori  h(θ) 

son: 

∑∫∑

∑∫∑

==

==

=
∈Γ∈ +−

+−

= n

i
iii

C

n

i
i

n

i
iiii

C

n

i
i

ni
C xfdxf

xfhdxfh

x

i

i

ii

1
0

1

1
0

1

,...,1 )|()()|()1(

)|()()()|()()1(

sup(inf)),(sup(inf)
6 θαεθθπθε

θθαεθθπθθε

πρ
θπ

,  

con   nid
iC

i ,...,1,)(0 == ∫ θθπα .  

 

Para mejorar la robustez de estas clases de ε-contaminación podemos utilizar 

algoritmos iterativos. La idea es elegir una clase contaminante que contenga una serie 

de n cuantiles y estudiar la robustez de la clase. Si la robustez es suficiente para nuestro 

trabajo, utilizamos la clase elegida; pero si no lo es, utilizaremos un algoritmo iterativo, 

mediante el cual introducimos un nuevo cuantil en la clase Ci del espacio paramétrico 

en la que se alcanza menor robustez. La literatura nos ofrece al menos dos algoritmos 

para este caso, realizados por Liseo y otros (1996) y Moreno y otros (1996).  

 

Algoritmo 2.1. (Liseo y otros (1996)) 

Paso 0: Si comenzamos con la clase de cuantiles dada por: 









====Γ ∑
=

1,,...,1,)(:),(
1

)0()0()0()0()0(
0

n

j
jjj njCc ααππα , donde 

( ))0()0(
1

)0( ,..., nCCC =  es la partición inicial con ( ))0()0(
1

)0( , jjj ccC −= , 

( ))0()0(
0

)0( ,..., nccc =   y  ( ))0()0(
1

)0( ,..., nααα = . 

Paso 1: Calculamos el rango δ0 de la cantidad de interés a posteriori h(θ).  

Si  δ0  es menor o igual que una cantidad  ε  fijada, hemos terminado. 

Si  δ0  es mayor que  ε, pasamos al paso 2. 

Paso 2: Calculamos el rango en cada una de las clases de la partición: 

( )0
)0()(

0 ,Γ= j
j Cδδ  para  j=1,...,n, donde: 

)(),|)(()|)(( AmAxhExhEA θθ =  para  A∈B(Θ), con: 
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∫

∫
=

A

A

dxf

dxfh
AxhE

θθπθ

θθπθθ
θ

)()|(

)()|()(
),|)((  y 

 ∫=
A

dxfAm θθπθ )()|()( . 

Paso 3: Elegimos la clase )0(
*j

C  como aquella que tiene máximo valor de )(
0

jδ , 

puesto que es la menos robusta de la partición. 

Paso 4: Dentro de )0(
*j

C  incluimos otro cuantil, eligiendo un punto b tal que 

nuestra probabilidad subjetiva de los conjuntos 






−
ba

j
,)0(

1*
 y 





)0(

*
,

j
ab son 

ambas iguales a  2/)0(
*j

α . 

Paso 5: Repetimos el proceso con la nueva clase de cuantiles formada. 

Los autores demostraron que el algoritmo converge si h(θ) es continua y Γ0
*-

integrable. 

En este algoritmo podemos observar como, en principio, no se utiliza una clase 

de ε-contaminación habitual, sino una clase de cuantiles directamente, es decir, se 

considera que ε vale uno en la clase de ε-contaminación. 

 

Algoritmo 2.2. (Moreno y otros (1996)) 

Paso 0: Partimos de la clase de ε-contaminación:  

{ }506 ,)·())(1(: Ζ∈+−==Γ qqθεπθεππ , donde 

Z5 = 












=== ∑∫
=

1,,...,1,)(:
1

n

i
i

C
i

i

nidqq ααθθ . 

Paso 1: Calculamos el rango de la cantidad a posteriori h(θ).  

Si  es menor o igual que una cantidad  ε  fijada, hemos terminado. 

Si  es mayor que  ε, pasamos al paso 2. 

Paso 2: Calculamos el rango en cada clase de la partición: 

 [ ]{ }5006 )(),()()()()(:)( Ζ∈−+==Γ θθθπθεθπθπθπ qIq
iCi

i . 

Elegimos como clase menos robusta Ck =(ck-1,ck) la que tiene mayor 

rango.   
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Paso 3: Si nuestra confianza en 
kCI)(0 θπ no es pequeña, para introducir un 

nuevo cuantil en dicha clase, imponemos la condición ∫
−

=
*

1

)(0
*

c

ck

dθθπα . 

 Si R*(x,c*) es el rango a posteriori de nuestra cantidad de interés si la 

distribución a priori varía en la clase: 

 












=Γ∈=Γ ∫∫
−−

*

1

*

1

)()(,)(:)( 06
*

6

c

c

c

c kk

dd θθπθθπθπθπ , 

el punto c*  es el más favorable en la clase Ck, es decir: 

  ),(inf),( *** bxRcxR
kCb∈

=  

y volvemos al paso 1. 

Paso 4: Si nuestra confianza en 
kCI)(0 θπ es pequeña, 

kCI)(0 θπ lo sustituimos por 

otra distribución a priori base 
kCI)(1 θπ , con lo que estamos comenzando 

de nuevo el problema de modelizar la incertidumbre a priori, pero solo en 

la clase Ck y trabajamos igual que en el paso 3. 

Se puede observar que la clase en la que se introduce el nuevo cuantil depende 

de la información muestral utilizada.  

 

F) Distribuciones unimodales con cuantiles conocidos. 

 Introducimos a la clase de ε-contaminación estudiada en el apartado anterior la 

restricción de unimodalidad. Esta clase, o aproximaciones a ella, ha sido estudiada por 

diversos autores, los cuales han obtenido complejos métodos para el estudio de su 

robustez.  

 Berger y O´Hagan (1988) estudian los rangos de probabilidades a posteriori para 

distribuciones a priori unimodales con cuantiles especificados, es decir, considerando la 

clase de ε-contaminación con ε igual a 1. El algoritmo utilizado era bastante complejo, 

por lo que los mismos autores, O´Hagan y Berger (1988) proponen un nuevo algoritmo 

para el mismo estudio, pero suavizando la hipótesis de unimodalidad a                   

quasi-unimodalidad, definida en dicho trabajo. El trabajo que desarrolla esta clase de    

ε-contaminación es el de Sivaganesan (1991).  

 Consideramos la clase de ε-contaminación:  
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{ }707 ,·)1(: Ζ∈+−==Γ qqεπεππ , donde   

Ζ7 = 












=== ∑∫
=

1,,...,1,)(verificaymodaconunimodales:
1

n

i
i

C
ik

i

nidqqq ααθθθ  es la 

clase contaminante y el conjunto de los Ci es una partición del espacio paramétrico. 

Elegiremos como distribución a priori inicial  π0  una distribución perteneciente 

a la clase. La elección de los cuantiles y de la moda por parte del investigador se debe 

basar en la información previa que dispone relativa al parámetro estudiado. 

El supremo y el ínfimo de la media a posteriori de h(θ) para la distribución a 

priori dentro de la clase de contaminación dada se obtiene a partir del siguiente teorema: 

 

Teorema 2.11. (Sivaganesan (1991)) 

Sean f(x|θ) y  h(θ)  dos funciones continuas que satisfacen ∞<∫ θθ dxf )|(  y 

∞<∫ θθθ dhxf )()|( . Además, supongamos que, para cualesquiera valores 

reales a, c y λ tenemos que {h(a+z)-λ}f(x|a+z) = c tiene al menos dos 

soluciones. Entonces,  

θθπθπρ
ππ

dxhx )|()(sup(inf)),(sup(inf)
77
∫

Γ∈Γ∈
=   

se alcanza cuando la contaminación es una función a saltos con al menos un 

salto en el interior de cada Ci y, posiblemente otro en el extremo superior 

(inferior) si estamos por encima (debajo) de la moda. 

 

 La idea del teorema es aplicar el caso de distribuciones unimodales en cada Ci, 

puesto que en cada Ci la moda es uno de los extremos (el superior si estamos por debajo 

de la moda y el inferior si estamos por encima de ella). Utilizando las restricciones de 

los cuantiles, el punto zi en el interior de Ci en el que q  tiene un salto, se puede escribir 

en términos de la altura hi  en  zi  y la altura hi´ en el extremo. Por tanto, q  y la 

esperanza a posteriori de una cantidad de interés para  π∈Γ7  se puede escribir en 

términos de las alturas de los saltos de q.  

 Si la cantidad de interés estudiada es la media a posteriori  h(θ) =θ, si 1/f(x|θ)  es 

convexo, se cumple la condición del teorema; y si queremos estudiar la probabilidad a 

posteriori de un conjunto C, h(θ) =IC(θ), si f(x|θ) es unimodal, se cumple la condición 



 
 
 

CAPÍTULO 2:  DISTRIBUCIÓN A PRIORI Y ROBUSTEZ BAYESIANA 
 

 72

del teorema. Para poder utilizar el teorema tenemos que comprobar que la verosimilitud 

utilizada cumple las condiciones indicadas, lo cual podemos comprobar gráficamente, al 

representar 1/f(x|θ)  y  f(x|θ). 

  

 En cuanto a la distribución a priori de máxima verosimilitud de tipo II de la 

clase, Moreno y González (1990) estudian dos casos particulares de la clase 

considerada, las unimodales en las que la moda es un cuantil concreto y las unimodales 

a trozos con cuantiles conocidos.  

   

Teorema 2.12. (Moreno y González (1990)) 

Sea  π0(θ) una distribución unimodal con moda  θ0 y consideramos la clase de ε-

contaminación:   

{ }́,·)1(:´ 707 Ζ∈+−==Γ qqεπεππ ,  

donde   { }10,)(:´ 0

7 <<== ∫ ∞−
ααθθ

θ
dqqZ .  

Entonces: 

i) Para cualquier π∈Γ7´, tenemos que: 

∫
+∞

∞−

+−= )()()|()1()|( 0 adFaHxmxm επεπ , donde  









=

≠
= ∫

+

0)|(

0)|(1
)(

0

0

0

axf

adxf
aaH

a

θ

θθ
θ

θ
    y  

F es alguna función de distribución en (-∞,∞) que cumple: 

 α
θ

=∫
∞−

0

)(adF   y  α
θ

−=∫
+∞

1)(
0

adF  

ii) La distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase Γ7´ está 

dada por  q̂)1()(ˆ 0 επεθπ +−= , donde: 

)(1
)(ˆ

1)(1
)(ˆ

)(ˆ ))(ˆ,(
2

)),(ˆ(
1

020010
θαθαθ θθθθ ++

−
+

−
= xaxa xaxa

q  

con )(ˆ1 xa  y  )(ˆ2 xa  los valores definidos por: 

)(sup))(ˆ(
0

1 aHxaH
a≤

=    y   )(sup))(ˆ(
0

2 aHxaH
a>

= . 
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Teorema 2.13. (Moreno y González (1991)) 

La distribución a priori de máxima verosimilitud de tipo II para la clase de        

ε-contaminación dada por: 

{ }´´,·)1(:´´ 707 Ζ∈+−==Γ qqεπεππ ,  

donde 
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
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θ , 

considerando que una densidad unimodal a trozos significa que la función |)(| 0θθ −q  

es no creciente sobre cada intervalo de la partición, viene dada por la expresión 

q̂)1()(ˆ 0 επεθπ +−= , donde: 
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con los )(ˆ xai que verifican: 
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2.5.2. Clases de Bandas de Medidas de Probabilidad. 
Continuamos estudiando otro tipo de clases de distribuciones a priori relativas al 

parámetro estudiado (media de la variable aleatoria estudiada). Esta clase de 

distribuciones de probabilidad Γ(L,U) viene dada por dos funciones, L(θ) y U(θ), tales 

que  L(θ) ≤ U(θ) para cualquier θ  y ∫∫ ≤≤ θθθθ dUdL )(1)( , imponiendo la condición 

de que cualquier distribución π de la clase verifique que 1)( =∫ θθπ d ; es decir, 

acotamos la distribución a priori mediante dos funciones. Por tanto, la clase viene dada, 

para cualquier conjunto C por: 









=≤≤=Γ ∫
Θ

1)(),()()(:)(),( θθππθπ dCUCCLUL . 

Las elecciones de las funciones L y U se eligen a partir de la incertidumbre del 

investigador respecto a la distribución a priori del parámetro estudiado. 

De la misma forma que en las clases de contaminación imponíamos restricciones 

a la distribución a priori, en este tipo de clases vamos a hacer lo mismo, considerando 

distintas clases de bandas de medidas de probabilidad. 

 

A) Clases con probabilidad de conjuntos acotadas. 

 Comenzamos estudiando el caso más simple, que está basado en la 

flexibilización del caso de la clase de cuantiles dada por: 

  












====Γ ∑∫
=

1,,...,1,)(:)(
1

n

i
ii

C

nid
i

ααθθπθπα , 

donde  θ  es el parámetro desconocido y la clase de conjuntos de los Ci  es una partición 

del espacio paramétrico. Esta clase es un caso particular de la clase de ε-contaminación 

de contaminaciones con cuantiles fijos, Γ5, en la que consideramos ε =1.  

 La clase que vamos a estudiar está dada por: 













≤=≤=≤≤=Γ ∑∫∑∫
=Θ=

n

i
i

n

i
ii

C
i dnid

i
11

8 1)(,,...,1,)(:)( βθθπαβθθπαθπ , 

es decir, la probabilidad de cada conjunto Ci  de la partición está acotada superior e 

inferiormente, de acuerdo a la información previa del investigador. 
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 De esta clase podemos obtener con facilidad el rango de probabilidades a 

posteriori de cualquier conjunto, utilizando el siguiente teorema: 

 

Teorema 2.14. (Moreno y Pericchi (1992)) 

i) 
∑∑

∑

∈
∈

≥ ∩∈

∈
∈

∈Γ∈ +
=

yi
iCi

i
CC

yi
iC

D xfxf

xf
xCP

ic
i

i

γθγθ

γθ

θθ

θ

γ

π

π )|(inf)|(sup

)|(inf
inf)|(inf

1

8

,  

donde y es un subconjunto de los índices {1,...,n} definido como i∈ y si y 

solo si  Ci ⊂ C y  ( )








=≤≤== ∑
=

1,:,...,
1

1

n

i
iiiinD γβγαγγγ . 

ii) )|(sup
8

xCPπ

π Γ∈
  se obtiene utilizando la relación general dada por 

)|(inf1)|(sup
88

xCPxCP cπ

π

π

π Γ∈Γ∈
−=    y aplicándole el apartado i). 

 

B) Clase de bandas de medidas de probabilidad. 

 Vamos a utilizar una clase que generaliza a la clase anterior, puesto que vamos a 

considerar una clase que acota superior e inferiormente las probabilidades a priori de 

cualquier conjunto C, es decir, consideramos la clase: 

  








=≤Π≤=Γ ∫
Θ

1)(),()()(:)(),(9 θθπθπ dCUCCLUL , 

donde  U(.) y  L(.)  son medidas fijas predeterminadas que cumplen que L(Θ)<1<U(Θ), 

con densidades dadas por  u(.)  y  l(.).   

 Nuestro objetivo vuelve a ser encontrar el rango para una cantidad de interés a 

posteriori, para lo cual es necesario el siguiente lema: 

 

Lema 2.7. (Moreno y Pericchi (1993)) 

Si la verosimilitud  f(x|θ) y las medidas U(.) y L(.) cumplen que 

{ }
0)(

)|(:

=∫
=kxf

du
θθ

θθ  para todo valor de  k ≥ 0,  

Entonces, existe un número  z ≥ 0 (no necesariamente único), tal que: 

 
{ } { }

1)()(
)|(:)|(:

=+ ∫∫
<≥ zxfzxf

dldu
θθθθ

θθθθ . 
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 Ahora ya podemos obtener los rangos de cualquier cantidad de interés a 

posteriori: 

 

Teorema 2.15. (Moreno y Pericchi (1993)) 

En las mismas condiciones del lema 2.7., para la clase de distribuciones a priori 

Γ9(L,U) y para cualquier par de funciones  f(θ)   y  g(θ) integrables respecto de 

π∈Γ9(L,U), tenemos: 

i) 
∫
∫

∫
∫ =

Γ∈ θθπθ

θθπθ

θθπθ

θθπθ
π dg

df

dg

df
UL )()(

)()(

)()(

)()(
inf

0

0

),(9

, con 

 )()()()()(0 θθθθθπ CAA IlIu += , donde { }zgfA ≤−= )()(: θλθθ  y los 

escalares λ  y  z  están implícitamente definidos por las ecuaciones: 









=+

=−+−

∫∫
∫∫

1)()(

0)()}()({)()}()({

C

C

AA

AA

dldu

dlgfdugf

θθθθ

θθθλθθθθλθ
 

ii) La solución para 
),(9

sup
ULΓ∈π

 es análoga a la de i), sustituyendo el conjunto A por 

{ }zgfB ≥−= )()(: θλθθ . 

 

Si sustituimos  g(θ) = f(x|θ)  y  f(θ) = h(θ) f(x|θ), tenemos el rango de la cantidad 

de interés a posteriori, la cual dependerá de la elección de h(θ). 

Si utilizamos nuestra verosimilitud, deberemos comprobar que se cumplen las 

condiciones del lema 2.7. 

Como caso particular de este teorema, vamos a ver cómo podemos obtener el 

rango de la probabilidad a posteriori de cualquier conjunto C:  

 

Corolario 2.3. (Moreno y Pericchi (1992)) 

Bajo las condiciones del lema 2.7., para un conjunto arbitrario C: 

i) Si  u(C) + l(Cc) >1, entonces )|()|(sup 0

9 ),(
xCPxCP

UL

ππ

π
=

Γ∈
, donde 

{ } { } )()()()()(
)|(:)|(:0 θθθθθπ

θθθθ
C

cC zxfCzxfC IlIu
<∩≥∩ += , con  zC  tal que 

Π0(Θ)=1. 
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ii) Si  U(C) + L(Cc) = 1, entonces )|()|(sup 0

9 ),(
xCPxCP

UL

ππ

π
=

Γ∈
, donde 

)()()()()(0 θθθθθπ cCC IlIu += . 

iii) Si  U(C) + L(Cc) <1, entonces )|()|(sup 0

9 ),(
xCPxCP

UL

ππ

π
=

Γ∈
, donde, 

{ }( ) { } )()()()()(
)|(:)|(:0 θθθθθπ

θθθθ C
c

C
c zxfCzxfCC

IlIu
≥∩≥∩∪

+=   con  zC  tal que 

π0(Θ)=1. 

 

 Una vez estudiados los rangos de la cantidad de interés a posteriori, vamos a 

obtener la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase estudiada: 

 

Corolario 2.4. (Moreno y Pericchi (1993)) 

Bajo las condiciones del lema 2.7., la distribución a priori de máxima 

verosimilitud tipo II de la clase Γ9(L,U) está dada por: 

 { } { } )()()()()(ˆ )|(:)|(: θθθθθπ θθθθ zxfzxf IlIu <≥ += , 

donde   z = z(x)  está determinada por la condición  1)(ˆ =∫
Θ

θθπ d . 

 

C) Restricciones lineales en la clase de bandas de medidas de probabilidad. 

 Vamos a utilizar una clase más restrictiva que la anterior, puesto que le vamos a 

añadir restricciones lineales, es decir, para cualquier conjunto C, consideramos la clase: 

{ }nidhCUCCLUL ii ,...,1,)()(),()()(:)(),(10 ==≤Π≤=Γ ∫ αθθπθθπ , 

donde  U(.) y  L(.)  son medidas fijas predeterminadas que cumplen que L(Θ)<1<U(Θ), 

hi(.) son funciones conocidas y αi son constantes conocidas.   

 Nuestro objetivo vuelve a ser encontrar el rango para una cantidad de interés a 

posteriori. Para ello, consideramos: 

 ∫
Γ∈

= θθπθ
π

dhH
UL

max )()(sup 0
),(10

    y     ∫Γ∈
= θθπθ

π
dhH

ULmin )()(inf 0),(10

, 

donde las funciones hi  para i=0,...,n son U-integrables y Γ  es no vacío. Calcularemos 

Hmax, puesto que Hmin  se calcula utilizando un argumento análogo. 
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Proposición 2.1. (Perone-Pacifico y otros (1996)) 

Dado α = (α1,...,αn), existe d*=(d1
*,...,dn

*) y  π*∈Γ con densidad: 

 










>−

<−
=

∑

∑

=

=

0)()(  si)(

0)()(  si)(
)(

1

*
0

1

*
0

*
n

i
ii

n

i
ii

hdhu

hdhl

θθθ

θθθ
θπ ,  

donde l(.) y  u(.) son las densidades de L(.) y U(.), respectivamente   

y, además, tenemos que: 

 ∫= θθπθ dhH max )()( *
0  

 

 Por tanto, el cálculo de Hmax se reduce a encontrar d* de manera que 

π*∈Γ10(L,U). Entonces, si llamamos  
∫

∫=
θθπθ

θθπθθ
πρ

dxf

dxfh
x

)()|(

)()|()(
),(  a la cantidad de 

interés a posteriori que queremos estudiar y si ∫= θθπθπ dxfD )()|()( , es decir, el 

denominador de dicha cantidad, notaremos )(sup
),(10

π
π

DD
UL

max
Γ∈

=    y  

)(inf
),(10

π
π

DD
ULmin Γ∈

= , que podemos obtenerlos a partir de la proposición 2.1. A partir de 

aquí, obtenemos: 

 

Proposición 2.2. (Perone-Pacifico y otros (1996)) 

Bajo las condiciones: 

i) La verosimilitud f(x|θ)  y el producto  h(θ) f(x|θ)  son U-integrables. 

ii) L({θ: f(x|θ)>0})>0  ó  U({θ: f(x|θ)=0})<1 

tenemos que: 

 
[ ] ∫

∈Γ∈
= θθπθθπρ

π
dxfh

y
x y

DDyUL maxmin

)()|()(1sup),(sup
,),(10

, 

donde πy tiene densidad: 

 
[ ]

[ ]









>−−

<−−
=

∑

∑

=

=

0)()|()(  si)(

0)()|()(  si)(
)(

1
0

1
0

n

i
i

y
i

y

n

i
i

y
i

y

y

hdxfdhu

hdxfdhl

θθθθ

θθθθ
θπ  

y  (d0
y,...,dn

y)  es tal que πy  verifica que: 
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





==

=

∫
∫

nidh

ydxf

iyi

y

,...,1)()(

)()|(

αθθπθ

θθπθ
. 

 

D) Bandas con amplitud constante. 

 Sivaganesan (1994) introduce la clase en la que la función de densidad se 

encuentra en una banda con amplitud constante, es decir: 

  Γ11={π: l≤ π ≤ u = l+δ}, para δ>0 un valor fijo. 

 Nuestro objetivo es calcular el rango de una cantidad de interés a posteriori 

∫
∫=

θθπθ

θθπθθ
πρ

dxf

dxfh
x

)()|(

)()|()(
),( .  Sea ),(sup

11

πρρ
π

x
Γ∈

= , que se alcanza para la densidad 

π . Entonces, tenemos que 0))()(()|( ≤−∫ ρθθπθ hxf para todo π∈Γ11 y vale cero 

cuando ππ = . Por tanto, podemos obtener ρ  eligiendo un  λ  para el cual: 

 0))()(()|(sup)(
11

=−= ∫
Γ∈

θλθθπθλ
π

dhxfBh . 

Si definimos ∫ −= θθθλθλ dxflhLh )|()())(()( , tenemos: 

 

Teorema 2.16. (Sivaganesan (1994)) 

∫ −+=
sA

hh dhxfLB θλθθδλλ ))()(|()()( , 

donde As  es tal que tiene medida de Lebesgue sLAs =
Θ−

=
δ

µ ))(1()(  y 

{ }chxfAs >−= ))()(|(: λθθθ , para un valor de c constante conveniente. 

 

 Para obtener el supremo y el ínfimo de la cantidad a posteriori, necesitamos que 

f(x|θ)  y  h(θ)f(x|θ)  sean integrables, lo cual es cierto en nuestro caso. Entonces, 

tenemos el siguiente teorema: 

 

Teorema 2.17. (Sivaganesan (1994)) 

Consideramos la situación en la que ))()(|( λθθ −hxf  tiene al menos dos 

extremos para cada valor de λ, por lo que As tiene amplitud s.  
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Si definimos 

∫

∫
+

+

+

+
= sz

z

sz

z
h

dxfL

dxfhL
z

θθδ

θθθδ
ρ

)|()0(

)|()()0(
)(

1

 , con  ∫= θθθ dlxfL )()|()0(1 , 

entonces: 

 )(sup(inf) z
z

ρρ = . 

 

E) Bandas con amplitud constante para distribuciones a priori unimodales. 

 Introducimos la restricción de unimodalidad a la clase anterior: 

Γ12={π: l≤ π ≤  l+δ  y  π unimodal con moda θ0}, para δ>0 un valor fijo. 

Para poder obtener el rango de la cantidad a posteriori  ),( πρ x , tenemos que 

definir una subclase de Γ12 que contenga todas las distribuciones a priori π∈Γ12´ de la 

forma: 



 ∈

=
caso otroen )(

))(,(
)(

θ
θθ

θπ
l

Bucmin
,  

donde  B =(a,b),  c =max(l(a),l(b)) cuando θ0 B∉ , la clausura de B y  l(θ0) ≤ c ≤ u(θ0) 

cuando θ0 B∈ . La longitud de B  y el valor de  c  cuando θ0 B∈ se determinan 

imponiendo la condición de que π∈Γ12. 

 Podemos ver que la distribución a priori de máxima verosimilitud de tipo II de la 

clase Γ12 se puede obtener a partir de la clase Γ12´: 

 

Lema 2.8. (Sivaganesan (1994)) 

Si  f(x|θ) es unimodal, entonces la distribución a priori de máxima verosimilitud 

tipo II de la clase Γ12  pertenece a la clase Γ12´. 

 

 Veamos cómo obtenemos el rango de la cantidad a posteriori de interés: 

 

Teorema 2.18. (Sivaganesan (1994)) 

Sea ))()(|()( λθθθ −= hxfg  tal que tiene al menos dos extremos para 

cualquier λ  y es integrable. 

Entonces, ∫∫
ΓΓ

= ππ gg
´1212

sup(inf)sup(inf) , por lo que: 
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 ),(sup(inf)),(sup(inf)
´1212

πρπρ xx
ΓΓ

= . 

 

F) Bandas de funciones de distribución. 

 Basu (1994) estudia las bandas de funciones de distribución: 

  { }θθθθ ∀≤≤=Γ ),()()(y ón distribuci defunción  es :13 UL FFFFF  

y la desarrolla en posteriores trabajos. Nosotros no podemos utilizar esta clase porque 

en su desarrollo se exige la derivabilidad y continuidad de la derivada de la 

verosimilitud, lo cual no sabemos si es cierto para nuestra verosimilitud. 
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Capítulo 3: 

 

Inferencia estadística y análisis de robustez 

con una función de verosimilitud empírica. 

 
3.1. Introducción. 

En este capítulo de la memoria vamos a estudiar diversos aspectos relativos a la 

inferencia estadística bayesiana, que aplicaremos a nuestro caso particular. Hasta ahora 

hemos estudiado la elección de la verosimilitud del problema (capítulo 1) y la 

utilización de clases de distribuciones a priori relativas al parámetro estudiado, junto 

con el estudio de su robustez (capítulo 2). Lo que vamos a hacer es, tras obtener la 

verosimilitud del problema, utilizar como distribución a priori una representativa de la 

clase de distribuciones a priori que hemos considerado y que cumple la exigencia de 

robustez, es decir, la sensibilidad relativa (R.S.) es menor que una cantidad fijada por el 

investigador; y dicha distribución a priori representativa será, si la conocemos, la de 

máxima verosimilitud tipo II de la clase. Además, compararemos los resultados 

obtenidos cuando la distribución a priori utilizada es la uniforme con el caso de la 

verosimilitud empírica generalizada que, como vimos en el capítulo 1 de la memoria, 

son casos equivalentes. Los aspectos que trataremos son la obtención estimadores 

puntuales bayesianos (moda, mediana y media a posteriori) para el parámetro estudiado, 
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la obtención de intervalos de confianza para la media a posteriori del parámetro 

estudiado y el contraste de hipótesis relativas al parámetro objeto de estudio. 

Seguidamente, se realizará el desarrollo completo de un ejemplo ilustrativo del 

método presentado en la memoria. 

 

3.2. Estimación puntual. 
En este apartado queremos estimar puntualmente el parámetro de interés, la 

media, de la variable aleatoria que estamos estudiando.  

Para ello, si utilizáramos un método clásico, la técnica más usual nos diría que el 

estimador de máxima verosimilitud para el parámetro θ es el valor de θ  que maximiza 

la función de verosimilitud escogida para una muestra fija, f(x|θ). Pero, como estamos 

utilizando un método bayesiano, utilizaremos el estimador de máxima verosimilitud 

generalizado para el parámetro θ, que se define de la siguiente forma: 

 

Definición 3.1. 

El estimador de máxima verosimilitud generalizado del parámetro θ  es la moda 

de la distribución a posteriori π(θ|x) obtenida, es decir, el valor de θ  que 

maximiza la distribución a posteriori considerada, para una muestra fija, como 

una función de θ. 

 

Entonces, la relación existente entre un estimador de máxima verosimilitud para 

el parámetro media de la variable aleatoria estudiada utilizando la función de 

verosimilitud elegida, es decir, el estimador de máxima verosimilitud clásico y un 

estimador de máxima verosimilitud generalizado va a depender siempre de la 

distribución a priori elegida. Además, si la moda de la distribución a priori y de la 

verosimilitud  coinciden, el estimador de máxima verosimilitud generalizado va a 

coincidir también con el de las distribuciones anteriormente citadas. 

 

Lema 3.1. 

Si la moda de la verosimilitud y de la distribución a priori coinciden, entonces el 

estimador de máxima verosimilitud de la distribución a posteriori, es decir, la 



 
 
 
APROXIMACIÓN BAYESIANA A LA METODOLOGÍA DE LA VEROSIMILITUD EMPÍRICA 
 

 85

moda a posteriori del parámetro sujeto a estudio, va a coincidir con la moda de 

las distribuciones anteriormente citadas. 

   Demostración: 

 Es consecuencia inmediata de la construcción de la distribución a posteriori. 

 

 Otros estimadores para el parámetro θ  utilizados de manera común en inferencia 

bayesiana son la media y la mediana de la distribución a posteriori, que son 

frecuentemente mejores estimadores del parámetro que la moda.  

  

3.3. Obtención de regiones de confianza. 
Vamos a construir regiones de confianza con nivel de confianza (1-α) para el 

parámetro de interés, la media, de la variable aleatoria estudiada. 

Desde el punto de vista bayesiano, se definen las regiones de confianza como: 

 

Definición 3.2. 

Una región de confianza con nivel de confianza (1-α) para el parámetro θ  es un 

subconjunto C  del espacio paramétrico tal que: 

1-α ≤ P(C|x), 

es decir, la probabilidad a posteriori de que θ  esté en el conjunto C sea mayor o 

igual que (1-α). 

 

Para elegir una región de confianza debemos minimizar su tamaño. Para ello, se 

deben incluir en el conjunto solo aquellos puntos con mayor densidad a posteriori, es 

decir, los valores más probables del parámetro. Entonces, definimos las regiones de 

confianza con densidad a posteriori más grande (HPD) como: 

 

Definición 3.3. 

La región de confianza HPD con nivel de confianza (1-α), es el subconjunto C 

del espacio paramétrico de la forma: 

  { })()|(: αθπθ kxC ≥Θ∈= , 

 donde: 
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)|( xθπ   es la distribución a posteriori; y  

k(α) es la mayor constante tal que: 

   ( ) α−≥ 1| xCP . 

 

 Las regiones de confianza para las distintas distribuciones a posteriori van a 

depender de la distribución a priori utilizada. 

 Como hemos comentado con anterioridad, podemos aplicar el teorema de Wilks 

para obtener la región de confianza en el caso en el que la distribución a priori 

considerada sea la distribución uniforme, lo cual va a ser una aproximación a la región 

de confianza HPD. En este caso. 

Sea L(µ) la verosimilitud empírica. 

Sea  ( )µ̂L  el máximo de la verosimilitud empírica. 

Sea  R(µ) = L(µ)/ ( )µ̂L   la razón de verosimilitud empírica. 

Sea  l(µ)=-2·log(R(µ)) el logaritmo de la razón de verosimilitud empírica. 

Aplicando el teorema 1.1. (análogo al de Wilks) del apartado1.3., la región 

de confianza es: 

 Rc = {µ: l(µ) ≤ χ 2
1,1-α}  

Entonces, tenemos que las regiones de confianza vienen dadas por los 

valores de µ  tales que: 

 l(µ) ≤ χ 2
1,0.90 =2.71  para un nivel de confianza del 90%. 

l(µ) ≤ χ 2
1,0.95 =3.84  para un nivel de confianza del 95%. 

l(µ) ≤ χ 2
1,0.99 =6.64  para un nivel de confianza del 99%. 

 

3.4. Contrastes de hipótesis. 
 Veamos cómo podemos realizar contrastes de hipótesis para el parámetro 

estudiado.  

 Para ello, vamos a comparar la relación existente entre los contrastes de 

hipótesis para la media realizados mediante la verosimilitud empírica y los realizados 

utilizando la distribución a posteriori: 
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1. El caso de los contrastes de hipótesis para un parámetro utilizando la Verosimilitud 

Empírica se resuelve de manera análoga a un contraste de hipótesis clásico, 

utilizando el teorema de Wilks: 

1.1. En el caso de un contraste bilateral, es decir, 





≠
=

01

00

:
:

θθ
θθ

H
H

, 

rechazaremos la hipótesis nula con un nivel de significación α  si el valor θ0  no 

está dentro del intervalo de confianza para dicho parámetro con un nivel de 

confianza (1-α). 

1.2. En el caso de un contraste unilateral, es decir, 





≤
=

01

00

:
:

θθ
θθ

H
H

  o  




≥
=

01

00

:
:

θθ
θθ

H
H

 

rechazaremos la hipótesis nula con un nivel de significación α  si el valor θ0  no 

está dentro del intervalo de confianza a un lado correspondiente para dicho 

parámetro con un nivel de confianza (1-α). 

2. El caso de los contrastes de hipótesis para un parámetro utilizando la técnica 

introducida en la memoria, se resuelve de manera análoga a un contraste de hipótesis 

bayesiano, aunque, como ya hemos visto en los puntos anteriores, si la distribución a 

priori es la distribución uniforme, como estamos en el mismo caso de la 

verosimilitud empírica, se podría resolver mediante la técnica de la Verosimilitud 

Empírica. 

Consideremos el caso general de un contraste de hipótesis para un parámetro: 





Θ∈
Θ∈

11

00

:
:
θ
θ

H
H

. 

En este caso, debemos calcular la probabilidad a posteriori de ambas hipótesis 

( )xP |00 Θ=α   y  ( )xP |11 Θ=α , que dependen tanto de los datos como de la 

opinión a priori, para decidir, en consecuencia, entre las hipótesis; también van a ser 

de interés las probabilidades a priori de ambas hipótesis (π0  y  π1); definimos  α0 /α1  

como la razón de probabilidades a posteriori de la hipótesis nula frente a la 

alternativa  y  π0 /π1  como la razón de probabilidades a priori; y definimos la 
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cantidad 
prioriaadesprobabilidderazón

posterioriaadesprobabilid derazón
=B   como el factor Bayes respecto a 

la hipótesis nula. 

Entonces, para resolver el contraste, rechazaremos la hipótesis nula si la razón 

de probabilidades a posteriori es menor que uno, es decir, la probabilidad a posteriori 

de la hipótesis alternativa es mayor que la de la hipótesis nula; a partir de la razón de 

probabilidades a priori, podemos observar la relación que existe a priori entre las 

hipótesis; mediante el factor Bayes respecto de la hipótesis nula podemos observar la 

influencia de los datos muestrales en la resolución del contraste después de tener la 

información muestral (a posteriori) y antes de tenerla (a priori). 

 La única situación en la que se debe de modificar esta técnica es en el caso de 

que la hipótesis nula sea simple, es decir,  θ =θ0  y la distribución a priori sea 

continua, ya que en este caso, la probabilidad a priori de la hipótesis nula sería cero 

y, por tanto, la probabilidad a posteriori de la hipótesis nula también sería cero.  

Entonces, tenemos dos opciones: 

a) Considerar la hipótesis nula como un intervalo centrado en θ0, de manera que 

contenga todos los valores que se puedan considerar indistinguibles de θ0, y 

trabajar como en el caso general. 

b) Asignar una probabilidad a priori no cero π0 a la hipótesis nula y  π1 =1-π0  al 

resto del espacio muestral. Por tanto, la distribución a priori quedaría: 





≠
=

01

00

;)(
;

θθθππ
θθπ

, 

donde  π(θ)  es la distribución a priori original. 

 

3.5. Análisis de Robustez con una función de 

verosimilitud empírica. 
Vamos a analizar el desarrollo de la metodología de trabajo propuesta en la 

memoria mediante el estudio de un caso particular, que nos puede servir como 

ilustración, utilizando un programa informático realizado en Mathematica, que se puede 

ver en el Apéndice. Vamos a estudiar los ingresos monetarios familiares durante el 

primer trimestre de 1997, medidos en miles de pesetas, datos procedentes de la Encuesta 
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continua de Presupuestos familiares correspondientes al primer trimestre de 1997 (INE), 

en la que se dispone de una muestra con 3114 datos, cuyo valor mínimo es de cero 

pesetas y el máximo de 9994000 pesetas.  

Queremos estudiar la distribución de probabilidad de la media de la variable 

aleatoria ingresos monetarios familiares durante el primer trimestre de 1997, medidos en 

miles de pesetas. Para ello, vamos a realizar un estudio bayesiano sobre ella, por lo que 

calcularemos, en primer lugar, la función de verosimilitud para el problema, 

continuaremos con la elección de la distribución a priori para el parámetro media de 

interés utilizando la robustez bayesiana y, finalmente, obtendremos conclusiones a 

posteriori. 

 

3.5.1.  Elección de la función de verosimilitud del problema. 
Lo primero que vamos a hacer es calcular la función de verosimilitud para este 

caso. La función de verosimilitud que vamos a utilizar es la propuesta en el Capítulo 1 

de la memoria, por las razones ya comentadas con anterioridad. Por tanto, la función de 

verosimilitud considerada es: 
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En la práctica, lo que realiza el programa informático, es calcular la 

verosimilitud puntualmente para valores de la media (µ) de la variable aleatoria en un 

número de puntos suficientemente grande a lo largo del intervalo de valores entre el que 

se mueve la muestra obtenida, puesto que fuera de él la verosimilitud vale cero. 

Tenemos que resolverlo de esta forma, debido a que la verosimilitud no tiene una forma 

funcional concreta. 

 Entonces, la gráfica de la verosimilitud obtenida para la media es: 
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2000 4000 6000 8000 10000  
Si ampliamos la gráfica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, tenemos: 

620 640 660 680  
 Veamos las distintas aplicaciones de esta función: 

• En la teoría de la Verosimilitud Empírica se realizan todos los cálculos sobre el 

parámetro estudiado (la media de la variable aleatoria, en nuestro caso) a partir de 

esta función, a la que llama función de Verosimilitud Empírica.  

A partir de ella, se obtiene la función del logaritmo de la Razón de Verosimilitud 

Empírica, que gráficamente es: 

2000 4000 6000 8000 10000

10000
20000
30000
40000

50000
60000

 
Si ampliamos la gráfica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, tenemos: 
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620 640 660 680

10

20

30

40

50

 
A esta función, se aplica el Teorema de Wilks para obtener resultados relativos al 

parámetro media de la variable aleatoria estudiada. 

• En la teoría referente a la Curva de Verosimilitud más Probable, la Curva de 

Verosimilitud más Probable es esta función normalizada respecto del parámetro, la 

media, que es una verdadera función de probabilidad. A partir de ella, se obtienen 

probabilidades de intervalos, regiones de confianza y contrastes de hipótesis. 

Entonces, la curva de verosimilitud más probable en nuestro ejemplo viene dada por 

la siguiente gráfica:  

2000 4000 6000 8000 10000

0.01

0.02

0.03

0.04

 
Si ampliamos la gráfica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, tenemos: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

 
• Nosotros vamos a utilizar esta función como función de verosimilitud del problema 

para, tras combinarla con la distribución a priori del parámetro estudiado (la media), 
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obtener la distribución a posteriori del parámetro respecto de la muestra 

considerada, a partir de la cual vamos a obtener resultados relativos a la media de la 

variable aleatoria estudiada.   

 

3.5.2.  Elección de la distribución a priori del parámetro media. 
El siguiente paso va a ser la elección de la distribución a priori del parámetro 

media, para poder realizar el estudio bayesiano de nuestro caso, combinándola con la 

verosimilitud seleccionada.  

 

A) Utilización del método de máxima verosimilitud tipo II considerando clases 

paramétricas usuales. 

Vamos a elegir una distribución a priori procedente de cada clase paramétrica 

usual y, de entre todas ellas, nos quedaremos con una, según el criterio de máxima 

verosimilitud tipo II, estudiado en el apartado 2.3. de la memoria. 

• Si elegimos como distribución a priori la distribución Uniforme en el intervalo dado 

por el menor y el mayor valor muestral obtenido, puesto que la media muestral está 

entre esos dos valores, es decir, el intervalo [0, 9994] o en cualquier intervalo que lo 

contenga, la distribución a posteriori que obtenemos es la normalización de la 

función de verosimilitud utilizada respecto de la media, es decir, la Curva de 

Verosimilitud más Probable, ya vista con anterioridad. 

• Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las 

distribuciones Normales, tenemos: 

Los parámetros de la distribución, como vimos en el apartado 2.3.1., vienen dados 

por la media muestral y por la desviación típica muestral dividida entre la raíz 

cuadrada del tamaño muestral, por lo que la distribución a priori es una distribución                  

Normal (643.213, 8.4380): 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04
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Por consiguiente, la distribución a posteriori obtenida es: 

2000 4000 6000 8000 10000

0.01

0.02

0.03
0.04

0.05

0.06

 
Si ampliamos la gráfica entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, tenemos: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 
En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a priori y 

la distribución a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, de manera que podemos comprobar cómo influye la distribución a 

priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtención de la distribución a 

posteriori: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 
• Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las 

distribuciones Gamma, tenemos:  

Los parámetros de la distribución, como vimos en el apartado 2.3.1.,  vienen dados 

por: 
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Por tanto, la distribución a priori es una  Gamma (5810.66973, 0.11069). 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

 
Por consiguiente, la distribución a posteriori obtenida es: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 
En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a priori y 

la distribución a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, de manera que podemos comprobar cómo influye la distribución a 

priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtención de la distribución a 

posteriori: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 
• Si consideramos como clase de distribuciones a priori la formada por todas las 

distribuciones Beta, lo primero que tenemos que hacer, puesto que la distribución 
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Beta varía en el intervalo [0,1], es considerar el cambio de variable  X´= X/10000 

para obtener los parámetros de la distribución. 

Entonces los parámetros de la distribución Beta, como vimos en el apartado 2.3.1.,  

vienen dados por:  
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donde los valores muestrales se han obtenido tras realizar el cambio de variable. 

Por tanto, la distribución a priori es una  Beta (5436.855, 79089.66) aplicada en la 

variable aleatoria X´. 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

 
Por consiguiente, la distribución a posteriori obtenida es: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06
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En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a priori y 

la distribución a posteriori entre 600 y 700 mil pesetas de ingresos familiares 

trimestrales, de manera que podemos comprobar cómo influye la distribución a 

priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtención de la distribución a 

posteriori: 

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 
Por tanto, tenemos 4 posibles elecciones de la distribución a priori   para nuestro 

ejemplo. Para, de entre ellas elegir una, vamos a utilizar el criterio de máxima 

verosimilitud tipo II ya estudiado. Para ello, calculamos la densidad predictiva para cada 

distribución a priori considerada: 

• Si la a priori es la  Uniforme [0, 9994], su densidad predictiva vale  6.2635·10-8930. 

• Si la a priori es la  Normal (643.213, 8.4380), su densidad predictiva vale       

2.0691871·10-8927. 

• Si la a priori es la  Gamma (5810.669, 0.11069), su densidad predictiva vale  

2.0691128·10-8927. 

• Si la a priori es la  Beta (5436.855, 79089.66), su densidad predictiva vale      

2.0691112·10-8927. 

Como la distribución a priori con densidad predictiva mayor de entre las 

consideradas es la  Normal (643.213, 8.4380), la elegimos como distribución a priori 

para el estudio de a posteriori de la media de la variable aleatoria considerada. 

 

B) Estudio de la Robustez Bayesiana del problema. 

Pero, como se vio en el Capítulo 2 de la memoria, lo más adecuado es obtener la 

distribución a priori a partir del estudio de la Robustez Bayesiana del problema. Vamos 

a estudiar la robustez de la media a posteriori del parámetro que estamos estudiando, es 

decir, de la media de la variable aleatoria ingresos monetarios familiares en un 

trimestre, para lo que vamos a utilizar distintas clases de contaminación y 
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consideraremos varios grados de contaminación ε (0, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30), 

es decir, vamos a modificar nuestra confianza en la distribución a priori base elegida.  

• Si elegimos como clase contaminante la clase formada por todas las distribuciones 

de probabilidad (Γ1), la distribución de probabilidad que vamos a elegir como 

distribución a priori inicial (π0(µ))  va a ser la distribución                             

Normal (643.213, 8.4380), debido a que es la de máxima verosimilitud tipo II entre 

todas las que hemos considerado hasta ahora. Vamos a estudiar el rango de valores 

para la media a posteriori de la media de la variable aleatoria estudiada para 

distintos grados de contaminación ε, para lo cual aplicamos el teorema 2.1. del 

apartado 2.5.1.A: 
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y además, vamos a estudiar la sensibilidad relativa: 
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que mide la variación de la media a posteriori cuando la distribución a priori varía 

dentro de la clase de contaminación considerada, para los distintos grados de 

contaminación considerados. Estos resultados los podemos ver en la siguiente tabla: 

Grado de contaminación (ε) Rango Sensibilidad relativa (en %)

0 643.424 0 

0.05 (643.062,643.793) 0.0567 

0.10 (642.694,644.170) 0.1147 

0.15 (642.320,644.557) 0.1738 

0.20 (641.939,644.952) 0.2341 

0.25 (641.549,645.359) 0.2960 

0.30 (641.141,645.786) 0.3609 

 

Si consideramos un grado de contaminación ε =0.05, la distribución a priori de 

máxima verosimilitud tipo II de la clase está dada, según el teorema 2.2. por: 
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puesto que 2.643ˆ =µ  es el estimador de máxima verosimilitud de la media 

poblacional. 
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Y la distribución a posteriori obtenida es: 

575 600 625 650 675 700 725
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En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a priori y 

la distribución a posteriori, de manera que podemos comprobar cómo influye la 

distribución a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtención de la 

distribución a posteriori: 

575 600 625 650 675 700 725
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• Como pretendemos mejorar la sensibilidad relativa, y sabemos por el estudio en 

años anteriores que la media de la variable ingresos monetarios trimestrales de las 

familias es unimodal con moda próxima a la media muestral, consideramos que la 
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distribución a priori es unimodal, con moda próxima al valor 643.213, por lo que 

elegimos una clase contaminante un poco más restringida, la clase formada por 

todas las distribuciones unimodales con la misma moda θ0 que π0 (Γ2), donde la 

distribución de probabilidad que vamos a elegir como distribución a priori inicial 

(π0(µ))  va a ser la distribución Normal de media 643.213 y desviación típica dada 

por la desviación típica muestral de la media, es decir, la distribución             

Normal (643.213, 8.4380), puesto que pertenece a la clase y es una distribución de 

probabilidad bastante representativa de la clase que estamos utilizando, como ya 

hemos estudiado. Como la moda de π0  (µ) es 643.213, la clase incluye todas las 

distribuciones de probabilidad con moda 643.213. En la siguiente tabla vamos a 

observar el rango de valores para la media a posteriori de la media de la variable 

aleatoria estudiada para distintos grados de contaminación considerados, que viene 

dado por el teorema 2.3. del apartado 2.5.1.B:  

( )
)(
)(

infsup),(infsup 0
0
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h
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πρ

ππ
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donde 8927
0 10·069.21)|(1 −−
=

−
=

ε
επ

ε
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≠
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0)(1
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
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≠
= ∫

+
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0)(1
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213.643

213.643

zf

zdf
zzH

B

z
B

h µµµ ; 

y también observaremos su correspondiente sensibilidad relativa: 

Grado de contaminación (ε) Rango Sensibilidad relativa (en %)

0 643.424 0 

0.05 (643.135,643.695) 0.0435 

0.10 (642.849,643.965) 0.0867 

0.15 (642.565,644.234) 0.1297 

0.20 (642.282,644.504) 0.1726 

0.25 (642.001,644.775) 0.2155 

0.30 (641.719,645.049) 0.2587 
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Si consideramos un grado de contaminación ε =0.05, utilizando el teorema 2.4., 

la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase, como q̂  sigue 

una distribución Uniforme en el intervalo (643.213, 644.213), puesto que a=1 es el 

valor que maximiza la función m(x|a), está dada por: 







∈+

∉
=+= )213.644,213.643(

1
105.0)(95.0

)213.644,213.643()(95.0
)(ˆ·05.0)(95.0)(ˆ

0

0

0 µµπ

µµπ
µµπµπ q  

620 640 660 680

0.01

0.02

0.03
0.04

0.05

0.06

0.07

 
Y la distribución a posteriori obtenida es: 

620 640 660 680

0.02

0.04

0.06

0.08

 
En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a priori y 

la distribución a posteriori, de manera que podemos comprobar cómo influye la 

distribución a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la obtención de la 

distribución a posteriori: 

620 640 660 680

0.02

0.04

0.06

0.08
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• De nuevo, pretendemos mejorar la sensibilidad relativa y, como sabemos por el 

estudio en años anteriores que la media de la variable ingresos monetarios 

trimestrales de las familias es, además de unimodal, simétrica respecto de su media, 

introducimos esta nueva restricción en la clase, por lo que tenemos la clase formada 

por todas las distribuciones simétricas y unimodales con la misma moda θ0 que π0 

(Γ4). La distribución de probabilidad que vamos a elegir como distribución a priori 

inicial (π0(µ))  va a ser, de nuevo, la distribución  Normal (643.213, 8.4380), puesto 

que está en la clase y es representativa de ella. Como la moda de π0(µ) es 643.213, 

la clase incluye todas las distribuciones de probabilidad simétricas con moda 

643.213. En la siguiente tabla vamos a observar el rango de valores para la media a 

posteriori de la media de la variable aleatoria estudiada para distintos grados de 

contaminación considerados, que viene dado por el teorema 2.7. del apartado 

2.5.1.D:  
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y también observaremos su correspondiente sensibilidad relativa: 

Grado de contaminación (ε) Rango Sensibilidad relativa (en %)

0 643.424 0 

0.05 (643.367,643.442) 0.0058 

0.10 (643.315,643.460) 0.0112 

0.15 (643.269,643.479) 0.0163 

0.20 (643.226,643.499) 0.0211 

0.25 (643.187,643.520) 0.0258 

0.30 (643.152,643.542) 0.0303 
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Si consideramos un grado de contaminación ε =0.05, utilizando el teorema 2.8., 

la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase, como q̂  sigue 

una distribución Uniforme en el intervalo (642.13, 644.13), puesto que a=1 es el 

valor que maximiza la función m(x|a), está dada por: 


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

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Y la distribución a posteriori obtenida es: 

620 640 660 680

0.02

0.04

0.06

0.08

 
En la siguiente gráfica podemos observar la verosimilitud, la distribución a 

priori y la distribución a posteriori, de manera que podemos comprobar cómo 

influye la distribución a priori utilizada respecto de la verosimilitud para la 

obtención de la distribución a posteriori: 
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0.08
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Como la sensibilidad relativa obtenida en esta última clase de contaminación es 

suficientemente pequeña, podemos considerar adecuada esta clase contaminante 

para la distribución a priori, por lo que utilizaremos la distribución a priori de 

máxima verosimilitud de tipo II de dicha clase para, combinada con la 

verosimilitud, obtener las conclusiones a posteriori del caso estudiado. 

 

3.5.3. Obtención de conclusiones a posteriori. 
Pasamos a obtener conclusiones a posteriori sobre el caso estudiado. Utilizamos, 

por supuesto, la verosimilitud elegida anteriormente, combinada con la distribución a 

priori seleccionada. Aunque las conclusiones las vamos a obtener a partir de la clase 

contaminante elegida, vamos a comparar los resultados con el resto de distribuciones a 

priori consideradas (en las distintas clases contaminantes los resultados se obtienen a 

partir de la distribución a priori de máxima verosimilitud de tipo II de la clase), para 

comparar los resultados. 

 

A) Estimación puntual. 

Veamos en el siguiente cuadro distintas estimaciones puntuales para la media en 

nuestro ejemplo, utilizando las distintas distribuciones a priori ya estudiadas con 

anterioridad. Indicar que los estimadores puntuales de la función de verosimilitud 

coinciden con los estimadores puntuales de la distribución a posteriori cuando la 

distribución a priori es la Uniforme, puesto que, salvo constantes normalizadoras, son la 

misma distribución. 

 Algunas características de la 

distribución a priori 

Algunas características de 

la distribución a posteriori 

Distribución a priori Moda Mediana Media Moda Mediana Media 

Uniforme - 4997.5 4997.5 643.2 643.3 644.13 

Normal 643.213 643.213 643.213 643.2 642.9 643.424

Gamma 643.3 642.7 643.213 643.2 642.8 643.397

Beta 643.3 642.7 643.213 643.2 642.8 643.399

(1) 643.213 643.213 643.213 643.2 643.2 643.411

(2) 643.213 643.623 643.223 643.2 643.4 643.455

(3) 643.213 643.213 643.213 643.2 642.9 643.419
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(1) es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones de 

probabilidad. 

(2)  es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones 

simétricas y unimodales con la misma moda que π0. 

(3)  es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones 

unimodales con la misma moda que π0. 

 Como se puede ver, las principales características de la distribución a posteriori 

dependen de la distribución a priori utilizada, puesto que sus valores varían según la 

distribución a priori considerada. 

 

B) Regiones de confianza. 

Veamos en el siguiente cuadro distintas regiones de confianza HPD obtenidas 

para la media en nuestro ejemplo, utilizando las distintas distribuciones a priori 

consideradas con distintos niveles de confianza:  

 Regiones de confianza para la media con nivel 

de confianza 

Distribución a priori 0.9 0.95 0.99 

Uniforme (629.83,658.0) (627.4,661.4) (622.80,667.88) 

Normal (633.3,653.4) (631.4,655.4) (628.0,658.8) 

Gamma (633.5,653.1) (631.5,655.0) (628.1,659.4) 

Beta (633.5,653.1) (632.0,654.5) (628.2,659.4) 

(1) (633.8,653.0) (631.8,655.0) (628.2,658.9) 

(2) (633.8,653.0) (631.8,655.0) (628.2,658.9) 

(3) (633.8,653.0) (631.8,655.0) (628.2,658.9) 
  

(1)  es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones 

de probabilidad. 
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(2)  es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones 

simétricas y unimodales con la misma moda que π0. 

(3)  es la distribución a priori de máxima verosimilitud tipo II de la clase de 

contaminación con clase contaminante formada por todas las distribuciones 

unimodales con la misma moda que π0. 

 Podemos ver que las distintas regiones de confianza van variando, debido a las 

distintas elecciones de la distribución a priori, puesto que sus valores varían según la 

distribución a priori considerada. 

Si la distribución a priori es la uniforme y aplicamos el método de la 

Verosimilitud Empírica para obtener la región de confianza para la media, utilizaremos 

el teorema de Wilks. Para ello, obtenemos la función  l(µ), que gráficamente viene dada 

por: 

2000 4000 6000 8000 10000

10000
20000
30000
40000
50000
60000

 
 Entonces, las regiones de confianza vienen dadas por: 

  Para un nivel de confianza del 90%:  (630.0, 658.0). 

   Para un nivel de confianza del 95%:  (628.1, 661.1). 

  Para un nivel de confianza del 99%:  (622.9, 667.7). 

 Comparando con los resultados obtenidos para las HPD considerando la 

distribución uniforme como distribución a priori, podemos observar que tenemos una 

buena aproximación de las regiones de confianza. 

 

C) Contraste de hipótesis. 

Queremos contrastar la hipótesis de que la media de los ingresos familiares 

trimestrales medios es 650000 pesetas. Para ello, consideramos las siguientes hipótesis 

nula y alternativa: 
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H0: µ =650 

H1: µ ≠ 650 

1. Si consideramos como distribución a priori la Uniforme: 

• Podemos utilizar la técnica de la Verosimilitud Empírica: 

Como el valor 650  está dentro de la región de confianza dada por el teorema de 

Wilks para la media con nivel de significación del 5%, no rechazamos la 

hipótesis nula. 

• Utilizando la distribución a posteriori obtenida, tenemos dos opciones: 

a) Considerar que todos los valores entre 640 y 660 son equivalentes a 650, por lo 

que la hipótesis nula a considerar será el intervalo (640,660). 

Entonces, comparamos las probabilidades a posteriori de las hipótesis nula y 

alternativa para decidir sobre el contraste: 

[ ] ( )[ ] 621.0660,640|00 =∈=Θ= µα PxP  

[ ] 379.0|11 =Θ= xPα , 

por lo que no rechazamos la hipótesis nula estudiada. 

Además, como la distribución a priori es una uniforme en el intervalo (0,9994), 

las probabilidades a priori de las hipótesis nula y alternativa son: 

 001.0
9994

645655
0 =

−
=π  

 999.01 =π  

Si consideramos el factor Bayes: 

1638
001.0
638.1

999.0/001.0
379.0/621.0

===B , 

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la 

hipótesis nula aumente bastante respecto a lo que pensábamos a priori. 

b) Si asignamos una probabilidad a priori de 0.3 a la hipótesis nula, tenemos la 

siguiente distribución a priori:     




≠
=

=
650)(·7.0
6503.0

)(ˆ
µµπ
µ

µπ . 

Entonces, las probabilidades a posteriori son: 

[ ] [ ] .993.0650|00 ===Θ= µα PxP  

[ ] [ ] .007.0650|11 =≠=Θ= µα PxP  

Por tanto, aceptamos la hipótesis nula estudiada. 
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Si consideramos el factor Bayes: 

001.331
42857.0

857.141
7.0/3.0
007.0/993.0

===B , 

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la 

hipótesis nula aumente bastante respecto a lo que pensábamos a priori. 

2. Si consideramos como distribución a priori la de máxima verosimilitud tipo II de la 

clase de contaminación seleccionada, es decir, de la clase formada por todas las 

distribuciones simétricas y unimodales con moda 643.123. 

Tenemos dos opciones de trabajo: 

• Considerar que todos los valores entre 640 y 660 son equivalentes a 650, por lo 

que la hipótesis nula a considerar será el intervalo (640,660). 

Entonces, comparamos las probabilidades a posteriori de las hipótesis nula y 

alternativa para decidir sobre el contraste: 

[ ] ( )[ ] 7121.0660,640|00 =∈=Θ= µα PxP  

[ ] 2879.0|11 =Θ= xPα , 

por lo que no rechazamos la hipótesis nula estudiada. 

Además, las probabilidades a priori de las hipótesis nula y alternativa son: 

6311.00 =π  

 3689.01 =π  

Si consideramos el factor Bayes: 

445.1
7107.1
4734.2

3689.0/6311.0
2879.0/7121.0

===B , 

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la 

hipótesis nula aumente respecto a lo que pensábamos a priori. 

• Si asignamos una probabilidad a priori de 0.3 a la hipótesis nula, tenemos la 

siguiente distribución a priori:     




≠
=

=
650)(·7.0
6503.0

)(ˆ
µµπ
µ

µπ . 

Entonces, las probabilidades a posteriori son: 

[ ] [ ] .3302.0650|00 ===Θ= µα PxP  

[ ] [ ] .6698.0650|11 =≠=Θ= µα PxP  

Por tanto, rechazamos la hipótesis nula estudiada. 

Si consideramos el factor Bayes: 
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1501.1
42857.0
4929.0

7.0/3.0
6698.0/3302.0

===B , 

podemos observar que los datos muestrales han hecho que la probabilidad de la 

hipótesis nula aumente respecto a lo que pensábamos a priori. 
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Capítulo 4: 

 

Conclusiones y líneas de investigación 

futura. 
  

En este capítulo vamos a enumerar los resultados más relevantes de nuestra 

investigación y las que consideramos líneas abiertas de investigación que deberán guiar 

el futuro trabajo investigador de este doctorando.  

El aspecto más relevante a destacar de la memoria es la presentación de un 

nuevo método de trabajo en el caso del estudio del parámetro valor medio de una 

variable aleatoria observable. Para el estudio de este parámetro proponemos 

inicialmente una aproximación bayesiana de trabajo, puesto que consideramos que en 

este marco podemos incluir toda la información disponible por el investigador.  

Proponemos la utilización, como función de verosimilitud del problema, de una 

generalización de la función que, en el acervo de la literatura estadística usual, recibe el 

nombre de función de verosimilitud empírica para la media, y para la cual se cuenta con 

un gran número de resultados de interés. Esta función tiene la particularidad de 

depender exclusivamente de los datos muestrales obtenidos y no de ninguna decisión 

subjetiva realizada por el investigador. Además, probamos que la función de 

verosimilitud empírica para la media toma los mismos valores para cada valor del 

parámetro que la verosimilitud modificada para la media, también desarrollada en la 
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literatura, cuando trabajamos con espacios paramétricos discretos. En el núcleo central 

de esta memoria se demuestra que la función de verosimilitud empírica y, por tanto, la 

verosimilitud que proponemos para su utilización, es continua en un espacio 

paramétrico continuo, lo cual nos va a permitir la combinación de ésta con cualquier 

distribución a priori continua mediante la utilización del teorema de Bayes, sin 

demasiadas complicaciones, en un espacio paramétrico continuo para la media y, 

además, nos va a permitir aplicar todos los resultados relativos a la teoría de la robustez 

bayesiana desarrollados en éste ámbito. También cabe señalar aquí que la teoría de la 

verosimilitud empírica es en realidad  un caso particular del método propuesto en esta 

memoria, siempre que consideremos como distribución a priori del parámetro media a 

la distribución Uniforme en un intervalo de valores que contenga a la muestra. 

La elección de la distribución a priori respecto del parámetro objeto de estudio 

es uno de los aspectos más conflictivos en un estudio bayesiano, puesto que va a 

depender de la opinión del investigador. Por esta razón, nosotros proponemos un 

método de trabajo lo más objetivo posible para su elección. Así las cosas, si el 

investigador conoce la distribución a priori del parámetro por las razones que sean, 

puede trabajar directamente con ella. En el caso en que el investigador conoce la 

distribución, pero desconoce los parámetros, estima éstos y trabaja con la distribución 

obtenida. Sin embargo, y por lo general, la distribución a priori va a ser desconocida, y 

solo vamos a conocer aspectos generales de ella (la moda, algunos cuantiles, su 

simetría...) por lo que consideraremos que la distribución a priori está en una clase, que 

contiene todas las distribuciones de probabilidad que cumplen los requisitos para ser la 

distribución a priori del parámetro estudiado. Estas clases así definidas pueden ser 

utilizadas en virtud de la continuidad de la verosimilitud utilizada. A continuación se 

centra nuestra atención en efectuar un amplio repaso por todas las clases analizadas en 

la literatura, estudiando su robustez bayesiana, y llegando a la conclusión de que existe 

una mayor más robustez cuanto más restrictiva es la clase de contaminación 

considerada. Si la clase elegida es suficientemente robusta, no se producen cambios 

importantes en los resultados a posteriori obtenidos al cambiar la distribución a priori 

dentro de la clase, por lo que podemos decantarnos por trabajar con una distribución 

representativa de la clase, preferentemente la distribución de máxima verosimilitud tipo 

II de dicha clase, para así obtener los resultados a posteriori relativos al parámetro 

media estudiado. Puesto que estamos utilizando un método en esencia bayesiano, 
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podemos utilizar todos los resultados relativos a la inferencia bayesiana disponible en la 

literatura, sin demasiadas dificultades y obtener así las conclusiones a posteriori 

relativas al parámetro de interés. 

 En resumen, hemos introducido una metodología de trabajo novedosa para 

realizar un estudio bayesiano exhaustivo relativo a un parámetro, de manera que, en 

cada etapa, todos los pasos que vamos dando van a depender fundamentalmente de la 

muestra obtenida, reduciendo al mínimo la subjetividad que puede introducir el 

investigador. Además, hemos incorporado a nuestro método, como un caso particular, 

toda la teoría de la verosimilitud empírica para la media. 

 Como posibles líneas de investigación abiertas para continuar con nuestro 

estudio puede considerarse la utilización de nuestro método de trabajo en diversos 

campos, como Medicina, Economía, etcétera. Podemos considerar también la 

posibilidad de cambiar el parámetro objeto de estudio, por ejemplo, podemos estudiar la 

varianza; incluso pasando al caso multidimensional (media y varianza, por ejemplo), 

para lo cual también podríamos basarnos en la función de verosimilitud empírica para 

dicho/s parámetro/s.  

Otra línea de investigación que pudiera resultar de interés sería el tema de la 

derivabilidad de la verosimilitud que hemos propuesto, pues, de ser cierta, nos 

permitiría la utilización de más clases de distribuciones a priori y la aplicación de los 

conceptos relativos a Robustez Local, para los cuales la literatura ofrece multitud de 

resultados de interés. 

Por otra parte, podríamos continuar estudiando la posibilidad de utilización de 

otras clases de distribuciones a priori, así como la investigación sobre la simplificación 

de los resultados de algunas de las ya existentes, o en el estudio de nuevas clases.  

En un futuro inmediato nos proponemos también la tarea de trabajar en la mejora 

del programa informático presentado, para que su utilización sea más sencilla por parte 

de cualquier usuario, quizás introduciendo un formato interactivo mediante el cual el 

programa formula una pregunta al usuario que este va respondiendo a medida que el 

programa precisa de aquella información supuestamente conocida por el usuario, así 

como completando su eficacia mediante la adición de módulos con más clases de 

distribuciones a priori. 
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