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INTRODUCCION

Fij6 su mirada en una limpara de aceite, obra de Benvenuto Cellini,
cuyas velas acababan de ser encendidas: ésta se bamboleaba en la cate-
dral de Pisa, él se tomo el pulso y comprobé que. independientemente
de la amplitud, la lampara “oscilaba con la misma frecuencia. o con una
diferencia casi imperceptible”. Era alrededor de 1583, cuando Galileo
Galilei descubria la propiedad denominada isocronismo de las pequenas
oscilaciones del péndulo. “El padre de la fisica moderna”. como lo de-
nominé Einstein ([39]). no se equivocaba al afirmarlo. pues aunque el
isocronismo no es una propiedad de las soluciones de la ecuacion del

péndulo de longitud !
u"(r) + "-;-ﬁf‘n(n(_.r)) =0,

si lo es de las de la ecuacion linealizada

u"(x) + '(T}u(.r} = (),

la cual aproxima a la anterior para oscilaciones pequenas. También fue
6l quien afirmé que el periodo de oscilacion no depende de la masa que
cuelga del hilo. sino de la raiz cuadrada de la longitud del mismo.
Hemos de sefialar que, desde los tiempos de Galileo, la ecnacion
del péndulo es ura de ias mas importantes en el campo de las Ecua-

ciones Diferenciales y que ha tenido una influencia significativa en el
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desarrollo de muchos métodos del Analisis cldsico y del Analisis no
Lineal (véase [56], [59]). Precisamente uno de los problemas usuales en
Analisis no Lineal es la descripcion del rango de operadores, que surgen
frecuentemente en las aplicaciones practicas. Dados X e Y, espacios
de Banach reales, M : dom{M) — Y un operador lineal (dom(M), el
dominio de M. es un subespacio vectorial de X) y N : X — ¥ un
operador no lineal, el problema consiste en dar una descripeion, tan
precisa como sea posible, del conjunto [ m(M — N}, el rango o imagen
del operador M — N (véase [1], [15], [17]. [25]. [40], [53]. [55]).

Es claro que no se puede precisar una respuesta con un planteamien-
to tan general. Generalmente, el interés se centra en tipos especiales
de operadores M v N que tienen una gran significacion en las aplica-
ciones. Desde este punto de vista, surgen numerosos problemas donde
el operador M es de la forma M = L — M\, I siendo L un operador
diferencial con inverso compacto (en subconjuntos acotados de Y'), A,
un valor propio de L. I la aplicacién idestidad y N un operador aco-
tado v continuo. En Analisis no Lineal. tal tipo de problemas suelen

denominarse problemas en resonancia.

Los ejemplos de problemas que responden a la formulacion anterior
v que surgen en las diversas aplicaciones de la Matemadtica son muy
numerosos (véase [15], [18], [38]. [42]. [43]. [45], [58]), v el efecto de

la resonancia se relacicna con diversos hechos bastante conocidos, a

saber. desde la caida del puente de Tacoma Narrows en 1940 ([85]),

pasando por el desplome, en 1959 y 1960. de dos de los primeros aviones
comerciales con propulsion a chorro ( [78]). la ruptura de vasos de vidrio
por cantantes de épera ([89]), la sintonizacién de una emisora en un
receptor (resonancia eléctrica) ([13]), hasta el derrumbamiento de las

murallas de Jericé por los gritos del pueblo (Josué 6:20), la sonoridad
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de los instrumentos musicales e incluso la armonia de los acerdes (por
ejemplo Do-Mi-Sol).

Galileo, segiin narra su biégrafo vy protegido Viviani, en los dltimos
afos de su vida, expuso su idea para adaptar el péndulo “a relojes de
pared con mecanismo de ruedas con el fin de ayudar al navegante a
determinar la longitud”, uno de los dilemas cientificos mds importante
de la época (ver [82]). Su hijo Vincenzo, realizé una maqueta a partir
de los dibujos de Galileo. pero fué Christian Huygens, heredero inte-
lectual de Galileo v primer gran especialista en “horologia’, quien lo
construyé en 1656 ({32]).

Precisamente, el movimiento del péndulo del reloj se puede modelar

por la ecuacion diferencial

—u"(z) = av'(z) — Bu(x) + glu(x)) = h(zx). (0.1)

donde a es una pequeiia constante de amortiguacion, 3 una constante
determinada por la gravedad v por la longitud del péndulo. u el despla-
zamiento angular. g el momento de la rueda dentada aplicado una vez
por ciclo por el mecanismo de escape del péndulo (g. en general, es una
funcién periédica v no lineal) v h una fuerza externa. Esta ecuacion,
cuando a = 0, es la que vamos a considerar en el presente trabajo (v
su correspondiente version en Ecuaciones en Derivadas Parciales). Es
un modelo razonablemente vélido, para la situacion mencionada, si el
rozamiento es pequeiio (ver {45]).

La ecuacion (0.1) es una ecnacion diferencial ordinaria no lineal de
segundo orden, y se pueden considerar diferentes problemas de con-
torno asociados. Uno de los mas interesantes es el que impone condi-

ciones de contorno de tipo Dirichlet en la frontera de algin intervalo,
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digamos [0, 7]. Ello origina el problema

—u"(z) - Bu(z) + g(u(zr)) = h(z), x&[0,n]
(0.2)
w(0) =u(wr) = 0
donde, 3 € R, g es una funcién continua real, T-periddica y h es una
funcién continua en el intervalo [0, 7].

Uno de los objetivos prioritarios es, dados el parametro 3 y la
funcion periédica g, describir, de manera tan precisa como sea posible,
el conjunto de fuerzas externas h para las que el problema a:terior
tiene soluciéon. En este caso, conviene también estudiar la posible mul-
tiplicidad de soluciones, sugerida por el cardcter oscilante de la funcion
9-

Un caso especialmente interesante es aquél en el que 3 pertenece al
conjunto {n?, n € IN}. De hecho. puede demostrarse elementalmente
que si 3 no pertenece al conjunto previo, entonces, para cualquier
h : [0.7] — R. continua, (0.2) tiene. al menos, una solucion. La
demostracion es una aplicacién elemental del método de la funcion de
Green y del Teorema del punto fijo de Schauder. Precisamente, n? son

los valores propios del problema de valores propios

~u"(x) = du(zx) = 0, rel0. 7]
u(0) =u(r) = 0

(0.3)

En esta tesis. que tuvo su origen en una serie de sesiones de tra-
bajo mantenidas con el director de la misma. Dr. Canada. a finales
de 1.994, presentamos diferentes resultados novedosos para el caso
3 = 1. Ademas, adoptamos tanto el punto de vista topologice como el
variacional. mostrandose claramente como se enriquecen los resultados
cuando se usan ambos. También abordamoes algunas de las cuestiones
para el correspondiente problema en E.D.P., aunque los resultados

obtenidos en este caso no son tan precisos como en el caso ordinario.
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De manera mas concreta, en el Capitulo 1 tratamos el problema de

conforno

w(0) = u(r)y = 0
donde g : IR — R verifica la hipétesis

-u"(x) = u(z) + g(u(z)) = h(z), *’-‘E[”'"]} (0.4)

-
(P] g € Cr(R, R) tiene valor medio cero (/U gls ds = 0) .
siendo (IR, IR) el conjuuto de las funciones reales, de variable real,
continuas v I'-periodicas. v h € C{[0,7].R) = C10. 7.

Notemos que ¢l tipo de no linealidades que verifican la hipotesis [P]
surge frecuentemente en el estudio de fendmenos naturales ([54]. [56].
[59]).

El primer valor propio del problema de valores propios (0.3) es el
mimero real 1. asi que estamos considerando un problema resonante
con no linealidad acotada. el cual no satisface las condiciones va clasicas
de Landesman-Lazer ([49)).

Si consideramos la funcion propia sen{r). asociada a A = 1, en-

tonces cada h € C'[0. 7] lo podemos descomponer de forma inica como
hir) = asen{r) + ;1(.:').
con h(z) € C[0.7]. donde
CT'{{J. ] = {h e Cl0,7]: [(: h(r)senr dr = ()} :

Por lo tanto, el problema de contorno (0.4) puede ser escrito de la

forma

o 2]
ghf‘ll(.r) + hiz). r€l0,7] } (05)
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Esta idea, junto con el uso del Método Alternativa {o Reduccion
de Liapunov-Schmidt), sub y super soluciones y técnicas topologicas
v variacionales. nos permiten describir el problema de la existencia de
solucién de (0.5) como sigue:

Vh € C[0 7. existen dos nimeros reales ai(h) < 0 < ag(h), tales
que (0.5) tiene solucién si, y sélo si, a € [a1(h). ag(h)] (ver [2], [4],
[5), [18], [81], [87]). Mds atin, usando teoria de bifurcacion, ha sido
demostrado en [74] que para a = 0, (0.5) tiene infinitas soluciones {ver
ademas {33] para el caso particular ¢(u) = ksen(u}).

De los anteriores resultados conocidos, surgen obviamente algunas

cuestiones, tales como:

(Q1): ;Puede el intervalo [ay(h).as(h)] reducirse al punto cero.

para algin he (0. 7] v alguna no linealidad no trivial ¢”.

(Q2): ;Qué podemos decir de la multiplicidad de solucion de (0.5)
para a € [a;(h). as(h)]\ {0}?.

Respecto a la pregunta (Q1), probamos en el primer capitulo (en
Ja Seccién 2 para el caso particular en que la no linealidad es de
clase C'', v su derivada satisface ciertas restricciones relacionadas con
los dos primeros valores propios de (0.3). v en la Seccién 3. para el
caso general). un resultado definitivo: Dado h € ("[U. 7. el intervalo
[al(fr). r:g(};)f se reduce al punto cero si. v solo si. ¢ = 0. Concretamente
demostramos que si ¢ satisface [P] y g no es la funcién constantemente
cero, entonces

ay(h) < 0 < ag(h). Vh e Cl0. (0.6)
o
Es interesante mencionar que ain no ha sido demostrado, al menos

(que sepamos nosotros, un resultado similar para el problema de con-
torno con condiciones de frontera tipo Nenmann o periédicas (ver [37].

(47], (48], [54], [56], [55]. [60], [64], [84]).
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En relacion con las pregunta (Q2), ha sido demostrado en [81] que si
a€ (al(!;) ag(l;l)) \ {0}, entonces (0.5) tiene al menos dos soluciones, v
se conjeturd, en este mismo articulo, basandose en opiniones previas de
Dancer. que el mimero de soluciones de (0.5) tiende a infinito cuando
a tiende a cero. En este sentido demostramos que si g verifica [P] v
no es la funcién constante cero, entonces, para cada el [0, 7] y para
cada niimero natural dado n. existe un real positivo z,,. tal que (0.5)
tiene al menos n soluciones si 0 < |a| < £,.

Probaremos ademas, en la Seccién 4 que, en muchas situaciones,
(0.5) tiene, para a € [a;(h), az(h)]\ {0}, un niimero finito de soluciones,
con lo que el resultado de multiplicidad mencionado es 6ptimo en algin
sentido.

Ademds probamos la continuidad de las funciones ay(h) y aa(h).

con respecto a h cuando la norma uniforme se considera en C'[0, 7],

v damos una nueva demostracion del hecho de que para a = 0, el
problema (0.5) tiene infinitas soluciones.

Nuestros principales resultado de este Capitulo 1 estan basados en
un interesante lema. relativo a la existencia de algunos subconjuntos
conexos del conjunto de soluciones de la ecuacion auxiliar del Método
Alternativa (véase [2]. [33]. [69]). junto a un detallado estudio del com-
portamiento oscilatorio de ciertas integrales asociadas a la ecuacion de

bifurcacién, cuva idea previa se puede ver en [16] v [74].

En el Capitulo 2, adoptamos el punto de vista variacional. Si consi-
deramos el problema lineal correspondiente a (0.4). esto es, el problema

de contorno

h(z), re€|0.7]
0
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donde h € C[0.7], el Teorema de la Alternativa de Fredholm ([28])
demuesira que (0.7) tiene solucion si, y solo si,

h(x)sen(x)dx = 0. (0.8)
Jo

Desde el punto de vista variacional. lo que ocurre es que si h satis-
face (0.8) (condicion sobre h que se supondra en todo el Capitulo 2),

entonces el funcional ®g : H}(0,7) — IR, definido como

l & 1 'd % ™
dplu) = = / |/ (z)|"dr — = [ |u(r)|“dr - / hiryu(x)dr, (0.9)
2 )0 2Jo Jo

tiene minimo global (donde H(0.7) es el espacio de Sobolev usual).
Supongamos ahora el problema (0.4) con ¢ € C(IR,IR) y h satisfa-
ciendo (0.8). Entonces podemos asociar al problema (C.4) el funcional
& H (0. 7) — R, definido

T " 1 T : s
bo(u) = / lu'(x)|*dx - = / hr[,f')i')d.r - / h(r)u(r)dr+
200 2 Jo Jo

/.‘ Glulr))dr,

" (0.10)
donde G'(u) = g(u).Yu € IR. Sabemos (véase [3]. [61]. [70]) que
b, € CHHN0.7).R) v u € H}(0.7) es solucién débil de (0.4) si,
v solamente si. ®;(u) = 0. Este funcional no tiene necesariamente
minimo, aunque g y G sean pequefias ([10]). Sin embargo. desde el
punto de vista de las aplicaciones (especialmente en Fisica), es im-
portante establecer condiciones que impliquen la existencia de minimo
global.

En el Capitulo 2 presentamos una clase de perturbaciones no li-
neales ¢ bajo las cuales la propiedad de existencia de minimo global

para & se mantiene. Nuestras hipotesis estin motivadas por el caso
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en que la no linealidad g satisface la condicién [P] (ver {16], [87]),
aunque son mas generales, y requieren que g, G (alguna primitiva de
g) v H (alguna primitiva de G), estén acotadas. Ademés suponemos
un comportamiento adecuado de H en infinito. Este comportamiento
sera principalmente de dos tipos diferentes: H decreciente o con una
oscilacion apropiada (ver hipétesis (H3) del Capitulo 2). Estas suposi-
ciones no garantizan, en general, que ®; sea coercivo, ni la condicion
de compacidad del tipo Palais-Smale, pero demostraremos que siempre
existen sucesiones minimizantes acotadas.

Recalquemos que obtenemos la existencia de minimo global usando
condiciones sobre la segunda primitiva de g, lo cual constituye una de
las principales novedades de este segundo capitulo. También presen-
tamos diferentes ejemplos para hacer mas claro el resultado general.
Estos incluyen algunos casos donde g es una combinacion conveniente
de funciones periddicas v otros en los que (0.4) es fuertemente reso-
nante cn infinito ([11], [51]. [81)).

En la Nota 2.10 presentamos un contraejemplo para demostrar que
no es posible demostrar un resultado andlogo para el caso de condi-
ciones en la frontera tipo Nenmann (o peridodicas).

La Seccién 3 del Capitulo 2 esta dedicada a analizar algunas pro-

piedades cualitativas de los conjuntos

A= {'H € H{ﬁ(() '.T) : (I)(;('H) — IIliIlHrlj‘:(}_ﬁ,q,(;} 5
(0.11)

B = {u € H)0,7) : ®(u) =0}.

Demostramos que si g es no trivial, v bajo las hipétesis de la Seccion
2, es posible que el conjunto B tenga un nimero finito de elementos
(a diferencia del Capitulo 1). También mostramos que dicho mimero

puede ser infinito. Ademds demostramos que puede darse el caso en
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que A sea finito y B infinito. Este ultimo resultado es nuevo incluso
para el caso en que g satisface la condicién [P].

Para demostrar estos resultados, la idea bésica es estudiar la restric-
cién del funcional ®; a subconjuntos apropiados de H}(0,7): aquellos
donde la proyeccién sobre el subespacio generado por la funcién sen(-)
es fija. La restriccion de @ a estos subespacios es coercivo. Usando
esta idea. en combinacién con el Método de los Multiplicadores de
Lagrange, es posible dar una demostracién variacional de los resultados
presentados en el Capitulo 1 y también, obtener algunas extensiones a
ecuaciones en derivadas parciales (como veremos en el Capitulo 3). Mas
atin, podemos estudiar problemas donde h no satisface necesariamente
la condicién (0.8).

En el Capitulo 3, extendemos algunos de los resultados del Capitulo
1. utilizando técnicas del Capitulo 2, al caso de Ecuaciones en Derivadas

Parciales. Mas concretamente, consideramos el problema de contorno

(0.12)

~Au(z) = Mu(c) + g(u(z)) = h(z), z€
u{r) = O, r € 9

donde € c IR" es un dominio acotado v regular, Ay es el primer valor
propio de —A (el operador laplaciano) en H}(92) (espacio de Sobolev

usual), ¢ - IR — IR una funcién que verifica

.
P]  geCr(RR) &g(.q;fz.q:f)

v he ()

Como sucede con (0.4), el problema (0.12) es un problema reso-
nante en el valor propio principal con no linealidad periédica. Por
lo tanto, la condicién clasica de Landesman-Lazer, que garantiza la

existencia de solucién para gran cantidad de problemas de valores en
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la frontera no lineales (ver [38], [42], [49]), no se verifica. El caso
de E.D.P., bajo la hipétesis [P], ha sido poco tratado en la literatura
matematica sobre el tema (véanse [29], [30], [32], [33], [51], [75], [76],
[77], [81]) ¥, seglin nuestros conocimientos, gran cantidad de cuestiones
bdsicas permanecen sin respuesta en la actualidadad. Por ejemplo, la
descripeion de las funciones h para las cuales (0.12) tiene solucién. En
el tercer capitulo vamos a mostrar algunos avances novedosos en esta
direccion.

Si denotamos por ¢;(r) a la funcién propia correspondiente a Ay,

normalizada en el sentido [ |Vo(x)]*dz = 1, entonces toda funcién
Jo

h € C(Q) se puede descomponer (de manera tinica) como h(zr) =

agq(r) + E(J:). cona € R,y h verificando / I‘s(‘r}r.':](.r)d‘r = 0.
Ja

Es conocido ([81]) que para cada h dado, existen mimeros reales
m(;?). (rg(f?]. con u][m <0< rig(fz} tales que (0 12) tiene solucion si.
v sélo si, a € [ui(f:).ug(fr);. Nos podemos preguntar, igual que en el
Capitulo 1:

(Q3): ;Puede el intervalo [ﬂi(;l).(lg(;?]] reducirse al punto cero,
para algin he f’[(l, 7] v alguna no linealidad no trivial 7.

En el Capitulo 3, usando el punto de vista variacional junto con
los Multiplicadores de Lagrange, presentamos un nuevo resultado ge-
neral sobre la existencia de solucion de (0.12), que permite probar que
el intervalo es no degenerado en distintas situaciones, a saber: para
dominios generales, donde el funcional energia tiene la geometria del
Teorema del Punto de Silla de Rabinowitz ([71]): otros casos, con condi-
ciones adicionales sobre ¢(0) v ¢'(0): y problemas como (0.12) donde
el dominio € es de una clase concreta (acotado convexo en dimension
dos, o clases especiales de dominios anulares en dimension mayor o

igual a dos).
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A pesar de los resultados obtenidos en esta Tesis, quedan numerosos
interrogantes por resolver en torno a problemas no lineales en rescnan-
cia con no linealidades periédicas. Algunos de ellos los exponemos en
las Notas Finales.

Algunos de los resultados mostrados en esta Tesis Doctoral han sido

publicados o aceptados para su publicacion en revistas internacionales,

v otros expuestos en distintos congresos nacionales e internacionales

(1191, [20]. [21], [22] v [73]).
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CariTUuLO 1

METODO ALTERNATIVA
(REDUCCION DE
LIAPUNOV-SCHMIDT).

1.1. PRELIMINARES.

Consideremos el problema

(1.1)

—u"(x) —u(xr) = h(z), z €0 n]
w(0) = u(m) = 0

donde h € C([0.7],IR). El Teorema de la Alternativa de Fredholm
(ver [28]} afirma que (1.1) tiene solucion u € C*[0. 7], si y solo si, h es

ortogonal a la funcién sen(-), en el sentido

[ h(x)sen(x)dr = 0.
Jo

En este caso. (1.1) tiene un conjunto infinito de soluciones, las
cuales se obtienen sumandole a una solucién particular de (1.1) (que
puede calcularse a partir de ), todas las funciones que son miltiplos

reales de la funcion sen(-).
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En realidad, (1.1) es un problema lineal resonante en el valor propio
principal. En efecto, el nimero real 1 es el primer valor propio del

problema de valores propios:

(1.2)

—u’(z) = du(z) = 0, z€ (0,7
u(0) = u(m) 0

cuya sucesion de valores propios viene dada por A, = n’, n € N. La
funcién sen(-) constituye una base del conjunto de funciones propias
asociado a (1.2), para A = A\ = 1.

Visto desde el punto de vista de la teoria de operadores, si consi-

deramos el operador lineal

My : C2[0.7] — C[0. 7]

(Mo(u))(z) = —u"(x) —u(x),  Yue C§0.n].Vx € [0.7]

donde C'['ﬂ(). 7] = {ue€ C*[0. 7] : u(0) = u(w) = 0}, entonces. lo que
acabamos de afirmar es que conocemos una descripcion precisa del
rango de My, asi como del conjunto My (h), Yh € ImMy.

Sin embargo. la mayoria de los problemas que se presentan en el
mundo real tienen un caracter no lineal. Al modelar tales problemas.
aparece en la ecuacion considerada un término dado por alguna funcion
g. no lineal. Es frecuente también que esta funcion tenga algin cardcter
de periodicidad, debido a que muchos fenémenos naturales son de tipo
periédico. Por ejemplo, este es el caso de la ecuacion que modela el
movimiento de un reloj de péndulo (véase [45]). Maés concretamente,

la ecuacién que se propone para estudiar este fenémeno es de la forma

—u"(x) — u(z) + g(u(z)) = h(z). z€0,n]

w( =u(r) = 0 (1.3)
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donde g : IR — IR es una funcién continua y periédica dada (problema
que vamos a estudiar en este capitulo, cuando el valor medio de g es
cero). La principal dificultad (ademas de la resonancia), para el estudio
de (1.3), estriba en el caricter oscilante del término no lineal, aunque,
como veremos, esto puede enriquecer o modificar sustancialmente los
resultados de multiplicidad que se conocen, en relacién con otros tipos
de no linealidades ([4], [8], [49]).

Planteado el problema desde el punto de vista de la teoria de ope-

radores. si consideramos

M,:C30.7] — C[0,7]
(My(u))(z) = —u"(z) = u(zx) + g(u(x)), Yu e ('g[().ﬂ.‘v’r € [0, 7]

lo que tratamos de estudiar, tan precisamente como sea posible, es

M,(C3[0. 7)) asi como M, (h). Vh € ImM,. En general, cabe esperar

que la introduccién del término no lineal g altere sustancislmente la
descripcion del rango del eperador My. En efecto. como se confirmara
en este capitulo, cuando ¢ no es la funcién idénticamente cero. el rango
de M, incluye estrictamente al de M. Otros hechos, sin embargo. se
mantienen inalterables como el que se refiere al niimero infinito de solu-
ciones de la ecuacion tratada, cuando el término independiente h sa-
tisface la condicion de ortogonalidad expresada previamente. Algunas
otras propiedades de multiplicidad serdan, en cambio, nuevas v tipicas
del problema no lineal, sin comparacién posible con el problema lineal.
Esto no debe extranarnos, pues la aparicion de tales propiedades es un
hecho habitual del Analisis Funcional no lineal.

Después de desarrollar el capitulo tendremos la confirmacion de las
grandes analogias y también grandes diferencias que existen entre el

problema (1.3) y el correspondiente problema periédico en el valor pro-
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pio principal {en este caso, el nimero real cero) (véase {37], [56], [84]).
Tales diferencias estan causadas sin duda por las ya existentes cuando
se comparan las funciones propias principales para ambos problemas:
la funcién sen(-) para (1.3) y la funcién constantemente uno para el
problema periddico.

Comenzamos este capitulo por el caso en que la ecnacién auxiliar,
del Método Alternativa, es resoluble de manera inica, para después
tratar el caso general. Creemos que es la manera mis adecuada de
presentar los resultados, ademds de que fue precisamente éste el orden
que seguimos en el curso de nuestra investigacion. No obstante, pre-
viamente presentamos un resultado general que serd fundamental en

este primer capitulo.

Consideremos el problema de contorno

w(0) =u(r) = 0

donde. en todo el capitulo, v salvo que explicitamente se diga otra cosa.

—u"(r) — ul(x) + glu(z)) h(x). x € [0.7] } (1.4)

g verifica "

P] g€CrRR). [ gls)ds =0
denotando C(IR.IR) al conjunto de las funciones continuas. reales de
variable real v T-periodicas. v h € C([0.7].R) = C[0. 7],

Para poder tener una respuesta satisfactoria a la cuestion que trata
sobre el tipo de términos independientes h para los que el problema
anterior tiene solucién, es fundamental la siguiente observacion: es
claro que cada funcién dada h, se puede descomponer de forma tnica
como

h(z) = asen(z) + h(z), a€ R.h € C[0,7] (1.5)
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donde

Clo.n} = {h € Cl0,n): /0 h(z)sen(x)dr = 0}.

Utilizando diferentes técnicas, como el Método Alternativa (o Reduccion
de Liapunov-Schmidt). sub y supersoluciones y Teoria del Grado, puede
probarse el lema siguiente, cuya demostracién estd fundamentalmente
basada en los resultados de [2] (véase también [4], [5]. [18] v [64]).
No obstante, damos un esquema de la misma, porque la notacién se

utilizara posteriormente.

Dada la funcion g satisfaciendo la hipotesis [P]. entonces Vh € C[0,7]

existe un intervalo real. no vacio y acotado. J;. tal que el problema:

(1.6)

—u"(z) —ulr)+g(ulr)) = asen(r)+ f}{.r). I e [U. 7|
w(0) = u(r) = 0

tiene solucion st y solo sia € J;.

Demostracion.

Consta de los siguientes pasos:
1. Formulacion abstracta del problema (1.6) v reduccién de Liapunov-
Schmidt.

Sean los espacios normados U = (Col0, 7]. ||-lly) ¥ Z = (C[0, 7], [I-ll,),
donde C[0. 7] = {u € C[0. 7] u(0) = u(x) = 0} v |||, denota la

norma uniforme. Definamos los operadores:

L:UnC*0,n)—Z
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L{u) = —u" —u, Yu € domlL

N:U—-2Z2
(Nu){z) = asen(x) + h(z) — g(u(z)), Yu € Uz € [0,7].
Asi, u € CF[0, 7] es solucién de (1.6) si y sélo si u satisface
Lu= Nu. (1.7)
Por otra parte, L es un operador lineal de Fredholm de indice

cero. En efecto.

(a) ImL es cerrado en Z, puesto que

ImL = {,: eZ: / z(t) sen(t)dt = [)}
Jo

(b) dim Kerl = codim ImL = 1. puesto que KerL =< sen{-) >
y cada z € Z puede descomponerse, de manera 1inica, como

ciml

2(z) = z{x) - (g- /r‘ z{t) sc'n(f)df) sen(r) +
wJo

eRKerl

—
+ (— / :(f)son{f}df) sen(r),
0

.

Al ser L un operador lineal de Fredholm de indice cero, existen

proveccciones
P:U—=U

P(u(z)) = (-2- /On u{t)svn(r)df) sen(r)

T
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Q:Z—-2

Q(z(x)) = (g j: (¢ )sen(ﬂdt) sen(zr)

m
tales que KerL = ImP e ImL = KerQ. De esta forma, el
problema (1.7) es equivalente al sistema de ecuaciones (llamado
Sistema Alternativa)
u—Pu = K(I-Q)Nu

QNu = 0 ( @ } 1.5)
siendo K (inverso generalizado de L), el operador inverso del
operador L : domL N KerP — ImL.

Puede probarse facilmente que la expresion explicita de K es:

(Kz)(x) = - (/1 z(7 )(os(r)dr) sen(r)+
[ (7)sen( )dr) cos(r) +
0

+{
%(/" ([ (s) cos(s)ds sen’(r) +

* /n z(s)sen(s)ds cos(T) sen(r)) d.’) sen(z).

Escribiendo ahora cada v € U, de la forma u = % + u, con
7 = csen(-) € KerL. it € KerP tenemos que el anterior sistema

es en realidad

i=K({-Q)N(u+u)
QN(u+u)=0
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A la primera ecuacién de (1.9) se llama ecuacién auzilar, y la
denotaremos por (1.9.1); a la segunda, que andlogamente deno-

taremos por (1.9.2), se le denomina ecuacién de bifurcacion.

2. Solucién del problema Alternativa.

Comencemos por la ecuacion auxiliar. Para ello, observemos que

para cada @ € KerL. fijo, el operador
K(Il -Q)N(@+ () : KerP — KerP

es un operador compacto (es decir, continuo y aplicando con-
juntos acotados en conjuntos relativamente compactos). Esta
propiedad de compacidad del operador anterior es facil de de-
ducir. teniendo en cuenta la expresion explicita de K v el Teo-
rema de Ascoli-Arzela ([36]. [42]). Ademds. K(I — Q)N(u +
())(KerP) es un conjunto acotado. Asi, el Teorema del Punto
Fijo de Schauder ([88]) garantiza que Ve € IR existe al menos
una solueion u € AerP de (1.9.1).

Denotemos por ¥ al conjunto solucién de {1.9.1). es decir,
!

L ={(c.i)e Rx KerP:u=K(I - Q)N(csen(:)+ w)}.
(1.10)
Teniendo en cuenta la expresion explicita de @, la ecuacion de

bifurcacion es

/ g{esen(x) + u(r)) sen(x) dr.
0

Por tanto. dado k. el problema de contorno (1.6) tiene solucion si
v solamente si a pertenece a la imagen de la funcién I'; : £ — R.

definida como

[i(c.u) = %_[: g(esen(r) + u(z))sen(r)dr (1.11)
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Notemos J; = [';(X). Entonces:

(a) Puesto que ¥ es no vacio, J- # 0.
q h

(b) J; es conexo. En efecto, sean ¢, @ € J; cong < @. Entonces
existen furciones u; v uy. de clase C'*[0, 7], que verifican los

problemas de contorno

—uy(x) — ug(x) + glualr)) = asen(r) + hiz). 1€ 0, 7]
uai0) = ug(m) =0
(1.12)

—uylr) —uy(r)+ glus(r)) = asen(r) + Jri(.r). r € [0,7]
w(0) = uy(m) =0
{1.13)

Sea a € [a.@. v consideremos el problema

Entonces, u; es una subsolucion de (1.14). por ser solucion

de (1.13). v uy es una supersolucion de (1.14), por ser solucion

de (1.12;. Por el Teorema 3.1 de [2]. concluimos que a € J;.

(¢) Por iiltimo, es trivial, por (1.11). que J; es acotado al serlo

qg.
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Nota 1.2

Observemos que las conclusiones del Lema 1.1 son vélidas suponiendo
inicamente que ¢ : IR — IR es una funcién continua y acotada.
También puede suponerse que la funcién g depende, ademds, de Ia
variable independiente r y de la derivada u' de la funcién incdgnita
u, siempre que se mantenga su propicdad de acotacién (ver [18]). El
lema puede asimismo extenderse a Ecuaciones en Derivadas Parciales

(véase [81]).

Norta 1.3

Merece la pena destacar el hecho de que la mera existencia de una
solucién superior y otra inferior (sin que estén necesariamente orde-
nadas), es suficiente para la existencia de solucion de problemas como
(1.14). Esto no es cierto para términos no lineales mads generales, ni
cuando se consideran problemas resonantes en valores propios de orden

superior (véase [34]).

1.2. ECUACION AUXILIAR RESOLUBLE DE MA-
NERA UNICA.

Vamos a tratar de avanzar un poco mas en el estudio de J;. Para
ello, observemos que la funcién I'; es continua. Ahora bien, la gran
dificultad para poder concretar algunas propiedades mas de I';(X) es
precisamente el conjunto ¥ ademds. obviamente, del caracter oscilato-
rio de g. Suponiendo que g es mds regular, y una adecuada relacién

entre la funcién derivada de g y los dos primeros valores propios del
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problema de valores propios (1.2), el conjunto ¥ va a ser "muy bueno”,
desde el punto de vista de algunas propiedades topoldgicas, como la
conexién. Esto va a perinitir obtener informacion adicional sobre J;,
como vamos a ver en este apartado.

En el teorema que se presenta a continuacion se prueba que, bajo
algunas hipétesis adicionales sobre g, J; es siempre, para cada h, un
intervalo cerrado no trivial que contiene al cero en su interior. Ademas
se demuestra que si a € J; \ {0}, entonces podemos conseguir tan-
tas soluciones como queramos de (1.6), sin mas que tomar a suficien-
temente pequeno. En el Teorema 1.9 se muestra que, en general, no
cabe esperar un resultado mejor en lo que se refiere a la multiplicidad
de soluciones cuando a € J; \ {0}. Por iltimo, es conocido (véase
[74]) que, para a = 0 el problema (1.6) tiene infinitas soluciones. Aqui

damos una nueva demostracion de este hecho.

[TEOREMA 1.-!]

i
Sea g € CHIR.R). g # 0. T-periodica. / g(s)ds = 0 tal que
Jo

g'(u) > =3, Yu€eR. (1.15)
Entonces se verifican

1. Vh € (‘-‘[U.ﬂ eristen (i,(L).rr.g(Fl) € R, u.l(h) <0< fI:(f} tales

que (1.6) tiene solucion si y sélo si a € |ay(h), ag(h h)).

2. Vh e f"[f)‘ 7| el conjunto de soluciones de (1.6) para a = 0 es un

conjunto infinito no acotado.

3. Vh € C[0,7] dado y ¥n € IN, 3¢, € R™ (que depende de g, hy
n), tal que si 0 < |a| < =, entonces el problema (1.6) admite al

menos n soluctones.
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Demostracion.

1. De (1.15), y teniendo en cuenta el Lema 1.7 de [6], se deduce que

para cada @ € I'm P existe una tnica solucién, u(%), de (1.9.1) que
depende continuamente de @. Por tanto, el Sistema Alternativa
se reduce a

QN (T + (7)) = 0 (1.16)

O lo que es lo mismo,

2 7 o
a=— | glcsen(z) + uq(x))sen(r)dr
m Jo
donde u, = u(esen(-)).
Ahora, de la ecuacién (1.9.1), se obtiene la existencia de tres

constantes My, Ma v M3 > 0, independientes de ¢ tales que

lacllo < My flalllo € My y ||@lllo < Ms. Vee R (L17)

En efecto, la existencia de M es trivial. puesto que u. = K([I ~
QIN{u + u.).

Ademads. aplicando L a la ecuacion u, = K(I - Q)N (7 + u.)
tenemos Li, = (I —Q)N(ti+i,). de donde se obtiene la existencia
de \11

Por 1ltimo, basta tener en cuenta que u.(0) = u.(7) = 0 v el
Teorema del Valor Medio, para la existencia de M.

Antes de continuar, y denotando por p.(z) = csen{x) + u.(z),

vamos a exponer el siguiente lema (similar al Lema 1 de [16]):
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[LEMA 1.5|

Vo, 0<é < % Jeo(6) € RY tal que sic > cy(é) entonces

(a) po(x) >0, Ve ().

(b) ph(x) > 0, V z € [0,6];
pl(z) <0,V z€lr=8nl

(c) pl(z) <0, Vzxebr—¢.

(d) Fxo(c) € (0,7) tal que pl(xo(c)) = 0. [lpclly = pe(zo(c)) ¥
pizole)) < 0.

Para la demostracion del lema previo basta definir, para cada
- - . a,.(__r] E . .y 3 =
¢ € R, la funcién f.(r) = 5. st ¢ € (0.7), fl0) = u,(0),

felm) = —ul(7), v tomar

col8) > sup {H.r,.u(,. by, "“"(')“U} SIS

cos(6)  sen(d)

e
Véase {16] para mas detalles.
Usando este lema. junto a las acotaciones (1.17). concluimos,
mediante un razonamiento similar al realizado en [16], que para

¢ suficientemente grande tenemos:

7, g(pe(r))sen(r)dr =
¢ + cos(r)ul(r) — sen(z)ug ()

d:
pL(x))* ‘

7 (pe(r)) = G (llpello))
(1.19)
donde G es la primitiva de g con valor medio cero, y hemos

denotado I';(c) = [ {c, uc).
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Una vez llegados a la expresién (1.19) estamos en condiciones
de obtener la conclusién del teorema. Para ello, sea {¢,} C R,
{cn} — +o00, una sucesién tal que G (||pc.llo) = minyem G(u)
(esto es posible ya que {||pcllo, ¢ € R} es un intervalo no acotado

puesto que p. es continua respecto de ¢).

Teniendo en cuenta la expresion (1.19) y (1.17), para n suficien-

temente grande se deduce

[{en) 0.

Veamos que, de hecho, la desigualdad anterior es estricta.

efecto. si I (¢,) = 0. entonces

G (pe. (1)) = G (Ipeally) = ntl:ilg G(u), VYre|0.n].

Pero p,, ([0.7]) es un intervalo y. ademas, p., (0) = 0. Pel3) =

Cn

il

Cn svn{:—}) b i, (3) = cn ¢ g (%) "X 4. Esto implica que.
para n suficientemente grande. G |j,7) es constante. Ahora bien.
como G es I-periodica entonces ha de ser constante en todo IR,
con lo que G’ = 0. que contradice el hecho de que g es no trivial.

Por tanto I';(e,) < 0.

Andlogamente. podemos elegir una sucesién {d,} — +oo tal que
G (||pd, llg) = max,er G(u). Asi T5(dy) > 0.

Lo anterior prueba obviamente que .J; contiene valores positivos
v negativos. y consecuentemente, al valor cero.

Demostremos que J; es un intervalo cerrado. Para ello, sean

ay(h), ag(h) el infimo y el supremo de J;, respectivamente. Sea

{a,} C J; tal que {an} -» a1(h) y la correspondiente sucesion de
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funciones {un}, un = cpsen(.) + u., tal que:

an = — /0“ g(cnsen(z) + uc,(z)) sen(z)dr (1.20)

Ahora bien, la sucesion {c,} debe estar acotada. En efecto, si
esto no fuese asi, usando la generalizacién del Lema de Riemann-
Lebesgue, dada en la Nota 2.2 de [87], se tendria que a,(h) =0,
lo que contradice el hecho de gue Jj; contiene valores negati-
vos. Ademds, de (1.17), y usando el Teorema de Ascoli-Arzela,
junto con la acotacién de la sucesién {c,}, obtenemos que una
cierta sucesion parcial de la sucesion de funciones {u,} es uni-
formemente convergente en [0, 7] a alguna funcion u, € U, de la
forma u, = c,sen(-) + u,., tal que a,(ﬁ) = I';(e,). 0 lo que es lo

mismo, ai(h) € Jj,.

De la existencia de dos sucesiones, {c,} — +>x v {d,} — +0oc.
tales que, [;(cn) < 0. T5(dn) > Oy de la continuidad de la
funcién ['; se deduce la existencia de una sucesion {e,} — +00
tal que FE((' ») = 0. Esto prueba el segundo apartado del teorema.
Para probar el apartado tercero. sea m cnalquier niimero natural
dado. De cada una de las sucesiones anteriores, {c,} v {d.}.
elijamos m elementos. ¢, v dp, respectivamente, satisfaciendo

Cpi < iy < €y < diy < oo € Eapy < dn,.
v tales que

[s(cn,) < 0 < T5(dn;).

para cada j € {1,...m}. Entonces, podemos tomar

£m = INin {—I‘E((:nj).rz(dn_,)}.

1<j<m
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1.3. CASO GENERAL.

1.3.1. RESULTADO PRINCIPAL.

Nuestro objetivo a continuacién es tratar de conseguir las conclu-
siones del teorema previo, eliminando algunas de las hipétesis sobre la
funcién ¢; mas concretamente, estamos interesados en quitar aquellas
que se refieren a la regularidad C'! de la funcion g, v a la interaccién de
g' con los valores propios del problema (1.2). Notemos que la dificultad
principal en este caso es la siguiente: Para cada @ € ImP, la ecuacion
(1.9.1) tiene al menos una solucién, pero ésta no es necesariamente
tinica. Esto complica la estructura topoldgica del conjunto X. No obs-
tante. una de las claves para poder tener éxito en nuestro estudio esta
en el hecho de que ¥ contiene subconjuntos conexos apropiados para
nuestros propositos (véase (2], [33]. [50], [69]). Los detalles los damos

seguidamente.

Consideremos. de nuevo, el problema (1.6):

—u"(r) = ulz)+ glul(z)) = asen(r)+ JT!(.I'). r € |0, 7]
w(0) =ul(wr) = 0

donde g : R — IR satisface [P].
Entonces se verifican las tesis del Teorema 1.4, sin necesidad de
hipétesis adicionales (para g no trivial). Vamos a enunciarlo y de-

mostrarlo:
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[TEOREMA 1.6

T
Sea ¢ € C(R,R), T-periddica, / g(s)ds = 0 y g # 0, enfonces se
0
verifican:

1. Vh € C|0,7] existen ai(h), az(h) € R, ai1(h) < 0 < ag(h), tales

que (1.6) tiene solucion si y solo sia € [al(ﬁ).ag(;})].

2. Vh € C[0, 7] el conjunto de soluciones de (1.6) para a =0 es un

conjunto infinito no acotado.

3. Yh € C[0.7] dado, ¥n € N, 35, € R* (que depende de g, hy
n), tal que st 0 < |a| < =, entonces el problema (1.6) admite al

menos n soluctones.

Demostracion.

1. Procediendo como en el Teorema 1.4, dado h € C[0. 7], el pro-
blema (1.6) tendra solucion, si v sélo si a pertenece a la imagen

de la funcién I'; : ¥ — R. definida en (1.11)

2 L
[i(c,a) = ;/{; g(csen(x) + 1u(x))sen(zr)dx

donde ¥ es el conjunto definido en (1.10).

Definamos las aplicaciones
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P2 ¥ - R
pele,u) =, Y(c,u) €
Razonando de forma andloga a la seccién anterior, concluimos
que existen tres constantes M, My y My > 0, independientes de

c € R. tales que

lillo < My, ||l@'flo € M2 y "]l € M3, Vi € po(¥).  (1.21)

v asi llegamos a que existe ¢y > 0 (ver (1.18)) tal que sic 2 ¢o ¥

(c,1) € ¥, denotando u_z(r) = csen(x) + u(r). entonces

9 h

s gz /;T ((,‘( 1) _ (, ”“ N “ ))r'-+-('uﬁ(r)a’i.r}f son(.r)ﬂ"(rl,{r
Jo te “ & “ (r‘rnsl.r)+;’(.r})- ’

donde G es la funciéa primitiva de g, con valor medio cero.

*r - i -
—Iz(c.u) = / glesen(r) + u(r))sen{z)dr =
Jo

De (1.21) se deduce que, para c suficientemente grande, el término
¢ + cos(r)u'(x) — sen(x)u"(r)

(ccos(z) + E"{.r))‘2

es positivo. Por tanto, para demostrar que I'; puede tomar va-

lores positivos y negativos. necesitamos estudiar el signo de
(=G (csen(x) + a(x)) + G (jlesen(-) + u(-)|lg)) -
Igual que en la seccién previa, podriamos controlar el signo del

término anterior si pudiésemos elegir (c,u) € X, con ¢ sufi-

cientemente grande, tal que G (||csen(:) + u(-)[|o) = min rG (o0
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max rG.) Ahora bien, ello va a ser posible, gracias al siguiente
lema (que se puede consultar, junto a su demostracion, como
Lema 1.2 en [2], Proposicién 1 en [33] y Lema A5 en [69]):

Para cada intervalo [by, by) C R, existe algin subconjunto conezo

Lyby de ¥ tal que pi(Xpp,) = [b1.b2].

Tomemos entonces l’)| v bg. numeros I'{‘ﬂ]["h‘ tales que
b] > lliilX{r‘[]. .”g + .1]:1. ”'] + I} bg 2 b1 + 2,'”; + T

Por el Lema 1.7, existe algiun subconjunto conexo Yy, C X tal
que p1(Zpp,) = [b1.02]. Como || - Jlo : Xays, — IR es continua y
b, €8 conexo, el conjunto

Ihlh_, = {Hr':-i(‘]ll-] + ullo: (e, i) € Sh,h_.}

es un intervalo real. Ademas. existen (by. 1), (b, U) € Xpp,. tales

que se verifica

lbysen(-) + allo < by + M. |basen(:) + vllo = by — M.

Por tanto. la longitud de Iy, es al menos by — by — 2M;, cantidad
mayor o igual a T. Consecuentemente, existen (1. 1), {c2, ug) €

L, verificando

G(lleysen(-) + tillo) = min G, G(llczsen(:) + uzllo) = max G.
(1.22)
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Por (1.22) tenemos
I“";(Cl.t—t]) < 0< Fg((_‘z.ﬁg), (123)

dandose las desigualdades estrictas, pues si I'z(cy,u1) = 0, en-

tonces

G(eysen(r) + uy(z)) = ngn G.Vrelon), (1.24)

Pero el conjunto (cysen(-) + 4,(-))([0.7]) es un intervalo cuya
longitud es al menos ¢y — M; > T (tengamos en cuenta que
cysen(0) +uy (0) =0, 1 sen(%) + E}(%) =1+ l_l]('—._;) > e — M)
Por lo que si I';(cy,u) = 0, entonces G es una constante, lo que
contradice el hecho de ser g no trivial.

De forma andloga se prueba que I';(c2,u2) > 0, lo que prueba
que I';(X) contiene valores positivos v negativos. El resto del

primer apartado del teorema es idéntico a la seccion anterior.

. Observemos que, por el apartado previo de la demostracion, el
conjunto I';(Xy,5,) es un intervalo real que contiene al cero, por
lo que existe {c, i) € Zpp, tal que 0 = ['z(c.u). Por tanto. si
a = 0. el problema (1.6) tiene al menos una solucion de la forma

csen(-) + 1. con (c.it) € Lpp, (en particular ¢ € [by. by]).
Eligiendo una sucesion de niimeros reales {b,} tal que

by > max {cg, M2 + M3 . My + T},

bap > bop_y +2My + T, bap < bans1, ¥V n € IN, (o)

tenemos que para cada n € IN, el problema (1.6) tiene, para

a = 0. al menos una solucién de la forma

cnsen() -+ g,
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con (cn, Uin) € Loy, tban ¥ €n € [b2n—1,b20), ¥ n € IN. Por tanto,
(1.6) tiene infinitas soluciones para a = 0.

_Sea n € IN dado. Tomemos niimeros reales dy, da, ..., don, tales

que

dy > max {cp, M2 + M3, M, + T},
dom > dog) +2M + T, Yme€ {1 n}. (126)
dom < Doyt ¥ m € {1,..,n =1}

Entonces. cada intervalo de la forma [dom—1,d2m). 1 < m < n,
satisface (1.25). Por tanto existen n subconjuntos conexos dis-
juntos de ¥, que denotamos Y4, dy,. 1 < m < n.y 2n ele-
mentos de la forma (com—1, Gam—1). {C2m. t2m). 1 < m < n. con

(cam-1, Uzm-1): (€2m: tam) € ‘—:ri-__),“ 1dam I<m<ny tales que

FE((".!m Jaligg-1) <0< I‘E{f".!m- ugm). 1 <m < n.

Tomando

fn = min {_r'g(f".’m—l-a‘lm-l)- F'E(("lmvﬁ‘zm)- 1<m< ”}-

entonces

[“511- fni C [rﬁ(f“}.m—-]- Uzm-1) Iﬂﬁ“‘?rni ﬁ?m}} - F}; (Edgm, ld'_\m) :

para 1 < m < n, con lo que si 0 < [a| < ¢, entonces a €
~ \ . . .
I; (Ld,,.. g ) 1 S M < A Esto implica la conclusién del

apartado tercero del teorema.
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1.3.2. OTROS RESULTADOS DE INTERES.

En esta seccién probamos dos resultados adicionales: en el primero
se demuestra la continuidad de los funcionales a, y ag, cuando se con-
sidera la norma uniforme en C[0.7]. Esto puede ser un primer paso
en un estudio mas profundo de otras propiedades cualitativas de tales
funcionales, que no hemos podido conseguir hasta ahora; por ejemplo,
aquellas que se refieren al comportamiento asintético de a( EJ v ag(ﬂ)
cuando la norma uniforme de h diverge a +0o (véase [47] para el pro-
blema periddico).

El segundo teorema que mostramos en esta seccion viene a decirnos que
el resultado de multiplicidad dado en el apartado tercero del Teorema

1.6 es el que se puede razonablemente esperar, al menos en muchas

situaciones. para el tipo de términos no lineales aqui considerados.

[TEoREMA 1.8]

Los funcionales a,(-), as(-) : C|0. =] — IR. son continuos. considerando

la norma uniforme en C'[0. 7).

Demostracion.
Demostremos. por ejemplo, que az es continuo. Para ello. es suficiente
demostrar que ap(-) es semicontinua superiormente. ya que en [64] ha
sido probada la propiedad de semicontinuidad inferior.

Sea {h,} — h en clo.x)y {hn,} cualquier subsucesién suya verifi-
cando que (12{;1,“) — 3 € R. Denotaremos por u,, a una solucién del

problema

—u"(z) — u(r) + g(u(z)) = ag(;r,,k)sen(.r) + f_nm_(.r)‘ T € [0,7]
u(0) =u(r) =0

(1.27)
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Entonces (ver 1.21), existe una constante positiva M, independiente
de ny, tal que
"’E‘Lnk“() S M, v Nk. (128)

Ademas,

- 9
as(hn,) = —/u 9(Tn, (z) + tin,(z)) sen(z) dz.

T

Ahora, pueden ocurrir dos casos:
e {%,} no estd acotada. Entonces, por el Lema 2.5 de [87], 3 = 0.
v asi, 3 < aa(h).
o {Up,} estd acotada. Entonces, existe una sucesién parcial de
{un,} convergente a cierta funcion » solucion de
—u"(r) —u(x) +g(u(r)) = Osen(rj+ h, r € |0, n]

w(0) = ulr) = 0
(1.30)

con lo que 3 < as(h).
Luego, en ambos casos obtenemos 3 < as(h). De aqui se deduce

lim sup Hg(?i") < ng(fa).

La continuidad de a,(h) se prueba de forma analoga.

Tratemos ahora el tema de la multiplicidad. Hemos demostrado que
el nimero de soluciones de (1.6) tiende a infinito cuando a tiende a cero.

Vamos a probar ahora que es un resultado suficientemente informativo,

ya que, por ejemplo, es posible encontrar muchas situaciones en las que
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el problema (1.6), para a € [111(;:), ag(ﬁ)] \ {0}, tiene un nimero finito

de soluciones distintas. En efecto, veamos el siguiente teorema:

[TEOREMA 1.9]

Sea el problema (1.6). donde g satisface, ademds de [P], la condicion:
[C] g es una funcion analitica y ¢'(u) > =3, Vu € R.

Entonces si a € 01(;1).&2 m)| \ {0}, el conjunto de soluciones de
\ ]

dicho problema es finito.

Demostracion.
Evidentemente, es posible suponer que g # 0. Entonces, si a €
[G](;l).ﬂ.-)_(};}] \ {0}. el conjunto de todas las soluciones de (1.6) esta
acotado (véase la Proposicién 5.1 de [81]).

Por la hipétesis [C], para cualquier ¢ € R, existe un tnico u(c) =
i. € KerP, que es solucion de la ecuacion auxiliar (1.9.1). Ademas,
esta tinica solucion, .. es analitica en ¢ (véase [7]).

Ahora bien. todas las soluciones de (1.6) son de la forma csen(-) +

ic(-). donde c satisfacea = F(c),con ' : R — R definida como F{c) =

2 7 o 7 - .\
—/ g(csen(z) + tu.(r))dz. Como F es una funcién real, analitica,
m Jo

no constante v el conjunto F ”'1{(1,} es acotado, teniendo en cuenta el
Principio de identidad para funciones analiticas (Proposicion 4.1 de

[23]), tenemos que F~'{a} es finito. O

Nota 1.10
S. Villegas ha construido un ejemplo ([86]) donde g satisface [P], es de
clase C™, no analitica, con g'(u) > =3, tal que paraa € [m(ﬁ),ag(f-i )1

el problema (1.6) tiene infinitas soluciones.




SECCION 4 Extensiones y generalizaciones.
1.4. EXTENSIONES Y GENERALIZACIONES.

1. Para el correspondiente problema en Ecuaciones en Derivadas
Parciales, es posible obtener resultados similares en algunos ca-

sos. En efecto, consideremos el problema de contorno

—Au(z) = Mu(z) + g(u(r)) = h(z), =€ ]

uz) = 0, zeon[ 3V

donde §) es un dominio regular y acotado de R", A es el operador
laplaciano, A, el primer valor propio de —A en H 4 () (el espacio

de Sobolev usual), g verifica [P}, y he C (Q)

Si denotamos por ¢(z) a la funcion propia positiva correspon-

diente al primer valor propio A}, normalizada en el sentido

[ Vo (x)|*dz = 1.
JQ

entonces toda funcion h € C(€)) tiene una (tinica) descomposicion

hiz) = aoy(x) + h(r).cona € R.y h verificando

fﬂﬁ(.r)ml(.r)d.r =0, (1.32)

En este caso, es posible probar que, dada h. existen nimeros
reales aq( f:.) <0 < ay( E). tales que (1.31) tiene solucion si y sélo
sia € [al(l_l),a.g(ﬂj} (ver [81]).

Realizando razonamientos analogos a los lievados a cabo en este
capitulo, la ecuacién de bifurcacién es, salvo una constanie posi-
tiva que multiplicaria al segundo término de la siguiente identi-

dad, de la forma :
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0= ]Q 9(co1(z) + ii(z))¢r (z)de

La expresién anterior se puede escribir para c suficientemente
grande (ver [30]), como

(e Vuy
a=- ./Q(G(u) - G(v)) div (i_m) dz, (1.33)

siendo G la primitiva de g, con valor medio cero, ¥ = ||u[|o (norma
uniforme en Q) y div indica la divergencia del campo correspon-
diente.

En [30] v en [75] se prueba que, en determinados dominios €2,
que incluyen los dominios convexos en dimensién 2 y ciertos do-
minios anulares en dimensiones mayores o iguales a 2, es posible
determinar el signo de la expresion anterior. Asi pues, para esta
clase de dominios, seria posible obtener resultados similares a los
del Teorema 1.6. De cualquier forma, creemos que es posible
extender los resultados de este teorema al caso de dominios 2
generales (acotados v regulares, por supuesto), pero no lo hemos

conseguido atin (véase el Capitulo 3).

Usando razonamientos andiogos a los utilizados en este capitulo,
es posible extender los resultados mostrados a problemas mas

generales, tales como los de tipo Sturm-Liouville:

—u"(x) = \r(z)u(z) + g(u(x)) = h(z), z€[0,n]
agu(0) + Bou’(0) 0
au(r) + fu'(n) = 0
(1.34)
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donde los coeficientes verifican ag, aq, Bo, 61 2 0, (@ — Bo)(a1 —
B)>0,ap+a; >0 heC0,n],r€ ct ([O,W],R+), g satisface
[P] v A; es el primer valor propio del problema

—u"(z) = Ar(z)u(z) = 0, z¢€[0,n]
(![)’U(O) +- Bn’u’(O) =0 (135)
ayu(r) + d'(n) = 0
Notemos por ¢ a la funcién propia asociada a A1, normalizada

en el sentido / (¢)(x))2dx = 1.
0

~ T~
Entonces, si escribimos h(z) = apy(z)+h(z), (‘on/ hei(z)dr =
0

0), la ecuacién de bifurcacién es, salvo una constante positiva que
multiplicaria al segundo miembro de la identidad que sigue, de
la forma: .

&= [ g (cpr(x) + i(r)) p1(2)dz. (1.36)
que se puede reescribir, siguiendo las mismas ideas de este capitulo,

como

g = /;g ) )=

) (G(u(m) = G(llul}))) =

(G(u(0) = G([lull))) -

Pila ) (¢) = o1 (2)u"(z)

u’(0)
" P
- G(u(r)) - G (||u
(G ) = G i) T

donde u(z) = cpy(r) + u(x).

El signo de esta iltima expresién puede determinarse, teniendo
en cuenta las propiedades de la funcién propia ¢;, de manera
analoga a lo realizado para el problema (1.6) en las secciones

precedentes (véase [74]).




CAPITULO 2
METODO VARIACIONAL.

2.1. PRELIMINARES.

Consideremos el probiema (lineal) de contorno

(2.1)

—u"{x) — u(z) = h(z), € [0,7] }

u(0) =u(zx) = 0

donde h € C[0,#]. Como hemos comentado en el capitulo anterior,
por el Teorema de la Alternativa de Fredholm sabemos que (2.1) tiene
solucién u € C2[0. 7] si, v solamente si, h satisface la condicion

m

| h(z)sen(zx)dr = 0. (2.2)

JO

Si se adopta el punto de vista variacional, lo que ocurre es que,
cuando h satisface (2.2). el funcional de energia asociado al problema
(2.1), @y : H}(0,7) — R definido por

TR N LA .o
QD(u)“--EJ{) '(z)|? dz 5/0 |11(m)|2dr—](; h(z)u(z)dz  (2.3)

tiene minimo global, donde HJ (0, 7) denota al espacio de Sobolev usual
(véanse (3], [61], [70], [83]).
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Consecuentemente, al ser & € C(HJ(0,7),IR), existe algin ele-

mento ug € H}(0, 7) satisfaciendo la ecuacién
®5(up) =0 (2.4)

y asi ug es solucién débil, y por tanto solucién clasica de (2.1) (es
conocido que las soluciones débiles de (2.1) son soluciones cldsicas, ver
[14]).

1Qué puede suceder, desde el punto de vista de la existencia de
minimo global, si consideramos una perturbacion no lineal de (2.1)7.
Se intuye que la situacién puede cambiar radicalmente.

Para responder a esta cuestion, consideremos el problema de con-

torno:

(2.5)

—u"(z) - w(z) + glu(z)) = h(z), x€[0,7]
w(0) =u(r) = 0

donde g : R — IR es una funcion continua dada, y donde h verifica
(2.2) (esto es, con la notacién del primer capitulo, estudiamos un pro-
blema como (1.6) para a = 0). En este caso, el funcional asociado
&¢ : Hi(0,7) — R, es de la forma

”‘1‘ " ! 2 I-}“ " T . H i " u\r L " b Ir
dalu) = 2/0 u'(z)]2d 2/0 lu(z)2d +j0 Glu(z))dz jf, h(()zué.r)d

donde G'(u) = g(u),Vu € R.

Es conocido, ver [70], que & € C'(Hg(0,7),IR) y que u € H}(0,7)
es solucién débil de (2.5) si, y solamente si, u es punto critico de ®¢,
o sea, satisface la ecuacién ®g(u) = 0.

Lo primero que debe resaltarse es que ®¢ no tiene necesariamente
minimo global, aunque g y G sean “pequenas” (véase la Nota 2.6 mds

adelante). Sin embargo, nuestro interés se centra, de acuerdo con lo
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estudiado en el capitulo anterior, en el estudio de aquellos problemas
donde g tenga un caricter periédico. En este sentido, si g satisface la
propiedad [P]:

T
[P] g€ Cr(R,R), [ﬂ g(u)du =0

entonces el funcional ®¢ tiene minimo global (ver [16] y [10] para el
caso particular en que h = 0). Desde el punto de vista de la Fisica y
de la posible estabilidad de las soluciones, este tipo de resultados es
interesante, pues Jas soluciones que minimizan el funcional de energia
tienen un significado especial (véase [12], [65], [66], [67]. [68]).

En este capitulo presentamos un tipo de funciones no lineales g,
més generales que aguellas que satisfacen la propiedad [P], para las
cuales se conserva la propiedad de existencia de minimo global de ®¢.
Teniendo en cuenta alguna de las ideas de [16], las condiciones sufi-
cientes para ello se dan en términos de g, G y H (alguna primitiva de
G); mas concretamente, necesitamos g, G y H acotadas, y ésta iitima
con un comportamiento adecuado en infinito. Bdsicamente, éste puede
ser de dos tipos: o bien H es decreciente o bien tiene una “oscilacion”
apropiada.

Las anteriores hipétesis garantizan que el funcional ® esta acotado
inferiormente, y aunque no sea coercivo, siempre podremos demostrar
la existencia Je sucesiones minimizantes acotadas. Comentar también
que ®¢ no satisface, en general, la condicién de compacidad de Palais-
Smale (véase [9]).

Una de las principales novedades de los resultados que presenta-
mos es que obtenemos la existencia de minimo global del funcional
&, dando condiciones sobre “una segunda primitiva de la funcion ¢".
Tienen ademas interés desde el punto de vista del estudio de la existen-

cia de soluciones de problemas como (2.5), y nos permiten considerar
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casos que no pueden ser tratados a partir de lo probado en [32], [51],
[81], [87]. En particular, estudiamos un tipo de no linealidad g, la cual
no satisface la hipétesis [P], y para la que no existen ninguno de los
limites g(+00), g(—oc). También incluimos algunos casos de resonan-
cia fuerte en infinito (véanse [11], [51], [81]).

La Seccién 3 del capitulo se dedica al estudio de algunas propiedades

cualitativas de los conjuntos

A {u€ H}0,7): ®g(u) = min piom P}
B {u € H}(0,7): ®y(u) = 0}

Probamos que si g es no trivial, entonces bajo las hipotesis del apartado
segundo, es posible que B sea finito o infinito (esto marca una diferen-
cia cualitativa importante respecto de los problemas considerados en
el Capitulo 1). También mostramos que es posible que A sea finito,
aungue B sea infinito. La idea bésica serd estudiar la res! riccion ael
funcional @ a subconjuntos apropiados de H((0,%): aquelios txics
que su proyeccion sobre el subespacio generado por la funcién sen(-)

es fija.

2.2. FUNCIONALES NO COERCIVOS CON MINIMO
GLOBAL.

2.2.1. RESULTADO PRINCIPAL.

Vamos a comenzar enunciando v demostrando un teorema general

sobre existencia de minimo global de ciertos tipos de funcionales.




SECCION 2 Funcionales no coercivos con minimo global.

[TEOREMA 2.1]

Sea el problema de contorno (2.5), y supongamos que se verifican las
hipétesis
(H1) /Ih(r)sen(z)dr =0
(H2) goe C(R,R) es acotada. Ademds es posible elegir G, una
primitiva de g, y H una primitiva de G, tales que G y H son acotadas.
(H3) Eristen sucesiones de nimeros reales {c,} — 400, {dn} —
—oc verificando que
o™
max H

[dn ,+00)

Entonces el funcional ®¢, definido en (2.6), tiene minimo global.

Demostracion.

Supengamos que g ¥ ) va que en caso contratio la conchusion del
tecrema es *rivial. El hecho de ase (2.5) sea resonante . o) nrimer
valor propio (ver Capitulo 1), sugicie nne «ovoonnesicion del espacio
H}(0,7) =V @ X donde

V = {csen(:): c € R}

X= {u € Hy(0,7) : ‘/nn u(r)sen(z)dr = 0}.

Asi, cada w € H}(0,7) se puede descomponer de manera tnica
como

2.7)
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2
con@ € V yu € X (de hecho @(z) = —/0 u(t)sen(t)dt) sen(z)).
m
Ademsds, con el objeto de poner de manifiesto los diferentes papeles
desempeiiados por las “partes lineal y no lineal” del problema (2.5), el

funcional ® se puede descomponer como

be(u) = ®o(u) + Ne(u) (2.8)

U O LTV S N 2. _ " :
o) = 2.[0 | u'(z) |? dz 2/0 |u(z)|? dz [0 h(z)u(z)de
definido en (2.3), v

Nglu) = AWG(U(I))(}I. Vu € Hy(0, 7).

Es facil comprobar (ver {10], {70], [87]) que

do(u) = Po(u). Yu € Hy(0,7) (2.9)

y que existen constantes a > 0, b € IR tales que
dy(u) > allul| + b, Yu € X. (2.10)

Ademas @ es débilmente semicontinuo inferiormente, con lo que existe

minimo global de &y en H}(0, ), al cual denotaremos por

my =min®y = min Py. (2.11)
X H}(0.x)

Por otra parte, es trivial que ® es acotado inferiormente. Deno-
taremos por

mg = inf ®g. (2.12)
H} (0,7}

Ahora, puesto que el funcional ®¢ es d.s.ci. (véase [70]), para

probar que mg es de hecho minimo, basta con demostrai que exister.




SECCION 2 Funcionales no coercivos con minimo global. 49

sucesiones minimizantes para ®¢, acotadas. En nuestro caso, vamos a
ver que cualquier sucesién minimizante es acotada.

Para ello, vamos a utilizar los lemas siguientes:

Para cualquier sucesion {un} = {ansen(:) + un()} C H}(0,7), con
{lan|} = +oc y {un} acotada. se vertfica:

T

lim | G(ansen(z)+ tp(x))dz =0 13)

n—oo jo

{Para la demostracién de este lema, véanse Lema 3 y Lema 4 de [16],

asi como [87)).

|LEMA 2.3[

Se verifica la desigualdad

mg<myg.

Demostracion.

La desigualdad previa se verifica si y sélo si existe u € Hg(0, 7) tal que

®c(u) < my. (2.15)

Ahora bien, si @i € X estal que ®g(it;) = my, tomandou € Ha(O, )

de la forma u = asen(:) + @, (2.15) nos quedaria

my > ®c(u) = ®o(u) + Ng(u) = ®o(us, + asen(z)) + Ng(u) =
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= ®g(ur) + Ng(u) = mp + Ng(u)

que es equivalente a

jﬂﬂ G(asen(z) + up(z))dzr < 0. (2.16)

Luego, basta probar que (2.16) se verifica, para tener (2.15). Ahora
bien, para probar esta ltima desigualdad, es suficiente proceder como

en el Teorema 1 de [16]. o

Concluyamos va la demostracién del Teorema 2.1. Para ello, sea
{un} © H{(0,7) tal que {@¢(un)} — mg. Entonces, debido a (2.9)
v (2.10), tenemos ®g(un) = Po(un) + Neol(un) = ®o(un) + Ng(ua) ¥
junto a la acotacién de G tenemos que {u,} es acotada. Ahora bien,

también {7,} es acotada. pues si no fuese asi. se tendria que
ma = lim ®g(u,) = lim Pplu,) > m
¢ = lim ®g(un) = lim Po(uy) = my

lo que contradice (2.14).
]
Como consecuencia del teorema anterior, se obtiene el siguiente

corolario:

|CoroLARIO 2.4|
Si se verifican (H1), (H2) y (H3), entonces el problema (2.5) tiene

solucion.
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Nota 2.5

Hemos de mencionar que Solimini, [81], obtiene, bajo hipétesis dife-
rentes, la existencia de solucién del problema (2.5), pero no necesa-
riamente la existencia de minimo global del funcional ®g. Nuestro
resultado es interesante, ademads, porque permite ¢l estudio de nive-
les criticos superiores al nivel critico minimo (véase Corolario 3.13 en
[10]). Esto es importante desde el punto de vista de la multiplicidad

de soluciones.

2.9 9. COMENTARIOS Y EJEMPLOS DE INTERES.

A continuacién exponemos alzunos comentarios v ejemplos que

muestran el rango de aplicabilidad e interés del Teorema 2.1.

Norta 2.6
Es importante observar que (H1) y (H2) no son suficientes para que

& alcance su infimo (ver Nota 3.17(i) de [10]).

Nota 2.7
Una condicién suficiente para que sc verifique la hipotesis (H3) es la
siguiente:

(H3') Existen sucesiones de mimeros reales {¢,} — +oo, {dn} —

—o¢ verificando que

Hcn) mHgnH
H(dn) = maxH
R

También, la hipdtesis (H3) se verifica claramente si H es una funcion

decreciente.
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EJEMPLO 2.8

Las hipétesis (H2) y (H3) se verifican si tomamos H de la forma
H(u) = H](Hg(u)) (2.17)

donde H; € C*(R.R) es T-periédica. y Hy € C*(R,R) es tal que
H}(u) v HY(u) son acotadas y limjyj 4 |H2(u)| = +oo.

1. Por ejemplo, tomando Ha(u) = u, ¥ u € R, tendriamos el caso
en que g verifica la hipotesis [P). Sin embargo el Teorema 2.1 es
aplicable a un tipo de problemas mas generales, donde se verifican

(H2) y (H3). aunque no necesariamente [P). Por ejemplo sea
H(u) = sen(In(u® + 1))

_ 2ucos(In(1 + u?))

Gl 1+ u?

v derivando de nuevo

g9(u) =

2(1 — u?) cos(In(1 + u?)) — 4u?sen(In(1 + u?))
(14 u?)? '

Pueden entonces comprobarse facilmente las hipétesis (H2) v
(H3). Sin embargo g no es T-periddica.

Este ejemplo pertenece a la clase de problemas llamados “fuer-
temente resonantes en infinito”; es decir, aquellos donde se veri-
fican

G(+00) = g(+00) =0 (2.18)

(véase [11)], [31], [32], [51], (81]). Notemos que la condicion previa
es suficiente para probar la existencia de solucién del problema

(2.5) si h verifica (H1) (ver [81]), aunque no lo es, en general,
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para la existencia de minimo global de ®. Para ver esto, basta

tomar 9
1+u

1+ut
Entonces ®g(nsen(-)+1ur) — mp, con loquemg < my,. Por otra

G(u) =

parte, si existe algin u € H{}(0,n) verificando que bgl(u) = mg
entonces my, > mg = ®g(u) = ®olu) + Na(u) > mp + Ng(u),
por lo tanto Ng(u) < 0, lo cual no es posible.
. Tomando H,(z) = sen(z), Vz € R,
u ge 3 ‘
Ha(u) = [0 ST Dt ol 0%,

1422

H(u) como en (2.17), obtendriamos

: mas sen(r?) 2 2u + sen(u?)
G(u) = cos (./D I Ii—rf.r +In(1 4 u ]) (T

A sen(z%) 9
g(u) = cos (/ﬂ 522 dr +In(1 4+ u ))

(2 - 2u? + (3u® + 3u') cos(u®) — 2u sen(u®)
(14 u?)?

u sen(x? sen(u®) + 2u\’
— sen / sen(z )d,r +1In(1 + u?) M .
o 1+ 2 14 u?

Si h verifica (H1) entonces ®¢ definido en (2.6) tienc minimo
global, con lo que existe solucién de (2.5). Es importante senialar
que no existen ni g(+o00) ni g(—00), con lo que no es posible de-
ducir, para problemas de cste tipo, la existencia de solucién aph';
cando los resultados de [81); sin embargo, aplicando ¢l Teorema
2.1 obtenemos, no sélo existencia de ésta, sino ademés existencia

de minimo del funcional.
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EJEMPLO 2.9
El Teorema 2.1 permite considerar no linealidades g que son com-
binacién de funciones periédicas adecuadas, de distinto periodo. Por

ejemplo,

qisen(qi(u + k1)) siu< -k
glu) =4 0 si =k <u<ks
gasen(qa(u — ko)) siu > kg

Asi, G es

—cos(qy(u+ky)) siu< =k
-1 si —ky < v <k
~cos(go(u — ko)) siu >k

1 .
——sen(q(u+ k1)) + k1 siu< -k
/5]
e si—ki<u<gk

1
—— sen(qa(u — k2) — ki > ks

q2

11 1
donde k. kq, q1. g2 > 0 y verifican |— — —‘ < kg + k.
9 42|

e Se puede comprobar ficilmente que H es clase C*(R). Por otra
parte, como se ha de satisfacer la hipétesis (H3) del Teorema 2.1,

ha de existir una sucesién de niimeros reales {dn} — —oo0, tal

que H(d,) = max H. Esto se consigue si —+k 2 —— kq, (en
[dn.+20) qQ q2

este caso ¢l maximo de la funcién definida en R™ es mayor que el
maximo de la funcién en R") y otra sucesion {cp,} — +oc tal que
H(cp) = (Inin ]H, lo que se consigue si — + ky > — — kg (el

—00,Cn T q2
minimo de la funcién definida en R* es menor que el minimo de
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la funcién definida en R™). Combinando estas dos desigualdades

1 1
obtenemos |— — —| < ky + k3.
1 Q2
. Z  2nm
Las sucesiones de la hipétesis (H3) son {c,} = { k2 + L4 —
q2 q2

Ls

5 2nm L.

vy {dn} = {—iﬁ -2 -—} para n € IN; es fdcil comprobar
41 Ul

que el minimo vale —;{-1; — kg v el maximo i + ky.

Nota 2.10
El Teorema 2.1 no es valido para el problema no lineal con condiciones

de contorno tipo Neumaun, esto es, para el problema

= h(z), z € (0,7
_ 9 } (2.19)

donde g, G y H satisfacen (H2) y (H3), h € C|[0, 7| verifica /r h(z)er =
0. "
Para demostrarlo vamos a considerar el siguiente contracjemplo:
Sea la funcién H : R — IR definida por

= —(%(‘OSB(U) — cos(u) + %)an si 2r(n-=1)<u<2mn
- (% cos®(u) — cos(u) + %—)a.,, si —2mn<u<2r(-n+1)
(2.20)

donde {a,} es una sucesion estrictainente creciente y convergente de

nimeros positivos.
Es facil probar que (H2) y (H3) del Teorema 2.1 se verifican (tomando
en =7 +21n, dy = —cp, ¥n € N). Ademds, G = H' no alcanza su

infimo. En este caso ®¢ : H'(0,7) — R estd definida por

bg(u) = %/OW | (x))?dz + [{: G(u(z))dz,
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donde H(V, ) es el espacio de Sobolev usual.
Tenemos que

H%fm@(; = Trlgfc, (2.21)

o sea, O alcanza el minimo si, y sélo si, existe algin u € HY(0,7) tal

que

Do(u) = mipf G. (2.22)

Entonces u debe ser constante, en cuyo caso (2.22) no es posible.

Nora 2.11
Notemos que si g verifica [P], la conclusién del Teorema 2.1 si es cierta

para el problema de Neumann.

Nota 2.12

Respecto dei problema (2.19), no sabemos, sin embargo, si se verifica
el Teorema 2.1. en lugar de con la hipdtesis (H3) con la hipétesis (H3')
mas algiin tipo de suposicién adicional sobre el comportamiento de Ng

(para que se verifique una conclusién similar a la del Lema 2.2).
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2.3. ALGUNAS PROPIEDADES CUALITATIVAS.

2.3.1. RESULTADOS PREVIOS.

En esta seccién, estudiaremos algunas propiedades cualitativas de

los conjuntos

A {ue HJ0,7): ®c(u) = mg}
B {u € HL0,7) : ®f;(u) =0},

es decir, del conjunto de elementos del espacio de Sobolev H(0, ),
que tienen nivel critico minimo y del conjunto de puntos criticos del
funcional ®¢ (o lo que es lo mismo, del conjunto de soluciones de (2.5)).
Obviamente A C B.

Si g es continua, T-periédica v con valor medio cero, es decir, si
verifica la hipStesis [P]. entonces ha sido probado en [74] que B con-
tiene infinitos elementos (véase también [20]), aunque, segin nuestros
conocimientos, nada se sabe en este caso sobre el niimero de elementos
del conjunto A. Bajo las hipétesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1,
que se supondran en toda esta seccién, vamos a probar que es posi-
ble que el conjunto B sea finito o infinito. Esto marca una diferencia
cualitativa importante respecto del tipo de problemas estudiado en el
capitulo anterior. Aquf se vera también que, si el término no lineal g
satisface la hipétesis [P). es posible que A sea finito. La idea basica
de todas las demostraciones esta basada en la restriccién del funcional
&, a subconjuntos apropiados de H{ (0, 7). Esta restriccién es sugerida
por la coercividad del funcional ®¢ sobre el subespacio X.

Comenzamos con alguna notacién que serd necesaria en el resto del

capitulo y también con algunos resultados previos.
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Para cada ¢ € R, denotaremos por W, al subconjunto de Hg(0, )
dado por

W, = {" sen() +1 : fon i = }

Vamos a probar que, dado cualquier ¢ € IR, el funcional ®¢ tiene

minimo global, cuando se restringe al subconjunto We:

Para cada ¢ € R, el funcional ®glw, : W, — R tiene minimo.

Demostracion.

Descomponiendo @ como en (2.8), v teniendo en cuenta (2.10) se
tiene que

®(u) = Bo(u) + Ng(u) = @o(t) + Na(u) 2 allull + b+ Ne(u),
Yu € HY(0, 7).

Denotando por m. al infimo de ®g|u,. sea {csen(:) + Uc,} una

sucesion minimizante. Como

O;(csen(-) +ue,) 2 @ ||?1c1.|| + b+ NG(“cn)
b e
>

acotado
se tiene que {i.,} es acotada.

Ahora, si csen(-) + ., — csen(-) + @, como ®¢ es d.s.c.i. entonces
dg(esen(-) + u) < liminf ®g(csen(-) + i, ) = m¢, lo que implica que
dg(csen(z) + u) = me. O

Teniendo en cuenta el lema previo, es posible definir la funcién

Mg:R-R (2.23)

ﬂff(;((:) = min (DGch
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(véase [79] para el problema periédico).

Imponiendo una hipétesis adicional, que exige mas regularidad a
g y una interaccién conveniente entre los valores de su derivada y los
valores propios del problema (1.2), vamos a conseguir la unicidad del
elemento . € X tal que ®g(csen(-) + ) = mc.

En efecto, supongamos que, ademés, se verifica la hipotesis
(H4) g€ CY R,R)yg'(u)>p> -3 Vu € R

Entonces tenemos el resultado siguiente:

Para cualquier ¢ € IR. eriste un unico elemento u. € X tal que

dc(csen(:) + u.) = me.

Demostracion.

Utilizando las ideas del Lema 2.1 de [26], de hecho demostramos que
existe un tnico “punto critico de ®|y.". Para ello, es suficiente probar
la desigualdad siguiente:

Existe un nimero real m > 0 tal que

o

2
(i (csen() + i) — D(csen(:) + a@p), dg - at) 2 m | (a2 -ab)"
(2.24)
val, il € X.
o En efecto, (®)(csen(z) + %) — ®;(csen(z) + ub), ud — @l) =

(o

= f(csen(x) + (e - @Y - /ﬂ(csen(r) F )@ - )+
0 0

T
+ / g(csen(z) + @%)(@® - 4
0

- /Dﬂ(csen(m) + @) (@ - u
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/g(bt’n()+u ug —
n

= [[(@-a)- ]D”( “"

W' w?

+/ ((s(‘n()+u)—g(rseu()1—1;))((‘:*-1}‘3)
\_::——!’
g (p(:)}(u"—u“; TV.M. ]

Teniendo en cuenta que g'{u) > u, y que se verifica la desigualdad
LI | .

f (@(z))dr < :1-/ (@'(z))%dr, Vii € X (véase [61]), se obtiene
0 0

que la anterior expresion es mayor o igual que

(84 = 1)_[0"(5)2.

y para concluir basta recordar que g > —3.

Nora 2.15
Notemos que, cn lugar de (H4), es posible imponer la hipdtesis, menos

restrictiva:
g9{s) — g(t)

s —t

>u>-3 Vs#t

En adelante, denotaremos por @, € X al unico elemento tal que
dolesen(:) + u.) = me.

Claramente, M; es una funcién continua. También, otra propiedad
obvia, y que facilitara el estudio del conjunto A (recordemos, el con-
junto de elementos de nivel critico minimo) es

min Mg = mm b
celR u€H(0,m)
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Observemus que

We= {u € H)(0,7) : Pu = csen(-)}
donde P es la proyeccién P : H}(0,7) — H}(0, ), definida por

2 /7
P(u)(z) = = (f u(t)sen(t)dt) sen(z)
m \Jo
Por tanto, por el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, para
cada ¢ € IR, existe A\, € R, tal que la funcién u, = esen(-) + u,

satisface la ecuacion

HC(O) =u(m) =0

Es claro que

—u"(x) — ue(z) + g(uc(x)) = h(z) + Acsen(x), J-e[o.n}} (2.25)

=—[ (4(z)) sen(z)dz, Y€ R (2.26)

Asi, tenemos el siguiente resultado, que resume esta primera parte:

[CoroLARIO 2.16]

1. El elemento u = csen(-) + u (€ HJ(0,7)) pertenece al conjunto

A si, y solo si, u = u. y Mg{c) = mg.

2. El elemento u = csen(:) + u (€ Hy(0,7)) pertenece al conjunto
B si, y solo si, 1 = @, y el correspondiente multiplicador de

Lagrange. A, es igual a cero.
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Demostracion.

1. 5] Siu = csen(:) + & € A, entonces Pg(csen(-) + i) = mg =
Mgl(c). Ademés, por el Lema 2.14, debe ser u = u..

Trivial.

2. [=]Siu = csen(-)+u es punto critico de ®¢, entonces P (u)(w) =
0 para todo w € H}(0,7). Por otra parte, ®jw, tiene minimo

u, = csen(-) + ., v por (2.24), ®4(u.)(w) = 0 para todow € X.
Por el Lema 2.14 se obtiene de nuevo que u = u.. Por tanto, el

correspondiente A, = 0.

[=]Siu = csen(-)+u, es solucion del problema (2.25) con A; = 0,

es solucion de (2.5). con lo que es punto critico.

2.3.2. EsSTuUDIO CUALITATIVO DE LOS CONJUNTOS DE
PUNTOS CRITICOS Y DE NIVEL CRITICO MINIMO.

El conjunto de puntos criticos.

Después de los resultados anteriores, estamos en condiciones de
estudiar, en algunos casos importantes, el cardinal de los conjuntos
Ay B. En este primer resultado, anadiendo una hipétesis sobre una
adecuada oscilacion de G “en infinito”, el conjunto B tiene infinitos

elementos.
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[TEOREMA 2.17]
Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1), (H2), (HS), (H{) y

(H5) Ezisten dos sucesiones de nimeros reales {e,} — +0o y {fa} —

+oo tales que

Glen) = n}Fi(nG, G(fp) = mngxxG

Entonces. el funcional ®¢ tiene minimo global y el conjunto B tiene

infinitos elementos.

Demostracion.
La existencia de minimo va la tenemos. Pasemos a demostrar que el
conjunto B tiene infinitos elementos.

Usando la definicién de u, v (2.10) tenemos que

Bglue) € @glesen(-) +uy) = my + Ng(esen(-) + up)

dclu.) = Poluc) + Nalue) 2 alla| + by,

para alguna constante by, donde || - || indica la norma en el espacio de
Sobolev H}(0, 7). Por tanto, existe una constante My > 0, indepen-
diente de ¢ € R, tal que ||ii.|| < My, Ve € R. Puesto que Hg(0, 7) estd
incluido de manera continua en C|0, 7], existe M3 > 0, independiente
de ¢ € R, tal que ||ic|lo € Mg, Ve € R, donde | - ||p denota la norma
uniforme. Como los Multiplicadores de Lagrange son uniformemente
acotados (ver (2.26)), v

~u"(z) — u(z) + glue(z)) = h(z) + Acsen(z), = € [0,7] _
w_(n) = uc(ﬂ') =) } (227)
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razonando como en (1.17), concluimos que existe una constante M > 0,

independiente de ¢ € IR tal que

lcllo < M, Hlicllo < M, |lEcllo < M, VeeR. (2.28)

A partir de estas acotaciones, teniendo en cuenta las propiedades de
ue, v siguiendo un razonamiento similar al realizado en [16] (como se
hizo en la Seccién 2 del Capitulo 1 para demostrar (1.19)), llegamos a

que, para |c| suficientemente grande,

—A( /W gluc(x))sen(z)dr =
= [ (G (lucko) - € (ue(a))

¢ + cos(z)uL(r) — ben(r) alE) |
T dz
(ur(x))’
(2.29)
Por la continuidad de #. con respecto a ¢ ({24], [26]). existen dos

sucesiones de nimeros reales {r,} — +00. {s,} — +00 tales que

G (lur, llo) = n}én G.G (||lus, o) = mﬁ;lixG

con lo que

AMrn) <0< A(sn), YneN

Por tltimo, por ser A(c) de clase C'! respecto a c ([24] y [26]), el teorema

queda demostrado. m|

EJEMPLO 2.18

Una aplicacién concreta de este teorema es el Ejemplo 2.9.
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Nora 2.19

Es interesante que recordemos que la hipétesis més significativa del
Teorema 2.1, utilizada para probar la existencia de minimo global de
®, era la relativa al comportamiento de H en el infinito. En el teo-
rema que acabamos de probar, el papel primordial, para conseguir que
el conjunto B contenga infinitos elementos, es desempeiiado por el

comportamiento de G en infinito (hipétesis (H5)).

Norta 2.20

Pensemos que si g verifica [P], entonces se verifican (H2), (H3) y (H5).
Asi pues, acabamos de dar otra demostracion, desde el punto de vista
variacional, del Apartado 2 del Teorema 1.4 (donde se usé el Método

Alternativa).

Nota 2.21

En el teorema anterior, la hipdtesis (H5) puede sustituirse por la si-
guiente:

(H5’) Existen dos sucesiones de niimeros reales {e,} — —00 y { fn} —

~00 tales que

Glen) = nﬁnG. G(fn) = mélx(:.

Nota 2.22
Creemoss que la hipétesis {H4) puede ser eliminada del teorema ante-
rior. La idea bdsica es usar razonamientos analogos a los del Capitulo 1,

cuando se tratd, en primer lugar, el caso en que la ecuacién auxiliar del
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Método Alternativa era resoluble de manera tnica, y, a continuacion,

el caso general.

Prosigniendo con nuestro estudio, veamos que con las hipétesis del

Teorema 2.1, es posible que el conjunto B sea finito.

| TEOREMA 2.23]

Supongamos que se verifican las hipotesis (H1), (H2), (H{) y
(H6) g analitica

(H7) g(u)u >0, Yu #0

Entonces, el funcional ®g tiene minimo global y el conjunto B tiene

un numero finito de elementos.

Demostracion.

Notar que {(H2) v (H7) implican que [ es estrictamente decreciente,
con lo que se verifica (H3), y asi tenemos iu existencia de minimo
global. Demostraremos ahora que el conjunto B tiene un nimero finito
de elementos usando el método del Capitulo 1 (Método Alternativa).

En efecto. las soluciones de (2.5) son de la forma csen(z)+u.(z}, donde

[ﬂ glesen(z) + uc(x))sen(x)dr = 0
Jo

y la parte izquierda de la relacién anterior, es una funcion I', analitica
respecto de ¢ € R.

Ahora bien, B es finito si, y sélo si, lo es el conjunto

C ={ceR:T(c)=0} =00}
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Observemos que C es acotado:

En efecto, si C no estuviese acotado, 3{c,} C C tal que {¢,} —
+00 0 {¢,} — —o0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
se da la primera posibilidad. Entonces ¢, sen(z) + @, (z) > 0 en (0, 7)
para n suficientemente grande (recordemos que, por (1.17), las fun-
ciones @i, (z) v sus derivadas de primer y segundo orden, estdn unifor-

memente acotadas). De aqui se obtiene g(c, sen(x) + 4, (z)) > 0 (por
0

(H7)), v por tanto, .[0 gl(cpsen(x) + te, (z))sen(z)dr # 0.

Para el caso en que {c,} — —oo el razonamiento es analogo.

Ademds C es un conjunto finito, pues si no lo fuera, por el Prin-
cipio de Identidad para funciones analiticas (ver demcstracién de la
Proposicién 1.9 para referencias), I' = 0, cosa que no es posible (ver
Capitulo 1), ya que como |c| puede ser tan grande como se quiera, I';

toma valeres positivos y negativos. O

EJEmpPLO 2.24
@ 1 k tant iti
——————, con k una constante positiva
(1+u?)?k P
suficientemente grande, se verifican todas las hipdtesis del Teorema
o , arctan(u
2.23. En este case, las primitivas serian H(u) = ———-k—(z. G(u) =

Tomando la funcion g{u) =

E! conjunto de puntos de nivel critico minimo.
A continuacién estudiamos el cardinal del conjunto A. Comen-

zamos con un resultado que muestra que A puede ser finito.
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[TEOREMA 2.25]

Supongamos que g no es idénticamente cero y se verifican las hipdtesis
(H1), (H2). (H3), (H§) y (H6)

Entonces, el funcional g tiene minimo global y el conjunto A tiene

un numero finito de elementos.

Demostracion.

La existencia de minimo estd garantizada por el Teorema 2.1. Para

concluir basta demostrar que el conjunto:
D ={c€eR: Mg(c)=mg} = 11!(',?'(m(;) es finito, donde Mg se
definié en (2.23). Ahora bien,

li1+n Mglc) = my,. (2.30)

En efecto, para probar esta relacién, observemos que

mp, + [ G(esin(x) + u.(z)) dr <
Jo

< @oluc) + /ﬂﬂG(r' sin{r) + uc(z)) dr <

< Pg(ue) < bglesin(-) +ug) <

<my+ fnﬂG(cSin(.r) +ug(z)) dr.

Entonces, usando (2.28) y el Lema 2.2, cbtenemos (2.30).

Ahora, para ver que D es acotado basta recordar, ver Teorema 2.1,
que mg = ming Mg < my . Ademds, M¢ es analitica. Nuevameénte,
el Principio de Identidad para funciones analiticas, prueba que el con-

junto D (y por tanto A), es finito. |
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Para concluir esta seccién, mostremos que, bajo las hipotesis de la
Seccién 1 de este capitulo, es posible que sea infinito el conjunto de
puntos criticos del funcional ®;, mientras que el conjunto de puntos
de nivel critico minimo es finito. Este resultado es nuevo, incluso, para

el tipo de términos no lineales g que satisfacen la hipétesis [P)].

[CoroLARIO 2.26]
Supongamos que se verifican las hipotesis (H1), (H2), (H3), (H{), (H5)
y (H6).

Entonces, el funcional ®¢ tiene minimo global, el conjunto A es

finito y el conjunto B nfinito.

[CoroLARIO 2.27]
Supongamos que se verifican las hipotesis (H1), (H4), (H6) y [P].

Entonces, el funcional ®¢ tiene minimo global, el conjunto A es

finito y el conjunto B infinito.

EJEMPLO 2.28

El corolario anterior cs aplicable al problema

(2.32)

—u"(z) - u(z) + sen(u(z)) = h(z), z €[0,n]
uw(0) =u(r) = 0

donde h verifica (H1).
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2.4. EXTENSIONES Y GENERALIZACIONES.

1. Es de esperar que sea cierto un resultado similar al del Teorema
2.1 para el correspondiente problema en Ecuaciones en Derivadas

Parciales; es decir, para el problema

—Au(z) - Mu(z) + g(u(z)) = h(z), z€Q
l W] = 0, wed } (3.33)

donde © es un dominio regular y acotado de R™, A es el operador
laplaciano, A, el primer valor propio de —A en H{ (Q) (el espacio
de Sobolev usual). y h € C(Q, R) verificando

[ﬂ h(z)@r(a)dr = 0. (2.34)

siendo ¢;(r) la funcién propia positiva correspondiente al primer

valor propio Ay.

Sin embargo, hasta ahora no hemos podido conseguirlo, debido
a la dificultad de probar una desigualdad como (2.16) (ver [72]).
Creemos que usando algunas de las ideas contenidas en [16] y
[30], seria posible probar tal resultado, al menos en algunos tipos

especiales de dominios €2.

. Usando razonamientos analogos a los utilizados en este capitulo,
es posible extender los resultados mostrados a problemas més

generales, tales como los de tipo Sturm-Liouville:
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aou(0) + Bou'(0) = 0

—u"(z) — Myr(z)u(z) + g(u(z)) = h(z), z €0, }
aju(r) + fu'(r) = 0

(2.35)
donde los coeficientes verifican ag, a1, 8o, 81 > 0, (a0 — fBo)(a; —
4)>0,a0+ay >0, heCl0,n],reC! ([0 71'].]R+). g satisface
[P] ¥ A1 es el primer valor propio del problema

agu(0) + Fpu'(0) = 0
aqu(r) + A’ () = 0.

—u"(z) = Ar(z)u(zx) = 0, z €0
(2.36)




CapriTULO 3

METODO DE LOS
MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE.

3.1. PRELIMINARES.

En este capitulo, extendemos algunos de los resultados del Capitulo
1 al caso de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Mds concretamente,

consideramos el problema de contorno

(3.1)

-Au{r) = Mu(z) +g(u(z)) = hiz), €9
u(z) = 0, r € 0

donde 2 C IR" es un dominio acotado y regular, A\ es el primer valor
propio de —A (el operador laplaciano) en H 3() (espacio de Sobolev
usual), g : R — IR una funcién que verifica
T ~
Pl geCr®R), [ g(s)is=0

y h € C().
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Como en el Capitulo 1, el problema (3.1) es un problema resonante
en el valor propio principal con no linealidad periédica. Por lo tanto,
la condicién clasica de Landesman-Lazer, que garantiza la existencia
de solucién para gran cantidad de problemas de valores en la {rontera
no lineales (ver [38], [42], [49]), no se verifica.

Como hemos comeniado anteriormente, el tipo de no linealidades
que verifican la hipétesis [P] surge frecuentemente en el estudio de
fenémenos naturales {{54]) y esta clase de problemas, para el caso n=1,
es la que hemos tratado en los dos capitulos anteriores. El caso de
E.D.P. ha sido poco tratado en la literatura matematica sobre el tema
(véanse [30], [32]. [33], [511, [75], [81]) v, segiin nuestros conocimientos,
gran cantidad de cuestiones bdsicas permanecen sin respuesta en la
actualidad. Por ejemplo, la descripcion, de forma andloga a como se
hizo en el Capitulo 1 con E.D.O., de las funciones h para las cuales
(3.1) tiene solucion. En este capitulo vamos a mostrar algunos avances
novedosos en esta direccion.

Si denotamos por ¢;(r) a la funcién propia positiva correspondiente

a Ay, normalizada en el sentido

/ V61 (x)|Pdr = 1,
7]

entonces, toda funcién h € C(Q) se puede descomponer (de manera

tinica) como h(z) = a¢i(r) + E(r), a€R,y h verificando

(H1) ‘/;ji(:r)d)l(:r)d.‘r =0

Utilizando el Método Alternativa, sub y supersoluciones, y técnicas
topolégicas y variacionales, se puede demostrar (Teorema 2 de [81],
ver también [2], [18] y Nota 1.2 del Capitulo 1) que para cada h dado,
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existen nimeros reales a;(h), (12(;";), con al(ﬁ) < 0 < ag(h) tales que

(3.1) tiene solucién si, y sélo si, a € [al(;z),ag{ﬁ)] = I;. Nos pode-

mos preguntar, intentando buscar un paralelismo con el Teorema 1.6
del Capitulo 1, entre otras cosas, si el intervalo I; puede ser dege-
nerado (quedar reducido al punto cero) para alguna funcién hy al-
guna no linealidad no trivial g. En el Teorema 1.6 hemos demostrado
que si n = 1, y la no linealidad g no es idénticamente cero, entonces
(l](;l) <0< ag(ii), para todo h. Sin embargo, como hemos comentado
en la Seccién 4 del Capitulo 1, no parece posible la extensién de la
demostracién alli realizada, para n general, debido a la dificultad de
probar la oscilacién de algunos términos procedentes de la ecuacion de
bifurcacién del Método Alternativa. La razén basica estriba en que,
para E.D.P., 91 no se conoce, en general, explicitamente. Pero, incluso
en aquellos tipos de deminios donde ¢, es conocido, la transcripcion
literal formal de la demostracién realizada en el Teorema 1.6, no des-
peja las dudas al respecto. Segiin nuestros conocimientos. atn no ha
sido demostrado un resultado similar al del Teorema 1.6 para el caso de
Ecuaciones en Derivadas Parciales (ni para el problema (3.1) ni para el
correspondiente problema con condiciones de frontera tipo Neumann).

En este capitulo, usando técnicas completamente diferentes (el pun-
to de vista variacional junto con los Multiplicadores de Lagrange) pre-
sentamos un nuevo resultado general (ver Teorema 3.2) sobre la exis-
tencia de solucién de (3.1), que permite probar que el intervalo I; es

no degenerado en distintas situaciones:

1. Problemas como (3.1), para dominios generales, y donde el fun-
cional energia tiene la geometria del Teorema del Punto de Silla
de Rabinowitz ([71]).
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2. Problemas como (3.1), para dominios generales, con algunas hi-

potesis adicionales sobre g(0) y ¢'(0).

3. Problemas como (3.1) donde el dominio §2 es del tipo tratado en
[30] o [75], tales como dominios acotados convexos en dimension
dos, o clases especiales de dominios anulares en dimensién mayor

o igual a dos.

3.2. RESULTADO PRINCIPAL.

Sea el problema:

—Au(x) — Mu(x) + g(u(z)) = hiz). €9 }

u(r) = 0, T € 0f) 2]

donde g : R — R es una funcién que verifica [P], y h(z) satisface
(H1). Si adoptamos el punto de vista variacional, podemos definir el

funcional & : H}(Q) — IR como
®(u) = Go(u) + Ngl(u)., Yu € Hy(S), (3.3)
donde

1 9 ? -
®p(u) = 3 ‘/(21Vu.(1)|"d:r - );_1/(! iu(.r)|2d;r: - [9 h(z)u(x)dzr (3.4)

Ng(u) = /ﬂ G(u(z))dz (3.5)

T
con G'(z) = g(z), Vze]R,yf G(s)ds = 0.

0
Es sabido (ver [70]) que & € C'(H3(52), R) y que ®f;(u) = 0si, ¥

s6lo si, u es una sclucién débil de (3.2).
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Descomponiendo el espacio de Sobolev Hj(f2), como

HYQ) =V X = {ch:c€ R}® {a e HY(Q): [ a()r(z)ds = 0}

! (3.6)
podemos escribir, de manera tinica, cualquier u € H}(€) de la forma
u=cé;+1,conc€Ryie X. Se puede probar facilmente (ver [10])
que

®o(u) = Do(a), Yu & Hy(Q), (3.7)

Yy que

; - 2 \?%
dylu) > ';- (1 = %) “ﬁ”ifém)—-\/% (L’h(a')’ a'.:r)2 Nl 7y 2y » (3.8)
donde ) es el segundo valor propio de —A en H} (). Estas propiedades
implican la existencia de minimo global de ®q (ya que es d.s.c.i.). Para
su uso méas adelante, denotaremos por my, a este minimo, y por u; al
tinico elemento de X tal que ®g(uy) = my.

Seglin nuestros conocimientos, aun no es conocido si $; alcanza o
no su infimo (ver [16] para la respuesta afirmativa en el caso ordinario).
En cualquier caso, las propiedades anteriores sugieren que para cada ¢
fijo, la cantidad ®;(co, +u), con u variando en X, debe tener minimo

(que depende de ¢). Vamos a demostrarlo:

[LEMA 3.1|

Para cada ¢ € R, denotamos por W, al subconjunto de Hg(S2) dado
por
W.={eth()+a: ue X}

Entonces ®¢|w, alcanza su infimo.
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Demostracidén.
Teniendo en cuenta la descomposicién (3.3), y las propiedades (3.7) y
(3.8) tenemes que

®c(u) = ®o(u) + Ne(u) = ®o(u) + Ng(u) 2 (3.9)

1 Xi \ w9 1 = 2 3 5
> (1 -5 iy - 7 (f @) az)” lilye + No(w

Puesto que ¢ satisface [P], G es acotada, con lo que deducimos que
existe inf{®¢g(u) : u € W}

Sea {c¢1(-) + tn}nemw C W, una sucesién minimizante de ®g|w..
Entonces, por (3.9) y siguiendo el mismo razonamiento que en el Lema
2.13 del Capitulo 2, {ii, } estd acotada. Por lo tanto, debe existir algin
u € X tal que @, — @ (de hecho, debe existir algin u € H}(Q) tal que
Uy — u, pero esto implica que u € X). Asi c1(-) +un — co1(-) Tuy

puesto que ®; es d.s.c.i. llegamos a que
®¢ (coi(-) + i) < liminf ®g (coy(-) + n) = inf{Pg(u) : u € W}

Esto implica que ®¢ (coy(-) + @) = inf{Pg{u) : u € Wc}. ad

Teniendo eu cuenta el lema previo. tiene sentido definir la funcién

A/I(;ZIR—?']R

Mglc) = 1’1‘1‘111 b

que facilmente se comprueba que es continua.
En lo que queda de capitulo, mientras no se dige explicitamente
otra cosa, supondremos la hipétesis adicional siguiente, que relaciona

la derivada de g con los dos primeros valores propios del operador —A
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en H(N):
(H2) g e CH{R,R) y ¢'(n) > =(A2 = A1), Yu€eR.

Esta hipétesis hace posible el estudio de propiedades adicionales
de la funcién M. Veamos, con un razonamiento analogo al del Lema
2.14 del Capitulo 2, tomando y = min,em ¢'(u) (ver también [26]) que,
bajo las hipétesis [P], (H1) v (H2), se cumple que dado ¢ € IR, existe
un tnico . € X tal que ®;(co, +i.) = Mg(c). Para ello, es suficiente
probar la propiedad siguiente:

Existe un niimero real m > 0 tal que, Va?, ah € X se verifica:

(‘I"G(Cm(-) + %) = Bgle () +ay), ut - ﬁﬁ) > m fﬂ ('& - ﬁ")z.
(3.10)

e En efecto,

(@(cor(x) + ) - Bsleon(a) + ). 72 — @)
= [ Vieora) + @)V - )~ M [ (cor(a) + )@z~ af) +
JQ Y]

+ [ gleor(s) + @@ - @)~ [ niaz - i) -
0 a '

[V (corta) + V(@ - @) + A [ (eorta) + @) - ) -
] glcor(x H‘" )(ag — i +f (@ - i) =

/§1V ul - u" j{a((uc @)+

+ j (g(con(x) + %) — glces(z) + a%)(a2 - @h)
Q

Teniendo er cuenta que g'(u) > j, y que se verifica la desigual-
1 — - .
dad / (@) < fﬂ Vi(2)i2 de, Vio € HY(Q), tal que
Q 2
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/ w(z)¢1(z)dxr = 0 {ver [61]), se obtiene que la expresién an-
Q
terior es mayor o igual que
(o= hi+u) [ (@@
y para conciuir basta recordar que p > — (A2 = \y).

Se puede probar que Mg es de hecho clase C'! ([26]).
La relacién entre el problema (3.1} y la funcién Mg la exponemos

en el siguiente teorema:

[TEOREMA 3.2]

. Ye € R, la funcion u. = coy + u. es solucion del problema:

—Au(z) = Mue(r) + g(ue(x) = h(z) + A(c)or(z), € Q }

uc(z) =0, x € aN
(3.11)

el = % j;ig(u.r(.r))m(.r)d.r._ Vee R (3.12)

. Reciprocamente, sia € R yu € Hj(Q), u = c,d1+u, es solucion

de

—Au(r) - Mu(x) + g(u(z)) = f_v(r) +am(zr), €0 }
u(r) =90, z€adN
(3.13)

entonces U = U, Yy a = Mcy).
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Demostracion.

1. Sea la funcién
P-H)(Q) —-R

P() = [ u(@)or(z)dz,

Notemos que

W, = {‘u € Hy(R): Pu) = ;—} :
1

Entonces, por el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange,
obtenemos que, para cada ¢ € IR existe algin mimero real A(c)
verificando ®;(u.) = A(c)P'(uc). Esto iltimo es justamente

(3.11). El multiplicador de Lagrange es, precisamente
A©) =M1 [ gluca)onr)ds.

. Si un elemento u € H(]}( Q). u = c,@ + 4, es solucién débil de

(3.13), entonces u es punto critico del funcional
Jo Hy() = R
definido como

Jo(u) = Pgu) — Qa.q‘?](;r:)u(r}da:
Por tanto, J!(u)(v) = 0, Vv € Hy(R). Esto implica
di(u)(v) =a /;}él(x)t(:r)dx Yo € Hy(Q).

En particular, obtenemos

oL (u)(7) =0, VieX
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Ahora, considerando que
D (cut + e, )(7) =0, Vo e X

y teniendo en cuenta (3.10), podemos concluir que % = u,,.

Por otra parte, multiplicando ambos miembros de (3.13) por ¢;
e integrando en §) obtenemos ¢ = A(c,). Esto concluye la de-

mostracion del teorema.

O

Recordemos que nuestro propdsito es establecer condiciones (sobre

g v ), que garanticen que el intervalo I; es no trivial. Teniendo en

cuenta los resultados previos, esto es equivalente a probar que algin
multiplicador A(c), definido en (3.12). es distinto de cero. En la si-
guiente seccién mostramos tres formas distintas de conseguirlo, donde
se ven implicadas, respectivamente, condiciones sobre la primitiva de

la funcién A¢), la derivada de tal funcién y la propia funcién A{c).
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3.3. CASOS PARTICULARES DE RANGO NO DE-
GENERADO.

3.3.1. CONDICIONES SOBRE UNA PRIMITIVA DE A(c)

| PROPOSICION 3.3]

Supongamos que se verifican las hipotesis [P], (HI) y (H2).
Entonces la funcion Mg € CH{R,R) y se verifican

lim Mg(c) = my.

c—1T o0

Demostracion.

1. Por la hipétesis (H2), tenemos que . es de clase C! con respecto
a ¢ (ver [26]). Por lo tanto, Mg(c) = ®g (c¢1 + %) vs de clase

C' con respecto a c.

Por otra parte, por la regla de la cadena,
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dM e . d i~
Mgle) = d(;( ) = &g (co1 + tuc) (fb: + E{'_uc) =

d
= f Viegr 4 uc) V (¢1 + "'5c) dr—
0 de
. . d .
- /ﬂ (coy + u;) (d’l + Evc) dr—

- d . d _
f ko) + —uc|dr +fg(vc.t>1 + w.) | 01 + —u, | dx.
0 de v de

(3.15)

Pero
jnV(('ol b By da =y ]ﬂ(ml 4 Bo)iby de =
[ ¥6,V0, dr — A [g o? dr+ (3.16)
L¢] JQ

Vi Vo - M [ i e =1,
9 JO

va que — Ao, = A10).

d
Ademas, j—ﬁc € X.

de
e En efecto, i () verifica que / tie(r)oi(z) = 0paratodoc € RR.
o

; d _
Derivando respecto a ¢ tenemos 0 = / —(;—uclx)m](r)d;r.
Jade

Teniendo esto en cuenta, y el hecho de que ®g(uc)(v) = 0,

Vve X, tenemos

= d . - d _
[QV (Cd)] + Hn) v (Iur) dxr — M jC] ((‘¢1 + u(-) (Euc) dr—

]5 d"\d +/ (cp1 + tic) L i V=0
- —u, | d: ; e) | —ue ) dxr = 0.
s dcuc) T Qg cPq u d(‘,q

(3.17)
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Con lo que podemos concluir, sustituyendo (3.16) y (3.17) en
(3.15), que

£l <ao g _AMe)
Mc(f)—fng((‘(b1+uc)¢1 dr = A VeeR.

2. De (3.7) v (3.8), se deduce la existencia de dos mimeros reales

a.b > 0 tales que
ba(uc) > allellipy ) = b el gy + Noue).
Por otra parte, si 4y € X es tal que ®g(uy) = my, tenemos
Plu.) € O¢(coy + ug) =myp+ Nglegy +up) <D

para alguna constante D € IR, independiente de ¢ € R. Por lo

tanto
- 2 o
D> ®g(u.) 2 a ””f”ﬂt‘,(ﬂ} —b Il“*‘“ﬁﬂ’é(ﬁ) + Ng(ue)

Asi, existe alguna constante M > 0 para la cual [|uc|| gy < M,
Ve € R.

Por otra parte

mp + Ng(ue) < ®(uc) + Na(ue) = @6 (uc) <

&G (cgr +ug) =my + Ne(cor + ).

y puesto que

lim N(?(('tf."] + 1) = |li1m N(;(uc) =0 (3.18)
] —o0

lel—o0

(ver [81]), deducimos que lim._.+00 Mg(c) = my.
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[CoroLARIO 3.4]
Bajo las hipotesis [P], (H1), (H2), st

Jc € R tal que Mg(c) # my, (3.19)

entonces I; es no trivial. Mds precisamente, ai(h) < 0 < ag(h).

Teniendo en cuenta que m+Ng(u.) € Mg(c) < my+Ng(cop1+uyg),

tenemos, por ejemplo, dos maneras diferentes de obtener (3.19):

anemzxdwm+ﬁmh3LG&wa+ma>0 (3.20)

3 € R : Nglcods + ig) = [“(-‘(r'ocv: +iig) <0

EJEMPLO 3.5
Aqui usamos la condicién (3.20):

Sea el problema de valores en la frontera

—Au(z) = \ju(r) — sen(u(z)) = adi(r), z €
Mﬂ:0.$€m2} (3.22)

donde Ay — A\; > 1. Entonces existen a1(0) < 0 < a(0) tales que este
problema tiene solucién si, y sélo si, a € [a1(0), a(0)].

En este caso, G(u) = cos(u), co = 0 y up = 0.
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EJEMPLO 3.6
Aqui usamos la condicién (3.21):

Consideremos el problema de contorno

—Au(z) = Mu(x) + sen(u(z)) + cos(u(z)) = agi(z), 7€
u(z) =0, = €N
(3.23)
donde s Ay > V2. Entonces existen a1(0) < 0 < a(0) tales que este
problema tiene solucién si, v sélio si, a € [a1(0), a2(0)].

En este caso G(u) = — cosu + senu, ¢g = 0 y ug = 0.

Nota 3.7
Supongamos que, ademds de las hipdtesis [P], (H1) y (H2), el funcional
® tiene la geometria del Teorema del Punto de Silla de Rabinowitz

(ver [T1]); entonces se satisface la siguiente condicion:

3r > 0 tal que ®¢(coy) < Mg(0) sile| =r.

Por lo tanto Mg(c) = ®¢lcoy + u.) € Palcdr) < Mg(0). o sca,
Mg(c) < Mg(0), sile|=r

Consccuentemente, M es una funcién no constante y el intervalo
I}; es no trivial.
En particular, la condicién anterior se verifica si my < Mg(0).

Puesto que

1 - ; A -
my =3 [[IVa@)Pde+ 3 [l <o
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(:.c)'2 d:lr)i +
2

A}

+sup |g(w)] (med())?) " + G (0) med(Q)
uelR

(ver [10]), obtenemos como conclusién que [P], (H1), (H2) y

1
G (0) med(2) > =(

2
365750 (Pl sz o))

ueiR

son suficientes para obtener que el intervalo I; es no degenerado.

EJEMPLO 3.8

Sea el problema de contorno:

u(x) =0, ze€df}
(3.24)

Entonces G(0) = 1 y sup,cg |g(u)| = V2. Por lo tanto si §) es tal

—Au(r) - Au(r) — sen(uizr)) — cos(u(r)) = ag;(x) + fa(r)‘ €N }

que Ay — Ay > V2 (para que se verifique (H2)), I; es no trivial para

hll ;200 suficientemente pequeno.
12(Q)

3.3.2. CONDICIONES SOBRE LA DERIVADA DE A(c).

Otra forma de probar que el intervalo I; es no degenerado es de-
mostrar que la derivada de la funcién A(c), A'(c), no es constantemente

igual a cero. Es trivial que
We) = A,fng’(w,(x)mc(m))qsf(z % 4

. _d
N []g'(c¢1(;5)+uc(r)
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En particular,
A,(O) _ i~ ‘2{ i I~ {. d -
1 = [ o@Dl + [ o'Giole)) itz leotr(x)da

Si, por ejemplo, suponemos que E =0y g(0) = 0, entonces ip(z) = 0

y consecuentemente
X(0 G
YO _ [ 063wz
1 Q
Por lo tanto, si ¢’(0) es distinto de cero, A(c) no puede ser la funcién
cero.

3.3.3. CONDICIONES SOBRE A(c).

Por iiltimo, para dominios especiales, es posible hacer un estudio
directo de la funcién A(c), para obtener la no degeneracion del intervalo
L. Para ello, teniendo en cuenta algunas ideas de [20] y [30]. es posible

demostrar que se verifica

M) = = [ (6 uele)) = G (el div { S

'ol(J)VuC(.r)) e

donde ||uc|| = |lucllom)- Ahora, para ciertas clases de dominios espe-

i (qﬂl(.r)VuC(J:))
. |qu(I)P

tiene signo constante en {2 (suponiendo que |c| es suficientemente grande)

ciales, el término

y podemos elegir ¢ tal que G(||u.||) = maxg G o G(|lu[|) = ming G.
Estas ideas permiten demostrar que A(c) toma valores positivos y ne-
gativos. El tipo de dominios que se pueden considerar aqui incluyen
dominios acotados convexos si n = 2 v algunos dominios anulares si
n > 2 (ver [30] v [75] para los detalles de cilculo del término ante-

rior).
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Esta tltima parte de la Tesis Doctoral esta dedicada a la exposicion
de algunas cuestiones que pueden plantearse a la luz de los resultados
obtenidos. Como hemos comentado en la Introduccién, tales cuestiones
son numerosas. Aqui plantearemos sélo las mds significativas desde

nuestro punto de vista.

1. Un primer problema es el relacionado con aquellos casos en que
puede presentarse amortiguacion no lineal (nonlinear damping).

Mis concretamente nos referimos al problema de contorno

—u"(r) = u(z) + g(v'(x)) = h(x). z€[0.m
w(0) =u(r) = 0 } (4.1)

con g verificando [P] y h € C[0.7]. Las ideas preliminares gene-
rales se pueden ver en 18], y otra relacionadas en [17], [44], [46],
[57], [63].

Si seguimos un camine similar al del Capitulo 1, podemos des-

componer cada h € C[0, 7] de forma tnica como

h(z) =asen(z) + h(x), ac€ R, heCl (4.2)

Clo, 7] = {h € Cl0, 7] : /; h(z)sen(z)dr = 0}
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Asi, puede probarse el siguiente lema, andlogo al Lema 1.1 (véase

(18]):

Vh € (_’[U‘ 7| existe un intervalo real, no vacio y acotado, J;, tal

que el problema:

—u"(z) - u(z) + ¢(u'(z)) = asen(z)+h(z), z € [0,n]
u(0) = u(r) 0
(4.3)

tiene solucion st y selo s1a € Jj.

Realizando un desarrolio andlogo al del Lema 1.1, llegamos a que

Ji = I';(X). donde

Y={(c.ca)e Rx KerP :u = K(I - Q)N {csen(-) + 1)}
(4.4

2

= —‘[A_)(vcos(.r) 4+ ul{r))sen(x)dr (4.5)
0
(ver (1.9.1)).

El problema para estudiar el rango de I'; radica en que, al apare-
cer ahora la funcién coseno en el lugar del seno, no parece posible
establecer (al menos de forma trivial) un lema similar al Lema
1.5, una férmula como (1.19), ni continuar con el tipo de de-

mostracién hecho con la funcién I'; en dicho primer capitulo.

De hecho, segiin nuestros conocimientos, problemas como (4.3)
con g satisfaciendo [P)] no se han estudiado adn. No se sabe ni

siquiera si el intervalo J; es cerrado, o si contiene al cero.
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2. Cuando se obtiene resultados para un problema con condiciones
de frontera tipo Dirichlet, lo légico es plantearse la posible ex-
tensién al problema con condiciones de frontera tipo Neumann

(o periodicas). Ahora bien, hemos de decir:

(a) Ha sido demostrado en el Capitulo 2 (ver Nota 2.10) que ¢
Teorema 2.1 ne es valido para problemas de contorno con
condiciones de frontera tipo Neumann. Seria interesante
establecer condiciones adicionales para ovtener un resultado

positivo.

Respecto al Capitulo 1, veamos qué ocurre con el Método
Alternativa.

Sea el problema contorno

(4.6)

—u"(z) + g(u(x)) = h(x), re0,n] }

u'(0) = u'(mr) 0

donde ¢ verifica
r
[P] ge Cr(R, IR),][; g(s)ds =0

denotando C'r(IR. R) al conjunto de las funciones continuas
y T-periddicas reales de variable real, y h € C([0.7],R) =
clo, «].

El problema de valores propios ascciado a (4.6) es

—u"(z) ) = 0, ze(0,n] | ;
u'(0) =0 I (4.7)

Asi, el primer valor propio es Ay = 0, v su funcién propia

asociada es uy = 1.




NOTAS FINALES

Por tanto (4.6) es también un problema resonante en el
primer valor propio con no linealidad periédica y con valor
medio cero.

Podemos descomponer cada h € C[0, ] de forma dnica
como

h(z) =a+h(z), a€R, h € Cx[0, 7]
donde

énioorl = {recpa): [ hiz)dz =0}
; 0

Hasta ahcra no hemos sido capaces de establecer un analogo
al Teorema 1.4 en lo que se refiere al Apartado 1, ni del
Teorema 1.6 (también en lo que se refiere al Apartado 1),

ya que en la expresion de la ecuacién de bifurcacion

a = [ glc+u(x))dr
Jo

(salvo una constante) no parece ponerse tan claramente de
manifiesto la oscilacién de g, como sucede en (1.19). De
hecho, si se intenta probar una férmula analoga a (1.19) se
ve que ello no es posible (véase [41], [48], [52], [60], [80],
(84]).

Por iltimo, v respecto a los resultados del Capitulo 3, no
parece factible extender de manera facil la Seccién 3 al co-
rrespondiente problema de Neumann, ya que, por ejemplo,

para demcstrar el Apartado 2 de la Proposicion 3.3, esto es,

Pli’rinw Mg(c) =myg

es necesaria la condicién asintética (3.18), que no se verifica

para el problema con coudiciones de frontera tipo Neumann.
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3. Bajo las hipotesis de la segunda seccion del Capitulo 2, no cono-
cemos ningiin ejemplo no trivial (esto es, con ¢ no idénticamente
cero) para el cual el conjunto de los puntos donde se alcanza el
minimo del funcional ascciado al problema, definido en la ter-
cera seccién de dicho capitulo, sea infinito. Sin embargo, el tipo
de razonamiento seguido en dicha seccion sugiere que, si g no es

analitica, esto pueda suceder.

. En el Capitulo 3, hemos considerado el problema en E. D. P.

—Au(z) — Mu(x) + g(u(z)) = h(z), z€Q (4.8)
w(z) = 0, zedn oy

donde © ¢ IR es un dominio regular acotado, A es el primer
valor propio de —A en H(£2), o1(z) es la funcién propia asociada

a Ay y normalizada en el sentido

f |V (r)%dx = 1.
Q

g : IR — R una funcién verificando
[P] g es continua, T-periédica y con valor medio cero

y h(z) = aq)l( ) + I;(J:), a € R, con h € C(Q,R) verificando
/ FL dr = 0.

La dificultad a la hora de demcstrar que el intervalo [a;(h), ag(h)]
es no degenerado, se encuentra en probar la oscilacién de la

funcién que se deduce de la ecuacién de bifurcacién, al aplicar el
Método Alternativa:

fyo(esio) + it on(aliz
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3. Bajo las hipétesis de la segunda seccién del Capitulo 2, no cono-
cemos ningun ejemplo no trivial (esto es, con g no idénticamente
cero) para el cual el conjunto de los puntos donde se alcanza el
minimo del funcional asociado al problema, definido en la ter-
cera seccion de dicho capitulo, sea infinito. Sin embargo, el tiro
de razonamiento seguido en dicha seccion sugiere que, si g no es

analitica, esto pueda suceder.
. En el Capitulo 3, hemos considerado el problema en E D. P

~Au(z) = Mul(z) + gu(z)) = h(z), z€Q
- ~ )
u(z) = 0, r € dN) 4:5;

donde ©Q ¢ R" es un dominio regular acotado, A es el primer
valor propio de —A en HL(Q). ¢1(x) es la funcién propia asociada

a A\ y normalizada en el sentido

/ IVOI{I)!";{LL =
JQ

g : IR — R una funcién verificando

[P] g es continua, T-periddica y con valor medio cero

v h(z) = aoy(x) + ﬂ(.r). a€ R, conhe C(92.R) verificando
E(r)tpl(.r)d.r = 0.
Q

La dificultad a la hora de demostrar gue el intervalo [a1(h), aa(h)]
es no degenerado, se encuentra en probar la oscilacién de la
funcién que se deduce de la ecuacién de bifurcacién, al aplicar el

Método Alternativa:

[ 9(con(@) +(x)) or(a)d.
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Pensamos que si g es no trivial, entonces a 1(h) < 0 < ay( h). De
hecho, bajoe las hipétesis [P], (H1) y (H2) del Capitulo 3, teniendo

en cuenta que
mi, + Ng(ue) £ M(c) < my + Noledr + up),

hemos probado que ul(f;) <0< ug(fa) si se verifica (3.20) o
(3.21); v el que ninguna de las dos se verifique es lo mismo que

decir
Gleoy(x) +uqlz))der <0< / G (co(z) + up(r))de. Yee R
SO J

lo cual parece dificil de creer.

Si se tiene éxito en el problema anterior, cabe plantearse el es-
tudio de la multiplicidad de las soluciones, esto es, extender los
apartados 2 v 3 del Teorema 1.6 a ecuaciones en derivadas par-
ciales. Ya hemos comentado a lo largo de la Tesis Doctoral los

pocos resultados que existen en este sentido.

Respecto al Capitulo 2. es de esperar un resultado analogo al
Teorema 2.1 para E. D. P., pero la dificultad en la extension se
debe a que. al no conocer suficientes propiedades de la funcion
propia principal ¢, asociada al problema. es dificil probar una

desigualdad andloga a (2.16):

[ﬂﬂG(t}(f)](.f‘) +up(xr))dr < 0. (4.9)

(ver [72]).
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5. Otro problema que serfa interesante estudiar es el anlogo al del
Capitulo 1, pero en valores propios de orden superior al primero.

Mss precisamente, hablamos del problema de contorno

—u"(x) = n*u(r) + g(u(x)) = h(z), «€[0,7]
w(0)=u(r) = 0 } (410)

donde n € IN, n > 1, g satisface [P], v h € C[0, 7.

En este caso (v en el problema similar para E. D. P.) ha sido
demostrado (ver [51]) que si h verifica ] h(z)sen(nz)dz = 0,
entonces (4.10) tiene solucion. Ahora bim?. si cada h € C[0, 7] se
descompone, de manera iinica, como

hiz) = asen(nx) + hiz)

con a € IR, / h(r)sen(nz)dr = 0, jsera posible probar resul-
tados allalogb‘; a los del Capitulo 1?. Pensemos que las dificul-
tades se presentan desde el principio, pues dado h, no sabemos
ni siquiera si el conjunto de valores de a € IR para los que (4.10)

tiene solucion es un intervalo.

. En diferentes problemas de Mecdnica ([27]. [62]) se plantea el
estudio de problemas de contorno para sistemas de E.D.O., donde
las no linealidades son de tipo periddico. Concretamente, no
conocemos ninguna referencia en la literatura matematica actual,

sobre problemas de contorno de la forma

) hi(z), x €0,7]
) = ho(z), T €0,
) =0

e} — tle) pitunle)
—~ul(x) — uz(x) + g2(ur(x)
up(0) = uy(mr) = ua(0) = ug(mr

(4.11)
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donde gy, g2 satisfacen la hipétesis [P], k1, ha € C|o, ).

La dificultad en el estudio de (4.11) estriba en que, si lo planteamos
como una ecuacion abstracta de operadores, de la forma Lu=Nu,
como hicimos en el Capitulo 1 con la ecuacion escalar, entonces
el niicleo del oper-dor L tiene dimension dos. Esto complica
enormemente el estudio de la ecuacion de bifurcacién del Método

Alternativa.

Un primer resultado que habria que intentar probar (pues se
intuve que debe ser cierto) es que si
T ™
/ hy(x)sen(x)dr = ha(z)sen(x)dz = 0,
Jo 0

entonces (4.11) tiene solucion.

En el Capitulo 2 hemos demostrado que bajo las hipdtesis (H1)
(H2), (H3). (H4), (H5) y (H6) entonces el conjunto de puntos
criticos del funcional ®¢ es infinito, mientras que el conjunto de
puntos de nivel critico minimo es finito. Ahora bien, jexistiran
infinitos niveles criticos?. Esta es una cuestion planteada ya por
Costa ([29]) en 1.988 y que sigue sin resolverse en la actualidad.
La dificultad para abordar esta cuestién esta en el hecho de dar
un criterio adecuado que distinga unos niveles criticos de otros,

pues. en general, el conjunto de niveles criticos es acotado.
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