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Introduccion.

Los resultados que se expondrdn en esta memoria responden a la
filosofia seguida en los trabajos de investigacién realizados a rafz del
famoso problema de Banach-Mazur. Tal problema reza como sigue:

(Es todo espacio de Banach transitivo y separable un espacio de
Hilbert?.

Por espacio de Banach transitivo entendemos un espacio de Banach
en el que, dados dos puntos arbitrarios de su esfera unidad, siempre
hay una isometria lineal sobreyectiva que aplica uno en el otro. En la
actualidad, el problema de Banach-Mazur permanece abierto. No obs-
tante, ha generado una literatura que, hoy por hoy, tiene interés por
s{ misma, principalmente debido a las diferentes debilitaciones del con-
cepto de transitividad que aparecen en las diferentes aproximaciones al
problema. En orden decreciente de fortaleza, tales debilitaciones son
la casi-transitividad, convexo-transitividad y maximalidad de la norma
(Definiciones 1.2.1, 1.4.1 y 1.5.1). A grandes rasgos, podemos distinguir
tres lineas de trabajo. A saber:

1) Caracterizaciones de los espacios de Hilbert (no necesariamente se-
parables) en la clase de ios espacios de Banach mediante algiin tipo
de transitividad y alguna propiedad adicional.

2) Estudio de los diferentes tipos de transitividad de la norma en
espacios de Banach dotados de estructura algebraica.

iii




Introduccién.

3) Estudio de las relaciones existentes entre los diferentes tipos de
transitividad y las condiciones isomérficas més usuales en la teoria
de los espacios de Banach.

Hemos dedicado el primer capitulo de esta memoria a recopilar los
resultados que, a nuestro juicio, son los més relevantes que aparecen en
la literatura generada por el problema de Banach-Mazur. Merece la pena
destacar, tanto por su belleza como por su proximidad a dicho problema,
el teorema de W. Lusky segiin el cual todo espacio de Banach separable
se puede ver como subespacio 1-complementado de un espacio de Banach
casi-transitivo y separable (Teorema 1.2.8).

También hemos utilizado este capitulo para presentar algunos resul-
tados que, si bien son ficilmente deducibles de teoremas conocidos, no
estdn explicitamente recogidos en la literatura. Tal es, por ejemplo, el
caso del Teorema 1.3.5 en el que demostramos que todo espacio de Ba-
nach 1-complementado en su bidual, es copia isométrica de un subespa-
cio 1-complementado en un espacio de Banach transitivo. Presentamos
ademds una nueva debilitacién del concepto de transitividad de un espa-
cio de Banach, que creemos es novedosa y a la que denominamos “norma
fuertemente maximal” (Definicién 1.5.3). Este concepto es estrictamente
mds débil que la convexo-transitividad y estrictamente més fuerte que
el de la norma maximal. Asi, ¢; tiene norma fuertemente maximal y no
€s convexo-transitivo, mientras que la norma de ¢, es maximal pero no
fuertemente maximal (Proposicién I.5.7 y Corolario 1.5.6).

Los resultados que se exponen en el segundo capitulo corresponden a
los estudios realizados en la linea de trabajo 1) enumerada anteriormente.
A este respecto, conviene resaltar que hemos tenido muy presente los
trabajos realizados por Kalton-Wood, Skorik-Zaidenberg y F. Cabello,
referidos en los Teoremas 1.4.8, 1.2.10 y 1.2.11, respectivamente, para el
desarrollo del capitulo.

Sea X un espacio de Banach. Denotaremos por Bx y Sx la bola
y la esfera unidad de X, respectivamente. G denotar4 el grupo de las
isometrias lineales y sobreyectivas en X, y G, ser4 la componente conexa,
de la identidad en G relativa a la topologfa fuerte de operadores. En lo
que concierne al resultado de Kalton-Wood, hemos obtenido una versién
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del mismo para espacios reales (Teorema 11.3.5) cuyo enunciado damos a
continuacién.

Supongamos que G no es trivial, que existe una reflexién isométrica
en el espacio de Banach real X y que existe § > 0 tal que©o{G(z)} 2 éBx
para todo z en Sx. Entonces X es isomorfo a un espacio de Hilbert. Més
concretamente, existe un natural n < 02 y subespacios hilbertianos

, H, de X, dos a dos isomorfos, satisfaciendo:

(i) X =@L,H.

(ii) Parai=1,2,..,ny F en G, exisite j = 1,2,...,n con F(H;) = H;.

(iii) Parai=1,2,...,n, H; es Gy-invariante.

Como una primera consecuencia, si en el teorema anterior se exige
d> 713 (lo que ocurre por ejemplo si X es convexo-transitivo), entonces
X es un espacio de Hilbert (Corolarios 11.3.6 y 11.3.8). Otra consecuencia
de nuestro Teorema I1.3.5 es el propio resultado de Kalton-Wood al que
estamos haciendo alusién (ver Corolario I1.4.4).

Los resultados de Skorik-Zaidenberg y F. Cabello, Teoremas 1.2.10
y 1.2.11, respectivamente, se pueden unificar diciendo que, si un espa-
cio de Banach (real o complejo) convexo-transitivo tiene una reflexiéon
isométrica, entonces tal espacio es de Hilbert. La generalizacién que
nosotros contemplamos de esta afirmacién pasa por la utilizacién de los
conceptos de conjunto no raro en un espacio topolégico y de vector de
perturbacién unidimensional isométrica de la identidad en un espacio
de Banach. Concretamente, nuestros Teoremas I1.2.4 y I1.5.5 pueden
refundirse en el siguiente enunciado.

Sea X un espacio de Banach real o complejo y P el subconjunto e
Sx formado por los vectores de perturbacién unidimensional isométrica
de la identidad. Si P no es raro en Sx entonces X es un espacio de
Hilbert.
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El tercer capitulo se encuentra a caballo entre las lineas de trabajo
1) y 2) presentadas anteriormente. En efecto, en él se dan caracteriza-
ciones de los espacios de Hilbert mediante transitividad y condiciones
adicionales, y se extienden gran parte de los resultados sobre los diferen-
tes tipos de transitividad en los espacios de funciones Cf'(L) a ciertos
ambientes donde estos espacios de funciones tienen hoy en dfa una més
amplia comprensién (a saber, C*-dlgebras, JB-élgebras o J B*-triples).
En términos de la abundancia de los llamados “elementos que actdan
como unidad”, conseguimos un nuevo teorema de caracterizacién de los
espacios de Hilbert reales, Teorema IIL.3.2, que se deriva del Teorema
I1.2.4 antes citado y cuyo enunciado es el siguiente.

Sea X un espacio de Banach real. Supongamos que el conjunto de
elementos de X que actiian como unidad en X no es raro en Sx. Entonces
X es un espacio de Hilbert.

En el caso de que el espacio de Banach X sea complejo, la hipétesis
del teorema anterior implica de hecho que X es unidimensional (Teorema
I11.2.2).

También se recogen en el tercer capitulo caracterizaciones de los espa-
cios de Hilbert.complejos en la clase de los J B*-triples asf como en la clase
de los preduales de los JBW*-triples. En esta linea, el trabajo pionero
se debe a S. K. Tarasov, quien prueba que el problema de Banach-Mazur
tiene respuesta afirmativa en la clase de los JB*-triples. Nosotros gene-
ralizamos este resultado y por otro lado probamos que el problema de
Banach-Mazur también tiene respuesta afirmativa en la clase de los pre-
duales de los J BW*-triples. Tales hechos se obtienen como consecuencia
del siguiente resultado (Teoremas IIL.5.1 y IIL.5.4),

Sea X el predual de un JBW*-triple. Supongamos que o bien X es
atémico y su norma es fuertemente maximal o bien que el conjunto de
los puntos extremos de Bx no es raro en Sx. Entonces X es un espacio
de Hilbert.

Uno de los grandes problemas que se presentan en el estudio de los
diferentes tipos de transitividad de los espacios de Banach es la escasez
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de ejemplos de tales espacios. A este respecto, en este capitulo damos el
primer ejemplo conocido de C*-4lgebra no conmutativa cuyo espacio de
Banach es convexo-transitivo. Tal ejemplo se obtiene como consecuen-
cia sencilla del siguiente teorema (Teorema II1.6.6), en cuyo enunciado
utilizamos el concepto de punto grande de un espacio de Banach. Un
elemento z de un espacio de Banach X se dird ser grande si pertenece
a Sx y @G(z) = Bx. Asi, el concepto de punto grande “localiza” la
convexo-transitividad: un espacio de Banach X es convexo-transitivo si
y sblo si todos los puntos de Sx son grandes.

Para H espacio de Hilbert complejo, separable e infinito dimensional,
denotemos por X la C*-dlgebra L(H), y sea = en Sx. Entonces z es un
punto grande de X si y sélo si ||z + K(H)|| = 1, donde K(H) es el ideal
cerrado de L(H) formado por los operadores compactos en H.

La consecuencia de este teorema a la que nos referiamos anterior-
mente, es que el dlgebra de Calkin L(H)/K(H) es convexo-transitiva.

Con independencia del interés intrinseco del estudio de la transitivi-
dad en espacios de Banach dotados de estructura algebraica, gran parte
del trabajo realizado en este sentido viene motivado por la conjetura de
Wood (Conjetura 1.3.3):

Si C¥(L) es casi-transitivo, entonces L se reduce a un punto.

En el supuesto de que K sea el cuerpo de los nimeros reales, P. Greim
y M. Rajalopagan [GR)] (ver también [Cal]) demuestran que la anterior
conjetura es cierta. Si se tiene en cuenta que las JB-dlgebras asociativas
coinciden con los espacios Ci(L), el siguiente resultado (Corolario I11.7.4)
supone una razonable generalizacién del teorema de Greim-Rajalopagan.

Toda J B-4lgebra casi-transitiva es unidimensional.
En realidad, el resultado anterior se obtiene sin més que yuxtaponer

el teorema de Greim-Rajalopagan con el teorema que sigue (Teorema
I11.7.3).
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Sea X una JB-dlgebra. Si algiin elemento positivo de X es punto
grande de X (por ejemplo, si X es convexo-transitiva), entonces X es
asociativa.

El capitulo cuarto y dltimo de esta memoria queda totalmente en-
cuadrado dentro de la linea de trabajo 3) citada al principio de esta
introduccién. Los precedentes en esta linea se deben principalmente a
C. Finet [F] y a F. Cabello [Cad]. C. Finet prueba que, si X es un es-
pacio de Banach superreflexivo casi-transitivo, entonces tanto X como
su dual X* son uniformemente suaves. F. Cabello demuestra que un es-
pacio de Banach casi-transitivo que o bien sea Asplund o bien tenga la
propiedad de Radon-Nikodym es superreflexivo. Como consecuencia, no
todo espacio de Banach se puede renormar (equivalentemente) de manera
casi-transitiva. También obtiene que los conceptos de casi-transitividad
y convexo-transitividad coinciden en la clase de los espacios de Banach
superreflexivos.

De los principales resultados del capitulo cuarto, se deduce que un
espacio de Banach convexo-transitivo que o bien sea Asplund o bien
tenga la propiedad de Radon-Nikodym es de hecho superrreflexivo, y por
tanto casi-transitivo (Corolario IV.5.2). En consecuencia, no todo espacio
de Banach se puede renormar convexo-transitivamente. Esto supone la
respuesta a una pregunta que permanecia abierta (ver [W], [Pa] y [Ca4]).

Un resumen razonable de los principales resultados del capitulo que
estamos comentando, requiere la introduccién del concepto de norma ex-
tremadamente ruda, para cuya definicién remitimos al lector a la primera
seccién del capitulo. Baste decir aqui que la extrema rudeza de la norma
es la situacién diametralmente opuesta a la suavidad uniforme. Compen-
diamos los Teoremas IV.3.8, IV.5.1 y IV.5.10 en el siguiente enunciado.

Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) X es superreflexivo y casi-transitivo.

(ii) La norma de X es Frechét diferenciable en un punto grande de X.
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(iii) X es convexo-transitivo y su norma no es extremadamente ruda.

(iv) X* posee la w*-propiedad de interseccién de Mazur (es decir, toda
parte convexa, acotada y w*-cerrada de X* es interseccién de bolas
cerradas), y existe un punto grande en X.

Con el enunciado anterior cerramos la reseiia de los resultados obteni-
dos en esta memoria. La mayoria de ellos estan recegidos en los articulos
[Bec], [BR1], [BR2], [BR3], [BR4] y [BRS], que estén en trémite de pu-
blicacién.
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Capitulo I

Nociones y resultados basicos
sobre transitividad de la
norma.
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I.1 Espacios de Banach transitivos: el pro-
blema de rotacion de Banach-Mazur.

El propdsito de este primer capitulo es presentar el escenario en el
que la accién se va a desarrollar. Asi introduciremos el concepto de
transitividad de la norma en un espacio de Banach y las sucesivas debi-
litaciones de este concepto que han ido apareciendo en la literatura. En
relacién con estas nociones, recordaremos los resultados conocidos més
relevantes, haciendo una criba de los mismos en funcién de que o bien nos
sean necesarios para nuestro trabajo, o bien constituyan precedentes de
algunos de los resultados que se demostrardn a lo largo de la memoria. El
lector interesado en una visién més completa del tema puede consultar
el libro de S. Rolewicz [Ro] y el reciente articulo de F. Cabello [Ca3].
En ocasiones, aprovecharemos también este capitulo para incluir algunas
aportaciones propias que, aunque deducibles sin demasiada dificultad de
resultados conocidos, no estdn explicitamente recogidas en la literatura.

A lo largo de esta memoria, K denotard bien el cuerpo de los mimeros
reales R, o bien el de los nimeros complejos C. Para un espacio de Banach
X = (X,|.||) sobre K, X* seré su dual (topolégico), Sx y Bx la esfera
unidad y la bola unidad cerrada de X, respectivamente, y G := G(X) el
grupo de todas las isometrias lineales de X sobre X.

El arranque de nuestra historia consiste en la siguiente observacién
elemental:

Dado un espacio de Hilbert H, para cualesquiera elementos z,y en
Sy se puede encontrar T en G(H) tal que T'(z) = y.

La verificacién de la observacién anterior es espectacularmente sencilla si
uno sabe que el resultado es cierto en el caso en que la dimensién de H
es menor o igual a dos. En efecto: para H arbitrario, y para z,y en Sy,
podemos considerar el subespacio vectorial M de H engendrado por z e
y. Sea P la proyeccién ortogonal de H sobre M, y elijamos G en G(M)
satisfaciendo G(z) = y. Entonces es f4cil verificar que T’ := GoP+(I-P)
es un elemento de G(H) que transforma z en y.
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En términos més académicos, la observacién que acabamos de de-
mostrar puede reformularse diciendo que el grupo de las isometrias linea-
les sobreyectivas de un espacio de Hilbert H actia transitivamente sobre
la esfera unidad de H. Uno puede preguntarse si la propiedad anterior
caracteriza a los espacios de Hilbert entre los espacios de Banach. Por si
si 0 si no, empezaremos codificando la propiedad anterior.

DEFINICION 1.1.1. Dado un espacio de Banach X, diremos que su nor-
ma es transitiva (o bien, que X es transitivo), si para cualesquiera z, y
en Sx existe T en G tal que T'(z) = y.

Parece ser que Banach ya conocia ejemplos de espacios de Banach
transitivos no separables que no eran espacios de Hilbert. Asi en su libro
[B] propone el siguiente famoso problema, conocido con el nombre de
problema de rotacién de Banach-Mazur.

PROBLEMA 1.1.2. ;Es todo espacio de Banach transitivo y separable
un espacio de Hilbert?.

Que sepamos, este problema permanece abierto. Como hemos comen-
tado, la respuesta al problema es negativa si 1a hipétesis de separabilidad
se suprime. El primer contraejemplo que aparece en la literatura se debe
a A. Pelczynnski y S. Rolewicz [PR] (ver también [Ro, Propositions 9.6.7
y 9.6.8)), y se recoge a continuacion.

EjEMPLO 1.1.3. Sea I' la uni6n disjunta de una familia no numerable
de copias del intervalo cerrado [0,1] y p la medida en I cuyos conjuntos
medibles son aquellos subconjuntos A de I' cuya interseccién con cada
tal copia es medible respecto a la medida de Lebesgue, con u(A) igual
a la suma de las medidas de aquellas intersecciones. Entonces para 1l <
p < 00, el espacio de Banach Ly(T', p) es transitivo.

En realidad, la abundancia de espacios de Banach transitivos es tal
que todo espacio de Banach se puede sumergir (lineal e isométricamente)
en un espacio de Bauach transitivo. Este hecho se verd con més detalle
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en la seccién 3 de este capitulo. Por otra parte, merece la pena mencionar
que el problema de rotacién de Banach-Mazur tiene respuesta afirmativa
si la hipdtesis de separabilidad de X se fortalece a la de que X sea finito
dimensional. En tal caso, incluso la hipétesis de transitividad de la norma
se puede relajar sustancialmente. Estos resultados se verdn con precisién
en la seccién 5 de este capitulo. Recordemos que un espacio de Banach
X se dice ser suave en un punto z de Sx si hay un tnico elemento
[ en Sx. satisfaciendo f(z) = 1, y que X es suave si X es suave en
todo punto z de Sx. Es claro que un espacio de Banach transitivo es
suave en cuanto sea suave en un punto de su esfera unidad. En particu-
lar, como los espacios de Banach separables tienen puntos de suavidad
en abundancia (gracias a un conocido teorema de Mazur), resulta que
el espacio separable transitivo que aparece en el problema de rotacién
de Banach-Mazur es suave. En consecuencia el Problema I.1.2 tiene res-
puesta afirmativa cuando se restringe a cualquier clase de espacios de
Banach cuyos miembros suaves sean espacios de Hilbert . Un ejemplo
de una tal clase es la de los espacios del tipo C¥(L), donde L es un
espacio topolégico de Hausdorf localmente compacto y Cf(L) denota el
espacio de todas las funciones continuas de L en K que se anulan en el
infinito. En realidad, el dnico espacio suave en esta clase es K (= C§(L),
con L reducido a un punto) [Si L tiene més de un punto, entonces el
lema de Uryson permite encontrar z,y elementos no cero de C&(L) con
zy = 0, y en consecuencia la envolvente lineal de {z,y} es una copia
isométrica del espacio de Banach no suave £, sobre K. Sabido pues que,
si Cy(L) es separable y transitivo, L ha de reducirse a un punto, uno
puede preguntarse si lo mismo seria cierto sin hipétesis de separabilidad.
La respuesta es afirmativa si K = R, incluso con una ligera rebaja de la
hipétesis de transitividad [GR] (para més precisién ver el Teorema 1.2.5).
Para K = C, se conjetura el resultado andlogo.

CONJETURA 1.1.4. 8i C§(L) es transitivo, entonces L se reduce a un
punto.

En cualquier caso, la siguiente caracterizacién de la transitividad de
C§ (L) parece ser interesante.
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TEOREMA 1.1.5. [GR)]. Sea X := C§(L). Entonces X es transitivo st y
sdlo si, para z,y en Sx con z,y > 0 eziste un homeomorfismo o : L—-L
tal que z(1) = y(o(l)) para todo | en L, y todo elemento z en X tiene una
“descomposicion polar” z = ut cont > 0 en X y u una funcidn continuae
de L en la esfera unidad de C.

Bajo la filosofia de la transitividad de la norma, la clase de los espa-
cios del tipo C§(L) no es muy instructiva, debido a la enorme escasez
de miembros hilbertianos que contiene. M4s sugestiva al respecto es la
clase mas amplia de los llamados JB*-triples. En el Capitulo 3 de esta
memoria daremos la definicién precisa de JB*-triple, y comentaremos la
importancia de estos espacios de Banach en relacién con el andlisis com-
plejo. Por el momento, baste decir que todo espacio de Hilbert complejo
es un JB*-triple y que, de acuerdo con el principal resultado en [Tal,
todo JB*-triple suave es un espacio de Hilbert. Se tiene en consecuencia
la siguiente respuesta parcial al Problema 1.1.2.

COROLARIO 1.1.6 . [Ta). Todo JB*-triple transitivo y separable es un

espacio de Hilbert.

No se sabe si el corolario anterior sigue siendo cierto sin la hipétesis
de separabilidad. De ser asi, se dispondria de una bonita caracterizacién
de los espacios de Hiibert complejos en términos de transitividad de la
norma. Para finalizar esta seccién, daremos una caracterizacién de la
transitividad de la norma que, si bien podrfa ser folklérica, no la hemos
encontrado explicitamente recogida en la literatura.

TEOREMA 1.1.7. Un espacio de Banach X es transitivo si y sdlo si
eziste T en Sx tal que G(z) := {T(z) : T € G} tiene interior no vacio
relativo a Sx.

Demostracién. Sea z en Sy de manera que G(z) tiene interior no vacio
en Sx. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe € > 0
tal que {z € Sx : ||z — z|| < €} € G(z). También podemos suponer que
la dimensién de X sobre R es mayor o igual a dos. Dado z en Sx, existen
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Yo,y Yn €D Sx con Yo =T, Yyn = 2 ¥ ||yi—yi-1|| < € paratodoi =1,...,7n.
Claramente y; € G(z). Sea 0 < k < n con y; € G(z). Eligiendo T en G
tal que T(yx) = z, se tiene ||T(yk+1) — 7| = ||T(yk+1 — %)) < €, con lo
que Y4, pertenece a G(z). En consecuencia z = y, pertenece a G(z). =

1.2 Espacios de Banach casi-transitivos.

En esta seccién presentamos la primera de las sucesivas debilitaciones
de la transitividad de la norma que aparecen en la literatura, a saber, la
casi-transitividad de la norma.

DEFINICION 1.2.1. Diremos que un espacio de Banach X tiene norma
casi-transitiva (o bien, que X es casi-transitivo) si el grupo de isome-
trias G de X actda transitivamente sobre un subconjunto denso de la
esfera unidad, es decir, existe D subconjunto denso de Sx tal que para
cualquier u en D se tiene G(u) = D.

Obviamente todo espacio transitivo es casi-transitivo. La casi-transi-
tividad de la norma admite varias reformulaciones que nos serdn ttiles en
el futuro y que recogemos en la siguiente proposicién. Recordemos que
un subconjunto R de un espacio topoldgico E es raro en F si el interior
de la clausura de R en E es vacio.

PROPOSICION 1.2.2. Para un espacio de Banach X las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) X es casi-transitivo.

(1) Eriste z en Sx tal que G(z) es denso en Sx.
(i) Para todo = en Sx, G(z) es denso en Sx.
(iv) Para todo = en Sx, G(z) no es raro en Sx.

(v) Eziste x en Sx tal que G(z) no es raro en Sx.
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Demostracidn. i) & i).- Para mostrar que i) = ii) basta tomar z en el
subconjunto D denso en Sx sobre el cual G actia transitivamente, pues
entonces G(z) = D. Para la implicacién reciproca témese D = G(z).
Antes de continuar formalmente la de_r_r_lgs;_tra.c@ observemos que,
para z,y € Sx con y € G(z), se tiene que G(x) = G(y). En efecto, dado
¢ > 0 existe T en G con ||y—T(z)|| < €, equivalentemente, T (y)—=ll <

¢, de donde se sigue que z € G(y). Ahorasiu € G(z) entonces dado e > 0
existe F € G tal que |ju— F(z)|| <ey asi

lu = FT'@)]| € llu — F(@)[| + |F(z) = FT7@)I| < 2.

it) = iii).- Consecuencia inmediata de la observacién anterior.

#i1) = iv).- Es claro.

iv) = v).- Es igualmente claro.

v) = ii).- Podemos suponer que la dimensién de X sobre R es mayor
o igual que dos. Sea z en Sx tal que G(z) no es raro en Sx. Es suficiente
probar que G(z) es abierto, ya que obviamente es cerrado no vacio en el
conexo Sx. Tomemos y € G(z) (luego por la observacién previa G(z) =

G(y)). Porser G(y) densoen G (z) y ser G(y) un abierto no vacio de G (z)

se sigue que existe z en G(y)N G(z). Para tal z existe T en § tal que
z=T(y) y se tiene

o

y=T() T (9(1)) TR0

La proposicién que acabamos de presentar, contiene dos caracteriza-
ciones de la casi-transitividad que creemos son novedosas, a saber, iv) y
v). Notemos también que la prueba de la proposicion muestra que, para
un espacio de Banach X, el conjunto {G(z) : z € Sx} es una particién de
Sx que, o bien se reduce a un solo elemento (justosi X es casi-transitivo),
o bien es no numerable (gracias al teorema de Baire y a la caracterizacién

v) de la casi-transitividad).
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El concepto de casi-transitividad de la norma presentado en esta
seccién permite obtener cierta informacién sobre el espacio transitivo
separable del problema de Banach-Mazur.

COROLARIO 1.2.3. Si X es un espacio de Banach transiiivo y separable,
entonces X* es casi-transitivo.

De hecho, se tiene el siguiente resultado més general.

PROPOSICION 1.2.4. S§i X es un espacio de Banach transitivo y suave,
entonces X* es casi-transitivo.

Demostracién. Sea f en Sx- funcional que alcanza su norma. Por ser X
suave y transitivo, el subconjunto {T*(f) : T € G} de Sx- contiene al
conjunto de todos los funcionales de norma uno que alcanzan su NOrma.
Por el teorema de Bishop-Phelps [BD, Theorem 16.1], este ltimo con-
junto es norma-denso en Sx:. A fortiori, G(X*)(f) es denso en Sx-.

La casi-transitividad de la norma en los espacios del tipo Cg(L)
carece de interés después del reciente teorema de Greim-Rajalopagan
(ver también [Cal]), que transcribimos a continuacion.

TEOREMA 1.2.5. [GR]. Si CH(L) es casi-transitivo, entonces C§(L) =
R.

La transitividad y casi-transitividad de la norma en los espacios Ly(4),
para 1 < p < 00, ha sido estudiada con detalle en [GJK]. Destacamos a
continuacién uno de los resultados en el trabajo que acabamos de citar
que, aunque no €s el mas importante, sf nos parece el de formulacién més
sencilla.

ProposICION 1.2.6.  [GIK, Proposition 11]. Sil<p<o, sip #2,
si Ly (p) es casi-transitivo, y si p tiene dtomos, entonces L¥(p) =K

En el siguiente pérrafo recogemos ejemplos de espacios de Banach
casi-transitivos.
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EjEMPLOS 1.2.7. Paral <p<ooconp #2, L,[0,1] es casi-transitivo
[Ro, Theorems 9.6.3 and 9.6.4] pero no transitivo [GJIK, Theorem 1.3]. Lo
mismo le ocurre al espacio de Banach separable G que Gurarij construye
en 1966 con la siguiente propiedad de extensién [G]:

Dados F espacio de Banach de dimensién finita, E subespacio de
F, T operador lineal e inyectivo de E en G, y € > 0, existe un
operador lineal inyectivo T de F en G que extiende a T y satisface

T < @+ Tz -

Diez afios después, W. Lusky [Lul] demuestra que todos los espacios de
Banach separables con esta propiedad de extensién son esencialmente el
mismo (salvo isometria lineal), y que la ncrma de un tal espacio es casi-
transitiva. Una demostracién abstracta de que el espacio de Gurarij G no
es transitivo podria ser la siguiente. Se sabe que G* = Li() [Wo] para
una cierta medida p que obviamente tiene dtomos. Asi G* no puede ser
casi-transitivo (por la Proposition 1.2.6), y en consecuencia G no puede
ser transitivo en vista del Corolario 1.2.3.

Los ejemplos de espacios de Banach que acabamos de presentar, po-
nen de manifiesto que, si en el problema de Banach-Mazur la hipbtesis
sobre la transitividad de la norma se debilita a la de casi-transitividad,
la respuesta al mismo es negativa.

Independientemente de que la gama de ejemplos de espacios de Ba-
nach clésicos casi-transitivos no es muy amplia, la abundancia de espacios
de Banach casi-transitivos (separables 0 no) est4 asegurada por un bonito
resultado de W. Lusky, que exponemos a continuacién. Recordemos que,
dado un espacio de Banach X, su cardcter de densidad es el menor
cardinal R para el cual X tiene un subconjunto denso de cardinalidad R.
Un subespacio M de un espacio de Banach X esté 1-complementado
en X si existe una proyeccion (lineal) contractiva P de X sobre M.

TEOREMA 1.2.8. [Lu2]. Todo espacio de Banach X se puede ver isomé-
tricamente como un subespacio 1-complementado de un espacio de Ba-
nach casi-transitivo con igual cardcter de densidad que X.
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En el trabajo original de Lusky el lector sélo encontrar una versién
paticular del teorema que acabamos de enunciar, a saber,

Todo espacio de Banach separable estd 1-complementado en un es-
pacio de Banach separable casi-transitivo.

No obstante, tal como ha sido sefialado por muchos autores, pequeiios
cambios en la demostracién original de Lusky permiten cubrir el caso mas
general anteriormente enunciado. Como quiera que ninguno de los au-
tores que hacen esta observacién especifica los cambios que se necesitan,
ofrecemos a continuacién una prueba completa del Teorema 1.2.8. La
mayor parte de ella es gentileza de F. Cabello.

LEMA 1.2.9. [Lu2]. Sea X un espacio de Banach con caracter de densi-
dad R, {Ea}acr una familia de subespacios de X, y para cada o € T’ sean
T, : E, = X isometria, P,: X = E, y Qo : X = T,(E,) proyecciones
contractivas. Entonces ezisten, un espacie de Banach X que contiene
isométricamente a X y tiene caracter de densidad R, T ' X = X e
tensidn isométrica de T, para todo a € T, Qu : X = To(X) proyeccién
contractiva para todo a €T y P : X — X proyeccién contractiva.

Demostracién. Consideremos el espacio X@% (@%.rX) cuyos elementos
escribiremos de la forma (z; (Zo)aer), ¥ €n él €l subespacio cerrado V
engendrado por

{(=T,(e); (J'rae)ael‘) yel,ee Eqv}-

Tomemos como X el espacio de Banach que se obtiene al cocientar
X@4 (@4 X) por V. Es inmediato verificar que ||z|| = [|(z; (0)aer)+ V||
para todo z en X, y asi X contiene una copia isométrica de X. Por otra
parte, obsérvese que para cada y € I se tiene:

(T(€); (0)aer) + V = (0; (0ra€)acr) +V

para todo e en E,. Paray € ', podemos extender ahora T, a todo X
definiendo T, : X — X por

T’r{(ﬂﬁ (0)aer) + V} = {(0; (0yaZ)aer) + V}.
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Claramente, para todo v € T, T, estd bien definida. Ademis

||T’7{(I§ (0)aer) + VHI = li(0; (0yaZ)acer) + 4l

dade que
llzll 2 [|(z; (0)aer) + V| =

infeper (1T ger Tolealll + 2 = el + e, leall} 2

inf eyema (ITs(e0)| + 11z = sl + 30 o (lleall = 1 Talea) D)} 2
-

Para la proyeccién P : X — X basta poner:
P{(ZD; (xn)ael") + V} = {(JJ; (Pa(xa))ael") + V} .

Finalmente, para cada v € I la proyeccién Q. : X = T,(X), estd
dada por:

Q‘r{(m; (I'a)aer‘) + V} = {(Q‘T(w + ZaEFQﬂT“P“z“); (5—ra1'-r)aer‘) +* V}

Demostracidén del Teorema 1.2.8.

Sea X espacio de Banach sobre K con caracter de densidad R.

Para X, := X, elijamos un conjunto de elementos Dy := {z3}aen,
de Sx, denso en Sx, y de cardinal R. Pongamos Iy := Ag X Ag ¥, para
a := (A, u) en Iy, consideremos el subespacio EY := K13 de Xp y sea
T? : E2 = X, la tinica aplicacién lineal (autométicamente isométrica)
que satlsface T2(z}) = z},. Por otra parte, debido al teorema de Hahn-
Banach, podemos elegir proyecc:ones Py Q° de X, en E2 y en TY(E}),
respectivamente. Llamemos R a la 1dent1dad en X que, metodoléglca.-
mente, convendrd ver como una proyeccién contractiva de X, sobre X.
Aplicando el lema anterior a las familias { ES}aery, {T2}acros {Pa}acrs
y {Qa}aery, se obtiene:
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() Un espacio de Banach X, que contiene a Xj y tiene caracter de
densidad R.

(i) 79: Xo = X; extensién isométrica de T para todo a € .

(iii) @S : X, — T9(Xo) proyeccién contractiva para todo a € I,
(iv) P%: X, — X, proyeccién contractiva.

De nuevo por razones metodolégicas, escribiremos R! := R%0 P?, que
€s una proyeccion contractiva de X, sobre X.
Para cada a en I'y definamos:

(i) EY:=T2(Xo)

(ii) T} := joo(T?)~' : EL — X, donde j; denota la aplicacién inclusién
de Xj en X;.

(i) Q2 = PO,
(iv) Pl:= Q"
Del lema previo, se sigue la existencia de:

(i) X, espacio de Banach que contiene a X, y tiene caracter de densi-
dad R.

(ii) T} : X; — X extensién isométrica de T para todo « € Ty,
(itt) QL : X3 = T1(X,) proyeccién contractiva para todo a € I'.
(iv) P': X; = X, proyeccién contractiva.

Sea D, := {22} e, subconjunto de Sx, denso en Sx, y de cardinal R,
y sea I'; la unién disjunta de 'y y Az X A;. Para a en I'; consideraremos:

(i) El subespacio E2 de X, dado por EZ := X si o pertenece a [y, y
E? := Kz} si a = (A, ) pertenece a Az x Aj.
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(ii) La isometria T? en X, dada por T2 := 79 si o pertenece a [y, y 5
igual a la iinica funcién lineal de E? en X, que satisface T2(z2) = z,
si @ = (A, p) pertenece a Ay x A,.

(ii1)) La proyeccién contractiva P2 de X, sobre E? dada por P? := P%0
P! si a pertenece a T, y elegida arbitrariamente en caso contrario.

(iv) La proyeccién contractiva @2 de X, sobre T2(E2) dada por Q2 :=
Q% o P! si a pertenece a [y, y elegida arbitrariamente en caso
contrario.

Por otra parte, ponemos R? := R”o P!, proyeccién contractiva de X,
sobre X.
Ahora la séxtupla

(*X2: {E‘i}aer‘z’ {Tf}aerg, {Pf}aer,, {Qi}aer‘z’ Rz)

estd en la misma situcién que

(Xﬂs {Eg}aEl"m {Tc‘:}aefo’ {Pao}ael"m {Qg}aer‘m Ro)r

lo que permite contiruar el proceso, obteniéndose asf una sucesién

(Xm {Eg}ael‘n’ {T:}ael‘n ’ {P:}ael"a ’ {Q:}ael‘ns R")nzo

cuyas propiedades puede adivinar el lector. Recalcamos que, en la defi-
nicion inductiva de la sucesién anterior, el paso del término n-ésimo al
siguiente debe hacerse de manera similar a como se ha procedido para
pasar del término 0-ésimo al 1-ésimo si n es par, mientras que, en caso
contrario, el proceso queda ilustrado por el procedimiento que hemos
aplicado para pasar del término 1-ésimo al 2-ésimo. El espacio de Banach

casi-transitivo que buscamos no es otro cue Z := UnenXnp, v 1a proyeccién
contractiva de Z sobre X est4 determinada por R, paranen N. »

En la seccién primera de este capitulo sugeriamos la posibilidad de
que la transitividad de la norma (o incluso algunas de sus debilitaciones),
junto con alguna otra propiedad adicional, pudiera caracterizar a los
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espacios de Hilbert en la clase de los espacios de Banach. Tal posibilidad
ha sido contemplada con éxito en la literatura y constituye de hecho
una de las lineas fundamentales del tema que estamos contemplando.
Damos a continuacién algunos resultados en esta direccién. Un operador
lineal F en un espacio de Banach X se dice ser una reflexién si hay un
subespacio maximal M de X y un elementc po cero e en X tal que F
fija los elementos de M y satisface F'(e) = —e. Nétese que toda reflexién
es una perturbacién unidimensional de la identidad. Si X es un espacio
de Hilbert, X posee reflexiones isométricas en abundancia, a saber, las
aplicaciones de la forma z — z — 2(z|e)e donde € es cualquier elemento
en Sx.

TEOREMA 1.2.10 . [SZ]. Un espacio de Banach real es un espacio de
Hilbert si (y sélo si) es casi-transitivo y tiene una iflexidn isométrica.

En su tesis, F. Cabello observa que en espacios de Banach reales no
existen mds reflexiones isométricas que las isometrias que son perturba-
ciones unidimensionales de la identidad, y prueba el siguiente teorema,
que es la versién compleja del resultado que acabamos de presentar.

TEOREMA 1.2.11. [Cal]. Un espacio de Banach complejo es un espacio
de Hilbert si (y sdlo si) es casi-transitivo y tiene una isomelria que es
perturbacion unidimensional de la identidad.

I.3 Cémo obtener espacios transitivos a
partir de casi-transitivos, y viceversa.

El Teorema 1.2.8 junto con la noci6én de ultraproducto de una familia
de espacios de Banach (ver [H]) es la clave para construir espacios de
Banach transitivos, no hilbertianos y, como es de esperar, no separables.
Empezaremos resumiendo aquellos aspectos de la teoria de ultraproduc-
tos que necesitaremos para nuestros propdsitos.
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Sea I un ultrafiltro en un conjunto no vacio I, y {X;}ier una familia
de espacios de Banach. Podemos considerar el espacio de Banach EBfg’,X,-,
{,.-suma de dicha familia, y el subespacio cerrado Ny de ®iz X; dado
por

Ny := {{zi}ier € Ol Xi + lim |l = 0} -

Se define el ultraproducto (X;)y de la familia de espacios de Banach
{Xi}icr segin el ultrafiltro U como el espacio cociente @l Xi/Nuy. Si
denotamos por (z;) el elemento de (Xi)u que contiene a {z;}, es facil
comprobar que se tiene

@)l = lim i -

Gracias a esta férmula, si, para cada i en I, Y; es un subespacic
cerrado de X;, podemos identificar de manera natural (Y¥;)y con un subes-
pacio de (X;)u. Si X; = X para todo i en I, donde X es un cierto
espacio de Banach prefijado, entonces el ultraproducto (X;)u se llamars
la ultrapotencia del espacio de Banach X segiin el ultrafiltro Y, que
denotamos por Xy. En este caso la aplicacién lineal £ — T de X en Xy,
donde % = (z;) con z; = T para todo i en I, es una isometria lineal.

Un ultrafiltro & en un conjunto I se dird que es trivial si existe %
en I tal que {ig} € U. En tal caso una parte U de I pertenece a U si
y solo si 4o pertenece a U. Es claro que, si U es un ultrafiltro no trivial
en I, entonces I\ {i} pertenece a U cualquiera que sea i en I, y en
consecuencia U contiene al filtro de las partes cofinitas de I. Diremos
que el ultrafiltro U es numerablemente incompleto si hay uua familia
numerable Uy, ...., Uy, .... de elementos de U cuya interseccién (sea U) no
pertenece a U. Si este es el caso, es suficiente definir inductivamente
I, = I, Inp1 = InNU,N(I\U), para tener de hecho una sucesién {I,} de
elementos de U talque I =1, 2 [, 2 I3 2 D Nnenn = 0. Es claro
que un ultrafiltro numerablemente incompleto en cualquier conjunto I
es no trivial. Es igualmente claro que, si I es numerable, los conceptos
de no trivialidad y de numerable incomplitud para ultrafiltros en I son
equivalentes.

El siguiente resultado se considera folklore en la teorfa (ver [Ca2,
Lemma 1.4] o [GJK, Remark pig. 479)).
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PROPOSICION 1.3.1. Si I es un conjunto numerable, si U es un ulira-
filtro no trivial en I, y si {X;}ic1 es una familia de espacios de Banach
casi-transitivos, entonces (X;)y es transitivo.

Presentamos a continuacién una extensién razonable del resultado
anterior.

PROPOSICION 1.3.2. Sea U un ultrafiltro numerablemente incompleto
en un conjunto I y {X;}ics una familia de espacios de Banach casi-
transitivos, entonces (X;)y es un espacio de Banach transitivo.

Demostracién. Por lo comentado anteriormente, existe una sucesion
{I.}ne de elementos de U tal que I =[; DI, 2 I3 2 ... 2 Npenln = 0.
Consideremos la aplicacién ¢ : I — N dada por o(i) :=max{n € N:i €
I,}. Comprobemos que para (z;) e (y:) en S(x,), existe T en G((Xi)u)
tal que T'((z;)) = (3:). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
T;, y; pertenecen a Sy, cualquiera que sea i en I. Dado i € I existe T; en
G(X;) con ||y — Ti(x)|| < ;5. Si definimos el operador T de (X;)u en

(X:)u por T((%)) := (Ti(z:)) para (;) en (X;)y, se comprueba ficilmente
que T es una isometria sobreyectiva. Veamos que T'((z;)) = (ui), es de-
cir, para € > 0 el conjunto {i € I : ||ys — Ti(z:)|| < €} pertenece a
U. Esto 1ltimo es cierto ya que {i € I : ||yi — Ti(zi)|| < €} contiene a
{i € I:0(i) 2 p} para p en N con :—J < €, quien a su vez contiene a I,.

Una primera consecuencia de la Proposicién 1.3.1 es que, si una clase
de espacios de Banach es estable por ultrapotencias y contiene un espa-
cio de Banach casi-transitivo no Hilbert, entonces también contiene un
espacio de Banach transitivo no Hilbert. La clase de los espacios del
tipo CS(L) es estable por ultrapotencias [esta afirmacién es casi obvia
si se sabe que, gracias al teorema conmutativo de Gelfand-Naimark [S,
Corollary 1.2.2], los espacios C§(L) no son otra cosa que las C*-dlgebras
conmutativas; el concepto de C*-lgebra se establecerd con precisién en
el capitulo tercero de esta memoria). Asfla Conjetura.1.4 es equivalente
a la que sigue (aparentemente mds ambiciosa).
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CoNJETURA 1.3.3. (WooD [W]). Si C§(L) es casi-transitivo, entonces
L se reduce a un punto.

Es bien conocido (ver [W, Section 3]) que la respuesta a la conjetura
anterior es afirmativa si el espacio topoldgico de Hausdorff localmente
compacto L es de hecho compacto. Una consecuencia inmediata del
Teorema [.2.8 de Lusky y de la Proposicién 1.3.1 es el siguiente resultado:

COROLARIO 1.3.4. Todo espacio de Banach se puede ver isoméirica-
mente como subespacio de un espacio de Banach transitivo.

En el préximo teorema obtenemos uns interesante variante del resul-
tado anterior.

TEOREMA 1.3.5. Todo espacio de Banach 1-complementado en su bi-
dual, es copia isométrica de un subespacio 1-complementado en un espa-
cio de Banach transitivo.

Demostracion. Como la relacién “estar 1-complementado en” es tran-
sitiva, es suficiente probar que todc espacio de Banach dual estd 1-
complementado en un espacio de Banach transitivo (por cierto, que
también es necesario probar lo anterior, en vista de que todo espa-
cio de Banach dual estd 1-complementado en su bidual). Sea X es-
pacio de Banach dual, y sea & un ultrafiltro no trivial en N. Por el
Teorema 1.2.8, existe un espacio de Banach casi-transitivo Z que con-
tiene a X como subespacio 1-complementado con proyeccién contractiva
@ : Z = X. Entonces Xy estd 1-complementado en Zy, a saber, por
la proyeccién “ultrapotencia” @, dada por Q;(z;) := (Q:(z;)) para (z;)
en Zy. Por otro lado, viendo a X como subespacio de Xy de la ma-
nera natural, X estd 1-ccmlementado en Xy con proyeccién contractiva
Q: : (z,) — w* — limy{z,}. Mediante la proyeccién Q20 Q; : Zy = X
obtenemos que X es un subespacio 1-complementado de Zy. Pero Zy es
transitivo por la Proposicién 1.3.1. =

Como hemos comentado en la demostracién del teorema anterior,
todo espacio de Banach dual est4 1-complementado en su bidual. Ahora
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bien, la clase de los espacios de Banach 1-complementados en su bidual
es sensiblemente més amplia que la de los espacios de Banach duales. Un
ejemplo significativo de un espacio de Banach no dual pero 1-complemen-
tado en su bidual podria ser L, (u) para cualquier medida y sin dtomos.

Recordemos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de
aproximacién si, para todo conjunto compacto K de X y para todo
£ > 0, existe un operador lineal continuo T de X en X con rango finito
tal que ||T(z) — z|| < €, para todo € K. Por los afios 70, no se
descartaba que todo espacio de Banach poseyera la propiedad de aprox-
imacién. Esta cuestién se sald6 con el trabajo de P. Enflo [E], donde
se presenta un espacio de Banach separable sin dicha propiedad. Como
quiera que la propiedad de aproximacién se hereda por subespacios com-
plementados, W. Lusky [Lu2| utiliza el ejemplo de Enflo y su Teorema
1.2.8 para obtener un espacio de Banach separable casi-transitivo, que
falla a la propiedad de aproximacién. Después del ejemplo dado por P.
Enflo, han aparecido incluso ejemplos de espacios de Banach reflexivos
sin la propiedad de aproximacién. Tal es el caso de ciertos subespacios
de £, para 2 < p < oo (ver [LT, Theorem 2.d.6]). De este hecho, del
Teorema 1.3.5, y del ya comentado caracter hereditario de la propiedad
de aproximacién con respecto a subespacios complementados, se sigue
inmediatamente el siguiente corolario, cuyo contenido aparece anunciado
sin demostracién en [Cal, P4g. 57).

COROLARIO 1.3.6 . Eristen espacios de Banach transitivos sin la pro-
piedad de aprozimacidn.

E] resto de esta seccién lo dedicamos a exponer c6mo obtener espa-
cios casi-transitivos a partir de transitivos, siguiendo la linea desarrollada
por F. Cabello en [Ca2]. En el recién citado trabajo, el autor se ocupa
de obtener espacios separables casi-transitivos a partir de espacios tran-
sitivos. La mayor generalidad que nosotros contemplaremos no supone
ideas esencialmente nuevas sobre las aportadas por F. Cabello.

TEOREMA 1.3.7 . [Ca2]. Ses X un espacio de Banach transitivo, y
M un subespacio cerrado de X. Entonces M puede ser agrandado a
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un subespacio cerrado Z de X que es casi-transitivo y tiene el mismo
caracter de densidad que M.

Demostracién. Pongamos Y; := M, y denotemos por X el caracter de
densidad de M. Existe un subconjunto Dy de Sy, de cardinal R y denso
en Sy,. Para x e yg en D elfjase Ty, 4, en G con Ty, 4 (Zo) = yo. Podemos
considerar G, el subgrupo de G generado por {T5, ., : Zo,% € Do}. Es
claro que el cardinal de G, es R. Si definimos ¥; := Lin (Ureg, T(Y0)),
se tiene que el caracter de densidad de Y; es N (puesto que RR = R) y
que Y; es Gj-invariante. Sea D; un subconjunto de Sy, de cardinal R,
denso en Sy, con Dy C D;,. Como antes, para z,y; en D, podemos
elegir Ty, ,, en G con Ty, 4, (71) = y1. Denotamos por G; el subgrupo de
G generado por {Ty, 4, : Z1,5 € D1}UG:, que tiene cardinal R. Para el
subespacio de X, Y; := Lin (Ureg, T(Y1)), se concluye, que tiene caracter
de densidad R, que contiene a Y;, que es Go-invariante y para z,y en D,
existe T en G, con T'(z) = y.

Prosiguiendo de esta forma obtenemos sucesiones {Yn}, {Dn}, {Gn}
organizadas de forma que:

(i) Y, es un subespacio de X con caracter de densidad R.

(ll) Yn C Yﬂ+1‘
)

(iii) cada D, es un conjunto denso con cardinal R de Sy,.

(iv) cada G, es un subgrupo de G de cardinal X.
(v) Gn C Gns1-
(vi) Y, es Gn-invariante.
(vii) dados z,y € Dy, existe T € Gn41 tal que y = T(z).

Consideremos Z = Yo := UnenYn) Doo i= UpenDn ¥ G0 = UnenGn.
Es claro que Y, es un subespacio de X con caracter de densidad R y que
D, es un subconjunto denso en Sy, tal que para z,y en Dy, existe T en
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G con T'(z) = y. Para concluir, veamos que Y, es G.-invariante. Para
T € Gy, existe G, con T € G,,,. Entonces

T, = TUneNY;‘ = TUn>mY" = Un>mTY" = U'Dm}"',l = Yoou @

Si el espacio de Banach transitivo X en el teorema anterior tiene una
cierta perfeccién adicional, es licito preguntarse si el agrandamiento casi-
transitivo Z del subespacio M, cuya existencia se garantiza en el teorema,
se puede elegir de manera que herede la perfeccién de X. La respuesta
a esta pregunta es afirmativa si la perfeccién en cuestién es “categoriza-
ble”, en un cierto sentido que especificamos a continuacién. Dada una
subcategoria J de espacios de Banach (ver [Se, p.161, Definition 9.13]),
entenderemos por J-espacio un objeto de 7, y un J-subespacio de
un J-espacio X serd un subespacio cerrado Y de X tal que Y es un
J-espacio y la inclusién ¥ < X es un J-morfismo. Una subcategoria
J de espacios de Banach se dice ser admisible si satisface las siguientes
condiciones:

(i) Dado un J-espacio X y un subespacio separable Z de X, existe un
J-subespacio Y de X que es separable y contiene a Z.

(ii) Dado un J-espacio X y una sucesién creciente {Y;} de J-subes-
pacios de X, el espacio J,enYn €8 un J-espacio.

TEOREMA 1.3.8. [Ca2]. Sea J una subcategoria admisible de espacios
de Banach, X un J-espacio transitivo, y M un subespacio separable de
X. Entonces eziste un subespacio separable casi-transitivo de X que es
un J -espacio y contiene a M.

Ni que decir tiene que la particularizacién del Teorema 1.3.7 al caso
R = Ry es un corolario inmediato del teorema que acabamos de enunciar.
Basta tener en cuenta que la categoria de todos los espacios de Banach
es admisible. En realidad, si uno se emperra, se puede derivar la versién
general del Teorema I.3.7 de un resultado categérico cuya formulacién
seguiria las pautas que a continuacién se indican. Dado un cardinal
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transfinito R, definiriamos la categorfa R-admisible de espacios de Banach
manteniendo la condicién ii) en la definicién de categorfa admisible pero
sustituyendo la condicién i) en dicha definicién por:

ix) Dado un J-espacio X y un subespacio Z de X con caracter de
densidad R, existe un J-subespacio Y de X que contiene a Z y con
caracter de densidad N.

Entonces, pequefios cambios en la demostracién original del Teorema
1.3.8 (que, a su vez, difiere poco de la que hemos dado para el Teorema
L1.3.7) permitirfan demostrar que

Si J es una subcategorfa R-admisible de espacios de Banach, si X es
un J-espacio transitivo, y si M es un subespacio de X con caracter
de densidad R, enionces existe un subespacio casi-transitivo de X
que es un J-espacio, contiene a M y tiene caracter de densidad .

Una brillante aplicacién del Teorema 1.3.8 aparece en el articulo de
F. Cabello, que estamos resefiando, en orden a reducir la conjetura de
Wood (Conjetura 1.3.3) a un caso realmente sangrante. La idea con-
siste en utilizar la ya comentada identificacién entre los espacios del tipo
Cg (L) con las C*-dlgebras conmutativas, categorizar la clase de las C*-
dlgebras conmutativas tomando como morfismos de la categorfa aquellos
morfismos de dlgebra que preservan la involucién, observar que tal cate-
gorfa es admisible, y finalmente aplicar el Teorema 1.3.8. Se obtiene asi
que la conjetura de Wood es equivalente a la siguiente.

CONJETURA 1.3.9. [Ca2]. Si L es un espacio topoldgico de Hausdorff
localmente compacto cuya compactificacidn por un punto es metrizable,
y 81 C§(L) es casi-transitivo, entonces L se reduce a un punto.

I.4 Espacios de Banach convexo-transitivos.

Después del inciso que ha supuesto la seccién anterior, proseguimos
presentando las sucesivas debilitaciones del concepto de transitividad de
la norma que aparecen en la literatura.
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DEFINICION 1.4.1 . Dado un espacio de Banach X, diremos que su
norma es convexo-transitiva (o que X es convexo-transitivo) si
para todo z en Sx se tiene @(G(z)) = Bx, donde o significa envolvente
convexo cerreda.

Claramente todo espacio de Banach casi-transitivo es convexo-transi-
tivo. En el siguiente teorema recogemos una caracterizacién de la conve-
xo-transitividad debida a E.R. Cowie, que se ha demostrado ser muy 1til
en el desarrollo de la teorfa de los espacios convexo-transitivos.

TEOREMA 1.4.2 . [Co]. Sea X un espacio de Banach. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es convezo-transitivo.

(i) Toda norma continua en X que agrande el grupo de isometrias de
X es un maltiplo positivo de la norma de .

(i1i) Toda norma equivalente en X que agrande el grupo de isometrias
de X es un miltiplo positivo de la norma de X.

El teorema original de Cowie sélo establece la equivalencia entre las
condiciones i) y i) de arriba. Por otra parte, la implicacién i) = ii)
es clara. Veamos que iii) implica i3). Si ||.]| es una norma continua en
X que agranda el grupo de isometrias, entonces la norma |.| en X dada
por |z| := ||z|| + |zl es equivalente & la inicial y agranda el grupo de
isometrias. Asi, si se supone iif), se tiene que |.| es miltiplo de |l y en
consecuencia también ||.] es multiplo de ||..

Entre la tecnologia desarrollada por Cowie en la demostracién de su
teorema, figura la observacién (elemental, gracias al teorema de Hanh-
Banach) de que un espacio de Banach X es convexo-transitivo si y s6lo
si, para cada z en Sx y para cada f en Sx., se tiene

sup{Ref(T(z)) : T € G}(=sup{|f(T(z))| : T € G}) =1.
Reescribiendo la igualdad anterior en la forma

sup{ReT"(f)(z) : T € G} =1,
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y aplicando de nuevo el teorema de Hanh-Banach, obtenemos la siguiente
caracterizacion dual de la convexo-transitividad, que puede considerarse
folklérica.

PROPOSICION 1.4.3. Un espacio de Banach X es convezo-transitivo si
y sdlo si, para todo f en Sx-, la envolvente conveza de {T*(f) : T € G}
es w*-densa en By-.

La convexo-transitividad de la norma en los espacios del tipo C§(L)
ha sido estudiada con cierto detalle por G. V. Wood en [W)]. En los dos
teoremas que siguen recogemos los resultados principales obtenidos por
Wood al respecto.

TEOREMA 1.4.4. [W]. C§(L) es convero-transitivo si y sdlo si, para
toda medida positiva pu sobre L con ||p| = 1 y para todo t en L, eziste
una red {7a} de homeomorfismos de L tal que {0 ~,} converge a &; en
la topologia w".

En el teorema anterior (asi como en el siguiente), para y medida sobre
L y v homeomorfismo de L, y oy denota la medida sobre L definida por
Jzd(povy) = [(z ov)d(u), para todo z en C¥(L), y, para t en L, &
denota la medida de Dirac concentrada en ¢.

TEOREMA 1.4.5. [W]. CR(L) es convero-transitivo si y sélo si L es
totalmente desconectado y, para toda medida positiva u sobre L con ||u|| =
1 y para todo t en L, existe una red {7,} de homeomorfismos de L tal
que {uo .} converge a d; en la topologia w*.

Destacamos la siguiente consecuencia obvia de los dos teoremas an-
teriores.

COROLARIO 1.4.6. Si C}(L) es convezo-transitivo, entonces C§(L) es
convezo-transitivo.




§4. Espacios convexo-transitivos. 25

A nuestro juicio, los Teoremas 1.4.4 y 1.4.5 son tedricamente muy
bellos pero no demasiado 1itiles para la obtencién de ejemplos concretos
de espacios convexo-transitivos. Su interés reside esencialmente en el
corolario anterior y en el hecho advertido en [Cal] de que el Teorema
1.2.5 es facilmente deducible del Teorema [.4.5. Que sepamos, los tinicos
ejemplos conocidos de espacios de Banach convexo-transitivos no casi-
transitivos se encuentran entre los del tipo C§(L), tal cual se recoge a
continuacién. Todos ellos fueron descubiertos por A. Pelczynski y S.
Rolewicz en [PR] (ver también [Ro] y [W]).

EJEMPLOS 1.4.7. Los siguientes espacios de Banach son convexo-transi-
tivos:

(i) CS(L), con L = (0,1).

(ii) C
(iil) C¢(K),con K = {2 € C: |z| = 1}.

(
K(K), donde K es el conjunto de Cantor.
(

(iv) L¥([0,1],7), donde v es la medida de Lebesgue. Nétese que, como
LS ([0,1],7) es una C*-dlgebra conmutativa con unidad, se tiene
L¥.([0,1],7) = C¥*(K), para un conveniente espacio topolégico de
Hausdorff compacto K.

Como se demuestra en (W, pag. 180], CX(L) no puede ser casi-
transitivo si L tiene mds de un punto y, o bien L es compacto, o bien L
tiene un subconjunto conexo y compacto con interior no vacio. Se sigue
de aqui que ninguno de los espacios convexo-transitivos enumerados arri-
ba puede ser casi-transitivo.

Pasamos ahora a reseiiar una bonita caracterizacién de los espacios de
Hilbert complejos en términos de transitividad convexa de la norma, que
se debe a N. J. Kalton y G. V. Wood. Recuérdese que un operador lineal
continuo F en un espacio de Banach complejo X se dice ser hermitico
si, para todo A en R, ezp(i\F) es una isometria. Si X es un espacio
de Hilbert complejo, las proyecciones ortogonales sobre los subespacios
cerrados de X constituyen ejemplos de proyecciones hermiticas.
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TEOREMA 1.4.8. [KW, Theorem 6.4]. Sea X un espacio de Banach com-
plejo convezo-transitivo, y supdngase que existe una proyeccidn hermitica
en X cuya imagen es un subespacio unidimensional de X. Entonces X
es un espacio de Hilbert.

Terminaremos esta seccién relatando una anécdota historico-literaria
en relacién con la transitividad convexa de la norma, que puede inducir
a error al lector no habituado con el tema. Se trata de dos resultados
que aparecen en el libro de S. Rolewicz [Ro, Theorems 9.7.3 and 9.7.7],
quien los atribuye a G. V. Wood en un trabajo no plublicado que tiene
igual titulo que [W)]. Tales resultados rezan como sigue.

C§(L) es convexo-trausitivo si y solo si, para cada s en L, el con-
junto {7(s) : v homeomorfismo de L} es denso en L.

Co(L) es convexo-transitivo si y solo si L es totalmente disconexo
¥, para cada s en L, el conjunto {7(s) : v homeomorfismo de L} es
denso en L.

Ambos resultados son claramente falsos. En efecto, si los aceptara-
mos, el espacio ¢y sobre R o C seria convexo-transitivo, contrariamente
a lo que un célculo elemental muestra (si el espacio ¢y complejo fuese
convexo-transitivo, entonces seria un espacio de Hilbert en vista del Teo-
rema 1.4.8). Otro disparate que se seguiria de los resultados citados arriba
es que los espacios £ (n > 2) sobre R o C serfan convexo-transitivos. El
error en la demostracién es de tipo infantil, y se presenta cuando se pre-
tende probar que, si el conjunto {(s) : ¥ homeomorfismo de L} es denso
en L para todo s en L, entonces C§ (L) es convexo-transitivo. Para ello
se utiliza el Teorema 1.4.2, que reduce la prueba a la verificacién de una
cierta igualdad. Como es habitual, tal igualdad se pretende establecer
por la doble desigualdad (ver (9.7.6) y (9.7.9) en las péginas 417 y 418,
respectivamente, de [Ro]), con tan mala fortuna que, en ambos casos, se
escribe justo la desigualdad contraria a la que el argumento de prueba
permite. Podria parecer entonces que el argumento es correcto. Pero
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esto no es asf, ya que la demostracién de (9.7.9) utiliza la versién escrita
(v por tanto incorrecta) de (9.7.6).

Tenemos la impresién de que los resultados que acabamos de discutir
no son otra cosa que versiones preliminares erroneas de los Teoremas
1.44 y 1.4.5. En cualquier caso, algo de verdad hay en ellos, tal cual se
desprende de la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.4.9. Sea L un espacio topoldgico de Hausdorff local-
mente compacto, y pongamos X := C§(L). Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

{i) Lin{G(z)} es densa en X, cualquiera que sea z en Sx.

(i3} El grupo de homeomorfismos de L, T, actia “casi-transitivamente”
en L, es decir, T'(s) := {7(s) : ¥ € T’} es denso en L para todo s
en L.
Demostracidn. i) => ii).- Supongamos que existe s en L tal que I'(s) # L.
Si consideramos el subespacio de X dado por I := {z € X : z(I'(s)) = 0},
se tiene que éste es un subespacio cerrado no nulo de X. Del conocido
teorema de Stone que describe las isometrias lineales y sobreyectivas de
X, se sigue inmediatamente que I es G-invariante. Ahora, para z en
IN Sy, se tiene que Lin{G(z)} estd contenido en I y, por tanto, no es
denso en X.

i) = 1).- Para z en Sx consideremos I := Lin(G(z)). Comprobemos
que I es un ideal de X. Para ello veremos que el producto de un elemento
de X real valuado por cualquier elemento de I, pertenece a I. Sea z en
X un elemento real valuado. Entonces para a en R\ {0} la multiplicacién
por ezp(iaz) es una isometrfa lineal y sobreyectiva. Para y en I, se tiene
que

ewp(w:)y =P

y, tomando limites cuando « tiende a cero, obtenemos que zy pertenece
a I. Al ser I un ideal de X, existe E subconjunto cerrado de L tal que
I = {y€ X : y(E) = 0}. Aplicando nuevamente que / es G-invariante, se
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deduce que E es invariante por los homeomorfismos de L. De la hipétesis

i) y del hecho de ser I distinto de cero se sigue que E tiene que ser vacio,
dedonde I = X.u

En la prueba de la proposicién anterior hemos utilizado el teorema
de Stone, segin el cual para una isometrfa lineal y sobreyectiva T en
X := C§(L) existe 6 funcién continua de L en K de médulo uno y vy
homeomorfismo de L, tal que T'(z)(s) = 8(s)z(v(s)) para todo z en X y
sen L.

L.5 Es;placios de Banach con norma maxi-
mal.

En esta seccién presentamos la més débil condicién de transitividad
de la norma que aparece en la literarura, a saber la de norma maximal.

DEFINICION 1.5.1 . Dado un espacio de Banach X, diremos que su
norma es maximal, si no existe una norma en X equivalente a ella
cuyo grupo de isometrias contenga estrictamente a G.

El concepto de maximalidad de la norma, en cierio modo, es menos
intuitivo que los anteriores. Por otra parte, que la propiedad de maxi-
malidad de la norma venga implicada por la convexo-transitividad no es
cvidente aunque sf cierto como bien se puede comprobar en el Teorema
1.4.2 (i) = (#4). En resumen, disponemos de la siguiente cadena de
implicaciones entre propiedades de la norma de un espacio de Banach:

| Hilbertiana | , [ Transitiva | , [ Casi-transitiva |

= | Convexo-transitiva | -, | Maximal |

En secciones anteviores hemos visto que las tres primeras implica-
ciones en la cadena anterior no son reversibles. Con los ejemplos que
damos a continuacién nos convencemos de que la iiltima implicacién tam-
poco lo es.
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EJEMPLOS 1.5.2. Recordemos que una base de Schauder {es}nen de un
espacio de Banach X se dice ser (1-)simétrica si para toda biyeccién o :
N — N y para cualesquiera dos sucesiénes finitas de escalares o, ..., 0n,

Biy....Bncon || =...=|Bs| =1 se tiene

n n

Y Bicieq|| = |2 e -

i=1 =1
Sea X un espacio de Banach con una base simétrica {en}nen- Fijada
una biyeccién ¢ : N = N y una sucesién {8, }nen de escalares de médulo
1, para cada z = £, aqe, en X la serie Y02, Br0n€5(n) €8 cCODVer-
gente, y la funcién £ — 130, Bnnes(n) €5 una isometria sobreyectiva
en X. Pelczinski y Rolewicz demuestran que en un espacio de Banach
distinto de £; con base simétrica no hay més isometrias sobreyectivas
que las anteriormente descritas (véase [Ro, Chapter 9, section 8]). Como
consecuencia, todo espacio de Banach que no sea isomorfo a £; y que
tenga base simétrica tiene norma maximal. Asf los espacios co ¥ /8
(1 € p < 00,p # 2) tienen norma maximal, y es ficil ver que no son
convexo-transitivos.

J. R. Partington [Pa, Theorem 1] prueba que la norma del supremo

en C®([0,1]) no es maximal. En 1976 Kalton y Wood [KW, Theorem
8.2] prueban que, si L es un espacio localmente compacto Hausdorff, en-
tonces la norma de C§(L) es maximal cuando se verifica algunas de las
siguientes hipétesis:

i) L es infinito y contiene un subconjunto denso de puntos aislados.

ii) Existe en L un subconjunto denso de puntos que admiten un en-
torno homeomorfo a un conjunto abierto de un espacio euclideo.

En particular, la norma de C§([0,1]) es maximal. Tenemos asi otro
ejemplo de un espacio de Banach con norma maximal que no es convexo-
transitiva [Co, Example 3]. Para avances recientes sobre espacios Co(L)
con norma maximal, remitimos al lector a [Li].

Con objeto de dar cierta originalidad a la seccién que nos ocupa,
vamos a introducir un concepto intermedio entre la convexo-transitividad
de la norma y la maximalidad, que creemos es nuevo.
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DEFINICION 1.5.3 . Dado un espacio de Banach X, diremos que su
norma es fuertemente maximal, si no existe una norma continua
en X cuyo grupo de isometrias contenga estrictamente a G.

Claramente, la maximalidad fuerte de la norma implica la maxi-
malidad. Por otra parte, en vista del Teorema 1.4.2 (?) = (%), la
convexo-transitividad de la norma implica la maximalidad fuerte. Para
extraer provecho al concepto recién introducido, permitasenos presentar
la definicién de producto escalar invariante,

DEFINICION 1.5.4. Un producto escalar invariante en un espacio
de Banach X es un producto escalar continuo (.].) en X que satisface
(F(z)|F(z)) = (z|z) para todo z en X y todo F € G.

Ahora, la demostracién del resultado que sigue es realmente muy f4cil.

PROPOSICION 1.5.5. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que
la norma de X es fuertemente mazimal Y que existe un producto escalar
invariante en X. Entonces X es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Denotemos por |.| 1a norma asociada al producto escalar
invariante cuya existencia se supone. Claramente, la norma |.| es continua
y su correspondiente grupo de isometrfas agranda a G. Como la norma
de X es fuertemente maximal, se tiene G = G(X,|.]). Pero G(X, |.|) actia
transitivamente en S x,\.) (la demostracién de este hecho es idéntica a la
que hicimos para espacios de Hilbert). Ahora, sin pérdida de generalidad
podemos suponer la existencia de un elemento To de X tal que |zo| =
lzo|| = 1. Entonces

Six,.) = {T(z0) : T € G} C Sy,
de donde ||.|| = |.|. =

Aplicando la proposicién que acabamos de probar, encontramos un
ejemplo de espacio de Banach con norma maximal no fuertemente maxi-
mal.
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COROLARIO 1.5.6. La norma de £, no es fuertemente mazimal.

Demostracién. Para z = {an}, ¥ = {fa} en &, escribimos (zly) =
Y%, anfs. Entonces (.|.) es un producto escalar invariante en £,. Si
la norma de ¢, fuese fuertemente maximal, entonces por la proposicién
anterior £, serfa un espacio de Hilbert. =

Parece razonable ahora mostrar también un ejemplo de espacio de
Banach cuya norma sea fuertemente maximal y no convexo-transitiva.

PROPOSICION 1.5.7. ¢ tiene norma fuertemente mazimal.

Demostracién. Como cy tiene norma maximal, es suficiente probar que
toda norma continua en co cuyo grupo de isometrias agrande a Glco) es
de hecho equivalente a la norma natural. Demostraremos algo mejor. A
saber, toda norma en ¢g cuyo grupo de isometrias agrande a G(co) genera
una topologia més fuerte que la de la norma natural. Sea por tanto I
una norma en ¢ satisfaciendo G(co) € G(co, ll-1). Denotemos por U :=
{uy, : n € N} la base natural de ¢y y por V := {v, : n € N} la base natural
de ¢,, vista como subconjunto de c5. Como U € G(co)(uy), también U C
G(co, I-1) (1) con lo que, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |Ju]] = 1 para todo n en N. Por otra parte, para n € N, la funcién
z - T — 20, (z)un de co en co pertenece a G(cp), y por tanto a G(co, I-1)-
Se sigue que, para todo n en N, v, pertenece a (co, §-1)* ¥ que fjvall = 1.
Sea f := {\a} € £1. Entonces la serie T Anvn satisface

o o0

Z Idavall < Z |Anl;

n=1 n=1
y por tanto converge en (co, l.J})*. Pero, vista como elemento del dual al-
gebraico de ¢y, la suma de esa serie en (co, §-1)* tiene que ser la misma que
la correspondiente suma en cj puesto que |.|-convergencia en (o, I-1)°
y ||.|l-convergencia en cj implican convergencia puntual en K Asf se ha
demostrado que cj C (co, §-1)* ¥ que para f en g se tiene que

N E f:lua..vnl < £l
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Sea z en co. Eligiendo f en S¢; con f(z) = ||z, se tiene finalmente

llzll = £(2) < 1A0 b=l < 1F1 Bl = Dzl =

Terminaremos esta seccién convenciéndonos del hecho ya anunciado
anteriormente de que, en el caso finito dimensional, la respuesta al proble-
ma de Banach-Mazur es afirmativa [Ro, Proposition 9.6.1]. En realidad,
se tiene algo mejor: las cinco condiciones de transitividad de la norma
con las que comenzébamos la seccién son equivalentes en el caso de la di-
mensién finita. Tal hecho es consecuencia directa de la Proposicién 1.5.5
v del siguiente famoso teorema de Auerbach (ver [A1], [A2] o [Ro, The-
orem 9.5.1]). Otras demostraciones realmente elegantes de este teorema
aparecen en la Tesis de F. Cabello [Ca3].

TEOREMA 1.5.8. En todo espacio de Banach finito-dimensional eziste
un producto escalar invariante.

COROLARIO 1.5.9.  Todo espacio de Banach finito-dimensional cuya
norma sea mazimal es un espacio de Hilbert.

1.6 :ITangitividad de la norma y condiciones
isomorficas.

Dedicamos esta iltima seccién del primer capitulo a uno de los as-
pectos més abiertos de la materia que estamos tratando, a saber, el de
1 relacién entre las varias condiciones de transitividad de la norma que
hemos introducido y las mds usuales condiciones isomérficas en la teorfa
de los espacios de Banach.

Para ir concretando las ideas, empecemos recordando las diversas
condiciones de transitividad de la norma de un espacio de Banach y las
més usuales condiciones isomérficas sobre un espacio de Banach, que se
recogen en los diagramas I y II, respectivamente.
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Diagrama I Diagrama I1

[ Finito-dimensional |

4 4
Hilbertizable
4

| Casi-transitiva | | Superreflexivo |

4 y

| Convexo-transitiva | | Reflexivo |

4 4 4
[Asplund| [Radon-Nikodym |

Resulta natural formular las dos siguientes cuestiones:

(i) Si la norma de un espacio de Banach X satisface alguna de las
propiedades del diagrama I, jest4 X obligado a satisfacer alguna
de las propiedades del diagrama I17.

(ii) Si un espacio de Banach X satisface alguna de las propiedades del
diagrama II, ;se puede renormar equivalentemente X de manera
que la nueva norma satisfaga alguna de las propiedades del dia-
grama I7.

En relacién a la cuestién (i), si olvidamos que obviamente los espa-
cios con norma hilbertiana son hilbertizables, la contestacién no puede
ser més desastrosa: ni siquiera la transitividad de la norma implica
cualquiera de las dos condiciones més débiles del diagrama 11. Esto es
consecuencia de que todo espacio de Banach se puede ver como subespa-
cio de un espacio de Banach con norma transitiva (Corolario 1.3.4) y de
que todas las condiciones del diagrama II son hereditarias. El desastre
que acabamos de describir ha llevado a algunos autores (ver (W], [Pa] y
[Cad]) a conjeturar que la condicién m4s débil en el diagrama I, a saber
la maximalidad de la norma, pudiera ser isomérficamente inécua. En
otras palabras, el siguiente problema permanece abierto que sepamos:
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PROBLEMA 1.6.1. Sea X un espacio de Banach. ;Se puede renormar
equivalentemente X de manera gue la nueva norma sea mazrimalf.

El problema anterior admite la siguiente sencilla reformulacién: ;Hay
en todo espacio de Banach X un subgrupo acotado maximal del grupo
de todos los automorfismos de X ?. Para convencerse de que esta iltima
pregunta es equivalente al Problema 1.6.1, adviértase que, si G es un
grupo acotado de automorfismos lineales de un espacio de Banach X,
podemos renormar X equivalentemente de manera que todo elemento de
G es una isometria para la nueva norma. En efecto, es suficiente definir
lzllg := sup{||F(z}|| : F € G}.

En lo que concierne a la cuestién (ii), la situacién es, si cabe, bastante
peor, pues ni siquiera se sabe si un espacio de Banach superreflexivo se
puede renormar maximalmente. No obstante, a juicio de algunos autores,
la posibilidad de que todo espacio de Banach superrreflexivo se pueda
renormar casi-transitivamente no debe ser descartada (ver [F] y [DGZ]).

Una vez que sabemos que la respuesta a la cuestién (i) es esencial-
mente negativa y que la respuesta a la cuestion (ii) es esencialmente des-
conocida, el lector comprenderé que una linea razonable de trabajo con-
siste en yuxtaponer alguna de las condiciones del diagrama I con alguna
otra del diagrama II, esperando obtener alguna informacién adicional
no trivial, y acaso deducir al menos de tal informacién la no inocuidad
isomérfica de la transitividad, casi-transitividad y convexo-transitividad
de la norma.

El primer trabajo en esta linea se debe a C. Finet [F] (ver también
[DGZ]), quien demuestra que un espacio de Banach superreflexivo casi-
transitivo es uniformemente convexo y uniformemente suave. Més tarde,
F. Cabello [Cad] prueba que todo espacio de Banach casi-transitivo que
o bien sea Asplund o bien tenga la propiedad de Radon-Nikodym es de
hecho superreflexivo (graficamente, sube dos escalones en el diagrama II).
Como consecuencia, la casi-transitividad de la norma no es isomérficamente
inécua. En el mismo trabajo, se prueba que todo espacio de Banach su-
perreflexivo que sea convexo-transitivo es de hecho casi-transitivo (gréficamente,
sube un escalén en el diagrama I).
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Rompiendo la costumbre seguida en este capitulo de no anunciar nues-
tras aportaciones, no nos resistimos a citar que, como consecuencia de
los resultados que probaremos en el Capitulo IV, todo espacio de Banach
convexo-transitivo que o bien sea Asplund o bien tenga la propiedad de
Radon-Nikodym es de hecho superreflexivo (sube dos escalones en el di-
agrama II) y casi-transitivo (sube un escalén en el diagrama I). Como
consecuencia, la convexo-transitividad de la norma no es isomérficamente
inécua.




36  Cap. . Nociones y resultados bésicos sobre transitividad de la norma




Capitulo 11

Isometrias que son
perturbacién unidimensional

de la identidad.




Cap. |l. Reflexiones isométricas.

II.1 Introduccion al capitulo 2.

Como ya se ha comentado en el primer capitulo, gran parte del trabzjo
que se ha realizado en relacién con el problema de Banach-Mazur trata de
caracterizar los espacios de Hilbert en la clase de los espacios de Banach
mediante algin tipo de transitividad de su norma y alguna propiedad
adicional. En esta linea se encuentran los resultados de Kalton-Wood,
Skorik-Zaidenberg y F. Cabello, referidos en los Teoremas 1.4.8, 1.2.10 y
1.2.11, respectivamente, y que van a motivar gran parte de los resultados
de este capitulo.

Comenzamos definiendo algunos conceptos que serdn imprescindibles
en el desarrollo de las préximas secciones. Como siempre X := (X, |].||)
denotard un espacio de Banach sobre K = R, C.

DEFINICION I1.1.1. Diremos que un operador lineal F' en X es una per-
turbacién unidimensional de la identidad, si existe un subespacio
maximal M de X y un elemento e € X \ M tales que F' actia como la
identidad en M y F(e) € Ke \ {e}. Si la segunda condicién se fortalece
en el sentido de ser F(e) = —e, la perturbacién unidimensional de la
identidad recibird el nombre de reflexién.

Denotaremos por P al conjunto de vectores e de Sx tales que Ke =
(I = T)(X) para alguna isometria T que es perturbacién unidimensional
de la identidad. Los elementos de P recibirdn el nombre de vectores
de perturbacién unidimensional isométrica de la identidad. En
el caso particular de que tal perturbacién sea una reflexién, e recibird
el nombre de vector de reflexién isométrica. Si e € P, entonces
existe un vnico funcional de norma unc e* (que llamaremos funcional
asociado a e) satisfaciendo e*(e) = 1 y con la propiedad de que, si
T es una isometria perturbacién unidimensional de la identidad tal que
Ke = (I — T)(X), uno puede encontrar s € S(K) \ {1} de manera que
T(z) = z + (u — 1)e*(z)e para todo z en X (es decir, T = I + (p —
1)e* ® €). En el caso K = R, la afirmacién anterior no es otra cosa que
la observacién de F. Cabello en [Cal] de que las reflexiones isométricas
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en los espacios de Banach reales coinciden con las isometrfas que son
perturbacién isométrica de la identidad. La demostracién para el caso
K = C se verd en la seccién quinta de este capftulo.

Recordemos que, segiin el Teorema 1.2.10 de Skorik-Zaidenberg,

Si existe un vector de reflexién isométrica en un espacio de Banach
real X casi-transitivo, entonces X es un espacio de Hilbert.

Cuestiones naturales sobre los limites del teorema anterior son las
siguientes:

Q1. ;Puede relajarse en el Teorema 1.2.10 la casi-transitividad de la
norma a la convezo-transitividad?.

Q2. ;Puede relajarse en el Teorema 1.2.10 la densidad de P en Sx a la
no rareza de P en Sx .

Nuestro Teorema I1.2.4 dard una respuesta afirmativa a la segunda
cuestién. En cuanto a la primera, nuestro Corolario I1.3.8 contestard
“casi” afirmativamente, en el sentido de que la respuesta es positiva si
se afiade la hipdtesis de que la componente conexa de la identidad en G,
relativa a la topologia fuerte de operadores, no se reduzca a un punto.

Sea ahora X un espacio de Banach complejo. Recordemos que un
operador lineal acotado T' en X se llama hermftico si, para todo ) en R,
ezp(iAT) es una isometria. Si el operador en cuestién es una proyeccién
P, es inmediato comprobar que es hermitico si y sélo si I+ (u— 1)P es una
isometria para todo u en Sc. En consecuencia (t6mese u = —1), si e estd
en Sx y si Ce es el rango de una proyeccién hermitica en X, entonces
e es un vector de reflexién isométrica. Por supuesto, por definicién,
todo vector de reflexién isométrica en X es un vector de perturbacién
isométrica de la identidad. Al final de la seccién 5 daremos ejemplos de
vectores de perturbacién isométrica de la identidad que no son vectores
de reflexién isométrica, y de vectores de reflexién isométrica e tales que
Ce no es el rango de una proyeccién hermitica. Por otra parte, en la
Proposicién I1.4.1 demostraremos que, para e en Sx, Ce es el rango de
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una proyeccién hermitica si y sélo si e es un vector de reflexién isométrica
en el espacio de Banach real subyacente.

Este hecho convierte el Teorema 1.4.8 de Kalton-Wood en una con-
secuencia directa de nuestro anteriormente comentado Corolario I1.3.8,
e igualmente permite derivar de nuestro Teorema I1.2.4 un resultado de-
bido a Berkson [Ber] segiin el cual un espacio de Banach complejo X es
Hilbert si (y sdlo si) para todo elemento e en Sx se tiene que Ce es el
rango de una proyeccién hermitica.

En realidad, el resultado de Berkson que acabamos de reseiiar se vera
enormemente mejorado en la dltima seccién del presente capitulo. En
ella demostraremos que, si X es un espacio de Banach complejo tal que
P no es raro en Sx, entonces X es un espacio de Hilbert. Notamos que
este resultado también contiene el Teorema 1.2.11 de F. Cabello.

II.2 No rareza del conjunto de los puntos
de reflexién isométrica.

En esta seccién X denotard un espacio de Banach REAL.

Si F es una reflexién en X, por definicién existe un subespacio ma-
ximal M de X y un elemento e de X \ {0} tales que F actda como
la identidad en M y F(e) = —e. En consecuencia, podemos elegir
un funcional lineal e* en X de manera que kere* = M y e*(e) = 1,
con lo que la reflexién F toma la forma F = s, .. :  — T — 2e*(z)e.
Reciprocamente, eligiendo arbitrariamente e en X y e* funcional lineal
en X* con e*(e) = 1, la aplicacién s... : T + T ~ 2¢*(z)e es una re-
flexién en X. Para e en Sx hay como mucho un elemento e* en X* tal
que s, s una reflexién isométrica. Esto es conocido (ver [SZ, Remark
2.2.b]), pero nosotros damos a continuacién una demostracién indepen-
diente. Supongamos que, para e en Sy, €} y €3 son elementos de X*
tales que s,.: es una isometria para i = 1,2. En tal caso, el operador
en X dado por T(z) = (See; — 8e,e5)(2) = 2(e3 — €})(z)e verifica T? = 0
eI +T = 8. 0 8.e;. Una fécil comprobacién permite concluir que
I+nT = (I +T)" es una isometria para todonen N, dedonde T =0y
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en consecuencia e} = e3. Los vectores de reflexién isométrica, en el sen-
tido que dimos en la seccién anterior, no son otra cosa que los elementos
e de Sx para los que existe e* en X* de manera que .- €5 una isometria.
Para un tal vector e, el Gnico elemento e* que aparece arriba se llamard
el funcional de reflexién isométrica asociado a e. Es ficil ver que
el funcional asociado a un vector de reflexién isométrica tiene norma uno
(a saber, para z en X se tiene |¢*(z)| = [le*(a)el| = | Z=25°2 < |z)).

Los ejemplos més tipicos de reflexiones isométricas son las llamadas
reflexiones ortogonales en un espacio de Hilbert real H, que responden
a la ley z — z — 2(z|e)e donde e € Sy.

Empezamos resefiando dos resultados, extraidos del trabajo de Skorik-
Zaidenberg [SZ], que utilizaremos en la demostracién del teorema prin-
cipal de esta seccidn.

LEMA I1.2.1. [SZ, Corollary 2.4]. Sie; ye; son dos vectores de reflexidén
isométrica en X con0 < |le,—e3|| < 1, y si ¢}, €3 denotan los funcionales
as0ciados, entonces Se,e; Y Se 5 MO COnmulan.

Para A conjunto de reflexiones isométricas en X, denotaremos por
W el grupo generado por A y por I' 4 el grafo de W relativo a A. Por
definicion, los vértices de I" 4 v son los elementos de A y dos vértices estdn
conectados por un arco si las correspondientes reflexiones no conmutan.
Pasamos a enunciar una proposicién, combinacién de dos resultados, a
saber, [Bo, Ch. V, 3.7] (ver también [SZ, Lemma 1.1]) y [SZ, Corol-
lary 1.4], que, en dimensi6n finita, caracteriza los espacios de Hilbert
entre los espacios de Banach en funcién de la abundancia de reflexiones
isométricas.

PRoPOSICION 11.2.2. Supongamos que X es finito dimensional. Si ezis-
te un conjunio A de refleriones isométricas en X tal que W es infinito, si
el origen es el tinico punto fijo de W, y si T 4w estd conectado, entonces
X es un espacio de Hilbert.

Nuestro argumento comienza ahora con el siguiente lema.
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LeMA 11.2.3. El conjunto P es norma-cerrado en X. Ademds, si e es
un vector de reflezidn isométrica y e* su funcional asociado, la aplicacidn
e e* de P en X* es norma-w* continua.

Demostracién. Consideremos una sucesién {e,} en P que converja en
norma a un vector e. Demostraremos que este vector estd en P y que
su funcional asociado es e* = w* — lim{e}}. Por ser Bx. w*-compacta,
la sucesién {e;} tiene un valor de adherencia (sea f) en la topologia w*
de Bx-. Si denotamos por n la topologia de la norma en X, entonces la
aplicacién (z,g) — g(z) de (Sx,n) x (Bx-,w*) a R es continua (basta
observar que |h(y) — g(z)| < |(h - g)(y)| + |ly — || para z,y en Sy,
g,h en Bx.). Se sigue que f(e) es un valor de adherencia en R de la
sucesién {e},(es)}, que por otra parte es constantemente igual a 1, de
donde f(e) = 1. Adems4s, para cada z en X, z — 2f(z)e es un valor de
adherencia de la sucesién {z — 2e}(z)en} en la topologia n, con lo que
obtenemos que la reflexién s, s es una isometrfa. Ahora es claro que e
pertenece a P y que su funcional asociado es f. Ya que f es un valor de
adherencia arbitrario de la sucesién {e}} en la topologia w*, de nuevo la
w*-compacidad de Bx- nos dé e* = f = w* —lim{e}}. =

Recuérdese que un subespacio M de un espacio de Banach X es un
L’-sumando de X si existe una proyeccién lineal 7 de X sobre M sa-
tisfaciendo

lzll* = ln(@)I* + llz - =()|”

para todo z en X. Si M es un L?-sumando de X, entonces la proyeccién
m dada antericrmente estd determinada de manera tnica por M, y se
llama la L2?-proyeccién de X sobre M. Si e estd en Sy y si Re es un
L?-sumando en X, entonces e es un vector de reflexién isométrica en X
cuyo funcional asociado esté determinado por la condicién 7(z) = e*(z)e
para todo z en X, donde 7 es la L?-proyeccién de X sobre Re.
Obviamente, si X es un espacio de Hilbert y e un punto de su esfera
unidad, entonces Re es un L?-sumando de X. Pasamos ahora a dar
contestacién afirmativa a la cuestién Q2 propuesta en la seccién anterior.
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Nétese, que una reflexién 8¢+ €D un espacio de Banach X deja invari-
ante cualquier subespacio M de X que contenga a e, y, vista como ope-
rador en tal subespacio, no pierde la propiedad de reflexién (isométrica,
si lo era la de partida).

TEOREMA I1.2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Bl conjunto de todos los elementos e en Sx tales que Re es un
L?-sumando de X no es raro en Sy.

(i) El conjunto P de los puntos de reflexidn isométrica de X no es raro
en Sx.

(#) X es un espacio de Hilbert.

Demostracidn. Sélo necesitamos probar que #i) implica #i3). Por hip6tesis
P no es raro en Sy y por tanto, en virtud del lema anterior, dicho con-
junto tiene interior no vacfo en Sy. Luego existen € < % y een P de ma-
nera que para = en Sy con |le — z| < ¢ se tiene que z pertenece a P. Sea
M un subespacio finito dimensional de X, que contenga a e. Para A :=
{825+ : 2 € SxNM, |le - z|| < €} (conjunto de reflexiones isométricas
en M), consideremos W (claramente infinito) y Caw. Sean sz4:, 8,
dos elementos distintos de .4, entonces ||z —y|| < ||z — ell+lle-yll <1y
por el Lema I1.2.1, dichas reflexiones no conmutan, de donde I" 4y estd
conectado. Comprobemos que W no deja fijo a ningiin vector no nulo de
M. Supongamos que un elemento 2 de M es punto fijo de W, y tomemos
€1, €2, ..., € UDa base de M de manera que |le—¢;|| < ¢y lles|l = 1 para
todo i = 1,...,n. Por ser M finito dimensional en virtud del Teorema
L5.8 existe un producto escalar (.|} en M, G(M)-invariante, y por lo
tanto (e;|e;)ef(z) = (e;|x) para todo z en M y todo i =1,...,n. Ahora
la condicién s, :(z) = z para todo i = 1,...,n, implica que (g;|z) = 0
para todo ¢ = 1,..,n, de donde z = 0. Se sigue de la Proposicién
I1.2.2 que M es un espacio de Hilbert. En realidad se ha demostrado
que cualquier subespacio finito dimensonal N de X es Hilbert (témese
M := Lin{N,e}), y por tanto X es un espacio de Hilbert. =
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Para finalizar esta seccién, notamos que el teorema anterior contiene
el Teorema 1.2.10 de Skorik-Zaidenberg asi comc 2! siguiente resultado.

COROLARIO 11.2.5 . [CH]. Un espacio de Banach es un espacio de
Hilbert si (y sélo si) Rz es un L?-sumando de X para todo z en Sx.

I1.3 Reflexiones isométricas y convexo-
transitividad.

Esta seccién la dedicaremos a obtener la versién real del Teorema 1.4.8
de Kalton-Wood. El resultado que obtendremos en esta linea se conver-
tird a su vez en una respuesta parcial a la cuestién Q.1 planteada en la
introduccién de este capitulo, a saber, jse puede rebajar la hipétesis de
casi-transitividad a convexo-transitividad en el Teorema 1.2.10 ?.

Al igual que en la seccién anterior X serd un espacio de Banach
REAL. Denotaremos por Go := Go(||-||) 1a componente conexa de la iden-
tidad en G relativa a la topologia fuerte de operadores. Diremos que Gp
es trivial,si Gy=1.

Presentamos a continuacién algunos de los principales resultados del
reciente articulo [SZ] de A. Skorik y M. Zaidenberg, que necesitaremos
para la demostracién del teorema principal de esta secci6n.

TEOREMA 11.3.1 . [SZ, Theorem 1]. Si e es un vector de reflexidn
isométrica en el espacio de Banach real X, si Go(e) # {e}, y si H denoin
la envolvente Fneal cerrada de Go(e), entonces H es un espacio de Hilbert,
Sy coincide con Gy(e), y existe una tnica proyeccidn p de X sobre H tal
que I —2p es una isometria. Ademds, si ponemos N := K er(p), entonces
toda isometria sobreyectiva en H puede ser eztendida a una isometria so-
breyectiva de X cuya resiriccion a N es la identidad, y toda isometria de
X que deje invariante ¢ H tambia deja inveriante a N.
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La unicidad de la proyeccién p : X — H bajo la condicién I-
2 € G no est4 explicitamente recogida en [SZ], pero se puede demostrar
facilmente mediante un argumentc similar al que hicimos al principio de
la seccién anterior para probar la unicidad del funcional asociado a un
vector de reflexién isométrica.

Recuérdese que una familia de funcionales lineales en un espacio de
Banach, es total, si dado z en X no nulo, existe un funcional f de dicha
familia tal que f(z) #0.

LEMA 11.3.2. [SZ, Lemma 5.4]. Supongemos que emiste una familia
total de funcionales de reflexidn isométrica en X. Sean e;, ez vectores de
reflezidn isométrica en X tales que Go(e;) # {e;} para i =1,2. Entonces
0 bien Goler) = Golea) o bien Go(er) N Golez) = 0. Si ocurre la segunda
posibilidad, entonces las proyecciones p; : X = H; = LinGo(e;) (i=1,2)
son ortogonales.

En este momento comenzamos nuestra argumentacién.

LEMA 11.3.3. Sea e en Sy tal que la envolvente lineal cerrada de G(e)

es X. Entonces G es trivial si y sdlo si Go(e) = {e}.

Demostracién. Supongamos que se verifica T'(e) = « para todo T' en
Go. Si tomamos F en G ocurre que T'(F(e)) = F(e) ya que F'oToF
pertenece a Gy por ser éste un subgrupo normal de G. Como la envolvente
lineal cerrada de G(e) es igual a X, obtenemos T(z) = z para todo z en
X, y en consecuencia T =I. »

LEMA 11.3.4. Supongamos que los tinicos subespacios cerrados G-ivariantes
de X son los triviales y que eziste un vector de refleridn isométrica
e en X. Entonces eriste una familia total de funcionales de reflezion
isométrica en X. Mds concretamente, la familia de funcionales {T*(e") :

T € G} es total, donde e* es el funcional asociado a e.
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Demostracién. Por hipétesis, para cada vector no nulo z de X, la en-
volvente lineal de G(z) es densa en X. Por ser el funcional e* no nulo,
existe T' en G tal que e*(T'(z)) #0. =

TEOREMA 11.3.5. Supongamos que Gy no es trivial, que existe un veclor

de reflezidn isométrica en X y que existe 6 > 0 tal que 0{G(z)} 2 dBx

para todo T en Sx. Entonces X es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Mds concretamente, eziste un natural n < 6~2 y subespacios hilbertianos
,Hy de X, dos a dos isomorfos, satisfaciendo:

(i) Parai=1,2,...,ny F en G, eziste j =1,2,...,n con F(H;) = H;.

(i%) Para i=1,2,...,n, H; es Gy-invariante.

Demostracién. De las hipétesis y de los Lemas I1.3.3 y I1.3.4 se sigue
que Go(z) # {z} para todo z en Sx, y que existe una familia total de
funcionales de reflexién isométrica en X. Sea e el vector de reflexién
isométrica cuya existencia hemos supuesto. Pongamos B := {Go(z) :
7 € G(e)}. De acuerdo con la primera parte del Lema I1.3.2, B es una
particién de G(e). Por el Teorema I1.3.1, para 3 en B, Hy := LinGy(z)
(para z € 3) es un espacio de Hilbert y existe una inica proyeccién
ps : X — Hp bajo la condicién I — 2pg € G.

El hecho de que ¢o(G(e)) 2 dBx implica que X = Y g.gHpg. Por
el Lema I1.3.2, se tiene pg op, = 0 para a, # en B con 8 # a, y por
tanto X = @gepHp. A partir de ahora seguimos con ligeros cambios un
argumento en la demostracién de [KW, Theorem 6.4].

Para toda F en G, F(e) pertenece a H.,, para algin v en B (témese
v = Go(F(e))), luego Ypesllpa(F(e))ll = [|F(e)|| = 1. Ahora, si [ es
un subconjunto finito de B, el conjunto {z € X : Y gerllps(z)|| < 1} es
cerrado, convexo y contiene a G(e). Como ¢o{G(e)} 2 dBx, se sigue que,
para todo z en X, la familia {||ps(z)||} ses €s sumable en R y

83 pesllPs@)l < lizll- (8)
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Notamos que cada F en § induce una biyeccién F, : B = B dada
por F,(8) = F(p) para toda § en B, y que la aplicacién F — F, es una
accién del grupo G en B (ver [SZ, section 5.3]). De la definicién de B,
es claro que G actiia transitivamente sobre B, de aqui que los espacios
de Hilbert Hg (f € B) sean dos a dos isomorfos. Tomemos By, Ba; -+
elementos dos a dos distintos de B y sean 71 € B, 72 € BayesTn € Bhn-
Para F en G se tiene

max{||[ps(F(z, + T2+ ... + Zn))l| : BE B} =1
Como el conjunto {z € X : max{|ips(z)|| : B € B} <} es convexo-
cerrado, contiene a G(21 + Ta + ... + Tn) ¥ Oflz1 + - + Tq|le pertenece a
G(z1 + T2 + ... + Tn), S€ sSigue
§llas + ..+ Tl max{llps(e)]|: fEBY S 1.

Pero, por un lado, este maximo (claramente) vale uno, y por otro, de
($) obtenemos

nd =65 lIps, (2l = 63 pesllpa(@s + -+ a)ll £ flon + -+ Zn|-

En consecuencia né? < 1. =

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario.

COROLARIO 11.3.6 . Supongemos que Gy es no trivial, que existe un
vector de reflexién isométrice en X y que existe & > % tal que 0Bx C

@(G(x)) para todo z en Sx. Entonces X es un espacio de Hilbert.

Obsérvese que en el anterior corolario, la hipé6tesis de no trivialidad
de Gy no se puede suprimir. Para ello basta considerar en R? una norma
cuya bola unidad sea un poligono regular con 2(n+1) lados y centrada en
el origen. Para n suficientemente grande se verifican todas las hipdtesis
del corolario salvo la no trivialidad de Gp.
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CoROLARIO I1.3.7 . Supongamos que Go no es trivial, que existe un
vector de reflezidn isoméirica, que la norma de X es mazimal y que
eziste & > 0 tal que 6Bx C (G (z)) para todo = en Sx. Entonces X es
un espacio de Hilbert.

Demostracién. Sean n y Hj,..., H, el nimero natural y los subespa-
cios hilbertianos de X, respectivamente, dados por el Teorema II.3.5.
Para j = 1,...,n, sea p; la proyeccién de X sobre H; correspondiente
a la descomposicién X = @}, H;, y consideremos la norma hilbertiana
equivalente |.| en X dada por |z|* := £, ||lpi(z)||* para z en X. Del
apartado ii) del tecrema se sigue que G(|.|) agranda a G(||.||). Suponga-
mos n > 1. Entonces podemos elegir elementos no cero z; y =2 en H;
y Ha, respectivamente, con |z; + z2| = 1, asf como un elemento F' en
G(.|) satisfaciendo F(z,) = |z1|(z) + z3). De nuevo por el apartado i)
del teorema, el elemento F arriba elegido no puede pertenecer a G(||.||).
En consecuencia G(|.|) agranda estrictamente a G(||.||), lo que contradice
la hipétesis de que la norma de X es maximal.

De cualquiera de los dos corolarios anteriores se deriva directamente
el siguiente, que constituye la respuesta "casi” afirmativa a la cuestién
Q.1 propuesta en la introduccién de este capitulo.

COROLARIO I1.3.8. Supongamos que Gy no es trivial, que eziste un vec-
tor de reflexidn isoméirica en X, y que X es convezo-transitivo. Entonces
X es un espacio de Hilbert.

No sabemos si la hipétesis sobre la no trivialidad de Gy, se puede
suprimir en los Corolarios 11.3.7 y 11.3.8. En todo caso, la convexo-
transitividad de la norma no implica por sf sola que Gp sea no trivial.
Para convencernos de esto, pongamos X := C*(K) donde K denota el
conjunto de Cantor. Sabemos que X es convexo-transitivo (Ejemplo 1.4.7
(ii)). Recuérdese que, segin el teorema de Stone, si T es una isometria en
X, entonces existen, # : K — R continua de médulo uno y y homeomor-
fismo de K tales que T'(z)(s) = 0(s)z(v(s)) para todox en X y s en K.
En consecuencia, si 1 denota la funcién constantemente igual a uno sobre
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K,y si T pertenece a G y satisface T'(1) # 1, entonces ||1 — ()| =2
Por lo tanto G(1) es discreto luego totalmente desconectado. Por otra
parte, al considerar en G la topologia fuerte de operadores se tiene que
la aplicacién F — F(1) de G en X es continua. De las anteriores con-
sideraciones obtenemos que Gy(1) = 1 y, como consecuencia del Lema
11.3.3, que Gy es trivial.
El resto de la seccién la dedicaremos a a comprobar que el nimero
J= en el Corolario 11.3.6 es éptimo. Asi, la hipétesis de la maximali-
ad de la norma en el Corolario I1.3.7 no se puede suprimir. Para ello
comenzaremos por el siguiente lema.

LEMA 11.3.9. Sea z en Sx y p un mimero positivo. Entonces pBx C
to(G(x)) si y sdlo si

inf{sup{|f(F(z)| : F €G}}: f€Sx-} 2 -

Demostracién. Supongamos pBx C @(G(z)). Entonces, para f en Sx-,
se tiene que sup{|f(F(z))| : F € G} = sup{|f(¥)| : v € WG(2)} 2
psup{|f ()| : y € Bx} = p. Supongamos ahora que existe y en pBx \
©0(G(z)). Por el teorema de Hanh-Banach, existe g en Sy« tal que

sup{|g(y)| : y € coG(2)} < 9(¥) < p

y en consecuencia
inf{sup{|f(F(z))| : F€G}: f€ Sx-} <p.m

El siguiente lema posiblemente sea bien conocido por todos. No obs-
tante, a falta de una referencia accesible, damos su demostracién.

LEMA 11.3.10. Sean Q y K espacios topoldgicos metrizables con lo-
calmente compacto y K compacto, y sea h una aplicacién continua de
Q2 x K en R. Entonces la aplicacion

s : t = inf{h(t,k) : k € K}

de 2 a R es continua.
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Demostracién. Para demostrar la continuidad de s en un punto %y es
suficiente demostrar la continuidad de la restriccién de s a un entorno
compacto de % en {2, de aqui que se puede suponer sin pérdida de ge-
neralidad que ) es compacto. Entonces, por el teorema de Heine, h
es uniformemente continua en 2 x X, de donde la familia de funciones
{h(.,k) : k € K} es equicontinua en . En otras palabras, dado ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que |A(t;, k) — h(ty, k)| < € para todo k en K y t,%; en
€2 con d(t;,%3) < 6. Dados k en K y £), 2 en £ con d(i;,1;) < 4, se tiene
que 8(t1) < h(ty, k) < hits, k) + € y s(t2) < h(ta, k) < h(ty,k) +¢, de
donde s(t,) < s(t2) + € y s(t2) < s(t1) + ¢, es decir, |s(t;) — s(tz)| <e. »

PROPOSICION 11.3.11. Dado cualguier nimero positivo § < = eziste
un espacio de Banach no Hilbert X con las siguientes propiedazz.s:

(i) Go(X) no es trivial.
(i) Eristen vectores de refleridn isométrica en X.

(i) @@G(z) 2 6Bx Vz € Sx.

Demostracidn. El espacio de Banach en cuestién serd X := H x H con

la norma
100 I == limll® + l1€11”

siendo H un espacio de Hilbert real de dimensién mayor o igual a dos y p
un nimero real a determinar con 1 < p # 2. Claramente G, es no trivial
(Go(X) 2 {TxT : T € Gy(H)}) y existen vectores de reflexién isométrica
en X. En lo que sigue veremos que, si § < 7‘5, entonces podemos elegir
p = p(0) con 1 < p # 2, satisfaciendo la propiedad iii) de la proposici6n.
Consideremos la funcién coantinua

b (p, A, ) — max{A(1 — p9)¢ + (1 = X)7p, A+ (1 = NP)3(1 — )7}

de ]1,00[x[0,1] x [0,1] en R, donde ¢ est4 determinado por % + % =1.
Si definimos la funcién s : p — inf{h(p, A\, p) : (N, ) € [0,1] x [0,1]}
de ]1,00[ en R, del Lema II.3.10 se sigue su continuidad. Se comprueba
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fécilmente que s(2) = 5 (véase la nota siguiente}, de donde, para § < 7
existe 1 < p = p(d) 7’- 2 con s(p) > 4. Para este p considérese el
espacio de Banach X construido anteriormente. Sean z y f en Sx y Sx-,
respectivamente. Entonces existen n,§,x,( en H tales que z = (n,§),
il + 1P = 1, IxI*+IICH® = 1, (4, 2)) = (x|y)+(¢|2) para todo (y, 2)
en X. Por otra parte, al ser los espacios de Hilbert transitivos, existen
M, P,Q,T en G(H) con ||C[|P(€) = [IENIC; lIxIIM(n) = linllx, I<IQ(n) =

Inli¢ ¥ IXIIT(€) = liéllx. Ya que los operadores, (y, ) = (M(y), P(2))
y (¥,2) » (T(2),Q(y)) son isometrias lineales y sobreyectivas en X,
tenemos

sup{f(F(z)) : F € G(X)}
> max{(x|M(n)) + (¢|P(€)), (x|T(€)) + (|Q(m)}
> max{||nlllx|l + I€MICH, €N + lnllliCI}
> inf{max{ac + bd, bc + ad} : a,b,c,d > 0,0° + b* = 1,c? + d? = 1}
=s(p)24.
Al ser z y f elementos arbitrarios en Sx y Sx-, respectivamente, apli-
cando el Lema I1.3.9 se concluye la prueba. »

Nota I1.3.12. Supongamos que se tiene

(-0 -t < 2

(1)

M- (1= @)

para algin (\,u) € [0,1] x [0,1). De (1) se deduce que (u® + %) >
25 + 5. Utilizando esto, (2) y de nuevo (1) llegamos a la siguiente
contradiccién:

2Ap[f+\/(1—A2 J1-p 2)J< 2,\?;;2<2Ay[ -y =201 - 2)]

Esto prueba que s(2) > 75. Finalmente para A = 0, = 75 se tiene
h(2,0, %) = 7.
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II.4 Reflexiones isométricas en el espacio
real subyacente a un espacio de Ba-
nach complejo.

Como ya se anuncié en la introduccién, en esta seccién reencon-
traremos el Teorema 1.4.8 de Kalton y Wood, como consecuencia del
teorema de la seccién anterior. A su vez, también daremos una primera
versién compleja de los resultados mds relevantes obtenidos en la seccién
segunda de este capitulo.

En lo que sigue X seré un espacio de Banach COMPLE;O. Denotare-
mos por Xp el espacio de Banach real subyacente a X. La herramienta
clave para nuestros objetivos es la siguiente proposicién.

PROPOSICION I1.4.1. Sea e en Sx. Entonces Ce es el rango de una
proyeccidn hermitica en X si y s6lo si e es un vector de reflezidn isométrica
en Xg-

Demostracién. Supongamos que Ce es el rango de una proyeccién hermi-
tica I en X. Consideremos el funcional e* determinado por Ii(z) =
e*(z)e para todo z en X (luego e*(e) = 1). Dado z en X, existe A en R
de manera que e*(z) = |*(z)| (sen% — ico8 %) Por ser I1 una proyeccién
tenemos
oo sk \ETTk
exp(il)(z) = z!—)—\%—(ﬁl =z + (ezp(i)) — 1)II(z) Vz € X,

k=0 ’

y por ser hermitica, ezp(iAIl) es una isometria, de donde,

Izl = lezp(AT)(z)|| = ||z + (ezp(id) — TI(z)|
= “z — 2sen}(sen} — icos %)l’l(z)“

= ||z — 2sen} (sen} — icos })e"(@)e]
= “x - 2sen§1e‘(a:)|e“ = ||z — 2Re(e*(z))e|| -
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Luego para todo z en X se tiene que ||z]| = ||z — 2Re(e*(z))e]|, de
donde e es un vector de reflexién isométrica en Xy con funcional asociado
z +— Re(e*(z)).

Reciprocamente, si e es un vector de reflexién isométrica en Xp, en-
tonces existe un funcional e* en Sx- con e*(e) =1 y tal que ||z|| = ||z -
2Re(e*(z))e|| para todo z en X. Dado z en X y A en R tomemos u en C
con || = 1 de manera que se verifique ple*(z)| = e*(z) (sen% + icos %)
Si 11 denota la proyeccién de X sobre Ce dada por y — €*(y)e. se tiene
que

lzll = fuzll = luz — 2Re(e* (uz))ell = ||z — 2hRe(e" (uz))e|| =

=l - 2sen (sen3 — icos 3)e’ (a)ell = lezpAT @)l

y por tanto IT es hermitica (con rango igual a Ce). w

Esta proposicién nos permite obtener versiones complejas de los re-
sultados presentados en este capitulo para espacios de Banach reales.
El siguiente corolario recoge una variante compleja del Teorema I1.2.4,
generalizando el resultado de Berkson [Ber] (ver también [KW, Corollary
4.4]) que afirma que

Dado un espacio de Banach X, si para todo elemento e en Sx, Ce es
el rango de una proyeccién hermitica en X, entonces X es un espacio de
Hilbert.

CoROLARIO I1.4.2. Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:

(i) El conjunto de los elementos e en Sx tales que Ce es un L?-sumando
de X, no es raro en Sx.

(1) El conjunto de todos los elementos e en Sx tales que Ce es el rango
de una proyeccién hermitica en X no es raro en Sx.

(iii) X es un espacio de Hilbert.
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Demostracién. Sea e en Sx tal que Ce es un L?-sumando de X y denote-
mos por I1 la L2-proyeccién de X sobre Ce (||z||” = In(z)|I*+lz ~ Nz)|?
para todo z en X). Para ) en R se tiene ezp(iAll)(z) = z + (ezp(i}) —
1)I1(z) para todo 7 en X . De estos dos hechos se deduce la hermitianidad
de I1.

Por otra parte, si Ce es el rango de una proyeccién hermitica entonces
por la proposicién anterior e es un vector de reflexién isométrica en Xg,
luego el conjunto de vectores de reflexién isométrica en Xg es no raro

ralativo a Sx,, y por el Teorema I1.2.4 se concluye que X es un espacio
de Hilbert. »

El corolario que acabamos de demostrar serd mejorado en la seccién
siguiente, por supuesto a costa de introducir nuevas técnicas.

Es claro que G(Xg) contiene a G(X) y que Go(X) contiene a todas
las multiplicaciones de la identidad por nimeros complejos de médulo
uno. Esto nos permite concluir que Go(Xg) es no trivial. Asi, el proximo
resultado, es consecuencia inmediata de la Proposicién I1.4.1 y el Teorema
11.3.5.

COROLARIO 11.4.3. Supongamos que eziste una proyeccién hermitica en
X con rango unidimensional y que eziste 6 > 0 tal que T{G(z)} 2 0Bx
para todo T en Sx. Entonces X es isomorfo 6 un espacio de Hilbert.
Mds concretamente, eiste un natural n < §=2 y subespacios hilbertianos
H,, Ha,...,H, de X, dos a dos isomorfos, satisfaciendo:

(i) X = @, H;.

(i) Perai=1,2,..,ny F en G, eviste j = 1,2,...,n con F(H;) = H;.

(iti) Parei=1,2,..,n, H; es Gy-invariante.

El siguiente corolario contiene el resultado de Kalton-Wood, al que
venimos haciendo alusién a lo largo de este capitulo. Su demostracién
es similar a la que hicimos para obtener los Corolarios I1.3.6 y I1.3.7 a
partir del Teorema I1.3.5.
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CoroLaRIO I1.4.4.  Supongamos que exisie unae proyeccion hermitica
en X con rango unidimensional y que se satisface alguna de las siguientes
hipdtesis:

(i) Eziste 6 > 7 tal que 6Bx C ©5(G(z)) para todo z en Sy.

(1) Existe 6 > 0 tal que 6By C c0(G(x)) para todo T en Sx y la norma
de X es mazimal.

Entonces X es un espacio de Hilbert.

OBSERVACION 11.4.5. Para § < 75 sea p = p(d) como en la de-
mostracién de la Proposicién I1.3.11, y, para todo espacio de Hilbert
complejo H no cero, denotamos por X al espacio de Banach complejo
H x H con la norma ||(n,€)| := (|ln|” + ||€|P)*. Entonces X no es un
espacio de Hilbert, existe una proyeccién hermitica en X de rango uno,
¥, argumentando como en la demostracién de la Proposicién 11.3.11, se
comprueba que dBx C 25(G(z)) para todo z en Sy.

ILI.5 Isometrias a?ue son perturbaciones uni-

dimensionales de la identidad en espa-
cios complejos.

En esta seccién supondremos que el espacio de Banach X es COM-
PLEJO. Como ya se dej6 entrever en la introduccién al capfitulo, el tra-
bajo que realizaremos en esta seccién viene motivado, principalmente,
por el resultado de F. Cabello, Teorema 1.2.11.

Recuérdese que una proyeccién P en X se dice ser bicontractiva si
Py I — P son aplicaciones contractivas.
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LEMA I1.5.1. Ses P una proyeccién no nula en X, y a en C tal que
I+ (@ — 1)P es una isometria sobreyectiva. Entonces |a| = 1. Ademds
tenemos:

(i) P es bicontractiva siempre que o # 1.

(i) P es hermitica si el argumento de a es irracional mddulo 7.

Demostracidn. Eligiendo z en X\{0} tal que P(z)=z, se tiene que |a|=1
por ser I + (a — 1)P una isometria.

Si definimos Q := I — P se sigue que Q +aP = I + (a —1)P es
una isometrfa sobreyectiva. Para 8 en S¢, @ + BP es un elemento del
grupo GL(X) de todos los automorfismos de X, y la aplicacién de Sc en
GL(X) dada por 8+ Q + BP es un homomorfismo continuo de grupos.
En consecuencia el conjunto

G:={BeSc: Q+pPeG),

es un subgrupo cerrado de Sc que contiene a . Recuérdese que los
subgrupos cerrados de Sc son Sc y los conjuntos formados por las raices
n-ésimas de la unidad, para n en N. En cualquier caso, si suponemos
a # 1, existe n # 1 en N tal que G contiene las raices n-ésimas de la
unidad, By, ..., B Ya que £ ,5; = 0, tenemos que Q = 1T, (Q+/5iP)
es contractiva. Para comprobar que P es contractiva, téngase en cuenta
que P +@Q = @(Q + aP) es una isometrfa sobreyectiva y repitase el
argumento anterior.

Si el argumento de o es irracional médulo 7, entonces G = Sc y por
tanto I + (8 — 1)P = Q + BP es una isometria para todo 8 en G, de
donde P es hermitica. =

Los dos préximos lemas resultarin familiares ya que en la seccién
segunda de este capitulo encontramos una versién real de los mismos.

LEMA I1.5.2. Sea e un vector de perturbacidn unidimensional isométrica
de la identidad en X. Entonces existe un dnico elemento e* en X* sa-
tisfaciendo que e*(€) = 1 y con la propiedad de que si F es cualquier
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LEMA I1.5.1. Sea P una proyeccién no nula en X, y a en C tal que
I + (@ — 1)P es una isometria sobreyectiva. Entonces |a| = 1. Ademds
tenemos:

(i) P es bicontractiva siempre que a # 1.
(i) P es hermitica si el argumento de a es irracional mddulo 7.

Demostracidn. Eligiendo z en X\{0} tal que P(z)=z, se tiene que |a|=1
por ser I + (a — 1)P una isometria.

Si definimos Q := I — P se sigueque @+ aP = I+ (a—1)P es
una isometria sobreyectiva. Para 3 en S¢, Q + P es un elemento del
grupo GL(X) de todos los automorfismos de X, y la aplicacién de Sc en
GL(X) dada por 3 — Q + P es un homomorfismo continuo de grupos.
En consecuencia el conjunto

G:={B€S:Q+pPeg},

es un subgrupo cerrado de Sc que contiene a a. Recuérdese que los
subgrupos cerrados de Sc son Sc y los conjuntos formados por las raices
n-ésimas de la unidad, para n en N. En cualquier caso, si suponemos
a # 1, existe n # 1 en N tal que G contiene las raices n-ésimas de la
unidad, B4, ..., Bu. Ya que =2, 0; = 0, tenemos que Q = 231, (Q+5iP)
es contractiva. Para comprobar que P es contractiva, téngase en cuenta
que P + @Q = @(Q + oP) es una isometrfa sobreyectiva y repitase el
argumento anterior.

Si el argumento de « es irracional médulo 7, entonces G = S¢ y por
tanto I + (8 — 1)P = Q + BP es una isometria para todo 5 en G, de
donde P es hermitica. s

Los dos préximos lemas resultardn familiares ya que en la seccién
segunda de este capitulo encontramos una version real de los mismos.

LEMA I1.5.2. Sea e un vector de perturbacidn unidimensional isométrica
de la identidad en X. Entonces existe un tnico elemento e* en X* sa-
tisfaciendo que e*(e) = 1 y con la propiedad de gue : F es cualquier




58 Cap. |l. Reflexiones isométricas.

isometria sobreyectiva perturbacién unidimensional de la identidad en X
con e € (I — F)(X), entonces podemos encontrar a en Sc \ {1} tal que

F=I+(a-1)" Qe.
Ademds, el funcional €* tiene norma uno.

Demostracién. Sea F una isometria perturbacién unidimensional de la
identidad en X con e € (I — F)(X). Entonces existe h en X* \ {0} tal
que F =1 +h®e. Si h(e) =0, se tiene que ] +n(h®¢) = (I+h®e)"
es una isometria, para todo n en N, lo cual no es posible siendo h #0. Si
definimos e* := (h(e))~'h y @ := 1 + h(e), tenemos que ¢*(e) = 1 y que
F := I+(a—1)e*®e. Por el lema anterior |a| = ||¢*|| = 1. Ahora sélo nos
queda probar que el funcional e* que hemos encontradc anteriormente no
depende de F. Puesto que para cualquier subespacio finito dimensional Y’
de X que contenga a e, F restringido a Y es una isometria perturbacién
unidimensional de la identidad de Y, por el Teorema 1.5.8 existe un
producto escalar (.|.) en Y con (ele) = 1 y cuyo grupo de isometrias
sobreyectivas contiene a F, de donde e*(z) = (z|e) para todozen Y. w

LEMA 11.5.3. El conjunto de todos los vectores de perturbacidn unidi-
mensional isométrica de la identidad es norma cerrado.

Demostracién. Tomemos {e,} sucesién de vectores de perturbacién uni-
dimensional isométrica de la identidad, que convergen en rorma a un
elemento e de X. Por el lema anterior para cada n en N existen o, en
Sc\ {1} y €, en Sx- tal que e}(es) = 1 y I + (an — 1)€;, ® €y €5 una
isometria sobreyectiva. Puesto que {8 € Sc: I + (8 — lje;, ® e, € G}
es un subgrupo cerrado de Sc podemos suponer que |on — 1| > 1 para
todo n en N. El resto de la demostracién es andloga a la del Lema
I1.2.3. Sea (a,e*) un valor de adherencia de la sucesién (op,e;) en
Sc X (Bxe,w*). Si denotamos por n la topologia de la norra en X
entonces la aylicacién (z,9) — g(z) de (Sx,n) x (Bx-,w*) a C es con-
tinua, luego e’ (€) es un valor de adherencia en C de la sucesién {ej,(en)},
que es constantemente igual a 1, de donde e*(e) = 1. Por otra parte, para
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cada 7 en X, T + (@ — 1)e*(z)e es un valor de adherencia de la sucesion
{z+(em—1)e(z)en} enla topologia n, y en consecuencia [+ (a—1)e*®e
es una isometria. Al ser a # 1y €* # 0, se sigue que € s U vector de
perturbacién unidimensional isométrica de la identidad. =

El siguiente lema supone ya una novedad en las técnicas que necesi-
tamos para la demostracién del resultado que perseguimos.

LEMA I1.5.4. Para H espacio de Hilbert complejo, e € Sp y @ #1en
Sc, sea Q) el subconjunto abierto no vacio de Sy dado por

Q= {z € Sn : |(el2) > (ie(—“?)—*—l)}

Entonces existen funciones continuas 7 : Q> Scyz:0— Sy satisfa-
ciendo z(e) =e y

e + (a — 1)(e|z(2))z(2) = 1(2)z Vz € 0.

Demostracion. Sea A €]0, [ tal que a = exp(2i)) (de donde &L‘,'H—l =

|cos A|). Entonces la aplicacién

~ezp(ir)(ely) . —
Yy P_——|(€|y)l2 [cos,\+t\/ma|y)| co ,\]

de 2 en Sc es continua. Ademds, Sce est4 contenido er (2 y, para y =
pe € Sce tenemos que v(y)y = afiy = ce. Como consecuencia, se
tiene que (e|y(y)y) # 1, ya que, en caso contrario, de la desigualdad de
Cauchy-Schawarz se llegaria a que a = 1.

Ahora la aplicacién continua

(elv(y)y —e)
(el (¥)y — e)lllv(w)y —ell

de Q en Sy satisface z(e) = e. Para obtener que

e+ (a — 1)(elz(y))z(y) = 1(¥)y VW €N

T:y— (v(¥)y —€)
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basta tener en cuenta la siguiente igualdad

(e-1)(e(wy—e) =1y -el* Ve,

que probamos a continuacién. De la propia definicién de vy se tiene:

TNely) = ep(=in) [cos s — iy [P - cos'A | 21)

)(e) = ezplid) [cos A + iV fel)P - oos?h | (22)
Para y en {) se sigue que
(o= )(elv(w)y - €) = )y —ell”
si y sélo si
oy(y)(ely) - YW)(ely) — o +1 =2 - 1(y)(yle) = Y@)(ely),
igualdad que es cierta por (2.1), (2.2) y ser a = exp(2i)). »
El resultado que perseguimos reza como sigue.

TEOREMA 11.5.5. Sea P el subconjunto de Sx formado por los vectores
de perturbacién unidimensional isométrica de la identidad. Si P no es
raro en Sx entonces X es un espacio de Hilbert.

Demostracidn. En virtud del Lema I1.5.3 y la no rareza de P, se tiene que
P tiene interior no vacfo en Sx. Una simplificacién de la demostracién
del Lema I1.5.3 muestra que, para 3 en Sc \ {1}, el siguiente conjunto es
norma cerrado en Sx

Ps:={e€Sx: Je' € Sx-/e*(e)=1,1+ (8- 1)’ ®e€G}.

Dado é en Sc \ {1} con argumento irracional médulo 7, del Lema I1.5.1,
se deduce que P; C P para todo 3 en Sc \ {1}. Asi, si llamamos

Q:= {6 € Sc\ {1} : argumento de ¢ racional médulo 7},

TR e O e SRR AT T P T ) T o A NPT~ O
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se tiene que P = | b QP.;. Del teorema de Baire, se sigue la existencia de
un § en Q tal que P; tiene interior no vacio en Sy (sea W). Fijemos e en
W. Concluiremos la demostracién probando que todo subespacio finito
dimensional de X que contenga a e es un espacio de Hilbert. Sea M
un tal subespacio. Por el Teorema de Auerbach 1.5.8 existe un producto
escalar (.|.) en dicho subespacio que es G(M)-invariante, con (ele) =
1. Denotemos por |.| la norma que deriva de dicho producto escalar y
consideremos el espacio de Hilbert H := (M, |.|) y el homeomorfismo
h:ym— I{T de Sp sobre Sy. Para el espacio de Hilbert H, y para los
elementos § en Sc \ {1} y e en Sy presentados anteriormente, sean el
subconjunto no vacio de Sy y 7y y z las funciones continuas de Q a Scy
a Sy, respectivamente, dados por el lema anterior. Entonces el conjunto
L:={y € Su : h(y) € Q,h ' (z(h(y))) € W} es abierto en Sy y no
vacio (e € L). Sea y en L. Ya que W esté contenido en Ps, existe una
isometrfa perturbacién unidimensional de la identidad en X de manera
que z(h(y)) es un vector propio para dicha isometria con valor propio 4.
Esta isometria sobreyectiva puede ser vista como isometria sobreyectiva,
en M, que denotaremos por F,. Dado que F, es tambien una isometria
sobreyectiva en H y z(h(y)) pertenece a Sh, se sigue que F, no es mas
que la aplicacién dada por

2+ 2+ (0 = 1)(2|z(h(y)))z(h(y))

de M a M. Por las propiedades de las funciones 7Yy z en el Lema I1.5.4

se tiene que
Fy(e) = y(h(y))h(y),

asf h(y) = y (ya que F} es una isometria en M), de donde

W?I)Fv(e) =Y.

Al ser y arbitrario en L, tenemos L C G(M)(e), luego G(M)(e) tiene
interior no vacio en Su, y en consecuencia, por el Teorema 1.1.7, M es
transitivo. Esto implica que la norma de H coincide con la de M en
todos los puntos de Sy, y por tanto ambas normas son iguales, y M es
un espacio de Hilbert. »
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Notemos que el anterior teorema generaliza el resultado obtenido por
F. Cabello, Teorema 1.2.11. Igualmente, a partir de él, también se reen-
cuentra el Corolario I1.4.2, asf como las consecuencias del mismo, como
por ejemplo el ya citado resultado de Berkson.

Terminamos el capitulo con dos notas. En la primera de ellas mos-
tramos dos contraejemplos prometidos.

Nora 11.5.6. Sea e en Sy, y consideremos las siguientes condiciones:
(i) Ce es el rango de una proyeccién hermitica en X.
(i) e es un vector de reflexién isométrica en X.

(iii) e es un vector de perturbacién unidimensional isométrica de la iden-
tidad en X.

Entonces sabemos que i) = i) => ii), pero las implicaciones reciprocas
no son ciertas. Consideremos el espacio de Banach X := €2 con la norma

del méximo
“(/\r f-‘)” = ma‘x{"\f! I)ul}

y tomemos e := (1,1). Sie* es el funcional en X dado por e*(), p) :=
"—;’i, es de comprobacién inmediata ver que F' := I — 2¢* ® e es una
reflexién isométrica en X con F(e) = —e, luego e es un vector de reflexién
isométricaen X. Sin embargo, Ce no puede ser el rango de una proyeccién
hermitica en X ya que, en caso contrario, por el Lema II.5.2, se tendria
lz + (8 — 1)e*(z)e|| = ||z|| para todo B en Sc y z en X, lo cual no es
cierto para § =i y z = (0,1). Tomemos ahora como espacio de Banach
X := 2 con la norma

1A )1l := max{|Al, ], |( + 1)A = apsf}

donde & := exp(%*), y elijamos e := (1,a). Si denotamos por e* el
3

funcional en X dado por e*(A, ) := &2, entonces el operador

a—-

I+(a-1)e* Qe
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es una isometria perturbacién unidimensional de la identidad en X, y
por lo tanto e es un vector de perturbacién unidimensional isométrica de
la identidad. Si e fuese un vector de reflexién isométrica en X, de nuevo
por el Lema I1.5.2, se tendria que ||z — 2¢*(z)e|| = ||z|| para todo z en
X, lo que no es cierto para z = (0,1 — @).

Nora I1.5.7 . Las técnicas que hemos utilizado en el ambiente com-
plejo para demostrar el Teorema I1.5.5 pueden ser aplicadas con notables
simplificaciones en el caso real para conseguir una nueva demostracién
del Teorema I1.2.4. Esta nueva demostraci6n, cuyos detalles dejamos al
lector interesado, es completamente independiente de los resultados del
articulo de Skorik-Zaidenberg [SZ|.
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Capitulo III

Transitividad de la norma en
espacios de Banach con una
estructura algebraica anadida.




Cap. |ll. Transitividad de la norma y estructuras algebraicas.

III.1 Introduccién al Capitulo 3.

A lo largo de este capitulo estudiaremos las propiedades que se derivan
de la coincidencia, en un espacio de Banach X, de una conveniente es-
tructura algebraica y de las caracterfsticas analfticas que aportan a la
geometria de su bola unidad los diferentes tipos de transitividad de su
norma. De este modo en las secciones segunda y tercera, introducire-
mos el concepto de elemento que “actia como unidad” en un espacio de
Banach X. Este concepto lo utilizaremos para obtener caracterizaciones
multiplicativas de los espacios de Hilbert, que en el caso complejo se
derivan del teorema de Bohnenblust-Karlin, mientras que en el caso real
hacen uso del Teorema I1.2.4. Como consecuencia de estos resultados
obtendremos que R, C y H (el 4lgebra absolutamente valuada de los cua-
ternios de Halminton) son las unicas 4lgebras de Banach reales unitales
con normas casi-transitivas.

Como ya se puso de manifiesto en el capitulo introductorio de esta
memoria, una gran parte de la literatura que trata de condiciones de tran-
sitividad de la norma centra su atencién en el estudio de tales condiciones
en los espacios de Banach CX(L) y L¥(u). Estos espacios de Banach
clasicos tienen hoy una més amplia comprensién en el ambiente de las
C*-élgebras (o incluso en el contexto més general de los J B*-triples) y en
el de las JB-4lgebras. En efecto, los espacios Cfj(L) no son otra cosa que
las C*-4lgebras conmutativas y los espacios L (u) son precisamente los
preduales de las W*-dlgebras conmutativas. Andlogamente, los espacios
C®(L) y L®(u) coinciden con las J B-dlgebras asociativas y los preduales
de las JBW-4lgebras asociativas, respectivamente. Motivados por estas
ideas, en las restantes secciones estudiaremos condiciones de transitivi-
dad en las normas de los JB*-triples y las JB-4lgebras, asi como en los
preduales de los mismos. Plantearemos algunos problemas, a la vez que
se extenderén resultados ya conocidos, entre los que figuran los Teoremas
L.1.5, 1.1.6, 1.2.5 y 1.4.4. Por ejemplo, la Conjetura de Wood 1.3.3 pasa
a ser un caso particular de otro problema més ambicioso, a saber, ;es
todo JB*-triple transitivo un espacio de Hilbert? (ver Problema 111.4.1),
y el resultado ya comentado de que L se reduce a un punto si C3(L)
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es casi-transitivo se seguird del hecho méds general de que R es la tnica
J B-élgebra casi-transitiva (Corolario I11.7.4).

En las secciones 4 y 5, se tratardn las condiciones de transitividad de
la norma en JB*-triples asf como en los preduales de los JBW*-triples.
Como ya se coment6 en el capitulo introductorio de esta memoria, el
primer tabajo en este terreno se debe a S. K. Tarasov (Corolario 1.1.6),
quien demuestra que el Problema de Banach-Mazur 1.1.2 tiene respuesta
afirmativa en la clase de los JB*-triples. Reencontraremos este resultado
y se probaré que tal problema también tiene respuesta afirmativa en la
clase de los preduales de los JBW*-triples (Corolario II1.4.5). También
demostraremos que, si X es el predual de un JBW*-triple, y bien el con-
junto de los puntos extremos de Bx no es raro en Sx, o bien By tiene
algin punto extremo y X es convexo-transitivo, entonces X es un espa-
cio de Hilbert (Teorema II1.5.4 y Corolario II1.5.2). Como consecuencia
de estos resultados obtendremos una generalizacién del ya comentado
teorema de Tarasov, mostrando que el Problema de Banach-Mazur 1.1.2
tiene respuesta afirmativa en la clase de las extensiones no asociativas de
los L,-preduales complejos (a saber, la clase de los espacios de Banach
cuyos duales son preduales de JBW *-triples).

Ni que decir tiene que todos los resv!tados obtenidos para JB*-triples
se aplican a las C*-dlgebras, con la ventaja adicional de que C es la
unica C*-4lgebra que es espacio de Hilbert. No obstante, las C*-dlgebras
poseen su propia filosoffa (debida principalmente a su estructura de or-
den), y, con tal filosofia las condiciones de transitividad de la norma
obtienen formulaciones especialmente bellas. Asi, en la seccién sexta
se caracterizardn la casi-transitividad (Proposicién II1.6.2) y la convexo-
transitividad (Teorema II1.6.4) de la norma de éstas, resultados éstos que
extienden los andlogos para C*-ilgebras conmutativas, Teoremas 1.1.5
y 1.4.4. También demostraremos que el dlgebra de Calkin es convexo-
transitiva, hecho que representa el primer ejemplo de una C*-ilgebra
convexo-transitiva no conmutativa que aparece en la literatura.

Finalmente, en la iltima seccién probaremos que, si X es una JB-
dlgebra, y si X tiene predual convexo-transitivo o si la norma de X
es convexo-transitiva, entonces X es asociativa (Proposicién III.7.2 y
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Teorema I11.7.4). Ahora, junto con el Teorema 1.2.5, obtenemos que R
es la tinica JB-4lgebra casi-transitiva (Corolario I11.7.4).

IIL2 No rareza del conjunto de puntos que
actiian como unidad en espacios de
Banach complejos.

Un 4lgebra normada se diré ser unital si tiene unidad 1y [|1]| = 1.
En un espacio de Banach X sobre K, un elemento e se dice que actia
como unidad en X si existe un dlgebra de Banach unital A sobre K
y una isometrfa lineal (no necesariamente sobreyectiva) ¢ de X en A
tal que ¢(e) = 1. No se supone que el dlgebra A sea asociativa, pero,
realmente esta algebra se puede elegir con esta propiedad adicional. Para
ello basta reemplazar A por el lgebra L(A) de todos los operadores li-
neales acotados en A, y ¢ por la isometria lineal £ — Ly(z) de X en L(A),
donde, para a en A, L, denota el operador de multiplicacién izquierda
por a en A. Obviamente, si dado e € Sy, existe un producto en X para
el que e es su unidad, entonces e actia como unidad. Mostraremos que el
reciproco no es cierto por medio de sendos ejemplos (ver Ejemplos II1.2.5
y 111.3.5 para el case complejo y real, respectivamente).

LeMA I11.2.1. El conjunto U de todos los elementos de un espacio de
Banach X que actian como unidad en X es norma cerrado.

Demostracién. Sea {e,} una sucesién en U que converge en norma a
un elemento e de X. Para cada n en N, existe un algebra de Banach
unital A, y una isometria lineal ¢n de X en A, tal que ¢n(en) = 1n,
donde 1, es la unidad de A,,. Tomemos vn ultrafiltro U en N que refine
¢l filtro de Fréchet, y considérese el glgebra de Banach (An)u, 8 decir, el
ultraproducto de la familia de espacios de Banach {An:ne€ N} relativo
a U, visto como dlgebra de Banach con el producto dado por (Gn)(bn) ==
(Gnbs). Claramente (An)u es unitel (con unidad (1,)). Entonces la
aplicacién ¢ : z — (¢n(z)) de X en (An)u es una isometria lineal de X

en (An)u con ¢(e) = (1p). =
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Un vértice de un espacio de Banach X es un elemento en X de norma
uno que no es punto de suavidad para ningin subespacio de dimensién
dos que lo contenga. Por el teorema de Hanh-Banach, esta definicién
puede ser equivalentemente reformulada como sigue. Para un espacic
de Banach X y un elemento de norma uno u en X, denotaremos por
D(X,u) o simplemente por D(u) al conjunto de los estados de u,

{f € Sx-: f(u) =1}.

Entonces u es un vértice de X siy s6lo si D(u) separa los puntos de X (es
decir, para z € X \ {0} existe f € D(u) tal que f(z) # 0). Recuérdese
que del teorema de Bohnenblust-Karlin [BK] se desprende que la unidad
de un 4lgebra de Banach compleja A es un vértice de B4. Como quiera
que la propiedad de vértice es claramente hereditaria, se sigue que, en un
espacio de Banach complejo X, todo elemento que actde como unidad
en X es un vértice de X.

TEOREMA 111.2.2. Sea X un espacio de Banach complejo. Supongamos
que el conjunto de elementos de X aue achian como unidad en X es no
raro en Sx. Entonces X =C.

Demostracién. Si denotamos por U el conjunto de elementos de X que
actian como unidad en X del lema anterior se sigue que U tiene interior
no vacio en Sx. Tomemos € en el interior de U y para z en X, denotemos
por M el subespacio engendrado por z y e. Del teorema de Mazur, se
sigue que M es suave en un cierto v en Sy NU. Como v es un vértice
de M, se tiene que z € Ce, de donde X =Ce. =

COROLARIO 111.2.3.  Si X es un espacio de Banach complzejo casi-
transitivo y existe un elemento en X que actia como unidad en X, en-
tonces X =C.

Una consecuencia totalmente inocente del corolario anterior es que C
es la unica dlgebra de Banach compleja unital casi-transitiva.
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En realidad este hecho puede ser refinado, como recogemos en la
siguiente proposicién. Recuérdese que dados dos espacios de Banach X
e Y, la distancia de Banach-Mazur entre ellos viene dada por

d(X,Y) := inf{||@||l¢™"|| : ¢ isomorfismo de X en Y}.

PROPOSICION 111.2.4. Eziste una constante universal C > 1 tal que,
para todo espacio de Banach complejo casi-transitivo X con dimensidn
mayor o igual que dos, y para todo subespacio M de cualquier dlgebra
de Banach compleja unital A gue contenga la unidad de A, se tiene que
d(X,M) > C, donde d(.,.) es la distancia de Banach-Mazur.

Demostracidn. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces,
para cada n en N, podemos elegir un espacio de Banach complejo casi-
transitivo X, de dimensién mayor o igual que dos y un dlgebra de Banach
compleja unital A, junto con una aplicacién lineal bicontinua inyectiva
b : Xn = A, satisfaciendo que 1, € $5(X,) (donde 1, es la unidad de
An), lgall =1, ¥ |¢a~"| £ 1+ . Tomemos un ultrafiltro U en N que
refine el filtro de Fréchet y consideremos la aplicacién ¢ : (z,) = (#a(Zn))
del espacio de Banach complejo (X, )y en el 4lgebra de Banach compleja
unital (A,)y. De la propia definicién de ¢, se deduce que es una isometria
lineal con 1 € ¢((X,)y), donde 1 := (1,) es la unidad de (An)y. Por
otra perte, al ser X, espacio de Banach casi-transitivo para todo n en N
se tiene que (X,)y es transitivo por la Proposicién 1.3.1. Del corolario
anterior, se sigue que (X )y es de dimensién uno. Pero esto no es posible
ya que, para cada n en N podemos elegir elementos de norma uno up, vs
en Xp con ||u, + Cugl] 2 1, luego (un), (vn) son elementes de norma uno
en (X,)u con [|(un) +Clva)|| 2> 1. @

Terminamos la seccién mostrando un espacio de Banach complejo
X y un elemento en él que actda como unidad y no es unidad para
ningtn producto en X de norma uno. Recordamos que, dado un espacio
de Banach X y u en Sy, el rango numérico de un elemento z de X
relativo a u, V(X, u, z), se define por la igualdad

V(X,u,z) = {f(z): f € D(X,u)}.
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El indice numérico de X relativo a u, n(X, u), viene dado por

n(X,u) := Inf {Sup {|A| : X € V(X,u,2)} : z € Sx}.

Si X es complejo, notamos H(X,u) := {z € X : V(X, u,z) C R}. Recor-
damos también que una V-4lgebra es un 4lgebra de Banach compleja
unital A satisfaciendo A = H(A,1) +iH(A,1).

EjempLO I11.2.5. Primero probamos la existencia de subespacios ce-
rrados M -invariantes de CS(K), para algin compacto K, conteniendo
la unidad 1 de CS(K) y tal que, como espacios de Banach puntea-
dos, (M, 1) no puede ser de la forma (C°(K’), 1), para ningin K’ com-
pacto. Tomemos el siguiente subespacio del espacio complejo £, M :=
Lin{(1,1,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,-1)}. Si (M,1) fuese de la forma
(Ct(K"),1), con K' compacto, entonces (M, (1,1,1,1)) = (&,,(1,1,1))
como espacios de Banach punteados. Pero ello es imposible pues las
isometrias conservan el rango numérico, y V (M, (1,1,1,1), (1, ~1,i, —i))
es un cuadrado mientras que V (£, (1,1,1),z) es un triéngulo (posible-
mente degenerado) cualquiera que sea z en B

Claramente (1,1,1,1) actiia como unidad en M. Supongamos que
existe un producto de norma uno en M para el cual (1,1,1, 1) sea unidad.
Entonces M, con ese producto, es una V-dlgebra (puesto que M es *-
invariante en £,). Como quiera que n(M, (1,1,1,1)), vale uno (ya que
n(fi,(1,1,1,1)) = 1), por [R1, Corollary 32], M es asociativa y con-
mutativa. Por el teorema de Vidav-Palmer [BD, Theorem 38.14] y el
teorema conmutativo de Gelfand-Naimark [Di, Théoréme 1.4.1], M es de
la forma C<(K"), en contradiccién con lo probado en el parrafo anterior.
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III.3 No rareza del conjunto de puntos que
actian coino unidad en espacios de
Banach reales.

En la seccién anterior hemos visto cémo la abundancia de puntos que
actiian como unidad en un espacio de Banach complejo es muy restrictiva.
Afortunadamente, en el caso real esta limitacién no es tan fuerte, lo que
nos va a permitir obtener caracterizaciones multiplicativas de los espacios
de Hilbert reales. La geometria de las 4lgebras de Banach unitales en sus
unidades es muy peculiar y todo espacio de Hilbert real posee dicha
peculiaridad en todo elemento de norma uno, a saber: todo elemento de
norma uno de un espacio de Hilbert real H puede verse como unidad
para conveniente producto (no-asociativo) que hace de H un 4lgebra
de Banach unital (ver [R5, Observation 1.3]). Efectivamente, para e
en Sy considérese la aplicacién bilineal F de H x H en H dada por
F(z,y) := (z|e)y + (y|e)z — (z|y)e. Dicha aplicacién bilineal tiene norma
uno y satisface que F(z,e) = F(e,z) = z para todo z en H. Por lo tanto
si en H definimos el producto de dos elementos z,y como zoy := F(z,y),
se tiene que (H, o) es un algebra de Banach unital con unidad e.

Ellema que presentamos a continuacién es imprescindible para derivar
el principal resultado de esta seccién del Teorema 11.2.4. En su demos-
traciéon haremos uso de la siguiente consecuencia del teorema de Sinclair
[BD, Corollary 26.6] recogida en [R3, Lemma 2.2 iii)]: Sea A un dlgebra
de Banach real unital y sea E el subespacio cerrado de todos los elementos
T de A cue satisfacen V (A, 1,z) = {0}. Entonces ||\1+z|? = X2 + ||z|?
para todox € Ey A €R.

LEMA II1.3.1. Si e actia como unidad en un espacio de Banach real
X, y 8i X es suave en e, entonces Re es un L%-sumando de X.

Demostracién. Consideremos A 4lgebra de Banach real unital y ¢ iso-
metria lineal de X en A con ¢(e) = 1y sea f el uinico elemento de X* tal
que ||f|| = f(e) = 1. Entonces para todo g en A* con ||g|| = g(1) = 1,
tenemos que ||g o @|| = go @(e) =1, de donde go ¢ = f. Se sigue que,
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para todo z en Ker(f), V(A,1,4(z)) = {0}. Como para Aen R, y a en
A con rango numérico cero, se tiene

1AL+ afl* = A + llall’,
concluimos que para A en Ry z en Ker(f)
e+ 2 = l60e + )| = A1+ 9(@)[* = 2+ [(@)]I* = X+ |z o

Para e en Sx y z en X, la funcién a — ||e+az|| de R en R es convexa,
y por lo tanto el limite

-1
T(E,I) . [Eg]-* ﬂf_f%’i___
a

tiene sentido, y se tiene

|| -1
(e, 1) := inf{uitc-gﬂ«—— ca € n*}.

Se dice que la norma de un espacio de Banach X es fuertemente sub-
diferenciable en un punto e de Sx si

e+azl|l-1
rlez) = li Jer o2
a—»

uniformemente para z en Zx.

TEOREMA 111.3.2.  Supongamos que el conjuntc U de todos los ele-
mentos de un espacio de Banach real X que actian como unidad en X
es no raro en Sx. Entonces X es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Para e en U, tomemos un dlgebra de Banach real unital
A y una isometria ¢ de X en A tal que #(e) = 1. Como se pone de
manifiesto en la demostracién de [R5, Claim 5.8], las pruebas de [MMPR,
Proposition 4.5] y [AOPR, Theorem 5.1] muestran que la unidad de un
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dlgebra de Banach es un punto de subdiferenciabilidad fuerte de la norma.
Més concretamente, para todo nimero positivo €, tenemos

1+aaf -1
a1 —r(l,0) <¢

siempre que a estd en B4 y 0 < & < min{§, 1}. Utilizando que ¢ es una
isometria se llega a

lle+az| -1

= -7(e,z) <€

para todo = en By y para todo e con 0 < o < min{§, %} Ahora, para
demostrar que X es suave en todo punto interior de U, seguiremos la
linea del argumento que dan C. Franchetti y R. Pay4 en la demostracién
de [FP, Proposition 4.1). Como hemos probado, la convergencia

lle + az|| — 1 a0t
a

(e,z)

es uniforme cuando (e,.) € U x By, luego la funcién (e, z) ~ 7(e, z) de
U x Bx a R es continua, y por consiguiente, si fijamos un elemento no
cero z en X, la aplicacién ¢ — 7(e,z) de U en R es continua. Es claro
que X es suave en un punto z € Sx si y sélo si cualquier subespacio

dos-dimensional de X que couterga a z, es suave en z. Sea e en [OI y
M subespacio de X . dimensién dos que contenga a e. El conjunto

Mn [} es abierto en 5,, y contiene a e, luego por el teorema de Mazur,

existe {e,} sucesién de puntos de MN f‘j’ que converge a e y tal que M es
suave en e, para todo n en N. Entonces, para todo y en M, se tiene que
{7(en, y)} converge a 7(e,y). Alser M suave en ey, 7€, —y) = —7(€n, )
para todo n en N y todo y en M. Se sigue que 7(e, —y) = —7(e,y) para
todo y en M, de donde M es suave en e. Aplicando el lema anterior y el
Teorema 11.2.4, se concluye que X es un espacio de Hilbert. w

Un consecuencia inmediata del teorema anterior, es el siguiente coro-
lario.
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CoRroLARIO IT1.3.3.  Supongamos que M es un subespacio cerrado
casi-transitivo de un dlgebra de Banach real unital A que contenga la
unidad de A. Entonces M es un espacio de Hilbert.

Nétese que la hipdtesis sobre la casi-transitividad de la norma del
subespacio no se puede relajar a convexo-transitividad. Basta recor-
dar que, como se vi6 en los Ejemplos 1.4.7, el dlgebra de Banach de las
funciones continuas real valuadas en el conjunto de Cantor es convexo-
transitiva y obviamente posee unidz4. Sea A un 4lgebra de Banach real
unital (no necesariamente asociativa) casi-transitiva. Se desprende del
corolario anterior que la norma de A deriva de un producto escalar (.|.),
y por tanto la estructura de A estd dada por [R2, Theorem 27]. En
particular, para z,y en A, tenemos

%(zy +yz) = (z|1)y + (y1)z - (z|y)1

donde 1 denota la unidad de A. Asi, A es un dlgebra cuadrética (es de-
cir, para todo z € A se tiene que z° = a1+ Bz para convenientes o, § € R)
y todo elemento no nulo = de A tiene un inverso en la subélgebra (aso-
ciativa) de A generada por z. En consecuencia, aplicando el teorema de
Frobenius-Zorn [EHHK, pag. 229 y 262], obtenemos que, si .A es alter-
nativa (es decir, para todo z,y € A se tiene z(zy) = 2%y, (zy) = zy?),
entonces A es isométricamente isomorfa a R, C, H u O (el 4lgebra abso-
lutamente valuada d= los octoniones reales). Esto extiende un resultado
de L. Ingelstam en [.2]. En ambiente asociativo se sigue como corolario
el resultado de L. Ingelstam en [I.1] segiin el cual las tinicas dlgebras de
Banach reales asociativas unitales cuya norma procede de un producto
interior son R, Cy HL

NoTa II1.3.4. Para un elemento e de norma uno en un espacio de Ba-
nach real X, estudiamos ahora algunas propiedades que van desde el ser
unidad en X hasta el actuar como unidad en X, a saber:

(i) Existe una aplicacién bilineal de norma uno f : X x X = X
satisfaciendo f(e,z) = f(z,e) = z para todo z en X.
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(i) m(X,e) = 1, donde m(X,e) es el infimo del conjunto de nimeros
||| donde f se mueve en el conjunto de aquellas aplicaciones bili-
neales continuas de X x X — X que satisfacen f(e,z) = f(z,e) ==z
para todo z en X.

(iif) sm(X,e) = 1, donde sm(X,e) es el infimo del conjunto de nimeros
de Ia forma max{]|f||, 1+ |  I|,, 1+ | R/ I||} donde f pertenece
al conjunto de las aplicaciones bilineales continuas de X x X — X
(I denota el operador identidad en X, L! y R! denotan los opera-
dores en X dados por z — f(e,z) y = f(z,¢), respectivamente).

(iv) e actiia como unidad en X.

Es claro que i) = i) = 4ii). Veamos que i) => iv). Tomemos
para cada n € N, una aplicacién bilineal continua f, de X x X — X que
satisface, || fall < 1+3, |[L{-1|| < 2y ||R{-1|| < L. Seaid un ultrafiltro
que refine el filtro de Frechet y consideremos la ultrapotencia Xy de X
segin este ultrafiltro. La aplicacién bilineal (f,) de Xy x Xy — Xy
dada por (fn){(Zn), (¥a)) = (fn(Zn,¥n)) es un producto en Xy de norma
uno que tiene al elemento € como unidad, llegando de este modo a que e
actia como unidad en X.

Se sigue del teorema anterior que si, para e en Sx, P. denota alguna
de las condiciones 1), i7) o iii), y si el conjunto {e € Sx : e satisface P,}
es no raro en Sy, entonces X es un espacio de Hilbert.

Por otra parte, la informacién dada en el Teorema, II1.3.2 contiene de
manera estricta la proporcionada en la nota anterior ya que, en general,
la condicién iv) en dicha nota no implica la i:z). Para convencernos,
basta considerar el signiente ejemplo.

EJEMPLO II1.3.5. Para un espacio de Hilbert real H no cero, definamos
el subespacio de L(H), dadopor Y := {T'€ L(H) : T* = -T},ysea E
el subespacio cerrado de L(H) dado por E := Re@ Y, donde e denota el
operador identidad en H. Entonces para Aen Ry T en E, tenemos

e +TI* = |[Re + T)*(Ae + T)|| = |\ ~ T%} = X* + T
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luego E contiene a Re como L?-sumando y por tanto E es suave en
e. Claramente e actiia como unidad en E. Cuando la dimensién de H
es mayor o igual que cuatro, podemos elegir cuatro elementos distintos
de H dos a dos ortogonales z,¥, 2,1, con lo que la expansién lineal de
{z@y-y®z,28t—1t® 2z} en L(H) es una copia de £, contenida en
E. En consecuencia, sm(E, e) no puede valer uno, ya que si este fuese el
caso se tendria que E es un espacio de Hilbert (ver [R5, Theorem 2.5]:
Un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert si (y s6lo si) para algin
elemento de norma uno e en X, X es suaveeney sm(X,e) = L.).

[I1.4 Condiciones de transitividad de la
norma en JB*-triples: primeras ob-
servaciomes y comentarios.

Un espacio de Banach complejo X es un JB*-triple si estd equipado
con un triple producto continuo {...} que es conjugado lineal en la vari-
able central, lineal y simétrico en las variables extremas, y satisface las
siguientes condiciones:

() D(a,b)D(z,y) - D(z,y)D(a,b)=D(D(a,b)(z}y) — D(z, Db, a)(y)
para todo a,b,z,y en X, donde el operador D(a,b) : X = X estd
definido por D(a,b)(z) := {abz} para todo  en X.

(i) Para todo z en X, D(z, x) es hermitico con espectro no negativo y
satisface || D(z, z)|| = lz|*.

Los J B*-triples fueron introducidos por W. Kaup [K1], y son de gran
interés en el Anslisis complejo ya que su bola unidad abierta es un do-
minio simétrico acotado, y tode dominio simétrico acotado de un espacio
de Banach complejo es biholomérficamente equivalente a la bola unidad
abierta de un cierto JB*-triple [K2]. Todo espacio de Hilbert complejo
es un JB*-triple, cuyo triple producto viene dado por

(zyz} = 5@z + (e)2)
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Ahora, es razonable plantearse el siguiente problema.

PROBLEMA I11.4.1. §i X es un JB*-iriple transitivo, jes X un espacio
de Hilbert?.

Nétese que el espacio de Banach Cg(L), para L espacio topoldgico
Hausdorff localmente compacto, con el producto {zyz} := }(zy*z+2y°z)
para z,y,z en C§(L), es un JB*-triple, donde y*(s) = y(s) para sen L
(en realidad, toda C*-4igebra es un JB*-triple con el producto dado an-
teriormente). Por lo tanto, una respuesta afirmativa al problema anterior
llevaria consigo la resolucién de la Conjetura de Wood 1.3.3.

Cuando un JB*-triple posee un predual completo recibe el nombre
de JBW*-triple. Si este es el caso, tal predual es tinico [BT] en el més
fuerte sentido de la palabra: dos preduales de un JBW*-triple X, vistos
canénicamente como subespacios de X*, son el mismo.

La clase de los JBW*-triples es bastante amplia, por ejemplo, el bi-
dual de todo JB*-triple X es un JBW*-triple bajo cierto triple producto
que extiende el producte dado en X (ver [D]). El hecho de que todo
espacio de Hilbert complejo es el predual de un JBW*-triple, invita a
considerar la siguiente cuestién.

CuesTION 111.4.2.  Si X es el predual de un JBW*-triple, y si la
norma de X es transitiva, jes X un espacio de Hilbert?.

Contrariamente a lo que ocurre con el Problema III.4.1 que permanece
abierto, es conocido que sin hipétesis adicionales la respuesta a la cuestién
anterior es negativa. Para ello basta recordar el Ejemplo 1.1.3 y observar
que, dado (T, ) espacio de medida, el espacio de Banach Lo (T, 1) dotado
del producto {zyz} := i(zy’z + 2y*z) para z,y,z en Ly (L, p) donde
y*(s) := y(s) para todo s en T, es un JB*-triple, cuyo predual L,(T’, y)
tiene norma transitiva.

El siguiente lema es una herramienta comin para probar respuestas
parciales afirmativas tanto al Problema II1.4.1 como a la Cuestién 111.4.2.
Dicho lema probade por S. K. Tarasov (ver [Ta]) admite también una
demostracién similar a la dada en [R4, Lemma 1].
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LEMA I11.4.3. Ses X un JB*-triple tal que para todo  en X se tiene
{zzz} = ||z||*z. Entonces X es un espacio de Hilbert.

Como ya se dijo en el primer capitulo (Seccién 1), el Problema de
Banach-Mazur 1.1.2 tiene respuesta afirmativa en ciertas clases de espa-
cios de Banach, en las que los miembros suaves son espacios de Hilbert.
Se vié que si L es un espacio topolégico localmente compacto Hausdorff
y si C§(L) es suave, entonces L se reduce a un punto. Por otra parte,
si X es un JB*-triple, para e en Sy, el menor subtriple cerrado de X
que contiene a e es isométricamente isomorfo a un JB*-triple de la forma
C§ (L) para conveniente L espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff [K1]. Luego si suponemos que un JB"*-triple X es suave, se tiene
que toao elemento e en Sy es un tripotente (es decir, {eee} = e), y
por tanto la igualdad {zzz} = ||z||*z es cierta para todo z en X. Del
lema anterior, se concluye que X es un espacio de Hilbert. De este modo
obtenemos que el problema de Banach-Mazur tiene respuesta afirmativa
en la clase de los JB*-triples. Reencontramos de este modo el resultado
ya observado por S. K. Tarasov, Corolario 1.1.6 de esta memoria.

Ahora supongamos que X es el predual de un JBW?*-triple. Dado
un elemento e en Sy, entre los elementos de D(X, e) podemos encontrar
tripotentes de X* (por ejemplo el conocido por el nombre de soporte
de ¢ [FR, p.75]). Se sigue que si X es suave, todo elemento de Sx- que
alcance su norma es un tripotente. Por el teorema de Bishop-Phelps,
los tripotentes son norma-densos en Sx.. Pero es completamente obvio
comprobar que el conjunto de los tripotentes de un JB*-triple es rorma
cerrado y por lo tanto tendriamos que todo elemento de Sx- es tripo-
tente. Asi, segiin el Lema II1.4.3, esto s6lo ocurre si X* es un espacio
de Hilbert. Recogemos en la siguiente proposicién esta nueva caracteri-
zacién geoméirica de los espacios de Hilbert complejos en la clase de los
preduales de los JBW*-triples.

PROPOSICION 111.4.4. Sea X el predual de un JBW*-iriple. 8i X es
suave, entonces X es un espacio de Hilbert.

Esta proposicién proporciona la siguiente respuesta parcial conjunta
al Problema de Banach-Mazur 1.1.2 y a la Cuestién 111.4.2.
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COROLARIO I11.4.5. Sea X el predual de un JBW*-triple. §i X es
separable y transitivo, entonces X es un espacio d ert.

Es conocido (ver [K1, Proposition 5.4]) que las isometrias lineales y
sobreyectivas en un JB*-triple X no son otra cosa que los biyecciones
lineales de X en X que conservan el triple producto de X. Una con-
secuencia del Lema I11.4.3 seria que todo JB*-triple casi-transitivo con
algiin tripotente no nulo es un espacio de Hilbert. Como consecuencia
tenemos una respuesta a una variante natural del Problema IIL.4.1.

COROLARIO 111.4.6. Sea X un JBW*-triple casi-transitivo. Entonces
X es un espacio de Hilbert.

El hecho de que Loo{[0, 1]) es convexo-transitivo (ver Ejemplos 1.4.7)
pone de manifiesto que la casi-transitividad de la norma de X en el
anterior corolario no puede ser rebajada.

El hecho sefialado anteriormente de que los subtriples cerrados uni-
generados de un JB*-triple son JB*-triples lleva fdcilmente a ver que
todos los subtriples cerrados de un JB'-tripie son también JB*-triples.
En consecuencia, si X es un JB*-triple, y si Y es un subespacio separable
y cerrado de X, entonces existe Z JB*-subtriple de X separable que con-
tiene a Y. Asi, los JB*-triples forman una subcategoria admisible de es-
pacios de Banach. Esto, unido al hecho de que la clase de los JB*-triples
es cerrada respecto a los ultraproductos [D], nos permite reformular el
Problema I11.4.1 utilizando el resultado de F. Cabello Teorema 1.3.8.

PROPOSICION I111.4.7. Las siguientes afirmaciones son equivalenies:
(i) Todo JB*-triple transitivo es un espacio de Hilbert.

(i) Todo JB*-triple casi-transitivo es un espacio espacio de Hilbert.

(iii) Todo JB*-triple separable casi-transitivo es un espacio de Hilbert.
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III.5 Condiciones de transitividad de la
norma en JB*-triples: principales re-
sultados.

En esta seccién se dardn algunas respuestas parciales a variantes na-
turales de la Cuestién I11.4.2: nosotros supondremos que el espacio de
Banach X en dicha cuestién es de hecho el predual de un JBW*-triple
“atémico”, pero la hipdtesis de transitividad de X serd relajada sustan-
cialmente.

Se dice que un JBW*-triple X" es atémico si su predual X coincide
con la expansién lineal cerrada de los puntos extremos de Bx.

Supongamos que X es el predual de un JBW*-triple atémico. En-
tonces existe una aplicacién contractiva conjugado lineal 7 : X — X" que
a cada punto extremo e de By le asocia su soporte s(e) (ver [FR, Lemma
2.11]). Por otra parte, de [FR, Remark 2.8 y Theorem 1), para z en X
existen dos sucesiones (posiblemente finitas), {An} de nimeros positivos
y {en} de puntos extremos de Bx tal que ||l = L Mn, los tripotentes
{s{ea)} son dos a dos ortogonales (es decir, D(s(en), S(em)) =0s8i 1 #

), ¥ T = L Mnén, condiciones que implican ||7(z)|| = max{\, : 1 € N}
Por lo tanto es claro que e en By es un punio extremo de By siy s6lo si
|lr(e)|| = 1. De la obvia unicidad de esta aplicacién 7 se sigue que, para
FenG,setienemoF = (F*)lom.

TEOREMA 111.5.1 .  Sea X el predual de un JBW?*-triple atémico.
Supongamos que la norma de X es fuertemente mazimal. Entonces X
es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Consideremos 7 la aplicacién contractiva conjugado lineal
de X en X" definida en el pérrafo anterior. Si para z,y en X ponemos
(z|y) := m(y)(z), entonces (.|.) es un producto escalar en X [BFR, Pag.
270], claramente continuo. ‘a que para todo F en G se tiene 7 o F =
(F*)~'om, el producto escalar (.|.) es invariante. Por la Porposicién 1.5.5,
X es un espacio de Hilbert.




§5. Transitividad de la norma de los JB°®-triples. 83

Consecuencies inmediatas del teorema anterior son los siguientes coro-
larios.

COROLARIO II1.5.2. Ses X el predual de un JBW*-triple. Supong-
amos que X es convezo-transitivo y que Bx tiene algin punto eztremo.
Entonces X es un espacio de Hilbert.

COoROLARIO II1.5.3. Sea X un JB*-triple. Si X* es convezo-transiti-
vo, entonces X es un espacio de Hilbert.

El resultado que enunciaremos a continuacién caracteriza los espacios
de Hilbert en la clase de los preduales de los JBW*-triples, en principio,
lejos de cualquier tipo de transitividad de la norma.

TEOREMA I11.5.4. Sea X el predual de un JBW*-triple. Supongamos
que el conjunto de los puntos extremos de Bx no es raro en Sx. Entonces
X es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Al ser el conjunto de puntos extremos de Bx no raro en
Sx, se sigue que X es la expansién lineal cerrada de los punto extremos de
Byx y por tanto X* es atémico. Sea 7 la aplicacién contractiva conjugado
lineal de X en X* presentada inmediatamente antes del Teorema I11.5.1.
Ya que los puntos extremos de Bx se caracterizan como aquellos z en
By tales que ||r(z)|| = 1, se tiene que éstos forman un conjunto norma
cerrado. Ahora, por hip6tesis, existe 0 < € < 1 y e en Sy tal que todo
punto del conjunto E := {z € Sx : |le — z|| < €} es punto extremo de
Byx. Sea z en E. Entonces 7(z) y 7(e) son tripotentes minimales de X*
(ya que = y e son puntos extremos de By, y se aplica [FR, Proposition
4]) no ortogonales (pues ||7(e) — 7(z)|| < 1). En consecuencia, aplicando
[FR, Corollary 2.5 y Lemma 1.1], existe T' en G(X*), ta! que T(7(z)) =
n(e). Como todo elemento de G(X*) es w*-continuo (por la unicidad del
predual), existe F en G(X) con T = F*. Se sigue que

n(e) = T(n(z)) = F*(r(z)) = 7(F'(z)),
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y asf = F(e) (ya que 7 es inyectiva). Hemos demostrado que E C
G(X)(e), luego por el Teorema 1.1.7, X es transitivo. Del Corolario
T11.5.2 se sigue que X es un espacio de Hilbert.

Tanto del Teorema IIL.5.1 como del Teorema IIL.5.4 se deduce la si-
guiente consecuencia: si X es el predual de un JBW*-triple, si X es
casi-transitivo y si By tiene algin punto extremo, entonces X es un
espacio de Hilbert. En lo que sigue, nos limitaremos a obtener diferentes
corolarios de los Teoremas anteriores. El primero de ellos, involucra el
Teorema ITL.5.1 y el siguiente lema.

LEMA I11.5.5. Sea X el predual de un JBW*-triple. Si X* es convezo-
transitivo, entonces X tiene norma convezo-transitiva.

Demostracién. Por la Proposicién 1.4.3, X es convexo-transitivo si y sélo
si, para todo z en Sx y para todo f en Sx- se tiene

sup{|f(F(z))| : FeG(X)}=1.
La convexo transitividad de X* implica
sup{|G(f)(z)| : G€G(X")} =1

para todo z en Sx y f en Sx-. Ya que los elementos de G(X*) son de la
forma T* pera T en G(X), tenemos

sup{|f(F(z))| : Fe€gG(X)}=1

para todoz en Sy y f en Sx-. =

COROLARIO I11.5.6 .  Sea X el predual de un JBW*-triple atdmico
convezo-transitivo. Entonces X es un espacio de Hilbert.

Como consecuencia, si X es un espacio de Banach complejo, y si X™*
es un J B*-triple convexo-transitivo, entonces X es un espacio de Hilbert.
La hipétesis en el anterior corolario de que X* es atémico no puede ser
omitida pues Lo ([0, 1]) es convexo-transitivo (ver Ejemplos 14.7).
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CoRroLARIO I11.5.7. Supongamos que el espacio de Banach X es suave
y que X** es un JB*-triple. Entonces X es un espacio de Hulbert.

Demostracién. Al ser X suave implica que todo elemento en Sx+ que
alcanza su norma es punto extremo de Bx.. Por el teorema de Bishop-
Phelps, este conjunto es denso en Sx- y, aplicando el Teorema .54, X
es un espacio de Hilbert. »

Pasamos a formular el corolario tipico a un resultado como el anterior.

COROLARIO 111.5.8. Supongamos que X es un espacio de Banach sep-
arable transitivo y que X** es un JB*-triple. Entonces X es un espacio
de Hilbert.

Nétese que los corolarios anteriores extienden los resultados de S.
K. Tarasov [Ta] comentados en repetidas ocasiones, a una clase mas
amplia de espacios de Banach complejos, a saber, la clase de los espacios
de Banach complejos cuyos biduales son JB*-triples. En el Corolario
I11.5.11 que sigue aportamos informacién adicional sobre la transitividad
de la norma en tales espacios. Por el momento, para un espacio de Banach
X arbitrario, y para z en X, definimos

p(X,7) :=max{p >0 : pBx CG(z)} -

LEMA 111.5.9. La funcidn p{X,.) es continua en X . Mds precisamente,
para u y v en X, tenemos lp(X, ) — p(X,v)| < llu— 2.

Demostracién. Sean u,v en X. Para f en Sx-, tenemos

p(X,u) <sup{Relf(F(u))]: F € G}
< llu = vll + sup{Relf (F(v))] : F € G},

y por tanto

p(X,) < ||u— v]| + inf {sup{Re[f (F(v))] : F € G} : f € Sx- }-
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Pero, por el teorema de separacién de Hahn-Banach pB C tG(v) si y
solo si inf {sup{ Re[f(F(v))|: F € G} : f € Sy. } > p, de donde

p(X,v) = inf{sup{Re[f(F(v))]: F €G} : f € Sx- }-
Se sigue que |p(X, u) — p(X,v)| < [lu—o].

PROPOSICION II1.5.10.  Supongamos que X es transitivo y que todo
elemento de Bx.- es el w*-limite de una sucesidn de elementos de Byx.
Entonces X* es convezo-transitivo.

Demostracidn. Sea f un elemento de Sx- que alcanza su norma. Por la
transitividad de la norma, para z en Sy, existe g en {F*(f) : F € G}
tal que g alcanza su norma en z. Esto, junto con la hipétesis adicional
sobre X, nos permite aplicar [DGZ, Lemma 1.5.10], en virtud del cual
@{F*(f) : F € G} = Bx-, luego @G (X*)(f) = Bx- y p(X* f)=1. Del
teorema de Bishop-Phelps y el lema anterior, se sigue que p(X*,g) = 1
para todo g en Sx-, es decir, X* es convexo-transitivo.

Como consecuencia de esta proposicién y del Corolario IIL5.2 ten-
emos:

COROLARIO II1.5.11. Sea X un espacio de Banach complejo transitivo
tal que X** es un JB*-triple en el que todo elemento de By-- es el w*-
limite de una sucesidn de elementos de Bx. Entonces X es un espacio
de Hilbert.

Los espacios de Banach cuyo bidual son JB*-triples han sido estudi-
ados en [ER] (ver también [C]). A pesar de ello, no hemos sido capaces
de encontrar en la literarura un ejemplo de espacio de Banach cuyo bid-
ual sea un JB*-triple sin que lo sea el espacio. No obstante, damos un
procedimiento para demostrar que tales espacios existen.

Sea X un espacio de Banach. Ur subespacio P de X es un L!-
sumando de X si existe una proyeccién lineal 7 de X sobre P satisfa-
ciendo
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lell = ()] + |z - I(=)||
para todo z en X. Un subespacio P de X es un M-ideal de X si el
anulador de P, P° es un L!-sumando de X*. Diremos que X es M-
sumergido si X es un M-ideal de X**.

Consideremos ahora Y la C*-dlgebra de todos los operadores com-
pactos en un espacio de Hilbert complejo infinito-dimensional. Entonces
Y es M-sumergido en su bidual [HWW, Example II1.1.4.(f)]. Por [ HWW,
Proposition I11.2.10.(b)], existe un espacio de Banach complejo X y una
isometria lineal y sobreyectiva ' : X* — Y™* que no es la traspuesta de
una isometria de Y sobre X. Probaremos que X no puede ser lineal-
mente isométrico a Y. Efectivamente, si X fuese linealmente isométrico
a Y, entonces X seria M-sumergido y, argumentando como en la de-
mostracién de [HWW, Proposition I11.2.2] (véase [CN, Theorem 4.2))
obtenemos que F* = G** para alguna isometria lineal de Y sobre X, y
por tanto se llegaria a la contradiccién de que F' = G*. Ahora, viendo
Y como un JB*-triple, Y** es un factor de Cartan, X** es linealmente
isométrico a Y**, pero X no es linealmente isométrico a Y. Se sigue de
[BC, Lemma 3.2] que X no puede ser un JB*-triple. Este argumento de-
muestra que para todo factor de Cartan Z no reflexivo, existe un espacio
de Banach complejo X que no es “1n JB*-triple y satisface X** = Z.

Dado un mimero entero no negativo n, consideramos la clase 7, de
los espacios de Banach complejos cuyo n-dual es un JB*-triple. Se tiene
entonces dos sucesiones {Jop—2}pen ¥ {J2p-1}pen de espacios de Banach
complejos, tal que los primeros miembros de ellas son los J B*-triples y los
preduales de JBW*-triples, respectivamente. Por ota parte, y» que para
todo espacio de Banach complejo X, X* es el rango de una proyeccién
contractiva en X***, y la clase de los JB*-triples es cerrada por paso a
subespacios 1-complementados (ver [K3] o [St]), se tiene de lo comentado
anteriormente la siguiente situacién:

\70(,::\72=5Z!=---=\72p=--- Y Ji=.7:5=...232p_1=....

Por lo tanto, siguiendo la filosofia de los t.ltimos corolarios, ente las clases
Jn ,80lo Jy ,J1 , y J2 mevecen ser consideradas.
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=il = [IT(@)]| + ll= = ()|l
para todo z en X. Un subespacio P de X es un M-ideal de X si el
anulador de P, P°, es un L'-sumando de X*. Diremos que X es M-
sumergido si X es un M-ideal de X™**.

Consideremos ahora Y la C*-dlgebra de todos los operadores com-
pactos en un espacio de Hilbert complejo infinito-dimensional. Entonces
Y es M-sumergido en su bidual [HWW, Example II1.1.4.(f)]. Por [HWW,
Proposition I11.2.10.(b)), existe un espacio de Banach complejo X y una
isometrfa lineal y sobreyectiva F' : X* — Y* que no es la traspuesta de
una isometria de Y sobre X. Probaremos que X no puede ser lineal-
mente isométrico a Y. Efectivamente, si X fuese linealmente isométrico
a Y, entonces X seria M-sumergido y, argumentando como en la de-
mostracién de [HWW, Proposition I11.2.2] (véase [CN, Theorem 4.2])
obtenemos que F* = G** para alguna isometria lineal de Y sobre X, y
por tanto se llegarfa a la contradiccién de que F = G*. Ahora, viendo
Y como un JB*-triple, Y** es un factor de Cartan, X** es linealmente
isométrico a Y**, pero X no es linealmente isométrico a Y. Se sigue de
[BC, Lemma 3.2] que X no puede ser un J B*-triple. Este argumento de-
muestra que para todo factor de Cartan Z no reflexivo, existe un espacio
de Banach complejo X que no es un JB*-triple y satisface X** = Z.

Dado un nimero entero no negativo n, consideramos la clase J, de
los espacios de Banach complejos cuyo n-dual es un JB*-triple. Se tiene
entonces dos sucesiones {Jap—2}pen ¥ {J2p-1}pen de espacios de Banach
complejos, tal que los primeros miembros de ellas son los J B*-triples y los
preduales de JBW *-triples, respectivamente. Por ota parte, ya que para
todo espacio de Banach complejo X, X* es el rango de una proyeccién
contractiva en X***, y la clase de los JB*-triples es cerrada por paso a
subespacios 1-complementados (ver [K3] o [St]), se tiene de lo comentado
anteriormente la siguiente situacion:

Joch=Ti=..=Jp=y h=J=...=Tp-1= ..

Por lo tanto, siguiendo la filosofia de los tiltimos corolarios, ente las clases
T , solo Jo ,Ji , y J» merecen ser consideradas.
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II.6 Condiciones de transitividad de la
norma en C*-dlgebras.

Comenzaremos definiendo aquellos cenceptos que nos serdn impres-
cindibles a lo largo de la secci6n asi como también se enunciaran aquellos
resultados que utilizaremos, la mayoria de los cuales pueden ser encon-
trados en [Di], [Pe] y [S]. Recuérdese que una involucién en un édlgebra
compleja X no es otra cosa que una aplicacién conjugado lineal » de X
en X que satisface (z*)* = z y (zy)* = y'z* para todo z,y en X. Una
C*-4lgebra es un espacio de Banach complejo X con una involuci6n *
que satisface ||z*z|| = ||z||* para todo z en X. Claramente, la involucién
de toda C*-dlgebra es isométrica.

Se dir4 que un elemento T de una C*-4lgebra X es:

(i) normal si z*z = zz*,
(ii) autoadjunto si z* = z,
(iii) unitario si z*z = zz* = 1, (supuesto que X tiene unidad 1).

Sea X una C*-lgebra. Un elemento z de X se dice ser positivo si
es autoadjunto y su espectro Sp(z) := {A€C:z— Al noes invertible}
(donde 1 denota la unidad de la envolvente unital de X)) estd contenido
en R . Los elementos positivos de X son aquellos de la forma z*z para
todo z en X [S, Theorem 1.4.4.]. Denotaremos por Pos(X) el conjunto
de los elementos positivos de X. Un elemento f de X* se dice posi-
tivo si f(Pos(X)) C R, o sea, f(z*z) > 0 para z en X. Denotaremos
por Pos(X*) el conjunto de los elementos positivos de X*. Si X tiene
unidad, los elementos positivos de X* se caracterizan como aquellos fun-
cionales lineales continuos f satisfaciendo f(1) = ||f|| [S, Proposition
1.5.1). En general, si f pertenece a X* y verifica f@) = Il llyll para
algiin elemento positivo y de X, entonces f es positivo [S, Proposition
1.5.2). Todo funcional positivo f es autométicamente autoadjunto (esto
es, f(z*) = f(z) para todo z en X) y satisface la desigualdad de Cauchy-
Schwartz:

[f'z) < f(z"2)f (y"Y)
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para todo z,y en X.

Como ya se ha comentado en repetidas ocasiones, toda C*-4lgebra
es un JB*-triple cuyo triple producto estd dado por {zyz} := j(zy*z +
zy*z). Luego todos los resultados obtenidos en las dos secciones anteri-
ores anteriores para JB"-triples siguen siendo ciertos para C*-dlgebras,
con la ventaja de que la vnica C*-dlgebra que es un espacio de Hilbert
es C. Efectivamente, del cdlculo funcional continuo para un elemento
autoadjunto de una C*-élgebra, se tiene que la subdlgebra generada por
un elemento autoadjunto es isométricamente isomorfa a C§ (L) para con-
veniente L espacio topoldgico localmente compacto. Se sigue que si X es
una C*-4lgebra suave, entonces todo elemento de norma uno e en la parte
autoadjunta X,, de X satisface que €? = e o que €? = —e (ya que, como
se vi6 en el primer capitulo, si C§(L) es suave entonces L se reduce a un
punto), de donde Sx,, es desconectada, y por tanto el espacio de Banach
real X,, es de dimensién uno. Pero X = X4 + 1X,,, luego X =C.

Ni que decir tiene que una respuesta afirmativa al Problema III.4.1
implicaria una respuesta afirmativa a la Conjetura de Wood 1.3.3, es més,
se tendrfa que C es la tinica C*-4lgebra (no necesariamente conmutativa)
casi-transitiva. Nétese, como ya se coment6 en su momento en el primer
capitulo de esta memoria, que la categorfa de las C*-dlgebras es admi-
sible. Del Teorema 1.3.8 y del hecho de que la clase de las C*-dlgebras
es cerrada por paso a ultraproductos, se sigue el siguiente corolario. Por
comodidad, diremos que una C*-dlgebra es propia si es distinta de C.

COROLARIO II1.6.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe una C*-dlgebra propia transitiva.
(i) Existe una C*-dlgebra propia casi-transitiva y separable.
(iii) Eziste una C*-dlgebra propia casi-transitiva.
De los comentarios de la seccién cuarta se desprende que no existen,

ni C*-dlgebras propias transitivas y separables, ni C*-dlgebras propias
casi-transitivas con idempotentes no nulos. En la siguiente proposicién
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caracterizaremos la transitividad de la norma de una C*-dlgebra en tér-
minos puramente algebraicos, resultado que extiende a su anédlogo para
C*-4lgebras conmutativas ya presentado en el primer capitulo, Teorema
1.1.5. Tal caracterizacién hace uso de un resultado de Kadison-Paterson-
Sinclair, que caracteriza las isometrias lineales y sobreyectivas de una
C*-$lgebra [PS).

Sea X una C*-4lgebra. Es bien conocido que X** tiene una es-
tructura natural de C*-dlgebra con unidad de manera que X se con-
vierte en una subdlgebra #-invariante de X**. Denotamos por M (X)
el 4lgebra de los multiplicadores de X, es decir, M(X) := {z** €
X* : X C X,Xz* C X}, la cual es una C*-subélgebra de X**.
Los llamados *-automorfismos de Jordan, asi como los operadores de
multiplicacién por la izquierda en X por elementos unitarios en M(X),
representan los ejemplos més tipicos de isometrias lineales y sobreyecti-
vas en X. Un s-automorfimo de Jordan en X no es otra cosa que
una biyeccién lineal de X en X que conserva la involucién y los cuadra-
dos. Por lo tanto, si F es un *-automorfismo de Jordan en X, se tiene
que F(Sx N Pos(X)) = Sx N Pos(X). Denotamos por U el conjunto de
todos los elementos unitarios de M(X), y por G* el grupo de todos los *-
automorfismos de Jordan en X. El teorema de Kadison-Paterson-Sinclair
afirma que toda isometrfa lineal y sobreyectiva en X es la composicién
de un elemento de G* con el operador de multiplicacién izquierda por
un elemento de U. Teniendo presente que dado z en Pos(X) y n € N,
existe un tnico elemento positivo y en X tal que y™ = z [S, Proposition
1.4.1], denotaremos a este tnico elemento y por zn 0 ¥z. El médulo
|z| de un elemento z de X, se define como el vinico elemento positivo de
X cuyo cuadrado es z*z.

PROPOSICION 111.6.2. Sea X una C*-dlgebra. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) X es transitiva.
(i) G* actia transitivamente =n Sx N Pos(X), y todo elemento z de

X admite una “descomposicion polar” T = u|z|, donde u pertenece
aU.
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Demostracién. Primeramente, supongamos que X es transitiva. En tal
caso, para z,y en Sx N Pos(X) existe F en G* y v en U tal que z'/2 =
vF(y'/?). Se sigue que z = F(y"/?)v*vF(y'/?) = (F(y'/?))? = F(y). Por
lo tanto G* actia transitivamente en Sy N Pos(X). Por otra parte, para
z en Sx existe G en Gt y u en U con z = uG(z*z), lo que implica
z*z = (G(z*z))?, de donde G(z*z) = |z|.

Si suponemos que ii) es cierto, para z,y en Sy, se tiene la siguiente
descomposicién z = u|z| e y = v|y| para convenientes u,v en U, y la
existencia de F' en G* tal que F'(|z|) = |y|. Si consideramos la isometrfa
lineal y sobreyectiva de X en X dada por G : z = vF(u*z), se concluye
que G(z) =y. »

Ahora, obtendremos una caracterizacién de las C*-dlgebras convexo-
transitivas, que extiende el Teorema 1.4.4 de Wood para el caso con-
mutativo. Si X es una W*-dlgebra (C*-dlgebra que es dual de un
espacio de Banach X,, que resulta ser inico), es bien conocido que el
predual X, de X es un X-bimédulo en un sentido natural. A saber,
dado que el producto de X es separadamente w*-continuo [S, Theorem
1.7.8], si u pertenece a X y f a X,, es suficiente definir uf y fu como
los funcionales lineales (automdticamente w*-continuos) en X dados por
(uf)(z) := f(zu) y (fu)(z) := f(uz), respectivamente, para todo z en
X

LEMA II1.6.3. Sea X una C*-dlgebra. Entonces el conjunto
{uf : f € Pos(X*)NSx+, u€U}
es norma-denso en Sx-.

Demostracién. Sea h en Sx+, y 0 < € < 2. En virtud del teorema de
Russo-Dye [BD, Theorem 30.2], By(x) es la envolvente convexo cerrada

de U, luego existe v en U tal que |1 — h(v)| < {% Por el teorema
de Bishop-Phelps-Bollob4s [BD, Theorem 16.1], existen £ y g en Sx« y
Sx-, respectivamente, satisfaciendo ||z —v|| < §, ||g—h|| < §,y 9(z) = 1.

Consideremos u := v* y f := zg. Entonces u pertenece a U, f pertenece
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a Pos(X*) N Sx-, ya que si denotamos por 1 la unidad de X™**, se tiene

que 1 = g(z) = (z9)(1) = (1) < |fll = llzgll < llzllllgll = 1. Ademéds
se verifica

Ih = ufll = luh = Fl < |lu*h - wgll + [lu*g — zg]|
< lh-gli+lw* -zl <e.n

Dada una C*-dlgebra X, los estados puros de X son los puntos
extremos del conjunto convexo w*-compacto Pos(X *)N Bx- salvo el cero.
Es conocido que todo estado puro de X es un punto extremo de Bx-.

TEOREMA I11.6.4. Ses X una C*-dlgebra. Entonces X es convezo-
transitiva si y sdlo si, para todo funcional lineal positivo de norma uno
f en X, el w*-cierre en X* del conjunto {F*(f) : F € G*} contiene los
estados puros de X.

Demostracién. Supongamos que X es convexo-transitiva. Entonces, por
la Proposicién 1.4.3, para todo ¢ en Sx- se tiene que

Bx- ="'@{G*(p) : GeG}

En virtud de [Be, Theorem 36.10], los puntos extremos de Bx- pertenecen
al w*-cierre de {G*(¢) : G € G}. En el caso particular de tomar f en
Sx- positivo, para g estado puro de X, existen dos redes {us} y {Fa}
en U y G*, respectivamente, tales que {f(uaFo(z))} — g(z) para todo
z en X. Si denotamos por h un w*-valor de adherencia en By. de la
red {F?(f)}, para demostrar que g pertenece al w*-cierre del conjunto
{F*(f) : F € G} es suficiente probar que h = g. Sez z = z* en X.
Entonces, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue

1 (uaFa(@)? < f(utta) f((Fa(2)?) = f(1)f (Fa(z”) = Fa(f)(=") ,
y por tanto (g(z))? < h(z?). De ello se tiene que ||h|| = k(1) = 1. Con-

sideremos {z,} una unidad aproximada creciente y acotada por uno en
X [Di, Proposition 1.7.2]. Entonces {z} converge a 1 en la w*-topologfa
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de X**, asf 0 < h((1 — z2)?) < k(1 - z,) =0 (pues los funcionales pos-
itivos conservan el orden), y de este modo h(1) — 2h(z») + h(z3) — 0.
De donde h{z3) — 1. Ahora, para p en R, tenemos

7 +2pg(z) + (9(x))” = lim{(g(p2x + 2))"}

< lim{h((pzx + 7)%)} = #* + 2ph(z) + h(z?)

luego 2p(g(z) — h(z)) < h(z?) - (g(z))?. Al ser p arbitrario en R, se sigue
que g(z) — h(z) =0 y por tanto h = g.

Reciprocamente, supongamos que, para todo f en Pos(X*) N Sx-,
el w*-cierre de {F*(f) : F € G*} en X* contiene a los estados puros
de X. Sea |.| una norma equivalente en (el espacio de Banach) X con
G € G(X,].]- Entonces, para g estado puro de X y f en Pos(X*)NSx-,
la norma dual |. ] es constante (igual a|f[) en {F*(f): FeGt}, de forma
que, por la hipétesis, Jg] < 1f]. Como consecuencia, |.] es constante (sea
igual a M) en el conjunto de los estados puros de X. Para f en Pos(X*)N
Sx-, se satisface que M < |f) Pero la desigualdad contraria también
es cierta, puesto que el conjunto {h € X* : |h] £ M} es w*-cerrado,
convexo y contiene todos los puntos extremos de Bx- N Pos(X*), y en
consecuencia, por el teorema de Krein-Milman, contiene a Bx-NPos(X*).
Ya que, para u en U, la aplicacién G : £ — zu de X en X pertenece a G,
para todo f en Pos(X*) N Sx- se tiene que Jufl=1G*(f)I=1f1= M.
Por el Lema II1.6.3, |.| es constante en Sx«, luego la norma |.| en X es
miiltiplo por una constante de la norma original. Del Teorema 1.4.2, X
es convexo-transitiva. m

Terminaremos esta seccién, demostrando que el dlgebra de Calkin
[Ca] es convexo-transitiva. Como ya se dijo en la introduccién, con este
resultado disponemos del primer ejemplo conocido de C*-8lgebra no con-
mutativa con norma convexo-transitiva. Recuérdese que el dlgebra de
Calkin se define como el cociente L(H)/K(H), donde H es un espacio
de Hilbert separable infinito-dimensional, L(H) la C*-4lgebra de todos
los operadores lineales y acotados en H y K (H) el ideal cerrado de L(H)
formado por los operadores compactos en H. Como todo cociente de una
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C*-4lgebra respecto a un ideal cerrado, el dlgebra de Calkin es de manera
natural una C*-8lgebra [Di, Proposition 1.8.2].

LEMA II1.6.5. Sea X una C*-dlgebra, z en X e y,2 en Byx). En-
tonces yzz pertenece a ¢oG(z).

Demostracidn. El conjunto {t € M(X) : tz € coG(z)} es cerrado y
convexo en M(X) y contiene a U. Por el teorema de Russo-Dye, también
contiene a y. Por otra parte, el conjunto {t € M(X) : yzt € coG(z)} es
convexo y cerrado en M(X) y contiene a U, luego, aplicando el teorema
de Russo-Dye, contiene a 2. »

En el resto de esta seccién, H denotard un espacio de Hilbert com-
plejo, separable e infinito-dimensional. Para cada z en L(H), definiremos

|Zlless := ||z + K (H)]|.

TEOREMA I11.6.6 . Denotemos por X la C*-dlgebra L(H) y sea = en
Sx. Entonces 0G(z) = Bx si y 86lo 81 ||Z||ess = 1.

Demostracién. Sea 7 un idempotente autoadjunto en X cuyo rango es
un subespacio infinito dimensional de H. Siendo M el rango de m, por
ser infinito dimensional, podemos tomar una isometria sobreyectiva F'
de H en M. Entonces existe u := iy o F' (ip la inclusién de M en H)
en X satisfaciendo u*u = 1 y uu* = m, de donde 1 = u*ru. Por el
Lema IIL.G.5, 1 pertenece a €0G(7), pero Bx = ¢0G(1) (por el teorema
de Russo-Dye), con lo cual Bx = eoG(r).

Consideremos z en Sx N Pos(X) con ||z||ess = 1. Sea 0 < € < 1. Por
la descomposicién polar de z (ver por ejemplo [HS, Proposition 4.2.3]),
existen idempotentes autoadjuntos dos a dos ortogonales m, ..., 7, en
X y nimeros reales Ay, ..., A, tales que ||z — X%, Aim;|| < . Podemos
suponer que existe k = 1, ..., n tal que m, ..., T tienen rango de dimensién
infinita, mg41,..., 7, tienen rango de dimensién finita y |A,| > |A;| para
todo j = 2,...,k. Entonces se tiene

Il = Z dmll > llz = S Mmill = llz = Sy A
+
Z “.’EII”,“E = 1 = i
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Si tomamos v := ¥, Aim;, se sigue que My = My = mumy, luego por
el Lema II1.6.5 A7, pertenece a oG (v). Por lo demostrado en el primer
pérrafo de la prueba, obtenemos la inclusién A\, Bx C ©0G(v). Utilizando
la notacién del Lema II1.5.9, esto wiltimo se traduce en que p(X,v) > |Ay].
Y por lo tanto,

p(X,I) ZP(X:U)"'”:E_UH 2 I’\ll_sz 1=3.

Si hacemos tender ¢ a cero, obtenemos que p(X,z) = 1, es decir, By =
cog(z).

Consideremos ahora z en Sx tal que ||z||e,s = 1. Entonces z°'z
pertenece a Sx N Pos(X), ||z*z||,s = 1 y por tanto, como acabamos
de probar, Bx = ©0G(z*z). Aplicando el Lema IIL6.5 (z°z = z*z1 €
¢0G(z)) concluimos que By = oG (z).

Reciprocamente, supongamos que para z en Sx se tiene que Bx =
coG(z). Noétese primeramente que K(H) es un subespacio de X G-
invariante (ver por ejemplo [HWW, Proposition II1.2.2]), de manera que,
si denotamos por Y el dlgebra de Calkin, y si P : X — Y es la apli-
cacién cociente, entonces todo elemento F' en G define un elemento F'
en G(Y) verificando Po F = F' o P. Entonces se deduce fécilmente que
By C 20G(Y)(P(z)), de donde ||z[|ess = [|P(z)]| = 1. =

CoRroLARIO I11.6.7. El dlgebra de Calkin es convezo-transitiva.

Demostracidn. Siguiendo con la notacién del teorema anterior y de su
demostracién, para y en Sy existe z en Sx tal que P(z) = y (ya que
K(H) es proximinal en Sy, [HWW, Proposition IL1.1]). Por lo tanto
l|z[less = 1. Aplicando el Teorema II1.6.6 a z se tiene que By = £oG(z).
Finalmente, al ser K (H) un subespacio de X G-invariante, argumentando
como en el final de la prueba del teorema anterior, concluimos que By =

cg(Y)(P(z)). =
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III.7 Condiciones de transitividad de la
norma de JB-algebras.

Un 4lgebra de Jordan es un 4lgebra conmutativa verificando el
conocido axioma de Jordan, esto es, 7.(y.z%) = (z.y).z* para cualesquiera
elementos z,y en el dlgebra. Las JB-dlgebras son dlgebras de Jordan
Banach reales X satisfaciendo ||z||* < ||z + ¥?|| para todo z,y en X.
Los ejemplos mas naturales de JB-lgebras son los espacios de Banach
X de los operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert complejo,
cuyo producto de Jordan estd dado por z.y := 3(zy + yz) para z,y en
X. Otros ejemplos son las dlgebras CR(L), con L espacio topoldgico
localmente compacto Hausdorff. Es conocido que éstas dltimas son las
{inicas J B-élgebras asociativas [HS, Theorem 3.2.2]. Hay que comentar
que las JB-4lgebras guardan una estrecha relacién con los JB"-triples,
en tanto en cuanto que, dada una JB-dlgebra X, podemos definir un
triple producto en X dado por {zyz} = (z.y).z + z.(y.2) — (z.2).4,
tal que (X,{...}) es un subtriple real cerrado de un cierto JB*-triple
(como consecuencia de la concatenacién de los siguientes resultados [HS,
Theorem 3.3.9], [Wr] y [BKU]).

Recordemos que el centro de un 4lgebra estd formado por todos los
elementos que conmutan con cualquier otro y asocian con cualesquiera
otros dos. A dichos elementos les llamaremos centrales. Sea X una JB-
4lgebra con unidad 1. Diremos que un elemento u de X es una simetria
en X si satisface u? = 1. Las simetrfas centrales en X son caracterizadas
como los puntos aislados del conjunto de todos los puntos extremos de
Bx [IR, Proposition 1.3]. Se sigue que la érbita G(1) estd contenida en
el centro de X. Como consecuencia de esto obtenemos:

PROPOSICION 111.7.1. Sea X una JB-dlgebra con unidad 1. Si la
envolvente lineal de G(1) es densa en X (por ejemplo, si X es convezo-
transitiva), entonces X es asociativa.

Las JBW-élgebras son las JB-4lgebras que son espacios de Banach
duales y en tal caso el predual es tinico (ver [HS, 4.1.1 y Theorem 4.4.6)).
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Toda JBW-élgebra es unital [HS, Lerama 4.1.7] y su producto es sepa-
radamente w*-continuo [HS, Corollary 4.4.16 y Theorem 4.1.6].

PROPOSICION 111.7.2. Sea X el predual de una JBW -dlgebra. 51 X
no tiene subespacios cerrados propios G-invariantes (por ejemplo, si X
es convezo-transitiva), entonces X* es asociativa.

Demostracién. Supongamos que X* no es asociativa. Entonces, deno-
tando por 1 la unidad de X*, la envolvente lineal de G(X*)(1) no puede
ser w*-densa en X*. Por lo tanto existe un elemento no nulo z en X tal
que G(X*)(1)(z) = 0. Como consecuencia, para toda F en G se tiene que
1(F(z)) = 0, luego la envolvente lineal cerrada de G(z) es un subespacio
cerrado, propio y G-invariante de X. »

Sea X una JB-4lgebra. Entonces el bidual X** de X es una JBW-
dlgebra que contiene a X como subdlgebra [HS, Theorem 4.4.3], y el
conjunto M(X) := {z € X* : 2.X C X} es una subdlgebra de X**
[Ed] que recibe el nombre de dlgebra de los multiplicadores de X.
En [IR] se obtiene un resultado del tipo de Kadison para JB-élgebras,
a saber: toda isometria lineal y sobreyectiva en X es la composicién de
un automorfismo de 4lgebra en X con el operador de multiplicacién en
X por una simetria central de M(X). Recordamos que un elemento p
en X se dice ser positivo si existe y en X tal que p = y%. Teniendo en
cuenta [HS, Proposition 3.3.10 y Lemma 1.2.5], un elemento p de una
J B-4lgebra con unidad es positive si y sélo si f(p) > 0 para todo estado

I

TEOREMA I11.7.3. Sea X une JB-dlgebra. Si eziste un elemento
positivo p en Sx, tal que toG(p) = Bx (por ejemplo, si X es convezo-
transitiva), entonces X es asociativa.

Demostrucidn. Primeramente recordemos que un JBW-factor es una
JBW -algebra que no posee idempotentes centrales no triviales y que
una representacién factorial de X es un homomorfismo de dlgebras
de X en algin JBW-factor Y, cuyo rango es w*-denso en Y. Asfmismo,

e st
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un idempotente e se dice ser minimal si no es cero y, para cualquier
idempotente i tal que e.i = i.e = i, se tiene que i = e.

Supongamos que existe algin elemento positivo p en Sx tal que
©0G(p) = Bx. Puesto que la familia de representaciones factoriales de X
separa puntos [HS, Proposition 4.6.4], para probar que X es asociativa
es suficiente demostrar que, para toda representacion factorial ® de X,
el JBW -factor de evaluacién de ® es isomorfoa R. Sea ® : X = Y
una tal representacién factorial. Por [HS, Proposition 4.6.2), podemos
suponer que Y = e.X** para algin idempotente central minimal en
X**, y que ® no es otra cosa que la aplicacién z — e.x . Tomemos
z en G(p). Entonces existe un automorfismo de 4lgebras F en X y una
simetria central u en M(X) tal que z = u.F(p), y por tanto z = u.q
para q := F(p), elemento positivo de Sx. Al ser 1(1+u) un idempotente
central en X** y e un idempotente central minimal en X**, se llega a que
el idempotente central 1(1 + u).e € {0, e}, de donde &(z) = —e.q © bien
®(z) = e.q . Al ser z un elemento arbitrario de § (p), hemos demostrado
que, si P denota el conjunto de todos los elementos positivos en By,
entonces ®(G(p)) C PU (—P). Como P es convexo y w*-compacto,
co(P U (—P)) es w*-compacto y por tanto norma cerrado en Y. Por
hipétesis, @G (p) = Bx, de donde se sigue que &(Bx) C co(P U (—P)).
Aplicando [HS, Theorem 3.4.2 y Proposition 3.4.3), para y en ®(X) con
lyll < 1 existe z en X verificando ||zf| < 1y ®(z) = y, luego la bola
unidad cerrada de ®(X) est4 contenida en (el cerrado) co(P U (-P)).
Ya que ®(X) es w*-denso en Y, podemos aplicar el teorema de densidad
de Kaplansky [HS, Theorem 4.5.12] obteniendo que co(PU (-P)) = By.
Como consecuencia, si z es un punto extremo de By, entonces z pertenece
a PU(—P). Ya que un tal z es una simetrfa en Y (= e.X**) [IR, Lemma
1.2], obtenemos z = e 0 z = —e. En virtud del teorema de Krein-Milman
se llega a que Y = Re como se pretendia demostrar. »

Como se comenté en el primer capitulo de esta memoria, si L es un
espacio topolégico localmente compacto Hausdorff y si CR(L) es casi-
transitivo, entonces L se reduce a un punto [GR, Theorem 3.1].

COROLARIO I11.7.4. R es la dnica JB-dlgebra casi-transitiva.
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Se sigue del Teorema II1.7.3 y de la Proposicién II1.7.2, que el estucio
de la convexo-transitividad de la norma de una JB-4lgebra o del pre-
dual de una JBW-dlgebra, se reduce al estudio de tal propiedad en los
espacios de Banach clésicos C§(L) (para L espacio topolégico Hausdorff
localmente compacto) y LY(T', u) (para cierto espacio de medida (T, p)),
respectivamente. Recuérdese, que para los espacios del tipo C5(L), en el
primer capitulo de esta memoria dimos una caracterizacién de la convexo-
transitividad de la norma debida a Wood (Teorema 1.4.5). Acerca de los
espacios L{(I", 4) no tenemos noticia de ningiin estudio sobre la convexo-
transitividad de su norma. En el caso particular de la casi-transitividad
de la norma de estos 1ltimos espacios tenemos un precedente, ya citado,
que se recoge en [GJK, Theorem 1.2].
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Capitulo IV

Geometria de los espacios de
Banach convexo-transitivos.
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IV.1 Introduccién al capitulo 4.

Salvo que se diga explicitamente lo contrario, a lo largo del capitulo
trabajaremos con espacios de Banach REALES. No obstante, cuando
apliquemos este convenio, los resultados que se presentan siguen siendo
ciertos para espacios de Banach complejos sin més que pasar al espacio
de Banach real subyacente.

Comenzaremos el capitulo observando en la seccién segunda una de
las muchas peculariedades que poseen los espacios de Banach convexo-
transitivos, a saber: R es el tinico espacio de Banach convexo-transitivo
cuya bola unidad posee caras con interior no vacfo relativo a la esfera.
Para abordar las restantes secciones definimos aquellos conceptos que nos
serdn imprescindibles.

Para X espacio de Banach, z en Sx y f en Sx-, diremos que:

(i) z es un punto grande de X, si co(g(z)) = Bx.
(i) f es un punto w*-grande de X*,si “@o(G(X*)(f)) = Bx-.
(iii) f es un punto w*-supergrande de X*,si *'zo(G*(f)) = Bx-.

Nétese que con las anteriores definiciones, decir que un espacio de
Banach X es convexo-transitivo es lo mismo que decir que todos los
puntos de Sx son grandes, equivalentemente, que todos los puntos de
Sx- son w*-supergrandes (Proposicién 1.4.3).

Iniciamos la tercera seccién presentando caracterizaciones de los pun-
tos grandes y w*-supergrandes y, como una consecuencia totalmente ob-
via, se dar4 una nueva caracterizacién de los espacios de Hilbert en la
clase de los JB*-triples.

La norma de un espacio de Banach X es Fréchet diferenciable en
un punto u de Sy, si existe un funcional lineal continuo 7(u,.) en X (que
resulta ser Unico) tal que

o kb = 1= ()

=0.
Al l|All
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Si X es Fréchet diferenciable en todo punto de Sx, y si se tiene que
i ot Al=1 =70 _
iAo [IA]

uniformemente para v en Sy, entonces se dice que X es uniformemente
suave.
Para u en Sy, definimos el fndice de rudeza de u en X como

bl + flu — A -2

7(X,u) = lim sup

=3 lIAll

Nétese que 0 < n(X,u) < 2. En [DGZ, Lemma I.1.3] se demuestra que
la norma de X es Frechét diferenciable en un punto u de Sx si y sélo si
n(X,u) = 0. De la prueba dada en [DGZ] de este hecho, se desprende
que X es uniformemente suave si y sélo si

o Mv+Al+ v~ A -2 5
=0 I

uniformemente para v en Sy.

Denotaremos por J a la clase de los espacios de Banach superre-
flexivos (que admiten una norma equivalente uniformemente suave) y
casi-transitivos. Esta clase ha sido considerada por C. Finet [F] (ver
también [DGZ, Corollary IV.5.7)) y, muy recientemente, por F. Cabello
[Cad]. El trabajo de Cabello contiene los siguientes resultados relevantes:

(i) Todo espacio de Banach superreflexivo y convexo-transitivo estd en

J-

(ii) Un espacio de Banach casi-transitivo estd en J si es Asplund o
tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

En la seccién tercera damos una caracterizacién de los miembros de s
en principio lejos de cualquier tipo de transitividad de la norma, a saber:
un espacio de Banach pertenece a J si (X, u) = 0 en un punto grande u
de X (Teorema IV.3.8). En la siguiente seccién probamos que si existe un
punto grande u en X tal que n(X,u) < 2, entonces X es uniformemente
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descuadrado, y por tanto superreflexivo (Teorema IV.4.4). Los resultados
anteriores admiten sendas versiones duales, Teoremas IV.3.9 y IV.4.5.

Totalmente opuesto al concepto de uniforme suavidad de la norma
de un espacio de Banach se encuentra el de norma ruda (ver [DGZ,
Definition 1.10]). Dado & > 0, diremos que la norma de X es g-ruda si
para todo z en X,

: z + h|| + ||z = hl| - 2||z
o T B2

La norma de X es ruda si es e-ruda para algiin € > 0, y es extremada-
mente ruda si es 2-ruda. La relevancia de tales normas radica en el
hecho de que los espacios de Banach que son Asplund son caracteriza-
dos como aquellos espacios de Banach que no admiten renormaciones
(equivalentes) rudas [DGZ, Theorem 1.5.3].

En relacién a la Fréchet diferenciabilidad de la norma, los espacios
de Banach convexo-transitivos presentan una dicotomia extrema. En la
seccién quinta (Teorema IV.5.1) demostraremos que si X es un espacio de
Banach convexo-transitivo entonces o bien la norma de X es extremada-
mente ruda o bien X es uniformemente suave. En el segundo caso se
obtendré también que X es casi-transitivo, y de este modo, segin los
resultados de [F] y [Cad], X es uniformemente convexo (es decir, X*
es uniformemente suave). En el primer caso, se obtendra que la norma
de X* es también extremadamente ruda. Estos resultados proporcionan
abundantes ejemplos de espacios de Banach que no se pueden renormar
convexo-transitivamente, cuestién natural que permanecfa abierta hasta
ahora (comparar (W], [Pa] y [Cad]). En efecto, si X no es superreflexivo,
y si 0 bien X no se puede renormar rudamente (por ejemplo, si X es
Asplund) o bien X* sélo admite renormamientos duales no rudas (por
ejemplo, si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym), entonces X no ad-
mite renormaciones convexo-transitivas. El Teorema IV.5.1, también se
aplica para obtener otras caracterizaciones de los miembros de la clase J.
Asi por ejemplo, en la seccién quinta veremos que un espacio de Banach
X estd en J si y s6lo si tiene la propiedad de interseccién de Mazur y
hay algiin punto w*-grande en X* (Teorema IV.5.10).

o

s e PO LR
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IV.2 Caras de la bola unidad de un espacio
de Banach convexo-transitivo.

En esta seccién mostramos que los espacios de Banach convexo-transi-
tivos comparten con los espacios de Hilbert la siguiente curiosa propiedad.
A saber, si X es un espacio de Banach real o complejo convexo-transitivo
de dimensién mayor o igual que dos sobre R, entonces toda cara propia de
By tiene interior vacio en Sy. Sea X un espacio de Banach. Recuérdese
que un conjunto convexo C de By se dice ser una cara de By si dado
0 <@ <1y elementos z,y de By tales que az + (1 — a)y € C, entonces
T,y pertenecen a C. Una cara C de X es propia si no coincide con By.
Nétese que toda cara propia de By est4 contenida en Sy.

PROPOSICION IV.2.1. Ses X un espacio de Banach real o complejo
no cero. Supongamos que eziste una cara propia C de Bx y un punto
grande u de X que pertenece al interior de C relativo a Sx. Entonces la
dimensidn de X sobre R es igual a uno.

Demostracidn. Ya que u pertenece a 5 existe 0 < § < 1 tal que ";‘:—:gn

se queda en C siempre que y € X con ||y|| < 4. Luego si y € X con
lyll < &, entonces

2/lu+yll + lu—yl)'u =
llu+ yli u+y llu - yl| =¥ o
lu+yll+llu—yllllu+yll * Jlu+yll+Ju—yl]u-y

Como C est4 contenido en Sy, obtenemos 2 = ||u — y|| + ||u + y|| para
todo y en X con |ly|| < 4. Por otra parte, se comprueba que el conjunto

{TeX llz—yll+lla+yl-2<0, Vye X con [ly] < 6}

es convexo, cerrado, G-invariante y contiene a u. Al ser u punto grande
de X, se sigue que 2 = ||z — y|| + ||z + y|| para todo = en Sx e y en X
con [|y|| < 4. Como quiera que esta condicién es hereditaria por paso a
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subespacios, basta ver que todo subespacio finito dimensional M no cero
de X tiene dimensién real igual a uno. Sea z punto extremo de Bj,.
Entonces para todo y € M con lyll < & se tiene

lz+yl z+y  |lz-y|| z-y
2 |lz+yl 2 Je-yl’
de donde se llega a que M = Rz. a

T =

El resultado dual al anterior serfa el siguiente.

PROPOSICION IV.2.2. Sea X un espacio de Banach real o complejo no
cero. Supongamos que eziste una carg propia C de Bx- y un punto w"*-
grande f de X* que pertenece al interior de C relativo a Sx.. Entonces
la dimensidn de X sobre R es igual o uno.

Para finalizar daremos unos corolarios obvios que se desprenden de
las proposiciones anteriores.

COROLARIO IV.2.3. Ses X un espacio de Banach real o complejo no
cero convezo-iransitivo distinto de R. Entonces todas las caras propias
de By y Bx- tienen interior vacio en Sx y Sx-, respectivamente.

COROLARIO IV.2.4. Seas X un espacio de Banach real o complejo
no cero convero-transitivo distinto de R. Entonces D(X,z) y D(X*, f)

tienen interior vacio en Sx. y Sy, respectivamente, para todo z en Sx y
f en Sx-.

IV.3 Primer teorema de caracterizacién de
los espacios de Banach superreflexivos
casi-transitivos.

Comenzaremos presentando dos proposiciones en las que recogemos
las caracterizaciones duales tanto de un punto grande de X asi como
la de un punto w*-supergrande de X*. Recuérdese que para z en Sx,
D(X,z) = D(z) denota el conjunto de los estados del punto z.
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PROPOSICION IV.3.1. Sea X un espacio de Banach y u un elemento de
Sx. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) u es un punto grande de X.

(i) Para todo ndmero positivo 8, el conjunto Ag(u) es denso en Sx-,
donde

As(u)={foT: f€D(z),s€5x, lz—ull <6, TE€G}

Demostracién. Supongamos que €6(G(u)) = Bx. Fijemos un nimero
positivo § y tomemos g en Sx-. Dado 0 < & < 1, existe T  en G
tal que |g(T " (u)) = 1| < 5;1 donde & := min{e,8}. Por el teorema de
Bishop-Phelps-Bollobés [BD, Theorem 16.1] aplicado al funcional goT !,
tenemos garantizada la existencia de z en Sx y f en D(z) de manera
que lu—-z|| <& <dyllgoT™ - fl < € < ¢, en otras palabras,
llg = f o T|| < &. Al ser € arbitrario, g € Aj(u).

Para el reciproco razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos
que existe z € Bx \ ©0(G(u)). Por el teorema de Hanh-Banach, existe f
en Sx- tal que

12> f(z) > sup{|f(a)| : a € TB(G()} ()

Dado 7 en N, el conjunto Ay (u) es por hiptesis denso en Sx.. Luego

existen z, en Sx con |Ju — Tnll € 1, gn en D(zn) y Ty en G tales que
If = gn o Tll < 5 Asi,

) - 1] € (T 00) = 901 + an(6) — (e <

De donde sup{|f(a)| : a € G(u)} =1, lo que contradice ($). =

La demostracién del siguiente resultado es igual que la demostracién
de la proposicién anterior salvo pequeiios cambios razonables.
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PROPOSICION 1V.3.2. Sea X un espacio de Banach y f un elemento de
Sx-. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) [ es un punto w*-supergrande de X*.

(1) Para todo nimero positivo 8, el conjunto A3(f) es denso en Sy,
donde

A5(f)={T(z): ze D(g)N X ,g€ Sx-, |f—g| < ¢ ,T € G}.
En vista de las proposiciones anteriores, obtenemos una nueva refor-
mulacién de las normas convexos-transitivas.

COROLARIO IV.3.3. Para un espacio de Banach X las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) X es convezo-transitivo.

() Para todo u en Sx y 6 > 0, As(u) es denso en Sx-.

(1i) Para todo f en Sx- y & >0, A}(f) es denso en Sy.

Antes de continuar permitasenos hacer un inciso y retomar las ca-
racterizaciones de los espacios de Hilbert complejos en la clase de los
JB*-triples. De las proposiciones anteriores se desprende el siguiente
corolario. Para un espacio de Banach X denotaremos por S (por S*)
el conjunto de puntos de Sx (respectivamente, de Sx-) en los que X
(respectivamente, X*) es suave.

COROLARIO IV.3.4. Sea X un espacio de Banach.

(i) Si el interior de S en Sx contiene un punto grande de X, entonces
el conjunto de puntos extremos de Bx. es norma-denso en Sxs.

(1) Si el interior de S* en Sx- contiene un punto w*-supergrande de
X*, entonces el conjunio de puntos extremos de By es norma-denso
en Sx.

Si recordamos que en un JB*-triple X los puntos extremos de Bx
son tripotentes de X, el Lema II1.4.3 y el Teorema II1.5.4, se sigue el
siguiente corolario.
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CoROLARIO 1V.3.5. Para un JB*-triple X supongamos que se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

(i) El interior de S en Sx contiene un punto grande u de X.
(i) El interior de S* en Sx. contiene un punto w*-supergrande de X*.

Entonces X es un espacio de Hilbert.

Hecho este inciso, seguimos con los espacios de Banach no necesari-
mente dotados de estructura algebraica.

Recuérdese que la norma de un espacio de Banach X es fuertemente
subdiferenciable en un punto u de Sx si

T(u,7) = lim fpemyet
a—0t (0]
uniformemente para z en Bx. Si denotamos por D la aplicacién de
dualidad, D(z) = {f € Sx- : f(z) = 1} para todo z en Sx, decir que la
norma de X es fuertemente subdiferenciable en un punto u es equivalente
a decir que la aplicacién D es n-n-semicontinua inferiormente en u, donde
n denota la topologia de la norma tanto de X como de X* (ver por
ejemplo [FP, Theorem 1.2]), es decir, dado € > 0 existe § > 0 tal que
D(z) € D(u) + eBx- siempre que z € Sx con |ju — z|| < 4.

PROPOSICION IV.3.6 . Si la norma de un espacio de Banach X es
fuertemente subdiferenciable en un punto grande u, entonces el conjunto
{T*(f) : f € D(u),T € G} es norma-denso en Sx-.

Demostracién. Seae > 0y g en Sx-. Por ser la norma de X fuertemente
subdiferenciable en u se tiene que existe § > 0 tal que D(z) C D(u) +
£Bx- siempre que z € Sx con ||u — z|| < 4. Por ser u punto grande
en X, se sigue de la Proposicién IV.3.1 que As(u) es norma-denso en
Sx+. Entonces existe z € Sx con |u—z|| <5, he D(z)y T € G de
manera que ||g — T*(h)|| < §. Por otra parte, existe f € D(u) tal que
|f — kil £ &, de donde finalmente se llega a que ||g — T*(f)|| < €. =

La versién dual del anterior resultado es:
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PROPOSICION IV.3.7. Pars un espacio de Banach X, supongamos
que la norma de X* es fuertemente subdiferenciable en un punio w*-
supergrande f. Entonces {T'(z) :z € D(f) N X,T € G} es norma-denso
en Sx.

Es bien sabido que un espacio de Banach es superreflexivo si y sélo
si lo es su dual. Como ya dijimos en la introduccién, llamaremos J a
la clase de los espacios de Banach superreflexivos casi-transitivos. Ha
sido probado por C. Finet [F] (ver también [DGZ, Corollary IV.5.7]) que
todos los miembros de J son uniformemente suaves y uniformemente
convexos (su dual es uniformemente suave). Entonces, como demuestra
F. Cabello [Cad4] (ver también [O, Lemma 2.5)), la clase J es autodual,
es decir, un espacio de Banach X pertenece a J si y s6lo si X* pertenece
a J. No obstante, con las técnicas que vamos a usar para demostrar los
siguientes teoremas no es necesario utilizar esta 1ltima propiedad. Se
sabe que la norma de X es Fréchet diferenciable en un punto u de Sx si
y sblo si X es suave en u y su norma es fuertemente subdiferenciable en
u.

TEOREMA IV.3.8. Si la norma de un espacio de Banach X es Fréchet
diferenciable en un punto grande u de X, entonces X pertenece a J.

Demostracion. Sea u en Sy punto grande de X donde la norma de X es
Fréchet diferenciable. Entonces dado € > 0 existe § > 0 tal que

llu + All + ||u — A -2
<e
Ikl

para todo h en X\ {0} con ||A|| < 4. Consideremos el subconjunto de X
dado por

lv+ |l + |lv = hi] - 2
1Al

{'UGX:

< € VYh € X\{0} con ||h|| < 6} :
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Se comprueba facilmente que este subconjunto es norma-cerrado, con-
vexo, G-invariante y claramente contiene a u. Al ser u punto grande de
X se sigue que
l[v+ Al + |lv—hj| -2
1Al

para todo v en Sx y h en X\ {0} con ||| < 6. Por lo tanto X es
uniformemente suave (luego superreflexivo). Por la Proposicién IV.3.6,
X* es casi-transitivo y puesto que también es superreflexivo, la existencia
de puntos en X* donde la norma es Fréchet diferenciable est4 garantizada.
Aplicando la Proposicién IV.3.7 se tiene que X es casi-transitivo.

Al ser la norma de X* w*-semicontinua inferiormente, siguiendo los
mismos pasos que en la demostracién anterior, se obtiene que si la norma
de X* es Fréchet diferenciable en un punto w*-grande f de X*, entonces
X* es uniformemente suave. En particular, X es reflexivo, y por lo tanto
G* = G(X*) y la topologias w* y w en X* coinciden. Luego f es un punto
grande de X* y aplicando la Proposicién IV.3.6 se obtiene la versién dual
del teorema anterior.

TEOREMA 1V.3.9. Sila norma de X* es Fréchet diferenciable en un
punto w*-grande f de X*, entonces X pertenece a J.

IV.4 Puntos grandes Jr espacios de Banach
e

uniformemente descuadrados.

Un espacio de Banach X es uniformemente descuadrado si existe
a en (0,1) tal que ||z +y|| < 2a para cualesquiera z,y en By verificando
lz — yl| > 2a. Supongamos que X no es uniformemete descuadrado y
sea a en (0,1). Entonces existen z,y en By talesque ||z +y|| > a+1y

lz—y|| > a+ 1. Tomemos f € D (II:_HH) ygeD (ﬂ:_:h) Entonces se
demuestra fdciimente que f(x), f(y), (), —g(y) > a, de donde

If+9ll 2 (f+9)(z) 2 2
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\f=gll2(f-9)¥) 22,

luego X* no es uniformemente descuadrado. Los espacios uniforme-
mente descuadrados fueron estudiados por Robert C. James, quién pri-
meramente demuestra en [J] que todo espacio de Banach uniformemente
descuadrado es reflexivo. Posteriormente, James y Schaffer muestran
que en realidad dichos espacios son superreflexivos (ver [JS] y [Da, The-
orem 4]). Del argumento anterior se sigue que la clase de los espacios
uniformemente descuadrados es autodual.

El fndice de rudeza nos permitird determinar si un espacio de Ba-
nach con puntos grandes es uniformemente descuadrado. Recuérdese
que, dado u en Sy, el indice de rudeza de u en X es el nimero

. llu + h|l + llu — hl| - 2
X,u)= % .
n(X,u) = "m sup Tl

y que 0 < n(X,u) < 2.
Una rebanada en X es un conjunto de la forma

S(f, Bx,a) = {z € Bx : f(z) > 1-a}

para algtin f en Sx- y @ > 0. Una w*-rebanada en X* es un conjunto
de la forma

S(u, Bx-,a) := {g € Bx- : g(u) >1 - a}

para algin u en Sx y o > 0. Segin [DGZ, Proposition 1.1.11], la norma
de X no es ruda si y sélo si, para todo € > 0, existe una w*-rebanada en
X* de didmetro menor que €. Entonces, con el algin esfuerzo adicional,
se puede demostrar que la norma de X* no es ruda si y sélo si, para todo
e > 0, existe una rebanada en X de didmetro menor que €. Nétese que
estos tltimos comentarios implican que, si la norma de X no es ruda,
entonces la norma de X** tampoco es ruda.

El siguiente resultado es una versién puntual, mds adecuada a nues-
tros intereses, de [DGZ, Proposition 1.1.11], cuya prueba recogemos por
complitud.
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LEMA IV.4.1. [DGZ, Proposition I1.1.11]. Pare u en Sx y € > 0, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) n(X,u) 2 €.
(i) Para todo o > 0, diam (S(u, Bx-,a)) > €.

Demostracidn. Supongamos n(X,u) > € y sea a > 0. Por hipétesis, para
n en N existe hy en X'\ {0} tal que

et bl + = bl =22 (= =)l (8

con {||hs]|} tendiendo a cero. Sean f,, g, en Sx- tales que fa(u+hy) =
|4+ hanll ¥ gn(t—hn) = ||lu—ha|| para n en N. Nétese que {fn(u)} = 1y
{9n(u)} — 1. Entonces existe ny en N tal que para todo n > nq se tiene
que fn, gn € S(u, Bx-, @), luego de (8) se concluye que ||fo —gal| > € 1.
En consecuencia, diam (S(u, Bx-,)) > &.

Supongamos ahora que para todo a >0, diam(S(u, B;+,a)) 2¢. Sean
Ay 0 nlimeros reales positivos. Por hipétesis existen f, g en S(u, Bx+,d)\¢)
con ||f - g|| > €(1 - 6). Tomemos h en Sx tal que (f — g)(h) > e(1-4).
Entonces se tiene que

lu + Ah|| + ||u — AR|| 2 f(u+ M) + g(u — Ah) > 2+ Ae(1 — 30)

y por tanto
lu+ M|+ Jlu—Anj| -2
A :
Tomando una sucesién {A,} — 0 tal que
{ lu+ Aphl| + [ju = Ash|| — 2}
An

sea convergente a un cierto nimero real r, obtenemos

n(X,u) > r > e(1 - 30).

e(1 — 34).

Como 4 es arbitrariamente positivo, se tiene 7(X,u) > ¢ . »

Una consecuencia del resultado anterior es el siguiente lema.
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LEMA IV.4.2 . Si un espacio de Banach X es uniformemente des-
cuadrado, entonces 7(X,u) < 2 para todo u en Sx.

Demostracién. Supongamos que existe u en Sx tal que n(X,u) = 2. Del
lema anterior se sigue que, para cada n en N, existen f,, gn €n S(u, Bx-, }‘)
con ||f, — gnll 2 2 — 1. Como X es uniformemente descuadrado, X*
también lo es, con lo que existe a en (0,1) tal que ||f + g|| < 2a para
cualesquiera f,g en Bx- verificando ||f — g|| > 2a. Tomando n suficien-
temente grande para tener [|fn — gall > 2a, fa(u) > @y gn(u) > a, se
concluye
2a < (fn + gn)(w) < || fn + gnll < 2a,

lo cual es contradictorio. =

Este resultado admite una versién dual que recogemos en el siguiente
lema.

LEMA IV.4.3 . Si un espacio de Banach X es uniformemente des-
cuadrado, entonces n(X*, f) < 2 para todo f en Sx-.

Nuestro siguiente resultado es el més importante de la seccién y puede
verse como una especie de recfproco del Lema IV.4.2.

TEOREMA IV.4.4. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que eziste
un punto grande u de X satisfaciendo n(X,u) < 2. Entonces X es
uniformemente descuadrado.

Demostracién. Por comodidad, dado ¢ en (0,2) y 6 en (0, 1), notaremos

Mo (X} = {:c 5By 22 ”’”ﬂ’l”l onl. i SERET S aax\{O}} .

Supongamos que 7(X,u) < 2. Tomemos £ con n(X,u) < e <2
Entonces existe ¢ > 0 tal que
Jlu + Bl + ||u — Al — 2
<e
1Al
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para todo h en X\{0} con ||h|| £ 8. Puesto que M4(X) es convexo,
cerrado, G-invariante y contiene a u, por ser u punto grande de X se
tiene que M,;(X) = Bx. En lo que resta, demostraremos que esta
\iltima igualdad implica que X es uniformemente descuadrado. Fijemos
o en (£,2) y consideremos a en (1 max{2 — (0 —€)§,2 - (2 - o)é} ,1).
Sean z,y elementos de Bx con ||z + y|| > 2a. En tal caso se tiene que
Iz +yll > 2 — (o — €)d, luego ||z + 6y|| > 2— (0 —€)d — (1 - é). Como,
por otra parte, la desigualdad ||z — 8y|| > ||z —y|| - (1 - d) es cierta,
obtenemos

llz + 8yl + Iz — 8yl 2 |z — yll + (2— 0 +€)d.

Se sigue de la igualdad M, s(X) = Bx que

lz—yll +(2-0+e)d <2+66,
y en consecuencia
lz-yl|<2-(2-0)i<2 .=

Al ser la norma de X* w*-semicontinua inferiormente, se tiene que
para € > 0y § > 0, el conjunto M, 4(X") es w*-cerrado, convexo y
G(X*)-invariante. Asf, se puede argumentar como en la demostraci6n
del teorema anterior para obtener la versién dual de dicho teorema.

TEOREMA IV.4.5. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que eziste
un punto w*-grande f de X* tal que n(X*,f) < 2. Entonces X es
uniformemente descuadrado.

El siguiente corolario es una consecuencia de los teoremas anteriores.

COROLARIO 1V.4.6. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que se
verifica alguna de las siguientes hipdtesis:

(i) Eziste u en Sx punto grande de X que determina en Bx+ una
w*-rebanada de didmetro menor que dos.
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(i) Eziste f en Sx- punto w*-grande de X* que determina en Bxe
una rebanada de didmetro menor que dos.

Entonces X es uniformemente descuadrado.

Recuérdese que los puntos de la esfera unidad de un espacio de Banach
X, donde la norma es fuertemente subdiferenciable, son aquellos puntos
en los que la aplicacién de dualidad es n — n-inferiormente semicontinua.
Teniendo presente el resultado de J. R. Giles, D. A. Gregory y Brailey
Sims [GGS.2, Theorem 2.1] particularizado al caso que nos ocupa, se tiene
que si la aplicacién de dualidad es n — n-inferiormente semicontinua en
u entonces para todo € > 0 el conjunto D(u) + ¢Bx- contiene una w*-
rebanada determinada por u. Si suponemos que para u en Sx el didmetro
de D(u) es menor que dos, se sigue que para ¢ >0 con diam(D(u))+£<2
el conjunto D(u) + £Bx- tiene didmetro menor que dos.

COROLARIO IV.4.7 . Sea X espacio de Banach, u un punto grcnde
de X donde la norma de X es fuertemente subdiferenciable y tal que
diam (D(u)) < 2. Entonces X es uniformemente descuadrado.

Denotando por D* la aplicacién de dualidad de X* en X** tenemos:

COROLARIO IV.4.8. Sea X espacio de Banach, f un punto w*-grande
de X* donde la norma de X* es fuertemente subdiferenciable y tal que
diam (D*(f)) < 2. Entonces X es uniformemente descuadrado.

IV.5 Rudeza de las normas convexo-tran-
sitivas.

Esta seccién la dedicaremos a obtener consecuencias de los resulta-
dos de las secciones anteriores. Dichos corolarios generalizan los trabajos
realizados previamente sobre el tema que aparecen en la literatura, a
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saber, los ya comentados de C. Finet y los de F. Cabello. Como con-
secuencia, responderemos negativamente a la pregunta formulada en la
introduccién, jadmite todo espacio de Banach un renormamiento equi-
valente convexo-transitivo?.

Diremos que X* es w*-convexo-transitivo si todo punto de Sx- €s
w*-grande. Por lo tanto si X es convexo-transitivo, entonces X* es w*-
convexo-transitivo (puesto que todo elemento de Sx- es w*-supergrande,
Proposiciép 1.4.3).

Seguiremos denotando por J la clase de los espacios de Banach su-
perreflexivos casi-transitivos.

TEOREMA IV.5.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X es un miembro de J.

(1) X es convezo-transitivo y la norma de X no es estremadamente
ruda.

(i) X* es w*-convezo-transitivo y la norma de X* no es eztremada-
mente ruda.

Demostracion. Claramente i) = i) y i) = iii). Para las implicaciones
reciprocas, nétese que si X es un espacio de Banach convexo-transitivo
cuya norma no es extremadamente ruda, del Teorema IV .4.4 se sigue que
X es uniformemente descuadrado. Se tiene pues garantizada la existen-
cia de puntos de la esfera unidad donde la norma es Fréchet diferenciable
(ya que X es supereflexivo), y, como todo elemento de la esfera es punto
grande, por el Teorema IV.3.8 se concluye que X pertenece a J. De
manera andloga se prueba iii) = i), reemplazando en el argumentc an-
terior los teoremas usados por sus versiones duales, a saber, Teoremas
IV45yIV.39. =

La no extremada rudeza de la norma requerida en el anterior teorema,
es una condicién més débil que exigir que la norma sca no ruda que a su
vez esté bastante lejos de la suavidad uniforme que poseen los miembros

de J.
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En el préximo resultado obtendremos caracterizaciones intermedias
de los espacios de Banach casi-transitivos superreflexivos en términos de
la convexo-transitividad y relajamientos de la superreflexividad.

Recuérdese que un punto u de Sx (respectivamente f de Sx.) se
dice que es un punto de diente (w*-diente) de Bx (de Bx-) si exis-
ten rebanadas (w*-rebanadas) contiendo a u (a f) y de didmetro menor
que cualquier ¢ > 0 prefijado. En las definiciones anteriores los ele-
mentos de Sx- y Sy, respectivamente, que determinan las rebanadas y
w*-rebanadas pueden depender de ¢; cuando tal dependencia no se da, se
dice que u y f son puntos fuertemente expuestos de Bx y fuerte-
mente w*-expuestos de By., respectivamente. Ndtese que la existencia
de puntos en Sy donde la norma de X es Fréchet diferenciable, implica la
existencia de puntos fuertemente w*-expuestos en By., luego w*-dientes,
y la existencia en Bx. de w*-dientes implica la no rudeza de la norma
de X. Anédlogamente, la existencia de puntos en Sx» donde la norma de
X* es Fréchet diferenciable, implica la existencia de puntos fuertemente
expuestos (y por lo tanto la existencia de puntos de dientes) en By, de
donde la norma de X* es no ruda.

Para un espacio de Banach X el hecho de tener la propiedad de
Radon-Nikodym, asi como el de ser Asplund, admite muchas refor-
mulaciones equivalentes. Para fijar de alguna manera estos conceptos
vamos a elegir formulaciones de los mismos, quiz4 no las més frecuentes,
pero si las més adecuadas a nuestro desarrollo. Asi, el espacio de Banach
X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y sélo si para toda norma
equivalente en X la norma dual es no ruda [Bou, Pag. 30]. De manera
andloga, como comentamos en la introduccién del capitulo, el espacio de
Banach X es Asplund si y sélo si toda norma equivalente en X es no
ruda. En realidad, si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym entonces,
para toda norma equivalente en X, la norma dual es Fréchet diferen-
ciable en un conjunto denso de la correspondiente esfera unidad [Bou,
Theorem 5.7.4]. De manera andloga, si X es Asplund, entonces toda
norma equivalente en X es Fréchet diferenciable en un conjunto denso de
la correspondiente esfera unidad [Bou, Proposition 5.6.13). Referimos al
lector a [DU, Pag. 217-218] para un completo catdlogo de formulaciones
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equivalentes de la propiedad de Radon-Nikodym.
Ahora del Teorema IV.5.1 se deduce inmediatamente el siguiente coro-
lario.

COROLARIO IV.5.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X pertenece a J.
(i) X es convezo-transitivo y Asplund.

(iti) X* es w*-convezo-transitivo y X posee la propiedad de Radon-Niko-
dym.

NoTA IV.5.3. Como ya anunciamos en la introduccién al capitulo el
Teorema IV.5.1 implica que “muchos” espacios de Banach carecen de
renormaciones equivalentes convexo-transitivas. En efecto, como ejem-
plos de tales espacios de Banach uno puede elegir cualquier espacio de
Banach que no sea superreflexivo pero o bien sea Asplund o bien tenga
la propiedad de Radon-Nikodym. Enfatizamos que algunos de tales es-
pacios, como por ejemplo ¢y y £1, tienen sin embargo normas maximales.
El espacio @2x¢7 es otro curioso ejemplo de espacio de Banach que no
se puede renormar convexo-transitivamente.

Una versién en principio distinta del Teorema IV.5.1, seria relajar
la hipétesis de convexo-transitividad de la norma a que el conjunto de
puntos grandes sea no raro en la esfera unidad. Si este es el caso se tendria
una nueva caracterizacién de los miembros de J. Para demostrar este
resultado daremos los siguientes lemas.

LEMA IV.5.4. Sean u y v puntos grandes de X. Si la norma de X* no
es ruda, entonces u pertenece a la clausura de G(v) en Sx.
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Demostracién. Sea € > 0. Si la norma de X* no es ruda, entonces existe
f en Sx- y @ > 0 tales que el didmetro del conjunto S(f, Bx, ) es menor
que €. Ahora el conjunto {z € Bx : f(z) < 1 - a} es convexo, cerrado y
est4 contenido de manera extricta en Bx. Al ser u y v puntos grandes de
X, existen F y G en G satisfaciendo f(F(u)) > 1-ay f(G(v)) > 1-oa.
Por lo tanto si definimos H := F~! o G, se tiene que H € G y que
llu = H@)|| = |F(u) - G(v)|| < €. »

Anilogamente se demuestra este otro lema.

LEMA IV.5.5. Sean f y g puntos w*-grandes de X*. Si la norma de X
no es ruda, entonces f pertenece a la clousura de G(X*)(g) en Sx-.

TEOREMA IV.5.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X pertenece a J.

(i) El conjunto de los puntos grandes de X no es raro en Sx y la norma
de X* no es ruda.

(iii) El conjunto de los puntos w*-grandes de X* no es raro en Sx- y la
norma de X no es ruda.

Demostracién. Claramente (i) = (ii) y (¢) = (#44). Supongamos que
se verifica (ii). Entonces, por la hipétesis y el Lema IV.5.4, para cada
punto grande u en X, G(u) no es raro en Sx. Por la Proposicién 1.2.2, se
tiene que X es casi-transitivo. Por el Teorema IV.5.1 iii) = i), X estd
en J. Supongamos ahora que se verifica (iii). Entonces, por la hip6tesis
y el Lema IV.5.5, para cada punto grande f en X*, G(X*)(f) no es raro
en Sx-. Por la Proposicién 1.2.2, se tiene que X* es casi-transitivo. En
consecuencia, X** es w*-convexo transitivo. Por otra parte, la norma de
X** 1o es ruda ya que la norma de X no es ruda. Se sigue del Teorema
IV.5.1 #43) = i) que X* estden J. =
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Por el teorema de Hahn-Banach, un elemento u en Sx es un punto
grande de X si y sélo si, para todo g en Sx., se tiene

sup {|9(T(u))[: T € G} = L.

Anélogamente, un elemento f en Sx. es un punto w*-grande si y sélo si,
para todo z en Sx, se tiene

sup {|F(f)(z)|: F € G(X*)} = 1.

Luego el conjunto de todos los puntos grandes de X es cerrado en Sx, y
el conjunto de todos los puntos w*-grandes es norma cerrado en Sx-.

Bajo la hip6tesis de no rareza en Sx de los puntos grandes de X y
condiciones isomérficas se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO IV.5.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X pertenece a J.

(i) El conjunto de los puntos grandes de X no es raro en Sx y X es
Asplund.

(i4i) El conjunto de los puntos grandes de X no es raro en Sx y X tiene
la propiedad de Radon-Nikodym.

(iv) El conjunto de todos los puntos w*-grandes no es raro en Sx. y X
es Asplund.

(v) El conjunto de todos los puntos w*-grandes no es raro en Sx. y X
tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Demostracidn. Las implicaciones iii) = i) y iv) = i), se desprenden del
Teorema IV.5.6.

i) = i). De la hipétesis se tiene que el conjunto de puntos grandes
de X tiene interior no vacio en Sx. Por ser X Asplund, el conjuntc de
puntos de Sx donde la norma de X es Fréchet diferenciable es denso.
Finalmente basta aplicar el Teorema IV.3.8.
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v) = i). Por tener X la propiedad de Radon-Nikodym el conjunto de
puntos de Sx- donde la norma es Fréchet diferenciable es denso, luego
estamos en iguales circunstancias que en el caso anterior. =

Desconocemos si, en general, suponer que en un espacio de Banach X
el conjunto de puntos grandes en X no sea raro en Sx es estrictamente
m4s débil que la convexo-transitividad. En otras palabras, si el conjunto
de puntos grandes en X tiene interior no vacio en Sx, jes X convexo-
transitivo?. En todo caso, los resultados anteriores dan cierta informacién
no trivial respecto a la anterior pregunta. Por ejemplo, la respuesta a
tal pregunta es afirmativa si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
0 es Asplund. Como consecuencia, si X es un espacio de Banach finito
dimensional y si el conjunto de puntos grandes de X tiene interior no
vacio en Sx, entonces X es un espacio de Hilbert (recuérdese el Corolario
1.5.9). Similar comentario cabe hacer sobre la relacién de la w*-convexo-
transitividad de X* y la no rareza en Sx. de los puntos w*-grandes de
A

Los lemas que siguen preparan el terreno a nuestro ultimo teorema
de caracterizacién de los miembros de la clase J.

LEMA IV.5.8. Sea v un punto de diente de Bx. Siu es un punto grande
de X, entonces v pertenece al cierre de G(u).

Demostracién. Sea € > 0. Ya que v es un punto de diente de By, existe
f en Sx. y @ > 0 tal que f(v) > 1 —a y diam S(f, Bx,a) < €. Por otra
parte {z € Bx : f(z) < 1 — a} es un subconjunto cerrado y convexo de
X contenido estrictamente en By, luego, al ser u punto grande de X,
existe F en G tal que f(F(u)) < 1 — a. Como v, F(u) € S(f, Bx,a), se
sigue que ||F(u) —v|| <e. »

Pequeiios cambios en la demostracién del anterior lema permiten
obtener este otro.

LEMA IV.5.9. Sea g un punto w*-diente de Bx- y f es un punio w*-
grande de X*. Entonces g pertenece al cierre (en norma) de G(X*)(f)
en Sx-.

B T T
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En el siguiente resultado caracterizamos los elementos de J entre los
espacios de Banach que bien él o bien su dual poseen puntos grandes
o w*-grandes, respectivamente, y como es de suponer satisfacen alguna
hipétesis (de tipo isométrico) adicional como la que recordamos a conti-
nuacién. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X posee la propiedad
de interseccién de Mazur si todo subconjunto acotado, convexo y
cerrado de X se pnede expresar como interseccién de bolas cerradas.
Anslogamente, se dird que X* tiene la w*-propiedad de interseccién
de Mazur si todo subconjunto acotado, convexo y w*-cerrado de X*
se puede expresar como interseccién de bolas cerradas. En el trabajo
de J. R. Giles, D. A. Gregory y Brailey Sims [GGS.1] se caracterizan
las anteriores propiecades en términos de la abundancia de w*-dientes y
dientes. Tales caracterizaciones rezan como sigue:

(i) [GGS.1, Theorem 2.1]. Un espacio de Banach X posee la propiedad
de interseccién de Mazur si y sélo si el conjunto de los puntos w*-
dientes de Bx. es norma-denso en Sx-.

(ii) [GGS.2, Theorem 3.1]. El dual de un espacio de Banach X posee
la w*-propiedad de interseccién de Mazur si y sélo si el conjunto de
los puntos dientes de By es denso en Sx.

TEOREMA 1V.5.10. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X pertenece a J.

(ii) El conjunto de todos los puntos de diente de Bx no es raro en Sx,
y eziste un punto grande en X.

(iii) El conjunto de todos los puntos w*-dientes de Bx. no es raro en
Sx+, y existe un punto w*-grande en X*.

(iv) X* posee la w*-propiedad de interseccidn de Mazur, y eziste un
punto grande en X.

(v) X posee la propiedad de interseccién de Mazur, y ezisie un punto
w*-grande en X°*.
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Demostracién. Teniendo en cuenta las caracterizaciones dadas anterior-
mente de la propiedad y w*-propiedad de interseccién de Mazur, clara-
mente 1) = fv) = ii) y 1) = v) = iii).

it) = 1). Sea u punto grande de X. Por el Lema IV.5.8, el conjunto
de los puntos dientes de Bx esté contenido en G(u). Como quiera que
suponemos que tal conjunto no es raro en Sy, se tiene que G(u) no es raro,
con lo que, por la Proposicién 1.2.2, X es casi-transitivo. Finalmente se
aplica el Teorema IV.5.6 (concretamente, i) = 7).

i4i) = 1). Basta reemplazar en el anterior argumento el Lema IV.5.8
por el Lema IV.5.9, y aplicar el Teorema IV.5.6 iii) = i). u

De las caracterizaciones de la propiedad y w*-propiedad de inter-
seccién de Mazur y del teorema de Bishop-Phelps se tiene que si la norma
de un espacio de Banach X (respectivamente, X*) es Fréchet diferencia-
ble en todo punto de Sx (de Sx-) entonces X (X*) tiene la propiedad
(w*-propiedad) de interseccién de Mazur. Asf obtenemos el siguiente
corolario.

COROLARIO 1V.5.11. Las siguiente afirmaciones son eguivalentes:
(1) X es un miembro de J.

(i) La norma de X* es Frechet diferenciable en todo punto de Sx- y
eziste un punto grande de X.

(iii) La norma de X es Frechet diferenciable en todo punio de Sx y
eziste un punto w*-grande de X*.

Concluimos esta seccién aplicando el Teorema IV.3.8 para obtener
una nueva caracterizacién de los espacios de Hilbert. Dado 1 < p < oo,
un subespacio M de un espacio de Banach X es un LP-sumando de X
si existe una proyecci6n lineal 7 de X sobre M tal que, para todo z en
X, se tiene

llzllP = llx()|I? + llz — 7 ()P (1 <p < o0),
Il = max{||x(z)[l, ||z — #(=)|I} (p= o0).
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Si M es un LP-sumando de X, entonces la proyeccién m dada anterior-
mente esté determinada de manera dnica por M, y se conoce con el
nombre de la [P-proyeccién de X sobre M.

COROLARIO IV.5.12. Sea X un espacio de Banach sobre K y u un punto
grande de X tal que Ku es un LP-sumando con 1 < p < oo. Entonces X
es un espacio de Hilbert. Si ademds p # 2, entonces dim (X) = 1.

Demostracién. Es de comprobacién inmediata que la norma de X es
Fréchet diferenciable en u. Aplicando el Teorema IV.3.8, se tiene que X
es casi-transitivo.

Si X es complejo, entonces es claro que la LP-proyeccion 7 es un ope-
rador hermitico (pues I + (4 — 1)7 es una isometrfa para todo p en Sc)
y por el Teorema 1.4.8 X es un espacio de Hilbert.

Supongamos ahora que X es real. En este caso, denotando por 7 la
LP-proyecci6én de X sobre Ru, I — 2 resulta ser una reflexién isométrica
en X. Aplicando el Teorema 1.2.10 se tiene que X es un espacio de
Hilbert.

Por tltimo, el inico espacio de Hilbert con LP-sumandos unidimen-
sionales para p # 2 es el cuerpo base. »

El corolario anterior no es cierto cuando p = 1, pues entonces no se
puede decir absolutamente nada ya que si X es £, o £ (n € N), entonces
todo elemento u en la base natural de X es un punto grande de X tal que
Ku es un L!-sumando de X. En todo caso, el siguiente corolario recoge
una versién del anterior incluyendo el caso p = 1.

Sea u en Sy tal que Ku es un L!-sumando de X, y denotemos por
« la L'-proyeccién de X sobre Ku. Entonces el polar de (7 — 7)(X) en
X* es un L®-sumando en X* de dimensién uno y asf la norma de X* es
Fréchet diferenciable en algtin punto de Sx-.

CoROLARIO 1V.5.13 . Supongamos que un espacio de Banach (real o
complejo) convezo-transitivo X posee un LP-sumando de dimension uno
para algin p € [1,00]. Entonces X es un espacio de Hilbert. Sip g 2,
entonces X es de dimensidn uno.
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Demostracién. Para p # 1, aplicamos el corolario anterior. Seap = 1. En
el caso de que X sea complejo, se tiene que la L!-proyeccién es hermitica
y se razona como en el corolario anterior. En el caso real, se tiene que
la norma de X* no es ruda, luego por el Teorema IV.5.1, X* es casi-
transitivo. Como X* posee vectores de reflexién isométrica la prueba se
concluye como en el corolario anterior. =
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Problemas y futuras lineas de
investigacion.

Debido al reciente trabajo de F. Cabello [Ca3], que recoge la mayoria
de las cuestiones importantes relacionadas con el Problema de Banach-
Mazur, en esta nota final haremos s6lamente una recapitulacién de aque-
llas que estdn més cercanas a los resultados obtenidos en esta memoria.

Uno de estos problemas est4 relacionado con el concepto de norma
fuertemente maximal en un espacio de Banach, que hemos introducido
en esta memoria por primera vez. En vista de que no todo espacio
de Banach se puede renormar equivalentemente de modo que la nueva
norma sea convexo-transitiva y de que no sabemos si cualquier espacio
de Banach admite una norma equivalente maximal, cabe plantearse la
siguiente pregunta:

/Se puede renormar equivalentemente cualquier espacio de Banach de
manera que la nueva norma sea fuertemente maximal?.

En lo referente al segundo capitulo, queda pendiente la cuestién Q.1,
a saber:

Sea X un espacio de Banach real. Si X es convexo-transitivo y tiene
una reflexion isométrica, jes X un espacio de Hilbert?.

Respecto al tercer capitulo, el problema que més nos preocupa es el
de la extensién de la conjetura de Wood a la clase de los JB*-triples (ver
Problema II1.4.1).
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Si X es un JB*-triple transitivo, jes X un espacio dz Hilbert?.

Para finalizar esta nota planteamos una cuestién que queda pendiente
en el cuarto capitulo y que serfa la siguiente:

Si el conjunto de puntos grandes en un espacio de Banach X no es
raro en Sx, jes X convexo-transitivo?.
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