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INTRODUCCION GENERAL

La necesidad de generalizar los estudios del andlisis de datos de supervivencia al caso
multivariante ha surgido de forma natural. Como en otras ramas de la Estadistica las
situaciones reales imponen su criterio. El investigador ha obtenido datos de tiempos de fallo
correspondientes a varias variables con posible relacién entre ellas. Asf, por ejemplo, datos
de tipo familiar donde se mide un tiempo de fallo a cada miembro de una familia o grupo
afin. No es ésta la tnica situacién multivariante que se encuentra, como se ver4 al inicio del

Capitulo 1 (Fundamentos Generales) donde se consideran diversos tipos de datos.

Modelos multivariantes habfan surgido en los afios cincuenta y sesenta en forma
aislada y en un contexto que traspasaba la nocién de supervivencia, como puede ser el
modelo de choque de Marshall, A.W. y Olkin, 1. (1967). Pero es en los afios setenta y, sobre
todo, a partir de los ochenta cuando se ha generalizado el estudio propiamente dicho de la
supervivencia multivariante. Autores como Cox, D.R. (1972), que presenta su modelo
general bivariante enunciando los conceptos bésicos en el contexto de los modelos de
Regresién, Johnson, N.L. y Kotz, S. (1975), que inciden en el llamado vector razdén de azar
multivariante, y Clayton, D.G. (1978), que estudia datos de supervivencia de tipo
epidemiolégico y presenta su modelo (Modelo de Clayton), son algunos de los mds
importantes en esta primera etapa. Le siguieron autores como Prentice, R.L., Williams, B.J.
& Peterson, A.L. (1981) y sobre todo Oakes, D. (1989) con el ya conocido estudio de los
modelos frailry, Hougaard, P. (1984,1986,1989,1992) que de una forma bastante prolffica
hace un estudio variado incidiendo en su modelo (modelo de Hougaard). Otros autores que
es necesario resaltar en los estudios modernos del andlisis de datos de supervivencia
multivariante son Genest, C. y Mackay, J. (1986) {con un estudio de las llamadas cdpulas
arquimediarnas), Marshall, A.W. y Olkin, I. (1988) (con su enfoque de las distribuciones
generadas por sus marginales), Basu, A.P. (1988) (que estudia familias de funciones
exponenciales bivariantes), Kiein, J.P., Lee, S., Lin, D.Y., etc.




Introduccién general

Nuestra intenciéu ha sido hacer una revisién de los estudios de supervivencia

multivariante (paramétrica y semiparamétrica) y crear un esquema general a partir del cual

pueda hacerse un estudio detallado de los distintos puntos de investigacién. Hemos revisado
conceptos bésicos como el vector funcién de azar y la razén de fallo presentando algunas
modificaciones en ellos, hemos formulado nuevos modelos y hemos estudiado elementos
concretos en estudios de asociacién o dependencia. Asimismo hemos planteado el esquema

general de la inferencia en algunos modelos antes citados.

Esta memoria tiene la estructura general siguiente. En cada uno de los capitulos que
a continuacién se describen comenzamos con los fundamentos correspondientes a dicho
capitulo y concluimos con las aportaciones, intentando respetar los bloques teméticos. Hemos
de decir que, aunque la estructura general es la dicha, en los fundamentos van incluidos
algunos desarrolios y comentarios propios, en aras de no perjudicar dicha estructura.
Asimismo incluimos algunos enfoques 0 esquemas propios para presentar conocimientos ya

asumidos.

En el Capitulo 1 (Fundamentos generales) se comienza con una clasificacién del tipo
de datos usual en supervivencia, de acuerdo a lo comunmente usado a lo largo de la reciente
historia. Se sigue con una simple clasificacién de los que serdn nuestros objetivos

fundamentales.

Se continia presentando los conceptos y definiciones bésicos haciendo referencia a
la nomenclatura utilizada en Cox (1972). Nuestra aportacién en este punto se referird a una

nueva expresién de la funcién de azar y de la densidad en funcién de ésia.

Se termina dando unas nociones de lo que consideramos necesario conocer para el
desarrollo de esta memoria (distribuciones, copulas, mixturas, etc) y s presenta una revisién

bibliografica de los diversos temas tratados en supervivencia multivariante.




Introduccién general

En el Capftulo 2 se comienza presentando una clasificacién de las distintas vias que
existen para construir modelos. Se inicia con el modelo de Hougaard y con el ya clésico de
Marshall y Olkin (1967), modelos obtenidos directamente a partir de variables aleatorias
independientes. Se continia con otro enfoque, el denominado de las distribuciones
condicionadas donde se presenta el modelo de Clayton (1978). Nosotros presentamos una
comparacién entre las dos formas cldsicas de llegar a este modelo (el métode de las
distribuciones condicionadas anteriormente citado y el método frailty mencionado a
continuacién) observando el comportamiento de las distribuciones marginales. Se hace un
estudio especial del método de la independencia condicionada o método frailty. Nos
detenemos en los modelos m4s importantes de este método (frailties gamma, estable e inversa
gaussiana). A continuacién se trata una generalizacién del méiodo anterior, los modelos
generados via distribuciones marginales (Marshall y Olkin (1988) y Genest y Mackay
(1986)).

Se hace un estudio amplio de las diversas formas que existen para introducir las

covariables en modelos clésicos (modelo de Clayton, modelo de Hougaard).

Nosotros introducimos un modelo frailty con distribucién uniforme en presencia de
covariables explicativas que suponemos bajo bajo hipétesis de azar proporcional y estudiamos
el problema de la identificabilidad. Hacemos mencién a un modelo frailty con distribucién
estable y marginales Pareto. Presentamos los modelos de vida acelerada y destacamos las
dificultades que ocasionan, También presentamos una clasificacién para introducir
covariables: formas multiplicativas puras tanto de las covariables externas como del frailty,
formas multiplicativas con covariables y frailty aditivos entre sf, formas no multiplicativas
(azar no proporcional), etc; este tiltimo caso lo tratamos con un poco més de profundidad en
el iltimo capitulo, Temas abiertos. Presentamos los denominados por nosotros modelos
mixtos: modelos de azar proporcional con covariables bajo hipétesis de vida acelerada. En

este apartado consideraremos en especial un modelo frailty con distribucién estable positiva

y estudiamos su identificabilidad. Seguidamente consideramos el caso en el que se introducen

(11




Introduccién general

covariables explicativas en el denominado pardmetro de asociacién y estudiamos en especial
un modelo mixto con frailty gamma. Por iltimo, en este capftulo, presentamos un modelo
general de frailty inverso de gran utilidad en casos donde interesa conocer un modelo donde

se considera un frailty que es funcién de otro del cual conecemos una formulaci6n.

En el Capftulo 3 se hace un estudio pormenorizado del problema de la asociacién o
dependencia. Se clasifican los distintos métodos seguidos. Coeficientes como el de
correlacién o el de variacién iniciardn el estudio. Se sigue con el mis importante, el
coeficiente de concordancia de Kendall, y con el denominado coeficiente de asociacion de
Oakes. Se calculan para los modelos mds usuales (frailty estable, gamma e inversa
gaussiana). Se mencionan otras medidas o métodos para el estudio de la asociacién como son
la dependencia cuadrante positiva, el concepto de variables asociadas y la positividad total.
La conclusién final sobre estas medidas de asociacién en los modelos frailty serd fundamental

en esta memoria.

Nosotros presentamos en este capitulo un estudio de las distintas medidas de
dependencia en el modelo frailty uniforme haciendo notar las dificultades que presentan.
Especial estudio se hard sobre el coeficiente de concordancia de Kendall. Asimismo
estudiamos medidas de dependencia en dos de los modelos construidos en el capitulo
anterior: un modelo mixto con frailty estable positiva y un modelo mixto con frailty gamma
y covariables en el pardmetro de asociacién. Por ltimo, en este capitulo, estudiamos la

gependencia cuadrante en los modelos mixtos.

En el Capitulo 4 estudiaremos los problemas de la estimaci6n. Se inicia distinguiendo
la forma de abordarla segin los tipos de modelos (paramétricos, semiparamétricos y no
paramétricos) continuando con la construccién de la funcién de verosimilitud en el modelo
general paramétrico o semiparamétrico definido a partir de la funcién de supervivencia. Se

presentan los modelos semiparamétricos definidos a partir de las funciones de azar marginales

y la metodologfa general que se ha de segir con ellos, asf como con los no paramétricos.

(12)
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Nosotros presentamos un estudio de estimacién en tres de los modelos considerados:

un modelo frailty uniforme con covariables, sujeto a censuras y marginales Weibull; un
modelo mixto con frailty estable positiva, marginales Weibull y sujeto a censuras y un
modelo mixto con frailty gamma, sujeto a censuras, marginales Weibull y covariables

también en el pardmetro de asociacion.

En el Capitulo 5, Temas abiertos, presentaremos algunas lineas de investigacién.
Comenzamos estudiando un modelo con frailty aditivo. A continuacién presentamos
alternativas en la introduccién de las covariables segiin se vi6 en el capftulo 2. Se continia
con el problema de los datos agrupados y problemas de simulacién. Terminaremos

presentando algunos otros puntos de interés objeto de nuestra linea de investigacién.




CAPITULO 1
FUNDAMENTOS GENERALES

1.1 INTRODUCCION

En este capftulo presentamos las bases necesarias para el desarrollo de esta memoria.
Comenzamos describiendo los diversos tipos de datos que se presentan en supervivencia
multivariante. A continuaci6n, establecemos los objetivos y exponemos conceptos bésicos
tales como funcién de supervivencia multivariante, vector funcién de azar y razén de fallo,

as{ como la interrelacién entre ellos.

Seguidamente exponemos algunos conceptos ¢ instrumentos que posteriormente
utilizaremos, tales como distribuciones de probabilidad usuales en supervivencia (Gamma,
Inversa Gaussiana, Pareto y Estable Positiva), y los instrumentos mixtura de distribuciones

y copulas arquimedianas.

Por dltimo, incluimos una revisién bibliogréfica sobre estudios de supervivencia

multivariante.

1.1.1 TIPOS DE DATOS

El andlisis de datos de supervivencia multivariante surge ante la necesidad de
considerar dos o ms tiempos de supervivencia simultineamente 0 bien al considerar varias
causas distintas de fallo para uno o més tiempos. Ante estas situaciones, hay que tener en
cuenta la naturaleza de los datos a tratar, €s decir, el tipo de datos que se manejan, lo cual
influir4 en su tratamiento posterior. Otro aspecto importante a tener en cuenta es la posible
presencia de datos censurados debido a la falta de informacién sobre algunos individuos. Es

decir, a veces surgen datos incompletos ya que los tiempos de supervivencia no son

(14)
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conocidos para todos los individuos. La forma mds habitual es la censura a la derecha en la
que el tiempo observado es menor que el tiempo de supervivencia. También existen censuras

a la izquierda, donde el tiempo observado es mayor que el tiempo de supervivencia. Existen

otros tipos de censuras, aunque menos frecuentes. Los distintos tipos de censuras afectardn

también al tratamiento estadistico de los datos.

Teniendo en cuenta la diversidad de datos que se observan en la literatura sobre
supervivencia, consideramos conveniente establecer una clasificacién sobre los distintos tipos

de datos existentes. Dicha clasificacién se muestra a continuacion.

a) Casos de varios individuos
a,) Individuos emparentados.- En primer lugar, se considera el caso en que se
mide un mismo tiempo de fallo a distintos individuos relacionados. Es decir,
en varios individuos se mide el mismo evento. Por ejemplo, cuando en varios
miembros de una misma familia se mide el tiempo de aparicién de una cierta
enfermedad. En esta situacién suelen estar presentes factores genéticos que
inducen cierta dependencia en los tiempos de fallo de los distintos individuos

considerados (datos familiares).

Componentes idénticas, repetidas o en paralelo.- En segundo lugar, se
considera el caso en que se produzcan fallos en diferentes componentes de un
sistema. Por ejemplo, si consideramos a una persona como el sistema, los 0jos
serdn las componentes del sistema y el interés puede estar en el instante 0
momento en el que aparece cierta dolencia en alguno de ellos. Igualmente se
pueden considerar como componentes a los rifiones. Este tipo de datos es
tambien frecuente en fiabilidad industrial utilizdndose, por ejemplo, modelos
de choque donde se supone que el sistema sufre dafios por sucesivos impactos
que pueden deteriorar uno o varios componentes. Los fallos podrén ocurrir

simultdineamente.




Fundamentos generales

Casos de un solo individuo

b,) Distintos eventos (eventos encadenados).- Se considera ahora el caso en que
en un mismo individuo se miden los instantes de fallo de distintos evontos.
Por ejemplo, se mide en un mismo individuo el instante de aparicién de cierto
nivel de hipertensién, infarto de miocardio y la muerte por esta causa.

Eventos repetidos.- Se considera el caso en que en un mismo individuo puedan
darse distintas ocurrencias del mismo evento. Por ejemplo, los instantes de
ocurrencia de sucesivos infartos, duracién de perfodos en paro, tiempos entre
accidentes de trifico, etc. En este caso, obviamente, no es posible que dos

fallos ocurran en el mismo tiempo.

Causas del mismo evento.- En este caso se considera, aunque bastantes autores
no lo consideran exactamente un problema de supervivencia multivariante, la
situacién en la que en un individuo se observa el mismo fallo, centréndose la
atencién en la causa que lo ocasiona. S6lo una vez ocurre el fallo en cada
individuo pero puede producirse por diversas causas. Asi, por ejemplo, la

averfa de un automdvil se produce por diversas causas.
Distintas causas y eventos diferentes.- Esta situacién es similar a la anterior,
donde se consideran distintas causas posibles en cada uno de diferentes

eventos.

Estas situaciones anteriores son las més usuales aunque pueden darse casos concretos

de datos que no encajen en tal clasificacién. Los objetivos que se tengan dependerdn del tipo

de datos a tratar. Antes de condiderar los objetivos generales en el apartado siguiente veamos

algunas situaciones especiales en este sentido.

Si se dispone de datos del tipo a,), diferentes componentes de un sistema, y se

(16)




Fundamentos generales

observa que es factible hacer un disefio para comparar dos tratamientos por medio de
cierta aleatorizacién, como es el caso de la ceguera en ambos ojos donde se puede
aplicar un tratamiento a un 0jo y otro distinto al otro, el interés puede estar en hacer
un test que indique si un tratamiento reduce el tiempo de ceguera.

En el caso de la existencia de un factor genético entre individuos emparentados,
factor de dependencia comin, datos del tipo a,), el interés se centra principalmente
en estudiar la interrelacién entre ellos, abordada por la asociacién, dependencia o

correlacion.

En el caso de haber observado el tiempo de fallo de varios individuos, 0 de varias 0
mltiples ocurrencias en el mismo individuo, como los sucesivos infartos, periodos
de paro, etc, o bien, varios eventos distintos en el mismo individuo, caso de aparicién
de hipertensién e incidencia de infarto, por ejemplo, el interés puede estar en hacer
predicciones. Asf, la incidencia de una enfermedad en un individuo puede dar
informacién sobre la incidencia en su hermano, su hijo, etc. En tales problemas de
prediccién (regresién) juega un papel fundamental la presencia de posibles

covariables.

Las covariables o variables explicativas son cualquier tipo de variables distintas a los
tiempos de fallo y que pudieran influir de alguna manera en el valor de dichos tiempos.
Representan propiedades intrinsecas del individuo, factores exdgenos © tratamientos
experimentales aplicados. Es decir, caracterfsticas tales como el sexo, la clase social,
profesion, etc. Se pueden clasificar las covariables de diferentes formas. Asf, por ejemplo,
est4n las covariables constantes y covariables dependientes del tiempo. Dentro de este ltimo

tipo estén las covariables externas (aquellas no relacionadas directamente con el mecanismo

de fallo, por ejemplo, la edad de un individuo) e internas (necesitan la supervivencia del
individuo para su existencia y llevan informacién de la variable tiempo de supervivencia).
A su vez, las covariables externas pueden ser covariables fijadas (su valor estd medido con

(17)
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antelacién y fijado para la duracién del estudio), covariables definidas (detzrminadas de
antemano para cada individuo) y ancillarys (salida de un proceso estocdstico ajena al
individuo bajo estudio, por ejemplo, la contaminacién atmosférica). Para mds detalle puede
verse Lara (1995). Existen otras clasificaciones de las covariables: determinfsticas ©
aleatorias, etc. De especial importancia es una covariable aleatoria que se utilizard en esta
memoria. Se trata de una covariable aleatoria que no es observada, denominada frailty. Es
una caracteristica comin que poseen los individuos de una pareja o0 grupo que explica la
posible dependencia entre sus tiempos de supervivencia. Suele representar un factor de riesgo
entre los individuos. Un ejemplo puede ser la componente genética entre individuos

emparentados.

1.1.2 OBJETIVOS
Partiendo de hipétesis o planteamientos distintos se puede llegar al mismo resultado
o formulacién de un modelo. Puesto que hemos mencionado este iiltimo término, se plantean
ahora cudles serdn los objetivos del andlisis de datos de supervivencia multivariante. Se
resumen en la enumeracién siguiente:
a) Formulacién de un modelo
b) Estudio de la asociacién
¢) Estimacién
d) Prediccién

En primer lugar, interesard determinar una familia de distribuciones multivariantes
que se ajuste lo mejor posible a los datos. Para ello se deberd buscar una formulacién de
dicha familia a partir de la cual se efectuard todo tipo de actuaciones tales como el estudio
de la dependencia entre las variables, efc. Generalmente dar una formulacién de un modelo
consiste en encontrar la relacién que ligue la funcién de supervivencia multivariante con todo
tipo de pardmetros que intervengan en el modelo, en especial los que describan la

dependencia. Se puede clasificar la formulacién de un modelo como:

(18)
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- paramétrica
- semiparamétrica
- no paramétrica

Tanto en una formulacién paramétrica como en una semiparamétrica pueden
suponerse dos casos: que se desee obtener una sola expresién donde estén ligados cualquier
tipo de pardmetros (incluido un parédmetro que explique la asociacién entre los tiempos de
fallo) junto a las funciones de supervivencia, de distribucién, de densidad o de azar
marginales, o bien que no se desee disponer de dicha tnica expresion, sino dos expresiones,
una para cada funcién de azar marginal con posibles parimetros de regresion y un factor de

riesgo comiin que ligue ambos tiempos de fallo.

En el primer caso, si estin determinadas las familias de distribuciones de los tiempos
de fallo por separado, esto es, las marginales, el modelo se denominard paramétrico. La
metodologfa usada para hacer inferencias sobre los pardmetros se basa en la funcién de
verosimilitud. Este serd el caso tratado en esta memoria. Si no estdn determinadas dichas
familias de distribuciones y sélo se dispone de la expresién que liga los tiempos de
supervivencia el modelo se denominaré semiparamétrico. En este caso el estudio ird dirigido
hacia el parimetro que explica la asociacién y en su caso sobre posibles covariables

explicativas. La metodologia usada estd basada en la denominada verosimilitud parcial.

En el segundo caso, si las funciones de azar base marginales estdn determinadas (se

conocen las familias de distribuciones a las que pertenecen) el modelo se denominard

paramétrico. La metodologfa usada se basard nuevamente en la funcién de verosimilitud. Si
las funciones de azar base marginales no estdn determinadas el modelo se denominard

semiparamétrico. El interés estard en las covariables explicativas, la metodologfa se basa

nuevamente en la verosimilitud parcial.

En los modelos no paramétricos la metodologfa es distinta a la de los casos

(19)
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paramétrico y semiparamétrico. Estd basada en estimaciones directas de la funcién de

supervivencia por medio del conteo de los datos. No se tratar en esta memoria.

Como segundo objetivo se plantea el problema relativo a la asociacién o dependencia
entre los tiempos de fallo o supervivencia. Existen diversas maneras de abordar este punto,
fundamentalmente por el estudio de diferentes coeficientes de asociacién tales como el
coeficiente de Kendall, el denominado coeficiente de Oakes, etc. En el capitulo 4 de esta

memoria se detallardn dichos coeficientes.

La estimacion de los pardmetros (de las distribuciones marginales si estdn presentes,
de asociacién o de regresién) se inscribe dentro del problema de la inferencia y prediccion.
Este dltimo objetivo ha sido menos tratado en la literatura que los precedentes. En los
modelos estudiados en esta memoria, modelos paramétricos, construimos la funcién de
verosimilitud para datos censurados a la derecha y en presencia de covariables explicativas.
El estudio de la verosimilitud parcial en los modelos semiparamétricos no se tratard en esta

memoria.

1.2 CONCEPTOS BASICOS

1.2.1 DEFINICIONES
Vamos a dar una formulacién de diversos conceptos bésicos de supervivencia
multivariante dtiles en cualquier enfoque que posteriormente hagamos. Nos cefiiremos al caso

bivariante, el cual se generaliza sin dificultad a cualquier niimero de variables implicadas.

Sea una variable aleatoria bidimensional continua
(Tl,Tz) r szo r 1’:1,2
donde T, denota el tiempo de fallo de la componente i.
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Sea la funcion de distribucién conjunta de la variable (T,,T;)
F(t, t;)=P[TyS t, , [, S §]

y sea la funci6n de supervivencia conjunta de 1a variable (T,,T,)

St t)=P[T 2t , Hzt] -

Entre ambas funciones se verifica que
S(t,, ;) =1-Fi(£,) -F( ) *F(&, t;)
F(t,, t) =1-8,(¢t;) -5( t,)+S(ty, t,)

donde F,(t;) Yy S;(t;) son las funciones de distribucién marginales y las funciones de
supervivencia marginales, resnectivamente, i:1,2. Ademds, se verifica que
5(t,,0)=P[T2t,, [;20]=5,(t;)

[1.2]
5(0,t,)=P[ 1,20, T,z t;) =5,( ;) -

Propiedades elementales de la teoria de la probabilidad muestran que
S(t,, L) s min[J5(t),5(6)] Y
S(t,, L) 2 51(t1)+52(t2)—1 .

Sea f(t,,t,) la funcién de densidad conjunta de la variable (T,,T,). Se verifica

PRt t;) _ #?S5(¢t,, t,)

Heehl 5w at,ot,

o lo que es lo mismo

t ¢t
F(t;, t;) =L ‘fo £( ¢y, t;)dt,dt,
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Sty t;) =f;f;f( t,, t;) dt,dt,

1.2.2 FUNCION DE AZAR Y RAZON DE FALLO
Vamos a introducir la denominada funcion de azar. En Cox (1972) o en Cox & Oakes

(1984) estd definida de la siguiente manera:

P(tsT<t+At/tsT, , t=T.
o ey-1ag DUBTLEANERT R

At-+0+ At i (i=1,2)

P(tsT <t+At/t=T,,T,=u
By, (t/u)=1im 2 P |, teen
At+0+ At

y analogamente h,,(t/u). El significado intuitivo de la funcién de azar se verd en la
préxima definicién, donde consideramos dicha funcién de azar con una notacién diferente.

Segiin la definicién anterior, la funcién de densidad conjunta es

1-0 ¢,-0
£(t,, t,) =exp *ft (Byo (1) + By (1) )aru—ftfo hy, (ul t,)du|.

B (ty) By (B/t), 8 62t

y analogamente para t,st, .

Ademds, se verifica que

oS(t,u) |
at u=t

S(t, t)

#’S(t,u)
dtdu

dS(t, u)
du

h,(t)=- P hu(t/u)=-

Para un mejor desarrollo de la memoria, nosotros hemos adoptado la siguiente

notacién que se adapta mejor a la empleada por los autores m4s importantes y retomamos las

(22)
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siguientes definiciones para dicha notacion.

Definicién: Se denomina riesgo instantaneo de fallo de la componente i:1,2, dado
que antes no ha fallado ninguna, respectivamente, a la funcién

Pl t,sT,<t,+A/ Ty2t,, T,2t,]
A

hy(t,, t;)=1im
A+0°

Pl t,sT<t,+A/ T2t , T,2t.
hy(t,, t,)=1im 16275 A‘ Flim L [1.3]
A+0°

Estas funciones son las componentes de un vector denominado funcién de azar (o vector

razon de azar).

Es fécil comprobar que
h(t,,0)=h(t)
h,(0,t,) =h,(t;)

es decir, coinciden con las funciones de azar marginales de las variables T, y T, ,

respectivamente.

De acuerdo a la definicién anterior [1.3], vamos a emplear también la notaci6n
siguiente:
h(t,, t;)=h (t,/Tzt,)
hy(t,, L) =h(t,/Tzt)) .

Se puede expresar el riesgo instantaneo de fallo en términos de la funcién de

supervivencia conjunta, como s¢ muestra a continuacién:
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dS(¢t,, t;)

ot -01gS( t,, t,)
hl(tutz):hl(tll‘rzzrz):— S(tultz) 2 gatlx’ ;

y de igual manera

T ot, _ -01gS(t;.et,)
hz( tll' tZ) =h2( tzlrlztl) S S( tljztz) : atzl, :

Definicién: Se denomina riesgo instantdneo de fallo de la componente i: 1,2, dado
que ésta no ha fallado y la otra lo ha hecho en un tiempo dado, respectivamente, a la funcién

Plt,sT<t,+A/T;2t,, T,=t,]
’

hi(t, t2>:b1(t1/T2=t2)=1im A

A0

L2t

P[ t,=T,<t, A/ T2t,, T = t]
’

h(t, t2)=h2(t2/T1=t1)=lim

tzt, .
40" A s

Por otra parte, también se puede expresar este riesgo instantaneo de fallo en términos de la
funcién de supervivencia conjunta como mostramos a continuacién:
?S(t,, t,)

9tdt, _ 4 4 (_ aS(t,, t;)

8. &) ot 9 at, ] r Eybly 2
at,

B (tt,y)=

Andlogamente, se verifica
#*S(t,, t,)
: . enet, @ _05(t, ty) 1.5
e s limr 1 Ta_t;lg( 3t, ) - G o G E
at,

De acuerdo a estas definiciones anteriores se verifica que T, y T, son independientes si y

solo si
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hl(tl! tz)=h.“:(t1l t;)

h(t,t)=5(¢t,t)

Definicién: Se denomina razén de fallo al riesgo instantaneo de fallo de ambas

componentes dado que antes no ha fallado ninguna, es decir, a la funcién

rit, t)=1
A!
A0

P(t,=T,<t,+A, t,ST,<ty A/ T2y, T2 ty)
+07 ADA'

La razén de fallo puede expresarse de la siguiente manera

FS(t,, L)
o otot, f(t,t) [1.6]
r(t, )= 5(t,, &) = Sty 5, s

Es decir, la razén de fallo es el cociente entre la funcién de densidad y la funcién de
supervivencia. En supervivencia univariante dicha razén de fallo y la funcién de azar
coinciden, siendo, como se puede observar, significativamente distintas en supervivencia
multivariante. La relacién entre la razén de fallo y la funcién de azar es la siguiente:

F(-1g5(t,1 8))) L

r(t,, t2)=h1(t1't2)h2(t1't2)- dt,ot 2
1 gl |

En el desarrollo de esta memoria usamos fundamentalmente los conceptos de funcién
de azar y funcién de supervivencia asf como la raz6n de fallo. No es usual utilizar 1a funcién
de densidad. A pesar de ello, es conveniente disponer de una expresién de la funcién de
densidad en funcién de las componentes del vector funcién de azar. Para ello, consideremos
la expresién

#?Ss(¢t,, t
£(ty, t2)=—§(t?13:t2_2)'=‘bf(t1'tz)o

5(tys t,) _
at,
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Se trata ahora de encontrar una expresién de la funcién de supervivencia conjunta en funcién

de las componentes del vector funcién de azar. Por [1.7] se verificaba que

62(—.Ig.5‘(t1, tz)) =5

12

62( -lg.S'( tlr tz) )
at,at,

= hl(tu tz)hz( t,, ;) -r(t,, tz)

Integrando esta iltima igualdad se verifica

5,(£)-5(8) _
S(t )

Lt s
:fu fo zhl(tl'tz)bz(tl' t2)dt1dt2_fo xfcn 2r(t1,t2)dt1dt2 ’

y tomando exponenciales en los dos miembros resulta

5.(£)S,(8) _
At 6)

&t trt
=explfo lfo zh1(¢1r tz)hz(tu tz)dtldtz_fo 1_[0 ,f( L tz)dt1dt2 s
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t,rt
S(ty, ) =5,(t) S )exp|[ [ “r(ty, &;)de,dt,-

t, (L,
1 ‘fo By (ty, &) by (£, 8y) At dE; |-
(expresando las funciones de supervivencia marginales en funcién de la funcién de azar)

=exp[—f°c‘h1 (t,)dt, _fn “hy(t;)dt;*

&t &t
*fn l]’o r(ty, tz)dtldtz_fo tfo z})l(tl,tz)bz(t,_,tz)dtldtz] :

Si se sustituye esta expresién de la funcién de supervivencia conjunta en la expresién de la

funcién de densidad inicial resulta

£t t) b (&, ) By( b0 t)exp|- [ "y t,)dt,- [ “h,(£y) dt,-

[t e, (-1gS(t;, t,)) =
fo fo dt,ot, dtldtz]_

(expresando la integral doble en términos de la funcién de azar)

¢, ¢
=hi(t,, tz)bz(tl“ tz)exp[-fo hl(tl)dtx"fo =h2(t2)dt:2_

_fntxwl( t,,t,)-h(t) ]dt1]=

B (t t) By t)exe]- [ OB dty [ OBt ) dt] o 828
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Andlogamente, se obtiene

t
£( 0 t) =B (£, ) By (£ ) expl-[ "By (2)) dt, -

tI
¢ h(t, t)dt]  tzt

Johnson & Kotz (1975) estudiaron propiedades del vector funcién de azar (véase la
revisién bibliogréfica). Asf, por ejemplo, demuestran, en su propia notacién que nosotros
hemos adaptado a la nuestra, que si T, y T, son independientes se verifica

h(t,t)=h(t)
hy(t,t,)=h(t,)
-31gS(t,, t;) -01g[S,(t,)5 ()]

il at, 3 at,

_-311gS,(t,) +1g5,(t,)) _ -31g5,( L)
at, at,

=h(t) -

Mencionemos en este momento otros autores que estudian propiedades de este vector,
como se verd también en la revisién bibliografica. Basu (1971,1988) considera distintas
distribuciones exponenciales bivariantes (Gumbel, Freund, Marshall y Olkin, Block-Basu,
Friday y Patil, Dowton, etc.) y sus aplicaciones en fiabilidad. Block (1973), Dykstra y otros
(1973), Lehmann (1966) y Marshall (1973) estudian el vector funcién de azar. Puri y otros
(1974) demuestran que la razén de fallo es constante si y sélo si la distribucién es una
mixtura de distribuciones exponenciales. Sun & Basu (1993) hacen un estudio, en el mismo
sentido que Basu (1988), de la razén de fallo y la funcién de azar de una familia de

distribuciones bivariantes exponenciales.
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Anslogamente, se obtiene

£(t,, t,)=hi (e &) By (L tz)exp[—fot'hl( ¢,)dt,-

t
1 h(t, t)dt,| « tEt

Johnson & Kotz (1975) estudiaron propiedades del vector funcién de azar (véase la
revisién bibliogrifica). Asf, por ejemplo, demuestran, en su propia notacién que nosotros
hemos adaptado a la nuestra, que si T, y T, son independientes se verifica

h(t,t)=h(t)
h(t,, t)=h(t,;)
-01gS(t,, t;) -01g15(%)S(6)] |

B Ee tp) = o at,

- -0[ 1gS,(t;) +1g5;( t,)] i -01g5,(t,)
Jt, at,

=h (t,)

Mencionemos en este momento otros autores que estudian propiedades de este vector,
como se verd también en la revisién bibliografica. Basu (1971,1988) considera distintas
distribuciones exponenciales bivariantes (Gumbel, Freund, Marshall y Olkin, Block-Basu,
Friday y Patil, Dowton, etc.) y sus aplicaciones en fiabilidad. Block (1973), Dykstra y otros
(1973), Lehmann (1966) y Marshall (1973) estudian el vector funcién de azar. Puri y otros
(1974) demuestran que la razén de fallo es constante si y sélo si la distribucién es una
mixtura de distribuciones exponenciales. Sun & Basu (1993) hacen un estudio, en el mismo
sentido que Basu (1988), de la raz6én de fallo y la funcién de azar de una familia de

distribuciones bivariantes exponenciales.
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Anglogamente, se obtiene

£(t, ) =hi(t,, &) (L, tz)exi’{‘f:‘bl( t,) It -

t.
-§ Bty t)dt| G2

Johnson & Kotz (1975) estudiaron propiedades del vector funcién de azar (véase la
revisién bibliogréfica). Asf, por ejemplo, demuestran, en su propia notacién que nosotros
hemos adaptado a la nuestra, que si T, y T, sop independientes se verifica

h(t, t)=h(t)
hy(t,, ) =0,(1;)

-31gS(t;,t;) _-01g185, (L) S ()]
at, at,

h(t,t)=

2 -a[lgSI(t1)+lgSZ(t2)] . -d1gS,(t,)
Jt, at,

=h(t,) -

Mencionemos en este momento otros autores que estudian propiedades de este vector,
como se verd también en la revisién bibliografica. Basu (1971,1988) considera distintas
distribuciones exponenciales bivariantes (Gumbel, Freund, Marshall y Olkin, Block-Basu,
Friday y Patil, Dowton, etc.) y sus aplicaciones en fiabilidad. Block (1973), Dykstra y otros
(1973), Lehmann (1966) y Marshall (1973) estudian el vector funcién de azar. Puri y otros
(1974) demuestran que la razén de fallo es constante si y s6lo si la distribucién es una
mixtura de distribuciones exponenciales. Sun & Basu (1993) hacen un estudio, en el mismo
sentido que Basu (1988), de la razén de fallo y la funcién de azar de una familia de

distribuciones bivariantes exponenciales.
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1.3 CONCEPTOS E INSTRUMENTOS NECESARIOS PARA EL
DESARROLLO DE ESTA MEMORIA

A lo largo de esta memoria utilizaremos algunos conceptos ¢ instrumentos de la
Estadfstica Matemética (distribuciones importantes en andlisis de supervivencia, mixtura de

distribuciones, cépulas arquimedianas) que resumimos a continuacién.

1.3.1 DISTRIBUCIONES

Las distribuciones gamma, inversa gaussiana y « stable positiva son fundamentales para
la construccién de un tipo de modelos, los modelos frailty, que veremos en el capitulo 2.
Esas son las mds empleadas como distribucién de un frailty. La distribucién de Pareto se
utiliza, en algunos casos, como distribucién de la supervivencia marginal en un modelo

frailty con distribucién estable positiva, como también veremos en ese capftulo.

a) DISTRIBUCION GAMMA

Una variable aleatoria Z sigue una distribucién gamma si su funcién de densidad es

_6°z°'.exp(-62) 1.9

donde los pardmetros verifican
>0 , 6>0 .

Se verifica que

E(z)=%

&
var(z)=—

y, por lo tanto,

6=1 = E(z)=6, var(z)=96

La distribucién gamma verifica la siguiente propiedad (falta de memoria):
P(Z2b+al zza) =P(Zzb) .

(29)
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Casos particulares son los sigientes:
1) 6=n/2, 8=1/2 = 2+ x’(a)
2) 6=n€ 2, 6=nu = Z =+ Erlang

3) §=1 = Z » exponencial

b) DISTRIBUCION INVERSA GAUSSIANA
Una variable aleatoria Z sigue una distribucién inversa gaussiana (Hougaard (1984))

si su funcién de densidad es
£(2)=(y/m)V?.exp(4v0) 2. 273 .exp(-02-y/ 2),

20 , 6:0 , >0 (1.29)

Si =0, entonces, la variable 1/z sigue una distribucién gamma. Ademds, se verifica que
/
mm%ﬂy2,9>o
e
E(z)==, 6 =0
y si =6 entonces se verifica que
E(z)=1

var(z)=1/2.y'/2073
cvzz—IIZ(me ) -1/4

¢)  DISTRIBUCION DE PARETO
Una variable aleatoria X sigue una distribucién de Pareto si su funcién de densidad

es de la forma

[1.11)

a+l

X

f(X)=T:—[-—)~{g] ? xe x0>0' G>0 .
0

Se verifica que
ax, ax;

y var(x)-

E = r 2 .
e (a-1)*(a-2) o

(30)
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d)  DISTIBUCION ESTABLE
Existen situaciones reales en las que se manifiestan muchas pequeiias variables
actuando aditivamente. Por este motivo, junto a la facilidad de su manejo en un caso

concreto, consideremos un tipo de variable aleatoria que se define a continuacién.

Definicién: Una distribucién es estrictamente estable (Feller ( 1971) y Hougaard
(1986)) si la suma de variables independientes e idénticamente distribuidas sigue la misma

distribucion.

Definicién: Una clase de distribuciones se llama estable si las sumas de funciones
lineales de variables aleatorias de dicha clase, independientes e idénticamente distribuidas,

pertenecen a la misma clase de distribuciones.

A continuacién se presenta una caracterizacién de dichas distribuciones. Sean
X,,X,,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Dicha
distribucién es estable si Vo 3 ¢,= n¥* , a € (0,2], tal que

Distr.(X, +...+X,) = Distr.(c,X,) .

Casos particulares son a=2 y a=1 (distribucién normal y degenerada, respectivamente).
Si a € (0,1] se le denomina distribucién estable positiva y se formula a través de su

transformada de Laplace

¢(s)=E[exp(-5sX)]=exp(-5%) , 520 [1.12]

Tal expresién facilitard enormemente los célculos en la construccién de un tipo de modelos

de supervivencia multivariante, como veremos en el capitulo 2.

1.3.2 MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES
Sea S(x,a) la funcién de supervivencia (univariante) de la variable aleatoria X,

(31)
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siendo a un pardmetro que se considera una variable aleatoria con funcién de distribucién

Fa). Se llama mixtura de funciones de supervivencia a

S(x) =f_:S(x,a)dF(a)

Sean X y % dos variables aleatorias univariantes y se supone que la funcién de azar
de X estd basada en hipétesis de azar proporcional respecto a Z, €S decir h(x/z)=z.h(x)
o, lo que que es lo mismo, P[ X>x / Z=z ] = [So(x)I* , siendo Sy(x) una funcién de
supervivencia base; entonces, si F(z) es la funcién de distribucién de la variable no negativa

2, la funcién de supervivencia de la variable X es

P(X>x) =f:[.5‘u(x) 12dF( z)

Sean X,,...,X, n variables aleatorias independientes para un valor fiado Z =z,
donde Z es una variable aleatoria. Si dado Z=z cada X, i:1,...,n , se comporta segun un
modelo de azar proporcional, es decir

PlXp>x,/2=-2)=[S5(%x;)])" + izl,ee.,m

entonces la mixtura vendré determinada por la expresién

PLX>Xy0eee o XX <[00 J15(x) -5 (x,)1%d6(2) - [1.13]

Un estudio detallado de mixturas puede verse en Mei-Ling Ting Lee (1993).

1.3.3 COPULAS ARQUIMEDIANAS

Definicién: Se llama cépula a una funcién de distribucién bivariante concentrada
sobre el cuadrado unidad y con marginales uniformes (Genest & Mackay (1986 a, b)). Toda
funcién de distribucién F(t,,t,) con marginales continuas se puede representas por una
coépula de forma tnica (Sklar (1959)) asf
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H(X,y)=F(F (X) F3 (¥))

F*(t)=inf {u € R : Fy(u)2E, i:1,2t .
H(x,y) es la representacién uniforme de F y X e Y son uniformes en [0,1] . Si las

variables X e Y son independientes, entonces H(x,y)=x" y .

Sea una funcién estrictamente creciente y continua
A(0)=0
A(l)=1

A:[0,1]-3([0,1] tal que {

y supongamos que se verifica
ALF(X, ¥) 1A F(X) A F(Y)] -

Por otro lado, sea ¢(t)=-1gr(t), Vt€(0,1] . Entonces se verifica
PLH(X, ¥)1=0(Xx)+P(¥) -

Pues bien, toda funcién de distribucién H tal que
Hx,y)=¢"[¢(x)+9(¥)]

es una c6pula arquimediana, segiin la terminologfa de Ling (1965).

A continuacién se muestra una condicion necesaria y suficiente para que una funcién ¢
genere una cépula arquimediana.

Teorema: Sea una funcién
¢:[0,1]+[0,»] tal que ¢(1)=0
continua, estrictamente decreciente y convexa. Condici6n necesaria y suficiente para que esta
funcién genere una cépula arquimediana H(x,y) (definida en el cuadrado unidad) es que
H(x,y) =9 [¢(X)+9(¥)]
y donde H(x,y)=0 si ¢(x)+¢(y)z0. La funcién ¢! tiene las mismas propiedades

(33)
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de ¢ pero con ¢1(0)=1.

Supongamos que, ademds, ¢ posea dos derivadas continuas en (0,1). Una cépula H
es arquimediana si tiene dos derivadas parciales y si existe

£:(0,1)»(0,») integrable y tal que f(y)%%:f(x)_g.;_” .

La funcién ¢ que engendra H es
1
o ( t)=ftf(s)ds J

Las cuestiones anteriores son vélidas también si en lugar de funciones de distribucién

se consideran funciones de supervivencia. En este caso se tiene

S(ty, t,) =0 [9(S,(t;))+0(S5,(L;))]

1.4 REVISION BIBLIOGRAFICA

A continuacién hacemos un breve estudio de los antecedentes mds importantes en
supervivencia multivariante. De acuerdo a los objetivos anteriormente descritos consideramos
como estudios més destacados los que a continuacién citamos, por orden cronoldgico dentro
de cada tema. En esta revisién distinguimos los siguientes temas: conceptos bésicos,

construccién de modelos, estudio de la dependencia y estimacién.

a)  CONCEPTOS BASICOS
En el apartado de conceptos bésicos debemos mencionar inicialmente a Cox (1972)
quien, en su ya clédsico articulo, trata los modelos de supervivencia univariantes
considerando la presencia de covariables explicativas. Considera el andlisis de la
regresién en el modelo de azar proporcional, posteriormente llamado de Cox, €
introduce conceptos de verosimilitud condicional. El modelo de azar proporcional se

define como aquel que verifica la condicién

(34)
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h(t; z)=exp(2B)h, (%)
donde B es un vector de parimetros desconocidos, h,(t) es una funcién de azar
base (funcién de azar para z=0) y z es un vecior de covariables explicativas que
toma valores en cada individuo. La funcién de azar va tomando un valor proporcional
al azar base sin mds que multiplicar por un factor (usualmente en forma exponencial)
que varfa de individuo a individuo segiin el valor de las covariables. En este articulo
utiliza también métodos no paramétricos (método del producto limite) para obtener

una estimacién de la funcién de supervivencia.

Establece los conceptos fundamentales de supervivencia bivariante definiendo
el vector funcién de azar tal como lo presentamos en el apartado 1.2.2. Da una
expresion de la funcién de densidad de los tiempos de supervivencia en funcién de
las componentes del vector funcién de azar. Utiliza datos relativos a enfermos de

leucemia.

En Puri & Rubin (1974) se establece una caracterizacién de la familia de
distribuciones con razén de fallo multivariante constante demostrando que si dicha
razén de fallo es constante entonces se trata de mixturas de distribuciones
exponenciales. En Johnson & Kotz (1975) se da una definicién del vector razén de

azar multivariante expresdndolo en la siguiente forma:

h,(x) =[—(6/ax1) i -(a/ax,)].logf',,( x) =-V logF,(x)

donde F,(x)=P(X;<X; 1l,0e0epll)

Inician estudios sobre dependencia en algunas distribuciones importantes tales como
la distribucién normal bivariante, Pareto multivariante, exponenciales bivariantes
(Gumbel, Marshall y Olkin), logfstica bivariante, etc. Otros autores que estudian
dicho vector pueden verse al final del apartado 1.2 .
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CONSTRUCCION DE MODELOS
En Marshall & Olkin (1967) se estudia una distribucion exponencial multivariante

fuera del contexto de la supervivencia pero desde el punto de vista de su

aplicabilidad, basdndose en los llamados modelos de choque, modelos en los que las
componentes de un sistema sufren sucesivos deterioros por distintas causas, y calculan
la funcién generatriz de momentos de dicha distribucién. Bajo estas hipdtesis, la
funcién de supervivencia resultante es

P[X> s, Y> t] = exp[ -\, S-A\, t-A max(s,t)], s, >0 .

Mediante un cambio de variables obtienen la siguiente distribucién, denominada

Weibull multivariante

S(x, y)=exp[ -A'x?-AyY-A?max(x®, y¥)] .

Pueden considerarse los primeros modeios propiamente dichos de supervivencia

multivariante.

Siguiendo con la linea anterior, en Downton (1970) se aborda el estudio de las
distribuciones exponenciales bivariantes, dentro del contexto de la Fiabilidad,
considerando un modelo basado en la existencia de sucesivos dafios que sufre un
sistema. Estudia la propiedad de que la suma de variables correladas tiene una
distribucién que puede expresarse como convolucién de dos variables exponenciales
independientes. Hace un estudio de la regresién y correlacién y obtiene los momentos
y los compara con los de la distribucién de Marshall y Olkin. En Block (1977) se
estudian igualmente algunas propiedades de familias de distribuciones exponenciales
bivariantes de tiempos de fallo que generalizan los modelos de Marshall y Olkin,
Downton y otros, siguiendo la linea de los modelos de choque anteriormente
considerados. Dichas propiedades se refieren a la forma de la funcién caracteristica.
Deduce que sélo la distribucién de Downton es infinitamente divisible. En Barlow &
Proschan (1977) se estima el vector funcién de azar con la intencién de determinar
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una formulacién de la distribucién conjunta, todo ello en un modelo que sigue una
distribucién exponencial. Utilizan datos relativos a los tiempos de fallo de las
transmisiones de tractores oruga. En Friday & Patil (1977) se estudian los modelos
exponenciales bivariantes formulando un nuevo modelo, la distribucién exponencial

bivariante extendida, que incluye algunas distribuciones especiales de tiempos de vida
como la distribucién exponencial bivariante de Marshall y Olkin, las distribuciones
exponenciales bivariantes de Block y Basu, la distribucién exponencial bivariante de

Freund, etc.

En el importante trabajo de Clayton (1978) se describe su conocido modelo
de asociacién bivariante. Con unas pocas hip6tesis y resolviendo algunas ecuaciones
diferenciales consigue formular un modelo. A este modelo se le prestard especial
atencion en el capitulo 2. Este modelo es muy estudiado posteriormente por diversos
autores, obteniéndose, ademds, por otras vias, por el método de las mixturas de
distribuciones o método frailty. Utiliza datos censurados de naturaleza epidemiolégica

en enfermedades crénicas no infecciosas en padre-hijo.

En Oakes (1982) se estudia el modelo de Clayton y se critica la funcién de
verosimilitud propuesta por Clayton en el caso de distribuciones marginales
desconocidas. La critica se refiere a errores que, segiin su criterio, tiene la
verosimilitud parcial obtenida por Clayton en dicho modelo semiparamétrico. En
(1989), en un ya cldsico articulo, estudia los modelos frailty introduciendo una
funcién (cross-ratio function) que caracteriza los distintos madelos de tiempos de
fallo. Dicha funcién adopta la siguiente forma

__s(e) (D,D,5(t))
(D,S(t))(DS5(2))

Para diversas expresiones de esta funcién obtiene formulaciones de modelos distintos.




Fundamentos generales

En Hougaard (1984) se inicia un estudio sobre supervivencia bivariante. En
este artficulo se tratan modelos univariantes, introduciendo los conceptos de
heterogeneidad y de frailties (factores de riesgo, covariables aleatorias no
observadas), siempre en modelos con azar multiplicativo, esto es, modelos de Cox.
Considera la distribucién inversa gaussiana para dicho frailty y utiliza datos de tipo
biolégico. En el articulo (1986a) se establece un modelo, denominado de }L.ougaard,
un modelo frailty con distribucién estable positiva. Considera el caso en que las
distribuciones marginales son Weibull y lo aplica a datos de aparicién de tumores €n
ratas. En el artfculo (1986b) estudia una familia de distribuciones que engloba a los
modelos con frailty con distribucién gamma, con distribucién estable y con
distribucién inversa Gaussiana. Dicha familia estd caracterizada por su transformada
de Laplace, de donde deduce propiedades relativas a sus momentos, convoluciones,
divisibilidad infinita, etc. Las aplica al estudio de datos de enfermos de infarto de
miocardio. En el articulo de (1989) revisa propiedades anteriormente consideradas en
el modelo de Hougaard de la referencia (1986a). Tales propiedades se refieren a los
momentos de la distribucién. Especial interés muestra por un caso particular, la
distribucién de Weibull multivariante, la cual también puede obtenerse como un

modelo de vida acelerada, modelo que citaremos en la siguiente referencia.

En Clayton & Cuzick (1985), en un también ya cldsico articulo, se retoma el
modelo de Cox y se generalizan al caso multivariante los modelos de azar
proporcional mediante la inclusién de un efecto aleatorio que representa la
heterogeneidad. Se extiende, asimismo, el modelo considerando la presencia de
covariables. El modelo de azar proporcional bivariante que generaliza el modelo de

Cox verifica

h,(t/2z)=hi(t)exp(a,z), i:1,2
hy(t)=Elhy(t/2)]

donde (h,(t),h,(t)) es el vector funcién de azar, z es una covariable aleatoria
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no observada, h;(t/z) es la funcién de azar condicionada a un valor de z y

h°(¢), la funcién de azar base. Los métodos usados son comparados y validados
con simulaciones por el método de Montecarlo. Tratan datos censurados a la derecha

relativos a enfermos (padre-hijo) de cancer y del corazén.

En Crowder (1985) se estudia un modelo similar al de Clayton (frailty con
distribucién gamma) suponiendo que las marginales son Weibull y datos de naturaleza
quimica sobre la concentracién de plomo en ratas. Hace un estudio de los momentos,

distribuciones condicionadas, la razén de fallo y la distribucién del minimo.

En Genest & Mackay (1986a,b) se estudia una clase de distribuciones
bivariantes cuyas marginales son uniformes en el intervalo unidad, denominadas
c6pulas arquimedianas, de gran importancia para el estudio de los modelos frailty.
Dan asimismo una interpretacién geométrica del coeficiente de concordancia de
Kendall. En Lindley & Singpurwalla (1986) se estudian nuevos modelos frailty tales
como un modelo frailty con distribucién gamma generalizada y un modelo frailty con
distribucién beta. Obtienen la correspondiente formulacién del modelo. En Basu
(1988) se hace un estudio de distribuciones exponenciales multivariantes en el
contexto de las aplicaciones en Fiabilidad, pero sin utilizar la nocién de
supervivencia. En Lee & Klein (1988) se sugiere una distribucién uniforme para
modelos frailty. Inciden sobre todo en el caso de marginales Weibull. Llegan al
importante resultado de obtener una expresién del coeficiente de correlacién en un
modelo frailty general con distribuciones marginales Weibull. En Aalen (1983) se
propone una clase de modelos frailty que engloba algunas distribuciones usadas por
Hougaard (gamma, estable y Poisson compuesta). El planteamiento se basa en la
llamada funcidn intensidad, que no es sino una nueva formulacién del modelo. Dicha
funcién viene definida por

U E) el ., &, 800 .

1+6a A (&)
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Estudia datos de enfermos de cancer. En Marshall & Olkin (1988) se hace un
exhaustivo estudio de las familias de distribuciones multivariantes generadas por sus
marginales, es decir,

H(xl,lea)=W(H1(x1),ﬂz(x,)/9) .

Utilizan para ello la teorfa de la mixtura de distribuciones. Presentan multitud de
ejemplos generados de esta forma, muchos de ellos modelos ya conocidos (modelo
de Clayton, modelo de Hougaard, etc.). En Crowder (1989) se generalizan los
modelos frailty con distribucién estable y distribuciones marginales Weibull
estudiando sus distribuciones marginales y condicionadas. Dicha generalizacién

consiste en lo siguiente

S(t)=exp[k’-(k+s)"] .

Utiliza datos sobre la absorcién de plomo en ratas. En Whitmore & Mei-Ling Ting
Lee (1991) se estudia un modelo frailty con distribucién inversa gaussiana y
distribuciones marginales exponenciales. Presentan una férmula general de los
momentos. Utilizan datos de accidentes en individuos. En Guo & Rodriguez (1992)
se hace un estudio con datos agrupados, datos considerados a intervalos de tiempo fijo

(semanales, mensuales), correspondientes a tiempos de vida de nifios en Guatemala,

y modelos con frailty con distribucién gamma o frailty con distribucién desconocida.

En Costigan & Klein (1993) se retoman algunos modelos frailty con
distribuciones ya consideradas por otros autores (gamma, estable, estable
generalizada, inversa gausiana, etc.) y los presentan en un contexto general. En Mei-
Ling Ting Lee (1993) se hace un estudio de los diversos tipos de mixturas de
distribuciones de tiempos de vida enfocado a su posterior utilizaci6n en supervivencia.
En Sun & Basu (1993) se estudian algunas familias de distribuciones exponenciales
bivariantes, incidiendo sobre todo en la razén de fallo de dichas distribuciones. En
Guo & Lin (1993) se estudia el siguiente modelo de regresi6n para datos agrupados
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de supervivencia multivariante

A (s 2,) =A g0l t)exp[prz (t)], m:l,.. oM .

En Sinha, Tanner & Hall (1994) se hace un estudio con datos agrupados, utilizando
el concepto de la verosimilitud parcial, concepto introducido por Cox (1972) para
estimar los pardmetros de regresién en los modelos semiparamétricos. En Anderson
& Louis (1995) se presentan los modelos frailty pero considerados como modelos de
vida acelerada y estudian propiedades bésicas para estos modelos, ya estudiadas para
los modelos de azar proporcional, tales como medidas de asociacién (Oakes),
identificabilidad, etc. Los modelos de vida acelerada bivariantes verifican la siguiente

igualdad en términos de la funcién de supervivencia

S(t,t)= exp[—(Hl(zt1)+Hz(zt2))]dF(z)
0

donde z es un frailty. En el modelo de vida acelerada zt; actiia "dentro” de la
funcién de azar como una sola variable. Por dltimo, en Koehler & Symanowski
(1995) se presentan nuevos métodos para construir distribuciones multivariantes con
distribuciones marginales especificadas y muestran gréficos de las correspondientes
densidades. Posteriormente lo aplican a casos de supervivencia. Este articulo sigue
la metodologfa del estudio de Marshall y Olkin de 1988. Las distribuciones son del

tipo

= iy
F( X” ae e ,Xp) —J@IFI(XI)nDjCJj

1 1 1

—_—

CsmFulX) 4 + Byl xy) *F -Fi(x,) * Fyl %)

=5
ay.

y
a‘.j=aﬂ z0, Vi;j y ap:au*--""ajp)or Vizl;eee, P
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ESTUDIO DE LA DEPENDENCIA

En el apartado sobre la asociacién o dependencia mencionemos, en primer lugar, a
Lehmann (1966), que sienta las bases de algunos conceptos de dependencia en
modelos generales, uno de los objetivos fundamentales de la supervivencia
multivariante. Trata entre otros conceptos la dependencia cuadrante (quadrant
dependent) definida por la desigualdad

F(x, y)2F(X)F(y)s VX ¥

el coeficiente de Kendall, de Spearman y otras medidas de asociacién. En Johnson
& Kotz (1975) se estudia el vector razén de azar multivariante y se consideran
medidas de asociacién iniciadas por Lehmann (véase apartado 1.2.2). En Schweizer
& Wolf (1981) se tratan importantes medidas de asociacién (coeficiente de correlacién
de Pearson, Spearman y Kendall) y la nocién de cépulas orientada hacia la
dependencia. Demuestran que una c6pula de dos variables aleatorias es invariante bajo
transformaciones estrictamente crecientes. En Genest & Mackay (1986a,b), en un
estudio de las c6pulas arquimedianas, se considera un coeficiente de asociacién como
es el coeficiente de Kendall. Dan una interpretacién geométrica de dicho coeficiente.
En Lee & Klein (1988) se estudian también propiedades de dependencia en el modelo
frailty con marginales Weibull dando una expresién del coeficiente de correlacién. En
Hougaard, Harvald & Holm (1992) se comparan, en un estudio sobre los tiempos de
vida de los gemelos daneses nacidos en un periodo determinado, ciertas medidas de
dependencia en diversos modelos frailty tales como el coeficiente de variacion, el
coeficiente de correlacién y el coeficiente de Kendall. En Lindeboom & Van den Berg
(1994) se generaliza la idea de frailty al caso de dos variables no observadas y hacen

un estudio de la correlacién. Es decir, se considera una covariable aleatoria no

observada para cada variable tiempo de supervivencia. Es, en cierto sentido, una idea

curiosa aunque se pierde la nocién intuitiva de frailty, ya que existe un frailty para
cada variable. En Manatunga & Oakes (1996) se estudia el coeficiente de
concordancia de Kendall para modelos frailty bivariantes. Obtienen una expresién de
la varianza del estimador del citado coeficiente. Particularizan al caso de un frailty
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con distribucién estable positiva. La expresién que obtienen para dicha varianza €s

2(1-6%) ,4(n-2)[_ 1.8y _a2
e n(n-1) n(n-1) BV‘ "

f
(W +#,)?

Wi Wy
(W By )2 (W)

6=E(U) =4

W, W W,
AR ARLRA ALY

siendo W,,W, y W, variables aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas

correspondientes a la distribucién del frailty.

ESTIMACION

En el apartado de la estimacién, Cox (1975) trata con rigor el concepto de la
verosimilitud parcial, generalizando las ideas de la verosimilitud condicional y
marginal, bésicas en un estudio semiparamétrico de los modelos. La verosimilitud

para el vector de los coeficientes de regresién es

n exp(ﬁrz(j))
i EexP(ﬁrzk)

AER,

En Barlow & Proschan (1977) se hacen estimaciones en el modelo mencionado en
esta misma referencia del apartado MODELOS de esta seccién. En Clayton (1978)
se hace una estimacién del pardmetro de asociacién dentro del contexto de los
modelos semiparamétricos. Construye una verosimilitud muy criticada por diversos
autores. En Prentice, Williams & Peterson (1981) se estudian los modelos
semiparamétricos bajo el concepto de la verosimilitud parcial y utilizan datos relativos
a enfermos de anemia y leucemia. Se Oakes (1982) se hacen inferencias sobre el
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pardmetro de asociacién en el modelo de Clayton en el caso de marginales
exponenciales y se critica el método de estimacion de Clayton en el caso
semiparamétrico formulando una alternativa no paramétrica basada en el coeficiente
de Kendall. En el articulo de (1986) hace inferencia semiparamétrica en el modelo
de Clayton. En Clayton & Cuzick (1985) se hacen inferencias en modelos
semiparamétricos, utilizando los conceptos de verosimilitud parcial. En Basu (1988)

se hacen estimaciones en los modelos mencionados en esta referencia del apartado
MODELOS. En Wei, Lin & Weissfeld (1989) se hace inferencia semiparamétrica en
modelos de Regresién de Cox, utilizando conceptos de verosimilitud parcial y lo
aplican a datos de cancer. En Costigan & Klein (1993) se muestran algunos métodos
de estimacién semiparamétrica en su articulo de revisién de algunos modelos
anteriormente estudiados por Clayton, Hougaard, etc. En Wassell & Moeschberger
(1993) se describe un ejemplo de datos, realmente ilustrativo, para un modelo con
frailty gamma. Dichos datos se refieren a tiempos de fallo de enfermos de
hipertensién y del corazén. En Maguluri (1993) se hace un estudio completo de

inferencia semiparameétrica, a partir del modelo de Clayton, utilizando la verosimilitud

parcial.




CAPITULO 2
4TODOS DE CONSTRUCCION DE
MODELOS

2.1 INTRODUCCION

En el capftulo 1 de esta memoria hemos visto que uno de los objetivos fundamentales
en andlisis de datos de supervivencia multivariante es el planteamiento, la formulacién y
estudio de modelos. Interesa construir un modelo y a partir de, por ejemplo, la funcién de
supervivencia hacer el estudio de la dependencia entre las variables tiempos de fallo, la
estimaci6n de los pardmetros, etc. Se trata, por consiguiente, de determinar esta funcién. La
expresién que adopte la funcién de supervivencia depender4 del tipo de datos disponibles,
de las hipétesis impuestas y de otras consideraciones. Esta funcién deberd ajustarse lo mejor

posible a los datos.

En este capitulo presentamos una breve clasificacién de los distintos métodos de
construccién de modelos, de acuerdo a lo mostrado en la literatura. Nos detendremos
especialmente en el método denominado frailty y en el método de modelos generados por

distribuciones marginales.

En este capftulo presentamos como aportaciones los siguientes puntos: el estudio de
un modelo frailty con distribucién uniforme, el planteamiento de un modelo paramétrico con
frailty estable y marginales Pareto, el planteamiento de modelos basados en hipétesis de vida
acelerada (poco tratados en la literatura), la introduccién de modelos mixtos (frailty via azar
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proporcional y covariables bajo hipétesis de vida acelerada) y el estudio del problema de un
Jrailty inverso.

En todos los casos del pérrafo anterior nosotros consideramos la funcién de
supervivencia del modelo en la que estardn presentes los pardmetros (incluido alguno que
describa la asociacién entre los tiempos de fallo) junto a las funciones de supervivencia
marginales (véase apartado 1.1.2). Consideramos modelos paramétricos, es decir,
supondremos conocida la familia a la que pertenecen las distribuciones marginales aunque

sus pardmetros sean desconocidos.

Nosotros no consideramos el otro enfoque usualmente utilizado, es decir, partir de
las funciones de azar marginales en funcién de las funciones de azar base y de cierta funcién
de covariables explicativas. El objetivo en este caso serfa conseguir estimaciones sobre los
pardmetros asociados a las covariables, denominados parimetros de regresién. Segin se
conozca o no la familia a la que pertenecen las distribuciones de las funciones de azar base
se denominarfan modelos paramétricos o semiparamétricos, respectivamente. Este (iltimo caso
se mencionard en el capitulo 4. Aproximaciones no paramétricas de Ia formulacién del
modelo se consiguen con una metodologfa sensiblemente diferente a los casos anteriores y

no las consideraremos en esta memoria.

Hemos de observar que con planteamientos totalmente distintos, desde distintos
modelos, se llega en muchos casos a la misma funcién de supervivencia, es decir, con
distintas hipétesis iniciales puede llegarse al mismo resultado. Presentamos a continuacién
una clasificacién de los métodos de construccién de modelos, de acuerdo a lo que ha sido
m4s utilizado por los disiintos autores. S6lo nos detendremos en los casos que hemos

considerado de mayor interés.

a) Modelos generados por medio de transformaciones de variables aleatorias
independientes. En Marshall & Olkin (1967) se estudia una distribucién generada por
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este método. En Klein, Keiding y Kamby (1989) y en Hougaard (1986) se construyen
modelos generados también por este método.

Modelos basados en distribuciones condicionadas. En Freund (1961), en Leurgans y
otros (1982) y en Clayton (1978) se construyen modelos correspondientes a este Caso.

Modelos generados por medio de mixturas de distribuciones o modelos de efecto
aleatorio (frailties). Esta clase de modelos también se denomina modelos de
independencia condicionada. En Clayton (1978), Clayton & Cuzick (1985), Lindley
& Singpurwalla (1986), Aalen (1988), Lee & Klein (1988), Hougaard
(1984,1986,1987,1989), Hougaard y otros (1992), Oakes (1982, 1986, 1989) y Klein
y otros (1991) se estudian estos métodos. De entre todos ellos destacan los modelos
de Clayton y de Hougaard.

Modelos generados a partir de las distribuciones marginales. En Marshall & Olkin

(1988) y en Genest & Mackay (1936) se hace un estudio exhaustivo de estos casos.

Modelos basados en hipétesis de vida acelerada. En los métodos anteriores se
obtienen modelos generalmente de azar proporcional. Si se parte de hipétesis de vida
acelerada se obtienen ecuaciones sensiblemente diferentes. Estos modelos han sido
muy poco tratados ain, destacando recientemente el trabajo de Anderson & Louis
(1995).

Modelos basados en motivaciones de carécter fisico. En Gumbel ( 1960) y en Dowton
(1970) se estudian estos modelos.

Modelos basados en aplicaciones de los procesos de Markov, Poisson y Polya. En
Platz (1984) se estudian modelos de este tipo.
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22 MODELOS BASADOS EN TRANSFORMACIONES DE
VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

En esta familia de modelos destacan por su importancia los modelos de Hougaard
y de Marshall y Olkin que describimos a continuacién.

2.2.1 MODELO DE HOUGAARD

El modelo de Hougaard es uno de los m4s utilizados en supervivencia. Su importancia
estriba en que se obtuvo posteriormente como un modelo frailty (este método se verd en el
apartado 2.4) con distribucién estable positiva, una de las distribuciones més utilizadas en
supervivencia. El procedimiento original de obtencién por Hougaard (1986) fué el siguiente:
Sean X, y X, dos variables aleatorias independientes con distribucién de Weibull, es decir,

con funciones de supervivencia

S,(x,)exp(-€,X)) + S(%)=exp(-€;X)

respectivamente. Sea Y una variable aleatoria con distribucién estable positiva, es decir,
definida por medio de la transformada de Laplace
Elexp(-sY)]=exp(-s°) , a € (0,1]

y verificdndose ademds que X,,X, e Y sean independientes. Se definen las variables
L=X, . XY

fy=K. i

En estas condiciones, la funcién de supervivencia condicionada serd

S(t,, ty/ V) =P(T;=t,, T,=t;) =P( yivxzte,yivKzt,) =

=p(Xz YV, X2YVt) =P( X2 yUve, ) P(X2Y''e,) =
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—expl -€,(¥M/Vt,)V1expl -€,( ¥'/"t;)V1=exp[ - ¥(£, t]+€,t7) ]

de donde se obtiene que la funcién de supervivencia conjunta es

S(t,,t;) =fexp[ ~¥(€, t)+e,t)) 1dF( D) =

—Elexp(-Y(€,t)+€,t))) 1=exp[ - (£, £/ +€,87)7] -

La distribucién resultante se denomina Weibull bivariante.

2.2.2 MODELO DE MARSHALL & OLKIN

El modelo descrito por Marshall & Olkin (1967) se formul6 fuera del contexto de la
supervivencia, dentro del contexto de los modelos de choque, y fué retomado posteriormente
para esta disciplina. La funcién de supervivencia que se obtiene de este modelo resulta ser

una de las distribuciones exponenciales bivariantes mds importantes.

El procedimiento para su obtencién se describe a continuacién. Se considera que las

variables aleatorias X,,X, y X, son independientes y con distribucién exponencial de

pardmetros

respectivamente (dichos pardmetros son, pués, las funciones de azar de dichas variables
aleatorias). Sean T, = min (X,,X3) y T,= min(X,,X,). En estas condiciones, las variables
Ty, Tz y T= min (T,,T,) siguen también distribuciones exponenciales y la funcién de
supervivencia conjunta de (T,,T;) tiene la expresién

S(t,s t;) =P(T2t,, Ty2t;) =exXp[ - (A £y +h £ AmEX(E, 5)) ] - [2.2]

Obsérvese que el caso de independencia se presenta cuando el pardmetro A,=0 .

(49)
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Este modelo, también llamado modelo de choque, tiene interesantes propiedades como

la "falta de memoria" expresada en la forma

P(T2s+t,, T,28+t,/ =S, T;28) =P(T;2t,, T2L;) -

5.3 MODELOS BASADOS EN DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

Dentro de este tipo de modelos vamos a describir los debidos a Freund Yy

especialmente el debido a Clayton.

2.3.1 MODELO DE FREUND :

La funcién de densidad del modelo de Freund adopta, al igual que la del modelo de
Marhsall y Olkin, una de las expresiones que definen una distribucién exponencial bivariante
El procedimiento de obtencién de este modelo es el siguiente. Sean dos componentes AyB

cuyos respectivos tiempos de fallo T, y T, se distribuyen exponencialmente:

f(t,)=a.exp(-at,) , £(t,)=B.exp(-pt;) con a,B,t,,t,>0 .

Se considera que el fallo de una componente cambia el pardmetro de la distribuci6n de la otra
componente. Si A falla, el pardmetro f pasaaser 8 , y reciprocamente. Es decir, la funcién
de azar de la variable T, es a si la otra componente no ha fallado y a’ si lo ha hecho.
Nétese que el planteamiento de este modelo est4 presente, por ejemplo, en el funcionamiento
de los rifiones de un individuo, en mecanismos técnicos en la industria, etc. La funcién de
densidad conjunta queda

aprexpl -p't,-(a+p-p') L] « si 0<t<t,

a'Bexp[ -a’'t,-(a+p-a’) t,;] si 0<t,<t,

£(t,, t2)={

(50)
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2.3.2 MODELO DE CLAYTON
El modelo denominado de Clayfon merece una atencién especial. La funcién de
supervivencia fué obtenida posteriormente por otro procedimiento, por el método frailty,
resultando un modelo frailty con distribucién gamma, otra de las distribuciones més usuales
en supervivencia. En cambio, Clayton (1978) la obtuvo por un procedimiento directo, como
veremos a continuacion.
Las hipétesis que se suponen inicialmente son las siguientes:
- La asociacién entre T, y T, s6lo vendré explicada por cierto pardmetro ¢.
- Las funciones de supervivencia marginales no dependen de este pardmetro.
- Debe cumplirse que

max[0, 5;(&,)+S;(t;)-1]1 £ S(t;, t,) < min[S(t)),5(t,)]

donde los casos extremos se alcanzan en el caso de haber una posible minima

0 méxima asociacién, respectivamente.

- Debe considerarse que el siguiente cociente es constante,

BiCE )
hy(t,, t;)

(donde estas funciones corresponden a las definidas en 1.2.2), o lo que es lo

(1+9)

mismo
i ( t,/T,=t,;) =(1+¢)h( L,/ T28,)

donde ¢ es un valor constante. Se puede expresar, segiin vimos, mediante la

notacién condicional
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h(t,/T=t) _
h(t,/Tzt,)

1+¢ .

Clayton considera que ¢ = 0. Por lo tanto, este cociente anterior ha de ser una
constante mayor o igual que la unidad (en general no tiene porqué serlo, es una funcién de
t, y t). Obsérvese que si el pardmetro toma el valor cero se tratarfa del caso de

independencia de variables.

En Lee & Klein (1988) se demuestra, para modelos frailty que veremos en el apartado
siguiente, que las funciones

h(t/T=t) Y h (t,/T2t,)
son decrecientes en t, para cualquier valor t, y ademds se cumple
h (t/T=t) > h(t/T2t) ¥V &, ¢t -

Para valores cada vez mayores del parimeuo existirdi mayor asociacién entrs las

variables correspondiendo el extremo al valor min(S,(t,),S:(ty)).

Asociaciones negativas o inversas implican que
¢=<0

pero estos casos no se tienen en cuenta en este modelo.

Veamos en forma resumida el procedimiento para la obtencién de la funcién de

supervivencia del modelo. Sustituyendo [1.4] y [1.5] en el cociente anterior se tiene

i 1 _0S(t, t,
at, ot,

) l-(1+¢)|-=2
]-(1 m[ ge 195t )| -
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integrando dicha ecuaci6n diferencial se obtiene la funcién de supervivencia bivariante

1
1 1 T3
S(t,, t;)= - -1l ¢, 0 . (2.4])
RIS (e [S(t)])!

Observemos que para llegar a la expresién anterior también se podfa haber partido de la
expresion

FPS(t;, t,)
ot,0t,

AS(t,, t,) OS(ty . t;)
at, at,

S(t;, tz)=(1+¢)

que dividida por S%(t,,t,) quedaria asi
r(t,, t;)=(1+¢)8,(t;, t,)h (L, L)

ecuacién diferencial que integrada conduce a

S(t,, t,) =[1+¢ (D (£)) *Do( £311*

con ¢>0 y donde A;(t;) esla funcién de azar acumulativa marginal de T; . Se observa

que si f,=0 entonces Ia funcién de supervivencia marginal es

-3 s {t)17*-1
S,(6)=[1+0 ()] * = A1=LL!-—:’3-1—— i (2.6]

El modelo de Clayton se puede generalizar simplemente considerando que 1+¢ €n
lugar de ser constante sea funcién de t, y t, . Para formas sencillas de esta funcién, por
ejemplo lineales, la resolucién de la correspomdiente ecuacién diferencial es abordable. Sin
embargo, el camino para obtener la funcién de supervivencia serd otro ya que relacionaremos

este método con el método frailty, que veremos a continuacién.
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2.4 MODELOS FRAILTY

2.4.1 PLANTEAMIENTO GENERAL

Uno de los procedimientos més importantes para la construccién de modelos de
supervivencia multivariante se basa en la idea debida a Vaupel, Manton & Stallard (1979)
para explicar la heterogeneidad de la poblacién en modelos univariantes. Ripidamente esta
idea fué extendida a supervivencia bivariante. Nosotros la consideramos de especial

impertancia ya que serd el método que usaremos para nuestras principales aportaciones.

La idea en la que se basa este método es la siguiente. La asociacion posible entre los
tiempos de supervivencia, T, y T,, $€ explica a través de una caracterfstica comuin que
poseen los individuos de una pareja. Esta caracterfstica comiin induce cierta dependencia
entre los tiempos. La heterogeneidad se modeliza por un factor de riesgo, una covariable
aleatoria no observable, denominada frailty. Para cada individuo de una pareja concreta el

frailty toma el mismo valor y distinto entre individuos de parejas distintas. Si se denota por Z
1a variable aleatoria frailty, se consideraque T, y T, son condicionalmente independientes,

es decir, son independientes para cada valor fijo de Z. En cierto sentido, como se verd a
continuacién, se podrfa considerar el frailty como una covariable aleatoria no observada y
se suele considerar que actiia multiplicativamente en la funcién de azar, es decir, bajo la

hipétesis de azar proporcional.

La idea intuitiva de este efecto aleatorio es la siguiente. La asociacién entre los

tiempos de supervivencia proviene de un factor desconocido denominado frailty y no porque

la incidencia de T, infiuya directamente en el valor de T,; es decir, por ejemplo, que un

padre se muera de infarto no influye de una forma directa en que el hijo lo vaya a hacer pero
sf existe un factor que poseen ambos, por ejemplo, un factor genético, que liga al padre con
el hijo.

Vamos a considerar el caso bivariante (dos tiempos de fallo) e hipétesis de azar

(54)
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proporcional, es decir, cada funcién de azar marginal (univariante) se comporta, en cuanto
al frailty, como un modelo de azar proporcional. En lo que sigue consideraremos que
E(Z)=1 lo cual no resta generalidad. Si no fuera asf, en lugar de h,(t;) habrfa de tomarse
un azar base o inicial h;,(t ;). Es decir

h(t/8)=8hy(t,) . 11,2

o, lo que es lo mismo, la funcién de supervivencia es

S,(t,/ %) =exp[ —zfnt‘hi( t,)dt ) =exp[ -8 (t,) 1=[5(¢)]*

A2
es la funcién de azar acumulativa marginal correspondiente a la variable T; .
En Hougaard (1986a) se demuestra que si el frailty actia multiplicativamente en las
componentes del vector funcién de azar, asf lo hace también en las componentes del vector
funcién de azar marginal aunque con distinta constante de proporcionalidad.

La funcién de supervivencia condicionada es

S(t,, t,/ 2)=P(Ty2t,, 2L,/ &) =
=P(T2t,/2)P(T2t,/ 2)=[ 5;( L) 15[S,( L) V5=

=[5,(t,) S5 (t,) 15=exp[ - 20 (&) Jexp[ -2D,(L;) 1=
—exp[ -Z(M, (&) D, () ]

y realizando 1a mixtura respecto a la distribucién del frailty Z, se verificard que la funcién

de supervivencia conjunta es
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S(ty t)) =[S( sty BYAF(2) =Elexp(-8(A, () *N(5;))) ] [2.7]

El tratamiento del modelo dependerd, por la expresién anterior, de la distribucién del frailty
Z y, sobre todo, de la resolubilidad de la integral anterior. Esta no es ficil de resolver en
general, pero veremos més adelante un método para solucionar este problema.

Veamos antes un caso sencillo, concreto, estudiado por Hougaard (1986). Sea Z una
variable aleatoria con distribucién estable positiva. La definicién de esta distribucién puede
verse en Feller (1971), véase el Capitulo 1, que por comodidad volvemos a definir. Una
distribucién es estable si existe una constante ¢, que depende del mimero de variables
consideradas, tal que la distribucién de la suma de variables coincide con la distribucién de

la constante por una de ellas. La constante ¢ adopta la forma

3
-na

c=n®, a€(0,2] .

Casos importantes de esta distribucién se obtienen para valores particulares del pardmetro.
Si =2 se obtiene la distribucién normal.

Si =1 se obtiene la distribucién degenerada.

Sia €(0,1] seobtienela distribucién estable positiva definida mediante su transformada
de Laplace

E[exp(-52)]=exp( -5%) .
Si la distribuci6n del frailty es estable positiva la funcién de sppervivencia conjunta queda
S(t,, t;) =E[exp( -Z(N (L) +Dy( t,))))=expl -(N (&) +D(E) %] [2.8]
expresién que define el modelo denominado de Hougaard.

Hemos de notar que este modelo se pudo obtener también desde el enfoque de los
modelos basados en la transformacién de variables aleatorias independientes utilizando

(56)
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distribuciones concretas de Weibull (véase [2.1]). Asimismo, para ciertas expresiones de
h(t/T>t) ¥ hi(t/t=t)

es posible obtener este modelo; es decir, puede obtenerse desde el enfoque de distribuciones

condicionadas.

Volvamos al caso general, un frailty cualquiera. A continuacién se verd un
procedimiento para la obtencién de la funcién de supervivencia en este tipo de modelos. Se

ha visto que, para este modelo, la funcién de supervivencia se expresa como

S(tx,t2)=f[.5‘1(tI)Sz(tz)]‘dF(z) ; [2.9]

Sea u una variable definida de la siguiente forma

u=-1g[5,( t,)S (L) ]1=-1g95(¢t,) -1gS,(t;) =0, (&) +1,( L)

y sea la transformada de Laplace de Z

¢ (x)=Elexp(-x2) ] =[exp(-x8)dF(z) .

con lo que resulta que

¢ (u) =fexp(—ul)dF{z) =5(t, t,) [2.10]

Asf pues se trata de obtener la transformada de Laplace de la distribucién del frailty.
Antes de abordar este problema se presenta ahora el importante problema de la
identificabilidad del modelo, en el sentido del siguiente conocido teorema que verifican las

transformadas de Laplace.

Teorema: Sea Z una variable aleatoria no negativa y sean f(z) y g(z) dos funciones

(57)
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continuas correspondientes a dos funciones de densidad. Si se verifica que

¢f(:)( u) =¢9( z) (u) entonces f(:)“g(l) para cuaquier Z.

Si no se conoce la distribucién de la variable Z, F(z), y, por lo tanto, tampoco Su
transformada de Laplace, se procede como sigue. Se considera una clase més general que
la clase de funciones de supervivencia generadas por frailties. Dicha clase estd constituida
por las distribuciones arquimedianas (véase el Capitulo 1). En esta clase la funcién de

supervivencia verifica

S(t,, t,) =0[072(S5(t))+¢7(S5(L;))] [2.11)

donde ¢ es una funcién decreciente no negativa con derivada segunda no negativa
cumpliendo que
$(0)=1 .

Si ¢(u) es unatransformadade Laplace, la expresién [2.11] es equivalente a [2.9].
Es decir, cuando esta funcién sea una transformada de Laplace se tratard de un modelo
frailty. Asi pues, se parte de la expresién [2.11] para obtener un procedimiento que permita
obtener la funcién de supervivencia. Para ello Oakes (1989) define 1a siguiente funcién
?S(t,, t,)
S(t,,t —_—
ik 2)]{ ot,0t, _hl(talrz:tz) [2.12]

oS(t, ) | 05(t t) | m(t/TEL)
at, at,

9'(t1, tz)=

y demuestra que si S(t;,t;) pertenece a la clase de distribuciones arquimedianas se verifica
que la funcién [2.12] depende de los tiempos de supervivencia a través de la funcién de
supervivencia, es decir

0°(t,, t;)=0[S(¢t,, )]

y se cumple también el resultado recfproco. En otras palabras, €~ depende de t; y t; 2
través de la funcién S(t,,t;). Esta funcién
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e[S(t,.. t)]
determina la funcién
¢(u)

por medio de su funcion inversa ¢~ dela siguiente manera

$7(v) =f:exp[f:ﬂ}-’ﬂdy]dx . [2.13]

Una consecuencia fundamental de esto anterior es lo siguiente: dada una expresién
de la funci6n
e[s(t,8)]
pueden calcularse las funciones

¢y ¢
que determinan la funcién de supervivencia del modelo.

En resumen, existen dos caminos para encontrar la funcién de supervivencia del
modelo:

a) Determinar la transformada de Laplace de la distribucién del frailty. Luego
la cuestién es determinar la distribucién del frailty.

Dartiendo de una expresion para @(t,,t,), llegar a la funcién de
supervivencia del modelo por el procedimiento que acabamos de describir.

Es necesario observar que, por la propia definicién de la funcién 6, ésta informa
acerca de la asociacion entre las variables, lo cual puede orientar sobre la forma que deberd
adoptar dicha funci6n.
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Los procedimientos anteriores son, €n cierto modo, inversos lo cual puede servir para

considerar una distribucién del frailty, conocida la expresién de

e(t,,t;)

ho va a explicar el porqué de la eleccién, en cierta manera arbitraria,

y viceversa. Este hec
de la distribucién de Z. Este procedimiento serd el que nosotros emplearemos para proponer

nuevos modelos.

2.4.2 EJEMPLOS
Exponemos seguidamente tres modelos clésicos en la literatura sobre supervivencia:

¢l modelo frailty con distribucién gamma, el modelo frailty con distribucién estable positiva

y el modelo frailty con distribucién inversa gaussiana.

a) Frailty con distribucién gamma
Si el coeficiente es corstante, €S decir

0(S(t,,t;))=¢C (cte)

el resultado de

-
o(u) es [—1—{—1—, 1 con c>1

lo cual coincide con la transformada de Laplace de la distribucién gamma

1
=-1
z® exp(-2/@) oon a=c-1 .
2"
a

Es decir, con un frailty gamma resulta

f(z)=

(60)
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a(t,_' t2)=c

1 N

1
S(t,,t)= + =
- ”{M(tm“ [S(6)1°

expresién que coincide con la del modelo de Clayton, obtenido anteriormente.
Algunos casos particulares son

i) si e=1 S(t,,t,)=5(t)5(¢t;) independencia

ii)si c=»o S(t,t) ? min(S5(¢),5(L)]

o
l-c

iii) si <1 S(ti,t2)=méx[(S,(tl))l“+($2(t2))“"—1,0}

iv) Si ¢+ 0 S(t,t,) > max[S,(t;)+S5,(t;)-1,0]

A continuacién se presenta el procedimiento a la inversa. Si

6°z°lexp(-62)
r(é)

f(z)=
entonces
¢(u)=f:exp(—zu)f(z)dz=(1+6'1u)‘° .
Es importante tener en cuenta que
B(2)=[ 2f(2) dz=-g
Var( z) =—§3

1

6=60 = E(2)=1, Var(z)=3

Hay que observar que en el modelo de Clayton se supone que
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1o cual no impide que pueda generalizarse al caso de no ser iguales.

Ademds, se observa que

(14071 (D +1,)) 2 = (1+h

L]

= 1

: 1 e -3 -
T A7 - s s 2
(31(':1))6 (Sz(tz))ﬁ

es decir,

-4 A A
(S(8)) 3-1=2 ¥ S(t)=(+)”

Un caso particular se presenta cuando los pardmetros verifican
6=\
6=1

es decir, Z sigue una distribucién exponencial
f(z)=xexp(-A2) -

A

¢(u -

b) Frailty con distribucién estable positiva
Se obtiene el modelo de Hougaard si

14 l-a
e[S(¢t,,t;))=1 S I a€(0,1)

(62)
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con lo que resulta que

o(u)=S(t,, t;)=exp(-u®) . [2.14)

Este caso es mds intuitivo verlo en sentido inverso, es decir, partiendo de dicha
transformada de Laplace. Es fécil observar que
Si a=1, existe independencia

Si a+0 , entonces S(t,,t;) ? min[S(¢,),S5(¢)]

¢) Frailty con disribucién inversa gaussiana

Si Z sigue una distribucién inversa gaussiana, es decir, con funcién de densidad

£(z)=(nm) Mexp(2/n) z ¥ exp(-n"z-n"27)

resulta que la funcién de supervivencia es

S(t,, ty) exp| 2 -2(L + L (A (&) 48y ()2
n n“ n

correspondiéndole una funcién

=1+ n
e[(s(t,, t;)]1=1 2-n1gs(t,. t;)

Estos ejemplos de modelos frailty se pueden englobar en una familia de distribuciones
triparamétrica notada por

P(Y:0.P)
para la cual se conoce la expresién de la funcién de densidad general y su transformada de

Laplace. Para esta familia se cumple que

-Si y=0 resulta el frailty gamma.
-Si vy € (0,1) tenemos el modelo de Hougaard.

(63)
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-Si y=1/2 resulta un frailty con distribucién inversa gaussiana.

(Véase Hougaard (1986) y Costigan & Klein (1993)).

Aalen (1988) generalizé aiin més esta férmulacién incluyendo valores de y mayores
que la unidad.

Otros casos ain poco estudiados de modelos frailty son aquellos que suponen para Z

una variable gamma con media mayor que uno, una distribucién beta y otras distribuciones.

2.5 MODELOS GENERADOS ViA DISTRIBUCIONES MARGINALES

2.5.1 PLANTEAMIENTO GENERAL

En numerosos modelos de supervivencia, la formulacién del modelo, bien a través
de la funcién de supervivencia o a través de la funcién de distribucién, viene explicitamente
determinada por las distribuciones marginales de los tiempos de fallo. Los ejemplos de
modelos frailty vistos anteriormente, e incluso algunos ejemplos vistos en los apartados
correspondientes a los métodos basados en la transformacién de variables aleatorias
independientes y en hipétesis de tipo condicional, cumplen esta propiedad. Esto ha hecho que
se investiguen métodos generales que cumplan tal propiedad. Asf, en Genest & Mackay
(1986) se enfoca el problema utilizando tanto las distribuciones arquimedianas como las
distribuciones cuyas marginales son uniformes. En Marshall & Olkin (1988), en cambio, se
hace un enfoque basado en la mixtura de distribuciones.

En cierta forma estos métodos extienden o generalizan los modelos frailty en el
sentido de que éstos estdn incluidos en esta nueva clase de modelos. La generalizacién se
basa en considerar frailties para cada una de las componentes del modelo multivariante,
perdiéndose en parte la idea intuitiva de la nocién de frailty. Esta nueva idea infiuird bastante

(64)
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en conceptos que se desarrollarin més adelante como son la dependencia o asociacion e

incluso métodos de simulacién.

A continuacién se expone el método propuesto por Marshall & Olkin (1988). Sea
F(x) una funci6n de distribuci6n univariante cuya funcién de supervivencia S(x) la notaremos
también por F(x). Es sencillo comprobar que la potencia
(F(x)1° , €>0
es también una funcién de supervivencia. Si se considera que @ >0 es una variable aleatoria
con
G(6)

su funcion de distribucidn, entonces

H(x) =f"i"(x)da(9)

es una mixtura de distribuciones, siendo
H(x)

una funcién de supervivencia y H(x) la correspondiente funcién de distribucién. Y

reciprocamente, dada una funci6n de distribucion G tal que
G(0)=1
y dada una funcién de distribucién H, existe una funcién de distribucion F tal que se satisface
[2.16]). Ademids resulta que
F(x)=exp[-¢7'H(xX)]
donde
¢

es la transformada de Laplace de G (similar a [2.9] y [2.10]). Esta propiedad del caso
univariante se puede generalizar de la siguiente forma. Sea G una funcion de distribucién
bivariante y sea

G
la correspondiente funcion de supervivencia. Por consiguiente se cumple que

G(0,0)=1 .

(65)
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Sean G, i:1,2 , las distribuciones marginales de G. Sea F una funci6én de distribucién
bivariante con funciones de distribucién marginales F, , i:1,2. Se define la mixtura de

distribuciones como

Bty t) [ [H (6 (£,)d6(6,,6,) [2.17)

De esta manera se genera una nueva funcién de supervivencia bivariante con funciones de

supervivencia marginales

T;(tz.)=f?",-‘(tj)daj(oi) it1,2

cumpliéndose que

T (t,)=expl-¢:H,(t,)]

donde ¢, es la transformada de Laplace de G, , i:1,2 .

La expresién [2.17] puede considerarse la funcién de supervivencia de un modelo de

azar proporcional bivariante puesto que

Bt/ =00t = F(t/0,)Fi(t) -

Si en la expresion [2.17] se considera
6,0,
tal expresién coincide con [2.9] a partir de la cual se generan los modelos frailty.

Veamos a continuacién otra propiedad importante que verifican las funciones de
supervivencia bivariantes. Sean H, y H, dos funciones de distribucién univariantes, G una
funcién de distribuci6n bivariante tal que

G(0,0)=1

con marginales G,, ¢ la transformada de Laplace de G, ¢; latransformada de Laplace
de G, y K una funcién de distribucién bivariante con marginales uniformes en [0,1].

(66)
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Entonces si

F(t,)=exp[-¢:H(t)] -
se verifica

Bty t,) [ [KF(£) F(£,))d6(0,,6,) -

Esta expresi6n generaliza [2.17] al introducir el factor K. La funcién
B( t,, t;)

es una funcién de supervivencia, con marginales

H Yy H .

Bastard seleccionar G y K para generar funciones de supervivencia bivariantes con

marginales prefijadas. Ademds, se verifica que

Bt t,)=0(97H (L) 02 Br(L3)) [2.19]

sin més que tomar K(a.b) = a.b .

En caso de que
G,=G, y 6(6,,0,)=min(G,(6,),€¢.(8;))

se verifica

Bty t,)=[[K(F(£),F(£;))d6,(6)

y si ademds K(a,b)=a.b, entonces
H(t,, t,) =097 B ()97 B (E)) [2.20]

donde ¢ es la transformada de Laplace de G,. Esta expresién, obtenida con las dos
restricciones anteriores, coincide con la expresion de los modelos frailty [2.11]. En este caso,
bastari conocer ¢ (la transformada de Laplace de G, ) para generar la funcién de

sunervivencia del modeio. Sin embargo, en el caso general, se deberén conocer
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.9, Yy K .

2.5.2 EJEMPLOS
A continuacién se verén algunos ejemplos segin la forma que adopten estas funciones

anteriores.

a) Se considera el caso m4s usual para la funcién K, un solo frailty y una funcién

exponencial para la transformada de Laplace. Es decir,

K(a,b)=a.b
$(s) =exp(-5%) a€(0,1]
G,=G, G=min(61(t1),6'2(t2)) "

Entonces, la funcién de supervivencia adopta la expresién

S(ty, t2)=exp[—(A1(t1)+A2(tz) )*]

que coincide con la del modelo propuesto por Hougaard.

Se considera el mismo caso anterior pero considerando otra transformada de
Laplace. Es decir,

K(a,b)=a.b

G, =G, G=min(G,(t;) .G (L) )

$(5)=(1+5)° , @0

es decir, G sigue una distribucién gamma. Entonces

1 1
S(t'r = + “'1
1 tz) (sl(tl))lln (sz(tz))lll

(68)
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modelo que coincide con el propuesto por Clayton.

c) En este caso, se mantiene la forma de la funcién K pero se consideran -jos
frailties”. Es decir,
K(a,b)=a.b
¥,(s)=exp(-a,s'/") a20 1:0,1,2
a,,=a,+a,>0
Q, 0=y +a,>0

V;(8) =V (8)Ue(S)

y, entonces, resulta que

a a
-1gH(t,, t,;) :-El—lgﬁl( ) -(Tz-lgb'z( £+
10 20

= - = 1/m
P LV R LALYRY

Ao Az

d) Se consideran otros "frailties”. Si se verifica

K(a,b)=a.b
(A+8,+5,) (A +A15) (X 10;) +(1g,5,5,)
(A+5,+5,) (A +A 3+ 8;) (A thy,+S,)

U!(S;:Sz) =

Ay ,20

A, +A;,>0
A*A>0

AN *Ap*thyp e

entonces resulta

¢(51,32)=[1U(51rsz)l' con mEN’
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que coincide con la distribucién exponencial bivariante de Marshall & Olkin
(1967).

En este caso se considera otra funcién para K. Si

K(a,b)=ab[1+B(1-a)(1-b)]
Osa,b=1 -1sfs]
¢,(sS) =exp('slh') m®l ,

entonces resulta

H(ty,, t;)=(1+B) B (L)) By ( ;) -BH (t,) By (&;) -BHY () Hy( L)+

+BHY(t,)B)(t,) con y=2Y" oQOsy=2 .

Si se consideran las siguientes expresiones

K(a,b)=-min(a,d) 0Os=a, b=l
G(8,,6,)=G,(6,)G,(6,)

G,(8;) exponencial i:1,2 ,

entonces resulta

B (t)H(L)
1-B (t)E,(¢,)

H(t,, t;) =B () B (L;)|1+

Por tiltimo, se considera otra funcién K y otra distribucién bivariante para los
"frailties”. Sea
K(a,b)-max(a+b-1,0) O0sa,bsl
G(6,,0,)=G,(6,)G,(8,)

G,;(6,) exponenciales ,
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entonces la funcién de distribucién del modelo es

ﬂ(tl.t,)=ﬂl(t1)+isa(t,)-1+ﬁ(?(1t - (lt:))
1 1 ¥}

siendo B la funcién beta.

Como se observa, con s6lo variar las funciones K 6 G se generan distintos modelos
de supervivencia multivariante donde las marginales estdn prefijadas. Algunos de estos
modelos ya fueron generados por otros métodos. En Lindeboom y Van den Gerg (1994) se

expone un planteamiento similar en cuanto a la generalizacién del frailty .
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2.6 INTRODUCCION DE COVARIABLES

Hasta ahora se han visto algunos procedimientos para la construccién de modelos en
los cuales la funcién de supervivencia bivariante depende de un pardmetro que describe la
asociacién entre las variables. En la préctica existen ciertas variables explicativas o
covariables que caracterizan a los distintos individuos, es decir, son caracteristicas propias
del individuo, factores exdgenos, tratamientos experimentales aplicados, etc. Ejemplos de
estas caracterfsticas son la edad, el sexo, clase social, etc. Si se tienen dos tiempos de
supervivencia que miden, por ejemplo, la aparicién de una enfermedad cardiovascular y la
aparicién de hipertension, respectivamente, caracterfsticas asociadas a estos individuos que
pueden afectar a los tiempos de fallo podrian ser la edad, hdbitos de fumar, sexo, una
medicacién especifica, indice de colesterol, etc. Un ejemplo ciertamente interesante puede
verse en Wassell (1993)). Una clasificacién detallada de los distintos tipos de covariables
puede verse en Lara (1995).

Se denota por

iz T
X = (X0 eeerXy,)

X (Xpy0eeer Xpg)”

a dos vectores de covariables correspondientes a dos individuos, por ejemplo, padre-hijo (o
a un solo individuo al que se le miden dos tiempos de fallo de distinta fndole). El efecto de

las covariables suele introducirse en el modelo mediante una funcién que usualmente es

vi(x) =exp(BX;) i:1,2

-

donde B,=(B1yr+--eBip) ¥ B2=(Bayrees +B,g) son los pardmetros asociados a las
covariables, también llamados coeficientes de regresion.

Se considera un modelo de azar proporcional (modelo de regresién de Cox (1972)),
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es decir, las covariables y el frailty actian multiplicativamente en la funcién de azar
marginal, es decir

En este caso, las funciones de supervivencia marginales condicionadas a un valor fijo de Z

son

LF
Sj(tj,wj(xj)/zhexp[—zfo bi(x) by (t,)de ]

=exp[ -2y (x;) Dy ()]
La funcién de supervivencia conjunta es

S(tl,t2)=fexp[—z(exp(ﬁlx1}hl(t:l)+exp(Bzx2)A,(t2))]dF(z) [2.21)

donde A,(t,) corresponde a una funcién de azar base acumulativa.

A continuaci6n se presentan dos ejemplos muy importantes reflejados en la literatura:
un modelo con distribucién del frailty estable positiva y otro con distribucién gamma. Ambos
se consideran en el capitulo sobre Estimacién, especialmente el segungo caso, donde,

ademds, consideraremos covariables que se introducen en el pardmetro de asociacién.
a) Frailty con distribucién estable positiva

Supongamos que el frailty Z sigue una distribucién estable positiva. En este caso, la

funcién de supervivencia conjunta es
5(t,, t,) =exp[ -(exp(B,X,)A, (L) +exp(BX%,) 1, (L))" , a€(0,1] [2.22]
Es importante observar que, si t;=0, entonces

5,(t,)=exp[-exp(aB,x;).(A,(t;))*] [2.23]
donde en esta funcién de supervivencia marginal esti presente el parimetro de

(73)




Métodos para la construccién de modelos

asociacién. Por lo tanto, la funcién de azar marginal acumulativa es

Ni(E)) =exp(ap x;) (A { ;) ¥ e

entendiendo que la nueva funcién de azar marginal acumulativa depende, entre otros,
de la funcién de azar base marginal acumulativa. Por lo tanto, derivando, la funcién
de azar marginal queda

h_‘(t‘-)mexp(aﬁ‘-x‘-)(I\x-(tz-))“"‘hi(ti) .

Si se particulariza al caso donde los tiempos de fallo puedan modelizarse con
distribuciones Weibull, las funciones de azar marginales y de azar acumulativo

marginales serdn respectivamente
h,(t,) =eyt]"

Ay(t;) =€ty .

Considerando el efecto del frailty Z con distribucién estable positiva quedaria

hy(t;)=eyatl™!
At =(et)®

y la funcién de supervivencia conjunta serfa

S(t,, t;) =exp[ -(exp(B,X,) t) +exp (B, %) t)"]

quedando la funcién de supervivencia marginal como

S,(t,)=exp[ -exp(aBx;) t1"] [2.25]

donde en el factor exp(B;x;) se integra al pardmetro de escala de la distribucién

Weibull. Es decir, en vez de

(exp(B,Xx;) )"€"=(€exp(BX;))°
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se considera

eexp(p x;)=exp(Bx;) -

b) Frailty con distribucién gamma
Si el frailty Z puede modelizarse mediante una distribucién gamma, la funcién de

supervivencia conjunta condicionada a un valor fijo de Z es

S(t,, t,/z)=expl -z(exp(B, X )M (L) +exp (B, X, )0, (¢t;))]

y la funcién de supervivencia conjunta queda as{

exp(B,X; ) (t,) +exp (B, X, )N (15,) ]_e

S(t,,t;)=1+ 3

siendo la funcién de supervivencia marginal

S;(t)={1+

exp(ﬁsz-mx(tn]" [2.27]
. :

En el caso particular en el que se consideran distribuciones Weibull para las
marginales se procede igual que en el apartado a).

En este modelo, que coincide con el de Clayton, la funcién de supervivencia puede
expresarse asf

o
Sty ty) | —E— e —— 1

(S(E))° (S(eN)°




Métodos para la construccién de modelos

y si se consideran distribuciones weibull para las rginales, es decir

S;(t;) =exp( 'ejt}r‘, ’

las funciones de supervivencia marginales quedan

S,(t;)=exp[ -exp(Bx;) ti']

donde el pardmetro de escala queda integrado en las covariables.

Wassell (1993) propone la introduccién de covariables también en el pardmetro de

asociacion. Nosotros trataremos este caso en el capftulo sobre Estimaci6n.

2.7 APORTACIONES EN CONSTRUCCION DE MODELOS

A continuaci6én nosotros tratamos algunos modelos que completaremos en el capitulo
sobre Dependencia y sobre Estimacién. Son los siguientes:

a) Consideramos, en primer lugar, un modelo con un frailty con distribucién
uniforme. En este modelo consideramos covariables bajo hipétesis de azar proporcional y
marginales Weibull y estudiamos problemas de identificabilidad.

b) Presentamos un modelo con un frailty con distribuci6n estable positiva en el caso
concreto en el que las marginales se modelizan con distribuciones de Pareto.

c) Tratamos el problema de los modelos bajo hipétesis de vida acelerada haciendo
hincapié en la dificultad de su tratamiento.

d) Exponemos algunas formas alternativas en la introduccién de las covariables
explicativas.

e) Especial tratamiento tendrén los modelos denominados mixtos por nosotros. Entre
ellos, consideramos un modelo frailty con distribucién estable positiva y marginales Weibull.

f) Presentamos la posibilidad de introducir las covariables también en el pardmetro
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de asociacién estudiando sobre todo un modelo mixto con frailty gamma.
g) Por tltimo, consideramos el problema donde existe una funcién del frailty que
actia multiplicativamente en la funcién de azar marginal.

2.7.1 MODELO FRAILTY UNIFORME

Vamos a estudiar el siguiente modelo sugerido por Lee & Kiein (1988) y ain no
tratado en profundidad. Vamos a plantear un modelo frailty con distribucién uniforme.
Consideramos que el factor no observado que crea la dependencia, el frailty, en algunas
situaciones o tipo de datos se puede modelizar con esta distribuci6n; por ejemplo, la
infuencia genética entre individuos puede considerarse uniforme en un intervalo de valores

[a,b]. Estos valores a y b han de ser positivos. Su funcién de densidad es
=L
f(z)={ b4
0 si zée([ab]

si =z€ [a,D]

con a = 0. En estas condiciones, la transformada de Laplace de Z es

exp( -bu) -exp( -au)
(a-b)u

¢(u) =f:exp( -Zzu) b{adz=

con u=A,(¢t,)+N,(t,). Segin esto, la funcién de supervivencia conjunta quedar asf

exp[ -b(A, (t,) +D,(E;)) ]1-exp[-a(h (&) *N(6)) ]

[2.29]
(a-b) (N ()1, (L))

8t t)=

Nosotros hemos considerado de especial interés el caso de un modelo frailty uniforme,
marginales con distribucién de Weibull y en presencia de covariables explicativas
introducidas vfa azar proporcional. Este modelo volverd a ser tratado en los capftulos 3
(Dependencia) y 4 (Estimacién). La expresién de la funcién de supervivencia es la siguiente:
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e t]e" 1M o) PR of1M.) o™
S(t,t,)= —f :
(a-b)(t;e '+t e )

Vamos a tratar el problema de la identificabilidad del modelo. La identificabilidad ha
sido tratada, en general en los modelos frailty, entre otros, por Marshall & Olkin (1988) y
por Oakes (1989). El modelo frailty de azar proporcional es identificable por el siguiente

Teorema: Si f(z) y g(z) son dos funciones continuas en el intervalo (0,®)
entonces

4’:‘(:)(") =¢g(z)(u) - £(2)=g9(2) .

Este resultado de las transformadas de Laplace asegura que dos modelos frailty de azar
proporcional "idénticos” s6lo pueden proceder del mismo fraiity. En otras palabras, el
modelo es identificable en cuanto al frailty. Todo modelo de la forma [2.28] proviene de un

frailty con distribucién uniforme en [a,b].

Veamos si en cuanto a las distribuciones marginales también lo es. Sabemos que éstas

se introducen a través del argumento u. Debemos asegurarnos de que

¢f(z)(u):¢f(z)(u') - u=u’ .

En el caso uniforme no se puede asegurar en principio. Pero si las marginales son Weibull,
Heckman & Singer (1982) establecen que los modelos frailty de azar proporcional son
identificables. Es decir si € y vy son los pardmetros de la distribucién Weibull se verifica
que

S(ty, L€, ¥)=S(t, L € ,Y') = €=€" , Y=Y VE,¢,.

Ahora bién, en el modelo con marginales Weibull y covariables se verifica que

u-exp (B, x,) t) +exp(B,x;) t7 .
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Debemos asegurarnos que exp(B,x;) =exp(Bix;) = B;=Bi, X,. Ello es evidente sin

mds que darle distintos valores a X; .

En el apartado sobre modelos mixtos consideraremos este modelo con las covariables

no en forma multiplicativa, azar proporcional, sino segiin hip6tesis de vida acelerada.

Por sugerencia de D.R. Cox la distribucién uniforme podemos normalizarla sin méds
que tomar la transformacién monétona creciente
A(a)=0
A(D)=b-a
Al(x)=x-a
Asf, resulta una distribucién uniforme en el intevalo [0,b-a]. El modelo, en este caso,
quedarfa con un s6lo pardmetro c=b-a, notablemente mas simple, que nos facilita el trabajo,

aunque al final debamos deshacer dicha transformacion.

A continuacién, mostramos las gréficas de algunas funciones de supervivencia
conjunta y de una funcién de supervivencia marginal. En primer lugar, veamos la gréfica de
la funcién de supervivencia conjunta en el caso de marginales Weibull, con pardmetros

€=0.5, y=2, cona=0.5yb=135
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Sity ,t2) con a=0.5, bm=l.5

&t ,t3)

La funcién de supervivencia conjunta, en el mismo caso, pero cona=1.25y b=1.75

S(ty ,t3 ) con aml .25, b=l. 75
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La funcién de supervivencia conjunta, en el mismo caso, con a=0.25 y b=0.75 es

S(t, .t ) con am0.25, b=0.75

Veamos ahora la funcién de supervivencia conjunta con a=0.5, b=1.5 pero con

€=0.5 y y=0.5

${t; ,tz ) con 8=0.5, b=1.5, p.forma=0.5
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Por iltimo veamos la gréfica de la funcién de supervivencia marginal correspondiente
a los pardmetros a=0.5, b=1.5, €=0.5 y y=2

S gty )
S, (t, ) con a=0.5 , b=l.§
1

2.7.2 MODELO FRAILTY ESTABLE CON MARGINALES PARETO
Proponemos el siguiente modelo: un frailty con distribucién estable positiva,
covariables segiin un modelo de azar proporcional y marginales con distribuciones de Pareto.

En el capitule 1, puede verse una justificacién de esta distribucién. La funcién de

supervivencia conjunta €s

t t
S(tutz)=exs*{—(exp(l31x1)-lg(t—;)”exp(ﬁzxz)-lg(—t—:—n)“)" [2.30])

quedando como supervivencia marginal
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t
S;(t)) =exp{-(exp(ﬁxxj) -dg( —f—‘; i

(t_,':tjﬂ ? i,j=1,2 ’ .i’j) .

2.7.3 MODELOS DE VIDA ACELERADA
En casi todos los métodos de construccién de modelos vistos hasta ahora la hipétesis
de partida se consideraba de azar proporcional, es decir, eran modelos de azar proporcional
en cuanto se verificaba que
h(t;, z)=zh(t;) i:1,2 [(2.32]
o bien
h(t,z)=z;h,(t;) 1:1,2

donde z es el frailty y z es el frailty en el caso més general en el que se considera un frailty
para cada tiempo de fallo (véase el método de los modelos generados via distribuciones
marginales). Asi ocurria en los modelos frailties tratados y en los modelos definidos a partir
de las marginales. Incluso algunos modelos construidos via variables aleatorias independientes

o via variables aleatorias condicionadas pueden considerarse de azar proporcional.
Nosotros ahora proponemos hipétesis de vida acelerada, muy tratada en supervivencia
univariante pero no en supervivencia multivariante. Segin esto, la funcién de azar marginal
cumple
h,(t;,, 2)=zh,(zt;) i:1,2 [2.33)
o bien, la funcién de supervivencia marginal cumple
S(tnz)=[S(2t)] d:1,2

o bien, la funcién de azar marginal acumulativa cumple
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At 2)=h(2t;) Q1,2 .

La funcién de supervivencia conjunta condicionada a un valor fijo de Z es
S(t,, )/ 2)=5,(t,/ 2)S(t;/ 2) =

=exp[—zfnt‘bl(ztl)dtll.exp[-zj;tb,(zt,)dtzh
-expl -z( [ "By (2t dt, [y (2;)dt;) 1 -expL- (D (28,) D, (2]

La funcién de supervivencia conjunta serd

Sty ty) = [expl-2([ "ty (28,) dty+ [ "By (28) dty) 1dF(2) =

=[expl- (A, (2t,) D, (2;) ) 1dF(2) =

:fsl(ztl) .5,(zt,)dF( 2) :f[S{(ztl)Sz'(ztz)]‘dF(z)

donde hemos notado

LS
S;—(ztj)=exp[*f° h(zt)dt;) .

En cualquiera de estas expresiones anteriores se observa que no se puede aplicar el
razonamiento de los de frailties puesto que no son transformadas de Laplace de z al no
"separarse” z de una expresién que no dependa de z, como ocurria en el caso de azar

proporcional. En todo caso, estas expresiones anteriores ofrecen un planteamiento teérico
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para obtener un modelo de vida acelerada, el problema estd en la resolucién de la integral.
Nosotros estamos investigando un procedimiento para no tener que llegar a esta integral. El
procedimiento estd basado en utilizar el método Blup (Best linear umbiased prediction) para
estimar los pardmetros asociados al modelo.

Hougaard (1986,1989) presenta su modelo general

5( t1l’ tz) ’:exp[ _(A1+Az)ﬂ]

como un modelo de vida acelerada considerando distribuciones Weibull para las marginales.
En general se verifica que un modelo frailty con marginales Weibull puede considerarse de
azar proporcional o de vida acelerada.

2.7.4 ALTERNATIVAS EN LA INTRODUCCION DE COVARIABLES

En los modelos frailty se suelen considerar hipétesis de azar proporcional, esto es,
dicho frailty actuando multiplicativamente en la funcién de azar marginal. Las covariables
admiten diversas posibilidades en cuanto a la forma de su introduccién en el modelo. A
continuacién consideramos distintos planteamientos para introducir dichas covariables.
Nosotros mantenemos en lo que sigue a continuacién la hipétesis de azar proporcional, es
decir, el frailty y las covariables explicativas actuardn multiplicativamente, de alguna forma,
en la funcién de azar marginal. En el capitulo 3 (Estudio de la dependencia) y sobre todo en
el capitulo 4 (Estimacién) consideramos covariables que se introducen también en el
pardmetro de asociacién. En el capitulo 5 (Temas abiertos) consideramos ademds diversas

posibilidades en cuanto a azares no proporcionales.

a) Consideremos en primer lugar una generalizacién del caso mas usual. Hemos visto

que frailty y covariables actian multiplicativamente entre ellos y con la funcién de azar

marginal. Es decir
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Bi(tv(x;),2)=2exp(Bx;) h,(L;).

Si consideramos el frailty en forma exponencial podemos integrarlo con las covariables
explicativas, es decir
y=19(2z) = z=exp(y) =

hy(t v (x)2) = exp(y)exp(Bx,)h;(t;) = exp(Bx;+y)h,(¢t;)

y asf englobamos las covariables y el frailty en el modelo de azar proporcional. Notemos por
n=px+y .

Es decir, estamos considerando un factor multiplicativo

g(n)=exp(n) -

Asi pues, el modelo se generaliza sin mds que considerar funciones no necesariamente
exponenciales para g(n) en las que se cumpla que sean no negativas y tomen el valor uno

en las condiciones estandar, esto es, para X=0y Z=1.

b) Consideremos el siguiente caso de azar proporcional: el frailty Z y las covariables
actuando de forma aditiva entre si. De esta manera los factores exégenos X y el efecto
aleatorio no observable Z "se acumulan” antes de actuar sobre una funcién de azar base
marginal. Este caso admite diversas posibilidades, por ejemplo, que el factor multiplicativo
sea

z + BiX;.

En este caso la funcién de azar base marginal se alcanzard para x,;=0 y Z=1. Ademds

admite la posibilidad de un frailty negativo. Nosotros en cambio consideraremos el caso

siguiente:
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Bt 2,0 (X)) =(Z2+exp(PB;X;) ) B,0(E;) -

La funcién de azar base marginal se alcanzard para valores x;=0 y Z=0. En este caso la
funci6n de supervivencia condicionada marginal es

SJ,( tﬂ z)= [51,,( tj) ]"“P(ﬂﬂx)
con valores en el intervalo [0,1]. La funcién de supervivencia conjunta condicionada es
S(t,, tzlzrll&(xﬂ Vo (X)) =
=exp[ - (z+exp(B,X;) )A( &) —( z+exp(B,X,) )N ( L) 1=

=exp[ -exp(B,X; )N ( L) -exp(B,X, )Ny (L;) -2(Ne( L) +No(t))]1 -

La funcién de supervivencia conjunta serd

S(tyst,) = [expl -exp(Byx;)Aio( ty) -eXP(By ;) oo (£ 1+

.exp(-z(No(t,) *hy0( L)) )dF(2) =

=exp| “exp(ﬁliﬁ YA ( L) -exp(B,X;) Ny t)].

.fexp(-z(l\m(tlh 20( t3)) ) dF( 2)

siendo esta integral una transformada de Laplace de z. Si z sigue una distribucién estable
positiva entonces
S(t,, t,)=exp| -exp (B, X, )N ( L) -exp(B,X;) Ay ( t)]-

cexp[ - (A t) +Ay(L;))°]
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modelo que es significativamente distinto al obtenido en el caso multiplicativo. Las funciones
de azar acumulativo marginal pueden modelizarse mediante distribuciones Weibull.

2.7.5 MODELOS MIXTOS
Nosotros vamos a construir un modelo, al que denominaremos modelo mixto, en el
que las covariables actian segin un modelo de vida acelerada en tanto el frailty lo hace
multiplicativamente en la funcién de azar marginal, esto es, es de azar proporcional. Es
decir, partiremos de la hipétesis siguiente:
hl-(ti,z,wi(xi))=z.exp(Bl-x,)b,-(ti.exp(pjxi)) . [2.36]

La funcién de supervivencia marginal condicionada serd
S (tv;(x;),2)=exp[-Z.04( texp(B;x;))]1 -
La funcién de supervivencia conjunta condicionada serd

S(t,, tZ/zrwx(xﬂrWz(xz)):

=exp( —zexp(lel)fotlhl( t,exp(B,x,))dt,-

-zexp(B,X;) t’h,( t,exp(B,X,))dt, 1=
0

-expl -2( [y (t,exp(B,X) ) d(eXP(By %) &) ¢

+f°"1:,( t,exp(B,x,) ) d(exp(B,%,) t;)) 1=

=exP[‘Z(Az(t1exP(B1x1))*Az(tzexP(ﬁzxz)))] .
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Realizando la mixtura de distribuciones, la funcién de supervivencia quedard

[(2.37]

St t,)=[exp[-2(Ay (£,exp(BiX)) *Dy (E8XP(B; %)) ) 1aF(2)

Supongamos,a continuacién, que modelizamos el frailty Z con las distribuciones

estable positiva, gamma y uniforme.

a) Si z sigue la distribucién estable positiva, la funcién de supervivencia queda

5(t,, t;) =exp[ - (A, (£;eXp(ByX;) )+, (£,eXP(B2%;)) )] - [2.38]

Si las marginales son Weibull, es decir

Aty =6, 0"
e T Ao

entonces la expresién de la funcién de supervivencia conjunta serd

S(t,, t;) =exXp[ - (€, t1'exp(y;B, %) +€,t2 ' €XP(Y,8,%;))°) [(2.39]

Se tratard de forma especial en el capitulo de la Dependencia y de la Estimacién.

Si, ademds, los dos individuos tienen tiempos de fallo con idéntica distribucién

podemos suponer que

€,=€,=€
Y17Y2=Y

y entonces la funcién de supervivencia conjunta es
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S(t,, t,) =exp[ -€*( tyexp(yB,X;) + tiexp(vB, %) )*] -

Las funciones de supervivencia marginales serdn

S,(t,) =exp[ -€*t]"exp(ayp x,) )

¢ integrando el pardmetro de escala en la forma paramétrica de las covariables

5;(t;) =exp[ -ti'exp(ayB;x;)] -

Veamos la identificabilidad del modelo cuya expresién de la funcién de supervivencia
es [2.40]. La novedad ahora es que

u=eexp(yB, X, ) ti +€exp(yB,X,) &

En este caso se verifica

eexp(YB,X;) =€exp(vBix;) = B;=BirVX;

demostrable sin mas que darle valores a x; .

b) Si el frailty Z se modeliza con una distribucién gamma, la funcién de

supervivencia quedard

S(tl' t2)=1+

A, (t,exp(BX)) +BA,( t,exp(v¥)) r (2.41]
0

5 -@
€, t, 'exp(6,8x)
S1(t1)=ll+ fok ] 3

En este mismo caso, pero considerando el modelo inicialmente asf

(90)
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= |
: . 4]
5,(t)% S(t)°

St L))"
se tendria
5(¢) =exp[ -8,( tlexP(ﬁx) 1

expresién coherente con la definicién original de supervivencia marginal.

¢) Si consideramos el caso de un frailty con distribucién uniforme, la funcién de

supervivencia conjunta serd

exp[ -b(A, (t,exp(B, X)) N (L,eXP(B;X%;))) ] _
(a_b) (Al( t1exp(p1x1) ) +A2( tzexp(pzxz) ))
_expl-a(h (£,exp(ByiX,)) +D; (L,eXP (B X)) )]
(a’b) (A1{ t1exp(p1x1) ) +Az( tzeXP (ﬁzxz) ) )

S(t,, t,)=
[2.42]

Consideremos que las marginales siguen distribuciones weibull, es decir

At =€t s 51,2

y en este caso la funcién de supervivencia quedard asi

expl -b(€, £, exp(y,B,X,) €, eXp(VB,%)) 1
(a-b) (€, tlvxexp( Y1ﬁ1xx ) +€, tzvzexp( Yzﬂzxz ))

S(t,.t)-=

_exp[ -a(€, ty'exp(v,B,X%,) €, L2 '€XP(Y:Ba%;) ) ]
(a-b) (€, 8, exp(yiB,X;) +€,t2°€XP(Y;B;%,))

y englobando el pardmetro de escala de la distribucién Weibull en la forma
paramétrica de las covariables quedarfa

(91)
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exp[ -b( t,"exp(V,B8,%,) +t;'exp(V,B:%)) ] _
(a-b) (£, exp(v,B,X,) +t;'exp(V,B,X;))

S(6. )=

_exp[-a(t,'exp(v,8, %)+ t2°€Xp(V,B;X;) ) ]
(a-b) (ty'exp(v,B,%;) +tz'€xXp(V,8,%,))

y en el caso particular de coincidir los pardmetros de forma de dichas distribuciones
weibull, es decir

Y17Y2 =Y
quedaria

exp[ -b( tiexp (P, X, ) + t;exp(vB X)) ]
(a-b)( tlvexP(Y.B1X1) * tzvex?(‘ﬁgzxz) )

S(¢t,, )=

_exp[ -a(tyexp(vB,X;) +t;exp(vB,%,))]
(a-b) (tiexp(vB,x,) +t;exp(yB,X,))

quedando como supervivencia marginal

exp ( _bt}exp(\fﬂjxj) ) —exp( “at.\{exP(ijxj) )
(a-b) (tiexp(vB;x,))

LAEAE

Observacién: En la expresién de ¢ (u) no influye la presencia de covariables, es
decir, la "forma” de la transformada de Laplace es la misma, tanto en el caso de introducir

las covariables segin un modelo de azar proporcional como de vida acelerada.

2.7.6 COVARIABLES EN EL PARAMETRO DE ASOCIACION
Hemos visto que las covariables explicativas se suelen introducir a través de las
distribuciones marginales via azar proporcional o de vida acelerada. Asi lo hemos
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considerado hasta ahora, concretamente en el caso de marginales Weibull. Nosotros
presentamos a continuacién otra forma de hacerlo. Se trata de introducirlas a través del
pardmetro de asociacién. De esta manera, COmO VEremos en el capftulo sobre Dependencia,
involucramos a dichas covariables en la posible asociacién entre los tiempos de fallo, es

decir, estas covariables explicardn el grado de dependencia entre los tiempos de fallo.

Nosotros hemos considerado los dos casos que €xponemos a continuacién donde
ademds de las covaricbles ya introducidas anteriormente introducimos ahora otras, via
pardmetro de asociacién. Estos dos casos corresponden a un frailty estable positiva y a un

frailty gamma.

a) La expresi6n de la funcién de supervivencia en un modelo frailty estable positiva,

marginales Wzibull y mixto era la siguiente:

S(t,, t,) =exp[ -€*( tYexp (VB x,) + t7exp(VvB,;X;))*] -

El pardmetro de asociacién a proviene de la estable positiva. Su rango de valores es el
intervalo [0, 1]. Consideraremos que la expresién que introduce las covariables es la siguiente

as= 1
1+exp(c+B;Xx,)

En este caso la funcién de supervivencia serd

1
1+exp(c+f3x;)

5(t,, t,) =exp| - (e texp(YB; %) +€ t;exXp(YB,X;))

b) En un modelo frailty gamma, mixto y marginales Weibull la expresién que
introduce las covariables en el pardmetro de asociacién suponemos que s
@-1=exp(c+yy)
1g(8-1)=c+yy=a .
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considerado hasta ahora, concretamente en el caso de marginales Weibull. Nosotros
presentamos a continuacién otra forma de hacerlo. Se trata de introducirlas a través del
pardmetro de asociacién. De esta manera, como veremos en el capftuio sobre Dependencia,
involucramos a dichas covariables en la posible asociacién entre los tiempos de fallo, es

decir, estas covariables explicardn el grado de dependencia entre los tiempos de fallo.

Nosotros hemos considerado los dos casos que €xponemos a continuacién donde
ademds de las covariables ya introducidas anteriormente introducimos ahora otras, via
pardmetro de asociacién. Estos dos casos corresponden a un frailty estable positiva y a un

frailty gamma.

a) La expresi6n de la funcién de supervivencia en un modelo frailty estable positiva,

marginales Weibull y mixto era la siguiente:

S(¢t,.t;) =exp([ -€%( tfexP(Yﬁ1X1) +t2YexP(Vp’zxz) )*1.

El pardmetro de asociacién a proviene de la estable positiva. Su rango de valores es el
intervalo [0, 1]. Consideraremos que la expresién que introduce las covariables es la siguiente

_ 1
1+exp(cip;X;)

En este caso la funcién de supervivencia serd

1

S(t,, t,) =exp|- (€ t/exp(yB,X,) +€ t;exXp(YP;X;) ) T

b) En un modelo frailty gamma, mixto y marginales Weibull la expresién que
introduce las covariables en el pardmetro de asociacién suponemos que €s

6-1=exp(c+yy)
lg(@-1)=c+yy=a .
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considerado hasta ahora, concretamente en el caso de marginales Weibull. Nosotros
presentamos a continuacién otra forma de hacerlo. Se trata de introducirlas a través del
pardmetro de asociacién. De esta manera, como veremos en el capftulo sobre Dependencia,
involucramos a dichas covariables en la posible asociacién entre los tiempos de fallo, es

decir, estas covariables explicardn el grado de dependencia entre los tiempos de fallo.

Nosotros hemos considerado los dos casos que exponemos a continuacién donde
ademds de las covariables ya introducidas anteriormente introducimos ahora otras, via
pardmetro de asociacién. Estos dos casos corresponden a un frailty estable positiva y a un

frailty gamma.

a) La expresi6n de la funcién de supervivencia en un modelo frailty estable positiva,

marginales Weibull y mixto era la siguiente:

S(t,, t,)=exp[ -€*( tyexp(vB,X,) +t;exp(vB,%;))°]-

El pardmetro de asociacién a proviene de la estable positiva. Su rango de valores es el
intervalo [0,1]. Consideraremos que la expresién que introduce las covariables es la siguiente

- 1
l1+exp(c+B,x;)

En este caso la funci6n de supervivencia serd

1
Trexp(c+Pss)

S(t,, t,) =exp|- (etyexp(vB,X,) +et;exp(YB,X,))

b) En un modelo frailty gamma, mixto y marginales Weibull la expresién que
introduce las covariables en el pardmetro de asociacién suponemos que €s

6-1=exp(c+yy)
1g(@-1)=c+yy-a .
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En este caso la expresién de la funcién de supervivencia es
S(t,, t,)=

Srok S
[exp(€exp(n,B, X, +a) tf‘) +exp(€exp(n,B,X, +a)t;'") ~1] "

Este modelo lo trataremos en los capftulos sobre Dependencia y sobre Estimacién.

La identificabilidad del modelo estd asegurada teniendo en cuenta lo visto

anteriormente. Lo novedoso ahora serfa ver si

1

(1+au)_5=(1+a'u) - =2aw .

Esto estd asegurado desde el inicio ya que, por el teorema de identificabilidad de las

transformadas de Laplace, el frailty gamma ha de ser el mismo y con los mismos pardmetros.

2.7.7 UN FRAILTY INVERSO

Es interesante considerar la siguiente situacién sugerida por D.R. Cox en un reciente
seminario con nuestra Linea de investigacién. Hay situaciones en las cuales el frailty, que
induce la dependencia entre las variables, actiia de forma inversa. Es decir, si Z es el frailty,
1/Z actuando multiplicativamente en la funcién de azar marginal. Nosotros planteamos esta
situacion en el caso mé4s general: si conocemos un frailty Z y su correspondiente
transformada de Laplace, ;podremos aprovechar esta informacién para construir un modelo
si en realidad es una funcién de este frailty lo que actia multipiicativamente en la funcién
de azar marginal?. Vedmoslo en el caso del frailty inverso, esto es, 1/7. Hemos de modificar

las hipétesis de partida en el sentido que vemos a continuacién.

Partamos de la hipétesis siguiente: sea la funcién de azar marginal
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h(t,z)=z7.hi(ty); i:1,2 .

La funcién de supervivencia marginal condicionada es

3
St 2)zexpl -1 [“n (¢, de ) -expl - A E) 115, E) 17

con lo que la funcién de supervivencia conjunta condicionada es

S(t,, t,/z)=P(Tyzt,, Ty2t,/ 2) =

4 1
=P(T2t,/2) . P(T,2t,/ 2)=[5( )] *[S:(L;)] %=

4
-15,(£)5,(5) 1 F-expl -1 (0 () Dy ()] -

Realizando la correspondiente mixtura de distribuciones respecto a Z la funcién de

supervivencia conjunta quedard

S(tyet,) =[S(t,, t,/ 2)dF(2) -

1
-Elexp(- 2 (A (&) Mo () 1=[18,(£) S, (8) 1 *aF(2) .

Obsérvese que esta tltima expresion no es una transformada de Laplace de Z. Si hacemos

el cambio de variable Y = 1/Z y considerando un valor y = 1/z resulta que

P P Sy P Ly -P(L s 1-P(8s2) 1 -F ) 1-Fu ).

Tomando diferenciales queda

dFg(z)=d(1-Fy(y)) =-dFy(¥)
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con lo que la funcién de supervivencia conjunta quedard asf

S(t0 ;) =-1-[15,(£)) - S( &) VVaF (7)1 (1)

u=h,(¢,) +7( &)
y ¢ es la transformada de Laplace de la variable Y=1/Z .

Se pueden presentar dos inconvenientes: que no conozcamos la distribucién de la
variable Y, o bien, que no conozcamos su transformada de Laplace. Veamos si podemos
aprovechar la transformada de Laplace de Z. Es decir, intentemos conocer esta transformada

de Laplace de Y a partir de la transformada de Laplace de Z.

o(u)=[15,(£,)5,(£;) 1VdFUy) =[151(£) S;( &) VEU») dy

de( z) z_dFy(Y)" 2( z)dz=—f,,(y)dy

f,(2)dz=£,(1/y)d(1/y)=(-1/y*) £;(1/y)dy

fAY)=(1/y2) E (1 y) =

fAy)=2f,(2) .

Usaremos a continuacién los siguientes resultados:
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Si ¢,(u) es la transformada de Laplace de f(z) entonces [¢,(u)]’"
es la transformada de Laplace de la funcién g(z)= zf(z). (Véase
Apostol (1972)).

Conocida la transformada de Laplace de f,(z) se conoce la de la
funcién

g(2)=g(1/y)=£,(y) -

Observacién: Se verifica que

[15u(8)5,(8,) 1791/ 31 A1) = [15,(£,) 5,0 &) V£ A y) dp.

Por consiguiente, la funcién de supervivencia conjunta que describe el modelo

S(t, ty) =9, (u)

o transformada de Laplace de Y, es la derivada segunda de la transformada de Laplace de
Z.

Como aplicacién, si Z sigue una distribucién estable positiva, es decir

¢.(u) =exp(-u?)

entonces la expresién de la transformada de Laplace que describe el modelo frailty inverso

serfa

9 (u)=exp(-u®)[a(a-1)(-u)®2+a?(-u)2te1)]
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u=h,(t;)+7(¢t;)
resulta la funcién de supervivencia conjunta buscada.
Este resultado es importante, nos permite obtener una expresién del modelo frailty

inverso a partir de una expresién de un modelo frailty inicial. Lo mds importante es que nos

induce a generalizar este resultado en el sentido de poder considerar cualquier funcién de un

frailty Z. Es decir, conocido el modelo para un frailty conocido Z, esto es, conocida su

transformada de Laplace, podemos buscar un modelo para una funcién genérica del frailty
original.

En el capitulo 3 continuaremos tratando el modelo frailty inverso en problemas de

dependencia.

A continuacién presentamos un modelo frailty con algunas variaciones importantes
en las hip6tesis iniciales. Consideraremos dos frailties que actian multiplicativamente en las
funciones de azar marginales, respectivamente. Un frailty serd Z y el otro serd su inverso
1/Z. De esta manera el riesgo de fallo aumenta en la primera componente al aumentar el
valor del frailty y al mismo tiempo disminuye en la segunda componente. El tratamiento de

este modelo presenta serios problemas, como veremos a continuacién. Partimos de

h(t,,2)=2.b,(t,)
hy(ty, 2)=(1/2) . by(t;)

y entonces, la funcién de supervivencia conjunta condicionada es

S(t,, t,/2)=exp[ -zh (£,) -(1/2)D(L;) ]
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y la funcién de supervivencia conjunta serd

S(t,rt,) = [exp[-20,(£,) - (1/ 2)A,( t;) 1dF( 2)

que no es una transformada de Laplace. Deberemos resolver la integral. En el capftulo 3

veremos algunas cuestiones de dependencia en este modelo.




CAPITULO 3
ESTUDIO DE LA DEPENDENCIA

3.1 INTRODUCCION

Como ya hicimos notar al principo de esta memoria un objetivo fundamental en el
andlisis de datos de supervivencia multivariante es el estudio de la dependencia o asociacién
entre los tiempos de fallo o supervivencia. Hemos visto en la construccién de modelos que
juega un importante papel el tipo de datos considerados asf como la estructura especifica que
refleja la posible dependencia entre los tiempos de fallo. Es decir, ya se enfocaba el
problema hacia este objetivo fundamental. El estudio de la dependencia, comunmente
denominada asociaci6n, estd muy abierto. No hay reglas generales para todo tipo de modelos
por la dificultad del problema. Serd necesario distinguir entre los distintos criterios de
construccién de modelos, o bién, concretar las distribuciones marginales, para hacer un

estudio mfnimamente satisfactorio de la dependencia.

En este capitulo se comienza presentando en esquema las distintas vias abordadas para
estudiar la dependencia. A continuacién se presenta un estudio de cada una de estas vfas y,
por iltimo, pasaremos a nuestras aportaciones: consideramos el modelo frailty uniforme y
estudiamos algunas de estas medidas de asociacién como son el coeficiente de correiacién
lineal, el coeficiente de variacién, el coeficiente de Kendall y el coeficiente de Oakes.
Estudiamos !a asociacién en un modelo mixto y mencionaremos el hecho de que con la forma
usual de introducir las covariables no se recoge la posible dependencia que estas producen
y sf en cambio si se introducen en el pardmetro de asociacién. También tratamos el estudio

de la dependencia cuadrante en los modelos mixtos.
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Las distintas vfas usadas por los autores se pueden clasificar de la sigi:iente manera:

El coeficiente de correlacién lineal de Pearson es estudiado por Hougaard y otros
(1992) y Lindeboom & Van den Berg (1994) que plantean las limitaciones que
presenta.

El cuadrado del coeficiente de variacién de Pearson del frailty es estudiado por los
mismos autores del apartado anterior como una medida de asociacién en los modelos

frailties.

El uso del coeficiente de concordancia de Kendall estd tomando gran aceptacién en
la actualidad. Es una medida de asociacién global en cuanto no depende del momento
considerado. Hougaard (1986, 1992), Genest & Mackay (1986), Oakes ( 1982, 1989),
Lemman (1966), Schweizer & Woeff (1981), Costigan & Klein (1993) son algunos

de los autores que lo estudian.
La siguiente funcién fué introducida por Oakes (1989):

h (t,/T,=t,)

S, 5 i . ST - ).
hl(tle2>t2) G(tlf 2)

Es una medida de dependencia local. Es de suma importancia dada su relacién con

los modelos frailty.

Una medida de correlacién local la introdujo Bjerve & Doksum (1991). Otro autor
que la usa es Mei-Ling Ting Lee (1993). Es una medida de correlacién local que
definiremos mds adelante.

La siguiente funcién
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F(t,,t)
Fi(t).R(5)

es usada por Crowder (1989), Johnson (1975) y Barlow & Proschan (1977) como una
medida de dependencia.

Los conceptos de positividad total de orden r (TP,) para estudiar la dependencia es
estudiada por Marshall & Olkin (1988), Lee & Klein (1988), Whitmore & Mei-Ling
(1991) y otros.

Al igual que en los métodos de construccién de modelos la metodologia que
emplearemos en el desarrolio de esta memoria serd la de ir describiendo cada caso anterior,
deteniendonos en las medidas de asociacién que consideramos de mds importancia y
presentdndolas en los casos para los cuales no se han considerado o no se ha hecho lo
suficientemente. Los casos c) y d) serdn los que més desarrollaremos puesto que serdn los

mds utilizados en nuestras aportaciones.

3.2 EL COEFICIENTE DE CORRELACION DE PEARSON EN
SUPERVIVENCIA

Una primera forma de abordar el problema de la asociacién es considerar el
coeficiente de correlacién lineal de Pearson. Dado que se tiene una variable (T,,T,) que
denota dos tiempos de fallo, es I6gico pensar en el coeficiente de correlacién de Pearson

entre T,y T,

_cov(T,T,)

prx A arlgrz

expresién que coincide con




Estudio de la dependencia

[[o1rtt) Rt B(L) atdt,

segiin Lehmann (1966) y Schweizer y Wolff (1981).

Este coeficiente es més idoneo para datos normales bivariantes que para datos de

supervivencia.

Un célculo de esie coeficiente supone conocer la distribucién conjunta ademds de la
dificultad de resolver dicha integral. S6lo se han llegado a obtener resultados importantes

considerando fuertes restricciones en las hipétesis.

Se considera que en el modelo la funcién v, (x,,B;) modeliza las covariables y z;

y z, son dos covariables no observadas que actian de la siguiente manera:
h(t/z U (x0B;)) =Z, Y (X0 By) (L)) & i:1,2
es decir, es un modelo de azar proporcional.

Se considera que a cada tiempo t; solo le afecta la variable z; , esto es, la funcién de

densidad marginal condicionada es

I( tjlzlvzzrwl_(xupﬂr‘l’z(xzfﬁz))zf( t1/21:w1(xjrpj)) y 131,2.

Se considera la hip6tesis de independencia condicionada, esto es, la funcién de
densidad conjunta condicionada es
£(t, /2,0 2,001 ( X0 81) 1 U2 (X0 By) ) =
=£(t,/ 2,0 2,001 (X0 By) e V5 (X0 B) )
L6 2,4 2001 (X0 By) 1 V2 (X0 B2) )
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es decir, hay independencia condicionadaa z,,2, y V¥;(x;,B;).

Observamos que estas hipdtesis coinciden con las hipétesis del método de construccion
de modelos via marginales desarrollado entre otros por Marshall & Olkin (1988). Las
variables z, y z, hacen en cierto modo el papel de frailties. La funcién de supervivencia

conjunta serfa

5(t,. t,) =fo°°f:5( t,, t,) 2, 2,) £(2,, 2,)d2,dz,.

Se supone que las hy(t) son constantes, por ejemplo, iguales a 1. Lindeboom & Van
den Berg (1994) demuestran que

. cov(lgz,,lgz,)
plgf:u 197'1_ 1/2

2 2
(var(lgzl)+-n€)(var(lgzz)+%)

que da una expresién de la correlacién entre las variables 1gT, y 1gT; .
Por otra parte se ha deducido que

. cov(l/z,1/z,)
Pr,r, [(var(l/z)+E(1/z)?%) (var(l/z,) +EB(1/2,)%) 1?2

[3.3]

cov(1gT,, 19T,) =cov(lgz,, 19z,) .
Segiin esto, nosotros hemos deducido un resultado importante en uno de los modelos
considerados en el capftulo 2. Se trata del caso en el que Z,=Z y Z,=1/Z. Es deci, hay un

frailty inverso en la segunda componente. En este caso cov(lgZ,lgl/Z)=-var(lgZ). Por

(104)
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consiguiente la asociacién es negativa.
En el caso de que z,=z,=z se verifica
cov(1gT,, 1g9T,) =var(1gz)
con lo que se observa que la posible correlacién es positiva. Este resultado es muy
importante y se corrovorard posteriormente al considerar otras medidas de asociacion.

Ademés la dependencia entre T, y T, estd directamente determinada por la varianza de la

distribucién del frailty.

En gencral, se cumple que, sin ningln tipo de restricciones,

Pr,m =0

siysolosi z, y z, son degeneradas, por lo que si estas no son degeneradas habrd cierta

correlaciénentre T, y T, .

Si h(t) no es constante no es posible dar unas expresiones de la correlacién andlogas
a las anteriores puesto que en la deduccién de tales férmulas era necesario suponer la

hipétesis de ser constante. Haciendo una transformacién de los ejes podriamos calcular

Past ) Ar(t2)

plﬁh( t), Ighy( ;)

expresiones vilidas por la monotonfa de dichas transformaciones. Asf se elimina la necesidad
de conocer las distribuciones marginales. Es decir, si se supone que se parte de datos que

corresponden a los azares acumulativos marginales, el coeficiente de correlacién de estos es

(105)
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indicativo del correspondiente de los datos de los tiempos de fallo. Hougaard (1986,1992)
lo calcula para el caso de un frailty con distribucién estable positiva

_2r(l+a)?
Pa e naty) ™ T(1+2a) o

P aghy (), deng( ey =1 @
expresiones que, como se ve, dependen del pardmetro llamado de asociacién, el cual es el
pardmetro que define la distribucién del frailty, en este caso el frailty estable.

3.3 EL COEFICIENTE DE VARIACION

Algunas consideraciones anteriores nos sugieren en cierto modo el coeficiente de
variacién como una medida de la asociacién. Los modelos frailty se obtienen por medio de
una mixtura de distribuciones. Se suele usar la varianza de la distribucién del frailty como
una medida de asociacién. Este es el que crea la dependencia entre las variables. Es légico
pensar en su varianza. Se suele utilizar mejor ain el coeficiente de variacién del frailty, o
mejor, su cuadrado

oyt SR (3.4)

EZ?

Presenta problemas calcularlo para el frailty estable, uno de los modelos méds clésicos, y para

el frailty inversa gaussiana. Hay ocasiones en las que, como alternativa, es mejor calcular
Var(lgZ).




Estudio de la dependencia

3.4 EL COEFICIENTE DE KENDALL EN SUPERVIVENCIA

3.4.1 INTRODUCCION

Veamos a continuacién uno de los métodos méds importantes para el estudio de la
asociacién. Se trata del uso del coeficiente de concordancia de Kendall. Es mds idéneo para
datos de supervivencia que el coeficiente de correlacién de Pearson.

Sea

ol PP e e

una muestra aleatoria simple de la variable (T, T,).

Definicién: El coeficiente de correlacién por rangos de Kendall, T , estd basado en

la frecuencia del suceso

(-7 (7 -1{7)>0]

Se calcula disponiendo la muestra en forma de dos sucesiones
L TRE

(1) (n)
Tz s e e s d) ]

siendo la primera sucesi6n los valores ordenados de las primeras componentes y la segunda

la sucesién de las correspondientes parejas de los valores de la primera sucesion.

A cada diferencia

se le asigna el valor +1 si

" -rf>0 (>1)
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y el valor -1 si

) -n<0 (pi).

Sea P la suma de los valores +1 ( pares concordantes) y Q la suma de los valores -1 (pares
 discordantes). Entonces se define

P-Q

Y n-1)72

Varfa entre -1 y +1 al ser una media de dichos valores.

Si la ordenacién es totalmente opuesta entonces vale -1. Si la ordenacién es
coincidente entonces vale 1. Si el valor es cero no hay relacién entre las ordenaciones.

Ademds se observa que

P+Q:—"(’;“ =(g]

1 si (a-b)(c-d)>0

v(a,b,c,d) ={
-1 si (a-b)(c-d)<0

entonces

n-1 n 3
P-o-y Y v o, o0, 57
=1 j=1+1

En el caso de que algunos valores de T, y T, estén ligados, P serfa el n® de veces que

ocurra

(7"~ 0y (1P -2{0)>0  (>d)

y Q serfa el n® de veces que

(2 -y (-1 )<0 .

(108)




Si este producto es cero no se contabiliza. Es decir, si ahora se considera

1 si (a-b)(c-d)>0
v'(a,b,c,d)={0 si =0
-1 & <0

entonces

n-1 n
P‘O:Z Z V'(Tlu),Tfj),Tz(”,Tzu))
=1 55T

y en este caso

P-9

1 = 1 -
Fla(a-1)-Y t(t,-1) 1 5la(a-1)-Y u;(u,-1))
-1

i=1

g = n° de grupos de observaciones ligadas de T,

t, = n°® de observaciones ligadas en el grupo i

h = n® de grupos de observaciones ligadas de T,

u; = n° de observaciones ligadas en el grupo i

(Véase Cuadras (1991), Vélez Ibarrola y Garcfa Pérez, Daniel (1990), Hamnett & Murphy
(1987), Tsokos (1987) y Siegel (1970) ).
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A continuacién se dard una definicién del coeficiente de concordancia t de Kendall
(poblacional). Se verifica que E(T)-=t .

Se puede contrastar la hip6tesis
Hy: t=0

a partir de la distribucién del estadistico

-

e S e
l 2(2n+5) (me8)
9n(n-1)

siendo ademds posible calcular var (), como puede verse en Manatunga & Oakes (1996).

El coeficiente de correlacién por rangos T de Kendall es un coeficiente de correlacién
no paramétrico bién definido para calcularse a partir de los datos de una muestra. Servird
para estimar el correspondiente valor poblacional T. Se ha definido dicho coeficiente para
todos los datos de una poblacidn.

Definicién: Sea la v .riable aleatoria (T;,T,), y sean

e oy 1.8

dos realizaciones independientes (muestras) de dicha variable aleatoria. Se define el
coeficiente T como la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la probabilidad de

discordancia de estas dos observaciones, es decir

t=P (T -2y (P -V )20 - (D -1V ) (1P -mV)<0]  [3.5]

expresién que es equivalente a la siguiente

(110)
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v=2p (" -1") (1P -1f) 2011

y también a la siguiente

-8 signol (£-2() (7 -7")).

Propiedades: Es ficil comprobar que

-1=t=1

y que este coeficiente es invariante frente a transformaciones mondétonas de T, y T,.

Se verifica ademds que

P -2V (7 -1V)20] -1 = t=1
P -mf) (7 -1{V)20]-0 = T=-1

P -ry (P -1V )201=1/2 = T=0.

Si T, y T, son independientes, entonces
t=0 .

Vimos en el apartado 2.4 que los modelos frailty estén incluidos el la clase de las
funciones arquimedianas. Este hecho serd de gran utilidad para calcular el coeficiente de
Kendall en dichos modelos. Como vimos en el apartado 1.3.3, Genest & Mackay (1986)
definen una cépula arquimediana como una distribucién definida de la siguiente forma
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P HP(t,)+9(L;)) i ¢(L;)+9(L;)5$(0)

0 en otro caso

F( tl,t2)={

donde ¢ es una funcién definida de la siguiente manera:
¢:(0,1]+[0,%]
con las dos primeras derivadas continuas en (0,1] y cumpliéndose

$(1)=0
¢’ (£)<0
¢ (£)>0 VEE(0,1).

En esta clase de distribuciones el coeficiente de Kendall adopta la forma

T=4E[F(t,, t;)] -1=4ff[° Pt ) ARt ) =1

expresién de suma importancia que liga el coeficiente de Kendall con la funcién de

distribucién conjunta.

Esta clase de distribuciones (c6pulas arquimedianas) posee la propiedad de que dichas

distribuciones tienen las marginales uniformes en el intervalo (0,1) y se verifica que

S(t,, ;) =F(t,, t)) -t -t;+1
méx(0, t,+t,-1)SF(t;, t;)sSmin(t,, t;).

Por otra parte se deduce que

t=4 1--'Mi:l-m‘:d
° ¢ (¢)

(112)
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E[F(t,t)]= f'(‘l"’(‘:)“(O)F( t tz)df( tyr t)=

F(t,, t,) £(t,, t,)dt dt,.

ffﬂ‘;)‘f(tz)’ﬂo)

Tal expresién serd de suma utilidad puesto que da una férmula préctica para calcular el

coeficiente. Ademds, usando dicha férmula, se observa que el area bajo la curva
¢(t)/¢'(t) en (0,1) da un valor del coeficiente, con lo cual se tiene una interpretacién

geométrica del coeficiente.

Estas expresiones del coeficiente de Kendall pueden utilizarse en los modelos frailty.
Adem4s, en estos modelos, Oakes (1989) expresa el coeficiente de Kendall de la siguiente

manera

t=4f:u.¢'1(u)¢'1"(u)du -4, [3.11]

De esta manera se tiene una expresién para calcular el coeficiente de Kendall en funcién de

¢

Veamos el siguiente resultado obtenido a partir de los resultados de 2.7.7. Sea Z un
frailty cualquiera y sea Y=1/Z. Si
¢.(u)

es la transformada de Laplace de Z entonces el coeficiente de asociacién de Kendall de un
modelo frailty Y se puede expresar en funcién de esta transformada de Laplace de la sigiente

manera

v,o4 [ upy () 67" (u)du-1

de acuerdo a lo estudiado en el apartado 2.7.7 .
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3.4.2 EJEMPLOS Y COMENTARIOS
A continuacién se presenta el valor del coeficiente de Kendall en algunos de los

modelos cldsicos: Modelo de Clayton, frailty inversa gaussiana y frailty estable positiva. En
segundo lugar se presenta dicho coeficiente segin distintas formas de la funcién ¢. Por

dltimo, se darén algunos comentarios de gran importancia sobre este coeficiente.
Los modelos cldsicos m4s importantes son los siguientes:
a) Para el modelo de Clayton, véase 2.3.2 y 2.4.2, se verifica

h (t,/T,=t,) 4

0(S( t,, tz))= h1(t1_/T2!t2)

ficilmente comprobable ya que
¢l (u)=(1+67u)® =

p(ty=o(t °-1) =

2 .
r=1-28+. 3" _€ 1 , (6=

1+26 c+1 ).

_1
c-1

En el caso especial de un frailty con distribucién exponencial se verifica

A
u+A
A-Au
u

¢ (u)-=

¢(u)=

b) En un frailty con distribucién inversa gaussiana se verifica
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t==-n+n’exp{2n)E,(2n) con

E (k) --f:iﬂ‘l’a(‘—"ldu.

Hougaard y otros (1992) generalizan este coeficiente en el sentido de que consideran
una clase de distribuciones que incluye a la distribucién inversa gaussiana y calculan

dicho coeficiente en esta clase.
¢) En un frailty con distribucién estable positiva
t=l-a

1
¢pl(t)=exp(-t*) ., ¢(t)=(-1gt)°.

Veamos a continuaci6n la siguiente definicién. Una distribucién F(t,,t;) definida por
[3.8] se dice que es singular si
(L) +9(t;)=¢(0).

Genest & Mackay (1986) demuestran que en las distribuciones sigulares se verifica que

$(0) 4o,
¢ (0)

Veamos cémo queda el coeficiente de Kendall segin la forma que adopten las

funciones ¢:

1. Si se tiene la expresién

¢(t)=(t°-1)/a a>0

(115)
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entonces la funcién de distribucién conjunta es

F(t,, t,)=(1/¢t]+1/¢t3-1) e

que coincide con la expresién de la funcién de distribucién del modelo de Clayton,
en el cual

¢(0)/¢'(0)=0

es decir, es no singular y

Si se expresa el pardmetro de la siguiente forma

a=c-1

el coeficiente de Kendall coincide con la férmula vista en el apartado a) anterior. Este
coeficiente de Kendall toma el valor particular

2. Si se tiene la expresion

¢(t)=(t™-1)/a con -1<as=0

el modelo que resulta también es el de Clayton. Se cumple que

t=-1 8i a=-1 y t=0 si a=0.

(116)




Ademds, para a=0 se tiene que
¢(t)=1im_,(t*-1)/a=-1gt

3. Si se tiene la expresién

¢(t)=(1-6)* , azl

entonces la funcién de distribuciéon queda

F(t,t;) -mAx[0,1-((1-¢,)%(1-¢t,)%)/"]

donde para a=1 la distribucién que resulta es singular. El coeficiente de Kendall

es
t=1-2/a
verificindose que

a=2 = t=0

quedando en este caso la funcién de distribucién de la siguiente forma

F(t,, t,)-m&x[0,1-/(1-£)%+(1-t,)*].

4, Si se tiene la expresion

¢(t)=|1gt|** , O<tsl , a20

se llega al modelo de Gumbel
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|2gF(t,, t,)|*"2=|1gF (L)) |*+|1gF(t,) Y

donde ¢! es la transformada de Laplace de la distribucién estable positiva.

5. Si se tiene la expresién

l_t

o(t)=-1gl 7=

resulta 1a funcién de distribucion

(a®-1) (a‘-1) ]
a-1 7

F(t,, t,)=1g,[1+

Una propiedad muy interesante esque si ¢, y @, son dos funciones del tipo [3.8]

tal que ¢,(t)/pg(t) es monétona creciente en t para a<p resulta que el coeficiente T

de Kendall es estrictamente creciente en a, . Esto es de mucha utilidad en el caso del
modelo de Gumbel donde se verifica tal hipdtesis.

Como se ve, distintas formas de la funcién ¢(t) generan un modelo con su
correspondiente coeficiente de Kendall. O mejor, cada modelo con marginales uniformes en
[0,1] proviene de su correspondiente funcién ¢ (t) al que le corresponde un coeficiente de
Kendall.

Costigan & Kiein (1993) dan una versién condicional del coeficiente de Kendall
adapténdolo al caso en el que el sistema ha sobrevivido al tiempo t. Igualmente se define el
coeficiente de Kendall dado que una de las componentes ha fallado en el tiempo t. Para el
modelo de frailty gamma estos coeficientes son constantes. En el frailty estable esto no

ocurre, son funciones decrecientes en el tiempo. Igual Je ocurre al frailty inversa gaussiana.

(118)
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Oakes (1982) utiliza la definicién del coeficiente de Kendall muestral como un
estimador del pardmetro de asociacién para el modelo de Clayton. Haremos referencia a esto
en el capftulo de Estimacidn.

Todas las férmulas vistas consideradas del coeficiente de Kendall son de sumo interés
puesto que nos dan una expresién de la asociacién en el modelo donde tal expresién depende
del pardmetro de asociacién. Pero el problema se puede ver desde una Optica diferente.
Como hemos mencionado, habrd que hacer inferencias sobre este pardmetro de asociacién
que aparece en el modelo. Ademds de las técnicas usuales de inferencia que utilizaremos en
el capftulo de Estimacién se puede ver de la siguiente manera. El coeficiente de Kendall es
una funcién que depende de este pardmetro. Podriamos estimar dicho coeficiente por su
correspondiente valor muestral y a partir de ah{ obtener una estimacién del pardmetro de

asociacidn.

El coeficiente de Kendall es la medida de asociacién mds usada en andlisis de
supervivencia multivariante. No obstante también se han considerado otras medidas similares
tales conio el coeficiente de correlacién de Spearman, el coeficiente de correlacién medial
de Blomquist, etc. (Véase Genest & Mackay (1986), Schweizer & Wolff (1981), Harnett &
Murphy (1987), Daniel (1990) y Tsokos (1987)).

3.5 EL COEFICIENTE DE ASOCIACION DE OAKES

3.5.1 INTRODUCCION
Veamos a continuacién otro coeficiente para el estudio de la asociacién entre los dos
tiempos de supervivencia. Se trata del coeficiente de asociacién definido por Oakes (1989)

de 1a siguiente forma:

h (t,/T)=t;)

- ; 3,12
B (t,/T>t,) Lt [ :

(119)




Es una medida de asociacién local. Lee & Klein (1988) demuestran que, para modelos
frailty, las funciones h,(t,/T,=t,) y h,(t,/T,>t,) son decrecicntes en t, , pard
cualquier t, y se verifica que

h(t,/T,=t,)2h (t,/T>t,) Vi, t,.

Por lo tanto, se verifica que
8(t,, t,)z1.

Oakes (1989) demostré que efectivamente depende sélo de t, y t,. El interés fundamental de

esta funcién @(t,,t,) es que verdaderamente mide la dependencia entre las variables

como bién puede observarse directamente de la propia definicién.

En el modelo de Clayton resuiia que 6(t,,t,)=constante, la asociacién no
depende de los tiempos. Clayton construyé su modelo a partir esta hipdtesis anterior. Del
mismo modo se podrian construir otros modelos considerando diversas funciones para el
coeficiente O(t,,t,) , pero este camino suele resultar dificultoso por la complejidad de las

ecuaciones diferenciales.

Es facil observar que este coeficiente también puede expresarse como

*?S(¢t,, t,)
oL, 0L,
3S(t,, t,) 05(¢t,, t,)
at, at,

S(¢t.,.t)

o(¢t,.,t)-=

Veamos a continuacién un resultado importante. Se trata de la forma que adopta esta

funcién anterior cuando S(t,,t,) es arquimediana.
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Sea S(t;,t;) una funcién arquimediana , es decir, que pueda expresarse de la forma
siguiente

S(t,, t,)=¢(97'5,(t,)+¢715(¢L,))

siendo ¢ una funcién decreciente, no negativa, y tal que

$(0)=1, ¢'(0)>0.

Entonces el coeficiente 6(t,,t,) dependedet, y t, sélo a través de S(t,,t;), es decir

6(t,,t,)=0°(S(¢t;,t,)).

Por otra parte sabemos que si S(t,,t,) se ha obtenido de un modelo frailty entonces
esta funcién es arquimediana. Es decir, los modelos frailty son una subclase de las funciones
arquimedianas. El reciproco se verifica cuando la funcién ¢ sea una transformada de
Laplace.

En resumen, si S(t,,t,) proviene de un modelo frailty, S(t,,t,) es arquimediana. Ahora
bién, si S(t,,t,) es arquimediana se verifica que

-S(t,, t)(971) 1 (S(¢L, L))

[3.14)
(1) (St t,))

e( tl' tz)z

y segiin vimos en el capftulo de construccién de modelos, dada una funcién

6(t,,t,)=6(5(t;, t,))

se puede llegar a construir el modelo, y viceversa, dada una funcién ¢ (que define el
modelo), podemos calcular
0(t,, t,)=0(S(t,,t,)).

(121)
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Luego a partir de la transformada de Laplace de una distribuci6n cualquicra (el frailty)
se puede obtener el coeficiente
e(t,,t;)
que proporciona la medida de asociacion.

3.5.2 EJEMPLOS
Veamos a continuacién la forma que adopta este coeficiente en algunos modelos
imporianies ya estudiados.
a) Modelo de Clayton, 6(t,,t,)=cte
1
n-195(¢,, t;)
l-a
-CngS( t]_' tz)

b) Frailty inversa gaussiana, #6(t,,t,)=1+

c) Frailty estable, 0O<a<l, 6(t,,t;)=1+

En este dltimo caso, frailty estable, las expresiones de la funci6n de supervivencia conjunta

y ¢l cocficiente de asociacién de Oakes quedan

S( t;l tz) =exp| "(Al*Az)c]

l1-a =1+ l-a
~algexp(-(7+7,)%) (D +R,)"

8(t,, t,)=1+

y si las marginales son weibull entonces

8(t,, t,)=1+ 1-a

Oakes (1989) demuestra que, para modelos frailies,
(¢t ty)
puede utilizarse para definir una versién condicional del coeficiente de Kendall. Se trata de
la expresion

0(s(¢t,,t;))-1
8(s(t,,t))+1

(122)




en la que se necesita conocer la expresién de S(t,,t;).

3.6 PROCEDIMIENTOS ALTERNATIVOS PARA EL ESTUDIO DE LA
ASOCIACION

A continuacién se describen otras medidas o formas alternativas en el estudio de la
asociacién entre dos variables que denotan tiempos de fallo. Se trata de un coeficiente de
correlacién introducido por Bjerve & Doksum en 1991, el concepto de la dependencia
cuadrante, el concepto de variables asociadas y, por tltimo, la positividad total. Se resumen
asimismo las implicaciones fundamentales de estas medidas en los modelos frailty.

3.6.1 COEFICIENTE DE CORRELACION DE BJERVE & DOKSUM
Bjerve & Doksum (1991) introdujeron la siguiente medida de correlacién local. La

funci6n de correlacién local entre T, y T, con T,=t; se define como

0,B8(¢t,)
[(0,8(t,))*+0?(t,) ]2

p(t)=

dE( Tz/TI:tl)
t, )=
B(t,) dt,

oi=var T,

o?(t,)=var (T,/T,=t,)

observindose que en esta medida intervienen las distribuciones marginales de los tiempos de
fallo.
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Mei-Ling Ting Lee (1993) calcula esta medida en un caso particular, cuando se tiene
un frailty gamma y la funcién de supervivencia marginal condicionada es

S,(t,/ z)=exp(-2t;)
es decir, considera un frailty gamma y realiza una mixtura de exponenciales.
3.6.2 DEPENDENCIA CUADRANTE
Veamos a continuacién otro enfoque distinto para estudiar una posible asociacién o
dependencia entre las variables. Lehmann (1966) define la dependencia cuadrante de la

siguiente manera: F(t,,t;) tiene una dependencia cuadrante positiva si se cumple que

F(t,, t,)
F (L) -F(t)

=1 ¥E.t [3.16]

y serd negativa en el caso de ser menor o igual que la unidad.

La definicién es equivalente si en lugar de considerar funciones de distribucién
suponemos funciones de supervivencia. Johnson & Kotz ( 1975) relacionan esta definicién con
el vector razén de azar. Barlow & Proschan (1977) establecieron una condicién suficiente
para que F sea dependiente cuadrante negativa. Crowder (1989) estudia esta medida de
asociacién para el caso de un modelo frailty estable con marginales weibull, es decir un

modelo en el que la funcién de supervivencia conjunta es

S(t,, t,) =expl - (£, +E,65")"]

es decir, una distribucién de weibull bivariante. Posteriormente considera el modelo mas

general siguiente, una funcién de supervivencia conjunta
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S(t,,t,)=exp[k'-(k+8)"] con k=0

¢ ¢
3"E1t11+£zt2‘-

Llega a la conclusién de que si v < 1 existe dependencia positiva, si es mayor que uno
dependencia negativa e independencia si es igual a uno.

3.6.3 VARIABLES ASOCIADAS
Veamos el enfoque que presentan Marshall & Olkin (1988) para el estudio de la
dependencia. T, y T, (o sus distribuciones) se dicen asociadas si se verifica que

coviu( Ty, T,) s v{ Ty s T) 120

para cualesquiera u,v funciones crecientes. Algunas consecuencias de esta definicién son las

siguientes:

a) Si T, y T: son asociadas implica que toda correlacion es no negativa.

b) Si T, y T, son asociadas se verifica que tienen una dependencia cuadrante positiva, es
decir, se verifica que

S(ty, 5)
5,(t,).5(t;)

¢) Si T, y T, son asociadas e incorreladas, son independientes.

d) En los modelos generados via marginales (véase el capitulo 2) se cumple que si G y K son
asociadas implica que la funcién de supervivencia obtenida por medio de la mixtura de
distribuciones [2.18] es asociada.

€) Si G es asociada y la funcién de supervivencia se obtuvo a través de la férmula [2.19],

(125)
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esta funcién de supervivencia es asociada.

3.6.4 POSITIVIDAD TOTAL
También Marshall & Olkin (1988) utilizan la siguiente definicién anteriormente
definida por Karlin (1968). Una funcién K(x,y) no negativa se dice totalmente positiva de
orden 2 (TP,) si para
X, SX,
sy,
implica que

t:(x,.yl) k(x,.¥;) =
(X%, 5,) K(x,,¥;)

La positividad total de orden r (TP,) se define en términos de los determinantes de orden
1,2,.....r . Una funcién es totalmente positiva de orden infinito, TP, , si es totalmente
positiva de cualquier orden finito. Un resultado importante es que un modelo frailty definido

a través de la funcién de supervivencia

S(t,, £,)=[15,(£,)5,(£;)1°d6(6)

verifica que ésta es totalmente positiva de orden infinito.

Esta iltima propiedad generaliza el resultado de Lee & Klein (1988) que formul6 que
los modelos frailty son TP,. Ademds, este hecho implica que T, y T, son asociadas y
cuadrante dependiente positivas. Estos resultados son fundamentales y hacen que en los
modelos frailty todas las medidas de dependencia, por ejemplo el coeficiente de Kendall, sean
no negativas. En estos modelos todas estas medidas de asociacién valen cero (uno en el caso
de la dependencia cuadrante) en el caso de que el frailty sea degenerado y en tal caso T, y
T, son independientes.
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3.7 ESTUDIO DE LA ASOCIACION EN EL MODELO FRAILTY
UNIFORME

A continuaci6n nosotros presentamos aportaciones sobre la determinacién de algunas
medidas de dependencia en un modelo frailty con distribucién uniforme. Estudiaremos el
coeficiente de correlacién tratado al inicio de este capftulo y veremos algunas limitaciones
que presenta. A diferencia del anterior, el coeficiente de variacién no presenta estas
dificultades, serd ficil de calcular. Finalmente calculamos el coeficiente de Kendall y
exponemos un método para determinar el coeficiente de Oakes.

3.7.1 CORRELACION
El coeficiente de correlacion es una medida de dependencia global. Es por lo general
dificil de calcular porque depende de las distribuciones marginales. Solo para algunos frailties

concretos se ha podido eliminar esta dependencia de las marginales y calcular p, (¢ ) a, (¢,

Lee & Klein (1988) establecen que en un modelo frailty general pero con marginales Weibull
con pardmetros de forma iguales se verifica que el coeficiente de correlacién de Pearson vale

r(1+1 )zvar(z—%’}
Y

p=

-1 2 2 1 -2
IP(1+£)y4HD(1+£)-T(1+=)3|B(z V)?
var{(z Y)I( Y) ( Y) ( Y) (z V)

siendo z el frailty.

En nuestro caso, Z uniforme, y con marginales Weibull, efectuando los oportunos
cdlculos obtenemos el coeficiente de correlacién donde hemos calculado previamente

i 3
B(z ¥)? y var(z V).

Hemos obtenido que




1
e i 1 b'!lY'l_a'Z/Yd. = 2kb-1ly¢1__2ka -1/y+1 -
s i = g Tyl +b-a

bv"-a ! D esta manera la expresion final el coeficiente
B2 (17T Do esta manera la expresidn el coeficiente es

siendo k=

1
r(l+=)2
( Y)

p‘.".’
2 1.,
T{1+=)-T'(1+—
{ V) ( V)

I“(1+2)0

—.1:41

2 2 ==
b-a)y(-£+1) 2(-Za)bY -a ¥ )
(b-a)( = )_ { % )( ary)

1+
2 2,
Y

+1 3*1 1 2 ‘21'1
b Y : {b—a)(—;d) i T 8 4

que no depende de las covariables puesto que éstas van implicitas en el pardmetro de escala
de la distribucién de Weibull.

Por otra parte, a partir de las expresiones [3.2] y [3.3] deberemos calcular el valor

var(lgz) var(l/z)
var(lgz)+m/6 var(l/z)+E(1/ z)?

para un frailty Z que nosotros condideramos con distribucién uniforme. Para ello habremos
de sustituir en las anteriores expresiones el resultado de calcular var(lgz) , var(l/z) y

E(1/z)* cuyos valores tras laboriosos aunque sencillos cdlculos son respectivamente

(128)
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var(1gz) - -bl_—a[k’b- 2kb( 1gb-1) +b( 1gb-1) Igb+b-b( 1gb-1) -

-k*a+2ka(lga-1)-a(lga-1)lga-a+a(lga-1 )],

__ 1.1 (lgb-lga)®, 2(lgb-lga)
Var(llz)—-B_—a 3 (b-a)’ b e

vl .
lgb =

_{lgb-1ga)?  2(Ilgb-lga)
(b-a)? 5 b-a .zga]

E(1/7)? = 1/(ab)

siendo k=Db[lg(b)-1]-aflg(b)-1]; a>0.

3.7.2 COEFICIENTE DE VARIACION
En un madelo frailty con distribucién uniforme el cdlculo del coeficiente de variacién

del frailty es sencillo, tomando su cuadrado la expresién siguiente

w._(b-a)
4(b*-a3)

3.7.3 EL COEFICIENTE DE KENDALL

Hemos visto en la primera parte de este capftulo la importancia del cdlculo de este
coeficiente para explicar la dependencia entre las variables. El uso de la expresién [3.10]
supone conocer la inversa de la transformada de Laplace del frailty uniforme. Nosotros
utilizamos, dada esta dificultad, la expresién [3.11]. En el frailty uniforme el clculo deesta

expresién es laborioso. Si ¢~ es la transformada de Laplace de un frailty uniforme, entonces

(129)
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: _exp{-bu)-exp(-au)
L

siendo su derivada segunda

() ()2

i u’[b’exp(-bu)-a’exp(-au)]-

-2[ (-b.exp(-bu)+a.exp(-au))u-(exp(-bu)-exp(-au))]

quedando la expresién [3.11] de la siguiente forma

t:f"[ ulexp( -bu) -exp( -au) ] [ b’exp( -bu) -a’exp(-au)] _
0 u’(a-b)
_2ulexp( -bu) -exp(-au) ][ -bexp(-bu)+aexp(-au)] ,
ud(a-b)?

, 2[exp(-bu) -exp( -au) 1’]du-1=
u’(a-b)?

=f" 1 {b’exp( -2bu) _a’exp(-(a+b)u) blexp(-(a+b)u) ,

° (&a-b)? u u u

, a’exp(-2au) A 2bexp(-2bu) 2aexp(-(a+b)u) _
u uz uz

_2bexp(-(a+b)u) , 2aexp(-2au) , 2exp(-2bu) ,
u? u? u?
, 2exp(-2au) _4exp(-(a+b)u) ]du-l
u? u?

donde todas las integrales anteriores pueden aproximarse a partir de la integral

f" exp( ;2]::1! dis
€

(130)




donde K=ab 6 (a+b)/2 y € una constante préxima a cero. Para un valor de epsilon
suficientemente pequefio obtenemos un valor aproximado del coeficiente.

Es de observar que el célculo de f:(e"lt )dt es equivalente al célculo de

f:(e'/x)dx. Para el cédlculo de esta integral se tiene que

x?

x .
_l_:ﬁ+.2___2_l+... siendo C la constante de Euler.

f_'(e‘/ t)dt=C+1n|x|+

3.7.4 EL COEFICIENTE DE OAKES

En el caso del frailty uniforme el célculo de este coeficiente de asociacién presenta
el problema de la inversién de la funcién transformada de Laplace [2.28]. Es decir no
podemos usar la férmula [3.14] y habremos de usar [3.13]. Se trata pues de derivar la
funcién de supervivencia que define el modelo frailty uniforme y sustituir en dicha expresién
[3-13].

Si c-tyeP ™ +tYe”™ entonces

[e?-e ") [ e (c?b?+2ch+2) - ™ cla®+2ca+2)]
[(ac+l)e *°-(bc+l)e™™)?

O(tl, t2)=

coeficiente que depende de a,b,t.t; y las covariables.

En este apartado mencionemos un hecho importante en el que insistiremos en el
préximo capitulo, Se trata de la posible dependencia que inducen las covariables explicativas.
En un modelo frailty general la asociacién o dependencia la induce el frailty. La posible
depcndenciaquepuedminducirhswvaﬁablunoestimoogidaenalg\mosdclos
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coeficientes de asociacion vistos. Es necesario modificar un poco el modelo para recoger este
hecho. Para ello nosotros hemos introducido también las covariables en el pardmetro de
asociacién presentando una forma de hacerlo en dos casos vistos en el capftulo anterior.

3.8 EL COFFICIENTE DE OAKES EN UN MODELO MIXTO CON
FRAILTY ESTABLE POSITIVA

Hemos visto que en un modelo frailty estable positiva el coeficiente de asociacién
global T de Kendall es 1-a . No depende de t, y t, , de las marginales o de las covariables
que se introducen a través de éstas. El coeficiente de variacion es infinito. El coeficiente de
correlacién presenta el problema de que en la estable positiva no es posible dar una expresién
de su media ¢ varianza. Si se ha conseguido obtener el siguiente resultado cuando las

marginales son Weibull:

e
f 17, 197,17Q"

También se ha obtenido, sin hipétesis sobre las marginales, que

_2r(1+a)?

pAI( tl)ll\j(t3> _—r(—m -1 :

Para involucrar a la covariables obtendremos el coeficiente local de Qakes:

6(t,, t;)=1+ l-a 1+ l-a

“algS(tt;)  afetiexp(vB,x;)+etiexp(vh,x;)]°

que depende del pardmetro de la distribucién estable positiva, de los pardmetros de la
distribucién Weibull, de los coeficientes de regresién y de los tiempos de fallo.
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Sea S(t,,t;) una funcién absolutamente continua correspondiente a la funcién de
supervivencia de un modelo con frailty estable positiva, distribuciones marginales Weibull
y covariables externas segin hip6tesis de vida acelerada. El coeficiente de asociacién de
Oakes 6(t,,t,) decrece desde infinito hasta l2 unidad en tanto la funcién de supervivencia
lo hace desde 1 a 0. La justificacién es la siguiente: Todo modelo frailty implica una funcién
de supervivencia arquimediana. Para estas funciones se verifica que la dependencia del
coeficiente de Oakes de los tiempos de fallo lo es a través de la funcién de supervivencia.

Es decir 8(t,,t,)=0"(5(t,,t,)). Oakes (1989) caicula este coeficiente para un frailty

estable positiva

l-a
-alogs(t,, t,)

6(t,,t,)=1+

con lo cual si tenemos marginales Weibull (con pardmetros coincidentes lo cual no resta
generalidad) y covariables bajo hipdtesis de vida acelerada queda

8(t, t,)=1+ ie ‘

a(etyexp(yB, x,) +etexp(yB,x;))°

Si a =1, frailty degenerado, el coeficieute es 1 y estamos en el caso de independencia entre
T, y T,. Si a»0 estarfamos en el caso de la méixima dependencia y la funcién de
supervivencia coincidiria con el valor minimo de las supervivencia marginales. Por otro lado,
para valores fijos de a, si la funcién de supervivencia vale 1 (tiempos de fallo 0) el
coeficiente vale infinito. Al crecer los tiempos de fallo (funcién de supervivencia tendiendo

a cero) el coeficiente tiende a 1.
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3.9 LA ASOCIACION EN UN MODELO FRAILTY GAMMA , MIXTO,
MARGINALES WEIBULL Y COVARIABLES TAMBIEN EN EL
PARAMETRO DE ASOCIACION

Hemos visto que en un modelo frailty gamma el coeficiente de asociacién global de

Kendall s T - -g—;% . Al introducir las covariables en el parimetro de asociacién lo hacemos
de la sigiente forma:

0-1=exp(c+ny).

Asf, éstas explican la asociacién. El coeficiente de variacién en este caso es CV2=0-1 . Para
calcular el coeficiente de correlacién con las marginales Weibull resulta (véase Lee & Klein
(1988))

)

; JvarT, /varT,

varT;=

2

)

r(1+2/y)0( -é{—l— ) r(1+1/y)r(-éf—1-

1
[e(8-1)1?" !

Mgy
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con 3_1_?% . Este coeficiente depende de los pardmetros de la distribucién Weibull y del

pardmetro de la distribucién gamma.

Para involucrar a las covariables en la asociacién obtenemos el coeficiente de Oakes.

Este resulta ser © =cte. Luego en este caso no depende del tiempo, es global.

3.10 DEPENDENCIA CUADRANTE POSITIVA EN LOS MODELOS
MIXTOS

Nuestro objctivo es estudiar la dependencia cuadrante en los modelos mixtos. Hemos
visto que los modelos frailty (azar proporcional) son dependientes cuadrante positivos
(Marshall & Olkin (1988) y Lee & Klein (1988)). Es decir, verifican que

S(t,t,) 2 5,(t).5(8) ¥ty tye

Recientemente Anderson & Louis (1995) han demostrado que los modelos frailty de vida
acelerada también lo son. Veamos el siguiente resultado que afirma lo mismo para los

modelos mixtos.

Teorema: Las variables que definen los modelos mixtos son dependientes
cuadrante positivas.

Demostracién: Tenemos que ver que se verifica 1a siguiente desigualdad, consecuencia
inmediata de 1a definicién de Lehmann (1966):
S(t,, t;) 2 5(8).5(t) V&G
la cual es equivalente a

E, S(t,/2:%) - S(t;/z, %) 2 ES(t/2,%) « ES(t/2:%).

(135)
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En los modelos mixtos las funciones de supervivencia marginales son

S;(t,/ z,x;)=exp(-2zMh;(t,exp(B;x;)) » 131,2

y sahemos que los modelos frailty de azar proporcional son dependientes cuadrante positivos,
resultado que se formula sobre la variable (T,, T,). Lehmann (1966) demuestra que si esta
variable es dependicnte cuadrante positiva entonces la variable (r(T,),s(T,)) también lo es si

y solo si ry s son funciones no crecientes. Por lo tanto

(S, (t,/2,x,),5,(t,/z,x,))

es una variable dependiente cuadrante positiva. Lehmann (1966) establece también que, en
este caso, se verifica
E S (t)/z,x,).5(t/z,x,) 2 ES(t/z,x).E S(t/z,x)

que es lo que queriamos demostrar.

Nosotros hemos considerado un modelo con una variante respecto a los modelos
mixtos. Se trata de la inclusién de covariables en el pardmetro de asociacién en un modelo
frailty gamma. En un modelo frailty gamma, mixto con marginales Weibull y covariables
también en el pardmetro de asociacidn, la funcién

ras
Syt z,x;) =[exp(eexp(n B x;*a) t;‘)-1] =

con a=Cc+yy es no creciente y por lo tanto verifica el teorema anterior.




CAPITULO 4
ESTIMACION

4.1 INTRODUCCION

En el andlisis de datos de supervivencia multivariante el problema de la estimacién
ha sido relativamente poco estudiade, se ha tratado mds €i probiema de construccién de
madelos y el de asnciacién o dependencia. El objetivo de este capitulo es el estudio de la
estimacion en algunos modelos que mencionaremos a continuacién. Se comienza, en esta
misma introduccidn, recordando una clasificacién de modelos que se consideré en el capftulo
1. Esta clasificacién servird para delimitar en cada caso sobre qué se efectuardn las
cstimaciones. Ademds, se obtendrd la expresién general que adoptard la funcién de
verosimilitud en aleunos de estos modelos, los modelos definidos a partir de su funcién de

supervivencia conjunta, paramétricos y teniendo en cuenta la posibilidad de censuras.

En el apartado 4.2 se trata la metodologfa general que se sigue en los modelos
semiparamétricos definidos a partir de las funciones de azar marginales y se hard una breve
mencién a los modelos no paramétricos. En ambos casos se mencionardn las referencias mds
importantes. Seguidamente, en el apartado 4.3, nosotros haremos algunas aportaciones en un
modelo paramétrico definido a partir de la funcién de supervivencia conjunta, ya considerado
en csta memoria. Concrctamente, trataremos el problema de la estimacién en un modelo
frailty uniforme con covariables y marginales Weibull. En este modelo consideraremos que
dichas covariables explicativas se introducen de la manera usual, esto es, segin un modelo
de azar proporcional. En el apartado 4.4 trataremos un modelo mixto con frailty estable
positiva y marginales Weibull. Por \ltimo, en el apartado 4.5 consideraremos un modelo
mixto con frailty gamma y con covariables, también, en el parémetro de asociacion.
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Como ya indicamos al inicio de esta memoria (véase Capitulo 1) se puede hacer la
siguiente clasificacién de los modelos: semiparamétricos, paramétricos 0 no paramétricos.
A su vez, los dos primeros casos se pueden considerar de dos formas: definidos a partir de
la funcién de supervivencia conjunta o definidos a partir de las funciones de azar marginales.
Asf, por ejemplo, en el primer caso estd ¢l modelo de Clayton, obtenido en 1978 y deducido
posteriormente por caminos diferentes, cuya funcién de supervivencia se puede expresar asf

. 3 e

(5,(£))° (S())°?

Bt )~ . 651

es decir, se trata de una expresion semiparamétrica en la que se observa que S(t,,t,) es
funcién de los tiempos de supervivencia a través de las marginales y aparece un parémetro
de asociacion. No son conocidas las familias a las que pertenecen las distribuciones de dichos
tiempos (marginales). Estas funciones de supervivencia marginales actian como funciones
“nacimiento” que generan el modelo. Interesard estimar sobre todo dicho parémetro de
asociacién, hacer inferencia sobre €l. La técnica mds usual de inferencia en este modelo
semiparamétrico serd el uso de la verosimilitud parcial (marginal o condicional). En el caso
de actuar covariables se hacen inferencias, ademds, sobre los pardmetros asociados a estas
covariables, denominados pardimetros de regresién.

Un enfoque semipardmetrico a partir de las funciones de azar marginales se plantea
de la siguiente forma. Supongamos hipétesis de azar proporcional, esto es, donde las
covariables actian multiplicativamente en las funciones de azar marginales

Bt (X)) =V, (x)0,(8,) , i:1,2

siendo h(t) funciones de azar base marginales de familias de distribuciones desconocidas.
En este caso, si las covariables se introducen mediante la expresién

¥, ( x;) =exp(Bix,)




la inferencia se hard sobre los pardmetros de regresién, el vector 8.

Volvamos al planteamiento anterior, los modelos semiparamétricos definidos a partir
de la funcién de supervivencia. Si ya construido el modelo se conoce la familia de
distribuciones a la que pertenecen las funciones de supervivencia marginales, se estard ante
un modelo paramétrico, Este serd el caso que trataremos fundamentalmente. En el modelo
de Clayton anterior la inferencia se hard sobre el parimetro de asociacion y sobre los
pardmetros de dichas distribuciones marginales. Ademds, si hay covariables, sobre los
pardmetros de regresién. La técnica mds usual es la estimacién méximo verosfmil.

Modelos no paramétricos scrén aquellos en los cuales no se formulan hipétesis para

construir un modelo sino que se estima 1a funcién de supervivencia directamente.

Es conveniente hacer la siguiente observacién relacionada con algunos de los modelos
considerados en la clasificacién inicial de este apartado. Hemos visto que una de las técnicas
méds importantes de construccién de modelos era el uso de frailties. A partir de un frailty se
genera el modelo semiparamétrico o paramétrico en el sentido visto anteriormente. El frailty
en definitiva es una variable aleatoria que actia de forma comin en los tiempos de
supervivencia dc los dos individuos. Por lo general este frailty es conocido, es decir, se
conoce la familia de distribuciones a la que pertenece. Pero podria darse el caso de no ser
conocida la distribucidn del frailty. Seria un frailty no paramétrico. No es comiin que esto
ocurra. Puede verse un caso en Guo & Rodriguez (1992). Presenta la ventaja de la
flexibilidad pero no tiene las importantes ventajas de las propiedades que posee un frailty

conocido.

Supongamos para comenzar que se conoce la expresién de la funcién de

supervivencia bivariante S(t,.t;). Se supone que, ademds, se estd ante una situacién
paramétrica segiin el sentido visto anteriormente. Se necesita hacer inferencias sobre un
conjunto, que posiblemente sea grande, de pardmetros, ya sean pardmetros de regresion,
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parimetros asociados a las distribuciones marginales o pardmetros de asociacién. En
supervivencia multivariante los tamafios muestrales han de ser relativamente més grandes que
en supervivencia univariante. Es decir, se necesita un conjunto de datos multivariantes
suficientemente alto. En la prictica se observa que la toma de datos presenta ciertos
problemas. Uno de ellos, muy frecuente, es que no se conocen algunos tiempos de
supervivencia. Los datos son "incompletos”. Se dice que se tienen datos censurados. En
supervivencia bivariante esto ocurre cuando alguna componente o las dos del vector de datos
no se conoce. La censura mas usual es la censura a la derecha en la cual el tiempo observado
es menor que el tiempo de supervivencia real. Es decir, al medir ain no ha fallado tal
componente. Serfa censura a la izquierda si el tiempo observado es mayor que el tiempo de
supevivencia real. Al ir a medir ya habfa fallado. Existen otros tipos de censuras, por
intervalos, de tipo I, tipo I, aleatoria, etc. Consideremos censuras a la derecha en lo que
sigue. Se dispone de un dato expresado por el vector (t,,t,). Estableceremos cuatro

situaciones distintas definidas por los siguientes grupos:

Grupo 1 si t, y t, no son censuras

Grupo 2 si t, no es censura pero t, sf lo es
Grupo 3 si t, es censura pero t, no lo es
Grupo 4 si t; y t; son censuras.

Usaremos el indicador de censura siguiente:

1 si (t,,t,) esté en el grupo j
I ¥y =
) 0 si (t,,t,) no estd en el grupo j

j31,2,3,4.

La estimacién de los pardmetros suele hacerse por el método de la méxima
verosimilitud. Cada tipo de datos aporta a la verosimilitud una cantidad distinta. Asf, un dato
no censurado (grupo 1) aporta a la funcién de verosimilitud la expresién

@St t)

91" 5.0t
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es decir, el valor correspondicnte de la funcién de densidad. Un dato del grupo 2 aporta la
expresién

_-08(t,, t,)

g2-= _—

Un dato del grupo 3 aporta la expresién

2 -as ( tl '] tz )
oty

y un dato del grupo 4 aporta el valor correspondiente de la funcién de supervivencia, es

g3

decir, la expresion

g4-5(ty, t,).

En resumen, si se tiene la muestra
(tli'tzj) r .i:l'-..t'n

la funcidén de verosimilitud es

L‘ﬁ ( &8t . L))
il ¢ty 0ty

-0S( L0 Ly

)J'(l).( ) )I{Z).
ot,,

-a5( Eir t;;)

e ! RenT

entendiendo tales derivadas respecto t, 6 t, valuadas en t;; 6 t;, respectivamente.

42 MODELOS SEMIPARAMETRICOS Y NO PARAMETRICOS

Se considera ahora el caso semiparamétrico. Como hemos visto, se puede plantear de
dos formas. Una de ellas es considerar el modelo definido a partir de la funcién de
supervivencia, con las distribuciones marginales de familias de distribuciones desconocidas.
Se hace inferencia sobre el pardmetro de asociacién y sobre los pardmetros asociados a las
covariables. Un estudio semiparamétrico de este tipo puede verse en Maguluri (1993) y en
Oakes (1986). Otra forma es considerar directamente las hipétesis del modelo de regresién
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de Cox, o modelo de azar proporcional, donde

At (X)) Wy (xp)B,(t) , 21,2
y donde

Vi(x;) ¥ Bty

son una expresién pardmetrica de las covariables y una distribucién de azar base desconocida,
respectivamente. En este caso la inferencia se hace sobre los pardmetros de las covariables,
esto es, los pardmetros de regresién. Se estima el azar base por métodos directos no
paramétricos. La metodologfa usual es utilizar la técnica de la verosimilitud parcial
(marginal o condicional) formulada por Cox (1972, 1975).

Asi, si

V;(x;) exp(B,;x;)

cada tiempo de fallo contribuye a la verosimilitud con la cantidad

exp(ﬁjxj)
Y, exp{f;x;) [4.6]

EX(T, )

siendo R (t;,) el conjunto de riesgo, conjunto de individuos que no han fallado o son

censurados. La verosimilitud es

k k
L(B) ?:; Jrsix,--;:1 1g1 exp(B,x;) 1. [4.7)

IER(L )

Un estudio de este tipo puede verse en Wei, Lin & Weissfeld (1989), Prentice,
Williams & Peterson (1981), Oakes (1986), Kung-yee Liang, Self & Yue Cune Chang (1992)
y en Sinha, Tanner & Hall (1994).

La inferencia no paramétrica analiza la funcién de supervivencia directamente,
haciendo estimaciones sobre ella,

S(ty t;)
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y calculando

ari

S{&eG)).

Asi, puede verse Miller Jr (1981), Lawless (1982), Cox & Oakes (1984), Kalbfleisch &
Prentice (1980) y Cox (1972).

Una forma, por ejemplo, es considerar como funcién de supervivencia la expresién

nimero de observaciones (t,,t,) con ¢ >x, t,>y
n L]

S(x,y) -

43 FESTIMACION EN UN MODELO FRAILTY UNIFORME CON
COVARIABLES

En este apartado pretendemos estimar los pardmetros desconocidos del siguiente
modelo de azar proporcionai ya introducido en el capitulo 2: un modelo frailty con
distribucién uniforme, en presencia de covariables y marginales Weibull con pardmetros de
forma iguales. En este caso la funcién de supervivencia serd

e t!v.n;n,c;.ﬁzn) _e_.{ t{.ﬁ:q,t’v.ﬂan)

St t)==

(a-b) ( tyeP™+ t) ™)

donde 0 < a < b. Los pardmetros a estimar son los pardmetros de asociacién ayb, el
pardmetro de forma vy y los pardmetros asociados a las covariables
B1=(ByyreeerBir) Y Ba=(BayreeerPyy)

En total tenemos 1+1+1+k,+k, pardmetros.

La expresién desarrollada de la forma paramétrica de las covariables es
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exp(B ;X;) ~exp(B ;X * e« *3J,x,xj,k,) ¢ Bl,d
donde x; (k:1,....k; , j:1,2 ) en el término i de la muestra (i:1,...,n) toma el valor x,;. En
lo que sigue, y para facilitar la notacién, no ponemos, y lo suponemos, el subindice i en
cualquier tiempo de supervivencia t; y en cualquier covariable x,.

Considerando la presencia de datos censurados, en el sentido visto en 4.1, la funcién
de verosimilitud y la funcién de log verosimilitud quedarén respectivamente

21 &8¢,

L(a.b.v,ﬁ,,ﬁz)=n ( )1(1),(M)1(2)_
i1

d¢, 0ty; 9t

-0S5(¢t, ., t
M (6:-':1 2 Y (S( Ly ,)) Y

JgL(a'b'y'pl'ﬁz) zz lg[ (gl)f(l)_ ( 92) 1(2}' (g.?) 1(3}. ( g‘)l’(l) ] =
i-1

=Y [I(1)1g(g1)+1(2)1g(g2)+1(3)1g9(g3)+I(4)1g9(g4)]=
i=1

=I( 1)1}_“1 1g(gl)+I(2 )1):; 1g( g2)+I(3)§ 1g(g3) +I(4>§ 1g9(g4)

entendiendo por g1,g2.g3 y g4 aquellas derivadas parciales definidas en el apartado 4.1 .

Llamaremos
C = tyePMt) el

D= -%‘(' = t)1gt, e+ t)Igt, P

E = -a_c . t{e’l‘lxlk.

1k




La derivada respecto t, es

a5(t,, t,) _ (a-b)yty " eMN[(acr1)e - (bC+1) e
at, (a-b)C? :

La derivada respecto t, es

as(ty ;) _ (a-b)yt] eP™[(aC+1)e*C-(bC+1)e )
ot, (a-b)C?

y la derivada segunda serd

&Sty ty) _
at, ¢,

-V ey ) teP e (a-b) [ e *C(ac?-C?a(aC+1) -2C(acC+1) )+

+@ 2 (Clh(bC+1)+2C(bC+1)-C2b) 11/ [ (a-b)'cCt).

La funcién de log verosimilitud serd
LogL(a,b,Y By sB;) =
=I(1)[2nlgy+(v-1)) Igt,+(v-1)) 1gt,+) B, X% +Y . B,X,-nlg(b-a) -
-4) 1gC'Y [1g(e™*(2Csu2a+2C C2a?) +e > (-2C%b-2C-C°b%) ) ] ) +

+I(2)( -nlg(b-a)+nlgy+(v-1)Y 1gt,+Y B,x,-2Y Igc+
+Y. 1g((ac+1)e *-(bC+1)e™) ]+

+I(3)[-nlg(b-a)+nlgy+(v-1)Y 1gt,+Y B, x,-2Y 1gc+
+Y 1g((acil)e*-(bC+1)e )]+




+1(4) 1Y, 1g(e*-e*) -nlg(b-a) -Y 1gc1.

Comencemos a derivar respecto los pardmetros. Respecto a serd

dlgL(a, b, Ylﬁ;rﬁz) A
oa
e™*c(-C) (2C%a+2C+Ca%) +e*°(2C%*+2C%a) 1+
e *C(2C%a+2C+Ca%)+e (20 +2C%a)

=I(1) 575 *

T2 n_ « Ce*+(acil)e*’(-a) .,
(A1 b-a Z (ac+l)e™c-(bC+l)e™®

“I(3 a_ x~ Ce*+(ac+l)e*‘(-a) .,
G )X (ac+l)e ™ *°-(bC+1)e ™™

_ g -ac
MY g -

La derivada respecto el pardmetro b es

01gL(a, b, Y.By11B,) _
ob
B €(-C)(-2C'b-2C-C?) vet(-2¢2-2C%D) |,

Sl b “ac; o 2 352 -bC 3 n2
b-a e *(2C%a+2C+Ca?) +e ¥ (-20*b-2C-C*b?)

crane- 2 -Ce - (bC+1)e™®(-C) ,,
> Z (ac-l)e“"-(bC+1)e“""]
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- L o e o0 | el 5 D
I35 (aC+1)e”“'-(bC+1)e""]

Ce™® n
UMY — = pal

La derivada respecto el pardmetro de forma de la distibucién Weibull es

clgL(a,b,v.B1:B;) z
oy

+Y_ [e™*°(-aD) (2C%a+2C+C%a®) +e™*°(4aCD+2D+3C*a’ D) +

11)[22+% 19, 19,4

ve 2 -bD) (-2C%b-2C-C3b?) +e ¥ -4CbD-2D-3C*b*D) |/

/1e*(2C%a12C C3a?) +e 5 (-2C2b-2C-C?b?) 1]+

I T4 L 2gt,-2) 3o

5> aDe *°+(aC+1)e *°(-aD) - (bD)e > - (bC+1)e *(-bD) ]+
(ac+l)e *°-(bC+1,e™*

+ .£+ = £+
EMEY Y 1gt,-2). 4

*E aDe *°+(aC+1)e *°(-aD) - (bD)e - (bC+1)e *(-bD) 1+
(aC1l)e *°-(bC+1)e™™

-ac -bc
aDe *+pDe _2 D].

+I(4)[— P v

La derivada respecto la componente del vector de pardmetros de regresién es
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01gL(a,b,Y+By1eB;) _ i E,
P -I[E x4 2

'Y [[e"(-aE) (2C%a 201 C*a?) +e *°(4CaD+2D+3C*Da*) +
+@~¥(-bD) (-2C*b-2C-Cb?*)+e™*( -4 CbD-2D-3C2Db%) )/
/{e*€(2C%a+2C+CPa?) +e ¥ (-20%b-20-C°D?) ] 1]+

(2 (Y xu2Y 2

5 aEe-*°+(aC+1)e *°(-aE) - (bE) e *-(bC+1) e *( - ED) ]+
(ac:l)e*c-(bCil)e™™

«I(3)[-2) %+

B> aEe-*°:(aC+1)e *°(-ak) - (bE)e - (bC+1) e *( -ED) 1+
(ac+l)e *c-(bCi1)e™™

41-(4){2 e *‘(-aE) -e (- bE) _z %]

e—‘t‘_e—bc

dlyL(a,b,v.ByrB;) kl....k

con k:1,...,k; , e igualmente
1 g apzk

La solucién del sistema de ecuaciones

dlgL(a,b.Y:By¢B;) -0
da

dlgL(a, b,Y.BysB;3) -0
cb

5'19-5( albIY!pﬂBz) -0

dy
olgL(a,b,v.BysB;) =0

B,
J:1,2




proporciona los estimadores de mdxima verosimilitud

5151\7051‘

La obtencién de los estimadores ha de hacerse por métodos numéricos usando, por
ejemplo, el método de Newton Raphson.

Para que el valor de estos estimadores corresponda efectivamente a un méximo tendrfa
que verificarse que la matriz hessiana fuera definida negativa, o lo que es igual, el valor
negativo de la matriz hessiana definida positiva. Esta matriz es

o @19L(8) \ (g €19L(") ¢19L(86) ,1.
{E 2,00, ](( o8, ae, ) |=1(8) donde I(0)

es la matriz de informacién de Fisher y

ez(al’bIYIplll "'lpzlp -o-).

Un resultado importante y abierto en la actualidad es que estos estimadores de

mdxima verosimilitud verifiquen que

8 ey N(8, (0I(6)) ")

es decir, scan asintoticamente centrados, normales y eficientes, es decir

Cov(8)=(nI(0))*
expresién que da un valor aproximado de la varianza de los estimadores.

Las distribuciones exactas de estos estimadores y sus correspondientes medias y
varianzas son por lo general bastante dificiles de conseguir.

Para algunos casos particulares se pueden conseguir expresiones mds sencillas de la

matriz de informacién.




44 ESTIMACION EN UN MODELO MIXTO CON FRAILTY
ESTABLE POSITIVA

Veamos uno de los modelos paramétricos mas comunes. Se trata de un modelo (de
azar proporcional) frailty estable positiva, con marginales Weibull, sujeto a censuras y en
presencia de covariables que se introducen bajo hipétesis de vida acelerada.

El modelo con un frailty con distribucién estable positiva, marginales Weibull y sin

covariables es el siguiente

S(t,, t,)-exp[-(€ty+€t;)*) , a€(0,1].

a, el parimetro de asociacién, proviene de la distribucién del frailty. Si es igual a uno
corresponde al caso de variables independientes. Los dem#s pardmetros corresponden a la
distribucién de Weibull.

En presencia de covariables el modelo queda asf

S(t,, t;) =exp[ - (€exp( VB, X, ) t] +€exp(vB,X;) t7)°]

siendo B; un vector de pardmetros asociado al vector de covariables x; (:1,2) .
Como se ve hemos considerado que las dos distribuciones Weibull correspondientes
a las distribuciones marginales de los tiempos de fallo tienen los mismos pardmetros. Esto

no resta generalidad al modelo.

La expresién desarrollada de la funcién paramétrica de las covariables es

o
exp(B x;) '"exP(; B X ) =@XP (B, Xyt e e +ﬁjk,xjk,) ¢ J21,2

(150)




donde la covariable x; (k:1,...,k; 6 k:1,...,k;) en el término i (i:1,...,n) tomard el valor

xju.
Los pardmetros a estimar son

€ , Y Q, ﬁ;ﬂ(ﬂu:---aﬁul) ) Bf(ﬁ;u---:ﬁu,)
es decir, hay 1+1+1+k,+k, pardmetros a estimar.

Consideremos una muestra

(tli'tlf)' i:l,.--,n-

Dicha muestra estard formada por un vector de datos bivariantes donde existe posibilidad de
censuras, es decir, una componente, las dos o ninguna podrin corresponder a datos

censurados.

En estas condiciones la funcién de verosimilitud es

21, @S(t 0 t;,)
L(a,v,€, = e
(a,vi€.B) ﬂ (—3¢. ¢,

( -05( ¢t ;0 6y 4)
a9ty

-08( ¢, ;0 &y )

I(l)
) '( atli

)2,

) I (S( Ly b)) Y

y su logaritmo serd

1gL(a,y,€,B) =Y, 191 (g1)* M. (g2)"®.(g3) "D, (g)"V]=
I=1

?: [I(1)1g(gl)+I(2)1g(g2)+I(3)1g(g3)+I(4)1g(gd)]=
=1

=I(1 1 1)+ I(2 1 2)+I(3 1 ) +I(4 1 4
I( ’12:1 g(gl) ()?;: g(g2) ()Z; g(g)+<)§ g(gd)
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entendiendo por g1, g2, g3 y g4 aquellas derivadas parciales definidas anteriormente e i
afectando a los tiempos de fallo y a las covariables.

Si derivamos resulta que

dS(t,, t;)

> =-aeyty 'exp(vB, x;) [€exp(vB,x,) ty+eexp(vB,x,) 1% .
1

-exp[ -(eexp(vB,Xx;) tlv*eexP(szxz ) &)1,

es(t,, t,)

3t =-aeyty 'exp(vP,x;) [€exp(vP, X, ) t) +€exp(vB,x;) 1% .

.exp[ - (€exp(yB,X,) t)+€exp(YB,X;) t7 )]

#S(¢t,, t,)
ot dt,

-ae?y?t) ' ) 'exp(vB, X, ) eXp(VB,X,) -

.exp( - (eexp(vB,x,) t+€exp(vB,X,) t7)%].
.[a(€exp(yp,x,) t)+eexp(yB,X,) t7)**2-

-(a-1) (eexp(vB,x,) t{ +€exp(vB,x,) t)*?]

y donde es ficil observar que




a(€exp(yB, X, ) ty+€exp(vB,x,) t)*2-

-(a-1) (eexp(yB,x,) t\ +€exp(vB,Xx,) t;)**20

necesario para poder tomar logaritmos.
Por consiguiente la log-verosimilitud es

IgL{a,y,€,B)=
n
-(1)Y [1gn+21ge+21gy+(v-1)1g(t,t;) + (VB X * VB X;) -
FEE

-(€exp(yB,X,) t) +eexp(yB,X,) t;))*+
+1g(a(€exp(yp, x,) ty +eexp(vB,X,) t7)**2-

= (a’l ) (Gexp(Yﬁlxl) tf-’-eexp(vpzxz) tzv)GZ) ] +
+I(2)Zl [1m+195-'1gy+(y-1).th1+yp1x1+

1 (a-1) 1g(eexp(yp,x,) ty +€exp(vB,X,) ty) -

-(eexp(yB,X;) ty +eexp(vB,X,) )]+
+I(3); [lga+lge+1gy+(y-1)1gt,+YB, X+
=1

+(a-1)1g(eexp(yp,x, )ty +€exp(vB,X;) t7') -

-(eexp(YB,X,) t\ +€exp(vB,X;) t))°] -

-I(4 );; (eexp(yB, X, ) tY +€exp(yB,X;) t; )%=




-I(1)[alga+2nlge «2nlgy+(v-1)Y, 1g(t,t;)+Y, (VB X +YB X;) -
-Y (eexp(vB,x,) t) +eexp(vB,X;) )+
+Y, 1g(a(eexp(yB,x,) t) +eexp(VvB,X,) t7)**2-
-(a-1) (eexp(vB,x,) t\ +cexp(vB,%,) £)*?) )+
+I(2) (nlga+nlge+nlgy+(v-1)Y, 1gt,+Y VB, X+
+(a-1)Y 1g(€exp(vB,X;) ty+€exp(vB,X,) ty) -
-)_ (eexp(yB,x,) t) +eexp(vB,x,) t)*]+
+I(3) [nlga+nlge+nlgy+(y-1)Y, 1gt,+Y VB X+
+(a-1)) 1g(eexp(vB,x,) t) +cexp(vB,X,) t]) -
-Y (eexp(vBy,x,) t +eexp(vB,x,) t])°]-

-I(4)Y, (eexp(yB, X, )t +eexp(vB,x,) t)°.

Hemos de derivar respecto los pardmetros a estimar. Respecto a a serd

dlgL(a,y,€,B) _
ox

=2(1)[2-¥ [(eexp(vB, %) t)+eexp(vB, X, ) t])°.

. 1g(eexp(vB,x,) t) +eexp(vB,x,) t)) ]+
+Y" {(eexp(vB,x,) ty+eexp(vB,x,) £y )** 2+
1a(eexp(vp,x,) t{+eexp(vB,x,, t;)**Ig(eexp (VB X, ) ty +eexp(vB,X,) t;) -
-(€exp(yB,x,) t) +eexp(yB,x,) ty)*?-
-(a-1)(eexp(vyB,x,) ty+€exp(vp,x;) t;)*2.
- 1g(eexp(yB, x,) t) +eexp(vB,x,) t;)} / {a+
+(eexp(vB,x,) t) +eexp(vB,x,) ty)**2-

-(a-1) (eexp(vB,x,) t] +exp(vh,x,) t)° )]+
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+2(2)[ 2+ 1g(eexp(vB x;) ti +eexp(vB;X,) tf) -

3" (€exp(vB,x,) t) +cexp(vB, ;) t))*1g(€exp (YA, X, ) t] eexp(vBy %) )|+

+2(3)| 2 1Y 1g(eexp(vB,x) ti+€exp(vhy ) t) -

-3 (eexp(vB,x;) t] reexp(vB,X,) tY)°1g( €exp(vB X, ) tY veexp (VB X ) &1 )+
r(4)Y) (eexp(vB, %) t] +€exp(vB,X;) t1)°Ig(€exp(vB ;) ti +€exp( VB, %) t7'

Respecto a gamma serd

dlgL(a,v.€:L) _
oy

I(1 )['2;';" "E 19t1tz*z (B X, B,X;) '2a(eexP(Yp1x1) ty+eexp(vB,X;) )"

. (eexp(vB,X,) (B,x,) t) (1+1gt,) +€exp(vp,X;) (B, X))ty (1+1g¢t,) )+
+Y {a(2a-2) (eexp(vB, ;) tY +€exp(vB,X;) ) **.
. (€exp(yB,X,) (B,X,) t) (1+1gt,) +€exp(vB,X;) (B, X;) t2 (1+1gt;) ) -
-(a-1) (a-2) (eexp(yB,X,) tY+€exp(vB, %) &)~
. (€exp(vB,x,) (B, X,) £ (1+1gt,) +€exp(vB,X,) (B,X;) 5 (1+1gt,))} / {a-
. (€exp(vB,x,) t)+€exp(vp,X,) £)** -

-(a-1) (eexp(yB,X,) t +€exp(yB,X;) t})"’}]+




Q)[4 L 29t T Buxye

(a-1)Y (eexp(VB,x,) (B, x;) t)(1+1gt,) +€exp(VB,X,) (B, X;) t;(1+1gt,))
(eexp(vB,x,) t) +eexp(yB,x,) t;)

"2 a{eexp(vp,x,) tlv*eexp(\’pzxz ) &)t

- (€exp (B, X,) (B, X,) ) (1+1gt,) +€exp(vB,X,) (B, %,) £ (1+1gt,)) |+

+I(3)[ 24X 19t L B+

i (a-l)z (eexp(vB,X,) (B,X,) ty(1+1gt,) +eexp(vB,X,) (B, X,) t; (1+1gt,))
(eexp(vB,Xx,) t)+eexp(VB,x,) ;)

-y a(eexp(vB,x,) t) +eexp(yB,X,) £)* .

- (€exp(vB,X,) (ByX,) t{ (11 1gt,) +eexp(vB,%,) (B,X,) t] (1+1gt;)) |+

-I(4)) a(eexp(vB,x,) t)+eexp(yB,x,) t)* .

- (€exp(vB,x;) (Byx,) t (1+1gt,) +€exp(vB,X;) (B, X;) t2 (1+1g1,) ) .

Calculemos la derivada respecto el pardmetro de escala de la distribucién Weibull;
llamaremos

a-eexp(yp,x,) ty +€exp(vp,x,) ty
b-exp(yB,x,;) t) +exp( YB,X;) ty




olgh{a,y,€,B) _
oe

2 a- 2a-2)a*2b-(a-1)(a-2)a*3b, .
=I(1)[-—E’-’-Eaa 15+ 31 )aa’“"-((a-l))a(""‘ ) ]

+I(2)[f+(a-1)2 -‘E-Eaa“bp

I3[ 24(a-1)Y 2-Y aa*ip)-

-I(4)Y aa®'b.

Y, por iltimo, respecto a beta serd

dlgL{a,y,€,B) _
aBlk

-I(1)[X v, Y, a(eexp(vB,x;) ti +eexp(vB,X,) t))* Te texp (VB X, ) Y X, 1+

'E {a (2a-2) (eexp(yB,x;) ty €exp(yB,x,) tzv)za-se tfexP(Vﬁlx1 YYXy x
-(a-1) (a-2) (eexp(vB,x,) t+eexp(vB,x,) t;))* e tiexp(vB, X, ) vx,,} / {a.
- (€exp(vB,x,) t) +€exp(yB,x,) t)**2-(a-1).

. (€exp(yB,x,) t, +eexp( VB, X,) t) )a-z}]+

et,"exp(yﬁ,x, YYX .
+I(2)| ) vX, (a-1) s
IZ & 2 (eexp(yB,x,) t)+eexp(yp,X,) t7)

-Y. a(eexp (v x,) t) 1cexp(vB, %) t]) et exp(vB, X ) v X, )+

etyexp( YB1 X, ) YXy
eexp(yB,x;) t) +€exp(vB,Xx;) t;

+I(3)[(a-1 )

-Y. a(eexp(vB,x,) t) +eexp(vB,X,) t]) " (etYexp(vB, X ) v, |-




-1(4)\) a(eexp(vB,x,) t) +€exp(YB,X;) tY)* e tiexp (VB X, ) Xy

k:l, L] .'kl.
¢ igualmente

élgL(a,y,B)
apZt k:l,.--;kzn

La solucion de! sistema de ecuaciones

olgL(a,Y.€:B) .
ox

algL(aa.r\;ftefﬁl =0

olgL(a,Y.€.B)
0

€
olgL{a,Y.€:B) _g
B jx

proporciona los estimadores de mdxima verosimilitud

a:?rérﬁr

La obtencién de los estimadores ha de hacerse por métodos numéricos usando, por
ejemplo, el método de Newton Raphson.

Para que el valor de estos estimadores corresponda efectivamente a un méximo tendrfa
que verificarse que la matriz hessiana fuera definida negativa, o lo que es igual, el valor
negativo de la matriz hessiana definida positiva. Esta matriz es

o P1gL(0) \ g 919L(6) 019L(6) ).
(E ae,ae,)(s‘ a0, 69, ) |1=I(€) donde I(€)

es la matriz de informacién de Fisher y
e=(d,\f,€.ﬂn; ss e 'ﬂzk:) L]
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Un resultado importante y abierto en la actualidad es que estos estimadores de
méxima verosimilitud verifiquen que

8 poe) N(8, (BI(8)) )

es decir, sean asintoticamente centrados, normales y eficientes, es decir

Cov(8)=(nI(6))
expresién que da un valor aproximado de la varianza de los estimadores.

Las distribuciones exactas de estos estimadores y sus correspondientes medias y
varianzas son por lo general bastante dificiles de conseguir.

Para algunos casos particulares se pueden conseguir expresiones més sencillas de la
matriz de informacién. Asf por ejemplo para el caso de independencia, alfa igual a uno.

4.5 ESTIMACION EN UN MODELO MIXTO CON FRAILTY GAMMA
Y COVARIABLES TAMBIEN EN EL PARAMETRO DE ASOCIACION

Veamos a continuacién el siguiente modelo paramétrico. Se trata de un modelo con
un frailty (azar proporcional) con distribucién gamma, marginales con distribucién Weibull,
sujeto a censuras y en presencia de covariables que actian segiin hip6tesis de vida acelerada.
Es decir, se trata de un modelo mixto. Ademds, covariables sobre el pardmetro de
asociacion.

El modelo, sin concretar las marginales y sin covariables, tiene la siguiente funcién
de supervivencia

o 1

S(¢t,, tz)"[sx(tz)l .*Sz(tz)l"'lll_. , 062z1.
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Casos especiales son los siguientes:
6-1 independencia
6+ S(¢t,, t;)=min(S,(¢,),5(8)).

Que haya covariables dentro del pardmetro de asociacién puede ser debido a que haya
covariables que incidan o tengan cierta influencia en la correlacién. Es de observar que la
media del frailty gamma es uno y la varianza exp(c+yx;), segin la formulacién que
exponemos a continuacién. Asf, las covariables explican la asociacién. Dado que en la
expresién anterior del modelo aparece el factor

6-1
expresaremos
0;-1=exp(c+vy;)
1g(6;-1)=c+yy;=a.

Las funciones de supervivencia marginales son
5,(t,)-exp[ -(€exp(n,B,%,)) t;"]
S5,(t;) "exp[ - (€exp(n,8,%,)) t;"]

y la funcién de supervivencia conjunta serd
S(t.4)=

=[exp( (€exp(n,B,X,)) t1'exp(c+yy) )+

i
+exp( (€exp(n,B,%,)) t;'exp(c+yy))-1] (VN =

ol
[exp(eexp(n,B, X, +a) t;") +exp(€exp(N,B,%,+a) t;) -1] 4=

1
=A SmB(eVD)

Consideramos una muestra

(tlf'tZI,' .1'81,...,8
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donde ademds dispondremos de los valores correspondientes de las covariables. Los

parfimetros a estimar son los siguientes

Nir Nae € ¢ By=(BryreeeeBis)e Ba=(BarveeeeBag)r Co Y=(YyreeorYy)

es decir  1+1+1+J+K+1+M pardmetros, y habremos de calcular

dlglL olgL olgL
on, ' By ‘e

olgL o0lgL
"éﬁ%"(i!l------f)’ 'a_ﬁ%'(ku,...,n

r

dlgL dlgL

de |y e g

Comencemos calculando las siguientes derivadas:

as(t,, t,)
at,

1
1 gwmw’ &M s
exp(a)A exp(€t; exp(n,f, X, +a))exp(n,Byx,+a)cn, ty .

3S(tys t;) _
at,

1
el agwm@? s n3-1
exp(a) A exp(€t; exp(n,L,X;+a) )exp(n,B,x,+a)en, t;




FS(t.t) 1

L, oL, : exp(a) exp(e t;hexp(rhpxx; +a) )exp(n,B,x,+a).

-€n, £ exp (€ t;"exp(n,B, %, +a) ) exp(n,B, X, +a) -

1
"3-1 =3 1 o —.xp(ﬂ) -2
€Nt ( exp () 1)A .

Luego la log-verosimilitud es

g MRS(t,,, ¢t
1gz,—.):[1(1)1g——————‘ (e i)
i1

-8ty tyy) |

0L, Ot ot ot

-05(¢t, ;. t,y;)

+I(3) 1g at, +I(4)195(¢t ;0 ty,) 1=

=I(1) (Y 1g(1+exp(a))-2) a+€Y t;"exp(n,B,x,+a)+
+Y" (0,8, %,+a) +nlge+nlgn,+(n,-1) Y. Igt,+
*EE tz"’éXP(l?;B;X;*G) "2 (N8 X, +a) +nlge+nlgn,+

DTty Y (e +2) IgA)

+I(2)[-Ya-Y (—2—+1) 1ga+eY tlexp(n,B,x,+a) +
exp(a)

‘E ('71B1X1+a) *ﬂlgf*ﬂlgnﬁ(m-l )E lgtll *

I3 - a-Y (—2—+1)1ga+€Y t]'exp(n,B,x,+a) +
exp(a)

‘Z (n,B,x,+a)+nlge+nlgn,+(n,-1 )2 1gt,]-

-1(4)Y, expl(a) 1gA.
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Calculemos las derivadas respecto los pardmetros: llamemos
a-exp[cexp(n,B,x,+a) t"] -

. [€exp(n,B,X, Q) tf‘lgtpe t:{"e:i:p(n,ﬁl:lr1 +a)B,x,]

2L r(1)[eE e Igtiexp(n iz a)

1€y t,'exp(n,B,%,+a) B, X, +y p1x1+—’;?; +Y 1nt,-

i a8
“E(exp(a) 2)-31

1 a,
+I(2)[_E ( exp(a) +1)7!
veY £ 1gt,exp (n,B, %, +a) +€X t1"€XP(N,B1 X, *A) By Xy *

42 ﬁ1x1+an; +2 1gt11+
a

: P =
I X (ot V) A

-IE S 3]

e igualmente si llamamos
b-exp[€(N,B,%+a) t;"]

.[€exp(n,B,X;+2) t;"lgt:2 +€ t;'"exp (N8, %,+@) By X, )
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dlgL _
on,

=I(1)[€Y t;"1gt,exp(n,B,%,+a) +€Y t,Y" n,exp(n,8,X,+a)B, X, +
1 b
PR R b 2

IT (g D 10

DT (g 15

€y t;" 1gt,exp(n,B,X,*a) +€Y. t; 1’eXp (1,8, X,+a) B, X,1 -

Z1C 9>

2y,
expa A

d-exp[eexp(n,B,x,+a) t; 1exp[ (n,B, X, +a) t; ]+

+exp[eexp(n,B,X,+a) t; ]exp[ (n,8,X,+a) t;")

3 1
—‘%g‘ﬁ(l){): t1'exp (1,8, %, +a) +-g+

2 n 1 d
+X tr'exp(mByxyta) + 2L (Gm s 2) Z 1

IR -E (g 1) L tlexp(mipux ) + 210




1

d n
em*l)yz t;'exp(ﬂzﬂzxz*a)““e']‘

+I(3)[-Y (

L)Y 2],

1
expa

f-exp[eexp(n,B,x,+a) t; 1€t "exp(n,B, X, +a) +

1exp[ €exp (1,8, X,+a) t; ] € t;'eXp (1,8, X, +a)

dlgL expa n
se I Y Tiorpg 2A%€L ti'exp(nB,x, wa) +

1

+ ;f +
expa Z)A]]

+n+€Y t;°exp(n,B,X,+a) +n-Y [ -exp(-a) IgA+(

1

r
expa+1)4_!)+

+I(2)[-n-Y (-exp(-a)lgA:(

*EZ tf‘exp( MmP,x, +a)+a]+

1

I 2
e *1)§)+GE t; exp(n,8;x,+a)]-

+I(3)[-Y, (-exp(-a)lgA+(

1

-I(4)[ -exp(-a)lgA+ expa

r
2l

h-exp[eexp(n,B,x, +a) t;h l€e tf'exp(mﬁﬁl a)n, x,
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a1gL _
P

I €Y tlexp(nByx a)n iy T mn-E (o) 2) 410

l = +1) 'g *GZ t1'exp(n,8,%,+a) N Xy, *2 MX;, ]+

- (5

1 A

I - (g 1G] - HOE 3!

expa

y asf los demds coeficientesde B, y B, .

Por iiltimo sea
k-exp[eexp(n,B, X, +a) t; €L, 'exp(n,B,X,+a) ¥, +

rexp[eexp (1,8,%+a) t; 1€ t;'exp(N,B; X, +a) ¥,

d1gL _
o,

ex
Y Praeg 2X five L tlexp(npx @)y L p
1

1€ tlexp(n ok @) ;v L L (-7iexp(-a) 194+ (s +2) 1%

1 *1)—§) 'GE t;hexp(’hﬁlxﬁa”ﬁ]*

I(2)-X (e ) 1A (G




1

I -L (e oA (G

+1) %*52 t'.:hexl?(nzpzxz*’a nl-

= - - +£_1.
(Y (-ne lgaZ—)]

¢ igualmente los demds coeficientes del vector vy .

Si
O=(N1eN30€ePyqr e eetBysrBaye e cetBogtCoYyroeotYy)=

=(¢1' es e '¢4¢J’0K’”)

las soluciones del sistema

gz

i

-0 r 151'100'4+J+K"’M

proporcionan los estimadores de maxima verosimilitud. Para que correspondan a un méximo
habrfa de ser definida positiva la matriz

(o 0L 2\ (_ a’.sz).
I(¢) (E'( : )(anbﬁ,

Un problema abierto es que

N9, (nI(¢))).
Las soluciones de las ecuaciones de verosimilitud son bastante complejas. Necesitamos

utilizar paquetes matemdticos (Mathematica...) para resolverias.
En Oakes (1982) sc utiliza un método indirecto para estimar el pardmetro de
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asociacién en el modelo de Clayton. Estd basado en la estimacién del coeficiente de Kendall
que como vimos es funcién directa de dicho pardmetro.




CAPITULO 5
TEMAS ABIERTOS (APENDICE)

En este dltimo capftulo presentamos algunas cuestiones abiertas, algunas de ellas
continuacién natural de problemas estudiados anteriormente. Asf, en el apartado 5.1
consideramos un frailty que actia aditivamente en la funcién de azar marginal. En el
apartado 5.2 presentamos la introduccién de covariables explicativas en algunos modelos de
azar no proporcional. En los apartados 5.3 y 5.4 consideramos los problemas de los datos
agrupados y de la simulaci6n, respectivamente. Por iltimo, en 5.5 enumeramos algunos de
los puntos de interés de préximo estudio.

5.1 MODELO FRAILTY ADITIVO

Nosotros hemos considerado, ademds, otra alternativa para la construccién de
modelos. Es la siguiente: suponer que
h(t;,z)=z+hy,(t;) , i:1,2

es decir, una forma aditiva en la funcién de azar marginal. En este caso la funcién de

supervivencia marginal es
St Z) =exp| _fot,( z+h,,(t,))dt ]=exp[-2t;-D,(Es) ] =
=5;0( ;) -xp(-2¢t;).

Esta funcién de supervivencia marginal es una verdadera funcién de supervivencia ya que por

ser z,t; = 0 se cumple que




Sl ty)

€ [0,1
exp(2t;) Fh s

t,*0=S,(t,2) 1
t, > = S,(t,2z)*0.

Obsérvese que. en este modelo, la funcion de azar base s alcanza para un valor del frailty
igual a cero, es decir, las condiciones estandar corresponden a Z=0. En el caso
multiplicativo lo era para Z=1. Ademds, hemos de observar que en este modelo la variable
Z no ha de ser obligatoriamente no negativa ya que por hipétesis basta con que se cumpla
que Z > -hy(t). Este hecho puede sernos itil en cuanto que nos permite considerar frailties
més generales. Sin embargo el tratamiento puede complicarse puesto que, como se ve a
continuacién, al realizar la mixtura de distribuciones no resulta una transformada de Laplace.

Nosotros mantenemos la condicién de ser Z no negativa.

Por consiguiente, la funcién de supervivencia conjunta condicionada a un valor fijo
del frailty Z es
S(t,, t,/z)=S(t,/z)S(t,/2)=

-expl - [ " (2+hy(,))dt,] cexpl - [ " (2 (£) ) dty) -

-expl-[ " (z+lyo (&)1 dty~[ " (24hyo () dt; 1=

¢ ¢ t
-expl-z([ “dt,+[, dt,) -[ “hyo(£)) dty - [ "y () dty] -

~eXP[ -2Z(t,+ &;) -Ayo(L,) Dypo( L) 1=
=50 ;) Sy ( L;)exXp(-2( £+ 8Ey) ).
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Segiin esto la funcién de supervivencia conjunta serd

(810 t) =[S0( &) S0 (&)exp(-2( &4 8;,) ) dF(2) =

“810( ;) S0 ( £,) [€XD(-2(£,+£;)) AF(2) =5)(£,) Sy (£,)$( 1)

u=t,+t,

y ¢(u) es la transformada de Laplace de z. Esta nueva expresién de la funcién de
supervivencia conjunta es significativamente distinta al caso habitual de un frailty que actia
multiplicativamente en la funcién de azar marginal. En este caso la funcién de supervivencia
conjunta coincidfa con la transformada de Laplace de Z

P(u) P (Dyo( L)) *Nye(L3)) -

Ahora, en cambio, la funcién de supervivencia conjunta es el producto de las funciones de
supervivencia marginales base por la transformada de Laplace de Z y con argumento ¢, +

b.
En el caso en el que el frailty Z pueda modelizarse por una distribucién estable
positiva, es decir
¢ (u) =exp(-u®)

entonces la funcién de supervivencia conjunta serd




S(6,8))5,(8t)S(L)exp(-(t;+5)%).

Este modelo semiparamétrico podré concretarse si conocemos la familia de distribuciones a
la que pertenecen las marginales (Weibull, etc) queddndonos el correspondiente modelo
paramétrico.

5.2 INTRODUCCION DE COVARIABLES EN MODELOS DE AZAR
NO PROPORCIONAL

En el capitulo 2 plantedbamos diversas alternativas en la introduccién de covariables

explicativas en modelos de azar proporcional. Siguiendo con la misma filosofia exponemos

a continuacidn algunas alternativas en cuanto a la introduccién de covariables en modelos de
azar no proporcional. En todos los casos que a continuacién se plantean se supone que el
frailty Z toma valores de manera que la funcién de supervivencia marginal condicionada a
un valor fijo de dicho frailty estd bién definida. Como regla general se supone que Z es una

variable no negativa.

a) Si consideramos el caso siguiente

h(t; 2z, ¥;(x;))=exp(B;x;)+2h,(¢t;)

la funcién de supervivencia conjunta condicionada quedard
S(&, tglzgﬂ!l(xl):%( t))=
~exp[ -t,exp(B,X,) -zexph, ( t,) -t,exp(B,X;) -2h,(¢t;) ) =

-exp([ - t,exp(B,x;) -t,exp(B,X,) -2(A,(t;) 17y (L,)) ]

y la funcién de supervivencia conjunta serd




S(t,, t;) "exp[ -t,exp(B, x;) -t,exp(B,X;) ] -

fexp(-2(n,(£,)+2;(£;) ) ) dP(2)

y en el caso de un frailty con distribucién estable positiva

S(t,,t,) =exp[ -t,exp(B,x,) -t,exp(p,Xx;) ] .exp| (7 (&) *2g(E;))°).

hi(Cs 2,0 (Xy) =z(exp(B,x;)+h,(t;))
la funcién de supervivencia conjunta condicionada serd
S(ty, 6/ 2,0, (%) 1 ¥5( X)) =
=exp[ -zexp(B,x,) t, -2\ (L) -zexp (B, X, )t~z (5;) 1=

=exp[ -2( t1exp(p1x1) "tzexp(pzxz) _AJ,( t1) "Az( tz) )]

y la funcién de supervivencia serd
S(t,.t)=

~[expl -z( t,exp (B, %) ~£:8%R(ByXy) -Ay(£1) -Da(8;) ) 14F( 2)

y si Z sigue una disribucién estable

S(t,, t;) =exp[ -t,exp (B, Xx;) -L,exXp(B,%;) -A (&) -2 (6) ] -

h(t, z,¥,(x;))=2+exp(Bx;) ()
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Temas abiertos

la funcién de supervivencia conjunta condicionada serd
S(t et/ 2,9, (X)) ¥,(X%))=
-exp[ -zt,-exp (B, X, )\, ( £,) -2L,-exp(B, X, )Ny (L) 1=

~exp[ -exp (B, X )1 (€;) -exp (B, X%, )N, (L) -2(E,+L,) ]

y la funcié.. de supervivencia conjunta serd
S(t,, L) =

~exp| 'exp(p1x1)A1( t1) 'exp(ﬁzxz)f\z( tz) ] 'fexP( -Z( t1*tz) )dF( z)

y si Z sigue una disribucién estable

5(t,, t;)=

~exp[ -exp(B, X )N (t)) -exp(B, X, )N (L) ] .exp(-(£,+L,)%) -

h(t;,z,V;(x;))=z.exp(Px;)+h;(t;)

la funcién de supervivencia conjunta condicionada serd

S(t,, tzlzrl"l(xﬂ!‘l’z(xg) )=
~exp[ -zt,exp(B,x,) -A( L) ~zt,exp(B,Xx,) - (L) 1=

—exp[ -7 (&) -D(8,) -2( texp (B, X, ) + L,exp(B,X;) ) ]

y la funcién de supervivencia serd




S(48)=

~exp[ - (A, () +);(£;))] [exp[ -2( tiexp(B,%;) + £,exp (B, %) ) 1dF( 2)

y si Z sigue una distribucién estable
S(t.t)=

-exp[ - (A (&) *A,(L,)) exp[ - (£,exp(B, X, ) +£,eXp(B,X;) )] .

By(tyz,n (X)) =exp(Bx;).(2+hy(¢;))
la funcién de supervivencia conjunta condicionada serd

S(t, 6/ 2,0, (X)), ¥,(%) ) =
~exp[ -zt,exp(B,x; ) -exp(B,x, )\ () -
-zt,exp(B,x;) -exp(B,x; )N, (L;) 1=

=exp{ 'exP(p1x1)A1( t,) 'exp(ﬁzxz)hz( tz) e
-Z( txexp(ﬂlxﬂ +tzexp(ﬁzxz) )]

y la funcién de supervivencia conjunta serd

S(t,, t;) -exp[ -exp(B, X, )\ (¢t ) -exp(B,X,) N, (L,) ).

. [expl -z(t,exp (B, %) +t,exp (B, %)) 1dF(2)

y si Z sigue una distribucién estable




S(¢ty, t;)=
=exp[ -exp(B, X, )7 ( £,) -exp(B, X, )N (E;) ]
-exp[ - ( t,exp(B,x,) +t,exp(B,x,) )*].

Bty 2,V (X)) =2Zvexp(Bx;) +h,( L)

la funcién de supervivencia conjunta condicionada serd

S( t]_f tz/Z;llh(X;):llJz(xz) )=
=exp[ -zt,-t,exp(B,x,) - (&) -26,-,exp (R X;) -, ( L) 1=

=exp[ -t,exp(B; X)) -7 (&) -6,exp(BX;) N (6) -2( 8+ L) ]
y la funcién de supervivencia serd

5(¢t,,t;)) ~exp[ -t,exp(B,x;) -A (L)) -t,exp(B,X;) A () -

-fexp(-2(t,+t,))dP(2)

y si Z sigue una distribucién estable
5(t.,4)-
=exp[ -t,exp(B,x;) -t,exp(B,X; ) A (&) N (L) jexp(-( £, +5,)%).




5.3 DATOS AGRUPADOS

Una situacién bastante frecuente en la prictica es aquella en la que los datos se
presentan agrupados. Estas agrupaciones pueden considerarse como intervalos de medicién.
En el caso multivariante se considera que en cada distribucién marginal el tiempo de fallo
viene agrupado en general via un modelo de azar proporcional y se parte de la funcién de
azar directamente. Por consiguiente, se trata de estimar los parimetros de las covariables,
esto es, un andlisis de regresién. Un estudio de andlisis de rcgresién para datos agrupados
en el caso univariante puede verse en Lawless (1982) y en Prentice & Gloecker (1978).
Extensiones multivariantes se encuentran en Wei, Lin & Weissfeld (1989), Lee,Wei &
Amato (1992) y en Guo & Lin (1993). La situacién es la siguiente: consideremos una
variable bivariante (m=2) donde se observan n unidades, cada unidad es una agrupacién.

A(ty, 2,)=exp(P;z;)N;0( L) 1:1,2
B;"(pur s lpjp) .

Estos pardmetros de regresién son desconocidos. El azar base marginal podrd ser igual en
cada una de las funciones de azar marginales o no. También es posible generalizarlo al caso
de ser z,=z(t) , es decir, tiempo dependientes. Si j:1,...,n denomina a la agrupacién,
entonces

(V1506550 215)

son los tiempos censurados, indicador de censura (1 si y; no es censurado y 0 si sf lo es )
y vector de covariables, respectivamente. Pndemos suponer que entre unidades o
agrupaciones las observaciones son independientes y que condicionalmente a las covariables
las censuras y los mecanismos de fallo son independientes. Si hacemos una particién del eje
de tiempos en intervalos, para una unidad dada esta toma un tiempo t, que corresponde al
intervalo k.




Ejemplos de estos casos son aquellos en los que los individuos son controlados
periddicamente para determinar si el fallo ha ocurrido en tal intervalo. Por ejemplo,
semanalmente, mensualmente,etc. Asf, s6lo se tiene informacién de si ha ocurrido fallo en
tal intervalo, pero no en qué momento preciso. Segiin esto el enfoque seria el siguiente. El
eje de tiempos se particiona asi

0-8,<a,<8,<.....<8,, ,=®
I.-[a, ,8) Iil,eec.,k+l
D =conjunto de individuos que fallan en I,

d.-cardinal de D,.

Si se toma una muestra de n individuos y se observan los tiempos de fallo, en lugar de tener

(BB Di)iscesl [5.1]
se tendrén los valores t, correspondientes a cada intervalo. Es decir, varios valores i toman
un primer valor, otros varios toman otro valor y as{ sucesivamente. Luego en realidad se

tendrdn menos valores de los indicados en [5.1].

La verosimilitud parcial serd
a [ exp(B;2 ;) ]

i=1

Y exp(B;z))
JER

Un estudio de Sinha, Tanner y Hall (1994) utiliza el algoritmo EM de Montecario para
buscar las estimaciones de médxima verosimilitud en el caso univariante.

54 SIMULACION

Un estudio previo a la obtencién de un conjunto de datos reales y su tratamiento
puede hacerse a trave's de la simulacién de los datos. Varias son las ideas que se han dado

(178)




para realizar esto. Asf en Johnson (1987) se presentan formas para generar distribuciones de
probabilidad multivariantes por ordenador basadas en Johnson & Kotz. Una de ellas estd
basada en las distribuciones condicionadas. Se genera un valor x, de la distribucién marginal
X, . Se genera x, dado X,=x,. Se genera x; de la distribucién de X, dado X,=x, . Asi
sucesivamente. Otro método esté basado en buscar una transformacién de la variable aleatoria
como funcién de variables aleatorias independientes cada cual féciles de simular.

Marshall & Olkin (1988) presentan un método basado en la mixtura de distribuciones
de acuerdo con su forma de construir modelos de supervivencia multivariante. Si

H(X,, X)) -IfFf‘(xl)F-:'(xz)dG(Gl,O,)

H(X,, X,) v-ffK(F:‘(xl),F:‘(x,) )dG(6,,6,)

se genera una observacion

(6,,6;)
de G. Se genera una observacién (y;.y,) de K. Se hace

1
x Fy') 41,2 Fju)=expl-$7H(u)].

En este caso (x,.X,) s una observacién de la distribucién H. Las dificultades se presentan
dependiendo de las formas de G y K.

Gencst&Mackay(l%ﬁ)danunmétodoparagenerarvalowsdemcﬁpﬂa
arquimediana H(x,y). Se generan dos variables aleatorias independientes X y Z con ley
uniforme sobre [0,1]. Se calcula




w=¢ (¢ (x)/ 2).

Y=¢(¢(M -9(x)). [5.4]

Segal & Neuhaus (1993) hacen lo propio para el caso concreto de distribucién de
Weibull multivariante. Guo & Lin (1953) presentan un método de simulacién con vistas a

efectuar un andlisis de regresi6n con datos de supervivencia multivariante agrupados.

5.5 OTROS PUNTOS DE INTERES

Como objeto de nuestra Linea de investigacion presentamos a continuacién los

proximos puntos de investigacion, los puntos de interés de inmediato estudio:

. Generacion de datos a través de simulacion. Anilisis de estos datos.
. Andlisis con datos reales.
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