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Capitulo 1

Introduccion.

E | propésito de esta Tesis es el estudio de algunos aspectos cualitativos de ciertas
ecuaciones diferenciales ordinarias con una clara interpretacion fisica por medio
de herramientas de la Topologia adaptadas al Andlisis No Lineal. Basicamente.
puede decirse que el nexo comin entre dichas ecuaciones lo constituye la presencia
de algin tipo de “singularidad”, entendiendo como tal la existencia de alguna
discontinuidad en el término no lineal, ya sea ésta esencial o de salto.

Clomo es bien sabido, el uso sistematico de las ecuaciones diferenciales para
el estudio de fendmenos fisicos comienza en los siglos XVII-XVIII paralelamente
a la creacion y desarrollo del Célculo Infinitesimal. Fue clave la publicacion en
1687 de los “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica™ de Isaac Newton,
donde se formula la ley que rige el movimiento de una particula sometida a un
campo de fuerzas, universalmente conocida como Segunda Ley de Newton. En un
principio se prest6 mayor atencion a los procesos conservativos, es decir, aquellos
donde la energia se mantiene constante, debido a la relevancia de algunos proble-
mas planteados en Mecanica Celeste, que aiin en nuestros dias presentan grandes
incognitas. La base de estos problemas es la Ley de Gravitacion de Newton, que
establece que dos cuerpos se atraen entre si con una fuerza que es directamente
proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que los separa. La fuerza gravitacional es el ejemplo clasico de
singularidad, puesto que no esta definida en cero y tiende a infinito conforme los
cuerpos se aproximan.

Como ejemplo simple de aplicacién de estas leyes, consideremos en un espacio 1-
dimensional una masa fija en el origen y una particula de masa unitaria moviéndose
a su derecha. Si ademas consideramos una fuerza externa p(t) actuando sobre la
particula, tenemos una E.D.O. escalar de segundo orden que se puede escribir como

(1.1)
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Esta ecuacion también rige el movimiento de una particula con carga eléctrica bajo
la influencia del campo elécirico generado por una particula de carga contraria
situada en el origen. Si en cambio estas particulas cargadas son del mismo signo,
la fuerza ejercida entre las particulas es repulsiva y la ecuacion correspondiente es

z"(t) - ;1; = p(t). (1.2)
Se dice que la ecuacién (1.1) (resp. (1.2)) presenta una singularidad atractiva
(resp. repulsiva) en el origen.

Légicamente, la naturaleza de la fuerza externa p(t) determinara la dindmica
de la ecuacién. Cuando p(t) es periédica, cabe citar el articulo pionero de Lazer y
Solimini [53], donde se prueban condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia de solucion periddica. Este resultado fue la primera motivacion para nuestras
investigaciones y, como veremos mas adelante, los primeros capitulos de esta Tesis
estan dedicados al estudio de este tipo de no-linealidades.

Por otra parte, los fendmenos disipativos, donde hay algtn tipo de pérdida de
energia, no tardaron en despertar el interés de la comunidad cientifica, y de hecho
yael libro I de los Principia de Newton esta dedicado enteramente a Mecanica disi-
pativa. En los siglos XVIII-XIX, a través de la Revolucion Industrial, se produjo
un desarrollo tecnolégico sin precedentes, lo que conllevé la invencion y perfec-
cionamiento de gran variedad de maquinaria pesada. Como es bien sabido, en
toda maquina se produce una pérdida de energia que se traduce en calor. En
buena parte de los casos, esta disminucién de energia es debida al rozamiento, y
asi cobré gran importancia el entender de que manera se produce, es decir, las
leyes del rozamiento, asi como sus diversos tipos.

Un primer ejemplo de ecuacién disipativa es

"(t) + c2'(t) £ }}; = p(t),

donde el término cz'(t) (con ¢ > 0) representa una fuerza de rozamiento de la
particula con el medio, que como hemos dicho es la forma mas frecuente de pérdida
de energia. Sin embargo, en la practica se observan formas de rozamiento mas
complicadas, por lo general no lineales, de las que hablaremos posteriormente con
mas detalle. Los dos tltimos capitulos de la Tesis estan dedicados a ecuaciones
con friccién ne lineal.

Con respecto a los argumentos utilizados en esta Tesis, hay que decir que son




fundamentalmente de caracter topolégico. El uso de la Geometria en el estudio
de las ecuaciones diferenciales es muy antiguo y puede verse va en los trabajos
originales de Newton, que de hecho escribia en un estilo eminentemente geométrico.
pero fue en el siglo XIX, con el desarrollo de la teoria cualitativa de ecuaciones dife-
renciales, cuando los métodos geométricos adquirieron una importancia creciente.
Sin duda alguna, cabe destacar a Henri Poincaré (1854-1912) como el pionero y
principal impulsor del estudio cualitativo, en contraposicion al estudio cuantitativo
seguide hasta entonces. De entre todas sus aportaciones en este campo, inicamente
destacaremos su idea de considerar una solucién de una ecuaciéon diferencial no
como funcién de la variable tiempo, sino como funcion de sus condiciones iniciales.
Por ejemplo, esto permite formular el problema de la existencia de soluciones
periddicas como un problema de punto fijo de un cierto homeomorfismo finito-
dimensional, la llamada aplicacién de Poincaré. Esta formulacion tiene la ventaja
inmediata de la gran cantidad de herramientas disponibles actualmente para el
estudio de homeomorfismos sobre espacios de dimension finita. In nuestro caso,
se usaran el grado de Brouwer y la teoria de homeomorfismos libres. Por otra parte,
el estudio detallado de la aplicacion de Poincaré nos permite conocer la dinamica
completa de la ecuacion, no sélo la mera existencia de soluciones periodicas.

Bajo ciertas condiciones, una formulacion alternativa del problema periédico
consiste en buscar puntos fijos de cierto funcional definido en el espacio de Banach
de las funciones periddicas. A diferencia de la aplicacion de Poincaré, este funcional
es conocido explicitamente, con la desventaja de que ya no esta definido en un
espacio de dimensién finita y de que no da informacién acerca de la estabilidad de
la ecuacién. Para su estudio se usa habitualmente el grado de Leray-Schauder, que
es la versién infinito-dimensional del grado de Brouwer. Recomendamos [57] o [79]
para un desarrollo completo de la teoria del grado topoldgico en las dos versiones
mencionadas.

Pasamos a continuacion a describir los resultados obtenidos.

En el Capitulo 2 se exponen los resultados conseguidos en [12, 58]. Considera-
mos la ecuacion escalar de Liénard periodica,

2"(t) + f(x(t))a'(t) + g(z(t)) = p(t)

donde f se interpreta como un rozamiento, p es una fuerza externa periodica y g
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es la fuerza central, que se supone estrictamente decreciente. En estas condiciones,
una solucién z(t) de esta ecuacién define la trayectoria a lo largo de una recta de
una particula sometida a estas fuerzas.

Nuestro resultado principal proporciona, bajo condiciones de existencia de
solucién periédica, una descripcion del conjunto de condiciones iniciales de la va-
riedad estable como el grafo de una aplicacién estrictamente decreciente. Para la
demostracién, es fundamental un resultado de convergencia de tipo Massera que
demostraremos recurriendo a la teoria de homeomorfismos libres desarrollada en
8, 9], lo cual nos permite eliminar algunas condiciones de tipo técnico consideradas
en [58].

Dedicamos una Seccién aparte al estudio particular de un caso de especial
interés, como son las singularidades atractivas. Como ya hemos dicho, el “caso
modelo” de no-linealidad con singularidad atractiva es g(z) = 7 con e > 0. Se
consigue una descripcién bastante completa de la dinamica global de la ecuacion.

En el Capitulo 3 centraremos nuestra atencién en la ecuacion de Duffing con
una singularidad de tipo repulsivo. El conocimiento que poseemos en la actualidad
de la ecuacién forzada de tipo Duffing

2"(t) + cz'(t) + g(z(t)) = p(t),

donde p y g son funciones continuas definidas en R y p es T-periédica, se debe
en gran parte a los avances experimentados en los afios sesenta. En especial, las
aportaciones de Lazer fueron fundamentales. En su articulo [52], se prueba la
existencia de al menos una solucién T-periédica bajo condiciones que incluyen

. 1 /T _
limsupg(z) <p= T/(; p(t)dt < [:I:I_l'.ll&fg( ).

Tt =00

Er la literatura afin, esta condicién se conoce como de tipo Lasdesman-Lazer.
Cuando p es acotada pero no periédica, no existen soiuciones periddicas, pero
alin es posible estudiar la existencia de soluciones acotadas (junto con su derivada).
En este sentido, Ahmad probé en [1] la existencia de soluciones acotadas cuando
c es positivo y p es una funcion acotada y continua con un cierto valor medio
generalizado bajo condiciones de tipo Landesman-Lazer. Ademas, se demostraron
propiedades sobre la totalidad de soluciones definidas en [t,+o0) (con t, € R
cualquiera), a saber: todas ellas estin acotadas en este intervalo. Atendiendo al




significado fisico de t como la variable tiempo y siguiendo con la terminologia del
Capitulo 2, diremos que tales funciones son acotadas en el futuro.

Recientemente. haciendo uso del método de las funciones guia, los resultados
de Ahmad han sido parcialmente extendidos por Ortega en [74] a algunos casos
en los que p no es necesariamente acotada. En concreto, se supone que p puede
descomponerse como p = p*+p™*, donde p* tiene primitiva acotada y p** es acotada
y continua verificando que

lim g(x) <infp™ <supp™ < lim g(z)
T——00 =+
con al menos uno de estos limites finito.

Sin embargo, es interesante senalar que los articulos mencionados previamente
no consideran la posibilidad de que g no esté definida en toda la recta real. Nuestro
propdsito es obtener resultados similares para ecuaciones con una no-linealidad
singular de tipo repulsivo. es decir, del tipo

n ’ l
() + c2'(t) — i p(t).
donde ¢ es positiva, p es continua y a > 0. Los resultados seran publicados en
[84].

Esta ecuacion tiene una clara interpretacion fisica en términos de dinamica
de cargas eléctricas, de la que ya hemos hablado con anterioridad. Otro posible
modelo fisico es el movimiento de un pistén sometido a un a fuerza externa p(t)
dentro de un cilindro cerrado en un extremo conteniendo en su interior un gas
perfecto, que ejerce una fuerza expansiva g(x). Por otra parte, otras clases de
ecuaciones como la ecuacion de Forbat pueden ser reducidas a la anterior por
medio de un cambio de variables adecuado, como se indica en [64].

En el Capitulo 4 se recogen los resultados obtenidos en [86], articulo en el
que se plantea el estudio de un sistema de ecuaciones singulares cuya motivacion
es de nuevo la diniamica de particulas con carga eléctrica. En el Capitulo an-
terior, se observé como la ecuacion considerada describia el movimiento de una
carga eléctrica dentro del campo eléctrico generado por otra particula del mismo
signo. En este sentido, podemos citar un trabajo previo de Fonda, Manasevich y
Zanolin [31] donde se estudia el comportamiento de una particula cargada forzada
periédicamente moviéndose en una linea dentro del campo generado por una o dos
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particulas fijas del mismo signo. El medelo correspondiente es una E.D.O. con
una o dos singularidades, y por medio de ia tectia de puntos criticos y del teo-
rema de Poincaré-Birkhoff, los autores obtuvieron resultados sobre la existencia y
muitiplicidad de soluciones periddicas y subarmonicas.

Ahora bien, si nos planteamos el consideras todas las particulas forzadas pero
no fijas, es necesario estudiar un sistema de dos o tres E.D.O. de segundo orden.
Para este caso, damos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
soluciones periddicas.

El método de demostracién sigue dos ideas clave: en primer lugar, se realiza
un cambio de variables, bastante conocido en otros contextos como el problerra
de los n cuerpos, que hace posible reducir una dimension el sistema, estudiando
Ginicamente la distancia entre particulas. Entonces, el caso de dos particulas se
reduce a una sola ecuacién singular, ya estudiada, mientras que en el caso de tres
particulas se llega a un sistema de dos ecuaciones con una singularidad en el origen,
que puede ser resuelto via cotas a priori y grado topologico.

Existe una literatura realmente extensa acerca de sistemas con singularidades,
en su mayor parte considerando una estructura potencial (citamos los trabajos
clasicos de Gordon [36, 37] donde se empiezan a utilizar tecnicas variacionales,
y més recientemente [30],[39] o [81], donde se usan métodos mas cercanos a los
nuestros) o también, aunque en menor nimero, con estructura hamiltoniana (77).
Sin embargo, hay que resaltar que nuestro modelo no se adapta a ninguna de estas
dos posibilidades.

En el Capitulo 5 nos ocupamos de ciertas ecuaciones diferenciales en las cuales
aparece un término no lineal respecto de la velocidad, que puede interpretarse
como una {riccion no lineal.

El rozamiento o friccion puede definirse como una fuerza de resistencia que
previene o dificulta cualquier movimiento. Se comprueba de forma empirica que
si las superficies en contacto estan lo bastante lubricadas el rozamiento es lineal,
es decir, directamente proporcional a la velocidad relativa de las superficies. Sin
embargo, en diversas aplicaciones practicas a la Mecanica, ingenieria o circuitos
eléctricos el rozamiento es no lineal (véanse [10, 67, 70, 25]).

Desde el punto de vista matematico, un rozamiento no lineal se expresa median-
te una no-linealidad dependiente de la derivada de la solucion. En est= contexto
cabria citar articulos ya clasicos como [54, 33, 87].

La Fisica nos proporciona interesantes ejemplos de rozamiento no lineal, como




el rozamiento producido por el movimiento de un cuerpo inmerso en un fluido con
un alto nimero de Reynolds: la fuerza de rozamiento es proporcional al cuadrado
de la velocidad del cuerpo, o sea, c|z’(t)|2’(t). donde c es una constante positiva.
Este es también el efecto de la friccién del aire en la caida libre de cuerpos, un
fenomeno ya expuesto por Newton en el citado segundo libro de los Principia
(véase por ejemplo [19]). De igual modo, el rozamiento cuadratico aparece en el
estudio del problema de las vibraciones de un cable suspendido (véase [89] y sus
referencias). Por otra parte, en la ecuacion clasica de Rayleigh de la teoria de
circuitos aparece un término que depende del cubo de la derivada.

Sin embargo, quizas el ejemplo mas interesante de rozamiento no lineal lo
constituya la friccion seca, también llamada friccion de C oulomb en honor a Charles
Coulomb (1736-1806), que estudié experimentalmente sus propiedades con todo
detalle en 1785 [18]. aunque el fenomeno ya era conocido desde los tiempos de
Leonardo da Vinci. La friccion seca se produce entre superficies de contacto sin
lubricacion v es debida basicamente a la existencia de irregularidades microscopicas
en las superficies. Las leves empiricas que la rigen son

e es independiente del drea de contacto de las superficies.
e es proporcional a la fuerza normal entre las superficies.

e la constante de proporcionalidad depende de la naturaleza de las superficies
y de su estado.

Matematicamente. la forma mas simple de modelar la friccion seca es mediante
un término proporcional al signo de la derivada, lo cual nos lleva a considerar
una inclusion diferencial. tal como se muestra en [22]. Existe una teoria general
para inclusiones diferenciales que generaliza muchas de las herramientas basicas
del Analisis No Lineal clasico. como puede verse en [6, 21, 34, 29]. En particular,
la friccion seca ha sido un tema de interés general en las iltimas dos centurias,
pudiéndose citar gran cantidad de articulos clasicos [7,24, 76, 78, 91]. Actualmente
se sigue investigando en muy variadas direcciones, véanse (22, 23. 26, 50, 51, 28,
48, 49. 83] como una pequeiia seleccion, y sus aplicaciones van desde teoria de
control a modelizacion de seismos o avalanchas.

El método que se ha adoptado para el estudio de la friccion seca consiste
basicamente en aproximar la inclusién diferencial mediante una sucesion de ecua-
ciones diferenciales en las que se demuestra la existencia de solucién periédica,
estudiando posteriormente la convergencia de esta sucesion de soluciones a una
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solucién de la inclusién diferencial. Esta idea ha sido extensamente utiiizada en
la literatura para abordar problemas muy divesos (véase por ejemplo [68] y sus
referencias). Siguiendo la terminologia de Deimling (22], llamaremos a este método
aproximantes de Yosida, por analogia a las usadas originalmente en teoria de semi-
grupos de operadores (véase por ejemplo 88, Chapter XIV,6]).

En nuestro caso, la idea consiste en la combinacioén de este métode con técnicas
topolégicas para ecuaciones diferenciales como el método de sub y supersoluciones
y la teoria del grado topoldgico. Los resultados se recogen en [85].

Finalmente, el Capitulo 6 estudia la existencia y multiplicidad de soluciones
periédicas para la ecuacién de Rayleigh generalizada

"(t) + f(2'(t)) + g(t,z,2") = p

dependiendo del parametro p y siendo f una funcién continua. El conjunto de
parametros “admisibles” para la existencia de soluciones periédicas resulta ser un
intervalo que puede ser acotado o no. Los resultados obtenidos se recogen en [41],
y son aplicables a ecuaciones con friccion seca.

Hay una gran variedad de resultados en esta linea, empezando con el clasico
problema de Ambrosetti-Prodi [5], el cual ha dado lugar a multitud de variantes
(véanse por ejemplo (27, 17] y sus referencias). Otras situaciones parecidas apare-
cen cuando se consideran no-linealidades periddicas (véase por ejemplo [62, 45]) o
en el caso del problema de Dirichlet, no-linealidades iinicamente dependientes de la
derivada [40]. Nuestra meta es estudiar situaciones en las que se presente el mismo
comportamiento para la ecuacién de Rayleigh, que posee una bibliografia menos
extensa en este aspecto, basandonos en sub y supersoluciones y grado topoldgico.

Una de las mayores dificultades que se presentan es al considerar condiciones
de Carathéodory en la no-linealidad g. Esto nos llevé a desarrollar un resultado
que relaciona la existencia de sub y supersoluciones en versién débil con el grado
de cierto operador. Este resultado no parece clasico en el ambiente de funciones
de Carathéodory. Para una elegante exposicion del desarrollo historico del método
de las sub y supersoluciones puede consultarse [17].

Establecemos a continuacién una lista de las notaciones fundamentales usadas
en esta memoria.




“c.p.t.” es la abreviatura de “casi para todo”.

R es el conjunto de niimeros reales.

R* es el conjunto de niimeros reales positivos.

R, es el conjunto de los niimeros reales no negativos.

B(z, R) o Bg(z) es la bola abierta de centro z y radio R.

C?(I) es el conjunto de funciones z : / — R continuas con p-ésima derivada
continua.

Lr(I):={z: I = R: [;|x(t)|Pdt < 400} siendo 1 < p < +o0.

L>(I):= {x: I — R acotadas c.p.t. t € I}.

el = (f; () Pdt)s.

Una funcién ¢ : [0,T] x R? — R se dice funcion de Carathéodory si :
g(-.x.y) es medible para todo 2, y €R y

g(t,-.-) es continua c.p.t. t € [0,T].

Una funcién g¢(t,z.y) se dice una L'-funcion de Carathéodory si es una
funcion de Carathéodory v para todo R > 0 existe h € L'(0,T) tal que
lg(t, 2. y)| < h(t) p-c.t. t € [0.T], Y.y € B(0, R).

||z||sc = essup {|z(t)]:t € I}.

wra(]) := {x € CP-1(I): 2P € LY{I)}.

H(I) := W*(I).

D_,D,, D™, D* son las derivadas de Dini.

Se hara uso del proyector

P:I}0.T) - R.z Pm:i[T.rdt. (1.3)
‘ T Jo

Dada una funcién z definimos su valor medio como z = Px y su oscilacion
como ¥ = (I - P)z.

Si F es un espacio de funciones dado, designamos por F el subespacio de las
funciones con valor medio nulo.




Capitulo 2

Dindmica de una ecuacién de Liénard con

término no lineal monotono.

En este Capitulo. pretendemos realizar un estudio exhaustivo de la ecuacion
escalar de Liénard
" r §
2" 4+ f(z)z' + g(x) = p(t), (2.1)

donde f.g: (a.b) = R.—oo<a<b< +0oc son funciones localmente lipschitzianas,

o cualquier otra condicién que garantice la unicidad de solucion del problema de

valores iniciales (P.V.1.). A lo largo de todo el Capitulo, suponemos las siguientes

hipotesis,

(i) g es estrictamente decreciente.

(ii) f(x) > 0 para todo z € (a,b).

(iii)La funcién p : R — R es continua y periddica con periodo minimo T" > 0.
Estamos interesados especialmente en el caso (a.b) # R, ya que esto nos permite

considerar términos singulares como g(r) = = con a > 0, al cual dedicaremos una

atencion especial en la Seccion 2.5.

2.1 Preliminares.

Los resultados que se exponen a continuacién se deben a Brown y estan de-
mostrados en los articulos [8, 9]. Con anterioridad, estos resultados han sido uti-
lizados para obtener “dinamica trivial” (véase [11] para una definicién formal) en
diferentes contextos (en [11] se estudia un sistema de tres especies en competicion
y en [75] la estabilidad de soluciones periddicas mediante la tercera aproximacion).
En nuestro caso, seran una herramienta clave para probar un resultado de conver-
gencia de tipo Massera en la Seccién 2.3. El indice considerado es el relativo al
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grado de Brouwer usual.

Definicién 2.1. Sea M una variedad coneza de dimension 2. Un homeomorfismo
f: M — M se dice libre si y solo si para todo disco D C M tal que f(D)ND =0
se cumple que

fFo)nf(D)y=0, Vpgel, p#q
Dado un homeomorfismo f, denotamos por F el conjunto de sus puntos fijos.

Proposicién 2.1. (Lemma 3.1 [9]) Sea f : M — M un homeomorfismo libre
siendo M una variedad compacta de dimension 2. Entonces, si F' es totalmente
disconezo, para todo z € M ezisten a(z),w(z) € F tales que

lim (@) =w(@), lim [ = o)

Teorema 2.1. (Theorem 5.7 [9]) Sea f : R* — R® un homeomorfismo que
preserva la orientacidn con un tnico punto fijo (z7,vr) tal que

ind(f, (z7,vr)) # 1.

Entonces, [ es libre.

2.2 Comparacién de soluciones.

El siguiente Teorema muestra un cierto tipo de “orden” en las soluciones de la
ecuacién (2.1) que sera fundamental en lo sucesivo. Denotamos por z(t; to, To, Vo)
la tinica solucién de (2.1) con condiciones iniciales z(to) = zo,z'(to) = vo, y por
(w™,w*) su intervalo maximal de definicion.

Teorema 2.2. Sean z(t) = z(t;to, Zo,vo), ¥(t) = z(t;to, z1,01) soluciones distin-
tas de la ecuacion (2.1). Sizo < z1 ¥y [, f(s)ds 2 vo — vy, entonces

I(t) < y( ¥ to <t < min w*(to,x,-,v;).

§=0,
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Demostracién. Razonando por reduccién al absurdo, si la conclusion no es
cierta deberia existir un primer ¢; después de to tal que x(t;) = y(t;). Si llamamos
:(t) = y(t) — z(t), entonces z(t) > 0,t € (to,t) ¥ =(t1) = 0. Restando las
ecuaciones respectivas y usando la monotonia de g,

'(8) + fly()y'(t) = flz(t)z'(t) >0, tE (to ).
Si integramos sobre (fo, ;) obtenemos
; y(t1) z(ty)
() + v+ / f(s)ds —/ f(s)ds > 0.
Asi pues,
rulti) z(t1) i
n=ro- | j(s)ds+/ Halile == .-n+j fs)ds > 0,
£y I £Io

lo cual no es posible. 3

Clomo consecuencia directa de este resultado tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 2.1. Toda pareja de soluciones de (2.1) liene a lo mds un punto en
comiin, i.e., siendo z(t) € y(t) soluciones distintas de (2.1), existe a lo mds un t*
tal que

Demostracién. Inmediata.

Corolario 2.2. Eriste a lo mds una solucion T-periddica de (2.1).

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que x; y r; son dos
soluciones T-periédicas distintas de (2.1). Por el Corolario previo z4(t) # z4(t)
para todo t € [0,T] y podemos asumir sin pérdida de generalidad que 71 (t) < zo(2)
para todo t € [0,T]. Ahora bien, si restamos las ecuaciones respectivas y tenemos
en cuenta que g es estrictamente decreciente,

2y(t) = 23(t) + f(za(1)2h(t) = flza(t)z3(t) >0, Vi€ (0,T]

y la contradiccién se obtiene con una simple integracion sobre [0, T).
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2.3 Convergencia de las soluciones acotadas.

El resultado principal de este apartado establece que si existe una solucion T-
periddica, ésta es inica y atrae al resto de soluciones acotadas. De acuerdo con el
significado fisico de t como la variable tiempo, establecemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Una funcion z : (w™,+00) — R se dice acotada en el futuro si
eristen r,s y to tales que

a<r<z(t) <s<b, Yt > to.

Lema 2.1. Sea P : R? — R? un homeomorfismo que preserva la orientacion con
un tnico punto fijo (zr,vr) tal que ind(P,(zr,vr)) # 1. Entonces, para todo
(zo0,v0) € R? se verifica una de las siguientes opciones

i)P™(z9,v9) — (z7,vr) cuando n — 400
it)|| P*(z0, vo)|| = +o0 cuando n — +o0.

Demostracién. El Teorema 2.1 nos asegura que P es libre. Si extendemos P
a un homeomorfismo entre esferas de Riemman S? definiendo P(o0) = oo, esta
extension, llamémosla P, sigue siendo un homeomorfismo libre. En efecto, si D es
un disco de S? tal que P(D)N D = 0, entonces necesariamente co ¢ D, y como
sabemos que P es libre,

PP(D)NPY(D)=0, Vpq€l,p#q.
Para terminar, sélo hay que aplicar la Proposicién 2.1 puesto que S? es una
variedad compacta. v

En el siguiente Lema, establecemos ciertas hipétesis especiales que nos permiten
obtener un resultado intermedio al Teorema principal.

Lema 2.2. Suponemos quea = —00,b = +00,f acotada, g(—o0) = +00,g(+00) =
—00 y existen constantes c,d > 0 tales que
lg(z)| < ¢+ d|z, Vz € R.

Bajo estas hipdtesis, si z(t) es una solucion acotada en el futuro de (2.1) entonces
la derivada z'(t) es también acotada en el futuro.
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Demostracién. En primer lugar, las condiciones sobre [ v g aseguran que las
soluciones de (2.1) estan definidas en todo R.
Por definicion, existen r, s tales que

Si fijamos no tal que noT > to y aplicamos el Teorema del Valor Medio en el
intervalo (nT, (n + 1)T) con n > ng, se obtiene t, € (nT,(n + 1)T) tal que

)= AL LT =s0T)

luego

s=T
T

para todo n 2 no. Probemos que z'(t) esta acotada en el intervalo [noT. +00). Sea
t >nol vn tal quemyT <t < (n, 4+ 1)T. Por la unicidad de solucion uel P.V.IL..

|[7'(ta)] <

2{t) = 2(t: tay s @(tay ) ' (tay ),
y puesto que la ecuacion es periédica y sus soluciones estan definidas en todo R,
o(t) = 2(t = mTitn, = T, x(tn, Yo @ Tl s

y del mismo modo

2'(t) = 2'(t = Tty — m T &ty Jo 2 (En; )N

En consecuencia.

que es un conjunto compacto que no depende de n,.

Proposicién 2.2. Bajo las hipdtesis del Lema 2.2, toda solucion acotada en el
futuro tiende a la inica solucién T -periodica.
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Demostracién. Considerando P como la aplicacion de Poincaré, vamos a com-
probar que se verifican las condiciones del Lema 2.1. En primer lugar, las condi-
ciones sobre f y ¢ implican que P es un homeomorfismo definido en todo R? que
conserva la orientacion.

Por otra parte, si se toman a < 3 tales que g(a) > p(t) > g(B) para todo t,
entonces 71(t) = a y r,(t) = B es una pareja ordenada de sub y super-soluciones
estrictas clasicas, con lo cual existe una solucién T-periddica que es unica por el
Corolario 2.2. Ademas, es un hecho bien conocido (véase por ejemplo Proposition
2.1 en [92]) que el método de las sub y supersoluciones proporciona una solucion
T-periddica tal que si es aislada (como en este caso) tiene indice -1. Ahora, el
Lema 2.1 implica que toda solucién con |z(t)| + |z'(t)| acotado en el futuro tiende
a la solucion periédica, y finalmente el Lema 2.2 acaba la demostracion. &

Finalmente. probamos el resultado principal mediante un sencillo argumento
de truncatura.

Teorema 2.3. Si eriste una solucion acotada en el futuro entonces eriste erac-
tamente una solucion T-periddica, a la cual tienden todas las soluciones acotadas
en el futuro.

Demostracién. Sea () una solucién acotada en el futuro, y sean r. s tales que

r<z()<s Yt > ty.

Sean [ y ¢ extensiones de flirs] ¥ 9lir.s) verificando las condiciones del Lema 2.2.
Entonces, z(t) es una solucién de la ecuacion extendida

" + ()2’ + §(z) = p(t), (2.3)

en {ty. +20), luego por la Proposicion 2.2 z(t) tiende a cierta solucién T-periodica
z7(t) de la ecuacién (2.3). Ahora bien, considerando (2.2) se deduce con facilidad
que rr(t) también verifica r < z7(t) < s para todo t € R, luego zT es solucion
T-periédica de (2.1), y es unica por el Corolario 2.2.

En definitiva, hemos probado que toda solucién acotada en el futuro de (2.1)
tiende & la solucién periédica, lo que termina la demostracion. F

Hay que observar que este resultado de convergencia fue probado en [58] para
el caso particular de la ecuacién de Liénard con una singularidad atractiva, que se
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estudiara con detalle en la Seccidn 2.5. Sin embargo, la demostracién hacia uso de
un resultado de convergencia debido a R.A. Smith [80], lo que obligaba a imponer
hipétesis adicionales sobre la funcion de rozamiento f en base a que cierta matriz
fuera definida negativa (véase también [72]). Concretamente, se imponia que f =0
o bien que que existian m, M tales que 0 < m < f(z) <My M < %{'—ﬁm. Ahora
se ha probado que mediante el uso de la teoria de homeomorfismos libres podemos
reducir las hipétesis a la simple no negatividad de la funcién f.

2.4 Geometria del conjunto de soluciones acotadas en el fu-
turo.

El propésito de este apartado es describir la geometria del conjunto de condi-
ciones iniciales de las soluciones acotadas en el futuro, que vamos a denotar por

Wt .= {(x,v) : 2(t;to, 2. v) es acotada en el futuro}.

Evidentemente, esta notacién no es gratuita. Como ya hemos visto en la
Seccién anterior, este conjunto corresponde a las condiciones iniciales de la lla-
mada variedad estable glhbal. Si suponemos mayor regularidad en los coeficientes,
la existencia de la var | estable global puede establecerse a partir de resultados
generales sobre soluciones hiperbolicas, en el sentido de que los multiplicadores de
Floquet tienen médulo distinto de 1. Sin embargo, nuestros argumentos permiten
evitar hipotesis de regularidad adicionales.

Proposicién 2.3. Sean (zy,v1),(z2,v2) € W)°. Entonces,

I < T3 &= v > V.

Demostracién. Sea z,(t) = z(t;to,z1,v1) ¥ 2(t) = z(t;to,x2,v2). Supong-
amos que r; < Z;. Si por reduccién al absurdo suponemos que v; < v, enton-
ces 71(t) < z(t) para todo t > to por el Teorema 2.2. Ademis, por el Teo-
rema 2.3 ambas soluciones tienden a la periédica, luego lim,— 4o Z2(t) — z1(t) =
limy— 00 2} (t) — z3(t) = 0. Si restamos las ecuaciones respectivas e integramos
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sobre (1o, 1), tomando por ejemplo t > ty + T, se obtiene que

zy(t) = 23(t) = (va = v)) + ::mfl.-e)ds — ff"m f(s)ds =
[Llg(xi(s)) = g(aa(s)ds > €:= [+ [gl1(s)) = 9(z2(s))]ds > 0.

como consecuencia de la monotonia de g.
Teniendo en cuenta que

_/:2(” f(s)ds — /Il“) f(s)ds = /:2“) f(s)ds — [:2 f(s)ds,

2 I 1(t)
entonces

: . ra(t)
Zaft) = rylt} =(va = vy} + /

Jr(t)

f(s)ds — /rz f(s)ds = e

Finalmente tomamos limites cuando ¢ — +o00. Si tenemos presente que [ es
continua y por tanto esta acotada en un entorno del rango de la solucion periodica
(es decir, el conjunto {rr(t) [t € [0.T]}). entonces

fralt)

lim fis)ds =10
t=+ Jry(t)

y en definitiva

Up — ) < — h/‘r2 f(S)dS S 0,
I

contradiciendo la hipétesis inicial. Por tanto la implicacion directa esta probada,
v la inversa se prueba mediante un argumento completamente analogo. b4

Teniendo en cuenta que este resultado es independiente del tiempo inicial fo
considerado, una consecuencia inmediata de este resultado es la siguiente.

Corolario 2.3. Todo par de soluciones acotadas en el futuro de (2.1) no tiene
ningin punto en comin, o sea, ri(t) # ra(l) para todo t en el intervalo comun de
definicion.

Seguidamente, describimos el conjunto W en un caso especial.
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Lema 2.3. Bajo las condiciones del Lema 2.2, eristen —o0 < a < b< +00 y una
funcién estrictamente decreciente ¢ : (a,b) — R de manera que

Wl = {(z,p(z)): r € (a,0)}.

Demostracion. Definamos

D* = {(zo,v0) : t_liinmr(t;to.xo,vo) = +oo}

D‘- = {(ID‘ UU) : tET’X; J"(t; tU! Lo, UD) - —OO}.

Dividimos la demostracion en varios pasos.

e Paso [: Dt y D~ son conjuntos coneros. Por el Teorema 2.2, D* tiene la
siguiente propiedad.

(Py) “Si (x,v) € DY y & > x,v > v entonces (r,V) € orr

luego D* es un conexo de R®.
Igualmente, D~ verifica la propiedad simétrica,

(Py) "Si (z,v) € D™y & < z,0 < v entonces (&,0) € D77

luego D~ es conexo.
Paso 2: R? = DY U D~ U W!. Las hipotesis del Lema 2.2 garantizan la
existencia de dos numeros a < /3 tales que

gla) > p(t) > g(8), Vt€0,T).

Usando el caracter de decrecimiento de g se comprueba facilmente que si
z(t) > By z'(t) = 0 entonces z"(t) > 0, lo cual implica que los maximos
relativos de toda solucién de (2.1) son menores que 3. Analogamente, los
minimos relativos de toda solucion de (2.1) son mayores que a. En otras
palabras, existe una regién de “confinamiento” para las soluciones oscilato-
rias (ver figura 2.1). En particular, las soluciones no acotadas en el futuro
no son oscilatorias. En adelante, nos referiremos a esta propiedad como la
propiedad de no-oscilacion.
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solucion
periodica

Figura 2.1. Region de oscilaciones

Sea (o, vo) € R? que no pertenece a W, entonces por el Teorema 2.3. la
solucion correspondiente es no acotada, y por la propiedad de no-oscilacion
(zg,v0) € DY U D~.

Paso 3: DY y D~ son abiertos. Sea (o, o) € D*. Fijemos t; de modo que
x(ty;to, Tosvo) > By @' (ty; to, To, vg) > 0. Por dependencia continua, existe
una bola abierta Br(xo, vo) tal que z{ty;to,z1,01) > 3y a'(ty;to,zy,01) >0
para tedo (ry,v1) € Br(zo,v0). En esta situacién, la propiedad de no-
oscilacién junto con el Teorema 2.3 nos garantizan que

lim .r(t:t(),.l,'l,l?l} = 400,

t=+c0

con lo cual Br(zo,v0) C D* y D* es abierto. La demostracién para D~ es
totalmente analoga.

e Paso 4: Conclusion. Teniendo en cuenta los Pasos 2 y 3 y las propiedades
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(P,)-(P;), es evidente que

I={zeR:Fv <v* con (z,v*) € D*,(z.v") € D7}

es un intervalo abierto (&, b) con —o0 < @ < b< 400

Ademas, para todo r € [ existe v tal que (z,v) € W, y por el Corolario 2.3
esta v es tnica. Definimos p(z) := v.

Figura 2.2.
Por construccion, i
{(z,p(z)): 2 € I} C WP

Probemos la inclusion inversa. Sea (z,v) € W; por los pasos previos y la
Proposicién 2.3, tenemos que (z,0) € Dt U D~ para todo © # v. Ademas, por
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las propiedades (Py) y (P2), (r.0) € D* si o > vy (x,0) € D-sis <o En
consecuencia. r € [ y v=g(z).

En resumen. se ha probado la existencia de una funcion (a.b) — R tal que
su grafica es W, Esta funcicn es estrictamente decreciente por la Proposicion 2.3
v su grafica W = R?\ D* U D~ es cerrada, lo cual implica la continuidad de ¢.

o

Finalmente, consideramos el caso mas general.

Teorema 2.4. Se suponen condiciones para la eristencia de solucidn pericdica
de la ecuacion de Liénard (2.1). Entonces, existe un intervalo abierto no vacio
[C(a.b): newn @ : 1 — R continua y estrictamente decreciente tal que

Wi = {(x,olz)) : ¢ € L]

Demostracién. Por el Corolario 2.2, 'a solucién T-periédica es unica. llamémosla
rr(t). Dados (r.s) tales que

r < rp(t) < s. t € (0,7}, (2.4)

definimos

Weo(r,s) = {{z,v) € WP :r < x(titg,z.v) < 8, Vi 2 b}

Claramente. esie conjunto es no vacio por (2.4). La clave de la demostracion es el
siguiente Lema.

Lema 2.4. [Fristen un subintervalo abierto [ C (a,b) y una funcién v : I >R
continua y estrictamente decreciente tal que

Wh(r,s) = {(z,¥(z))/z € I}.

Por medio de este Lema, la demostracion del Teorema es rapida. Se consideran
dos sucesiones 7, — a y 8, = b, a < 1y < 8, < b de manera que (2.4) se verifica
para (r,,s,) y se aplica el citado Lema, obteniendo para todo n una ¥, : I, -R
tal que :

W:o(rmsn) = {(z,¥n(z))/z € Is}-
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Dado que
W’:o == U I'V:°(rn,s,,),

n=1

la demostracién se acaba definiendo

1= U i
=1
Y(z) := Pa(z), Yz e I,.
Sélo nos resta probar el Lema 2.4.
Demostracién del Lema 2.4. Empezamos haciendo notar que Wpe(r,s) solo
depende de los valores de f y g sobre [r, s], luego podemos considerar extensiones
[y gde fira ¥ 9 que cumplan las hipétesis del Lema 2.2, y aplicar el Lema

2.3 para obtener una funcién ¢ : (@,5) = R tal que W (el conjunto de soluciones
acotadas en el futuro para la ecuacién modificada (2.3)) puede expresarse como

We = {(z,9(z) : € (@ b)}.

Por el Corolario 2.3, el conjunto de soluciones acotadas en el futuro esta ordenado,
lo cual implica que

[= {z : r<E(tito,z,v) <8, VI 2 to}

es un intervalo (7 designa la solucién general para la ecuacion modificada (2.3)).
Si se demuestra que el intervalo I es abierto, entonces

W (r,s) = {(z,9(z)) : z €1},

luego la demostracion se acaba una vez se pruebe que I es abierto.
Seax € [ ya <z <<z <b. Por construccion existe t* tal que

r < &(t;to, 21,9(1)) < 2(tito, 2, P(22)) < 5,

para todo t > t*. Por el Corolario 9.3 las soluciones acotadas en el futuro estan
ordenadas, luego para todo y € (z1,22) y t 2 t°

r < #(t;to,y, 2(¥)) < s. (2.5)
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Ahora, por la continuidad de ¢ y la dependencia continua de las soluciones respecto
a las condiciones iniciales, existe ¢ > 0 tal que si |y—z| < ¢ entonces (2.5) se cumple
para todo to <t < 17,

En consecuencia, si [y — z| < ¢ v y € (&1, xz) se tiene (2.5) para todot >ty y
por tanto y € I, luego I es abierto. LY

Observaciones. Mediante pequefias modificaciones se obtienen idénticos resulta-
dos “en el pasado”, es decir, una descripcion de la variedad inestable. En particu-
lar, la existencia de una solucion tal que

a<r<z(t)<s<bh, Yt < to

para ciertas constantes a,b (esta clase de solucion puede llamarse acotada en el
pasado) implica la existencia de exactamente una solucion T-periddica. Ademas,
toda solucién acotada en el pasado procede de la periddica. i.e.

Jimfe(t) = er(t)] + [2'(1) - 2(t)] = 0,

dado que los argumentos usados son completamente reversibles (la idea clave era
el caracter libre de la aplicacion de Poincaré y por definicion P es libre si y solo si
P71 lo es).

Del mismo modo, el conjunto de condiciones iniciales de las soluciones acotadas
en el pasado puede ser descrito de forma similar al Teorema 2.4, siendo en este
caso estrictamente creciente la funcién que la define. Por supuesto, el inico punto
de interseccion de estas dos graficas es la condicién inicial de la solucion periodica,
lo cual implica evidentemente la ausencia de puntos homoclinicos.

Por otra parte, es interesante resaltar que el cambio de variales 7 = —t nos lleva
a una ecuacién de Liénard (2.1) con término de rozamiento negativo. Teniendo
en cuenta lo ya mencionado, se concluye que los mismos resultados se verifican
cuando el término de rozamiento no cambia de signo. No obstante, en el segundo
caso la ecuacién no parece tener un significado mecanico claro.

9.5 Un caso particular: ecuacién con una singularidad atrac-

tiva.

En esta Seccién haremos un estudio detallado de un caso particular de la
ecuacion de Liénard. Vamos a considerar g : R* — R* estrictamente decreciente
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y tal que
lir(r’l+ g(z) = +oo, z_lir_ilmg(z) =0. (2.6)

En este contexto, hay una extensa lista de articulos publicados relacionados
con el problema de Dirichlet para ecuaciones singulares, conocido como problema
de Emdem-Fowler, véanse por ejemplo [46, 47, 82, 42, 43, 55, 56] y sus referen-
cias. En cambio, el interés por el problema periédico ha sido mds reciente. El
articulo pionero fue [53], donde para f = 0 se probé por medio del método de
sub y supersoluciones que una condicién necesaria y suficiente para la existencia
de solucién T-periédica positiva es que el valor medio § = % JT p(t)dt sea posi-
tivo.Posteriomente, este resultado fue extendido en [38] para la ecuacién de Liénard
con f > 0 arbitraria. En adelante, suponemos que p > 0.

El estudio de la estabilidad se puede hacer directamente por medio de las
propiedades del grado topoldgico, pues es bien conocido que el método de las sub
y supersoluciones proporciona soluciones inestables (véase [73]).

En la Seccién anterior, dimos una descripcion general del conjunto Wi de
condiciones iniciales de las solucienes acotadas en el futuro como el grafo de una
funcién estrictamente decreciente ¢ : [ = R con I un intervalo abierto no vacio de
R+. Seguidamente obtendremos informacion mas detallada acerca de la dinamica
general de la ecuacion.

Lema 2.5. Eriste § > 0 tal que todo minimo relativo de una solucion de (2.1) es
mayor que .

Demostracién. Sea 6 = g~!(||p|loo). Por la monotonia de g, si z(t) < § entonces
9(z(2)) > ||pllo, con lo cual z”(t)+ f(z(t))2'(t) < 0, lo que imposibilita la existencia
de un minimo relativo en ¢. &

Definimos los conjuntos

D* = {(zo,vo) : limsup z(t; to, Zo, o) = +00}
t—+o00

D™ = {(Io, UD) . w"’(z,'g,‘vo) < +oo,tlim+ I(t; to, Zo, UD) = []}

de los que haremos un estudio detallado. Dada la similitud, hemos adoptado
la misma notacién empleada en el Lema 2.3, aunque la situacion es obviamente
diferente.




28 2. Dinamica de una ecuacién de Liénard con no-linealidad monétona.

Proposicion 2.4.
R* xR=D*uWhluD.

Demostracién. Sea (zo,vo) € R* x R\ W{. Por brevedad, identificaremos
2(t) = z(t; to, To, vo). Probar el resultado equivale a demostrar que
1) w*(zg,vo) = +00 = limsup, ., z(t) = +oo
2) wt(xg,vo) < +00 = limy_u+ z(t) = 0.

Si (zg, vo) € W, por la propia definicion de W
tal que una de las siguiertes opciones se cumple

i) limp— oo Z(ta) =0

i) limp— 400 Z(tn) = +00.
Por el Lema 2.5. i) es equivalente a limy—..+ x(t) = 0. Probemos la implicacion 1).
para lo cual suponemos que wt = +00. Sii) se verificara, entonces limy—4 gt)=
limy— 400 2"(t) = 0 y tomando limites en la ecuacion tendriamos una contradicion.
Por tanto se cumple ii) y la primera implicacion esta probada.

Supongamos ahora que wt < +oo. Si se verificara ii) la solucién tendria una
asintota vertical, con lo cual lim,_,+ Z'(t) = limp_,+ 2"(t) = +oC Y tomando
limites la contradiccion es obvia. Por tanto, limy_+ z(t) = 0. i

+

o existe una sucesion {t,} — w

Proposicién 2.5. D~ es un conjunto abierto.

Demostracién. Directa a partir del teorema de dependencia continua de las
soluciones respecto de las condiciones iniciales y del Lema 2.5. F

En la siguiente Proposicién, se obtiene una mayor informacién sobre D* im-
poniendo una hipétesis adicional sobre el término de rozamiento.

Proposicién 2.6. Supongamos que f = 0 o bien que [F® f(s)ds = +oo para
algin o € RT. Entonces,

D+ o {(:BO’ UO) ' t-l-!r+noo x(t;tﬂvr[lan) = +m}.

Demostracién. Sélo hay que probar que si limsup,_ o *(t) = +00, entonces
este limite superior es de hecho el limite. Siendo z7 la tnica solucién periddica y
z(t) = (t) — z7(t), se deduce del Corolario 2.1 que existe cierto ¢ tal que z(t) > 0
para todo t > f. Por otra parte, es claro que limi4o0 z(t) = +oo equivale a
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limy— 40 2(t) = +00. Si esto no es cierto, entonces existiran sucesiones {z(t,)} y
{2(7a)} de maximos y minimos de z respectivemente tales que

lim z(t,) = 400, m z(t) =K < 400

li
n—400 n=—+0co

con t, < T, < t,4 para cada n. Como g es estrictamente decreciente, entonces

2(8) + f(z()2'(t) = flzr(t)27(t) = gz(t)) - g(x(t)) > 0, ¥t >,

e integrando sobre (t,,7,) se tiene

jlr(mf(s)ds - frrm) f(s)ds = /:(r“) f(s)ds — /:(m [(s)ds > 0.

(tn) rr(ta) () T{tn)

Si f = 0 la contradiccion es obvia, mientras que si [F™ f(s)ds = +oo la con-
tradiccion se sigue de un simple paso al limite. B2

Observacion. la hipotesis sobre la integral de f mencionada en esta Proposicion
se cumple en particular si 3m > 0 tal que f(s) > m para todo s, que es la situacion
considerada en [58].

Seguidamente nos proponemos estudiar con detalle la funcion estrictamente
decreciente ¢ cuyo grafo se identifica con W*. Para ello precisamos una serie de
lemas de comparacion. Recordemos que la funcion f esta definida solo para valores
positivos, lo cual implica que las soluciones que alcanzan el cero en tiempo finito
no son prolongables.

Lema 2.6. Consideremos la ecuacion

z"(t) + f(x(t))2'(t) = p(t)
siendo p(t) < 0 para todo t € [0,T]. Entonces todas las soluciones tienen a lo

mds un mdzimo. Ademds, toda solucidn con velocidad inicial positiva posee erac-
tamente un mdzimo, y se cumple que w* <400 y lim,,+ z(t) = 0.

Demostracion. Trivial.
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Lema 2.7. Consideremos una condicion inicial (zo,vo) con vy > 0. Sea x(t) la
solucion del P.V.I. para la ecuacion (2.1) y &(t) la solucion del P.V.I. para la
ecuacion auziliar

2"(t) + f(x(t)a'(t) + K = p(t) (2.7)

siendo I > max{||p|lse,9(T0)}. ity es el punto (iinico) donde Z(t) alcanza su
mdzimo, entonces
I(t) < x(t) Vig < t < tp.

Demostracién. Sea z(t) = x(t) — &(t). Entonces, por las condiciones impuestas
a I. = tiene un minimo relativo en to. Por otra parte, #(t) > &(to) = ¢ para todo
o <t <ty

Si el resultado no es cierto. entonces existe un primer #; tal que z(4) =0y
=(t) > 0 Vi, <t < t,. Restando las dos ecuaciones . por Ja monotonia de g v las
condiciones impuestas a K, se llega a

1)+ [e(D)2(8) = FEE)F() = K —g(a() +P>0  Vig<t<ty
va que g(z(t)) < g(Z(t)) < g(zo) < K y p > 0. Finalmente, la contradiccion

aparece integrando en (fg,t;). &

Lema 2.8. Sea o > 0. Para todo R > 0, existe v > 0 tal que la solucion
2(t: to, xo,v) del P.V.I. para (2.7) alcanza su mdzimo por encima de R.

Demostracién. Por comodidad, sea x(t) = x(f;tg, Zo,v). Integrando (2.7) suce-
sivamente en (tp,t) se obtiene

(1 t
(1) _:,+/ s+ K(t=to) = [ pls)ds  (28)

t 2 t rs
z(t)— 0-—pt—t0)+ffz T)drds {-I\( 20) = jto toﬁ(r)d’rds(?.{))

Si en ty se alcanza el maximo, de (2.8) se deduce que

z(tp)

v=Kitw—to)+ [ fla)ds— [ plo)ds,

o to
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luego si tomamos v lo bastante grande, es decir, si hacemos v — +00, entonces
o bien z(tp) — +oo y terminamos, o bien ¢ty — +40o0. En este segundo caso,
sustituyendo en (2.9) se tiene que

Lty = to)? z(tm) ty_
iy} — gg = Ko =iy to)/ f(s)ds + (ty - fo)/ p(s)ds+
To

to

jt:“ :’) f(r)drds = ftt” jt fils ke,

et~ g = A(— /:tM /t r)drds = (ta —ro)/t” A(s)ds.

Al ser p de valor medio cero, el segundo miembro de esta desigualdad es acotado,
y como tyy — +0o0 entonces (ty) — +0o, concluyendo la demostracion. o

luego

Lema 2.9. Consideremos la ecuacion

2"(t) + f(a(t))a'(t) = p(t) (2.10)

donde se mantienen las hipotesis ya establecidas sobre f y p. Sea o € R*. En-
tonces, para todo € > 0 existe v y t; > ty tal que

JE(t]; to, Tg, U) <€

Demostracién. Sea P := max{[;p(s)ds : t € [to,to + T]}. Tomamos como

velocidad inicial - i
v < - T‘O —"/ f(s)ds — P.

Por reduccion al absurdo, vamos a suponer que z(t) > ¢ para todo t > t.
Integrando la ecuacion en (to,t) obtenemos

(t)—v+ f:mf(s)ds = /‘: p(s)ds,

con lo cual, para todo t € [tg, 1y + T} se tiene

'(t__v-l-j £(s) ds+j s)ds < ©

E—Iu z(t) €— To

T

£(s) ¢+j ~P<

Ahora, integrando en [tg, tg+ 7] se obtiene x(t0+T) < ¢, lo que prueba el resultado.
B
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Lema 2.10. Consideremos cierta condicion inicial (zo,v). Sea z(t) la solucion
del P.V.I. para (2.1) y &(t) la solucion de P.V.I. para la ecuacion auziliar (2.10).
Entonces, z(t) < #(t) para todo t > to donde ambas soluciones estén definidas.

Demostracién. Sea z(t) = z(t) — z(t). Restando las ecuzciones

2"(t) + f(z(t)'(t) = f(2(£))3'(t) + g(z()) = 0.

La funcién z(t) tiene un maximo relativo en o pues 2'(tg) = 0 y 2"(to) = —g(z0) <
0. Si el resultado no es cierto, entonces existira un ¢, tal que 2(¢;) =0y z(t) <0
para todo ty < t < t;, y se llega a la contradiccién acostumbrada integrando la
ecuacion anterior entre fg v #;. K

'na vez establecidos esta serie de Lemas distinguimos dos casos fundamentales.

2.5.1 Caso disipativo.

Suponemos que

Im, sy € RY tales que f(s) >m Vs > sg.

Lema 2.11. Si wt = +00, entonces existe C' > 0 tal que

1) < C V>t

Demostracién. En caso contrario, existe {t,} — 40c tal que lim,—41, 2'(t,) =
+0c (resp. —oo). Por la Proposicién 2.6 sabemos que lim_ 4, 2(t) = +00. luego
tomando limites en la ecuacion, la condicion (2.11) hace que limy .40 2"(t,) = —
(resp. +00). Ahora, por la continuidad de 1’ es facil deducir la existencia de una
sucesion {7,} tal que z"(r,) =0y lim,_, 1'{7,) = +o0 (resp. —o0), lo cual es
imposible. B

Proposiciéon 2.7. D* es un conjunto abierto.

Demostracién. Sea (ro,v9) € D* y sea C' dado por el Lema 2.11. En virtud
de la hipotesis (2.11), podemos fijar R > 0 tal que ::f(s)ds >pyp-C-1. A
continuacion, fijamos un entero n para el cual z(tg + nT'; tg, zo,v0) > Ry |2'(to +
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nT;to, zo,to)| < C + 1. Por dependencia continua, existe p > 0 tal que z(tp +
nTite,z1.v1) > Ry |2'(to +nT;te,z1,01)| < C +1 para todo (z1,v1) € B,(zo,v0).
Si definimos z(t) := z(t+nT;ty, z1,v1), es claramente solucion de (2.1) y ademas

z1(to) R
j F(s)ds > f flaids > g =0 =1 505 =25ka),
To g

luego aplicando el Teorema 2.2 y la Proposicién 2.6, limi—40 r1(t) = 400 y en
definitiva B,(zo,v0) C D*. o

Teorema 2.5. Ezriste ¢ : Rt — R continua y estrictamente decreciente tal que

W = {{z.p(2) sz € ).

Ademads, lim; ., p(T) = —00.

Demostracién. En el Teorema 2.4 se establecié la existencia de un intervalo
abierto no vacio I C Rt y una funcién ¢ : [ — R continua y estrictamente
decreciente tal que W% = {(z,¢(z)) : = € I}. Dividimos la demostracion del
Teorema en dos partes:

A - Intervalo de definicidn de 9. Demostremos que / = R*. Como D* y D~ son
conjuntos abiertos, basta probar que dado un zo € R* existen v, < v, tales que
(:L'Q,'U1) € D~ y (.1!0,'!)2) € D+.

Distinguiremos dos casos: si zg < 1, basta tomar v; < vt y entonces (zg,v1) €
D~ por el Teorema 2.2 y la Proposicién 2.3. Por otra parte, v; nos lo proporciona
el Lema 2.8 tomando R = ||z7(t)||. El Lema 2.7 nos garantiza que z(t; o, Zo, v2)
toma valores por encima de la solucion periddica, luego debe cortarla, y por tanto
el Teorema 2.2 junto con otras consideraciones ya conocidas implica que (zo, v2) €
o*,

Por otra parte, si To > T entonces (zo,v2) € D+ para todo v; > vy, mientras
que v; nos lo proporciona el Lema 2.9 tomando € := 6 (ya definido en el Lema
2.5). El Lema 2.10 nos asegura que la solucién toma valores por debajo de 6, luego
(zo,v1) € D~ por el Lema 2.5.

B -Limite en +00 de . Veamos que lim;—4 ¢(z) = —oo. Basta probar que
para todo v € R* existe zo € R* tal que (zo,v) € D*. Para ello se toma z tal
que [;? f(s)ds > vr — v (lo cual es posible por (2.11)), y el Teorema 2.2 junto con
argumentos ya usuales implica que (zo,v) € D, CJ
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Finalmente. establecemos dos resultados sobre el comportamiento asintético de
£ en cero.

Teorema 2.6. Si fo' g(s)ds = +oo entonces lim,_g+ p(T) = +2¢.

Demostracién. Basta probar que para todo v € R existe 1y € R* tal que
(zo,v) € D~. De hecho probaremos que si

] ve
[ gto)ds > lpllt + (212

entonces (zy,v) € D=, donde & viene dado por el Lema 2.5. Si v < 0 esto es
inmediato por el Lema 2.5 va que ro < 6. Si por el contrario v 2 0 v (o, v) & D™

entonces existiria £, > to tal que x(t;) = 6. x(t) < o vy '(t) = 0 para todo
ty < t < t,. Por tanto,

Fa(t)2(t) = p(t) = g(2(t) = £"(H) 20 V€ (to.ty),

con lo cual r"(t) + g(z(t)) < ||pll para todo to <t < t). Multiplicando por &' e
imtegrando en (to, ty) se tiene
5 i r
[ a(s)ds < Ipll(6 = 20) + 5 < lpll +
o 4 A
contradiciendo la hipdtesis. Ahora, dada v € R, la condicion fo g(s)ds = +
permite tomar un o que cumpla (2.12), y por tanto (zo.v) € D~ o

Observacién. La condicion sobre la integral de la g es muy habitual en la lite-
ratura sobre ecuaciones singulares. Significa que el potencial en la singularidad
es lo bastante fuerte como para “absorber™ a la particula si esta esta lo bastante
cerca, no importa la velocidad con la que parta. Aparecera de nuevo en el siguiente
Capitulo. Si esta condicion no se verifica, es decir, si el potencial en la singularidad
es finito, entonces existira una “velocidad critica” o de escape a partir de la cual
todas las soluciones escaparan de la singularidad, no importa lo cerca que estén
de la misma. Esta es en efecto la interpretacion del tltimo Teorema, para cuya
demostracion precisaremos de un lema previo.

Lema 2.12. Siw™ > —oo. entonces lim z'(t) >0 y st fol g(s)ds < +oo entonces

t—w™—

este limite es finito.
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D+

D

\

Figura 2.3. Estructura del semiplano de condiciones iniciales.

Demostracion. Por paso al contrarreciproco, supongamos que lim z'(t) = +o00.
t—w—

Entonces existe t; tal que z'(t,) > 1 para todo t € (w™,t;) y en consecuencia

2"(t) + f(z(t))2'(t) = p(t) — g(2(t)) > p(t) — g(z(t))z'(1)
en dichc intervalo. Integrando sobre (w™ + €, t;)
5 e z(t1) z(t;) .
z'(ty) — 2'(w +£)+/ f(s)ds > —||pll=ts —f g(s)ds,
z(w=+¢) z(w= +¢)
con lo cual, pasando al limite en ¢, si iim 2’(t) = 400 entonces f; g(s)ds = +oo,

t—w—

probando el Lema. o
Teorema 2.7. Si [} g(s)ds < +oo entonces lim ¢(z) < +o0.
I

Demostracién. Para simplificar la escritura, vamos a considerar como tiempo
inicial £, = 0. Si (z7,vr) son las condiciones iniciales de la solucién T-periddica
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rr(t), evidentemente p(zr) = vr. Para todo ro < rr, por el Corolario 2.3 se
tiene que z(t: ro, (o)) < rr(t) en el intervalo comun de definicion. Ademas por
la no existencia de puntos homoclinicos (véanse las observaciones de la subseccion
anterior) se deduce que w™ (o, (7o) > =00y ‘lim z(t; o, p(Z0)) = 0.

=

Por el Teorema de Continuacion, se tiene que

limsupw™ (x.p(x)) = w™(z1,01) = —00.

T—1g

Por tanto, existe o tal que w™(ro, ¥(To)) = —KT con K un entero dado. Ahora,
tomando una sucesion {r,} tendiendo a zo por la izquierda (es decir, z, < o para
todo n), se tiene que

limsup w ™ {£n, 2(Ta)) S —NhT.

=
De este modo. x(t = KT; tn.(1,)) es tambien una solucion que tiende a la T-
periddica, luego sus condiciones iniciales pertenecen a W7, o lo que es igual, sus
condiciones iniciales son (zr(—=KT: rn, #(Ta)), 2(=KT;zn,0(T4)))) Finalmente,
si hacemos tender n a +oc,

lim r(=KT:xn.2(20)) = 2(=KT;r0,0(z0)) =0

n—=4n0
luego por el Lema 2.12.

lim @(x(=AT;r,,9(r0))) = £'(=KT; ro,0(20)) =: ve < +0,

n—+n0

v usando la monotonia de ¢. se concluye que lim p(z) = v. < +00.
’ ) r—0t

2.5.2 Caso conservativo.

En este caso, suponemos que no existe rozamiento, es decir, que f = 0. De
este modo, la ecuacion considerada es simplemente

2(t) + g(2(t)) = p(t), (2.13)

con las suposiciones sobre g y p ya establecidas anteriormente.

Lema 2.13. Si w* =+00, entonces lim.4o0 z'(t) = +00.
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D

Figura 2.4. Velocidad de escape bajo potencial finito.

Demostracién. Sea R tal que g(z) < g para todo z > R. Entonces, por la
Proposicién 2.6 existe ¢, tal que z(t) > R para todo t > t;. Por lo tanto

(1) =p-glz(®) + 5O > D430 V>4

Integrando

#(t) - () > B =) + [ #s)ds,

y como [;, p(s)ds es acotado, al tomar limites cuando t — +00 demostramos el
Lema. &

Proposicién 2.8. D* es un conjunio abierto.

Demostracién. Sea (zo,v0) € D*. Usando el Lema precedente es posible fijar
t, tal que z(t;to,Z0,00) > Ry 2'(tto,20,v0) > ||l para todo ¢ 2 ;. Por
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dependencia continua. existe p > 0 tal que dado (z,.v1) € B,(xg,v0), entonces
z{ty;lo, 11, n) > Ry o'ty te, 21, v1) > [l

Para mavor comodidad, identifiquemos ri(t) = x(t:to, Ty, v1). y vamos a probar
que lim,— 4.« £, () = +0o0. En caso contrario, '(ty) = 0 para un primer ty > t,
y de nuevo

(1) > S+pt) VE(ttu).

Ahora. integrando en (i, ty) tenemos

o T e :
() > Btar =t + [ Bls)ds > .
& 1

lo cual es una contradiccion. Asi pues, lim_4 £1(t) = +2¢ ¥ en definitiva

Bi,(.i'g]. f'()) (= D+. ’I‘l
Teorema 2.8. FEriste o : Rt — R continua y estrictamente decreciente tal que
Wk = {(r,p(z)): 2 €1}

Demostracién. Analoga a la primera parte del Teorema 2.5 #F

Finalmente, el estudio asintotico en 0 se realiza medianie los mismos argumen-
tos usados en el caso disipativo.

Teorema 2.9. Si [} g(s)ds = +oo entonces limy_o+ p(r) = +20.

Teorema 2.10. Si [, g(s)ds < +oo entonces lim o+ () < +00.




Capitulo 3

Soluciones acotadas en ecuaciones singulares

de tipo repulsivo.

L\J' uestro proposito en este Capitulo es el estudio de ecuaciones con una no-
linealidad singular de tipo repulsivo, es decir, de la forma

z"(t) + ex'(t) — g(x(t)) = p(t), (3.1)
donde c es positiva. p es continua v ¢ : Rt — R* es una funcién continua tal que

Il_i‘r(r]1+ g(z) = +oo,IEerg(x) =10 (3.2)

1
]0 g{s)ds = +o0. (3.3)

Si p es T-periddica, es conocido que una condicion necesaria y suficiente para la
existencia de solucién T-periodica de (3.1) es que el valor medio p sea pegativo (ver
[53, 38]). Nuestro propésito es obtener un resultado andlogo sobre la existencia
de soluciones acotadas cuando p es una funcion continua y acotada con un cierto
valor medio generalizado.

Nétese que en el “caso modelo” g(z) = z™°, la condicién (3.3), que se conoce
como “condicién fuerte”, se cumple si y sélo si @ > 1. Esta hipotesis es esencial
puesto que en caso contrario se pueden contruir jemplos de funciones T-periédicas
p con valor medio negativo y tal que no existan soluciones T-periédicas de (3.1)
(véase el ejemplo dado en [53]).

Usando los resultados de [1], probaremos que si p es una funcién acotada con
valor medio generalizado negativo, entonces el par formado por cualquier solucion
de (3.1) y su derivada permanece en un conjunto compacto de R* x R. Ademas,
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probaremos que cualquier solucion estd definida en todo R. En particular, en el
caso periddico se deduce facilmente la existencia de solucién periddica.

Por otra parte, demostraremos resultados sobre la existencia de solucién aco-
tada en toda la recta real, asi como estabilidad global de dicha solucién para un
coeficiente de rozamiento c suficientemente grande.

Finalmente, se aplicaran los resultados de [74] para obtener condiciones que
aseguren la existencia de solucion acotada cuando p es solamente continua y aco-
tada inferiormente.

A modo de aclaracién, hay que decir que puesto que solamente se requiere
continuidad en g, el problema de valores iniciales para (3.1) no tiene en general
una dnica solucién, pero esto no sera un problema en las demostraciones.

3.1 Soluciones acotadas en el futuro.

Sea t, € R el tiempo inicial, fijo pero arbitrario. En adelante, suponemos que
g : R* = R* es continua y verifica (3.2) y (3.3). En esta Seccion, p es una funcién
acotada y continua con valor medio generalizado negativo, esto es,

1 a

o +T
Tl_l.l_‘l_loo Tl p(t)dt = po <0 (3.4)

uniformemente con respecto a @ € R. Ademas, sea ¢ > 0.

Proposicién 3.1. Considérese la ecuacion (3.1) con las hipdtesis establecidas.
Entonces, si se define el conjunto

A={ze C¥[to,+00)):Im,M,D >0 tal que
m < z(t) < M,|2'(t)] < D Vt 2 to},

cualquier solucidn z(t) de (3.1) pertenece @ A.

Demostracién. Probemos primero que w* = +00. Si w* < +00, usando el Teo-
rema de Prolongacién, dos opciones son posibles. La primera es que lim,_,+ Z(t) =
limg—w+ 2'(t) = lime_+ 2"(t) = +o00, pero tomando limites en la ecuacién se tiene
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una contradiccion. La segunda es que lim,—,+ r(f) = 0. En tal caso, tomando
limites en (3.1) una de las siguientes alternativas se verifica:

i)lim_,,+ £'(t) = +00, pero entonces lim,_,+ &(t) = +00,

v

ii)limy_.+ "(t) = 400, pero entonces lim;_,+ &'(t) = +00,
contradiciendo el hecho de que z(t) tiende a cero en ambos casos. Asi pues, queda
probado que w* = +o0.

Visto esto. si una solucion z(t) no pertenece a A, se tienen las siguientes alter-
nativas:
i) Existe {{,} — +oo0 tal que x(t,) =0
o
ii) Existe {r,} — +oc tal que x(7,) = +20
0
iii) Existe {¢,} — +oo tal que |&'(C,)| — +20.
Ahora bien. probaremos que w22) = 7). En efecto. si 7) no se verifica existira
un €, > 0 tal que x(t) > € si t > to. Pero ahora, para cualquier € > 0 menor que
¢; se define la funcion

_Joglz) ifz>e
g(z) = { gle) ifz<e

y consideramos la ecuacion
"(t) + cz'(t) — g (z(1)) = p(t).

Esta ecuacion esta en las hipotesis del Teorema 2.1 de [1], de donde se deduce que
hay una cota uniforme de z'(t), contradiciendo it1). Del mismo modo se demuestra
que i) = 1).

Para terminar la demostracion, suponemos que se cumple 7) y llegamos a una
contradiccion. Tomando limites en la ecuacién, se comprueba que no hay limite de
z(t) cuando ¢ — 400, luego en consecuencia existen dos sucesiones {t.}, {7} —
400 tales que z(T,) son maximos y (,) son minimos intercalados, con

{z(t.)} — 0, {z(Ta)} = K >0 (3.5)

cuando n -- +00.
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Ahora conseguimos una cota inferior para la derivada de z(¢) cuando t > To.
Como p(t) es acotada, existe P > 0 tal que [p(t)| < P. Al ser g positiva,

z"(t) + cz'(t) = g(z(t)) + p(t) > = P.

Multiplicando por e e integrando en [To, t] se obtiene

P 7 p
Ir(t)ect > __[ect = ecro] > __ect1
C c

con lo cual

Z'(t) > —{1. Vt > To. (3.6)

Por la hipotesis (3.2), existe R > 0 tal que g(x) > P paratodoz < R. Teniendo
en cuenta (3.5), existe cierto ng tal que z(f,) < R siempre que n > ng. Ademas,
cualquier maximo de z(t) es mayor que R. De esta forma, es posible tomar una
sucesion {sn}n>n, tal que s, < ta x(s,) = Ry 2'(t) < 0 para todo t €lai. Tl
Entonces g(z(t)) > P para todo t €]s,,I,[. Considerando ademas (3.6), se tiene
que

F(0) > gle(t)) = P = e'(8) > [gla(®) = Pl-5(0] - ex'(t) = = Fole()2'(0)

para todo t €]s,,l,[. Integrando sobre este intervalo,

y pasando al limite cuando n — 400 obtenemos la contradiccion buscada. pues
el primer miembro estd acotado, mientras que el segundo tiende a +oo por la
hipotesis (3.3). o

Proposicién 3.2. En las hipétesis previas, si definimos el conjunto
B = {zx € C¥R):3Im >0 tal que z(t) > m Vt € R},

cualquier solucion de (3.1) pertenece a B.
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Demostracién. Por la Proposicién anterior, es suficiente probar el resultado para
t < tp. Si invertimos la “direccién del tiempo” haciendo el cambio de variables
T = —t, la ecuacién (3.1) pasa a ser

z"(1) = ea'(r) - g(a(7)) = p(7) (3.7)

Por lo tanto, debe probarse que para cualquier solucién z(7) de (3.7), existe m >
0 tal que z(7) > m para todo 7 > tp. Si tal m no existe, supongamos que
lim, .+ z(7) = 0. Por argumentos parecidos a los usados en la demostracién de
la Proposicién 3.1, se obtiene lim,_,+ 2(7) = —oo, pero entonces w* < +oco y
podemos integrar (3.7) en el intervalo [ty, wt — ¢], resultando

w+ -

wt—¢
F(wt - ) = 2'(to) — ela(w* =)~ alto)] - [ gla(rir= [ p(r)ar.
0 0
Tomando limites cuando ¢ tiende a cero, el primer miembro de esta igualdad tiende
a —o0, mientras que el segundo no lo hace, luego tenemos una contradiccién. Por
tanto, existen dos sucesiones {t,},{r.} — w? tal que z(7,) son maximos y z(t.)
minimos intercalados, cumpliendo que

{z(t)} = 0, {z(ra)} = K >0

cuando n — +00. En este punto, solamente hay que seguir los mismos razona-
mientos de la demostracién anterior, llegando a una contradiccion.

Para terminar, sélo hay que verificar que cualquier solucion z(r) de (3.7) estad
definida en (—oco,400). Supongamos que el intervalo maximal de definicién de
z(7) es (w™,w?). Sabemos por la Proposicion 1 que w™ = —oo. Ademas, estd
probado que existe m > 0 tal que z(7) > m para todo 7, de lo cual se sigue
inmediatamente que existe G > C tal que g(z(7)) < G. Asi pues,

z"(r)—e2'(r) < P+G.
Multiplicando por e~ e integrando en [to, 7] se tiene

PG,

I’(T)B-“ — .'L"(to)e—do
c

z'(7) < {P = “ + x'(to)} eclr—to)

luego si w* es finito, entonces z'(7) estaria mayorada, lo cual es contradictorio. *¥
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Observacién. Nétese que la demostracion de este resultado es vlida sélo suponiendo
p acotada y continua y ¢ # 0, en virtud del cambio T = —t.

Teorema 3.1. Considérese la ecuacion (3.1) con ¢ # 0 junto con las hipdtesis
(3.2) ¥ (3.3). Sea p(t) una funcidn T-periddica y continua con valor medio p =
%fDT p(t)dt < 0. Entonces, cualquier solucion de (3.1) pertenece a ANB. Ademads,
(3.1) tiene al menos una solucion T-periodica.

Demostracién. Para ¢ > 0, el teorema es una consecuencia directa de las Proposi-
ciones 3.1 y 3.2 y el segundo teorema de Massera(véase [59]). Para c < 0, sdlo
tenemos que efectuar el cambio 7 = —t. o

Es conocido que, cuando p es periédica, la condicién p < 0 es necesaria y
suficiente para la existencia de solucién periédica. En la Proposicién 3.1 hemos
probado que py < 0 es condicién suficiente para que toda solucién pertenezca a A.
A continuacién probaremos que es también condicién necesaria.

Proposicién 3.3. Considérese la ecuacién (3.1) con las hipétesis de la Proposicion
3.1, ypo > 0. Entonces cualquier solucidn z(t) de (3.1) estd definida en (—o0, +00)
y es no acotada en [tg, +00). Si ademds py > 0 entonces limi—4o0 2(t) = +00.

Demostracién. Por la Proposicion 3.2 y la observacién dada al final de la de-
mostracién, cualquier solucién de (3.1) esta definida en (—oo, +00). Integrando la
ecuacion en [to,t] se tiene

2'(t) + cz(t) = 2'(to) + cz(to) + jz: g(z(s))ds + /‘: p(s)ds. (3.8)

Si po > 0 entonces limy—4 ffﬂ p(s)ds = +0o, luego tomando limites en (3.8)
tenemos lim—.0[z'(t) + cz(t)] = +00. y la tesis de la Proposicién se cumple.

Si por el contrario py = 0 entonces de la definicién se obtiene que el crecimiento
de J; p(s)ds es sublineal, o sea, para todo K >0 existe tx > 0 tal que si t > tx
entonces

[ [ slapdal < Kt =1, (3.9)
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Ahora bien. si z(t) es acotada, existird un € > 0 tal que g(x(t)) > € para todo t.
Tomando K = 5 en (3.9), de (3.8) tenemos que para t lo bastante grande

2'(t) + cx(t) > ;r'(to)+c:t(t0)+|t—t0|c-|t—t0|%=

€
= |t =t 5 + z'(to) + cz(to),

y tomando limites cuando ¢ — +00, obtenemos una contradiccion.

3.2 Soluciones acotadas en toda la recta real.

C'omo va sabemos. cuando p no es periddica, la ecuacion (3.1) no puede tener
soluciones periddicas; en cambio, se plantea la pregunta de si existen o no soluciones
acotadas. Se entiende que x(t) es una solucion acotada si z(t) y z'(t) son acotadas

en R.

Teorema 3.2. Consideremos la ecuacion (3.1) con las hipdtesis de la Proposicion
3.1. Sea &y un nimero positivo tal que g(§o) = —po Yy supongamos que g s estric-
tamente decreciente en &. Entonces, para todo € > 0 con € < o, existe c. > 0 tal
que dado ¢ > c., la ecuacion (3.1) tiene una solucion que verifica

|z(t) = bo| < Eo— € |2'(t)| <o —€ VEE R.

Demostracién. La demostracion se obtiene usando la funcién truncada g y
aplicando el Teorema 5.2 de [1] con & = & —¢. La solucién obtenida es mayor que
¢ y por tanto es una solucién de (3.1). C 3

Corolario 3.1. Consideremos la ecuacion (3.1) con las hipdtesis de la Proposicion
3.1. Si ademds g es de clase C* y estrictamente decrectente, entonces existe c* tal
que dado ¢ > c*, eziste una dnica solucién acotada de (3.1) que es globalmente
asintoticamente estable.

Demostracién. Puesto que g es estrictamente decreciente, trivialmente existe un
£o en las condiciones del Teorema 3.2. Ahora, sélo hay que tomar € — o y aplicar
el Teorema 1.2 de [2] para la ecuacién correspondiente. Ed
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Hay que resaltar que la hipétesis clave en estos dos ultimos resultados es que
el coeficiente de rozamiento c sea bastante alto. Sin embargo, esta hipétesis puede
ser eliminada, asumiendo una condicidn mads restrictiva para g. En lo siguiente,
sea P tal que |p(t)| < P para todo ¢ € R.

Lema 3.1. Dada z(t) una solucidn acotada de (3.1) en (—00,400), se tiene que

P
Z(t)>-=,  VteR

Demostracién. Efectuando el cambio 7 = —t, se obtiene
() = ce'(1) — g(a(r)) =p(r),  VTER.

Vamos a probar que z'(7) < % para todo 7. En efecto, de no ser cierto existiria
1o tal que z'(7) 2 % > 0, luego

£"(7) = cz'(7o) + g(2(70)) + p(70) > 0.

De esta forma, z(7) es una funcion creciente y convexa para todo 7 > 79, luego
seria no acotada contradiciendo la hipétesis. Una vez hecho esto, solo hay que
deshacer el cambio. &

Proposicién 3.4. Seag:R* — R* una funcidén continua cumpliendo las hipdtesis
(3.2) y (3.3). Suponemos ademds que

. P
lim eg(2¢€) > = (3.10)

=0+t

y sea ¢ > 0 tal que
2

P
elg(2¢) — P] > = (3.11)
g(z) > P, V 0<z<2. (3.12)

Bajo estas hipdtesis, € es una cota inferior de cualquier solucidn acotada de (3.1)
en (—00, +00).
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Demostraciéon. Es facil ver que si la conclusién no es cierta, entonces existe
to € R tal que z(to) = minz(t) < € de no ser asi, un simple paso al limite en la
ecuacién nos lleva a contradiccién. Tomemos t; < to tal que z(t;) = Ze y z'(t) < 0
para todo t € (t;,to). Si tal t; no existe, entonces deberia existir un maximo z(fp)
por debajo de 2, pero por la ecuacién y la hipotesis (3.12) tendriamos

z"(ty) = glz(tm)) + p(t) > 9(2¢) — P > 0,

lo cual no es posible.
Ahora, el Teorema del Valor Medio nos proporciena un § € (t1,to) tal que

2(te) —2'(t) = 2"(E)to—t) =
= [—ex'(€) + g(a(£)) + p(E)(to — t1) > [9(2€) — P)(to — t1)s

v aplicando el Lema 3.1 se tiene que

Una nueva aplicacion del Teorema del Valor Medio nos da

P —P?
(6)6[9(26) ~ P] . cg(2¢) - P}

2(to) — x(ty) = 2'(E)(to — 1) > '

En consecuencia,
—p?

S =P T

€> .’E(to) >

esto es,
p?
ctlg(2¢) - P

contradiciendo la hipétesis (3.11).

> €,

Observacién. Claramente, toda no-linealidad que verifique (3.10) permite selec-
cionar un € que cumpla (3.11) y (3.12). La hipotesis (3.10) se cumple por ejemplo
sig(z):x‘“cona)losia:ly\/§P<c.

Usando de nuevo la misma funcién empleada en la Proposicion 3.1 y aplicando
los resultados de [1], se puede probar el siguiente Teorema.
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Teorema 3.3. Consideremos la ecuacion (3.1) con las hipétesis de la Proposicion
3.1 y (3.10). Entonces, existe una solucion acotada en toda la recta real.

Corolario 3.2. Consideremos la ecuacion (3.1) con las hipdtesis de la Proposicion
3.1, y supongamos ademds que g es de clase C* y estrictamente decreciente vert-
ficando que

lim eg(2¢) = K > 0.

e—0t

Sea ¢* = g;‘(——%) y P* cumpliendo las siguientes condiciones

P* < v K,

PI
€ g(2€) > P-[-c? + €]

glz) > P, 0<z<2.

Entonces, para todo p(t) tal que |p(t)| < P*, existe una solucion acotada cn toda
la recta real que es globalmente asintoticamente estable.

Demostracién. Por la Proposicion 3.4, existe una solucién acotada en toda la
recta real y € es una cota inferior. Ahora, la demostracion se concluye con una
linealizacion de la ecuacién para aplicar después los resultados de (2. o

Es importaute observar que las demostraciones del Lema 3.1 y la Proposicion
3.4 son validas suponiendo que p es solo continua y acotada inferiormente. Esto
nos va a permitir establecer el siguiente Teorema mediante una aplicacion directa
del Teorema 2.1 de [74]. Siguiendo la notacién de dicho articulo, vamos a denotar
por BC el conjunto de funciones acotadas y continuas, y por Cy el conjunto de
funciones continuas con primitiva acotada.

Teorema 3.4. Sea p una funcion continua, acotada inferiormente por —P y tal
quep = p* +p™ con p” € Co y p € BC y negativa. Entoces, st g satisface
(3.2),(3.3) y (3.10), la ecuacion (3.1) tiene al menos una solucion acotada en toda
la recta real.




3.3 Notas y posibles extensiones.

3.3 Notas v posibles extensiones.

El resultado de existencia de solucion periédica va habia sido obtenido pre-
viamente por Lazer-Solimini para el caso conservativo en [53] y por Habets-
Sanchez en [38] para el caso con rozamiento, usando un método diferente que
incluye cotas a priori y grado topoldgico. Estos articulos fueron el punto de
partida y la principal motivacién del presente estudio.
Si no se verifica la condicion (3.3). es sencillo probar siguiendo los argumentos
de [53] que existen ejemplos de funciones periddicas p(t) con valor medio
negativo para las cuales no existen soluciones acotadas.
Para el caso conservativo (¢ = 0), la Proposicion 3.2 puede probarse usando
técnicas similares, pero la cuestion de si la Proposicion 3.1 es cierta en general
parece un problema abierto.
Todos los resultados presentados en este Capitulo son ciertos si p es solo
acotada y consideramos soluciones en el sentido débil de Carathéodory, es
decir, en W2((to, +oc)) 6 W*>(R).
En vista de la observacién que sigue al Teorema 3.1 en (1], la Proposicion
3.1 se cumple si cambiamos la hipétesis (3.4) por

1 fto+T

T!-l-rdr-loo f 1 P(t)df =pp <0.

No obstante, (3.4) es fundamental para el Teorema 3.2.




Capi*tulo 4

Movimiento periddico de un sistema de varias

particulas con carga eléctrica.

E n este Capitulo pretendemos obtener condiciones necesarias v suficientes para
la existencia de soluciones periédicas de un sistema formado por dos o tres
particulas con carga eléctrica con un grado de libertad perturbadas periodicamente.

41 Movimiento periédico de dos particulas cargadas.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

(4.1)

{ z" = —Ag(y — =) + h(t)
y" = Ag(y — ) + p(t)

donde h,p son funciones T-periddicas, A € Ry g : Rt — R* es una funcion
centinua tal que
lim g(z) = 400, lim g(z)=10 (4.2)

;.—-D‘+ Ir—400

Buscamos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de soluciones
T-periédicas en el espacio de configuracion L= {(z,y): 2 <y}

Como ya hemos visto en los capitulos anteriores, el ejemplo tipico de esta clase
de no-linealidad es g(z) = 2. En tal caso, el sistema (4.1) gobierna el movimiento
de dos particulas de masa unitaria con posicion 7,y en la recta real, cargas q1,q2 ¥
fuerzas T-periédicas externas h(t}, p(t) actuando sobre cada particula. Entonces,
A = Kgq1q2 (donde K es la constante de Coulomb) y dependiende de su signo
tenemos dos situaciones diferentes que seran estudiadas en los dos teoremas si-
guientes. En el primero se consideran cargas de signo contrario (A < 0), mientras
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que en el segundo las cargas son del mismo signo (A > 0). La situacién se ilustra
en la Figura 4.1.

h(t) p(t)
P

—-‘,

h(t)

@"‘w

Figura 4.1. Movimiento periédico de dos particulas.

Teorema 4.1. Sea A < 0 y g verificando (4.2). Entonces, una condicion necesaria
y suficiente para la ezistencia de solucion T-periddica del sistema (4.1) es que

h<0, h+p=0.

Demostracién. Integrando la primera ecuacién del sistema sobre un periodo se
obtiene que h < 0, mientras que si sumamos las dos ecuaciones e integramos de
nuevo obtenemos h + p = 0, luego la necesidad es clara.

Para la suficiencia, efectuamos el cambio de variables

s(t) = z(t) +y(t),
d(t) = y(t) - =(t)
con lo que obtenemos el siguiente sistema desacoplado equivalente
s"(t) = h(t) + p(t) (4.3)
d"(t) = 2Ag(d(t)) + p(t) — h(2) (4.4)

Claramente, la ecuacién (4.3) tiene una solucion T-periédica si y sélo si h+p=
0, mientras que (4.4) ya ha sido extensamente considerada en esta memoria, pues
es el caso de la ecuacién escalar con una singularidad atractiva (ver Seccién 2.5).
Sabemos por tanto que (4.4) tiene una solucién T-periédica si y sélo si p — h>0,
pero como & + p = 0, entonces p = —h > 0 y en efecto p— h = =2k > 0. -
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Usando el mismo argumento, se prueba el siguiente resultado cuando la singu-
laridad es de tipo repulsivo.

Teorema 4.2. Sea A > 0 y g verificando (4.2) y ademds

/01 g(s)ds = +oo. {(4.5)

Entonces, una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de solucion
T-periodica del sistema (4.1) es que

h>0, h+p=0.

Observacién. En [31] se prueba la existencia de una sucesion de soluciones
subarménicas de (4.4) con periodos minimales tendiendo a infinito bajo condiciones
de existencia solucion periddica. Observando el cambio de variables efectuado,
tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 4.1. Bajo las hipétesis del Teorema 4.2, el sistema (4.1) tiene una
sucesion de soluciones subarmdnicas con periodo minimal tendiendo a infinito.

4.2 Movimiento periédico de tres particulas con carga del
mismo signo.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

gy = —Ag(z; — r1) — Bg(aa — 1) + h(i)
‘l zh = Ag(z, — 21) — Cg(z3 — x2) + k(1) (4.6)
z§ = Bg(zs — 1) + Cg(z3 — 22) + p(t)

donde A, B, C son constantes positivas, h, k,p son funciones continuas y T-perio-
dicas y g : Rt — R* es una funcién continua que verifica las hipdtesis (42) y
(4.5). Buscamos soluciones T-periédicas en el espacio de configuracion

L = {(z1,22,3) : 71 < T3 < T3}
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En el “caso modelo” g(z) = 5, este sistema gobierna el movimiento de tres
particulas de masa unitaria en las posiciones z,,Z2, 73 de la recta real, con car-
gas q,¢2,qs del mismo signo y perturbadas periédicamente por fuerzas externas
h(t), k(t),p(t). En tal caso, A = Kqi¢2, B = Kqigs y C = Kqags.

Es facil verificar que una condicién necesaria para la existencia de soluciones
T-periddicas es que

h>0>p, h+k+p=0. (4.7)

Nuestro objetivo es probar que esta condicién es también suficiente.

h(tz p(t)
e & e
Figura 4.2. Movimiento periddico de tres particulas.

Efectuando el cambio de variables
s(t) = z.(t) + zao(t) + 23(t)
u(t) = z2(t) — 7.1 (t)
v(t) = z3(t) — za(t),

obtenemos el sistema equivalente

s"(t) = h(t) + k(t) + p(t)

(4.8)

{ v"(t) = 2Ag(u) + Bg(u + v) — Cg(v) + k(t) — h(t)
v"(t) = 2Cg(v) + By(u + v) — Ag(u) + p(t) — k(t).
Nétese que la primera ecuacién es independiente del resto del sistema y que
posee una solucion T-periddica si y solo si h+k+ p =0, luego nos queda probar
la existencia de una solucion T-periddica (u,v) del sistema (4.8).
Considérese la siguiente homotopia,

{ w'(t) = 2Ag(u) + ABg(u +v) - Cgv) + k(1) = () (o)

v"(t) = 2Cg(v) + ABg(u + v) — Ag(u) + pa(t) — ka(t)

con hy(t) = h + Ah(t), ka(t) = k + Ak(t), pa(t) = p+ Ap(t) y A € [0,1].
En el siguiente Lema, denotamos por degp el grado de Brouwer usual.
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Lema 4.1. Sea F : (R*)? — R? definida como
F(u,v) = (2Ag(u) — Cg(v) + k = h,2Cg(v) — Ag(u) + p — k).

Supongamos que existe un conjunto compacto K C (R*)? tal que (u(t),v(t)) €
K. t €[0,T], para toda solucion T-periddica (u,v) de (4.9), 0 < A < 1. Entonces,
si

degp(F,0,0) #0

para algin conjunto abierto y acotado Q) conteniendo K, eziste al menos una
solucion T-periodica de (4.8).

El resultado anterior es una ccnsecuencia directa del Teorema 2 establecido en
[15]. Para aplicarlo, vamos a probar la existencia de cotas a priori de toda solucién
T-periodica de (4.9), para seguidamente computar el grado.

Proposicion 4.1. Bajo las condiciones (4.2), (4.3) y (4.7), existe € > 0 tal que
1 1
e<u(t)< -, e<o(t)< - vt € [0,7),
€ €
para toda solucion T-periodica (u,v) del sistema homotdpico (4.9).

Demostracion. Comenzamos integrando ambas ecuaciones sobre un periodo,

T T T - =
QA/O g(u)dt+)\BjO g(u-{-v)dt—(‘/ gw)dt +FT KT =0,  (4.10)
0

T T T i,
ch g(v)dt + \B [ g(u +v)dt - A/ gyt + pT — kT =0.  (4.11)
0 Jo 0
Si multiplicamos (4.10) por 2 y la sumamos a (4.11), se obtiene
T T - .
3A[) glu)dt + 3)\3/ g(u+v)dt + (p+ k — 2R)T =0,
0
pero p+ k = —h, luego

A/T dt )\B/T( dt =hT >0
[" (it + 2B [ glu+v)dt=hT > 0.
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Un argumento andlogo lleva a
T T
c jo g(v)dt + AB L g(u + v)dt = =pT > 0.

Ahora, usamos la hipétesis (4.2) para fijar ¢1 > 0 tal que

h
—_— Yz > .
g(x) < 2(A+ B)! T d”l
Nétese que esto es posible pues h, A, B > 0. Por otra parte, si u(t) > ¢, para todo

t € [0,T], entonces

h s
Ag(u(t)) + ABg(u(t) + v(t)) < 2(AA+ B) + Z(QihB) <h tel0,T],

e integrando se llega a una contradiccién con (4.12). Por tanto, existe ¢, tal que

u(t:) < ¥r.
Seguidamente, fijemos 2 < ¥ tal que

h
g(x) > ;{, Yz < 1,.

Si u(t) < ¥, para todo t € [0,T), entonces
Ag(u(t)) + ABa(u(t) + v(t)) > Ag(u(t)) 2 b t€[0,T],

e integrando se llega a una nueva contradiccién con (4.12); en consecuencia, existe
t, tal que u(ty) 2 ¥a. Finalmente, usando la continuidad de u, concluimos que
existe € [0,T) tal que )
Py < U-(t) < 11)1.
Un argumento completamente simétrico proporciona 73,4 no dependientes de
(u,v) tales que existe £ € [0,T] con

pa < () < ¥3.

Volvamos nuestra atencién a (4.12) y (4.13). Se tiene que

ATdtszABT dtszCTd pl' )
[ stwdt <1, [ stuto)dt <A, € [ glwhdt < —pT. (414
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Por tanto. tomando valores absolutos en el sistema (4.9) e integrando en [0,T)

obtenemos : : ) _
llu"||y < 4RT — pT' + [k|T + ||klly + [[~][x =2 M)

[v"ly € =367 + AT + |KIT + [[plls + [[Klly =: M.
Si u(t.) = min{u(t) : t € [0,T]},

t t
Wil =1 [ ws)dsl < [ w'(s)ids < uls < M,
te te

luego ||| < M.y por el mismo razonamiento |[v'||l.c < M2. Consecuentemente,
. t t
w(t) — ul(t) = / u'(s)ds < / |’ (s)|ds < T|u'll« < TM,,
Jt

olt) = i) = [ d~</ v'(s)|ds < Tlle'll« < TMq
Ji
para todo t € [0,T], y finalmente concluimos que
u(t) < TMy + u(t) < TMy + vy,

U(t) <TM; + f.’(f.,\) < TM;+ iy
para todo ¢t € [0,T].
Ahora. vamos a establecer cotas a priori por debajo. Definimos

wi(t) = ABg(u(t) + v(t)) — Cg(v(t)) + ka(t) — hs(t).

Esta funcion esta acotada en la norma de L'(0,T) por las estimaciones (4.14). De
hecho, ) X )
lwills < 2RT = pT + |KIT + [|k]ly + [[Ally =: W1

Si multiplicamos la primera ecuacion del sistema por u' e integramos en [t, ],
tenemos

y entonces

u (t) M} M1

24 [ g(s)ds < [ fonlee)ids + S < il + 51 < Wby +
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Por la hipotesis (4.5), se puede tomar ¢; > 0 tal que

vz 1 M?
p =L).
/,1 g(s)ds 2 (Wil + 1)

Entonces,

u(f))
[ (f) ols)ds < [ gls)ds

y como u(f) > 1, concluimos que

u(t) > e, Vte[0,T]
Podemos aplicar a v andlogos razonamientos definiendo
wa(t) = ABg(u(t) + v(t)) — Ag(u(t)) + pa(t) = ka(2),
con lo que encontramos €; > 0 tal que
o(t) > €, Vte[0,T].

En definitiva, la demostraciéon se cierra tomando

1 1
- TM, + " TMy + 13

}:

¢ = min{e,

3

Observacién. Nétese que la presencia de cotas a priori es una diferencia notable
con la situacién presentada en [31].
Por iiltimo, probamos nuestro resultado de existencia computando el grado.

Teorema 4.3. Las condiciones h > 0 > p, h+ k+p = 0 son necesarias y
suficientes para la ezistencia de una solucidn T-periddica del sistema (4.6).

Demostracién. Por el Lema 4.1 y la Proposicién anterior, basta con probar que
degg(F,Q,0) #£0
siendo F : (R*)? — R?
F(u,v) = (2Ag(u) — Cg(v) + k — h,2Cg(v) — Ag(u) +p - k)
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v Q) un abierto acotado que contiene a
K ={(z,y) eR*: e<u(t) < % e <v(t) < é}
A tal fin, efectuamos una homotopia convexa entre F y cierta Fy : (R*)? — R?
definida por
Fo(u,v) = (2Ago(u) = Cgo(v) + k — h,2Cgo(v) — Ago(u) + p — k),

donde go : Rt — R* es una funcién continua estrictamente decreciente que cumple
(4.2) y tal que

go(z) < g(z) vz € R*. (4.15)
Entonces, los grados de F y Fy tienen el mismo valor (tomando si es necesario un
) mas grande) si encontramos cotas a priori para las soluciones de

AF(u,v) 4+ (1 = A Folu.v) =0, A€ [0,1],

es decir,

{ 2A(Ag(u) + (1 = A)go(u)) = C(Ag(v) + (1 = A)go(v))

2C(Ag(v) + (1 = A)go(v)) = A(Ag(u) + (1 = A)go(u)) i ; =F=
Si se suman estas ecuaciones,
A(Ag(u) + (1 = Mgo(u)) + C(Ag(v) + (1 = A)go(v)) + p+h =0
lnego
Ag(u) + (1 — A)go(u) < =
y usando (4.15), ]
go(u) < =P

Pero go es estrictamente decreciente y verifica (4.2), luego existe la inversa gy 1y

Por otra parte, si multiplicamos por 2 la primera ecuacién de (4.16) y la
sumamos a la segunda,

3A(Ag(u) + (1 = N)go(u)) = 3k,
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h
go(t) + Mg(u) - go(w) = 5.
Por tanto, g(u) > % > 0, y usando (4.2) se concluye que existe M > 0 tal que
u< M.

Por medio de argumentos simétricos, es facil obtener cotas a priori para v. Asi

pues,
degp(F,,0) = degg(Fo,,0).

Finalmente, constatamos que este dltimo grado es distinto de cero usando el Teo-
rema de Multiplicacién para el grado de Brouwer (ver Theorem 2.3.1 en [57]). En
efecto, si definimos las funciones Go : (R*)? = (R*)?, T : R? — R? mediante

Golz,y) = (9o(2), 9o(y)) ¥ T(z,y) = (2Az = Cy + k — h,—Az +2Cy + p ~ k) res-
pectivamente, entonces Fy = T o Gjp. Claramente, Gy es una aplicacion bivectiva
por serlo go, y del mismo modo, T es biyectiva pues

24 -C v B
det( A 2C ) —ACdet( 19 )#0
Llamemos (py,p2) = T~'(0,0). Ahora, una simple aplicacion del Teorema de
Multiplicacion implica
dch(FO!an) = degB(T o Go,ﬂ,ﬂ) = degB(Tv Gﬂ{n)so)degB(GmQ! (Pl’ P?))-

Claramente, degg(T, Go(f2),0) # 0 por definicién de grado, mientras que

1 1
degB(Gg,Q, (P1,p2)) = degs(gn-,(ﬁ, ;)apl)degﬁ(gﬂs(éﬂ ;),Pz) =1,

con lo que se concluye la demostracion.
Ly

Para terminar, es interesante observar que todos los resultados de este Capitulo
(excepto la observacién del Teorema 4.2) siguen verificindose si afiadimos un
“término de rozamiento” de la forma cz; con ¢ constante.




Capitulo 5

Movimiento periédico en presencia de

rozamiento no lineal y friccion seca.

E n los articulos [13] ¥ [65] se ha considerado una clase de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden donde la no-linealidad depende solo de la derivada,

(1) + f(a'(t) = p(t),  t€0.T]

con distintas condiciones de contorno (Dirichlet, Neumann o periddicas).

Nuestro propdsito en este Capitulo es el estudio de la existencia y unicidad de
soluciones periodicas de tres clases de ecuaciones diferenciales ordinarias escalares
en las que la no-linealidad depende tanto de la solucién como de su derivada. La
primera extiende en cierto sentide los resultados obtenidos en [65] para la ecuacion
escalar periddica. Como consecuencia. se obtienen resultados de existencia sobre
la ecuacion del péndulo con rozamiento no lineal. El péndulo es el paradigma
de problema no lineal y, desde los tiempos de Galileo, ha dado lugar a multitud
de problemas y controversias, a partir de los cuales se han producido grandes
avances en el Analisis No Lineal cuya importancia excede con mucho la simplicidad
del modelo. Para conocer con detalle el desarrollo historico del problema puede
consultarse [63]. ‘

La segunda ecuacion que consideramos presenta una singularidad atractiva,
conectando de este modo con el Capitulo 2. Finalmente, se estudia el caso de
dos singularidades. La idea clave de las demostraciones es usar la informacién
obtenida en [65] junto con el método de sub y supersoluciones. Ademais, se prueba
un resultado de unicidad en la linea del Capitulo 2.

Por otra parte, una de nuestras mayores motivaciones a la hora de abordar
este tipo de ecuaciones fue el estudio de la friccién seca, por lo que la Seccion 5.3
se dedica enterammente a su estudic. En las demostraciones se usa fundamental-
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mente un método de aproximacién mediante funciones univaluadas, junto con la
obtencion de cotas a priori para las soluciones.

5.1 La ecuacion no singular.

Consideremos la siguiente ecuacion
z'(t) + F(z(t),2'(t)) =p+ B(t),  t€[0,T] (5.1)

siendo F' : R?> — R una funcién continua y p € E"’(O,T). Estamos interesados
en la existencia de soluciones T-periédicas, entendiendo por tal una funcién z €
H*(0,T) que verifica la ecuacién y tal que z(0) = z(T'), z'(0) = 2'(T).

Definicién 5.1. Se dice que la ecuacion (5.1) setisface una condicion de Bernstein-
Nagumo si la ezistencia de una cota a prior: para las soluciones T-periddicas de
(5.1) implica una cota a priori para sus derivadas.

Algunas condicicnes de Bernstein-Nagumo especificas son las siguientes

o F(z,y) = f(y) + g(2).

o Dado p € [1,+00], sea g € [1,00] tal que + 2 = 1. Si |z| < C para cierto C,
entonces existen ¢ € LP(0,T) y k : R, — R* tales que |F(z,y)—p—p(t)| £
¥(t)k(ly|) para todo (t,y) € [0,T] x R, cumpliéndose que

400 Sl; d
/o Koot

(ésta es una generalizacion de la condicién cldsica de Nagumo establecida en

[69], véanse (20, 60] para mas detalles).

e F(r,y) es Lipschitz-continua en la segunda variable, es decir, existe L > 0
tal que

|F(z,31) = F(z,92)| < Llym —v2l Yo,y €R
(véase [38]).
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Tanto en la presente Seccion como en la siguiente, suponemos que se verifica
una condicion de Bernstein-Nagumo sobre la ecuacién considerada, ya sea alguna
de las anteriores o cualquier otra.

El siguiente Teorema sera el resultado central de esta Seccion.

Teorema 5.1. Supongamos que eriste una funcion continua f :R - R y —oo <
a< B<y<éb< 400 tales que

F(z,y) 2 fly), Yz €]a,s] (5.2)
F(z,y) < fly), Vze[yr.6 (5.3)

para todo y €R. Sea K < min{3 — a,6 —v}. Entonces, para todo p € [7([) con
Ipll2 < £ ;1\'. eriste p, € R tal que la ecuacion (5.1) tienc al menos una solucion
T-periodica para todo valor medio p tal que

- Lo e - f(y)} STl a AF (z.y) = f(y)}

lyl< LK i< ERE

Ademds, si este infimo (resp. supremo) es un minimo (resp. mdrimo), enton-
ces la desiqualdad respectiva no es estricta.

Demostraciéon. Considerando la ecuacion

2"(t) + f(2'(t)) = Po + B(), (5.4)

los resultados de [65] establecen la existencia de un p, € R tal que (5.4) tiene una
familia de soluciones T-periddicas u + C, con C € R. Ahora, multiplicando (5.4)
por u” e integrando en un periodo, se deduce que |[u"|l2 < ||||2-

A continuacién, usamos la siguiente version de la desigualdad de Sobolev

vT .,
—=|lv" |2,
2v/3

demostrada por ejemplo en la pagina 207 de [79]. Asi, se tiene que

vT V15K
/ < —Jlpll, € —.
[u']feo < 2\/5"1’"2 ST

lw'llo0 <
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Por otra parte, reproducizndo la demostracién de la anterior desigualdad en la
Proposicién 2.7 del citado libro (con m=0) pero considerando M como el operador
de doble integracion de valor medio cero, y usando que Pyt = g%, se deduce
facilmente la siguiente desigualdad de tipo Sobolev

~ T‘/-T- "
il < m”" Il2-

Por lo tanto, se tiene que

lu(t,) — u(to)] < 2fltl|ee < T(;—gf{"ﬁ“! <K

para cualesquiera to,t; € [0,7). En consecuencia, la condicion impuesta sobre p
permite tomar C; < C; tales que z,(t) = u(t) +C1 € [@,8] (o ]e, B] si @ =—00) y
z2(t) = u(t)+Cz € [1,6] (o [v,6[ 51 § = +00) es una pareja de sub y supersoluciones
ordenadas de (5.1), lo cual junto con la condicién de Bernstein-Nagumo impuesta
en la ecuacion implica la existencia de una solucion T-periédica entre ellas.

Observacién 1. Si a = —00 y § = +00, no hay condicién alguna sobre la norma
de p. Algunos ejemplos de F' y f verificando las hipdtesis (5.2) — (5.3) son

i) F(z,y) = f(y) + g(z), donde zg(z) < 0 para todo |z| > R.

ii) F(z,y) = h(z)f(y), donde [ es positivo (resp. negativo) y h estd mayo-
rado (resp. minorado) para ¢ > R y minorado (resp. mayorado) para z < -R.

iii) F(z,y) = h(z)f(y) + 9(zx), con h, f y g como antes.

Observacién 2. De la demostracién se deduce que el conjunto de valores medios

P para los cuales la ecuacion (5.4) tiene una solucion T-periddica esta incluido en
el conjunto de P para los que (5.1) tiene una solucién T-periodica.

Como consecuencia directa de este Teorema tenemos el siguiente resultado
sobre la ecuacién del péndulo con friccién no lineal.

Corolario 5.1. Sea la ecuacion

2"(t) + f(a'(t)) + a sen (z(t)) = P + (L),
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donde f es una funcion continua. Sea 0 < K < m. Entonces, para todo p(t) €
L2(0,T) tal que ||pll2 < %K. eriste §, € R independiente de a. tal que la

ecuacion (5.5) tiene una solucion T-periddica para todo p € [P, — @ sen ( ;K )sPo+
a sen (%‘-)]

En particular, si se considera friccién lineal, entonces p, = 0, y en consecuencia,

Corolario 5.2. Sea

"(t) + cx'(t) + a sen (x(t)) =P + p(t) (5.6)

conec € R. Sea0 < K < x. Entonces, para todo pit) € L*0.T) con ||p]l2 <
_}—f%[\'. la ecuacion (5.6) tiene una solucion T-periodica para todo i tal que |p| <
a sen ("—_‘25).

Hay que resaltar que resultados similares han sido obtenidos en las referencias
[32, 61, 62, 66, 90] para el péndulo con rozamiento lineal, y también en [44, T1]

para el caso conservativo (¢ = 0).

5.2 Ecuaciones con singularidades atractivas.

5.2.1 Caso de una singularidad.

('onsidérese la siguiente ecuacion
() + Fla(t), () =p+p(t),  t€0.T] (5.7)

donde F : R* x R —» R es una funcién continua que posee una singularidad
atractiva en el origen, es decir

lim F(z,0) +oo.

r—0t
Obsérvese que este tipo de no-linealidad generaliza la considerada en la Seccidn 2.5.
Nuestro objetivo es buscar condiciones suficientes para la existencia de soluciones
T-periédicas positivas.




66 5. Movimiento periddico en presencia de rozamiento no lineal y friccién seca.

Tecrema 5.2. En las condiciones previas, sea f : R — R continua tal que
ezisten 0 < a < B < +oo de forma que

F(z,y) < f(v), Vz € [a, B (5.8)
para todo y € R. Entonces, para toda funcion p € ﬁ(O,T) acotada superiormente

y tal que ||p]l2 < s—%ﬂ, eziste Py tal que (5.7) tiene una solucion T-periddica
para todo P 2 Py.

Demostracién. Es conocido por [65] que dado p € [7(0,7‘) existe P, tal que la
ecuacion

z"(t) + f(2'(t)) = Po + B(t)
tiene una familia de soluciones T-periédicas u + C, con C € R. Ademas, como en
la demostracion del Teorema 5.1, se tiene que

TVT

——|Ip|ls £ B —a
W 1Bll2 </
para cualesquiera to,t; € [0,T)]. Por tanto, si se toma C' de forma que u(t)+C €

[@, B[ para todo t € [0,T], entonces
W"(t) + Flu(t) + C,u'(t)) S u"(8) + f(u'(1)) =Po + P < P+ B(t),
con lo que u + C es una supersolucion, mientra que si fijamos € > 0 tal que
F(e,0) > sup{p + p(t)} (59)

y € < a, entonces € es una subsolucién ordenada. G J

|u(ty) — u(to)l <

Observacién. De nuevo, si 3 = +00 no hay restriccion sobre ||p||2. Algunos casos
particulares son

i) F(z,y) = f(y) + 9(z), donde

Iir(r)1+ g(z) = +o0, lim g(z)=0

r—400

(por ejemplo, el "caso modelo” g(z) = z7%, con a > 0).
ii) F(z,y) = ¢(z)y + g(z), donde g es como antes y ademds existen
m, M € R tales que m < ¢(z) < M para todo z > R. Entonces,

p(z)y < fly) = {

y claramente f es continua, luego se verifica (5.9) y de esta forma extendemos los
resultados de existencia para el caso lineal {38, 53].

My siy>0

my sig<d para todo z > R,
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5.2.2 Caso de dos singularidades.

Consideremos la ecuacion

2"(t) + Flz(t),2'(1) = p(1), te[0.7)

donde F: (0,1) x R — R es una funcién contin.. al que

lim F(r,0) =+

r—0*

lim F(r.0) = -0

r—1-

Se dice que la ecuacion (5.10) tiene dos singularidades atractivas en 0 y 1. vy
buscamos soluciones T-periédicas entre 0 v 1. Como interpretacion fisica puede
pensarse en un par de particulas cargadas del mismo signo fijas en 0 v 1. y una
tercera particula de signo opuesto moviéndose entre ellas.

Como es usual, suponemos que se cumple una condicion de Bernstein-Nagur.

Teorema 5.3. En las condiciones previas, la ecuacion (5.10) tiene una solucion
T-periodica para todo p € L™(0,T).

Demostracién. Basta fijar ¢; < ¢; tales que
F(f[.O) > ”P“x- F(E;,ﬂ) % ”p”\.

y €1.€; es una pareja de sub v supersoluciones ordenadas. o

Evidentemente, la localizacion de las singularidades en 0 y 1 no es en absoluto
restrictiva. Por otra parte, es interesante observar que la hipétesis de acotacion
sobre p puede ser eliminada si se considera un concepto mas amplio de solucion,
expuesto en [38] bajo el nombre de solucion generalizada, y consistente en permitir
que las soluciones puedan tener colisiones con la singularidad en un conjunto de
medida cero.

5.2.3 Unicidad.

Para finalizar la Seccion. establecemos un resultado de unicidad en la linea de
los resultados del Capitulo 2.
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Proposicion 5.1. Si F es estrictamente decreciente en la primera variable, las
ecuaciones (5.1),(5.7) y (5.10) tienen a lo mds una solucion T-periddica.

Demostracién. Supongamos que y(t) ¥ z,(t) son dos soluciones T-periddicas
distintas, con z;(lo) > 2(to) para algin t € [0, 7). Entonces, z(t) = z1(t) — za2(t)
es una funcién T-periddica, luego z(t) tiene un maximo positivo, llamémosle z(tu);
asi, z1(tm) > za(tm) y zi(tm) = Ta(tm), luego en consecuencia,

0> 2"(tn) = F(zaltum), 73(tm)) = Flza(tm), 71(tum)) > 0,

lo cual es imposible.

5.3 Friccion seca.

Consideremos la siguiente ecuacion
2"(t) + p sgn('(t)) + g((t)) = p(t)j. L€ [0, 71, (5.11)

donde p > 0 es el llamado coeficiente cinético de friccion. Esta ecuacion debe ser
entendida como la inclusién diferencial

—z"(t) — g(z(t)) + p(t) € u Sgn(z'(t))  cpt. L€ [0,T1,

siendo

_ | sgn(z) sir #0
Sgalz) ‘{ [1,]] siz=0"

Equivalentemente, una funci¢a T-periédica z(t) sera una solucion de (5.11) si
existe una seleccion medible s(t) € Sgn(z'(t)) que verifique la ecuacion z”(t) +

us(t) + g(z(t)) = p(t) c.pt- t € [0,T). _

Esta formulaciéon permite que las soluciones sean constantes durante un cierto
intervalo de tiempo, lo que usualmente se llama una “zona muerta”. Evidente-
mente esto concuerda con el modelo fisico de friccién seca. De hecho, en ciertos
casos se presentan soluciones constantes, también llamadas estacionarias, aun en
el caso en que la fuerza externa p(t) no sea constante. Si z(t) = c es una solucion
estacionaria, la seleccién medible debe ser s(t) = 'Jﬂ:“l(fl € [-1,1]. A partir de

este hecho es posible describir el conjunto de soluciones estacionarias.
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Proposicién 5.2. Una condicion necesaria para la existencia de soluciones esta-
cionarias de (5.11) es que p € L™(0.T). En tal caso, el conjunto de soluciones
estacionarias €s

= i R: f = < < 1 3
T={ce tg}g;s]p() u.,.y(f:)_tg[l[}g,}p(t)ﬂt}

Demostracién. Sabemos que la seleccion medible para una solucién estacionaria
x(t) = ces -1 < ﬂﬂ;ﬂﬂ < 1, de donde —u < p(t) — g(c¢) £ pu. Por tanto
es evidente que una condicién necesaria es que p € L*(0,T). Ademas, debe
cumplirse que p(t) — p < g(c) < p(t) + g, de donde es inmediato que el conjunto
de soluciones estac’onarias es el descrito. T

En consecuencia, para que T # (1 es condicion necesaria que

nax p(t) — min p(t) < 2pu.
.'[e[u,'l‘][( ) rg{}}.'l']” )< 2p

es decir. un coeficiente de friccion elevado, lo que efectivamente concuerda con
la intuicion. Sin embargo, es interesante estudiar la existencia de soluciones T-
periédicas con g y p arbitrarios, problema que abordaremos en las siguientes sub-
secciones.

5.3.1 Friccién seca en la ecuacién no singular.
Consideremos la ecuacién (5.11) con ¢ : R — R una funcion continua tal que

g(r) > 0. para todo x €|a. 3| (5.
g(z) <0, para todo x € [7,6]. (5.

2)
3)

1
1

para ciertos —00 < a < # <y < 4§ < +oo. Vamos a usar la informacién de la
Seccion anterior para establecer el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Para todo p € L3(0,T) con ||pll2 < %‘\% min{8 — a,6 — v}, eziste
P € [—p,p] tal que (5.11) tiene una solucion T-periodica.

Demostracién. Vamos a aproximar la ecuacién multivaluada (5.11) mediante
una sucesion de ecuaciones univaluadas. Definimos la siguiente sucesién de fun-
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ciones continuas,

1 i
ffz)=4 ne @ |z ; para cada n € N.
=1 8

Si se considera la sucesién de ecuaciones

2(8) + pfalz' () + gla(t) =P+ p(t), €D, T), (5.14)

se sabe por el Teorema 5.1 que para cada n existe p, tal que (5.14) tiene una
solucion T-periodica z(t). A continuacion demostraremos que esta sucesion de
soluciones de (5.14) converge a una solucién T-periédica de (5.11), para lo cual es
necesario encontrar cotas uniformes para r, y sus derivadas.

Usando los resultados de [63]. para cada n existe p, tal que la ecuacion

)+ pfald () =By + 00 1E[0.T] (5.15)

tiene una familia uniparamétrica de soluciones T-periodicas. Por conveniencia, sea
i, el elemento de esta familia tal que minsgo,r) Un(t) = 0. Integrando (5.15) sobre
un periodo, se obtiene que |p,| < . Ademas, los mismos razonamientos usados
en el Teorema 5.1 llevan a

T, .
””ﬂ”x - ——'—=‘“P”2-

6v'5

Por tanto, tomando C} = 3 — {;\/Z:llﬁllg y C; = 7, es facil deducir que u, +Cy ¥
i, + ("2 son respectivamente una sub y una supersolucion ordenadas de la ecuacion
(5.14), luego existira una solucion T-periodica (1) de (5.14) que cumple

€1 < unlt) + C1 S 2a(t) Sunlt) +C2 S Z‘/—Tllﬁvnz +Cy=:Cs €[0T,
6v/5

De esta forma. hemos conseguido cotas C,,Cs para la sucesién {r.(t)} que
no dependen de n. Veamos ahora la manera de conseguir también cotas para las
derivadas

Sea (& := max{|g(z)| : T € [("1.C5]}. Multiplicando (5.14) por ri(t) e inte-
grando en un periodo se tiene

‘ T T
Je = [ st = [ atza@)hde < (il + GV
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luego ||z”]|2 < (||pll2 + GVT). y en consecuencia
24l < VTli2ills < VT (Il + GVT).

Estas cotas nos permiten usar el Teorema de Ascoli-Arzeld, que afirma que
existe una subsucesion de {r,}, que representamos nuevamente por {z,}, que
converge a cierta ry(t) uniformemente en (''. Evidentemente, esta ro(t) es T-
periédica por serlo las r,. Ademas, tomando una nueva subsucesion si es necesario,
existe p € [—p, p| tal que p, — p. Tomando limites en (5.14),

—rg(t) = g(&o(t) + P+ p(t) = lim ful(2, (1)) € u Sgn(xo(t), ¢ €[0.T],

con lo cual ry(t) es una solucion T-periodica de (5.11). T

(‘omo consecuencia inmediata de este Teorema podemos establecer el siguiente
(‘orolario sobre la ecuacion del péndulo con friccion seca.

Corolario 5.3. Sea la ecuacion

r(t) + p sgn(x'(t)) + a sen (x(t)) = p(t). (5.16)

Entonces, para todo p(t) € L2(0,T) con ||p|l; < %ﬁ-,n’, existe p € [—p, p] indepen-

diente de a tal que la ecuacién (5.16) tiene una solucion T-periodica.

Observacién. Es posible, siguiendo la estrategia del Teorema 5.1, conseguir un
intervalo completo de valores medios “admisibles”, para los cuales hay solucion
T-periédica. Sin embargo, hemos optado por la anterior presentacion en aras de
la claridad. Por otra parte. nuestro método permite considerar ecuaciones como

2"(t) + f(2'(t)) + p sgn(2'(1)) + g(z(t)) = p(t),  t€[0,T],
con f continua. Por ejemplo, si f(z’') = cz’ con ¢ constante, el Teorema 5.4 sigue
verificandose sin ninguna modificacion.
5.3.2 Friccién seca en la ecuacion singular.

Sea la ecuacién (5.11) pero siendo ahora g : R* — R una funcién continua con
una singularidad atractiva en el origen, es decir,

lim g(z) = +o0

=0t
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y tal queexisten 0 <a < f < +ooy K €R de manera aue g(z) < K para todo
z € [a, B[

Teorema 5.5. Con las hipdtesis previas, para todo p(t) € L*(0,T) acotada supe-
riormente y tal que ||pll: < £52(3 - o), eziste Py € [-p + K,p + K] tal que la

-

ecuacidn (5.11) tiene una solucién T-periddica para todo P > By.

Demostracién. U-amos de nuevo las ecuaciones

2"(t) + pfa(@(t) T 9((t) =B+ B(t), t€[0T], (5.17)

que ya definimos en la demostracién del Teorema 5.4. De [65], tenemos que para
cada n existe 7, tal que la ecuacion

(1) + pfale (1)) + K =Py + (1) (5.18)

tiene una familia uniparamétrica de soluciones T-periddicas. Sea un el miembro
de esta familia tal que mingp1) un(t) = @. Un uso adecuado de las desigualdades
de tipo Sobolev, tal como se hizo en la demostracion del Teorema 5.1, prueba que
Mmaxe(o,T] Ua(t) < 4. Por tanto, si consideramos P 2 P,

W (t) + pfa(ta(t)) + 9(un(t)) = B < wa(t) + pfalun(t) + K =Po = B(t), t€[0,T],

por lo que u,, es una supersolucion de (5.17), y por otra parte la existencia de una
subsolucién ordenada es trivial por el cardcter singular de g, ya que p es acotada
superiormente. Por tanto, la ecuacion (5.17) tiene una solucion T-periédica para
todo 7 = P,.

Por otro lado, integrando (5.18) en un periodo se obtiene que p, € [—p +
K,p + K], con lo cual, tomando si es necesario una subsucesién, {p,} — P, €
[-u + K,u + K], y claramente (5.17) tiene una solucién T-periddica para todo
P > P,, para n bastante grande. Si p, = p + K, entonces existe solucion T-
periédica de (5.17) para todo p > B, y podemos fijar B, := P,. Si por el contrario
P, < 4+ K, basta tomar por ejemplo Py := El-*-";—”—‘-. Para finalizar, mediante las
mismas técnicas usadas en la Subseccién anterior, es facil encontrar cotas uniformes
para la sucesién de soluciones de (5.17), y una aplicacion del teorema de Ascoli-
Arzel cierra la demostracion. ‘ R
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Como en la Seccion 5.2. si 3 = +0o no hay restricciones sobre ||p||2, como por
ejemplo g(z) = r™°, con a > 0. Por otra parte, usando el Teorema anterior con
K. a. 3 adecuados es facil probar el siguiente Corolario.

Corolario 5.4. Sea g : Rt — R una funcion continua tal que lim._g+ g(x) =
+00. Entonces, para todo p(t) € L*(0,T) acotada superiormente, eciste p € R tal
que la ecuacion (5.11) tiene una solucién T-periodica para todo P 2> Py.

5.3.3 Unicidad y estabilidad.

En presencia de friccion seca es posible la existencia de un intervalo de solu-
ciones estacionarias. luego en general no hay unicidad incluso suponiendo g estric-
tamente decreciente. No obstante, puede probarse lo siguiente.

Teorema 5.6. Sca la ecuacion (5.11) con g estrictamente decreciente. Entonces,
si existen soluciones estacionarias, €stas son las tinicas soluciones T -periodicas.
Si no eristen soluciones estacionarias, eriste a lo mds una solucion T-periodica,
que es inestable.

Demostracién. Supongase que (1), z2(t) son soluciones T-pericdicas distintas,
una de ellas no estacionaria. Sea z(t) := zi(t) — 2(t) y 2(t1) = maXeo,7] z(t).
No es restrictivo suponer que z(t;) > 0. Restando las ecuaciones respectivas y
teniendo en cuenta que ¢ es estrictamente decreciente. se tiene que

sgn(z)(ty)) — sgn(xy(ty)) > 0.

luego (t;) = 0 v x4(&;) < 0, pero ademas 2'(f,) = £} (t;) — x4(t:) = 0 por ser el
maximo. Por lo tanto, () = 0 and z3(t1) = 0.

De aqui, y usando que al menos una de las soluciones no es estacionaria, se
deduce que existe t, > t; tal que para todo t €ty, [, (t) > 0, 2'(t) < 0y o bien
1{¢) < 0 o bien z5(t) > 0. En consecuencia,

t2

[th sgn(z(t))dt 5] sgn(za(t))dt,

1 4

lo cual es una contradiccion, pues se puede obtener la desigualdad estricta inversa
restando las ecuaciones e integrando en [ti,ts). De este modo hemos probado la
unicidad.
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Para la estabilidad, siendo z7(t) la tnica solucion T-periodica, veamos que €s
inestable. Sea z,(t) una solucién con condiciones iniciales z1(0) > zr(0), z3(0) =
z'+(0) > 0 (si esta iiltima condicion sobre z/ no se cumpliera, bastaria realizar una
traslacién del tiempo inicial). Notese que para todo z(t) = zi(t) — zr(t) > 0 se
obtiene de (5.11) que

2"(t) + p sgn 2(t) — p sgn z7(t) = g(=z(t)) ~ g(z1(t)) > 0, (5.19)

luego la funcién z(t) tiene un minimo en 0.

Finalmente, probaremos que z(t) es una funcion estrictamente creciente para
todo ¢ > 0 donde esté definida. Si esto fuera falso, existiria z(¢,) maximo local de
z con t; > 0. Usando (5.19), sign zj(t:) > sign zp(th), con lo cual zi(t) 2 0y
z(t) < 0. Ahora bien, si alguna de estas desigualdades fuese estricta, entonces
tendriamos 2'(f;) > 0, luego se deuduce que zi(t;) = 0 = z7(t1). Ahora, sea
t, > t, tal que z/(t) < 0 para todo ¢ €]t1, L[ 0 z7(t) > 0 para todo ! €lty, tal;
una de estas opciones se verifica necesarimente ya que z(t,) es un méaximo (cabe
la posibilidad de una “zona muerta” en la solucién, o sea, un intervalo en el que
la derivada de z(t) se anule, pero en tal caso tomamos como t, el extremo de este
intervalo). Entonces,

t2

[ senande < [ sen(ap()

ty 1

Pero si se integra (5.11) obtenemos la desigualdad inversa.

En definitiva, z(t) no presenta maximos para ¢ > 0. Sea (w~,w") el intervalo
maximal de existencia para z;(t). Si w* < +o00, entonces limy_,+ 2(t) = +o0. Si
en cambio w* = +00, se prueba que nuevamente lim,_+ 2(t) = +00. De hecho,
si z(t) = K > 0 con K < +00, entonces por ser 2 estrictamente creciente existe
ts tal que z"(t) < 0 para todo t > ta. En consecuencia, de (5.11) se tiene que
sgn(z)(t)) > sgn(z7(t)) para todo t > 3, luego z/p(t) < 0 para todo t > t3, lo
cual es absurdo puesto que z; es T-periédica y no estacionaria. Con esto queda
probada la inestabilidad de zr. o

5.3.4 Otros modelos de friccién seca.

Experimentalmente puede comprobarse que en general la fuerza ejercida por
friccion seca es mayor cuando no hay movimiento relativo. A modo intuitivo, es
mas ficil mantener el movimiento de un cuerpo sobie una superficie no lubricada
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que hacerle arrancar. Esto significa que hay que distinguir entre friccion estatica
y friccion cinética. A cada una le correspondera un coeficiente de friccion distinto,
que llamaremos pt, y g respectivamente. Por regla general. uy < pu,, aunque
dependiendo de la naturaleza de las superficies en contacto, se dan casos en los
que son iguales.

De esta forma, un modelo mas realista para la friccion seca lo constituiria la
siguiente inclusion diferencial

—2"(t) — g(z(t)) + p(t) € F(2'(t))  cpt. t€[0,T],

siendo F la funcion multivaluada

— Ity siz <0
F(r) [ = ptsofts] stz =0
ftd stx >0

cuyo grafo viene representado por la figura 5.1.

A nuestros efectos, pueden demostrarse resultados completamente analogos a
los va establecidos en esta Seccién, ya que podemos considerar aproximantes de
tipo Yosida adecuados (ver figura 5.2).

(Cabe la posibilidad incluso de considerar otras leyes de friccion mds complejas,
como [48] (ver también [70]), que presenta un crecimiento cuadratico en la derivada
y cuyo grafo es reproducido en la figura 5.3. También en [26] se estudia una
situacion parecida, con una ley de friccion asintoticamente lineal. Finalmente,
ciertos modelos sismicos como el de Burridge-Knopoff (véase [16] y sus referencias)
introducen una ley de friccion estrictamente decreciente con respecto a la velocidad,
como la representada en la figura 5.4, que es debida a la interaccion entre las placas
tectonicas.

De cualquier forma, se ha demostrado que el fenémeno de la friccion seca es en
muchos casos extremadamente complejo, dependiendo extrechamente de procesos
elasticos, plasticos y quimicos a diversas escalas de longitud y tiempo, no existiendo
actualmente un modelo totalmente satisfactorio.
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Figura 5.1. Grafo de la funcion multivaluada F'.

Figura 5.2. Aproximantes de tipo Yosida para F'.
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_us

Figura 5.4.
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5.4 Algunos resultados adicionales.

En la presente Seccién emplearemos las técnicas anteriormente desarrolladas
para abordar algunas situaciones de especial interés. En adelante, consideraremos
la ecuacion

"(t) + f('(t)) + g(=(t)) = P + B(2), (5.20)

donde g : R — R es continua, p(t) € IT’(O,T) y f: R — R es continua en casi
todo punto, permitiéndose discontinuidades de salto (como en el caso de la friccion
seca), en cuyo caso la ecuacién se entiende como una inclusién diferencial.

5.4.1 Un resultado de tipo Landesman-Lazer.

Teorema 5.7. Supongamocs que

g(+00) = limsup g(z) < liminf g(z) = g(—00) (5.21)
r—4co T——00
Entonces, eziste B, € R tal que la ecuacion (5.20) tiene una solucion T-periodica
para todo D tal que
g(+00) <P — Po < g(—20).

Demostracién. Supongamos primero que f es continua en todo R. Como ya
es sabido, existe P, tal que la ecuacién z”(t) + f(z'(t)) = Po + p(t) tiene una
familia de soluciones T-periédicas zo + C. Para C, bastante grande se tiene que
g(zo(t) + C1) < P — Pp» lo cual implica que zo(t) + C, es una supersolucion de
(5.20). De igual manera se obtiene una subsolucién zo(t) + C; para un C; < C)
adecuado, con lo que tenemos un par de sub y supersoluciones ordenadas y por
tanto una solucién T-periddica entre ellas.

Por otra parte, si f presenta algin tipo de discontinuidad se recurre al argu-
mento ya conocido de la Seccién anterior: aproximantes de Yosida, cotas a priori
y aplicacién del Teorema de Ascoli-Arzela. &

Observacién. Si se considera el caso lineal f(y) = cy con c constante, entonces
Po = 0, luego este resultado es una extensién del resultado clasico a ecuaciones con
rozamiento no lineal. Ademas, g puede ser no acotada (o sea, g(—00) = +00 y
(0) g(+00) = —00), luego mejoramos el Corolario 2 de [44] en dos direcciones. No
obstante, si la desigualdad (5.2!) se invierte no parece facil probar un resultado
similar, y en cualquier caso se necesitarian técnicas diferentes.
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No obstante. si aparece una igualdad en (5.21), podemos establecer el siguiente
resultado. A partir de ahora no insistiremos mas en el caso de que f presente
alguna discontinuidad de salto. pues la estrategia a seguir usando las aproximantes
de Yosida es ya conocida.

Teorema 5.8. Sea K = %55?”;6”2. Supongamos que g(—o0) = g(+00) = L. Si

z(g(x) - L) <0, Viz| > R (5.22)

para cierto R > 0, entonces existe Py € R tal que la ecuacion (5.20) tiene una
solucion T-periddica para todo p tal que

inf max {g(z)}p <P—Pp < sup min_{g(z)} ¢ .
se[R+oo | r€[s.s+K] s€]=m0,— R r€fs.s+R]

Si este infimo (resp. supremo) es un minimo (resp. mdzimo), entonces la de-
sigualdad respectiva no es estricta. Ademds, si la desigualdad (5.22) es estricta,
este intervalo de valores medios “admisibles™ es no degenerado

Demostraciéon. Es una consecuencia inmediata del Teorema 5.1. Con respecto
a la tltima afirmacién, nétese que la condicion (5.22) implica

inf { max {g(m)}}él-ﬁ sup { min {Q(I)}}

n
s€[R,+oo[ | z€[s,s+K] s€]—o0,—R] T€[s,s+ k]

y que estas desigualdades son estrictas si (5.22) es estricta.

Este Teorema es aplicable a g(x) = {75, un interesante ejemplo que ya ha sido
estudiado en [44] para el caso sin rozamiento.

5.4.2 No-linealidades oscilatorio-expansivas.

En [35] se propone la siguiente no-linealidad

sin(vIn ) r>1
go(z) 0 0<z<l
—go(—1) r<0
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para un problema eliptico. como un ejemplo de las llamadas “funciones expansi-
vas”. definidas en el articulo mencionado. Vamos a establecer una nueva definicion
que también incluye el ejemplo anterior v que es mas adecuada a nuestro método.

Definicién 5.2. Decimos que una funcion continua y no constante g es oscilatorio-
expansiva si para cada s € R tal que inf,crg(z) < 8 < SUPem g(z), existe una
sucesion {ap} con limp—ioc{nsr —@n} =400y algin entero positivo ng tal que

min  g(r) =2 s 2 max _g(z)
r€[azn.a2n41] r€fazn41.92n42]

para todo n > no.

[:sta definicion generaliza ea diversos aspectos el concepto de funcion expansiva.
[ efecto. una funcion expansiva debe ser acotada e impar. hipotesis no requeridas
en nuestra definicién. Otro hecho remarcable es que la hipotesis litiyepoaf{ 22t} =
+00, supuesta en la definicion de funcion expansiva, implica que limp . 4o {@n+1 =
an} = +a2c, pero el reciproco no es cierto, luego en este aspecto tenemos una
definicion mas debil.

Por otra parte, si g €s oscilatorio-expansiva, —g también lo es, lo cual no es
cierto en el caso de funciones expansivas.

Sin embargo, g(r) = r es expansiva pero no oscilatorio-expansiva, por lo que
las definiciones son independientes. Es facil probar la siguiente Proposicion.

Proposicion 5.3. S5i g y —y son funciones erpansivas. entonces g es tambien
oscilatorto-erpansiva.

Con respecto a la existencia de soluciones periddicas, tenemos el siguiente Teo-
rema.

Teorema 5.9. Sea g una no-linealidad oscilalorio-erpansiva. Entonces, eriste
P, € R tal que la ecuacion (5.20) tiene un nimero infinito de soluciones T-
periddicas para cada P tal que

inf g(z) <P - Po < supg(x).
reR reR
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Demeostracién. De nuevo, B, es el valor medio para el que z(t) + f ('(t)): Pot+
p(t) tiene una familia de soluciones T- periodicas ro+C. Si {a.} es la sucesion que
nos da la definicion de funcion oscilatorio-expansiva para s = p — i, entonces para
todo n podemos tomar constantes adecuadas de forma que 1o + Cin € [@2n,s 2041
y 2o + Can € [@2n41,42n42] SaN una pareja de sub y supersoluciones de (5.20).
De esta forma, existe una sucesion &, € [dzq,@zn42] de soluciones T-periodicas de
(5.20). 3

Como caso particular. si go es la funcion definida al principio tenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 5.5. Eriste un p, € R tal que la ecuacion (5.20) con g = go tiene un
mimero infinito de soluciones T-periodicas para cada p tal que [p—py) < 1.

Otra consecuencia directa del Teorema 5.9 es que dada una no-iinealidad oscila-
torio-expansiva tal que infegg(r) = —20 V sup,eg g(r) = 400 (como por ejem-
plo, g(x) = rgo(r)). la ecuacion (3.20) tiene un numero infinito de soluciones
T-periédicas par- ~ualquier valor medio.

5.4.3 Otros ejemplos.

La hipotesis (5.22) considerada en la Subseccién 5.4.1 aparece con bastante
frecuencia en la literatura. No obstante, aun cuando (5.22) no se verifica es posi-
ble en muchos casos obtener cierta informacién, como demuestran los siguientes

ejemplos. Fijamos de nuevo la constante A = %;I][pﬂz

e Ejemplo 1 ({4], ejemplo 6.6). Sea g(r) = - Entonces, eriste p, € R

tal que la ecuacion (5.20) tiene una solucion T-periodica para todo Ji tal que
4

Po<P<Tot—i7

o Ejemplo 2 ([44]). Sea g(z) = —e~*. Entonces, existe py € R tal que la
| o

ecuacion (5.20) tiene una solucion T-periddica para todo p tal que

-2
T

Po—€ * SP<Po
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e Ejemplo 3 ([14], [44]).Sea g(z) = —ze” y supongamos K > 0. Entonces,
eziste P, € R tal que la ecuacion (5.20) tiene una solucion T -periodica para

todo P tal que

o KeX
p<Pot9(y i)
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o Ejemplo 3 ({14], {44]).Sea g(z) = —ze® y supongamos K > 0. Entonces,
eziste P, € R tal que la ecuacion (5.20) tiene una solucion T-periddica para
todo P tal que

KeX

1 —eX

):

S'P-n“'g(




Capitulo 6

Multiplicidad de soluciones periodicas para

una ecuacién de tipo Rayleigh.

E n este (apitulo vamos a considerar el problema periédico para la ecuacion de
tipo Rayleigh

o+ f(z') + gtz 2") = p, 6.1)
£(0) = £(T), 2(0) = 2(T). 0:1)
donde f es continua y g es una funcion de Carathéodory. Recordemnos que en la
ecuacion cldsica de Rayleigh g sélo dependia de z. Ahora, al considerar una no-
linealidad de Carathéodory, buscamos soluciones débiles en W210,7" Nuestro
proposito es estudiar la estructura del conjunto de “valores medios” p para los
cuales existen al menos una o al menos dos soluciones del problema (6.1) en dos
situaciones distintas, que describimos a continuacion.

En la Seccién 6.2, consideramos una fuerza restauradora g(t, z.z') uniforme-
mente acotada por una funcién L?(0,T). En este caso, el conjunto de valores
medios p admisibles es un intervalo /. Esto incluye no-linealidades periodicas en
la variable r. En el caso de la ecuacién del péndulo conseguimos una estimacion
de dicho intervalo. Ademas, se prueba la existencia de dos soluciones en el interior
de 1.

Por otra parte, la Seccién 6.3 se dedica a fuerzas restauradoras acotadas in-
feriormente. Se establecen resultados de tipo Ambrosetti-Prodi similares a los
obtenidos en [27]. En concreto, la condicién habitual

lim ¢(t,z,y) = +oc,

|z|—c0

uniformemente en ¢ e y, es reemplazada por la condicién de que g(t,z,y) pueda ser
descompuesta en g(z) + h(t, z,y), donde g(z) verifica tal limite cuando |z| — oo y
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hit.r.y) es acotada por una funcion de L%(0.T). En las demostraciones es funda-
mental la Subseccion 6.1, que relaciona la existencia de W*!-sub y supersoluciones
estrictas con el grado de Leary-Schauder, que denotamos por deg.

6.1 W?lsub y supersoluciones estrictas.

Sea el problema periodico

"+ F(t.r,r') =0,
r(0) = o(T), 2'10) = 2(T).

[-stablecemos una serie de definiciones basicas.

Definiciones. [Una funcion a € C'([0. 1]} se dice W*'-subsolucion estricta de
(6.2) si no es una solucién en [0,T] v su extension periodica en R. definida por
a(t) = a(t + T), es continua v verifica que para cada {, € R,

o bien D_a(ty) < Dralty),

o bhien existe un intervalo abierto [, v ¢y > 0 tal que t, € [y, a € W2,
v pet. t € Iy, para todo u tal que alt) < u < alt) + €, ¥ todo v tal que

o'{t) — g < v < a'(t) + €. se tiene que
a”(t)y+ F(tou.v) =2 0.

Analogamente. una funcion 3 € ('([0.T]) es una W*!'-supersolucion «stricta
de (6.2) si no es una solucién en [0, T} v su extension periodica en R. definida por
() = 3(t + T), es continua y verifica que para cada t, € R.

o bien D~ 3(ty) > D4 B(te),

o bien existe un intervalo abierto Iy v ¢ > 0 tal que iy € [y, 3 € W2 1y)
v, pct. t € Iy, para todo u tal que J(t) — g < u < 3(t), y todo v tal que
3'(t) — eg < v < F(t) + €, se tiene que

3"ty + F(t.u,v) 0.

Esta definicion generaliza el concepto clasico de sub y supersolucion, permi-
tiendo un cierto numero de “esquinas”.
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A continuacion, escribiremos el problema (6.2) de forma que sus soluciones sean
los puntos fijos de cierto operador funcional. Definimos el operador

T =N, (6.3)
donde
K, : LY0,T) = C'0,T) (6.4)

es el operador de Green correspondiente al problema periédico para la ecuacion
" —zr+f=0,y N:C'[0,T] = L'0,T) es el operador de Nemytskii definido
como Nz = F(-,z,z') + z. De esta manera, el problema (6.2) es equivalente al
problema de punto fijo

r=Tz,

donde es facil verificar que el operador T es completamente continuo.

Teorema 6.1. Sea F : [0.T] xR? — R una funcién L'-Carathéodory. Suponemos
que

(i) existen W -sub y supersoluciones estrictas a y 3 de (6.2) lal que a < 3 en
[0, 77,

(ii) existe R > max{||a’||n, |||} tal que cualquier solucion x de 2"+ F(t,z,2') =
0, 2'(to) =0, conty € [0.T] ya < x < 3, verifica

2/l < R. (6.5)

Entonces,

deg(l - T,0,0) = 1, (6.6)
siendo Q:= {x € C'[0,T] | a <z < 3, |2'| < R}.

Demostracién. Consideremos el problema modificado

" — o4 F(t,z,2') + 8(a(t), z, (1)) =0,

if A<u<B,

if B <.

Dividimos la demostracion en tres pasos.
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o 1) Toda solucidn z de (6.7) verifica a(t) < z(t) < B(t) en [0,T]. Supongamos
por el contrario que
i (2(0) - a() = =(to) = a(ts) <0
para algin to € [0,T]. Entonces, z'(to) — D_a(to) < z'(to) - D*a(ty) y por
definicién de W?!-subsolucién estricta D_a(to) = D*a(to) = z'(to). Ahora,
consideramos los Io y € > 0 de la definicién lo bastante pesnefios para que

a(t) < é(a(t),z(t), B(t)) < a(t) + €
—R<d(t)—e<2(t)<a(t)+en < R

para todo t € Io.
De esta forma, p.c.t. ¢ € |y, o]

a"(t) + F(t,z(t),2'(1) = a”"(t) + F(t,6(a(t), z(t), (1)), £'(1)) 2 0

Teniendo en cuenta que a no es solucion, es posible tomar t, de forma que
para algin t, > to, t; € Ip, se tenga z'(t;) — @'(t;) > 0, con lo que se llega a
la siguiente contradiccion

0<z'(t) —a(t) = ]t'(r"(s) - a"(s))ds

to

< j:zl[—F(S,I(s),l-’(s))+I—6(a(t),x,ﬂ(t))_Qu(s)]ds <

Analogamente se prueba que z(t) < B3(t) para todo t € [0,T].

2) Toda solucidn = de (6.7) verifica que |z'(t)] < R para todo [0.T]. En
otro caso, existira una solucién z de (6.7) y ciertos to € [0,T] y t, € 0,7,
t, > to, tales que z'(tp) = 0, |2'(ty)| = R y para todo t € [to, ], |2'(t)| < R,
aft) < z(t) < A(t). En consecuencia z verifica 2 + F(t,z,2') = 0 en [to, 1]
contradiciendo la hipdtesis (7i).

3) deg(I - 7,9,0) = 1. Consideremos el operador T = K\N, donde
(Nz)(t) = F(t,2(2), 2'(1) + 8(a(t), 2, B(1))

Es claro que 7 es acotado, lo que implica que dado R > 0 bastante grande
y A €[0,1],

deg(I — T, B(0, R),0) = deg(i — A7, B(0, R),0) = deg(I, B(0, £),0) = 1.
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Ademas Q C B(0, R) si se toma R suficientemente grande, y de los pasos 1
v 2 junto con la propiedad de excision del grado se deduce que
deg(I — T, B(0, R),0) = deg(I — T,92,0) = deg(I - T,Q,0) = 1,

lo que concluye la demostracion.

6.2 Fuerzas restauradoras acotadas.

En la presente Seccion estudiaremos no-linealidades acotadas por aiguna funcion
h € L*0.T). El siguiente resultado describe la estructura del conjunto de p para
los que el problema periodico (6.1) tiene solucion.

Teorema 6.2. Sea f : R — R continua y g : [0,T] x R* — R una funcion de
Carathéodory tal que

lg(t, z,y)| < h(t), p.ct t€[0,T], ¥(z.y) € R?
con h € L*(0,T) dada. Entorces, existe un intervalo [a,b] no vacio tal que

(i) sip & [a,b], el problema (6.1) no tiene solucion,
(ii) si p € (a,b), el problema (6.1) tiene al menos una solucion.

Demostraciéon. Sea M el conjunto de p para los cuales (6.1) tiene solucion.
Dividiremos la demostracion en cinco puntos.

e 1) Sea R > VT ||h|l2. Entonces toda solucion = de (6.1) verifica
Izl < R.

Multiplicando la ecuacién por z” e integrando en [0, 7],
g

g (T b S o s R 0
llefllz < = | gltyz,2)e"dt < l[~ll2t2"[2-
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Por tanto,
ll2"ll2 < 1lAll2

y si tomamos t, tal que z'(to) = 0, entonces

(01 =1 [ #'(5)ds| < VT le'lls < VT Il < B

2) Un problema modificado. Consideremos la funcion

f(y) := f(6(-R,y, R)),

con 6(A,y, B) definida por (6.8). Usando el mismo argumento del punto 1,
cualquier solucion r de

(6.11)

es también solucion de (6.1). Por lo tanto, r es solucion de (6.1) si y =dlo si
es solucion de (6.11).

3) M es no vacio. Sean el espacio
= g " i
X = {z € H0,T) : 2(0) = 2(T),2'(0) = r’(T),/ gt =0},
0

Sea T = K(I - P)N,_“donde K : I‘,E(O,T) — X es el operador inverso
compacto de L : X — L*0,T), Lz = —z", Pesla proyeccion (1.3) y

N C'0,T] = L¥(0,T),z — Nz = j(2') + g 2,2).

El operador T es acotado y completamente continuo, luego el Teorema del
Punto Fijo de Schauder nos garantiza la existencia de una solucién para
r = Tz. Pero esta tltima eruacion es equivalente a

-z = j(I’) + g(taza .’L") - P(.f(x') + g(-,;r,:c'))
2(0) = «(T), z'(0) = (T),

lo que prueba que p := P(f(:r’) +9(.,z,2")) € M.
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e 4) M es un conjunto acotado. Integrando directamente (6.11) sobre un
periodo se tiene que
I1All2

Bl < 1flls +

Bl < 11/l T
5) M es un intervalo.  Sean Py, p, € M con P, < P, y sean z, T2 las
soluciones de (6.1) correspondientes. Dado P, € (p,.P;), las funciones z, y
T, son respectivamente sub y supersoluciones de (6.11), puesto que

21+ f(l"l) +g(t, ey, 2)) =P =P —Pp <0

y .

o+ f(xh) + alt xa, 2h) = Po =Py — Po > 0.
En consecuencia. una sencilla generalizacion del Teorema 5.1 de [17] (véase
también [1]) demuestra que (6.11). y por tanto (6.1). tiene una solucion para

Po-

&

Observacién 1. El Teorema 6.2 no puede mejorarse. como prueba el ejemplo

" 4+ cr' + arctanz =P,

z(0) = 2(T), z'(0) = &"(T),

con ¢ # 0. Multiplicando la ecuacion por z' e integrando sobre un periodo se
obtiene |[z'||2 = 0, lo que implica que las posibles soluciones son constantes, es
decir, z(t) = tanp. En conclusién, este problema posee exactamente una solucion
para P € (—Z.Z) v no tiene solucion para p #(=%,3)
Observacién 2. Si g es continua y acotada. los puntos 2, 3 y 4 de la anterior
demostracién son consecuencia de (13, Proposition 2.1].

En el caso particular de que g(t,z.y) sea periédica en z, el Teorema anterior
puede ser mejorado sustancialmente, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 6.3. Supongamos que f : R = R y g : [0,T] x R* — R verifican las
hipétesis del Teorema 6.2 y ademds
(a) Para todo (z,y) € R? y c.p.t. t € [0,T] se cumple que

g(t.:l', y) = g(t,.l’,‘ + 2m, y)
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(b) Para todo (zo,y0) € R y c.p.t. to € [0,T], dado € > 0 eziste 6 > 0 tal que

lt—to] <6, |z —zo| <6 ly—vol <& = |g(t,z,y) = 9(t, %o, b0)| < €.

Entonces, entonces existe un intervalo cerrado [a,b] tal que
(i) siP ¢ [a,b], el problema (6.1) no tiene solucidn,
(ii) si P € [a,b], el problema (6.1) tiene al menos una solucion,
(iii)si p € (a,b), el problema (6.1) tiene al menos dos soluciones que no difieren
en un miltiplo de 2x.

Demostracién. Por el Teorema 6.2, el conjunto M de p tales que (6.1) tiene al
menos una solucién es un intervalo acotado, esto es, cIM = [a, b].
Dividimos la demostracion en tres etapas.

o 1) M es cerrado. Sea {p,} una sucesién de puntos de M convergente a
cierto p, y sea {z.} la sucesién de soluciones de (6.1) correspondiente. Por
el caracter periddico de g en r. podemos suponer (sumando un multiplo de
97 a I, si es necesario) que T,(0) € [0,27]. Teniendo en cuenta la acotacion
(6.9) se tiene que

lo cual, junto con (6.10), prueba que {z,} es una sucesién acotada en H*0,T).
Como H?*(0,T) esta compactamente embebido en C*(0,T), existe una sub-
sucesion convergente a cierta u € C''(0,T). Finalmente, tomando p = p, en
(6.1), un simple paso al limite prueba que u es solucion de (6.1) con p = p.
2) Eristencia de W*'-sub y supersoluciones estrictas de (6.11) para p €
(a,b). Consideremos el problema modificado (6.11), donde R > 0 se define
en (6.9). Sean z, y zp las soluciones de (6.1) conp=ayp= b respectiva-
mente. Como g es periddica, existe k € Z tal que a 1=z, < f =2, +2k7 y
para algin t. € [0,T},

alt.) + 27 > p(t.). (6.12)

Vamos a probar que para cualquier < bla funcion a es una W?1_subsolucién
estricta. Dado to € [0,T), la continuidad de f junto con la hipétesis (b) per-
miten tomar un abierto Io y €o > 0 de manera que {o € fp y p.c.t. t € lo, para
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todo u tal que a(t) < u < a(t)+¢o, y todo v tal que a’(t)—€ < v < a(t)+€o,
se cumpla
-3 b—

|f(v) - fla'(®)] < lg(t,u.v) — g(t,a(t), a(H)] € —+.
De aqui se sigue sin dificultad que para tales t, u y v

a”(t) + f(v) + g(t.u,v)

= b+ (f(v) = fl@(0))) + (g(t,u.v) = g(t.a(t).a'(1))
-(b-p) =7

Por la periodicidad es claro que también a(t) + 27 es una W*!-subsolucion
estricta de (6.11) si p < b, v de forma analoga se demuestra que 3(t) y
3(t) + 27 son W#-supersoluciones estrictas si p > a.

3) Si p € (a.b), el problema (6.1) tiene al menos dos soluciones que no
difieren en un miltiplo de 2. Definamos los conjuntos

O = {x € CY0,T]: alt) < x(t) < (1), |'(t)] < R. ¥t € [0, T},
0, = {x € C'0.T] : a(t) + 27 < z(t) < 3(t) + 2r, |[2'(t)] < R, ¥t € [0,T]},

:,,.'

Qy:= {z € C'[0,T): a(t) < z(t) < B(t) + 2=, |2'(t)] < R, ¥t € [0.T]}.

ea Tr := K;Nr. donde K, viene definido por (64) y Nor =p - f(.r'} -
g(+,x.z') — r. Aplicando el Teorema 6.1,

deg(l — T.9Q,,0) = deg(] — T.9Q,.0) = deg(I —T.83,0) =1,
vy por la propiedad de excision del grado
deg(! e T.Qa \ (Q] U Qz),o) = -

Por tanto. existen dos soluciones r; € @, y 72 € 3\ (2, U2;) del problema
(6.11). Pero este problema es equivalente a (6.1) en cada uno de los conjuntos
(%, luego r, y z2 son de hecho soluciones de (6.1). Notese ademas que
Ty —2nm € Qa \ (2, U Q) cualquiera sea n = 1,2,... ya que por (6.12),

,(t.) = 2n7w < B(t.) = 2nr < aft.) — 2(n — 1)1 < a(t.).

De igual manera z;+2n7 conn = 1,2,... no puede pertenecer a 23\ (2, U0R;)
ya que z; + 2nt > a + 2r. En consecuencia, z; € (I3 \ (2 UQ;) no es un
2r-muiltiplo de z;.
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El ejemplo clasico de ecnacion diferencial con no-linealidad periodica es la
ecuacion del péndulo forzado

£(0) + [(2()) + a sen z(t) = p + p(t).

Recuérdese que en el Capitulo 5 se obtuvieron ciertas estimaciones cuantitativas
sobre el conjunto M de valores medios p admisibles para la ecuacion del péndulo en
los Corolarios 5.1 y 5.2. Ahora esta informacién puede completarse con el Teorema
6.3 para obtener resultados de multiplicidad.

6.3 Fuerzas restauradoras acotadas inferiormente.

Esta Seccion la dedicamos al estudio del niimero de soluciones T-periodicas de
una ecnacion de Rayleigh generalizada en ciertos casos donde la no-linealidad es
no acotada.

Cosideremos ¢l problema periodico

o+ fir)+g(x) =p+ Atz 1),
r(0) = x(T), 2'(0) = (T).

El resultado principal es de los llamados de tipo Ambrosetti-Prodi.

Teorema 6.4. Sean f.g: R — R continuas y h : [0,T] x R? — R una funcion d:
Carathéodory tal que c.p.t. ty € [0,T) y para todo (T, yo) € R>R. dado e > G
eriste & > 0 tal que

tt == :I)l < b, |.I' e .I'ol < b, Iy - ljﬂ' <6 = |’I(t.I,y) == h(t.i'u-!}uil < €.
Se asumen las siguienies lupolests

(A) Eristen d > ¢ > 0 y p 2 0 tales que

f(y) -

es <
luley

para todo y € R.
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(B) Erxiste ky € L*(0,T) tal que
|h(ta Iwy” S kl(t)

p.ct. t €[0,T) y todo (z,y) € R?
(C) lim g(z) = +oo.
|z|—o0
Bajo estas condiciones, existe a € R tal que
(i) Sip < a, el problema (6.13) no tiene solucion.

(ii) Si p = a, el problema (6.13) tiene al menos una solucion.
(iii)Si p > a, el problema (6.13) tiene al menos dos soluciones.

Observacién. El modelo tipico de acuacion que satisface las hipotesis anteriores
es

"+l P + s =p+ h(t)
con he L*(0.T)y p=0.

Demostracién. Estructuramos la demostracion en cinco etapas.

e 1) Dado p, existen Ry > 0 y Ry > 0 tales que toda solucion z(t) de (6.13)
con p < P, vertfica

llzlie < Rov [I2llec < Ra. (6.14)

Si multiplicamos la ecuacién (6.13) por z’ e integramos sobre un periodo,
por medio de la desigualdad de Holder se obtiene

T T
c|l«’||% S/ f(z')z'dt =[ h(t,z,z')z’ dt
0 0

< [l dt < g 12T va
0 e+l

de donde

; ‘ ’
N2 |losz < (Enklnﬂ_i) = I

Sea K, := 7(poT + ke |l2VT + dKf“T'ﬂ-l?). Por la hipotesis (C), existe
v > 0 tal que g(z) > K, para todo |z| > v. Si z(t) es solucién del problema
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(6.13). integrando directamente se tiene

T
/g(.r}dt _;)T+_/ [A(t,z,2") = f(z')] dt
0
<P0T+|“~|||z\/_+d/ 2’|+ dt
< poT + ||ku|laVT + dKIH T = K,T.

En consecuencia, para toda solucién z(t) de (6.13) existe to € [0.7] tal que
|z(tg)| < v. Por tanto,

¥ ' : -
MNSMMM+L[HMMSV+MTM=JM
Sea (¢ := max{g(r) : |r| < Re}. Ahora. multiplicando (6.13) por r"(t).

integrando sobre un periodo y teniendo en cuenta la cota obtenida sobre
r(t). se obtiene

!I.r"i]:ﬁ :/ [h(t.x. r') —g(z)lr" dt < l||h||.z+('\’“l|1""”z

Por tanto, ||z”||; esta acotada por ||k[|; + VT, v como existe tg tal que
r'{tg) = 0 se deduce que

t —_
|2 (¢)] Sf 2| ds < |l2"|l:VT < (Il + GVTIVT =: Ru.
o

2) El problema (6.13) tiene una solucion para py suficientemente grande.
(‘onsideremos la ecuacion

"+ f(2') + k() = (6.15)

Es conocido (véase [65]) que existe p, de forma que la ecuacion (6.15) tiene
una familia uniparamétrica de soluciones T-periédicas u + ' con C € R. Si
up es el elemento de esta familia que cumple que %o = 0, por medio de las
desigualdades de tipo Sobolev usadas en la demostracion del Teorema 5.1,
se obtiene

ltolloo < ;‘}lla o
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(6.13). integrando directamente se tiene

f sla)& =gl +/ (h(t,z.2") - f(z')]dt
< poT + |jky ||2\/'+d] ']+ dt
Sﬁ0T+1|kll]2\/_+d[\f+lT"” = K,T.

En consecuencia, para toda solucién z(t) de (6.13) existe to € [0, 7] tal que
|z(to)| < v. Por tanto,

l2(t)] < le(to)] +/0' () dt < v + K\ T

Sea (¢ := max{g(r) : |t| € Ry}. Ahora, multiplicando (6.13) por z"(1),
integrando sobre un periodo y teniendo en cuenta la cota obtenida sobre
1(t), se obtiene

p r " "
Hr””j:[] (h(L 2. 2') = g(@))e" dt < (|lkull + GVDIl"]l2

Por tanto, ||z"||; esta acotada por [|kil[2 + GVT. y como existe ty tal que
r'(tg) = 0 se deduce que

t —
") < ] 2" ds < [|2"]l.VT < (llkillz + GVTIWT =: Ry.

2) El problema (6.13) tiene una solucién para po suficientemente grande.
(‘onsideremos la ecuacion

"+ f(z') + ki(t) = Py (6.15)

Es conocido (véase [65]) que existe p, de forma que la ecuacion (6.15) tiene
una familia uniparamétrica de soluciones T-periédicas u + C con C € R. Si
1o es el elemento de esta familia que cumple que @ = 0, por medio de las
desigualdades de tipo Sobolev usadas en la demostracion del Teorema 5.1,

se obtiene T
T
Uo||oo k
lluolloo < 12\/—“ tlla-
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Sea p > p, + max{g(z) : |z] £ %62“"1”2} Vamos a probar que ug(t) es una
supersolucion de (6.13). En efecto,

ug + flug) + g(uo) — h(t. uo, up)
< ug + f(ug) + g(uo) + ki(t) = Py + g(uo) < p.

Analogamente, es posible obtener una subsolucion ordenada considerando la
ecuacion

2"+ f(2') = k() = Py (6.16)

Sabemos que existe p, tal que la ecuacién (6.16) posee una familia de solu-
ciones T-periodicas u + C, con C € R. Sea uy := u = C con C lo suficiente-
mente grande para que u;(t) < up(t) para todo t € [0.T] v g(w)) + 5, > p
(lo cual es posible por la condicion (C)). Entonces,

ui + f(uy) + glug) — h(t,uy, u})
2 uy + f(u}) + g(wr) = ki(t) = By + g9(w1) > P.

Por lo tanto, u; es una subsolucion de (6.13) y ademas u,(t) < ug({) p.c.t.
t € [0,T], por lo que teniendo en cuenta el paso 1 de la demostracién, la
afirmacion esta probada.

3) El conjunto M de todos los p tales que (6.13) tiene una solucion estd
acotado inferiormente.

Por el paso 2, M es no vacio. Sea p, € M y sea z(t) una solucién de (6.13)
para p < P. Usando el paso 1, integrando directamente (6.13) sobre un
periodo obtenemos la condicion neceraria

P2 GT -k —max{|f(y)l: [u] < Ri}.

4) Para todo py € M, el conjunto MN| — 00, Py| es un intervalo cerrado y
acotado.
Definamos las funciones

f(y) == f(6(=Ry,y, RY)),

9(z) := g(6(~ Ro, 7, Ro))




6. Multiplicidad de soluciones periddicas para una ecuacion de tipo Rayleigh.

donde &(A.u, B) esta definida en (6.8) v Ry, R, vienen del punto 1. Repi-
tiendo la demostracion del punto 1 para la ecuacion modificada
2"+ f(z') + §(x) =P+ h(t.x, 1), (6.17)

2(0) = 2(T), «(0) = £'(T),

esta claro que z(t) es solucion de (6.13) con p < J, si y solo si es solucion de
(6.17).

Ahora, en el problema modificado las no-linealidades son acotadas, luego los
argumentos usados en los Teoremas 6.2 y 6.3 son validos de nuevo, probando
que MN| - o, Pp| es un intervalo cerrado. Finalmente, el paso 3 demuestra
que MN] — 0. Py| = [a.py] para cierto a.

5) Si p e intM, o problema (6.13) tiene al menos dos soluciones.

Sea p,.p, € M tales que p, < p < p;. Usando el mismo argumento del
punto 2 de la demostracion del Teorema 6.3 se prueba que la solucion de
(6.13) con p = p, es una W*'-supersolucion estricta, que llamaremos /3{t).
De la misma forma. obtenemos una W%!.subsolucion estricta ordenada a(t).
Fscribiendo el problema (6.13) como un problema de punto fijo r = T, se
tiene que por el Teorema 6.1

deg(l - T,0,0) = 1.

siendo @ = {xr € C'0,T] : a < ¢ < 8,|z'| < Ry}. Ademas. se puede
fijar £ > 0 lo bastante grande para que @ C B(0, R) y para todo p < 7, el
problema (6.13) no tenga solucion en la frontera de B(0, R) C C''[0.T]. por el
punto . De este modo. si consideramos el valor medio § como un parametro.
la propiedad de conservacion del grado por homotopia nos garantiza que
deg(/—T, B(0. R).0) es constante para todo p < p,. Ahora bien, por el punto
3 sabemos que no existe solucion si p < GT — k; — max{|f(y)| : ly| < R},
v en consecuencia

deg(/ — T, B(0,R),0) =0,

v ahora la existencia de una segunda solucion en B(0, R)\f} se deduce como
consecuencia de la propiedad de excision del grado.




6.3 Fuerzas restauradoras acotadas inferiormente,

El Teorema 6.4 se puede aplicar directamente al problema

"+ f(x') +g(x) =P+ h(t,z, 2",

2(0) = «(T), 2'(0) = 2'(T). (6.18)

Sin embargo, la condicion (A) sobre la funcion de rozamiento f es en cierto modo
bastante restrictiva. Es posible considerar una hipétesis mas débil si imponemos
sobre ¢ una acotacion uniforme para su derivada. De forma mas precisa, estable-
cemos el siguiente resultado.

Corolario 6.1. Sea f : R — R continua, g :R = R clase C' y h : [0,T] xR* - R
una funcion de Carathéodory en las condiciones del Teorema 6.4. Ademas, se
asumen las siquientes hipotesis
(A ')Ezisten ¢ >0 y p > 0 tales que f(y)y > c|ly|**? para todo y € R.
(B')G = sup{|g'{r)] : * € R} < +¢.
(C’) lim g(x) = +o0.
oo
Entonces, eriste a € R tal que
(i) siF < a, el problema (6.18) no tiene solucion.
(i1) 51 p = a, el problema (6.18) tiene al menos una solucion.
(iii)si P > a, el problema (6.18) tiene al menos dos soluciones.

Demostracion. La idea clave es establecer una cota a priori para la derivada de
las soluciones de (6.18).
Multiplicando (6.18) por 2'(t) e integrando sobre un periodo, se obtiene

T T
elle'|lr? < fo f(z")e' dt = jo h(t,z,2')e' dt
T

< [ el de < Il 2o,

de donde
(11K ] sz

p+1 y
12”1542 < Q—C"“— =: K.

Por otra parte, multiplicando por z” e integrando sobre un periodo se tiene

T T
||$"||§ +/ g(z)z"dt =/ h(t,z,z')x"dt;
0 0
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pero una simple integracion por partes nos da ,lur glz)z"dt = = fg g'(z)(z')%dt, con
lo cual

T
1ol < lhalllla"ll+ 1 [ oot
ksllatle” ]l + Glle'llz < kallall2”lls + GK T

Este tltimo término es lineal, luego existe Ay > 0 tal que ||z"]]; < Ky, y en

definitiva ||2']| < VTR, =: Ks.
('on esta cota, se define la funcion truncada

f(y) = f8(= 3.y, Ky)),
y el problema (6.18) es equivalente al problema modificado

o+ f(a') 4 gla) =+ At ),

.19
2(0) = 2(T). 2'(0) = 2"(T) (6.19)

que corresponde al caso con “friccion acotada”, al que podemos aplicar directa-
mente el Teorema 6.4. 2

Observaciones finales.

e lLas condiciones (A) v (A’) del Teorema 6.4
mente cubren casos de gran interés para las aplicaciones, como el rozamiento
cnadratico f(y) = |yly. del que va se ha hablado. [n términos vulgares.
puede decirse que la hipotesis (A') es “la mitad”™ que la hipotesis (A). y su
principal ventaja es que podemos anadir un nuevo término de rozamiento
foly) con la tinica condicién de que fo(y)y 2 0 para todo y, lo que significa
simplemente que la fuerza de rozamiento se opone al movimiento.

y el Corolario 6.1 respectiva-

Es posible sin gran esfuerzo establecer versiones “duales” de los resultados
de esta Seccion considerando no-linealidades acotadas superiormente.

Los resultados de este Capitulo se extienden sin ninguna dificultad a ecua-
ciones con una fuerza de rozamiento discontinua como la friccién seca. En
efecto, basta considerar la ecuacion como una inclusion diferencial y las cotas
a priori sobre las soluciones obtenidas en las demostraciones nos garantizan
la convergencia de la sucesién de soluciones obtenidas por el método clasico
de las aproximantes de Yosida.
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