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Introduccion.

En el afio 1972, E. M. Alfsen y E. G. Effros introdujeron el concepto de
M-ideal en un articulo capital titulado “Structure in real Banach spaces.
Part I and II” [AE]. Dado X un subespacio cerrado de un espacio de
Banach Y, se dice que X esun M -ideal de Y si existe una proyeccion p

en Y* cuyo nicleo es X L y tal que

ly*ll = lpy’ll + lly* = py’ll, YY" € Y™ (*)

Especialmente interesante resulta la clase de los espacios de Banach
que son M-ideales de su bidual (abreviadamente M-ideales). Esta ha
sido ampliamente estudiada por la “escuela de Berlin” (E. Behrends, P.
Harmand, D. Werner, W. Werner...) e investigadores de la talla de G.
Godefroy, N. J. Kalton, A. Lima, entre otros. P. Harmand, D. Werner
y W. Werner publicaron en 1993 una amplia y completa monografia
[HWW)] donde se ordena y estructura la ingente informacién obtenida
hasta ese momento acerca del tema.

Los espacios co(!) -donde [ es cualquier conjunto-, equipados con la
norma usual, asi como ciertos espacios. de operadores compactos K(X),

con X reflexivo, son elementos distinguidos de esta clase.
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Los M-ideales gozan de muchas e interesantes propiedades isométricas
e isomoérficas. Asi por ejemplo, A. Lima prueba que los M-ideales son
espacios de Asplund [L2], y M. Fabian y G. Godefroy que son WCG [FaG].
En [GLi] (resp. en [GSa]), G. Godefroy y D. Li (resp. G. Godefroy y
P. Saab) prueban que tienen la propiedad (u) (resp. (V)) de Pelczynski.
Después de [Phl], es evidente que también satisfacen la propiedad U de
Phelps. La proximinalidad en el bidual fue probada por ejemplo por
T. Ando en [An]. Finalmente, la propiedad de que todo isomorfismo

isométrico del bidual es el bitranspuesto de un isomorfismo isométrico

del espacio fue probada por P. Harmand y A. Lima en [HL).

Igualmente es amplio el estudio de dicha clase dentro del marco de
los espacios de operadores (ver por ejemplo, [HL], [K], [L2], [L5], [W2],
[Ww]) (cf. [HWW]). En [L2] se prueba que si K(X) es M-ideal de £(X),
entonces X es M-ideal. Por otra parte, en estos trabajos se pone de
manifiesto la estrecha relacion e..istente entre las propiedades de apro-
ximacién y el hecho de que K(X) sea un M-ideal de £(X), siendo X un
espacio de Banach.

Una gran familia de generalizaciones surge a partir de la nocion
de M-ideal. Son de destacar aquéllas que aparecen en términos de
la proyeccion canénica. De especial interés son las nociones de HB-
subespacio y propiedad U, introducidas y estudiadas respectivamente
por J. Hennefeld en [He] y R. R. Phelps en [Phl]. De mayor interés si
cabe resulta ser el concepto de u-ideal introducido por P. G. Cassaza y
N. J. Kalton en [CsK].

Desde nuestro punto de vista, estas generalizaciones tienen su justi-
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ficacion en el hecho de que presentan hipétesis mas suaves en las que se
siguen verificando algunas de las propiedades ya descritas. Asi por ejem-
plo, G. Godefroy, N. J. Kalton y P. D. Saphar [GKS] prueban que un
u-ideal (canénico en un cierto sentido) es un espacio de Asplund, y veri-
fica la propiedad (u) de Pelczynskiy ademas todo isomorfismo isométrico
del bidual es el bitranspuesto de un isomorfismo isométrico del espacio.
Por otra parte, una primera ojeada de la igualdad (*) nos pone sobre

aviso de que toda su fuerza recae sobre la desigualdad

ly*ll = eIl + llv* —py"ll, VY™ € Y™

El objeto-motivacion de la presente memoria es el estudio de hasta
qué punto los pesos de ambos sumandos de la derecha han de ser uno,
a la hora de obtener una determinada propiedad. Este hecho motiva la
introduccién de un nuevo concepto: la M(r, 5)-desigualdad.

Sean Y un espacio de Banach, X un subespacio cerrado suyo y
r,s € ]0,1]. Diremos que X es un ideal de Y si existe una proyeccién p

en Y* de norma uno cuyo niicleo es X*. Si ademas se verifica la relacion

ly™ll = rllpyll + slly” —py’ll, VY™ € Y7,

se dira que X es un ideal de Y’ verificando la M(r, s)-desigualdad. Por

supuesto, si r = s = 1, reencontramos el concepto de M-ideal.

El capitulo I desarrolla la teoria de ideales que verifican la M(r, s)-

desigualdad. Comenzamos éste haciendo un primer analisis del concepto

de ideal, que resultara clave en todo lo que sigue.
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Obsérvese que X verifica la M(r, s)-desigualdad para cualesquiera

que sean 7, s € |0,1] tales que
r+el|ly. —p|| £ 1.

Por tanto, si nuestro objetivo es poner de manifiesto la riqueza que
genera la M(r, s)-desigualdad, habremos de centrarnos en el caso en que
r + s|Iy+ — pll > 1, o si se quiere, dado que ||y« —p|| 2 1, en el caso
r+s>1.

A las primeras propiedades vistas para ideales (Proposicion 1.1.2)
afiadimos otras nuevas, consecuencia de que el ideal ademas verifica la
M(r, s)-desigualdad. Entre ellas se prueba (Propesicién 1.3.10) que “si
X es un ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad, entonces:

] =

8

r
||y=v- + 4¥L||) ,Vy* € }/t,

Px.(y") € Bx. (y" -py",
Pyu(y’) = {zt € X+ |ly" — =t = |ly" + X[}

Se prueba ademas que el valor del radio es optimo (cf. Proposicion
1.3.13).

La Proposicién 1.3.11 nos sugiere la siguiente interpretacion geomé-
trica del concepto de M(r, s)-desigualdad:

Definimos Y®) = {y* € Y* : py* # 0,py" # y*}, y paracada y” € y®
notamos X(y*) = (IR?,| - |), donde | - | es la norma en IR? definida por

| (u,0) |= l[uf + vgll, ¥(u,v) € R?,
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siendo f = IP!':| yg= Hg—:"_'—ﬁﬂ—:“. Entonces, X verifica la M(r, s)-
desigualdad si, y solo si, para cada y* € Y®), By(y) esté contenida
en el rombo de vértices (:i:}, ﬂ:%)

Entre los ejemplos que ilustran este capitulo, merecen especial aten-
cién el Ejemplo 1.3.12, que muestra una ruptura con una tradicion de
los ideales clasicos ( H B-subespacios y u-ideales -ver [GKS]-), a saber, no
existe unicidad de la proyeccién que los define. También resulta intere-
sante la Proposicion 1.3.14, que entre otras cosas afirma que “para cada
v €10,1[, ezisten X € Y espacios de Banach y p proyeccion en Y*, tales
que X es un p-ideal (no M-ideal) de Y verificando simultdineamente la
M(1, v) y la M(~, 1)-desigualdad”.

El concepto de M-ideal también puede ser interpretado en términos
de propiedades referidas a la disposicién del subespacio X en el interior
de Y. Sean € IN. Diremos que X tiene la propiedad de lan(r, s)-bola
en Y si para cualesquiera 1,72, ...,7, € X ey € Y con ||zi[| < [ly+ X|,

y € > 0, se tiene que

XﬂﬂB(sy-{-rx;,]]y-i—X +e)#0.

i=1
Es sabido (ver [AE, Th. A]) que X es M-ideal de Y’ si, y solo si, X
tiene la propiedad de la 3(1, 1)-bola en Y.

En la siguiente seccién analizamos ésta y otras interpretaciones en
el caso general (r y s arbitrarios). Primordial resulta en este sentido
una version debida a E. Behrends del Principio de Reflexividad Lo-
cal (Teorema 1.4.16), y la dualizacién de la M(r, s)-desigualdad (Lema

1.4.17). Asi conseguimos la caracterizacion de la M(r, s)-desigualdad en
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términos de la topologia a(Y, X*) (Proposicién 1.4.18), y una “pseudo-
caracterizacién” (caracterizacién si r = 1) en términos de propiedades de
interseccién de bolas (Proposiciones 1.4.21 y 1.5.22).

La dificultad para obtener una caracterizacion en el caso r < 1 estriba
en no conocer ni el “tamano” de Px.(y") ni la posicion que y* — py*
ocupa en dicho conjunto. Recuérdese que en el caso r = 1, se tiene
Py.(y")={y" - py'}

Se prueba en la Proposicion 1.4.21 que “si X es un ideal de Y, en-

tonces:

(i) M(r, s)-desigualdad = n(r, s)-bola, ¥n € IN.

(1i) 2(r, s)-bola i M(2r - 1, s)-desigualdad”.

Nétese que si r = 1, obtenemos la equivalencia entre ambas propieda-
des, de hecho, probamos (Proposicién 1.5.22) que “si X es un subespacio

cerrado de Y, entonces
M(1, s)-desigualdad & 3(1, s)-bola”.
En otro caso, quedan como problemas abiertos:
(i) ideal + 2(r, s)-bola = M(r, s)-desigualdad.
(i) 3(r, s)-bola = M(r, s)-desigualdad.

El objeto de la tltima seccion de este capitulo es mostrar la es-
pecial relevancia del caso r = 1. Asi por ejemplo, aseguramos que,

bajo ciertas condiciones (la proyeccién asociada no es w*-continua), la
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M(1, s)-desigualdad fuerza la contencién de co (Teorema 1.5.25), y proba-
mos que cada elemento y € Y admite una expansion incondicional en
series de elementos de cualquier subespacio separable que sea ideal y
verifique la M(1, s)-desigualdad (Teorema I.5.26). Mas adelante vere-

mos (Ejemplo I1.2.11) que r = 1 es esencial en estos iiltimos resultados.

En el segundo capitulo pasamos de la situacion general (X,Y) a la

mas concreta (X, X**). Se dira que X verifica la M(r, s)-desigualdad
(resp. es un U*-espacio) si X es un ideal de su bidual verificando la

M(r, s)-desigualdad, con la proyeccién canénica Ty €OMO proyeccion

asociada (resp. ||z™* — mxz™*|| < ||***||, siempre que mxz™" #0).

En este capitulo hacemos para la M(r, s)-desigualdad un estudio con-
frontado con el ya conocido para M-ideales (ver por ejemplo el capitulo
111 de la monografia de Harmand, Werner y Werner [HWW]). Este es-

tudio puede resumirse en la siguiente tabla:

r+s>1 s<1 r<l

(X, X*) M(r,s) | M(1,s) | M(r,1)
propiedad (u) | NO SI NO
propiedad U NO SI NO

Asplund S1 SI SI
propiedad A SI N | SI

WCG ? s SI
propiedad B NO NO SI
proximinal NO NO 4
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Diremos que X verifica la propiedad A (resp. B) si su dual no tiene
subespacios propios normantes (resp. si todo isomorfismo isométrico de
su bidual es el bitranspuesto de un isomorfismo isométrico del propio X).

Una generalizacién de [LORW, Prop. 2.7] (cf. [HWW, Prop. II1.1.9
y Cor. 111.1.10]) es el Teorema I1.1.4, el cual muestra que la M(r, s)-

desigualdad viene determinada por los subespacios separables. Del hecho

de que X verifique la propiedad A, junto con la hereditariedad de la
M(r, s)-desigualdad para subespacios (Proposicién 11.1.3), se deduce que
X es un espacio de Asplund (Teorema II.1.7), y a partir de aqui se
obtienen importantes consecuencias (Corolario I1.1.8).

La Proposicién 11.2.10 y el Corolario 11.2.14 son técnicas debidas
esencialmente a E. Oja [01], que permiten construir espacios que verifican
la M(r, s)-desigualdad, siempre que dichos espacios tengan una base
“shrinking”.

Utilizando la Proposicién 11.2.10 renormamos el espacio de James [Du]
de forma que verifique la M(r, 1)-desigualdad, para cierto r (Ejemplo
11.2.11). Esta renormacién nos proporciona una importante informacion
acerca del objetivo principal de esta memoria. Asi por ejemplo, es sabido
[Si, Cor. I1.15.4] que el espacio de James no tiene la propiedad (u) de
Pelczynski. Esto deshace la sospecha de que todo espacio de Banach
que verifica la M(r, s)-desigualdad puede renormarse de forma equiva-
lente para obtener un M-ideal; lo que da un renovado interés a todas
las propiedades isomérficas obtenidas en el capitulo. En otro orden de
cosas, es igualmente conocido que la bola unidad del espacio de James es

dentable. En efecto, el bidual del espacio de James es un dual separable,
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y por tanto, en virtud del teorema de Dunford y Pettis (ver [DiU]), tiene
la RNP, y en consecuencia, todo subconjunto acotado suyo es dentable
[DaPh]. Este hecho es contrario a lo obtenido para los espacios que veri-
fican la M(1, s)-desigualdad (Proposicién 11.3.20).

El Corolario 11.2.14 permite comprobar que con la renormacién de
co debida a J. Johnson y J. Wolfe (ver [JW] -cf. [02]-), co verifica la
M(1, s)-desigualdad (para cierto s), pero no es ni un u-ideal canénico ni
un H B-subespacio (Ejemplo 11.2.15).

El Ejemplo I1.2.16 muestra una nueva renormacién de co, para la cual
co verifica la M(1, s)-desigualdad y no es proximinal.

El Ejemplo 11.2.17 y la Proposicién 1.3.10 dejan bien claro que la
propiedad U de Phelps sélo se tiene asegurada en el caso r = 1.

Espacios que son simultdneamente H B-subespacios, u-ideales canoni-
cos y U*-espacios, pero que no pueden ser renormados para que verifiquen
la M(1, s)-desigualdad son mostrados en el Ejemplo I1.2.18.

El Teorema I1.3.21 nos muestra que si X verifica la M(1, s)-desigual-

dad, entonces tiene la propiedad (u) de Pelczyriski con 1 como cota para

la constante de dicha propiedad. Las consecuencias que se deducen de
este resultado son extraordinariamente interesantes (Corolario 11.3.22).
En la iltima parte del segundo capitulo (Teoremas 11.4.25 y 11.4.27
-suponierdo ademds en este tltimo que X es un espacio de
Asplund-), se demuestra que los U*-espacios (condicién ésta mas débil
que la M(r, 1)-desigualdad -ver Ejemplo I1.2.19-) verifican la propiedad
B y son WCG. Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado im-

portante:
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Corolario I1.4.29. Si X es un U*-espacio y, o bien es un u-ideal
canénico, o bien verifica la M(l, s)-desigualdad, entonces X contiene

una copia complementada de .

El Ejemplo 11.4.26 nos muestra que la propiedad B falla para la

M(1, s)-desigualdad, sin embargo, queda el siguiente problema abierto:

;Existen espacios de Banach que verifiguen la M(1, s)-desigualdad y
no sean WCG?

En el capitulo III se estudia la M(r, s)-desigualdad en los espacios de

operadores. En una primera etapa nos proponemos determinar valores
de r y s para los cuales se tiene que X verifica la M(r, s)-desigualdad,
siempre que K(X) la verifique.

Dado X un espacio de Banach, £ sera cualquier subespacio de £(X)
que contenga al espacio de los operadores compactos de X, que notare-
mos K(X), y al operador identidad. Se dirda que K(X) verifica la
M(r, s)-desigualdad si existe £ de manera que X(X) sea un ideal de £
verificando la M(r, s)-desigualdad. La estrategia seguida en el caso

r = s = | puede resumirse en el siguiente grafico:

gixy e oy By 2 x 2 xSy 1

Por lo que respecta al caso general (r y s no necesariamente uno), esta
estrategia podria repetirse en los pasos (1) y (2) sin especial dificultad;

el primero de los pasos ya fue comprobado para el ambiente mas general
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posible en la Proposicion 1.4.21, y el segundo

3(r,s)-bola
Eiy

£(x) 2 x 2 x)

(K(X)

puede establecerse sin dificultad (Proposicién I11.1.2).

Respecto al tercer paso las cosas son bien diferentes porque no sabe-
mos si la propiedad de la n(r, s)-bola fuerza la M(r, s)-desigualdad (ver
la nota de la Proposicién 1.4.21). Recuérdese que éste no es el caso cuando
r = 1 (Corolarie 111.1.3).

Es evidente pues que debe seguirse otro camino para poder ge-
neralizar el resultado inicial. Los pasos claves en dicha trayectoria son
(en el supuesto de que K(X) verifique la M(r, s)-desigualdad, con P como
proyeccion asociada), por un lado, que X verifica la
M(2r - 1, s)-desigualdad (Proposicién I11.1.5), y por otro, si ademas
se exige que P(z** @ z*) sea la extensién “natural” de z** @ z*, que X
verifica la M(r, s)-desigualdad (Proposicion I11.1.6).

Nuestra estrategia consiste ahora en buscar condiciones que nos ase-
guren que r** @z tenga tinica extensién, ya que, en virtud de la Proposi-
cion 1.1.2 se tendra que P(z** @ z*) = ™ @ z*. En este momento re-
sulta crucial una versién revisitada de [L5, Lemma 3.4], que afirma que
el operador z** @ z* € K(X)* admite una tnica extension equinérmica a
L(X), siempre que * sea un w*-punto diente (Lema II1.1.8).

A partir de aqui es facil probar

Corolario II1.1.9. Si K(X) es un P-ideal en £ y

X* = lin{w*-dent Bx-},
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enlonces

P(x*m ® xu] B mat ® .T‘,VI“ E th,xn € X..

Una vez establecidos estos ltimos resultados disponemos ya de una
alternativa real para probar que la M(r, s)-desigualdad es “hereditaria”,

tal como se enuncia en:

Teorema III.1.10. Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con
r+ £ > 1, entonces X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Obsérvese que la condicién r 4+ § > 1 (algo mas restrictiva que la

condicionr +s>1lyr > %) viene impuesta por la necesidad de asegu-

rarnos que

X* = lin{w*-dent By.}

(cf. Corolario II1.1.7 y Proposicion I11.1.5).

Como consecuencia de este 1ltimo teorema se obtienen importantes
consecuencias (Corolario I1I.1.11).

Completamos esta seccion extrayendo una nueva y trascendental con-
secuencia del Corolario I11.1.9. Obsérvese que éste iltimo representa un
punto de inflexién en el problema de la multiplicidad de proyecciones,
como ya subraydbamos en el Ejemplo 1.3.12. De hecho, este resultado

nos va a permitir probar la unicidad en este ambiente mas restrictivo.
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Teorema IIL.1.14. Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con

r+ 3 > 1, entonces la proyeccion asociada al ideal K(X) es iinica.

La segunda seccion del capitulo esta centrada en la relacién que existe
entre la M(r, s)-desigualdad y las propiedades de aproximacion. En con-

creto, se trata de generalizar el siguiente resultado, debido a W. Werner:

Teorema. [Ww, Th. 5.2]. Sea X un espacio de Banach. Equivalen

las siguientes afirmaciones:
(1) K(X) es M-ideal de L(X).
(ii) Ezxiste una red {K,} en By(x) tal que:

(a) lim, z* K,z = *z,Vz € X,z* € X*.

(6) Timg||KoS + (Ix = Ko)T|| < max{|IS||, ||}, ¥S, T € L(X).

Para enunciar esta generalizacion debidamente es preciso introducir

la siguiente notacion:

Una red {K,} en K(X) es una aproximacion compacta de la

identidad (que notaremos abreviadamente a.c.i.) si

Koz — z|| = 0,Vz € X.

|K2z* — 2*]| = 0,Vz" € X",
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{K,} es una aproximacién compacta “shrinking” de la identidad

(abreviadamente a.c.s.i.).

El problema de la caracterizacion se centra en resolver una doble

cuestion:

(i) Si K(X) es un ideal de L(X) verificando la M(r, s)-desigualdad,

entonces ;X admite una a.c.s.i. {Ka} con [|[Ka| <17

(ii) En caso de existir una tal {K,}, jverifica ésta una desigualdad del

tipo del apartado (ii) del teorema de W. Werner?

Para dar respuesta a la primera cuestion, comenzamos analizando
algunas perfecciones sencillas del concepto de ideal, que aseguran la
existencia de a.c.i. en el espacio base, véanse por ejemplo, Lema I11.2.16,

Corolario 111.2.20 y

Corolario I11.2.17. Si K(X) es un ideal de £ que satiface la propiedad
U (en particular si K(X) verifica la M(1, s)-desigualdad), entonces X

admite una a.c.i. en Bx(x).

Lamentablemente la M(r, s)-desigualdad en general no fuerza la pro-
piedad U (ver Ejemplo 11.2.17), por lo que el corolario anterior no per-
mite concluir como en el caso r = 1. Para otros casos necesitamos revisar
aquellas consecuencias que en X tiene el hecho de que K(X) verifica la
M(r, s)-desigualdad. Como consecuencia se obtienen curiosos resultados

(Corolarios 111.2.19 y 111.2.20), y ademas el siguiente
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Teorema I11.2.21. Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con
r+ 2> 1, entonces X admite una a.c.s.i. {Kq} con | Kqll < 1.

Una vez resuelto el problema de la existencia de una a.c.s.i., para es-
tablecer una desigualdad del tipo del apartado (ii) generalizamos (Propo-
sicion 111.2.23) un resultado del propio W. Werner [Ww, Th. 3.5] (cf.
[HWW, Th. V.3.2]), del que damos una nueva demostracion que evita
las técnicas de algebras de Banach usadas en este tltiino.

Llegados a este punto es obligado mencionar el resultado de John-
son (Proposicién 111.2.24), que por un lado afirma que K(X) es un ideal
de £, siempre que exista una a.c.i. 6 una a.c.s.i., y pcr otro da una ex-
presién explicita de la proyeccién. La unicidad de la proyeccion (Teorema
I11.1.14) y las anteriores observaciones nos permiten cbtener el teorema

central de esta seccion:

Teorema I11.2.28. Sean r,s € 0,1] tales que r 4- 3 > 1. Entonces

equivalen las siguientes afirmaciones:
(i) K(X) es un ideal de £ verificando la M(r, s5)-desigualdad.
(ii) X admite una a.c.s.i. {K,} con ||K,| <1, tal que

RmllrSKo + sT(Ix - Ka)ll < 1,Y5,T € Be,

(iii) X admite una a.c.i. {K.} con ||[Kq|| <1, tal que

lim|irKaS + s(Ix — Ka)T|| < 1,¥5,T € Be.




Xviii Introduccién.

Para finalizar este dltimo capitulo, se muestra una técnica similar

a las usadas en el capitulo II (Proposicién I11.3.31), con la que cons-

truimos espacios de Banach X de manera que K(X) verifique la

M(r, s)-desigualdad (Corolario 111.3.32).

Gran parte del segundo capitulo esta recogido en los trabajos de in-
vestigacion [CN1] y [CN2], realizados conjuntamente con el profesor Juan
Carlos Cabello Pifiar. El tercer capitulo esta recogido en un trabajo (en
preparacion), realizado de manera conjunta con los profesores Eve Oja y

Juan Carlos Cabello Pinar.
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Capitulo 1

M(r, s)-desigualdad.

En este capitulo introducimos y estudiamos el concepto general que servird
de hilo conductor en la presente memoria: la M(r, s)-desigualdad. El ambiente
natural para poder establecer ésta es la clase de los espacios X que son ideales
de algiin espacio Y que lo contiene; esta desigualdad involucra dos pardmetros
r y s, y la proyeccion que los define (como ideales). En el caso concreto en
que esta desigualdad se verifique para los pardmetros con valores mdzimos
(r = s = 1), se obtienen los subespacios cerrados (de un cierto espacio de
Banach) que son M-ideales, los cuales han sido objeto de un amplio estudio
(véanse por ejemplo [AE], [Bel], [BeH], [FaG], [GKS], [GLi], [HL], [HWW],
[K], [L1], [L2], [W3], [Y]). Nuestro objetivo es analizar para qué valores de r
y s se conservan algunas de las propiedades mds conocidas de los subespacios
que son M-ideales, con el fin de preparar un terreno abonado para los capitulos

Iy
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I.1 Ideales

Dado un espacio de Banach Z, se indicara por Z*, Z** y Z*** respec-
tivamente, el espacio dual, bidual y triple dual de Z.
Si A es un subconjunto de Z, notaremos por co(A) (resp. c6(A)) a la

envolvente convexa (resp. convexa y cerrada) de A. Analogamente, linA

(resp. TinA) al subespacio (resp. subespacio cerrado) generado por A.

Si M es un subespacio cerrado de Z, notaremos por M+ al anulador

de M en Z*, esto es,
Mt ={z"€Z":2*m=0,Ym e M}.

Usaremos jz para sefialar a la inyeccién canénica de Z en Z**, y
7z a la proyeccién (canénica) en Z*** cuyo micleo es jz(Z)* y cuya
imagen es jz-(Z"), esto es, 7z = jz+ 0(jz)*. Por otra parte, Iz denotara
al operador identidad en Z.

Asimismo, representaremos por Bz (resp. Sz) a la bola (resp. esfera)
unidad de Z, y por Py(z) al conjunto de mejores aproximaciones del

elemento z € Z en M, es decir,
() = {m € M |1z = ml| = |}z + M}

Recordemos que M es un subespacio proximinal (resp. de Che-
byshev) de Z si para cualquier = € Z, Py(z) tiene al menos (resp.

exactamente) un elemento.

En todo lo que sigue Y representara un espacio de Banach sobre

el cuerpo de los mimeros reales, y X un subespacio cerrado suyo.




§1. Ideales.

Definicién 1.1.1 . Diremos que X es un ideal de Y si eziste una

proyeccion p en Y de norma une cuyo niicleo es X*.

Cuando sea necesario hacer referencia a la proyeccion p se dird que X

es un p-ideal de Y 6 que p es una proyeccién asociada al ideal X.

Subrayamos a continuacién algunas propiedades inmediatas de los

ideales.
Proposicién 1.1.2. Sea X un p-ideal de Y. Entonces:
() lly* + X = lpy'll (equivalentemente, y* — py* € Pyxi(y’),
Yy* € Y*).

(ii) Para cade y* € Y* se verifica que z+ € Pyi(y*) si, y solo si,
y* — ' es una exlension equinérmica de y*|x. En particular, py*
es una extension equinérmica de py*|x(= y*|x)-

(iii) By ¢ B "),

(iv) X* es linealmente isométrico a p(Y").

(v) Sea Z un subespacio cerrado de Y que contiene a X. Entonces la

aplicacion p: Y*|Z1 — Y*[Z*, definida por

Py +Z4) =py +2"Vy €Y7,

es una proyeccion de norma uno . En particular, si ¢ es la iden-

tificacion natural de Z* con Y*[Z1, X es un g-ideal de Z, con

q=¢"'ps.
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Demostracién. En toda la demostracién usaremos sin previo aviso la
conocida identificacién de X* con Y*/X*.
(i) Seay* € Y*. Dado que y"—py" € Kerp = X4 v+ X4 < el

Ahora bien, para cualquier z+ € X*,

ey ll = lle(y” = =)l < lly™ = =",

por lo que, tomando el infimo en X L se obtiene la igualdad deseada.

(ii) Es consecuencia de que para cada y* € Y*, ly*lxll = lly" + X*I.

El apunte sobre py* se desprende de este hecho y de (i).
B—Xﬂ(ym(y'))

(iii) Supongamos que existe y € By \ Aplicando el

Teorema de Hahn-Banach, existen y* € Y*, a € IR tales que
(y°z =)py"(2) < a < py’(y),Vx € By,

y por tanto
lpy"IxIl < py"(y) < llpy"ll;
lo cual contradice el apartado anterior.
(iv) Basta aplicar que X* es linealmente isométrico a Y* /X%, junto
con el apartado (i).
(v) Claramente j esta bien definida, de hecho, es facil ver que es una
proyeccién. Veamos que su norma es uno. En efecto, para cada ezt

(C X1), se tiene
13" + 241 = lpy* + 241 < Ypw'll = o™ + 291 < Hly* + 21

con lo que basta tomar infimo en Z L. En particular, q es una proyeccién

en Z* de norma uno. Por otra parte, si z* € Kerq e y* € Y" es tal que
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¢2" = y* + Z*, es claro que py* € Z* (C X*), en particular, y* € Kerp,
y por tanto,

Z'z(=y'z) =0,V € X,

esto es,

KerqC {z* € Z*: 2"z =0,Vz € X}.

Reciprocamente, si z* € Z* es tal que z*z = 0,Vz € X, entonces
cualquiera que sea y* € Y* verificando que ¢z* = y* + Z L, satisface que

y* € X+ = Ker p, luego
qz"=¢7'(py" + X*) = 0.
En consecuencia, X es un ¢-ideal de Z. |

Nota. Obsérvese que en la primera afirmacién del apartado (ii) no

se necesita que X sea ideal de Y.
EJEMPLOS.
Ejemplo L.i.3. IR(1,0) es un ideal de (IR?, L), donde

L(u,v)=|u|+|v|,Yu,veR.

Sea p una proyeccién no trivial de norma uno en (IR?, L)*. IR(L,0) es

un p-ideal de (R, L) si (y sélo si) p(u,v) = (u,Au), con | A |< 1.

Ejemplo 1.1.4. Todo espacio de Banach Z es un mz-ideal de Z**.
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Antes de continuar, y con el objeto de disponer de una interpretacion
geométrica de las diferentes clases de ideales que vamos a presentar, fi-
jamos la siguiente notacion:

Sea X un p-ideal de Y, y notemos
YO = {y €Y :ipy" #y'py" # 0}

Para cada y* € Y*), definamos

py" vy —py*
,Yg':”—_"‘_"_

f::

(2l v —pyll’

y consideremos en IR? la norma | - | definida por
| (u,v) |= [luf + vgll, ¥(u,v) € R?.
Notaremos X (y*) = (IR?,| - |). Obsérvese que en este caso,

Bx) C {(u,0) e R? | u |< 1}, Vy" € YO

Ejemplo 1.1.5. H B-subespacios.

Se dice que X tiene la propiedad U (de Phelps) en Y si todo fun-
cional z* € X* tiene una tinica extensién equindrmica a Y, o equivalen-
temente, si X+ es un subespacio de Chebyshev de Y* (cf. Proposicién
[.1.2 y su nota).

En virtud de la Proposicién 1.1.2, supuesto que X es un p-ideal de Y,

entonces X tiene la propiedad U (en Y) si, y sdlo si,

ly™ll = llpy"ll = y* = py". (1)
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(Equivalentemente,
Pxi(y') ={v" - m'}, W €Y.

Obsérvese que la implicacién (1) puede enunciarse también diciendo

que By. C co (Bp(y-) U Xl). En efecto, supuesto (1), si y* € By. con

py" # 0y py* # y* (y por tanto ||py*|| < 1), entonces

* * Py* * y*_Py‘
y* = lpy'lli=—— + (1 = ey’ D-—
Py g gy ey

Reciprocamente, dado y* € Y* con py* # y*, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que ||y*|| = 1. Sean a € [0, 1], z* € Byye),
z+ € X' tales que y* = az* + (1 — @)z*. En consecuencia py* = az”.

Ya que y* # py*, @ < 1, y por tanto [|py*|| = al|z*|| < 1.

Esta iltima observacién puede interpretarse en términos geométricos

de la siguiente forma: X verifica la propiedad U si, y sélo si,

Bxge) € {(u,0) € R*:|u < 1} U{(£1,00}, Yy € Y.

Se dice que X es un H B-subespacio de Y si X es un p-ideal de Y
que verifica la propiedad U y tal que ||Iy. —p|| < 1.
En lenguaje geométrico, podemos decir que X es un H B-subespacio

de Y si, y solo si, para cada y* € ¥y, By(ye) esta contenida en el
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cuadrado de vértices (£1,%1), y no toca a los lados verticales mas que

en sus puntos medios.

La propiedad U y el concepto de H B-subespacio fueron introducidos
respectivamente por R. Phelps [Phl] y J. Hennefeld [He]. Un estudio

muy interesante de ambos conceptos puede verse en [02].
Ejemplo 1.1.6. u-ideales.

Se dice que X es un u-ideal de Y si existe una proyeccion p en Y*

cuyo niicleo es X* y tal que
iy —2p] < 1.

Obsérvese que la condicion sobre p fuerza ||p|| < 1 (y ||y —p|| £ 1),
y por tanto todo u-ideal es, de hecho, un ideal.

Este concepto fue introducido por Casazza y Kalton en [CsK], y
ampliamente estudiado posteriormente por Godefroy, Kalton y Saphar
en [GKS].

En cuanto a su interpretacién geométrica, notese que X es un

u-ideal de Y si, y s6lo si, para cada y* € Y*), By(,+) es simétrica respecto

de los ejes de coordenadas, ya que
IApy™ + pu(y" = py")ll = iApy” — ul(y™ = py™|, VA, € R.

Concluimos la seccién con una sencilla técnica debida a E. Oja (ver

[01]) para construir ejemplos de ideales.
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Proposicién 1.1.7. Sea T un operador lineal y continuo de X* en Y™~
con |T|| < 1, y notemos por i a la inclusion de X en Y. Si

y* — Ti*y* € X+, Vy* € Y*, entonces X es un p-ideal de Y, con p = T1".

Demostracién. Es ficil probar que :*T1* = i*, 6 equivalentemente,
que i"T = Ix.. A partir de aqui y de la condicién y* — Ti*y" € X* se
tiene de inmediato que p es una proyeccién, y que y* € Ker p si, y sélo
si, y* € Keri*(= X*). La condicién ||p|| < 1 se deduce de la condicién

impuesta a la norma de 7. i

1.2 Normas absolutas

Antes de pasar al estudio del concepto clave de la presente memoria
dedicamos esta seccion a introducir una herramienta que nos permitira
construir muchos de los ejemplos que la ilustran.

Una norma | - | en IR? se llama norma absoluta si verifica:

(i) | (wv) =l (L]0 ]) |, ¥(u,v) € RE.

(ii) | (1,0) [=[(0,1) [= 1.

Como ejemplos de normas absolutas en IR’ destacaremos las

siguientes:
- Normas cldsicas:

L(u,v) =|u |+ | v],¥(u,v) € R%.
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M(u,v) = max{| u |,| v [},¥(u,v) € R".
Para p > 1,

L,(u,v) = (|uP+|v )7 Y(u,v) € R

- Normas hexagonales:

| (w,0) |, = max{|u | +v|v | |v|},V(u,v) € R?,

donde ¥ € [0,1]. Notese que
|'|0 M,“]‘:L

Su denominacién proviene del hecho de que, para ¥ € |0, 1[, la esfera

unidad de (R?,] - |,) es un hexégono, tal como indica el siguiente dibujo:

(07 1) (1_771)

- Normas octogonales:

Para cada v € [0, 1] definimos

0 (u,v) = max{lu|+y |v]y[ul+]v]}
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|ul+lvl] 2
= ————— R-.
0y (u,v) rnax{| ul,|v|, T ,V(u,v) €

Su denominacién estd basada igualmente en el hecho de que, para
v € 10,1, las esferas unidad de los espacios (R%, Q) y (R?,9,), son

octégonos, tal como se advierte en las siguientes figuras:

(0,1) ] 0,1 (v

(_,1_ ;)
T4+ T4y

Q,

Dada una norma absoluta | - |, se define su indice, que notaremos

por n(| - |), mediante la férmula

Notese que
n(|- 1) = n(@) = 7, n(Ly) = n(y) = 0.

Es facil probar (véase por ejemplo, [MPR, Lemria 1.5}) que para

cualquier norma absoluta | - | se verifica que

| (u,0) |2 w] 4n(] - ) | v ], ¥(u,v) € R®. (2)
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Por otra parte, asociada a cada norma absoluta | - |, se pueden definir
dos nuevas normas absolutas, a saber, la norma revertida y la norma

dual, definidas respectivamente por

| (u,v) IR =| (v,u) |,

| (u,v) |*= max{| au + bv |:| (a,d) |= 1}.

Es claro que (| - |B)R =| - |, y usando que (IR?,| - |) es isométrico a

su bidual, se tiene también que (| - |*)* =| - |.

Para mayor comodidad en las referencias sobre normas absolutas reco-
gemos en el siguiente resultado el resto de las propiedades que usaremos

en adelante.

Lema 1.2.8. Sean | - | una norma absoluta en R? y v € [0,1]. Entonces:
(i) M(u,v) <| (u,v) |[< L(u,v),V(u,v) € R?.

(i) |- =1 i,

(iii) (V)" = Q,.

(iv) W(a+b,c+d) > V(V(a,c),V(b,d)),Ya,b,c,d € Ry.

(v) Si E y F son dos espacios normados, y consideramos en E x F la

norma ||| - ||| definida por

[I(e, DI =1 (Nell, 1£11) |, ¥(e, f) € E x F,
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entonces, el espacio dual de dicho producto se puede identificar, via

la siguiente expresion
<(e ) (e, f) >=e"e+ f*f,V(e,f) € ExF,(e", ") € E" x F",

con el espacio (E* x F*,|||-||I*), donde la norma |||-|||* viene dada

por
(e, £ = el N0 17, Vet £7) € BT x F.

Demostracién. La demostracién de (i) puede verse en [BoD, Lemma
21.1).

(ii) Basta probar que los segmentos [(1,0), (1,7)] v [(1,7),(0,1)] estan
en la esfera unidad de los espacios (IR%,| - [2) y (R, |- |f.,).

(iii) Basta observar que los segmentos [(1,0),(1,7)], [(1,7),(y,1)]
y [(7,1),(0,1)] estdn en la esfera unidad de los espacios (R%,()*) y
(R2,9,).

(iv) En efecto, para cualesquiera a,b, ¢, d reales no negativos, se tiene
N(a +b,c+d) =max{a+b+y(c+d),c+d+y(at+b)}=

= max{a 4+ yc + b+ vyd,c + ya + d + vb} >

5 e ) Maxle+actqlbtd)ctqast (b +d)}
= max{b+yd+y(a +c),d+vb+7v(a +¢)}

v(a + ¢) + max{b+ vd,d + yb}
= max{7(b+d) + 0(a,c), 7(a + ) + A(b,d)} >

x{ v(b 4 d) + max{a + yc,c + va}, }




Capitulo I. M(r, s)-desigualdad

> max{Q"(a,c) + Y0 (b,d), Q"(b,d) + 1Q(a,¢)} =
= 0" (2"(a,c), NV (b,d)).
(v) Es consecuencia facil de la definicién de norma absoluta y de

la expresion dada de la dualidad. En [P, Cor. 8.4] puede verse esta

propiedad en una forma equivalente. B

1.3 M(r, s)-desigualdad

Definicién 1.3.9. Sea X un p-ideal de Y, y sean r,s € |0,1]. Diremos
que X verifica la M(r, s)-desigualdad en Y si

ly*ll > rllpy*ll + slly™ —py”ll, Vy" € Y.

Diremos que X es un ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad
si existe una proyeccion p en Y* para la cual X es un p-ideal de Y
verificando la M(r, s)-desigualdad. Cuando sea necesario, se dird que p

es una proyeccién asociada a la M(r, s)-desigualdad.

Obsérvese que si X es un p-ideal de Y, entonces X verifica la
M(r, s)-desigualdad para cualesquiera que sean r,s € ]0,1] tales que
r + s||Iy- — p|| < 1. Por tanto, si nuestro objetivo es poner de manifiesto
la riqueza que genera la M(r, s)-desigualdad, habremos de centrarnos
en el caso en que r + s||lys — p|| > 1, y mas en concreto, dado que
Ilfys = pll > 1, en el caso r + s > 1. La siguiente figura (parte som-
breada) ilustra el conjunto de pares (r,s) para los que se verifica la

M(r, s)-desigualdad de forma automatica:
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A las primeras propiedades vistas para ideales (véase Proposicion
1.1.2) aiiadimos otras nuevas, consecuencia de que el ideal ademas verifica

la M(r, s)-desigualdad.

Proposicién 1.3.10. Seanr,s € 0,1], y X un p-ideal de Y verificando
la M(r, s)-desigualdad. Entonces:

(i) Pxa(y") C Bya (v —py*, 15[y + X)) Vo € Y.
(ii) Sir =1, X tiene la propiedad U en Y.

(iii) Si Z es un subespacio cerrado de Y que contiene a X, entonces X

es un ideal de Z verificando la M(r, s)-desigualdad.
Demostracién. (i) Sean y* € Y*, y ' € Px1(y*). Es claro que
lz* = (" = py)ll = li(=* —y") = pla* = 9"l <

< =(Jlz* = y°ll = rllp(=* = y)) =

. * l—r *
= =(lla* = "Il = rllpy"l) = ——llv + X4
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(i) En virtud de (i) y de la Proposicién 1.1.2, Pxa(y*") = {v" - Py},
en particular, X tiene la propiedad U en Y.
(iii) Sean 2* € Z" e y" una extension equinérmica de z* a Y. En

virtud de la Proposicién 1.1.2 y la M(r, s)-desigualdad, se tiene
12° = lly"ll 2 rllpy”ll + slly” — py°ll 2

> rllpy” + 24 + sllv” - py") + 241 = rllaz"ll + sll=” — 027l

donde g representa la proyeccién dada en la Proposicion 1.1.2. B

Nota. Obsérvese que la cota del didmetro de Px1(y*)

(dism Prsly) < 25y + X*1)

no depende de la proyeccion asociada p.

Intentemos ahora comprender un poco qué sugiere esta desigualdad.
De hecho, el siguiente resultado nos permitira obtener una interpretacion

geométrica del concepto de M(r, s)-desigualdad.

Proposicién 1.3.11. Sean X un p-ideal de Y, y r,s € 10,1]. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X verifica la M(r, §)-desigualdad.

(i) By C co(LByy+yU 1Bx.).
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Demostracién. (i) = (i) Sea y* € By.. Sipy* =0606y" = py", lo que

se pretende probar es claro. En otro caso nétese que

0 <rlpy’ll < lv*ll = sllv* —py'll S 1=slly" —py'll < 1,

por lo que si tomamos A := [|ly*|| — s|ly* — py*||, se verifica que

S 1
Yy Pye

Wl |
relo 1, WT € =By, ST~ € ZBxu,

y en consecuencia el enunciado se sigue sin mas que escribir

*

y-=,\”f\’ +{i=N

Yy —py
=%

(i) = (i) Sea y* € Y* con [y*}l = 1. Por hipotesis, existen

2t € By1, 2* € Byy+), A € [0,1] tales que
1 1
Yy =A-2"+(1- )\)—:L‘L.
r s

Como Y* = p(Y*) & X1, se tiene que

1, . 1 . "
A= =py, (1-A)=zt =y" —py".
r S

Por tanto,

rllpy’ll + slly” — py'll = A"l + (1= Vllz* | < 1= Iyl

A la vista del resultado anterior, si X es un p-ideal de Y, entonces
verifica la M(r, s)-desigualdad si, y sélo si, para cada y* € Y™, Bx(y)

esta contenida en el rombo de vértices (:i:%, :ti)
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EJEMPLOS.

Ejemplo 1.3.12. Sean X = IR(1,0) y p, ¢ las proyecciones en R?
definidas por

i, v} = (8,0}, gl v) = (u, -‘é) V(u,v) € R%.

Entonces X es simultdneamente p-ideal y g-ideal de Y = (]R2,| -
verificando la M (%, 1)-desigualdad.

Demostracién. En virtud del Lema 1.2.8, se tiene que (| - |;)’

Ademas,
1
Sol4g ul=lv|+3 ul+g lul

| q(u,v) [f= u |,

u 1
 =[r=3|<tot+g el

2 I q(u!v) l? 3 l (l‘,U) = '?(u'rv) H;a

esto es, X es un g-ideal de Y verificando la M (%, 1)—desigualdad.

Por otra parte, la proyeccion p verifica que

| p(u,v) |?=| ul , |(u,v)=plu,v) ig=| vl,
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y por tanto,

1 1
| (u‘lv) |?Z| v l +§ I u |= E | P(u'lv) i? + 1 (u?v) —p(u,v) ‘?1

de donde se deduce que X es un p-ideal de Y verificando la M (%, 1)-
desigualdad, en particular, X verifica también la M (%, 1)—desigua.ldad.
]

Noétese que este tiltimo ejemplo muestra una ruptura con una tradicion
de los ideales clasicos (H B-subespacios y u-ideales -ver [GKS]-), a saber,

no existe unicidad de la proyeccién que los define.

Se dice que X es un ideal absoluto de Y si existe una norma abso-

luta | - | y una proyeccién p en Y* verificando:
(i) Kerp=X*.
(i) fly*ll =I Mpy*ll, lly* = py°Il) I*, V¥~ € Y™

Cuando sea necesario hacer referencia a la norma absoluta | - |, dire-
mos que X es un | - |-ideal absoluto de Y.
Nétese que la propiedad (ii) nos permite asegurar que Iy+ —2p es una

isometria. En efecto, para cada y* € Y,
ly* = 2py"ll =| (Ip(y™ = 29", lly™ = 2py" — Py — 2py7)) "=

= (lpy"lls ly™ — py"l) "= lly"1l-
En consecuencia, X es un u-ideal de Y, y en particular un ideal de

Y.
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El concepto de ideal absoluto fue introducido y ampliamente estudia-
do por Mena, Paya y Rodriguez en [MPR].

Después del Lema 1.2.8, y hablando en clave geométrica, puede decirse
que X es un ideal absoluto de Y si, y solo si, para cada y* € Y™, Bx()
es simétrica respecto de los ejes de coordenadas, y estd contenida en el
cuadrado de vértices (£1,%1), y contiene al rombo de vértices (£1,0) y

(0, +1).

Por otra parte, conviene resaltar el siguiente hecho, que puede verse

en [MPR, Prop. 1.2 y Lemma 2.8]:

Proposicién 1.3.13. Sea | - | una norma absoluta. Si X es un | - |-ideal

absoluto de Y, entonces
Pxi(y*) = Bys(y" — py*yn(] - Dlpy*|),Vy" € Y™

Obsérvese que si tomamos como norma absoluta la norma hexagonal

| - |y con 4 = 1=£ (supuesto r + s > 1), se obtiene que

= - * ] —g - * *
Paly’) = Brs (v — ", 'l V" €Y,

de donde se desprende que la cota obtenida para el radio en la Proposicién

1.3.10 es optima.

El siguiente resultado explicita la relacién que existe entre el concepto

de ideal absoluto y la M(r, s)-desigualdad.
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Proposicién 1.3.14. Sean r,s € ]0,1].
(i) Sea X un | - |-ideal absoluto de Y. Entonces X verifica la

M(r, s)-desigualdad si, y solo si, | (r,s) [< 1.

(i) Eristen normas absolutas | - | y espacios de Banach X ¢ Y, tales
que X es | - |-ideal absoluto de Y para los que no existe proyeccion
alguna p, de manera que X sea p-ideal de Y verificando la

M(r, s)-desigualdad, conr + s> 1.

(i1i} Paray € )0,1], existen X € Y espacios de Banach y p proyeccion

en Y*, tales que verifican simultdineamente:

(@) X es un p-ideal de Y verificando la M1, v) y la
M(~, 1)-desigualdad.

(b) No eziste ninguna norma absoluta | - |, tal que X sea un

| - |-ideal absoluto de Y.
Demostracién. Notemos por p a la proyeccion en R? definida por
p(u,v) = (u,0),¥(u,v) € R%.
Para probar (i) basta tener en cuenta las siguientes observaciones:

(a) Si X es un | - |-ideal absoluto de Y, entonces X verifica la
M(r, s)-desigualdad si, y sélo si, IR(1,0) es un p-ideal de (R%,| - )
verificando la M(r, s)-desigualdad.

(b) Si IR(1,0) es un p-ideal de (IR?,| - |), entonces IR(1,0) verifica la
M(r, s)-desigualdad si, y sélo si, | (r,s) |< 1.
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De hecho, y con respecto a la segunda observacion, nétese que para

cada € > 0 existen ag, B € R* con | (ao,f) |*< 1 tal que
| (r,8) |< rag + sfo + €.

Si ahora imponemos que IR(1,0) verifica la M(r, s)-desigualdad, en-
tonces

| (r,s) |< rag+ sBo+ € <| (a0, Bo) |* +€ < 1 + ¢,

con lo que basta hacer tender ¢ hacia cero.
El reciproco de (b) es consecuencia del hecho de que para cada
a,? € IR tales que a? + 3% > 0 se tiene
rlal+s|8]
| (e,8) |*
(ii) Témese | - |= L, X = R(1,0), e Y = (IR? L). Como hici-
mos observar en el Ejemplo 1.1.3, X es un p-ideal de Y si, y sélo si,
p(u,v) = (u,Au), con | A |< 1. Si ademds X verifica la M(r, s)-

desigualdad, entonces por (i), r + s = L(r,s) < 1, lo cual es una con-

<sup{|ru+sv |:| (w,v) '<1} = (r,s) | .

tradiccion.
(iii) Sea X; un M-ideal de Y;, para i = 1,2. Consideremos el espacio

producto ¥; x Y2, con la norma || - || definida por

||(yhy2)l| = Qy(|w ], ||y2||),V(y1,yz) ey xY,.

Notemos por Y a dicho espacio producto y X = X; x X;. En virtud
del Lema 1.2.8, podemos identificar el dual de Y con (¥ x Y3, - ||),

donde la norma || - || viene definida por

I3, w2)ll = @ (il llwzl)-
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Para cada i € {1,2}, existe p; proyeccién en ;" tal que X; es pi-ideal
de Y; verificando la M(1, 1)-desigualdad.
Para probar (a), basta tomar X e Y como arriba, y como proyeccion

p = p X p;. En efecto, por el Lema 1.2.8 tenemos que

s, vl = @ Ulpyill + vt — payills lp2wzll + llyz — pawall) 2

> @ (Q(Ipwills lIp2yz 1), Q' lys = pavills vz = pwall)) =

= Q"(|lp(ys, v2)ll | (w3, 93) = p(y1, 92)I])-

Veamos ahora que, de existir una norma absoluta | - | tal que X es
un | - |-ideal absoluto con ¢ como proyeccién asociada, entonces ¢ = p y

| - |= M. En efecto, en virtud de la Proposicién 1.3.10, para cada X;,

Pyo(y?) = {yf —pivih

y por tanto,
Pxo(yi,y3) = Pxa(97) x Pxp(y2) =
= {(y} — my}, ¥ — pev3)} = {(v1,43) — P(¥1,92)}-

Ahora bien, por ser X g-ideal de Y, aplicando la Proposicién

1.1.2, se tiene

(v, 93) — 4(yi,43) € Pxa(y},93)(= {(v1,93) — P(¥T> 92) )

estoes, g =p.

Supongamos de nuevo que X es un | - |-ideal absoluto de Y, esto es,

(v, ¥l = (i, )l (w3, 93) — Py, 92)ID) 1 -
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Por definicién, tendremos entonces que

@ (llyill vl =1 (le(s, v 10w 3) — Py 92D 1° -

Tomando y;,y; tales que
Ilpryill = llyi = paills llpag3ll = llvz — pavall,
se tiene que
20(lpill, lp2wall) =1 (lp(wis vl (w1, 92) = p(yi> 921D I -
Por otra parte, dado que

le(ui, vl = Py, 2w3)Il = Q(lImawill, llp2y2ll) =

= W (|lyr — puoill, lvs — pawsll) = (w1 v2) — plya, v2)ll,

se obtiene
20 (|l s lpews ) = (1,1) [* X (llpayil, llp2yz ),

esto es, I (1,1) |"= 2, y por tanto I . I“‘: L, luego | ; |-_- M.
Veamos sin embargo que X es un p-ideal que no verifica la

M(1, 1)-desigualdad. En efecto, basta tomar y;,y; tales que
lIPryill < llp2yzll;

ly; — puyill > lly; — pawall,

lusll > llwzll-




§3. M(r, s)-desigualdad.

En tal caso

I, w2l = llwill + vllwzll,
lp(vs, w3l = vllpayill + Npavalls
(w5, 93) = plyi, w3l = vy — Payill + vllvz — Pavills
y por tanto,
(i, w2l = lyill + vllwall =
= (vllpyi || + lip2wzll) + (lyi = pwill + Ylve — 233l +
+(1 = )(llpwill = llp2vzll) <

< |Ip(ys, w3)ll + N(ws,v3) = p(ys, w2)ll,

lo cual prueba que X no verifica la M(1, 1)-desigualdad (enY). B

Finalizamos esta seccién poniendo de manifiesto que los conceptos de
H B-subespacio o de u-ideal son independientes del concepto de ideal que
verifica la M(r, s)-desigualdad. Obsérvese que en el Ejemplo 1.3.12, de
hecho, X es un | - |1-ideal absoluto de Y. En efecto, en virtud del Lema

1.2.8, para cualquier (u,v) € Y*,

(1)) =1 wo) =1 (ullv]) =

*

=|((1 2t 9) 13)" (1 (wr0) = p(w,0) 1))

En particular, en virtud de la Proposicién 1.3.13, para cualquier

1
2

yEY”,

* - * 1 »
Pyi(y") = Bx: (y —py ,5I|Py II),
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en particular X no tiene la propiedad U, y por consiguiente no es un
H B-subespacio de Y.

Igualmente, es fécil probar que IR(1,0) es un u-ideal de (IR, L), y,
como hemos probado en la demostracién de (ii) de la proposicién anterior,
no existen r y s con r +s > 1, ni proyecciones p en Y* de manera que X
sea un p-ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad.

En un ejemplo posterior (ver Ejemplo I1.2.15), mostraremos ideales
que verifican la M(1, s)-desigualdad, que no son u-ideales. También se
podra ver en el Ejemplo I1.2.19 un H B-subespacio que no verifica la

M(r, s)-desigualdad para ningin r y s, con r?+s2> 1.

Finalizamos esta seccion exhibiendo una técnica, ligeramente mas
general que la dada por E. Oja en [01] (la cual es a su vez la version
completada de la Proposicién 1.1.7), para construir ideales que verifican

la M(r, s)-desigualdad.

Proposicién 1.3.15. Sean r,s € |0,1]. Supongamos que eziste una red

{V,} de operadores lincales y continuos de Y en X, tal que:
(i) Vall < 1,Ve.
(i) lim, z*V,z = z*z,Vz" € X",z € X.

(iii) Para cualesquiera a, = € Bx ey € By,

TilrVaa + s(y — Vow)ll < 1
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Entonces X es un p-ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad, donde
py'y = ligny"Vc,y,Vy' eY' yeV.

Demostracién. Veamos en primer lugar que X es un ideal de Y. En
efecto, teniendo en cuenta que el espacio £(X*,Y") (espacio de los ope-
radores lineales y continuos de X* en Y*) es un espacio dual (ver [DiU,

Cor. 2, p. 230]), existe una subred de {V;}, que seguiremos notando

igual, y un operador T' € L(X*,Y™) tal que {v:} 2% T. En particular,

Ty = licr'n Vizg'y(= lignx'Vay),V:l:' € X",yeY. (3)

Es claro que T € L(X*,Y*) con ||T|| < 1. Seai : X — Y el
operador inclusién. Veamos pues que y* — Ti"y" € X+, De hecho, por

(ii) se tiene
(y* = Ti"y )z =1"y'z - liami'y"'V,,:c =0

En virtud de la Proposicién 1.1.7, X es p-ideal de Y, con p = T1".
Ademds, por (3), para cualesquiera y* € Y* e y € Y, se tiene que

py'y =Ty (y) = liami'y"Vay = lignTi’y‘(V,,y) = lignpy'Vay. (4)
Fijemos ahora ¢ > 0, y tomemos y* € Y*,y € By,z € By, tales que
e > ity -, (- py )y > lly" — eyl — e

En virtud de (ii), (iii) y (4), existen ag y 3 suficientemente avanzados
tales que

iy Voo > 1"yl — &,
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IrVaez + s(y — Vay)ll < 1 + ¢,

| py*(y — Vay) I< .

En particular,
(L +e)ll’ll = y"(rVapz + sly - Voy)) =

=ri*y" Vo, + s(py*(y — Vay) + (v" — py" )y — Vay)) >
>r(|lityl| —e) —es+ s(lly” —py'll — €).

Finalmente, haciendo tender ¢ hacia cero, y teniendo en cuenta que
li*y*|l = llpy*|| (ver Proposicién 1.1.2), obtenemos la desigualdad de-

seada. 1

1.4 M(r, s)-desigualdad y el Principio de
Reflexividad Local

Ya desde su introduccién por Alfsen y Effros [AE], el concepto de M-
ideal puede ser interpretado mediante propiedades del propio X: “X es
un M-ideal de Y si, y sélo si, X satisface la propiedad de la 3-bola”, (esto
es, para cada tres bolas abiertas By, Bz, B; cuya interseccién es no vacia,
y cortando cada una de ellas al propio X, se sigue que N, BiNX #0).

Esta caracterizacion intrinseca (no involucra duales) y otras seme-

jantes en términos de la topologia o(Y,X") (ver (W3, Prop. 23]y
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[LORW, Prop. 2.7]) han proporcionado herramientas no pocas veces
decisivas a la hora de estudiar las propiedades de los M-ideales.

El objetivo de esta seccién es el de obtener caracterizaciones de la
M(r, s)-desigualdad, bien en términos de la o(Y, X*)-topologia, bien
(al menos para r = 1) en términos de propiedades de interseccién de
bolas. El nexo comiin de ambos resultados, cuya utilidad mostraremos
mas adelante, es el Principio de Reflexividad Local y la dualizacion del

concepto de M(r, s)-desigualdad.

Comenzamos pues esta seccion introduciendo esta importante
herramienta de la teoria de espacios de Banach conocida con el nom-
bre de Principio de Reflexividad Local (PRL), que nosotros enunciamos

en una versiéon debida a Behrends [Be2] (cf. [W3, Lemma 2.4]), y que

hemos numerado para su cémoda localizacion.

Teorema 1.4.16. Sean F C Y**, G C Y* subespacios de dimension
finita. Entonces, para cada ¢ > 0, eziste un operador lineal y continuo

T : F — 'Y cumpliendo las siguientes propiedades:
(i) Ty=y,Yye FNY.
(ii) (1= e)lly™|| < ITy™|| < (1 +e)lly™|l, Yy™ € F.
(iii) y*(Ty**) = y*"y*,Vy*™ € F,Vy* € G.
(iv) T(Fn X)) C X.

Nuestro primer resultado en esta seccion es la dualizacion del concepto

de M(r, s)-desigualdad.
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Lema 1.4.17. Sean Z un espacio de Banach, p : Z — Z una proyec-

cién, yr,s € ]0,1]. Equivalen las siguientes afirmaciones:
(i) Para cada z € Z, se tiene

lzll > rllpzll + slle - pzll-
(ii) Para cualesquiera z*,y" € Z*, se tiene
L * »® _ x l * r - 1 - L L]
52" + 9" Pyl < max { e+ Ker 'l Sl + (2}

Demostracién. Consideremos Z ) Z, esto es, Z x Z con la norma | - |

definida por
| (z,9) |= llzll + lyll, Y2,y € Z.

En virtud del Lema 1.2.8, el dual de (Z x Z, | - |) puede ser identificado
con Z* @ Z*, y tomese el operador T :Z — Z ®; Z definido por

Tz = (rpz,s(z — pz)),Vz € Z.

(i) = (i1) Por hipétesis ||T|| < 1, y por tanto |IT*|| < 1, en particular,

para cualesquiera z*,y" € Z7, se tiene
Irpe” + s(y” — py)l = I1T°(2% 97l < max{[l2°, ly7l13-
Nétese que si z* € Ker p*, y h* € p*(Z"), entonces
Pty —py =+ + Uz - )Y+ A,

y por tanto, en virtud de la desigualdad obtenida anteriormente,

L * ek 1 = * 1 * *
e+ -] < max e+ 2 I+ R
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Tomando infimos en Ker p* y en p*(Z"*), obtenemos el resultado de-

seado.

(#2) = (i) Por hipétesis ||T*|| < 1, luego, para cada z € Z, se tiene
rllpz|l + sllz — pel| =| Tz |< <]
Nuestro primer objetivo puede establecerse como sigue:

Proposicién 1.4.18 . Sean X un p-ideal de Y, y r,s € |0,1]. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i} X verifica la M(r, s)-desigualdad en Y.

oY)

(ii) Para caday €Y, eriste una red {z,} en X con {z,} y tal

que

lim|lrz + s(y — za)|| < max{||z]l, [ly + X||}, ¥z € X.

Demostracién. (i) = (ii) puede seguirse como (i) = (i) de [W3,
Prop. 2.3]. En efecto, sean z € X e y € Y, y consideremos la familia
A = {(F,G,¢)}, donde F C Y™ y G C Y* son subespacios de dimension
finita, y € > 0, con el orden “natural”. Por el Teorema 1.4.16, para cada

a € A, existe un operador lineal y continuo T, : F' — Y tal que
(i) Toy=y,Yye FNY.
(i) (1 =e)lly™|l < | Tay™ |l < (1 +e)lly™ (|, Vy™ € F.

(i) y*(Toy™) = y*y",Vy** € F,Vy" € G.
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(iv) To(F N XLL) C X.

Para a suficientemente avanzado (de manera que z,y,py € F), de-
finimos z, = T.p"y (en particular, por (iv), T, € X). Veamos que la
red {z,} es a(Y,p(Y"))-convergente a y. De hecho, para cada y* € Y,
tomando a tal que py* € G, por (iii),

Pyt =y 7o =y (Tup'y) = py'y.

Por otra parte, en virtud de (i), (i) y el lema anterior,

Irz + s(y — za)l| = [ Ta(rp*z + sty —p"W)I| < (1-+€) max{lz]}, [ly+X][}-

Para (ii) = (i) usamos la técnica seguida en (1) = (i) de [LORW,
Prop. 2.7]. En efecto, sean y* € Y y ¢ > 0. Tomemos z € Bx ey € By

tales que

Iyl <y'z+e,yily —p'll <y —pyly+e

Por hipétesis, existe una red {z,} en X tal que, para suficiente-

mente grande,
Irz +s(y—za)ll <1+e,y [py(y—2a) I<e.
En particular,
rllpy’ll + slly” — py'll S r(y"z +e) +s((y" —py )y +¢) =

=y (rz + s(y — 2a)) — spY"(y — 7o) + (r +5)e <

< ylI(L +€) + (r + 25)e,
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con lo que basta hacer tender ¢ hacia cero. §

Toca ahora el turno de las propiedades de interseccion de bolas. La
importancia de estas propiedades, como ya hemos reseiado an-
teriormente, radica en interpretar en el propio X las propiedades de
la proyeccién del ideal. En esta linea, nuestro primer paso es el si-
guiente lema, donde se muestra una primera “condicion suficiente” de
una desigualdad tipo M(r, s), en términos de una cierta propiedad de
interseccion de bolas.

Lema 1.4.19. Sean % <r <10 < s < 1. Supongamos que para
cualesquierac >0, € X ey €Y con ||z|| < |ly + X||, existe 2 € X tal
que

max{||sy + rz — z||} < lly + X|| +e.
Entonces, para cualesquiera 2+ € X*,z* € X*, se tiene que
18" + 41| > (2r = Dljz"]| + sllz "]
para toda extension equinormica i* a Y de r”.
Demostracién. Sean ¢ > 0,2zt € X', z* € X",y € Y,z,z € X tales

que

ly+ X||=1yz*y > ||zt -,
lell =1y 2% > 2"l - ¢,

max{lisytrz —z||} <1 +e.
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Sea i* una extensién equinérmica a Y de z*. Entonces se tiene que

or(|lz*]| — €) + s(l|=*|| — €) < 2ra’z + sty =

= (& +z')sy+rz—z)—&(sy—re—2) <
< (I8 + &l + 12 D(L +€)-

Luego, haciendo tender ¢ a cero,
(@r = Dlla”]| + sllz* ] < 12" + .

El siguiente resultado combina el PRL con la M(r, s)-desigualdad.
Una simple inspeccién del PRL nos revela que éste puede formularse en
forma poco precisa pero intuitiva diciendo que Y e Y** tienen esencial-
mente los mismos subespacios finito-dimensionales. Pues bien, si X es
un ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad, dicha coincidencia de
los subespacios finito-dimensionales queda reflejada en la pareja (X,Y)

como sigue:

Lema 1.4.20. Si X es un ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad,
entonces, para cada subespacio finito-dimensional G de Y ye > 0, existe

un operador lineal y continuo T : G — X tal que
(i) Tzr=z,YVze GNX.

(ii) |IrTy + s(yz — Ty2)|| < (1 + &) max{|lsll, llya + X1}, Vy1,92 € G.
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Demostracién. Seguiremos, salvo pequefias modificaciones, el caso
clasico (ver [L4, Th. 4]).

En virtud de la Proposicién 1.1.2, se puede suponer que Y/ X es finito-
dimensional. Por definicién existe una proyeccion p en Y* de manera que
X es un p-ideal de Y verificando la M(r, s)-desigualdad.

Sea G un subespacio finito-dimensional de Y y definamos
H := p*(G) + (Iy — p*)(G). Por el PRL existe un operador lineal y
continuo S : H — Y tal que

(i) Sy=y,Yye HNY.
(i) y**z* = z+(Sy™),Vy™ € H,z* € X*.
(iii) (1 = e)lly™ Il < ISy < (1 +e)lly**|l, Vy** € H.

Size GNX C HNX = HN XL NY, entonces, por (i) y dado que
p*(Y**) = X*L se tiene que z = p*z = Sp*r.
Si z € G, entonces Sp*z € X. En efecto, para cada z* € X4, en

virtud de (ii), se tiene que

z+(Sp’z) = 2*(p’z) = 0,

(ya que p*z € X*1). Por tanto, Sp*z € Xt NnY = X.
Nétese que G C HNY, y en consecuencia, Sy = y,Vy € G. Teniendo
en cuenta la condicion (iii) de S y el lema de dualizacién (Lema 1.4.17),

para cualesquiera y;,y; € G se tiene que

1Sp* v + y2 — SP"wall = |SP" w1 + S(v2 — P*1a2)|| <
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. 1 1
<U+o)pn+u—pwl <(1+e) max{;"yl”a s + xu} .

Llamando ahora T := Sp*|c podemos concluir la demostracion. |

Ya estamos en condiciones de establecer que la primera condicién sufi-

ciente esté cerca de ser necesaria, concretamente probaremos la siguiente

Proposicién 1.4.21. Sean X un ideal de Y yr,s € 10,1].

(i) Si X verifica la M(r, s)-desigualdad, entonces, para cualesquiera
neN, zy,22,...2n € X ey €Y con |lzi|| < |ly+ X|l, ye >0, se
tiene que

n

X0 () B(sy+rzi,lly+ X|| +¢) #0.

=1

(ii) Sir > 1, y para cualesquieraz € X ey € Y con ||z|| < |ly + XII,

y € > 0, se liene que

XN B(syxrzlly+ Xl +e) #0,

entonces, X verifica la M(2r - 1, s)-desigualdad en Y.

Demostracién. (i) Fijemos 1,%2,...,Zn, Y ¥y € > 0 como arriba. De-
finamos G := lin{zy, z2, ..., Tn,y}. En virtud del Lema 1.4.20, existe un

operador lineal y continuo T : G — X verificando
(i) Te=z,Vz e GNX.

(i) 1Tz +y— Tyl < (1+¢)max{2|lzll, ]l + Xil} ,Vz € G.
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Veamos que z := sT(y) estd en la interseccién. En efecto,
sy + rzi — all = llrzi + s(y = Ty)ll <

< (1 + &) max{llail, lly + X} < (1 +e)lly + X,

parat=1,2,...,n.

(ii) Sea p una proyeccion en Y* tal que X es un p-ideal de Y. Sea
y* € Y* y consideremos z* = py'lx, & =py', ¥y st =y —py". En
virtud del Lema 1.4.19,

@r = Dllpy"ll + slly” = py"ll < 7l

Nota. Obsérvese que la proposicién anterior, salvo en el caso
r = 1, no puede ser estructurada en forma de equivalencia. La razon
estriba en que, al no conocer ni el tamaiio de Py.(y*) ni la posicion que
y* — py* ocupa en dicho conjunto, no se puede obtener mayor informacion
del Lema 1.4.19. Asi por ejemplo, si para cada y* € Y*, se tuviese

1~

]

ey

Pea(y’) = Bxs (v =20,

se tendria entonces la equivalencia. Por otra parte, recuérdese que esta
dltima posibilidad no es del todo extrana, de hecho se presenta, como
hemos visto en la Proposicién 1.3.13, cuando X es un | - |,-ideal absoluto

de Y, con ¥ = 1= (supuesto r + s > 1).

Con el fin de hacer cémoda la referencia al apartado (i) de la proposi-
cién anterior, diremos que X tiene la propiedad de la n(r, s)-bola en

Y si X verifica la tesis de dicho apartado. En el caso particular en que
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r=s=1,yn =3, se puede probar (ver por ejemplo [HWW, Th. 1.2.2])
que esta propiedad no es otra que la propiedad de la 3-bola comentada
al inicio de la seccion.

Recapitulando, queda por resolver el siguiente

Problema: ideal + 2(r, s)-bola = M(r, s)-desigualdad.

1.5 M(1, s)-desigualdad

El objeto de esta seccion es mostrar la especial relevancia del caso r =
1. Algunas connotaciones especiales han sido ya establecidas, o son faciles
de est>tlecer. Asi por ejemplo, ya observamos en la Proposicion 1.3.10,
cémo se tiene asegurada la propiedad U, y en particular la unicidad de la
proyeccion, ya que, una eventual multiplicidad de proyecciones provoca
la multiplicidad de las extensiones equinérmicas a Y de los funcionales
de X (ver Proposicion 1.1.2). Otras propiedades requieren un esfuerzo
relativo. Asi, vemos a continuacién que para r =1 la Proposicion 1.4.21

puede ser sensiblemente mejorada.
Proposicién 1.5.22. Sea s € |0,1]. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) X es un ideal de Y verificando la M(1, s)-desigualdad.

(ii) Para cualesquiera n € N, z,z2,....,2,. € X ey € Y con

llz:|| < lly + X||, se tiene que

X0 () B(sy + =i, lly + XII) # 0.

i=1
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(iii) Para cualesquiera z,,23,23 € X ey € Y con |jzi|| < |ly + XI|, se
tiene que

Xn()B(sy+=illy+ X|) #0.

=1

(iv) X tiene la propiedad de la 3(1, s)-bola en Y.

(v) X es un ideal de Y y para cualesquiera z € X ey € Y, con
llzll < lly + X|l, y€ > 0, se tiene que

XNnB(syxz|ly+ X]||+¢) #0,

Demostracién. El caso s = 1 puede verse en [HWW, Th. 1.2.2] (cf.
[L1, Th. 6.9]). Supongamos pues s < 1.

(1) = (41) Sea p > 0 tal que s = :;—:“ Sean n € IN, 71, %32,...,Tn € X
ey €Y tales que ||z;|| < ||y + X]|.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

Wl <Q+p)lly+X|l=1+p

(en caso contrario, tomariamos m( y — z), con conveniente z € X, en

lugar de y).
Sea j € {1,2,...,n} tal que ||z;|| = maxicicn{llz:[|}, y sean 5 > 0 tal

que ||z;|l(1+8) = lly + X|l, y s = {}5. Veamos en primer lugar que

existe z € X tal que

| o
Iy + 2 — 2]l < T"?J"’V’ € {1,2,...,n}.

En efecto, sea G = lin{zy, ..., Z», y}. En virtud del Lema 1.4.20, existe

un operador lineal y continuo T': G — X tal que
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(i) Te=z,Vz€GNX.

(ii) ITu +y — Tyll < (1 + pé) max {Jlull, 1} ,Vu € G.

Basta tomar z = s'T'y, ya que, para cada i € {1,2,...,n} se tiene

’ 1 ' 6
||s'y+:c.'—2|| $(1+”J)ma'x{“$i“,‘i‘} T

< :
= 144

En consecuencia,

sy + zi — 2l < II(s'y + 2 = )l + (s = $)llwll <

<1+pt§ so(l+p) _
= 144 144

esto es, z € X NN, B(sy + zi,1).

(i) & (v) ha sido probado en la Proposicién 1.4.21.

(i1) = (111) = (iv) es trivial.

(iv) = (i) La dificultad consiste en construir una proyeccién en Y*
cuyo niicleo sea X*. Seguiremos en este punto el esquema trazado para
el caso s = 1.

Veamos previamente que el conjunto

X*={y eV : |yl =IlyIxll}

es un subespacio. Obviamente, dicho conjunto es un cono. Veamos
ahora que si y*,z* € X¥, entonces y* + z* € X #  En efecto, sea
xt € Pyi(y*+ z*) (y por tanto, A* = y* + z" — gt € X#). Escribamos

y* + z* = h* + &+, y veamos que z* = 0:
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Sean y € Y con |y + X|| <1y ¢ > 0. Tomemos z,,23,73 € By tales
que

v >yl —c, 2|2l -, —hza 2| e

En virtud de (iv), existe z € X tal que

max{llsy + 2 —z[} < 1+e,

y por tanto,
(L+e)ly"ll + ="l + 1R71) 2

>y (sy+ a1 —2)+ 2" (sy+e2—2)—h(sy+z:-2) |=
= (y 42" —h)sy—2)+y' T+ 2T - ka2
> sety+ [yl + 1270 + 1A% = 3e.

Haciendo tender ¢ hacia cero y tomando el supremo en Byx,
obtenemos z* = 0.

Veamos que X tiene la propiedad U. De hecho, si hacemos r =1 en
la desigualdad (5) del Lema 1.4.19, se tiene tiene que, para cualesquiera

y* € Y", y 2}, x5 € Px.(y*), y notando z* = y'x,

™| + sllzz — 211l < lly” = vl = =71l

esto es, Ty = 7.

Construyamos en tercer lugar la proyeccion. Por la propiedad U,
para cada y* € Y*, consideramos qy* = y" — zt, donde Px.(v*) = {z*}.
Veamos que q define una proyeccién en Y~ de norma uno cuyo nucleo es

X<L. En efecto, dados y*,z* € Y*, e y*, 2t € X4, tales que

PX*(y‘) = {yl} ’ PX-'-(Z’) = {zl}'l
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se tiene que
-yt 4+ -t eX?
(Obsérvese quey* —y*, 2" =z € X #). Luego, en virtud nuevamente

de la propiedad U, Px.(y* +2") ={y* + zt}. En definitiva,

gy +2) =y +2" -yt +:Y) =qy" + g2

Por otra parte es claro que g(Ay") = My*, VA € R, Vy" € Y*, asi
como que ¢? = ¢, ||qll < 1 y Ker ¢ = X*, esto es, X es un g-ideal de Y.
Finalmente, aplicando la Proposicién 1.4.21, se tiene que X verifica

la M(1, s)-desigualdad. @

Nota. Obsérvese que en la proposicién anterior no se impone en
(ii), (i) y (iv) que X sea ideal de Y; hipdtesis que si es esencial (al
igual que ocurre con la Proposicion 1.4.21) en el resto de los apartados.
De hecho, la propiedad U nos permite construir una “semiproyeccion”
(no necesariamente lineal) ¢ : Y* — Y~ definida por qy* = z*, donde

{z*} = Px+(y*), y de nuevo en virtud del Lema 1.4.19,

ly™ll > sllay’ll + v — qv”ll, Vy" € Y™

Lamentablemente, se sabe de la existencia de “semiproyecciones”

construidas mediante este método que no son lineales (ver [PY]).

El tercer objetivo de esta seccion consiste en probar que existe una
estrecha relacién entre la M(1, s)-desigualdad y la contencion de co.
Recuérdese que en virtud de ia Proposicién 1.3.11, si X es un

p-ideal de (Y, || -||), entonces verifica la M (1, s)-desigualdad (si, y) sélo si
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By. C co (Bp(y.) U %ij.). Por otra parte es facil probar que el conjunto

de la derecha es también w*-cerrado. Uniendo ambos comentarios se de-
duce que podemos definir una norma equivalente | - | en Y, que coincide
con la norma original en X, y respecto de la cual X es un M-ideal de Y.
A partir de aqui la relacién entre la M(1, s)-desigualdad y la contencién
de ¢, viene sefialada por el Teorema de D. Yost ([Y, Th. 5] -cf.[HWW,
11.4.9]-). No obstante, hemos preferido hacer un razonamiento un poco
mas descriptivo; por esta razon traemos a escena el concepto de cuasibola
introducido por D. Yost en [Y].

Dado n € IN, un subconjunto cerrado, acotado y convexo S de un

espacio de Banach Z es llamado una n-cuasibola si
(i) int(S — S) # 0.
(ii) N&,(zi +5) # 0, siempre que T1,T2,...,Tn € -;-int(S - 5),

donde “int” denota el interior. Una cuasibola es llamada propia si no
es simétrica. D. Yost prueba de hecho en [Y, Th. 5] que la existencia de
cuasibolas propias equivale a la contencion de cy, concretamente prueba
que “cualquier espacio de Banach contiene una copia isomorfica de co st,

y sélo si, contiene una 3-cuasibola propia x

Nuestro objetivo se centra en la bisqueda de una cuasibola propia
para aquellos ideales X de Y que verifican la M(1, s)-desigualdad. El
problema quedara resuelto con un nuevo enunciado de la Proposicion

1.5.22.
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Previamente reformulamos el apartado (ii) de dicha proposicién como

sigue:

Lema 1.5.23. Seay € Y. Para cada z € X con ||z|| < |ly + X||, se
tiene que

X0 Blsy £ 3, |y + X|)) #0.
st, y solo si,
intBx (0,2]ly + X||) € Ax(y) — Ax(v) C Bx(0,2]ly + X]}),

donde A%(y) = {z € X : |lsy — z|| < |ly + X||}

Demostracién. Sea r € X tal que ||z|| < |ly + X||. Si existe z € X tal
que

max{||sy + = — 2|} < ||y + X[,

entonces podemos escribir 2z = (¢ — z) — (—z — z) € A% (y) — Ax(y). La
otra inclusién es igualmente trivial.
Reciprocamente, sea z € X tal que ||z|| < |ly + X||. Por hipétesis

existen 2, 23 € A% (y) tales que
2r =z — 2o

Por tanto es facil probar que

1
5(21 +2;) € XN B(sy £z, |ly + X||)-
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Proposicién 1.5.24. Sea s € 0,1].

(i) Si X es un ideal de Y verificando la M(1, s)-desigualdad e y € Y,

entonces para cada n € IN, A% (y) es una n-cuasibola.

(ii) Si para cada y € Y, A%(y) es una 3-cuasibola, entonces X es un
ideal de Y verificando la M(1, s)-desigualdad.

Demostracién. (i) En virtud del lema anterior y de la Proposicion

1.5.22, A%(y) — A%(y) tiene interior no vacio, y si

1. s s
T1y, X2y .y Tp € Elnt (AX(y) Fed AX(y))1

entonces, ||z;]| < |ly + X||, y existe z € N, (zi + A% (v))-

(ii) Sean z;,72,73 € X e y € Y, tales que lz:l| < |ly + X||. Por
hipétesis, existe z € X tal que z — 7, € A% (y), esto es,

max{llsy +zi — 2|} < lly + Xl
por lo que basta aplicar de nuevo la Proposicién 1.5.22. §

Teorema 1.5.25. Sea X un p-ideal de Y verificando la M(1, s)-desigual-
dad. Si p no es w*-continua, entonces X contiene una copia isomorfica

de cp.

Demostracién. En virtud del lema y proposicion anteriores, para cada

y € Y, A%(y) es una 3-cuasibola tal que

intBx(0,2]ly + X||) € A%(y) — Ax(y) € Bx(0,2lly + X1
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Supongamos que toda cuasibola A%(y) tiene un centro de simetria z.

Es facil probar (ver p~+ ejemplo [C, Cor. 111.3.9]) que en tal caso,

Bx(z, lly + X|I) = A ()(C Bxa1(p*sy, ly + XID)

(nétese que z = p*z,VYx € X). Luego, aplicando el teorema de la bipolar,

obtenemos que
B,\’-‘-l(zi "y : ‘\’") c B,\'“-(p.sy’ “y + X I)i

esto es, p'sy = z, de donde p'y € X, y por tanto p es w*-continua, lo
cual es contradictorio. Finaimente, basta tener en ¢: ata el ya comentado

teorema de Yost. 1

El ltimo objetivo de esta seccion consistira en probar que cada
elemento y € Y admite una expansion incondicional en series de ele-
mentos de cualquier subespacio separable que sea ideal y verifique la

M(1, s)-desigualdad. Concretamente, establecemos el siguiente

Teorema 1.5.26 . Sea X un subespacio separable de Y, el cual es un
p-ideal de Y verificando la M(1, s)-desigualdad. Entonces, para cua-

lesquieray € Y y ¢ > 0, existe una sucesion {z,} en X tal que

400
y=o(Y,p(Y"))- Z Eisy
n=1

N

1
sup |} enzafl < (14 e)—llyll,YN € IN.
leni< fin=1 s
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La demostracion de este resultado puede hacerse siguiendo un razo-
namiento mediante renormaciones equivalentes, tal como hemos apun-
tado anteriormente. Nosotros preferimos hacerlo en dos etapas, intere-
santes en si mismas y bien diferenciadas. La primera etapa viene resu-

mida en la siguiente

Proposicién 1.5.27. Sea X un p-ideal de Y verificando la M(1, s)-
desigualdad. Entonces, para caday € Y, p*y|s,. se puede expresar como
diferencia de dos funciones positivas y semicontinuas inferiormente en

(By.,w"), tales que su suma no exceda de £

Para demostrar este resultado necesitamos introducir nuevos concep-
tos referidos a las funciones afines.
Sean K un conjunto no vacio y f una funcién real definida en K.

Definimos el subgrafo truncado de f,
S(f):={(k,r) e K xR:0<r < f(k)}.

Dados E un espacio localmente convexo y T, K un subconjunto

convexo de E y h: K — R¢. Se define

h (k) = inf{a(k) : a € A(K),h < a},

donde A(K) es el conjunto de las funciones afines y continuas en K.

A
Claramente h es concava y semicontinua superiormente. Veamos que

ademis S(h) = To(S(h)).
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En efecto, es facil probar que S (E) es cerrado y convexo, y por tanto
que (S(k)) € S(h)

Supongamos que existe (k,A) € § (?;)\E(S (k)). Aplicando el teorema
de Hahn-Banach, existen f € E*,a,r € IR tales que

(&) +rp > a> f(k)+r\V(t,u) € S(h).
Es evidente que (t,0) € S(k),Vt € K. Luego,
fit) >a> f(k)+rAVte K.

Tomando t = k, se deduce que rA < 0, y al ser A > 0, obtenemos que
r < 0. Por otra parte, (¢, h(t)) € S(h),Vt € K. Luego,
a— f(t)

r

h(t) < \Vte K.

Definimos a(-) := #(_l que obviamente esta en A(K). Ademas,

A A
h < a, y por tanto h< a. Por otra parte se tiene que a(k) < A <h (k),

lo cual es una contradiccion.

La demostracién que vamos a seguir es una adaptacion del Lemma
2 de [GLi], (ver también [HWW, Lemma 1.2.5]). Mds adelante veremos
(Ejemplo 11.2.11) que esta adaptacién no es posible para r < 1. Anun-
cianos que la clave de que haya una respuesta positiva en un caso y nega-
tiva en otro est4 estrechamente relacionada con la posible w*-compacidad

del conjunto co (;I;Bp(y.) U %BXJ.).
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Demostracién de la Proposicién. Definamos
& 1
K .=co (;BXJ. U Bp(y.)) i

que claramente es w*-compacto.

Fijamos y € Y y definimos h, : K — IR{ por

; y'y siy € 1By, y'y >0
hy(y ) = {

0 en otro caso

Es claro que
1 ;
S(hy) {(y",r) 0<r<y'y,y € ;B“} UK x {0},
y que los conjuntos

{(kir) 10 <7 < (k). k € 2Bya, kiy) 2 0} ¥ K x {0}

A A
son w*-compactos, y por tanto (ya que & (S(hy)) = S(hy)), S(hy) =

=co ({(y"',r) Yyt € ‘i‘BxJ.,O <r< y'y} U (Bp(y-) X {0}) U (%BX; X {G})) .

En particular, para cada y* € K existen yj,y; € ;Bx., con yjy > 0,

Y3 € Bpy+), M, A2, A3 € [0,1], tales que
»* * * * & * L]
"=y + Az + Aays By (V) = gy
A
Utilizando la concavidad de h, tenemos que

A A A A

hy (%) 2 M by (9) + A2 By (3) + A3 by (43) 2
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> Mby(¥5) + Aahy(y3) + Aahy(y3) 2
> Myiy + Aayzy,

luego, Ay5y < 0. Si Az = 0, podemos elegir y; = 0. Por tanto, se tiene

que y3y < 0. Consiguientemente,
hy(yz) =0, hy(-y3) = ~¥2y.
A
Otra vez por la concavidad de hy, se tiene que
i * =
hy (=y") 2 —Aay3y.
Entonces se obtiene que
i - A * * *® * -
hy (y7)— hy (=y") < (Mg + day)(y) = (" = py")(W),

y por ser ambas funciones impares se da la igualdad.

Definamos ahora ¢y, ¢; : By» — IR mediante

— hy (—¥"),Vy" € By..

Veamos que ambas funciones son positivas, semicontinuas inferior-

mente en (By.,w") y tales que

py*(v) = ai(y*) — 9(v"), Yy € Bys,

1
h+9< ; en By..
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En efecto, sea a € A(K) definida por

1 -
" =90 . A
ay') = 52V € K.

Seay* € By. C K. Siy* € 1By, cony®y > 0, entonces hy(y*) = y"y
] v

y por tanto,

a(y') =aly’) = hy(y") =

En otro caso, hy(y*) =0, y por tanto,

aly")=aly") = h(y") = > 0.

Luego, g es positiva. Andlogamente se piueba que gz es positiva.

Consideremos una red {y:} en By. con {y} ' y*. Por ser i;;
w*-semicontinua superiormente y a € A(K’), tenemos que

A A
ai(y") = a(y")= hy (v°) < limaa(y;)— by (v3) = limagi(v2)-

y por tanto, g; es w*-semicontinua inferiormente. Analogamente se
prueba que g, también lo es.

Consideremos ahora y* € By.. Entonces tenemos que

A

a(y") —gy") =yy—(hy (¥')-

=y'y— (v — py")(y) = Py’ (y).

A
Por dltimo, sea y* € By.. Al ser h,> 0, se tiene que

(u") + a(u") = = = (hy (5)+ y (=) <

o
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La dltima etapa comienza donde dejamos la anterior. De hecho, es
una simple (pero crucial) observacién a la demostracién de [HWW, Th.
1.2.10]. En dicha demostracién se usa el concepto de M-ideal inicamente
para llegar a la tesis de la proposicién anterior; a partir de aqui nuestro
resultado puede seguirse palabra por palabra de dicha prueba. Enun-

ciamos pues esta version revisitada como sigue

Proposicién 1.5.28 . Sean X un p-ideal de Y, y € Y y C > 0.
Supongamos que X es separable y que ezisten dos funciones positivas

y scmicontinuas inferiormente hy, hy en (By.,w*) tales que

Py(y’) = hi(y") — ha(y"), YY" € By,

hai(y*) + ha(y™) < C,Vy" € By..

Entonces, para cada € > 0, existe una sucesion {z.} en X tal que

y=o(Y,p(Y")) an,

n=1

sup an:z < (C+é)llyll, VN € IN.

lenl<1 |[n=1




Capitulo 11

X ideal de su bidual.

A lo largo de este capitulo el espacio Y a considerar serd el bidual del pro-
pio X. En tal caso, ya observamos (ver Ejemplo 1.1.4) que X es siempre
wx-ideal de X**. Nuestro objetivo es poner de manifiesto cémo la M(r, s)-
desigualdad resulta ser una eficaz herramienta en el andlisis cuantitativo de
las propiedades de aquellos espacios de Banach que son M-ideales (de su bi-
dual). Nuestro andlisis viene a mostrar que algunas de las propiedades de
los M-ideales siguen siendo vdlidas en el caso en que éstos verifiquen la
M(r, s)-desigualdad, conr + s> 1, y que el “resto” de las propiedades cono-
cidas, salvo la proziminalidad y la generacidn por conjuntos débilmente com-
pactos, son palrimonio ezxclusivo en unos casos para r = 1, y en otros, para

s=1.
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II.1  M(r, s)-desigualdad

En todo lo que sigue X ser un espacio de Banach real y no reflexivo.

Definicién IL.1.1. Sean r,s € ]0,1]. Se dird que X verifica la
M(r, s)-desigualdad si X es un mx-ideal de X™ verificando la
M(r, s)-desigualdad.

En esta primera seccion nos ocuparemos de poner de relieve qué
propiedades de los M-ideales son satisfechas por los espacios de Banach
que verifican la M(r, s)-desigualdad con r y s arbitrarios, o en todo caso,

cont+s>1.

Para un mejor analisis de las propiedades de los M-ideales, necesitare-
mos a veces un ambiente menos restrictivo incluso que el que supone la
M(r, s)-desigualdad. Con este fin fijaremos la siguiente notacion.

Considérense las siguientes desigualdades:
(i) lmxz**|| < ||z***||, siempre que z*** # mxz**".
(ii) ||[{xees —2mx|| < L.
@) (s =mzl] £ 1.
(iv) ||** — wxz**|| < ||z***||, siempre que mxz*** # 0.

Se dira que X es un H B-subespacio (resp. u-ideal canénico, resp.

U*-espacio) si X verifica simultineamente las desigualdades (i) y (i)

(resp. (ii), resp. (iv})).
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Diremos que X verifica una n-propiedad si verifica alguna de las
desigualdades anteriores.

Obsérvese que X es un u-ideal canénico si, y solo si,
lz* + 2] = ||z* — ||, V=" € X*,Vz' € X*.

Nuestros primeros resultados aseguran la estabilidad de estos concep-

tos.

Proposicién 11.1.2. Sea 1 < p < +oo. Si X verifica una m-propiedad,

entonces l,(X) la verifica igualmente.

Demostracién. Comenzamos probando la siguiente afirmacion: “Si ¢

es una proyeccion de norma uno en un espacio de Banach Z tal que
Bz C co(Byz) U Ker g),
entonces
Biy(2) C co(Buyq(zy) U bp(Ker q))”.

En efecto, es facil probar (ver Ejemplo 1.1.5) que la hipotesis sobre Z
equivale a que ||gz]| < ||z||, siempre que gz # z.

Sea ¢ = (xn) € Bi,z). Por hipétesis existen tres sucesiones {an},
{yn} ¥y {2n} en [0,1], Byz) y Ker q respectivamente, tales que

Tp = anyn + (1 — ay)zy,¥Yn € IN.

Es claro que

+00 l; +oo P
A= z(anuyunr’] =[>: ,,q,,ﬂ”p] < Jlelly < 1.
n=1 n=1
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Si A = 0, entonces a,y, = 0,¥n € IN, y por tanto
o= ({1 = aw)sa) € b{Ier q).
Si A = 1, entonces ||(z,)|l, = ||(gzx)|lp, y dado que para cada n € IN,
llgzall < ||Zall, se deduce que ||z4]| = ligzall, Vn € IN, luego por hipotesis,

qT, = T, esto es, p € By y(2))

Supongamos pues que 0 < A < 1. En tal caso, basta tomar

@1 € Bi(2)) ¥ 2 € lp(Ker q) definidos por

@1(n) = A lanyn ¥ @2(n) = (1 - A)7H1 = ap)za,Vn € N,
ya que entonces ¢ = Agy + (1 — A)ypa.

Sea ahora Y = [,(X). Si X es un H B-subespacio (resp. U"-espacio),
entonces Bx+s C co(X* U Bx-) (resp. Bysss C co(Bx1 U X™)) (ver al
respecto la interpretacion geométrica hecha en el capitulo I). Por tanto,
por la afirmacién anterior, tomando g = 7y (resp. q = [xeee —7wx), ¥y

teniendo en cuenta que
Ty (pn) = (Tx¢n), V(pn) € Y™,
obtenemos que
By«se C co(Y* U By+) (resp. Byese C co(Byi UYT)).

Finalmente, obsérvese que si |Ix++ — mx|| < 1, entonces se tiene
"IY‘“ = 7|'Y|| S 1.
La demostracién para u-ideales candnicos es similar; basta para ello

tener en cuenta que si ||z} + x| = ||z} — z||, Vn € IN, entonces

e = 2myelly < llellps
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donde ¢ = (2% + z%), con z}, € X*,z5 € X*,V¥neN. 1

Obsérvese que nada se afirma con respecto a la M(r, s)-desigualdad.
De hecho, veremos mas adelante (ver ejemplo 11.2.18), que ésta no es
estable para [,-sumas. Por contra, la estabilidad para subespacios o
cocientes si es comin para ambos tipos de propiedad, tal como vemos en

la siguiente

Proposicién I1.1.3. Todo subespacio cerrado o cociente de X verifi-
cando la M(r, s)-desigualdad (resp. una m-propiedad) verifica también la

M(r, s)-desigualdad (resp. idéntica m-propiedad).

Demostracién. Sea Z un subespacio cerrado de X. Basta observar que

el siguiente diagrama es conmutativo:

\I-t- “X! \’ttt

it*t ‘L l i-zc-

Z:-t "'Z! Ztti

Donde i : Z —3 X es el operador inclusién. Obviamente, Ker 1*** =

Z4LLL j== es sobreyectiva y para cada x*** € X*** se tiene
Hi"z-xt*m” = llrttt + Z-L-LJ.“.

Sea z*** € Z***. Dado z*** € X*** tal que 2*** = ***z™**, se tiene en

particular,

o7l = o™ + 244,
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Sea y™* € Pgzii.(z***) (recuérdese que Z**! es un subespacio

proximinal de X***). Entonces
"zt-i” - ”;riﬂﬁ s y-.t" >

2 r”ﬂ_x(rt‘t et yﬁii)” + S“(J;"‘ il y-t-) i ﬂ'x (I.tl = y#“)" 2

2 r"iit-ﬂx(‘rlsl i y-mt)“ + S”ittt((;rtlm o y!t*) # ﬁx(l‘.“- phess yttt))" =

SwEA

= rllmzi™ ™ + s (@™ — y) — w2 — y™)|| =
= rllmgz™| + sl|z™™ = 722"l
Sea p : X — X/Z la proyeccién canénica. El siguiente diagrama
también es conmutativo:

(X/zy B X[z

p.“l’ ¢P;-:

‘\'m:a FX* ‘x’-*:

Es sabido que (X/Z)** = Z**! y que podemos considerar p™* como

la inclusién de Z14+ en X***. Sea ¢ € (X/Z)***. Entonces

ok ok

lell = lp™**@ll > rllmxp™ el + sllp™"¢ — 7xp™ 0l =

2ok Lt

=r|p™*mxz(0)|l + sllp™" ¢ — P mx 2() =
= r||lwx/z()l| + slle — mx/z()ll-

La demostracién para la 7-propiedad es similar. B

El siguiente resultado muestra que ademas la M(r, s)-desigualdad

viene determinada por los subespacios separables.
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Proposicién I1.1.4. Seanr,s € |0, 1]. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(i) X verifica la M(r, s)-desigualdad.

(ii) Para cualesquiera z € X, {z,} sucesion acotada en X, z*° € AT
w"-valor adherente de {z,}, ye >0, existeu € co{zn:n € IN} tal
que

1 1
e+ 2 =l < max { Zlell 2" + X} +e.

(ii1) Para cualesquiera x € X, {zn} sucesion acotada en X, ye > 0,
eristen n € IN, u € co{x1,22,....%a}, YV € cof{zm :m > n+ 1}

tales que

1 1
|z + v - ul| < max {;uxu, -M} te,
S

donde M :=sup{||z.| : n € IN}.

(iv) Para cada z** € X™*, eziste una red {2} en X con {z.} s 2** tal

que

_ !
Timllz + 2™ — a|| < max {;uxu, L™ + xu} VreX.
o S

(v) Cada subespacio separable Y de X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. La prueba de (ii) = (iii) = (iv') = (1) puede seguirse
de [LORW, Prop. 2.7] (cf. [HWW, Prop. 1IL.1.9y Cor. II1.1.10]) sin

ninguna modificacion, donde (iv’) viene enunciado de la siguiente manera:
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“Para cualesquiera z € X y x** € X**, existe una red {z,} en X con

{za} ¥ z** tal que
. - 1 1 - »
imlle + 2°* = .| < max {;“;1:”,;“1 . xu} .

En dicha demostracién también puede verse (i} = (i1), aunque con
ligerisimas modificaciones, tal como exponemos a continuacion.

(1) = (#1) Por reduccion al absurdo: supongamos que
|z + =™ — u|| > a +¢€,Yu € A,

donde a := max{f“.r",%llx" +X||} y A := co{z, : n € IN}. Por el

teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € Bxe.. tal que
a+-<p(lz+z" —u)Vue A
Por tanto, para cada u € A, tenemos que
a+ - <mxp() + (¢ — mxei(a™) + mxp(™ —u) <

< mxp(x) | + | (o = mxe)a™) | + | mxp(™ —u) |<

1 S | " .
< maX{;IIIII‘;Hr +X II} (rllmxell +slle —rxelD+ | mxp(z™ —u) [<

<allpll+ | mxe(z —u) |< at | mxp(z™ —u) |

Como | mxp(x** — z,) |< £, para n suficientemente grande, llegamos
a una contradiccion.
(i) & (iv) se estableci6 en la Proposicién 1.4.18 en un ambiente mas

general.
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(i) = (v) Se deduce de la hereditariedad de la M(r, s)-desigualdad
(Proposicion 11.1.3).

(v) = (111) Basta tomar Y := lin{z, : n € IN} y tener en cuenta que
(¢) = (i1). B

Recuérdese que nuestro objetivo es subrayar qué propiedades cono-
cidas para los M-ideales son de hecho consecuencia de la M(r, s)-desi-
gualdad para r y/6 s distintos de uno. Con este objeto, enunciamos a

continuacion algunas de estas propiedades.

Sea M un subespacio cerrado de X*. Se llama caracteristica de M,
r(M) = max{,u >0:puBx. C W}
Obviamente, 0 < r(M) < 1, y es facil probar que
r(M)= inf sup {|z°z|}.

TE€ESX r*€By

Se dice que M es un subespacio normante de X si para cada r € X
lell = sup { " |}.
r*€By

Es claro que M es un subespacio normante de X si, y sélo si,

r(M)=1.

Sea {€,, } una sucesion en X. Se dice que {e,} es una base Schauder
(o simplemente base) de X si cada z € X se puede expresar de forma

unica:

+00
2= z Xuas
n=1
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donde )\, € IR,Vn € N, y dicha serie converge en norma. Equivalente-
mente, si in{e, : n € IN} = X (supuesto que el conjunto {en : n € N}
es linealmente independiente), y existe una constante positiva M tal que
n n+m
Yode| <M |3 el
i=1 =1
para cualesquiera n,m € IN, y A; € R. A la minima de esas constantes

se le llama constante basica de {e,}, y se nota por v({e.}).- Se dice

que la base es mondtona si su constante basica es uno.

{e.} es una sucesién basica si {e,} es una base del subespacio

cerrado generado por {en}.

Si {en} es una base de X, se llama sucesion de funcionales aso-
ciados a dicha base, a la sucesién {f,} en X*, donde fn € X* son los

tnicos funcionales que verifican:

1 sin=m

Jolm =
0 sin#m

Los funcionales asociados verifican la siguiente expresion:

400
= Z falz)en,Vx € X,

n=1

y ademas forman una sucesién basica en X*. Si {f,} es una base de X,

se dice que la base {e,} es una base “shrinking”.

Se dice que X es un espacio de Asplund si todo subespacio sepa-

rable de X tiene dual separable (cf. [Di]).
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Enunciamos a continuacién las primeras propiedades de los espacios

que verifican la M(r, s)-desigualdad.

Proposicién I1.1.5. Sea M un subespacio cerrado propio de X S X

verifica la M(r, s)-desigualdad, entonces, r(M) < ‘_1?

Demostracién. Este resultado es una versién revisitada de [HWW,
Prop. 111.3.9] (cf. [GS, Lemma 4.1]). En efecto:

En primer lugar obsérvese que si My, Mz son subespacios cerrados
de X*, con M; C M,, entonces r(M;) < r(M), y por tanto, se puede
suponer que M = Ker F, con F' € Sxe. Seae >0,y tomese f € X* tal
que

Ifl= ——tey Ff>—.
T+ s r+s

Sife E;_J,_Fw., existe una red {g\} en Ker F N Bx., w*-convergente
a f. Sea ¢ un valor adherente de {g\} en (Bx««,w"). En virtud de la w-
coniinuidad de (7x)*, (jx )" es un valor adherente de {g\} en (Bx-, w*),
y por tanto mxp = fy ¢ = f+(¢—mxp). Porotra parte, .= 0, luego
@F =0, y por consiguiente, (¢ — 7xp)(F) = —Ff. En consecuencia,

1
S <FIsIFf =l (¢ — mx)(F) |<

<llp = el < ol = e < 5 [1 - (55 + )]

y por tanto,

1 5= re(r + s)
r+s s(r+ s)
lo cual es una contradiccion.

Recapitulando, hemos probado que para cada € > 0, existe f € X

con || f|| € 75 +e tal que f ¢ Bu ',esto es, r(M) < ’_‘? |
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Corolario I1.1.8. Si X verifica la M(r, s)-desigualdad, y {ea} es una
sucesion bdsica en X tal que v({ea}) < r + s, entonces {e.} es “shrin-

king”.

Demostracién. Podemos seguir sin variaciones la demostracion de
[HWW, Cor. 111.3.10] (cf. [GS, Cor. 4.4)). En efecto, consideremos
Y =Tin{es, €2,...}. Es claro que {e,} es una base de Y y que éste verifica
la M(r, s)-desigualdad (ver Proposicion IL.1.3). Si {fa} es la sucesion
de funcionales asociados y M = lin{f,, : n € IN}, entonces, en virtud de

[Du, Prop. 6.3],
1 1

v({en}) > r+s’

y por tanto, en virtud de la proposicién anterior, M=Y 1

r(M) 2

Teorema I1.1.7. Si X verifica la M(r, 5)-desigualdad con v + s > 1,
entonces X* no tiene subespacios propios normantes y X es un espacio

de Asplund.

Demostracién. Eu efecto, sea M un subespacio propio de X*. Por

la Proposicion I1.1.5, r(M) < %H < 1. En definitiva, X* no contiene

subespacios propios normantes.

Por otro lado, sea Y el subespacio (separable) de X generado por
{z, : n € IN}. Por la Proposicion 11.1.3, Y verifica la M(r, s)-desi-
gualdad, por lo que su dual no contiene subespacios propios normantes,
en particular, Y* = lin{z} : n € IN}, donde z € Sx. y es tal que

EhEn = llzall- 0
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Nota. Téngase en cuenta que si X es separable y r+s > 1, entonces,
en virtud del teorema anterior, X* es separable, y por tanto By« €s w*-

metrizable. Usando un argumento estandard (ver por ejemplo [GKS,

Prop. 4.3]), se pueden cambiar redes por sucesiones en el apartado (iv)

de la Proposicion 11.1.4.

Vayamos ahora con un primer bloque de consecuencias de esta

proposicién. Previamente recordemos algunos conceptos.

Se dice que X tiene la propiedad de extensién tnica (UEP) si
para cada isomorfismo isométrico U de X, el tinico operador lineal y
continuo T de X™* en si mismo, tal que T|x = U con ||T|| < 1 es U™,

Dado z* € By, se dice que es un punto w*-fuertemente expuesto
de By- si existe ¢ € By con z*z = 1 haciendo cierta la siguiente impli-
cacion:

r* € By.,Vn €N
i = ||z} — || = 0.
oz =1
Notaremos por {w*-Fexp Bx-} al conjunto de todos los puntos w*-

fuertemente expuestos de Bx«.

Corolario I11.1.8. Si X verifica la M(r, s)-desigualdad con r + s > 1,

entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:
(i) X no contiene una copia isomorfa de l;.

(ii) X tiene la UEP.
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(i4i) X* = lin{w*-Fexp Bx.}.

(iv) Si Z es un espacio de Banach con X C Z C X™*, no eziste ninguna

proyeccion de norma uno de Z sobre X.

(v) Todo subespacio o cociente de X que sea isométrico a un espacio

dual es reflezivo.

Demostracién. (i) Se deduce del teorema anterior y de que /; no es un
espacio de Asplund.

(ii) Es consecuencia del hecho de que X* no tiene subespacios nor-
mantes (ver [GS, Prop. 2.5]).

(iii) En primer lugar, obsérvese que si A es un subconjunto de la esfera

unidad de X* tal que By« = @™ (A), entonces T4 es un subespacio

normante de X*. Por otra parte, es sabido (ver [Ph2, Th. 5.12]) que
si X es un espacio de Asplund, entonces By, = " {w*-Fexp Bx-}.
En particular, lin{w*-Fexp Bx-} es un subespacio normante de X, luego
coincide con el propio X* en virtud del teorema anterior.

(iv) Sea ¢ una proyeccién de norma uno. Para cada z € Z \ X, se

tiene que

Q(Z) 3 ﬂ BX(""?"z = I”)a

reX
lo cual esta en contradiccion (ver [GS, Lemma 2.4]) de nuevo con el hecho
de que X* no contiene subespacios propios normantes.
(v) Sea Z un subespacio o un cociente de X. Por la Proposicién

11.1.3, Z también verifica la M(r, s)-desigualdad. Entonces, si Z fuese
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isométrico a un espacio dual, existiria una proyeccién contractiva, lo cual

esta en contradiccién con el apartado anterior. 1

Conviene comentar ahora que las propiedades exhibidas en el corolario
anterior no son mas que la punta de un iceberg. Asi por ejemplo, como
consecuencia del apartado (i) y usando un resultado de G. Godefroy [G,
Th. 1], obtendriamos que mx+ es la unica proyeccién de norma uno de
X gobre X**. Esta propiedad esta reflejada igualmente en [HWW,
Prop. II1.2.1], pero la demostracién alli sealada no es generalizable

parar < 1.

Finalizamos esta seccién con una versién cuantitativa del apartado
(v) del corolario anterior, que esta inspirada en [L2, Th. 2.4]. Para ello

necesitamos la siguiente adaptacién del lema principal en [L2, Lemma

2.31.

Lema. Seanr,s €]0,1] tales que 1 <r+3 yc € ] 1 1[. Si para cada

r+§‘

€ > 0 existen dos sucesiones {z,} y {f.} en Bx y Bx., respectivamente,

tales que
(1) fmzn > csim>n
(ii)) | fmzn | € sim <,
entonces X no verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. Sea € > 0 tal que

( +3)>1+e(1+3)
cilr = -—
2 2)




68 Capitulo |l. X ideal de su bidual

y sean {z,} y {fa} sucesiones sucesiones en Bx y Bx- que verifican

respectivamente (i) y (ii). Tomemos f € By un w*-valor adherente de

{fa} y ** € Bx+ un w*-valor adherente de {z.}. Usando ahora (i) y

(ii) se tiene
fen>e,YnelN,z"f2¢, |27} |<e,¥n €N

En virtud de la demostracién de la Proposicién 1.4.21, si X verificase

la M(r, s)-desigualdad, existiria y € X tal que
max ||sz*™* £ rz, —y|| <1+¢,
por lo que para cada natural n
| sz** fatrfazi — fay |[< 1 +e&.

Luego,

| faly £ra1) [< 1+ (1 +3)e,

y por consiguiente,
| fay |€ 14 (14 5)e —re,
y tomando limite en n,
| fyl<14(1+s)—rec
Por otra parte se tiene que

| sz f £rfz1 - fyl<1+e,
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luego,

| sz** f - fy|<14+¢e—re

En definitiva tenemos que
sc <|sx*f |<|sz™f—fy|+ | fyl<2+ (24 s)e—2rc,

esto es,

8 CAY
c(r+§)<l+(1+§)€,

lo cual es una contradiccion. 1

Recordemos que la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios

de Banach Y y Z se define como:
d(Y,Z) = inf{||T|| - |T7"||; T:Y — Z isomorfismo},
y enunciemos ya la mencionada version cuantitativa.

Proposicién I1.1.9. Sea Y un subespacio cerrado de X, y supongamos
que X verifica la M(r, s)-desigualdad con v + 5 > 1. Si eriste un espacio

Z tal que d(Y,Z*) <1+ 3, entonces Y es reflexivo.

Demostracion. Sean T : Y — Z* un operador lineal, continuo e

inyectivo con

S
ITiT= <r+ 3,

y fijemos d con

T

— <d<1.
I"+E
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Si Y no es reflexivo, aplicando un resultado de James y Klee (ver por
ejemplo, [Di, Chapter I, Th. 2]), existen dos sucesiones {22} en Bz. y

{2n} en Bz tales que
(i) zizm =dsim > n,

(ii) zizm =0sim < n.

Ahora, aplicando el lema anterior a x, = ;%._—l}'% y L= 'Il‘TF?It (donde

T*(zn) es una extension equinérmica de T"z, a X), se deduce que X
no verifica la M(r, s)-desigualdad, lo cual contradice la hipétesis hecha
sobre X. 1

I1.2 Ejemplos

A lo largo de esta seccion mostraremos distintas técnicas que nos per-
mitiran construir espacios verificando la M(r, s)-desigualdad, y construi-
remos algunos ejemplos con la ayuda de éstas.

Obsérvese que en esta seccion, de hecho en este capitulo, no haremos
referencia alguna a los | - |-ideales absolutos que tan buen juego dieron
en el primer capitulo. La razén de este aparente olvido esta en el hecho
de que no existen mas espacios de Banach que sean | - |-ideales absolutos

de su bidual que los M-ideales [CMPR].

El siguiente resultado proporciona una primera técnica para la

construccion de espacios que verifican la M(r, s)-desigualdad.




§2. Ejemplos. 71

Proposicién I11.2.10 .  Sean {e.} una base “shrinking” en X y
r,s €10,1). Para cada x € X yn € IN se define

n 400
P = ine.-  Ptr=g— Pz = Z Ti€,
i=1 i=n+41
donde = = Y % z.6q. Si para cualesquiera n € N, r € Bx y

T** € Byes, se liene que
q

Bl Paz + sP™ 2" < 1,

entonces X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. En virtud de la Proposicién 1.3.15, tomando ¥ = X**
y V, = P,**, X es un p-ideal de X**, donde la proyeccion p viene dada

por la expresion
po(x™) = liznyo(Pn".r“),V&p e X™ 2™ € X".
Por ser {e,} una base “shrinking” se tiene que
limp(Py™z™) = Txpla™), Ve € X*** Vo™ € X
Luego p = my, esto es, X verifica la M(r, s)-desigualdad. 1

Nota. Obsérvese que la demostracién anterior permite obtener, ain
sin la condicion de “shrinking”, que X es un p-ideal verificando la
M(r, s)-desigualdad, eso si, no podemos asegurar que la proyeccion aso-
ciada sea la proyeccién canénica. Recuérdese por otra parte que si X
satisface la UEP (en particular si X* no tiene subespacios propios nor-

mantes), entonces Ty es la tinica proyeccion en X*** de norma uno cuyo
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niicleo es X+ (ver [HWW, Lemma I11.2.4]). En tal caso, puede susti-
tuirse en la proposicién anterior la condicién de “shrinking” por la de

que X satisface la UEP.

Como buque insignia de nuestra memoria consideramos la siguiente

renormacion del espacio de James.

Ejemplo 11.2.11. Para § >0, sea Js el espacio de todas las sucesiones

nulas de nimeros reales {a,} verificando

1
2

sup {(Jakl — Qf, )2 + Z(ak. = Oy, )2 + (ak“.u - 6“1:1 )2} < 00,
=2

donde el supremo es tomado sobre todon € IN y sobre toda sucesion
finita y creciente ky < ky < -+ - < kny1 en IN, con norma |- s definida

por dicho supremo. Entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:
(i) Para cada 6 >0, (Js, ] - ||s) es isomorfo al espacio de James.

(ii) Para § > V2, (Js, || - |ls) verifica la M(t, 1)-desigualdad para todo
t >0 tal que

(1482 (1482 + (1 +1)+2(dt)° -
mE e 2°

.
s

Demostracién. (i) La demostracion es trivial.
(ii) Puede seguirse como en [Du, Properties I and II, pp. 81-82] que

la sucesién {e,}, donde e, = (0,...,0,1,0,...), es una base monotona y
\—,—-J

n-=1
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“shrinking”. Por [Du, Prop. 6.21], podemos identificar J;* con el espacio

de las sucesiones de mimeros reales convergentes 3 = {8,} que verifican

fzg{ Zﬂ.e,‘ } < 400,

con norma ||3||s definida por dicho supremo. En lo que sigue, utilizaremos

la siguiente notacién: dado [ € IN, se define 81) = {,d,(f)}, donde

B 8 n<il

o -
0 si n>|

Con dicha notacién, es claro que para 8 = {3,} € J;* se tiene

1|ﬂ||a=sup{( UJ (”) -;-zn:( 0 g(zly ( 1(:")“ __w(t)) }

=2

2

donde el supremo es tomado sobre n,! ¢ IN, y sucesiones finitas y cre-

cientes k) < kz < --- < ku3; en IN.

Por la Proposicion 11.2.10 es suficiente probar que para ¢ como en el
enunciado, y para a = {a,} € Js y 8 = {#.} € J;*, ambos de norma

uno, y n € IN, se verifica que
Tm|[tPua+ P™*Blls < 1.
Es obvio que para cualesquiera n,h € IN se tiene que

280y — )t <1, 2600 — Basn)* < 1,

| 2(8an)? |,1 2(88n)" |< 1.
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Sea 0 < ¢ < 1. Como ||3||s = 1, existenmg,ng € Ny 1 < -+ < Inokil
en IN tales que para la correspondiente suma
s 6B(mo) ﬂ(mo) 2 no (ﬂ(mo} B(mo) 2 & (ﬂ(mu) —63(‘“0,)2
Hp = ( n FMn ) * Zz o Pl ) Tng+1 1l
=
se verifica
sp>1—e. (1)
Afirmamos que para cada [ € IN con [ > max{mo, jny+1}, ¥ para cada
sucesion finita h, < - -+ < hy4q con by > juo41, se verifica que
pts-1
i w2 1
Z ( ;a.)_ h.+1) < §+€
i=p
En efecto, sea h, < - -+ < hp4, una sucesion finita con hy > Jno41-

Supongamos en primer lugar que mg < jng41, ¥ llamemos:
k= min{i € {1,2,...,n0+ 1} : Ji > mo}.

Nétese que k > 1, ya que k = 1, implica so = 0, lo que contradice

(1).

Si £ = 2, entonces s, = 2(63;,)?. Tomemos hyqoy1 € IN con

hpyqs1 > max{l,hy4q}, y consideremos la sucesion finita creciente
J1 < hy <o < hppq < hpyonr.

Tenemos que

p+q

(68, - AY) + 3 (80 - 8O)" + (B, — 6:)" < 18I = 1.

i=p
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Sea 0 < € < 1. Como ||3||5s = 1, existen mg,ng € Ny j1 < *+* < Jno41
en IN tales que para la correspondiente suma
a (mo) _ (m ) (Mo) (m ) (mo) (mo)
Sg = (6311 J2 : ) Zg( ].+? ) (Bjno.‘,] ﬁ " )
se verifica
Sg > 1 —e. (1)
Afirmamos que para cada [ € IN con | > max{mo, jn,+1}, ¥ para cada
sucesion finita h, < - <+ < hpyqy con by > jng41, se verifica que
pt+g-1
i 1 2 1
Z (}') ’(‘i)d-l) <§+E'
i=p
En efecto, sea h, < - -+ < h,4, una sucesion finita con hy > jng41.

Supongamos en primer lugar que mg < jny41, y llamemos:
k= min{i € {1,2,...,n0+ 1} : j; > mo}.

Nétese que k > 1, ya que k = 1, implica so = 0, lo que contradice

(1).
Si k = 2, entonces sp = 2(8p3;,)°. Tomemos hyy,41 € IN con

hpse+1 > max{l, hyie}, y consideremos la sucesion finita creciente
h < hP e hp+q < hp+q+l-

Tenemos que

(58, - BY)" +Z( 8O -0 )+ (B, - 86,) <l =1.

l:p
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Desarrollando el miembro izquierdo obtenemos

(Jﬂjl “)) + Z (ﬂ(” /31(1{11)2 * (ﬂ}(fi‘.')z T (éﬁjl )2 <

i=p

Luego

p+g-1 ‘ : 5
Z ( ‘s‘l] —6}‘304) S 1 —(66_7‘1)2 =

So 1 o
-*1—?<1—§(1""€)--‘ + =£.

Si k > 2, se tiene entonces que
q

k-2
so= (885 — B3 + L (Bi, — Biiyt)* + (Biu_))* + (85,)",
=2
y considerando la sucesion finita

Ji <o < ket < hp <o < hpag < hpigis

con hyyqe1 > I, que nos lleva a

((5[3_,1 ﬁJz + Z ﬁJ +1 (ﬁj*—' = 'B’('ip))z ¥

1=2

TS5 (B0 — B0 ) o+ (B + (68, <1IBIE =1,

i=p

deducimos que:

PE () ah \? 5. b 1
Y (Y -4L) <1-s0+Bi) <amHEL g e

i=p

Supongamos finalmente que mg > jno41. En este caso

S0 = 6ﬂ11 == J? + Z(ﬁ.ﬁ ﬁj|+| )2 + (ﬁjno+l i Jﬂjl )zs

i=2
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y considerando la sucesion finita
Ji <0t < Jnott Shp <ot < hpyg,

que nos lleva a
5 0
68}1 i ﬂiz )2 + Z(ﬂjn o ﬁj|+l )2 + (ﬂjno-{-l ﬁ )
1=2

p+q-1

- x (8080 ) + (80, - 66,) < 18I =1,

obtenemos que

p+g-1

2 ; 1
Z ( };” }:‘,}“) S 1= So + (ﬁjnn+i ZE 'sﬂh)z < 5 +E.

i:p

Fijemos m € IN tal que m > max{n,mq, jng41}, y denotemos por

v = {¥.} 2 la sucesion
tPnU’ + Pm“ﬂ = (iﬂ],taz, tam 50 ﬂm+lv ﬁm-lrh )

Dados { € IN y una sucesién finita ky < kz < -+ < kpyy en IN
denotemos por
P
i U] (1) (’} (0 () ()
S‘_( 7’@) +22( 7’==+1) +(7p+| 67“1) :
Si i < m 6 kyyy < m, entonces,

n n -4 n 2
S = (6(1}”) QL)) + Z (asc') — aiﬂl

=2
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<tal} =t* <1+e.
Supongamos por tanto que | > m + 1y que kyyy 2 m + 1. Si
ki > m + 1, entonces

= (50~ A0)" 55 (50 - 0, (A, )" < DO = 1 < 14

kp+1

Sin < k; <m, y llamamos r = min{i € {1,...,p4- 1} : ki 2 m + 1},
se tiene que

2 4 Z (ﬁlf) m )2 (ﬁm )’_

kp+1
i=r+1

<l . 1
_§+ +e<l+e.

Si ky < n, y llamamos s = max{i € {l,...,p+1} : k; < n}, en el caso
s =1y r =2, tenemos que

5 = (Btan, — BY) + 32 (80 - A0,)" + (60, - btaw)’ <

=2

(1 + dt)? (1 +6t)?
o < 5
Y +2+ 282 +esl+e¢

Sis=1yr>2, entonces

§ = (st + (B0)' + 3 (B0 - 89 )" + (A2, - dten,)” <

kp+1

(6¢)? 1 (1+44t)?
< &gt & I s,
S TiEtiY e Toe T

Sis>1yr=s+1, setiene

s—1 2
= (Stay, — tag,)* + 3 (o, — ta,,,)* + (ton, — -a) +

kst1
=2
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: ,
+ 3 (89 -80)" + (60, - otan,) <
=s+1
(1+8)2 1 (148t

< S S
st s W

Sis>1yr>s+1, entonces

s—1 2

S = (8tay, — tag,)* + D (taw, — bk, ) + (tow,)* + ( gr)) >
=2

£ (80 = 40 )+ (B0, - btan)’ <

i=r

11 (1+44t)?
<P+ —=4-+——+¢< ;
_t+252+2+ 957 +e<l+e

Por tanto, hemos probado que

TmlltPuc + P76l < 1.

Nota. El espacio de James desvancce toda sospecha de que cualquier
espacio de Banach verificando la M(r, s)-desigualdad, puede renormarse
de manera que sea un M-ideal de un cierto espacio, ya que como sabemos
los subespacios que son M-ideales (de un espacio) contienen a co, y ésto

no ha lugar en el espacio de James.

El ejemplo anterior se puede enriquecer un poco mas. Para ello,
exhibimos una técnica que permite obtener renormaciones que conservan
la M(r, s)-desigualdad. Dicha técnica es una simple revision de la de-
sarrollada para el caso r = s = 1 por P. Harmand y T.S.S.R.K. Rao (ver
por ejemplo [HWW, Prop. 111.2.11]).
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Proposicién 11.2.12. Supongamos que X verifica la M(r, s)-desigual-
dad. Sea Y otro espacio de Banach y T : Y — X un operador débil-

mente compacto. Entonces la aplicacion
2t — |l="l| + 1T,

define una norma dual | - |* en X* para la cual (X,| - |) verifica la

M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. En virtud de la débil compacidad (ver por ejemplo
[DSc, Th. V1.4.8]) y la w*-continuidad de T, se tiene que T*** = my T***

(= T**rx), en particular, para cada z* € X+,

et = et T = et

A partir de aqui, puede seguirse sin apenas variaciones la demostra-

ciondelcasor=s=1. §

Ejemplo I1.2.13. Sea r? < 1. Eriste une norma equivalente | - | en el
espacio de James J tal que (J,| - |)* es estrictamente convezo (todo punto
de la esfera unidad es un punto extremo de la bola unidad), y (J,| - |)

verifica la M(r, 1)-desigualdad.

Demostracién. Sea d > 0 tal que 2 > 2y

(1468r)? (148r)2+(1+7)*+2(r)? <£
= 232

5
Como vimos en el Ejemplo 11.2.11, (Js, || - ||s) verifica la M(r, 1)-

desigualdad. Basta pues tomar en la proposicion anterior X = (Js, [|.|l5).

Y =1, y T la inclusién de [ en X (cf. [Du]). @
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A veces en lugar de emplear la Proposicién 11.2.10, es mas cémodo

usar la siguiente adaptacion:

Corolario I11.2.14. Sean {e,} una base “shrinking” en X yr,s € ]0,1].

Si para cualesquiera n € IN y x € By se verifica que

lim sup ||rP.zx + sP™y| < 1,
™ yeBx

entonces X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. Usaremos la notacién de la Proposicién 11.2.10. Dado
que X* es separable, para cada ** € By.., existe una sucesion {yx} en

Bx w*-convergente a x**. Por tanto, para cadan € IN y z € By se tiene
w*- li,{n(rPnJ: +sP™y) = rPyx + sP™ 2™,

En virtud de la w*-compacidad de By« y de la uniformidad del limite,

se tiene en particular que

@"rﬂ,m + 8P 8| € 1,

pudiéndose ahora aplicar la Proposicién 11.2.10. 8

El siguiente ejemplo a considerar es el espacio construido por Johnson

y Wolfe (ver [JW] y [02]).

Ejemplo I1.2.15. Sea 0 < g < 1. Consideremos en co la siguiente

norma.

I |
lz)l = sup{l—r—,| Ty — 2 |,| T — x3 |,..‘},

donde + = {z,} € co. Notamos s := 1—;& Entonces son ciertas las

siguientes afirmaciones:
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(1) Xy = (co, || ||) verifica la M(1, s)-desigualdad.

(ii) X, no es ni un u-ideal candnico ni un HB-subespacio. En particu-

lar, X, no es un M-ideal.

Demostracién. (i) Es ficil demostrar que X, verifica la hipétesis del
Corolario 1.4.21 (ver [02, Example 4]).

(ii) En virtud de [JW], |[Ixses — 7x,|| = 1 + p, en particular X,
no es un H B-subespacio. Por otra parte, si X, es un u-ideal canoénico,
entonces || [xses — 2my, || = 1, y en consecuencia |[[xsee — 7x,|| = 1, lo

cual contradice el hecho de que u > 0. #§

En seguida mostramos que en general la M(r, s)-desigualdad no

fuerza la proximinalidad, ni tan siquiera en el casor =1 (y s < 1).

Ejemplo I1.2.16 . Sea Y a, una serie convernente de reales positivos

con suma a € )0,1[. Para cada z = {x,} € ¢y se define

x|l := su Tn| + ‘xkak :
o= s {1+ 3~ bl

=1

Entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:
(1) (co,|| - ||) verifica la M(1, 1 - a)-desigualdad.

(ii) (co, ||*||) no es un subespacio proziminal de su bidual. En particular,

(co, || - |I) no es un M-ideal.
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Demostracién. Claramente X = (co,|| - ||) s un espacio de Banach

cuyo bidual es (I, || - ||), donde
lyl| := sup {lynl +3 lyklak} Yy = {yn} € loo-
nelN k=1

(i) Sean z,y € Bx,n € N,y ¢ > 0. Fijemos m > n tal que
oo €
z ap < i
k=m+1 i—u
Es obvio que
»
|y |+ |2kl <L VPEN.
k=1

Sea p > m + 1. Entonces se tiene que

n p
(1"‘1)|yp|+z|$’»'iak+(1—a) Z |yklak§
k=1

k=m+1

n P
g(l—a)+2ak+(1—a) Z ar < 1+e.
k=1 k=m+1

Por tanto,
im sup ||Paz+(1-a)P"yll <1,
L rvyEBX
y basta aplicar el Corolario 11.2.14.
(ii) Sea e = (1,1,...) € l. Para cada z = {z.} € co se tiene que

Iz = ell = iz — elleo 2 1.

Sea ¢ > 0. Entonces existe m € IN tal que Y Foe 41k < €. Sinotamos

z:= Y, €, se tiene entonces que

+00
le—e <14+ ¥ an<l+e,
k=m+1
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y por tanto |le + col| = 1. Si hubiese z = {2a} € co tal que ||z —¢|| =

|le + col| = 1, entonces
n
12|za=1]+) |z —1]|ar,Yn€eN,
k=1
por lo que tomando limite
400
12143 lax—1]a,
k=1

luego
400

Z|xk—l|ak=0,

k=1
esto es, 7x = 1,Yk € IN, lo cual es una contradiccién. B

Este hecho limita la posible obligada proximinalidad a aquellos ideales
que verifican la M(r, 1)-desigualdad. En el caso r = s = 1 la proximina-
lidad es sobradamente conocida (ver [HWW, Prop. 11.1.1]). Sin embargo

queda abierto el siguiente

Problema: jEristen X, Y, yr, tales que X es un ideal de Y verifi-

cando la M(r, 1)-desigualdad y que no es proziminal en Y ¢

Nota. Obsérvese por otra parte, que pese a no tener respuesta acerca
del problema anterior, en virtud de las Proposiciones 1.4.18 y 1.4.21, se
tiene que: “Si X es un p-ideal de Y verificando la M(r, 1)-desigualdad,

entonces para cada y € Y se verifican:

(i) Eriste una red {z,} en X tal que

ﬂ(”! (}‘” 1T r
{ga} 5 Ty Timlly — 2ol < lly + Xl
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(ii) Para cualesquiera ¢ > 0, n € NN, z,,73,...,7, € X con

llzill < |ly + X||, existe z € X tal que

max {|ly + rzi — 2|} < (1 +¢)lly + XJ|".

1<i<n

Evidentemente ninguno de los dos resultados anteriores permite ase-
gurar la proximinalidad de X, aunque no deja de ser interesante que, para

cada ¢ > 0 y para cada coleccion finita {zy,...,z,} exista un z comun.

Ejemplo I1.2.17. Sea Z = (R X co, || - ||y), donde 0 <y < 1, y
(e v)lly =1 (@, [lyl]) |1, Ve € R,y € co.

Entonces, Z verifica la M(1 - v, 1)-desigualdad, y no tiene la propiedad
U.

Demostracién. Sean ¢; = (1,(0,0,...)),en41 = (0,(0,...,0,1,0,...))
S s’

n=1

paran € IN. Claramente {e,} es una base “shrinking” de Z. Sean ahora

r = (a,{z,}), y = (B, {y;}) € Bz, n < m. Nétese que
(1 = y)Paz + P7yll, =

(L =) a | +7ll(x1, 22, s Tn-1,0, . )1);
(1 =) [ | +701(0,0,....0, ym; Yms1, - )|l
(1 = P(21s 205 -5 T30 20 )]s
10,0, ..., 0, Yom, Yma1, )l
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| (e [I[{x;}ID |
< max | (B, [1{yi}I) |
(1=7) le|+v (B, 1y HD) I
por lo que basta aplicar de nuevo el Corolario 11.2.14.
Por otra parte, en virtud de la Proposicion 1.2.8, 2*** = (RxIz, -1

con

(e, @)l = max{| a |, le]l + (1 =7) | e [}, V(e, ) € R x IS,

Es facil probar que

Pya(a,9) = {0} x (Bu, (¢, max{lle + gy | @ 1} ned)

y por tanto, que Z* no es un subespacio de Chebyshev en Z"™*, En
efecto, tomese (a, ) € R x I7,, tal que ||¢ + ¢ || < v | a | Es claro que
(0,) € Pzu(e, ), siempreque p € ¢g y o —#l| < vl B

Concluimos esta seccién construyendo espacios que verifican todas las

r-propiedades, y sin embargo no verifican la M(r, s)-desigualdad.

Ejemplo 11.2.18. Si X es un M-ideal separable y1 < p < +00, entonces
1,(X) verifica toda m-propiedad pero no puede ser renormado de manera

que verifique la M(1, s)-desigualdad para ningin s € ]0,1].

Demostracién. Sea Y = ([,(X),]| - ||,). Por ser X un M-ideal, verifica
toda m-propiedad. Por tanto, en virtud de la Proposicién 11.1.2, Y verifica

igualmente toda m-propiedad. Sea 0 < s < 1. Dada una sucesion de
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niimeros reales positivos {d,} con Y1234, < +00, veamos que existe

una sucesion {z,} en X con ||z, > 3 y tal que
“(Il,l‘z, ...,In,u,...)”p < C-',,,Vn € IN, (2)

donde C, = [Ti-,(1 + &). En efecto, fijado z; € X, con [|z1]| = 3, es

claro que

8
(21,0, = 5 < Ci.

Supongamos ahora elegidos 1, 3, ..., #,—1 cumpliendo las condiciones
requeridas, y llamemos Sp_y = (1,22, ..., Zn-1,0,...), X, al espacio X

identificado con el subespacio de Y dado por
(0, ...,0,2,0,..) s 2 € X}.
=1

Tomemos €* € X+ con
lexllp = llew + Xallp = s

(nétese que X es proximinal en X** -ver por ejemplo, [HWW, Prop.
I1.1.1}-).

En virtud de la nota del Teorema I1.1.7, si Y verifica la M(1, s)-
desigualdad, podemos encontrar una sucesién {z;} en Y (si se quiere en

X.), w*-convergente a €;", y tal que
Tl Soct + €57 = 2kl < Cacr.

Elegimos k € IN tal que ||Sa—1 +€;" — zk||, < Cn. A partir del teorema

de Coldstine es facil encontrar una sucesion {u;} en X, w*-convergente
]




§2. Ejemplos.

a ey — zp y tal que
1Sa-1 = w;llp < Ca y limjlusll 2 llez” + Xallp = .

Basta pues tomar z,, = u;, con j suficientemente avanzado, y observar
que ||z4]| > £, lo cual estd en contradiccién con (2).
Para cualquier norma equivalente ||| - |||, encontrariamos K > 0y

R > 0 tales que
llzalll = K y [lISa]ll < R,V € NN,

igualmente contradictorio.

Ejemplo I1.2.19. Sea X = cy @i, co. Entonces X verifica toda

-propiedad, y no verifica la M(r, s)-desigualdad para r,s € 10,1} con
rP4s2>1.

Demostraciéon. Es claro que
X*=1 B, L K=t @, loo y Tx = Ty X Mg,

En virtud de la Proposicién 11.1.2, X verifica toda r-propiedad.
Supongamos ahora que X verifica la M(r, s)-desigualdad para ciertos

r,s € ]0,1] con r? 4+ s* > 1. Sean ¢, € I5,. Notamos
a = ||repll,b = Tl e = llo — 7ol d = || - Teo¥ll-
Suponemos que a = d = 0,b > 0,¢ > 0. Entonces se tiene que

b? + & > r2b? + s®c? + 2rsbe.
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Distinguimos varios casos:

Caso 1: r = 1,s = 1. Entonces se deduce que be < 0, lo cual es una

contradiccion.

26 llegamos a una con-

Caso 2: r = 1,s < 1. Si tomamos ¢ < (=3
tradiccion.
Caso 3: r < 1,5 = 1. Es analogo al caso 2.

Caso 4: r < 1,s < 1. Definimos f : Rf — IR por

f(z) = (1 =)z — 2rsex + *(1 - s%),Vz € Ry.

f tiene un minimo en el punto zo = 5. Ademas se tiene que

f(zo) = ¢ ((1 -5%) - _(Ts)z ) et s?)
1-#

< 0.

Tomando b = z¢, llegamos a una contradiccion. B

11.3 M(1, s)-desigualdad y propiedad (u)

El objeto principal de esta seccién es probar que los espacios que
verifican la M(1, s)-desigualdad tienen la propiedad (u) de Pelczynski,
de la cual derivaran otras muchas propiedades ya conocidas para los M-
ideales. Por otra parte, conviene observar que la condicion r = 1 es
esencial en dicho teorema, tal como veremos a continuacion.

Antes de comenzar a desarrollar este objetivo, nos gustaria remarcar
otras consecuencias del caso r = 1, y para ello necesitamos recordar

algunas nociones.
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Sea C un subconjunto acotado de un espacio de Banach Z. Se dice

que C es dentable si para cada ¢ > 0 existe z, € C tal que
z. ¢ ©(C \ B(z,€)).
A los subconjuntos de C' de la forma:
S(C,z*,a) = {r € C : 2"z > supz™(C) — a},

donde z* € Z*,a > 0, se les denomina secciones de C.

Se puede probar (ver [Ri]) que C es dentable si, y sélo si, para cada
¢ > 0, existe una secciéon de C' con diametro menor que ¢.

Se dice que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym (RNP)
si todo subconjunto acotado de X es dentable (ver [DaPh]). (Conviene
recordar que X es un espacio de Asplund si, y solo si, X* tiene la RNP

-ver por ejemplo [DiU]-).
Proposicién I1.3.20. Si X verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces:
(i) X satisface la propiedad U en X™*.

(ii) Toda seccion de Bx tiene didmetro mayor o igual que 2s. En par-

ticular, Bx no es dentable.

Demostracién. (i) esta visto en la Proposicion 1.3.10.
(ii) Témese z** € X** tal que ||z** + X|| = 1. Fijemose > 0y
0<d<% Seanx € Sx y a° € Sx- tales que z°z > 1 — 4. En virtud del

Teorema I1.1.4, existe una red {z,} en X w*-convergente a z** y tal que

lim||s(z™ - za) £ 2] < 1.
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Es claro que existen 0 < A < 1, suficientemente préximo a uno, y a

suficientemente avanzado tales que

| sz*(z*" — za) |< 4,

Mz £ s(z™ — 2.)) € S(Bx,28) -

Entonces,

diamS(Bx,s",¢) = diamS(Bx,2%,¢)" >

> M|(z + s(2™ = 24)) = (x = (2™ — za))|| =
= 2)s|z™ — x4l 2 2Xs]lz™ + X|| = 2As,

con lo que basta hacer tender A hacia 1. B

Nota. Es facil probar (ver por ejemplo, [HWW, Lemma 111.2.14])
que si z* € Sx., entonces z* tiene una tnica extension equindrmica a
X** si, y sélo si, la aplicacién Ig,. : (Bxs,w") — (Bx+,w) es continua
en z*. En particular, si X tiene la propiedad U/ en X™*, las topologias w
y w* relativas a By« coinciden en Sx-.

Conviene hacer notar por otra parte, que no conocemos ningin texto
en el que aparezca recogido el apartado (i) de la proposicion anterior ni
siquiera con s = 1.

Obsérvese finalmente que la condicién r = 1 es condicion “sine qua-
num” para que se verifiquen las propiedades (i) y (ii) de la proposicion

anterior, tal como muestran los Ejemplos 11.2.17 y 11.2.11. Nétese que en
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este tltimo ejemplo, By, es dentable. En efecto, el bidual del espacio de
James es un dual separable, y por tanto, en virtud del teorema de Dunford
y Pettis (ver [DiU, Th. 1, p. 79]), tiene la RNP. En consecuencia,
cualquier espacio isomorfo a él tiene la RNP, en particular, J; la tiene,

esto es, cualquier subconjunto acotado suyo es dentable.

Recordemos que una serie 3 z,, en X es débilmente incondicional-

mente de Cauchy (wuC) si para cada z* € X*,
+o0
3 |20 | ooy
n=1

o equivalentemente, si existe un mimero real positivo M tal que para

todo subconjunto finito de niimeros naturales A se tiene que

sup Esnxn < M.
[en|<1 nea

Notemos por B,(X) al cierre secuencial de X en (X**,w*). X tiene
la propiedad (u) de Pelczyriski si para cada z** € B,(X) existe una

serie }_ x, wuC en X tal que
+o0
™ =w'- Z Lo
n=1

Para cada z** € X** se define la constante k,(z**) como el infimo del

conjunto de todos los a € R tales que

400
Ll *
I =w - Z Iy,
n=1
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para conveniente sucesion {z,} en X tal que, para cualesquieran € N y

ex = £1 para 1 < k < n, se tiene que

n
Z exrrl < a.
k=1

Notaremos k,(£**) = +oo si tales “ces” no existen. Obsérvese que
X tiene la propiedad (u) de Pelczyrski si cada z™ € B.(X) tiene
k,(z**) < 4+o00. Es facil probar que la aplicacién z** — ky(z**) de-
fine una norma equivalente en B,(X). De hecho, ky(z**) 2 llz**||, y en
virtud del teorema de la grafica cerrada se deduce que existe M >0 tal
que

k(™) < M]|z™*]|, ¥=™ € Ba(X).

A partir de ahora, k,(X) servira para notar al mas pequeno valor
admisible de esa constante M, que obviamente serd mayor o igual que

uno.

Enunciamos a continuacién el resultado principal de esta seccién, que

ya habfa sido preparado minuciosamente en el Teorema 1.5.26.

Teorema I1.3.21. Si X verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces X tiene
la propiedad (u) de Pelczyriski con constante ko(X) <1

Demostracién. Sean z** € B.(X) e {yn} una sucesién en X con
{yn} » . Definimos Z = Iin{y, : » € IN}. En virtud de la
Proposicién 11.1.3, Z verifica la M(1, s)-desigualdad, por lo que usando

el Teorema 1.5.26, para cada ¢ > 0, existe una sucesion {zy} en X tal
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+o00
el ™ w—_ Z Zn,

n=1

N
1
sup Zanzn < ;(l +¢)||z**||, YN € IN.

lenl<1 |ln=1

Nota 1. El Ejemplo I1.2.11 sirve también para probar que la con-

dicién r = 1 es esencial en el teorema anterior (ver [Si, Cor. II.15.4]).

Nota 2. Recordemos, como ya vimos en el Ejemplo 11.2.15, que

[Ixz+s = 7x, ]l =1+, y por tanto, en virtud de [GKS, Lemma 5.3},

14 2p < |[xgee = 27, || < ku(X),

en particular, k,(X,) > 1. Obsérvese que el teorema anterior nos pro-
porciona una cota superior de k,(X,), a saber, :—i’-ﬁ, tanto mejor cuanto

menor sea el valor de p.

El préximo corolario, cuya demostracion puede seguirse como en
[HWW, Prop. 111.3.6 y Cor. IIL3.7], con los cambios pertinentes, mues-

tra la potencia del teorema anterior.

Se dice que X tiene la propiedad (V) de Pelczyiski si para cada
operador no débilmente compacto T : X — E, donde E es un espacio
de Banach, se verifica que X contiene un subespacio Y isomorfo a cg tal

que la restriccién de T a Y es un isomorfismo de Y a T(Y).
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Se dice que X es débilmente secuencialmente completo (wsc)

si toda sucesion débilmente de Cauchy es débilmente convergente.

Corolario 11.8.22. Si X verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces son

ciertas las siguientes afirmaciones:

(i) Cada subespacio de X tiene la propiedad ( V). En particular, X con-
tiene una copia de cg, X no es wsc, X no tiene la RNP, y la apli-

cacion (jx)* es w*-w-secuencialmente continua.
(ii) X* es wsc y contiene una copia complementada de L.
(iii) X no estd complementado en X**.
(iv) X**/X no es separable.

(v) Cada subespacio o cociente de X isomorfo a un espacio dual es

reflexivo.

(vi) Cada operador de X en un espacio que no contenga a co (en par-

ticular, cada operador de X en X*) es débilmente compacto.

I1.4 U*-espacios

Esta seccion esta motivada por dos razones bien diferentes. Por un

lado, cumple una misién estética, por cuanto completa el estudio de la
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M(r, s)-desigualdad en el otro caso extremo, a saber, con s = 1. Por otro
lado, y ya que aiin quedan importantes propiedades de los M -ideales que
no se verifican en el caso r = 1, se hace necesaria la bisqueda de nuevas
condiciones suficientes para éstas. Es pues natural preguntarse si el caso
s = 1 puede servir como tal condicién suficiente. La respuesta a esta
cuestion es, cuando menos curiosa: la condicion suficiente es incluso mas
débil que la M(r, 1)-desigualdad (ver Ejemplo [1.2.19), concretamente,

necesitaremos sélo que X sea un U/*-espacio.

Empezamos esta seccién con un resultado que prepara las dos propie-
dades que nos quedaban por destacar: “todo U*-espacio es débilmente
compactamente generado” y “toda biyeccidn isométrica entre los biduales
de dos U*-espacios es la bitranspuesta de una biyeccion tsométrica entre

los propios espacios”.

Proposicién 11.4.23. Si X es un U*-espacio, entonces son ciertas las

siguientes afirmaciones:
(i) X nc tiene una copia isomorfa de ly.
(ii) Si q es una proyeccion de norma uno en X*, q(X*) es w*-cerrado.

(iii) Si Y es un M-ideal de X, entonces la proyeccion asociada a Y es

w*-continua.

Demostracién. (i) Sil; C X, entonces ||[[xees — mx|| = 2 (ver [CMPR,

Prop. 2]), en contra de la hipétesis.
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(i) Veamos primero que ¢**mxq"™" = 7xq™. En efecto, si p € X*™,
es obvio que ¢**mxq**p € X", y por tanto, Txq™nxq" = ¢"*nxqg™. Si

mx(¢Txq" ¢ — ¢7p) # 0, se tiene que
lexq™e — ¢l 2 llg"7xq™v - ¢l >
> (g mxq™e — q"%) — mx(¢"Txq"e — ¢l =
= |lg™p — mxq"¢ll,
lo cual es una contradiccion. Luego,
‘n'xqttlp = ﬂxq"‘n'xq‘-(p = q*‘wxq$‘¢‘
Ya que
mx = jx+(ix)% ¢(X™) = ¢( X)), y ¢75xe = Jx+q,

tenemos que

* kK

ixe(ix)"q" = mxq™ = ¢ 1xq"" = ¢ ix=(ix)"q"" = x-q(ix)"q"-
Por consiguiente, al ser jx» injectiva, se verifica que

* _mm

(5x)'q™ = q(ix)"q",

y por tanto,

(%) (q(X")M) = (x)" (g™ (X™) = q(ix)"q™(X™) € ¢(X7),

luego, q(X*) es w*-cerrado.
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(iii) Sea g la proyeccién asociada al M-ideal Y. En virtud de la
nota de la Proposicién 1.3.7 (cf. [Bel, Prop. L5, p. 14]) tenemos que

g™ : X*** — X*"" es una proyecci6n verificando
"I”‘“ — “q‘tx‘-t“ + "It-* s qitxt*‘”,vxtﬂ‘ e X‘*H. (3)

Veamos pues que ¢*(X) C X, o equivalentemente, ¢**(X e X*

En efecto, sea z+ € X+. Por hipotesis y por (3), es claro que

gzt + |zt = gzt = llet]l <

< gzt - mxq ) + llzt = (g7t —mxgTe ) =

= |lg"at — mxq™et] + It - g2t —mx(zt - g2,

y por tanto no queda mas salida que rxq~zt =0, esto es, ¢z~ € X+,

como queriamos demostrar. B

El siguiente resultado pasa por probar que la segunda propiedad

puede ser mas ambiciosa, de hecho

Proposicién 11.4.24. Si X es un U*-espacio e } un espacio de Ba-
nach cuya proyeccion candnica es bicontractiva, entonces todo isomor-
fismo isométrico de X** en Y™ es el bitranspuesto de un isomorfismo

isométrico de Y en Y.

Demostracién. Sean ¢ € X*** y z* € X* con mxp # z*. Entonces se

verifica que

lle — 'l > llp — &* — mxp + 7x2"|| = llp = mx2ll.
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Por tanto, Px«(p) = {mxp},Ve € X***. Por otra parte, dado que
|| Iysss — 7my|| < 1, entonces myx € Py+(x),Yx € Y™, y ademas Y no
contiene copias de l; (ver de nuevo [CMPR, Prop. 2]).

Sea I/ : X** — Y™ un isomorfismo isométrico. Como X e Y no

contienen una copia de {;, por [GKS, Lemma 5.6] y [GK, Cor. 5.5}, se

tiene que U es w*-continua. En particular, U*(Y") = X". Es claro que
U x = Usmy x|l = lIx =7y x|l = Ix + Y7[ = |U"x + X7[|, Yx € Y™

Por tanto, {/*my = mxU*, luego U*(Y1) = X*. Aplicando el teorema
de Hahn-Banach, se tiene que U(X) =Y. Definimos H : X — Y por

H(z) = jy 'Ujx(z),YVz € X.

Nétese que el operador H es continuo y H**|x = Ul|x. Por ser am-
bos operadores w*-continuos, tenemos que H** = U, como queriamos

demostrar. B

Nuestra primera propiedad es pues consecuencia evidente de la propo-

sicion anterior.

Teorema I1.4.25. Sean X ¢ Y dos U~-espacios. Todo isomorfismo iso-
métrico de X** en Y™* es el bitranspuesto de un isomorfismo isométrico

de XenY.

Obsérvese que el concepto de U*-espacio no puede ser sustituido por

el de M(1, s)-desigualdad, tal como se demuestra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo I1.4.26. Sea 0 < p < 1, y X, el espacio considerado en el

Ejemplo I1.2.15. Entonces, el isomorfismo isométrico V de X* definido

por

V({Ba}) = (=1, B2 = 2B, s B — 261,...), Y{Bn} € X7,

no es el bitranspuesto de ningin isomorfismo isomélrico de X,,.

Demostracién. En efecto, consideremos U : X; — X definido por
U({A}) = {ftn}, donde p; = =M =2T}25 A0 ¥ pta = As paran > 2. Es
sabido (ver [JW]) que

400 400
NI ES HENAZE RS o
n=1

" n=2
A partir de aqui es facil ver que U/ es una isometria involutiva de X[,

y que V = U*. Si embargo, es claro que V(X,,) # X,,. B

Pasemos ya al segundo resultado de esta seccion. Necesitamos intro-
ducir algunos conceptos previos.

Recordemos que X es débilmente compactamente generado
(WCG) si es la envolvente lineal cerrada en norma de algin conjunto
débilmente compacto.

Se notara por:

(i) dens M a la mas pequena cardinalidad de un subconjunto denso

de M, siendo M un subespacio de X.

(ii) w al primer ordinal numerable.
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(iii) | a | al cardinal del ordinal a.
(iv) p al primer ordinal de cardinalidad dens X.

Teorema A. [FaG, Th. 1]. Si X es un espacio de Asplunid, entonces
eziste una “sucesion larga” no decreciente {M, : w < a < p} de su-
bespacios de X y una “sucesion larga” {Fy 1w < a < p} de proyecciones
en X* tales que M, = X, P, = Ix+, y para todo w < a < p se tienen las

siguientes propiedades:
(i) dens M, <| a |.
(i1) Upca Ma41 €s denso en M,.
Gii) 1P = 1.
(iv) PP = P3Py =Py si B < a.
(v) dens P, X* <| a/|.
(v1) Upea Po1 X* es denso en P X",
(vii) La aplicacion R, : P X* — M;; definida por
Rof = fIma, VS € Pua X7,

es una isometria sobreyectiva y P, f = R;'(fIm.), VS € X*.

Por comodidad, diremos que una tal pareja (Ma, Po)u<a<u verificando

la tesis del Teorema A es una doble sucesién larga proyectiva en X*.
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El siguiente resultado es una version revisitada de [FaG, Th. 3].

Teorema B. Si X admite una doble sucesion larga proyectiva

(Ma, Pa)ucacu €n X, y Po €s w™-continua para todo a € |w,p], en-

tonces, X es WCG.

Teorema I11.4.27. Si X es un espacio de Asplund y un U*-espacio,
entonces X es WCG.

Demostracion. En virtud del Teorema A, existe una doble sucesion
larga proyectiva (Ma, Pa)u<a<y €0 X

Veamos ahora que P, es w*-continua. En efecto, en primer lugar, por
la Proposicién 11.4.23 tenemos que P, X™ es w*-cerrado.

Considérese ahora el subespacio
Z={z€X:Pa*(z)=0,Vz" € X7},
y definase T : (X/Z)* — X" por
Tg(z) = g(x + Z),Vg € (X/Z)",Vz € X.

Es facil probar que T es w*-continua y una isometria de (X /Z)* sobre
00 g

Por otra parte, en virtud de la Proposicion I1.1.3, X/Z y M, son U*-
espacios, luego, aplicando el Teorema 11.4.25, T-'R;! es w*-continua.
La w*-continuidad de P, se deduce finalmente de la propia definicién de

'8
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Nétese que la clave del teorema anterior esta en la segunda afirmacion
de la Proposicion 11.4.23. Desconocemos si esta afirmacion es valida para
espacios que verifiquen la M(1, s)-desigualdad (eon s < 1), lo que nos

plantea el siguiente

Problema: ;Eristen espacios de Banach no WCG que verifiquen la

M(1, s)-desigualdad?

Por otra parte, y como consecuencia inmediata del teorema anterior

y de [Di, Cor. 3, Cor. 4 y Th. 3, pp. 148, 149] obtenemos el siguiente

Corolario 11.4.28. Si X es un espacio de Asplund y un U*-espacio,

entonces:

(i) Bx. es w*-secuencialmente compacto.

(ii) Todo funcional de X* que sea w*-secuencialmente continuo es de

hecho w*-continuo.

(iii) Para cada subespacio separable Z de X, ezxiste otro subespacio sepa-
rable H de X y una proyeccion p de norma uno en X tal que Z C H
elmp=H.

Si ahora nos aseguramos previamente la contencién de ¢o podemos

concluir

Corolario I1.4.29 . Si X es un U*-espacio y, o bien es un u-ideal
candnico, o bien verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces X contiene

una copia complementada de cq.
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Demostracién. Es claro después de [GKS, Prop. 2.8] y de la Proposi-
cion 11.1.3 en el caso de los u-ideales candnicos, o del Teorema I1.1.7 en el
otro caso, que X es un espacio de Asplund. Por el apartado (iii) del core-
lario anterior, existe un subespacio separable Z de X y una proyeccién
q en X cuya imagen es Z. Por otra parte, en virtud de la Proposicion
11.1.3, Z es un u-ideal canénico (resp. verifica la M(1, s)-desigualdad), y
por tanto contiene una copia isomorfa de cp (ver Corolario 11.3.22). Asi
pues, por el teorema de Sobczyk (ver por ejemplo [HWW, Cor. 11.2.9]),
existe una proyeccién p : Z — ¢o, de donde se deduce que p o q es una

proyeccién cuya imagen es co. i

El resultado anterior supone un pequefio avance en la teoria de u-
ideales, por cuanto da una nueva condicién suficiente para que éstos
contengan una copia complementada de co.

Conviene recordar finalmente que en la Proposicién 1.3.14 dabamos
una técnica que permitia construir U*-espacios que verifican la M(1, s)-

desigualdad, concretamente:

Ejemplo 11.4.30. Sean Yy Z dos M-ideales. Dado0 < v <1, definimos

+ ||z ;
(2l = max{“y||,”z||,ly_'l'+_]7'_"} M) €Y X 2

Entonces, (Y x Z,]||-||) verifica simultdneamente la M(1, v)-desigualdad
y la M(v, 1)-desigualdad. Ademds, siy # 1, Y x Z no es un M-ideal.
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La M(r, s)-desigualdad en
operadores compactos.

La subclase mds importante de espacios de Banach que son M-ideales estd
constituida por los espacios X tales que K(X) es M-ideal de L(X ) (ver al
respecto [HWW)). Este hecho motiva el presente capitulo; en él estudiamos,
por cjemplo, para qué valores de r y s la clase de los espacios de Banach X
tales que K(X) es un ideal de L(X) verificando la M(r, 5)-desigualdad estd
contenida en la clase de aquellos espacios que verifican idéntica desigualdad
(en su bidual). También ensayamos alguna caracterizacidn, en términos del

propio X, de los elementos de d“~ha subclase, y damos algunos ejemplos.
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III.1 X hereda la M(r, s)-desigualdad de
K(X)

El objetivo de esta seccién es el de analizar para qué valores de r y
s, X verifica la M(r, s)-desigualdad siempre que K(X) la verifique. Es
bien conocido que la respuesta es afirmativa en el casor =s = 1.

Un primer analisis de la demostracién del caso clasico (r = s = 1)
[HWW, Prop. V1.4.4], nos permite observar que dicha prueba esta basada
en dos supuestos: por un lado en la equivalencia del concepto de M-ideal
y de la propiedad de la 3-bola (ver [HWW, Th. 1.2.2] -cf. [L1, Th.
6.17]-), y por otro en una técnica sencilla que permite descender de la
propiedad de la 3-bola de K(X) (en £(X)) a la propiedad de la 3-bola
de X (en X**). Concretamente, la estrategia a seguir puede resumirse

en el siguiente grafico:

KXy 2% oy B i) 20 oo 9 x 2 x 8 X VP e

Por lo que respecta al caso general (r y s no necesariamente uno), esta
estrategia podria repetirse en los pasos (1) y (2) sin especial dificultad;
el primero de los pasos ya fue comprobado para el ambiente mas general
posible en la Proposicién 1.4.21, y el segundo podra verse enseguida.

En el presente capitulo, K(X) (resp. £(X)) representara al espacio

de los operadores compactos (resp. lineales y continuos) de X en X.

Definicién II1.1.1. Notaremos por £ a cualquier subespacio cerrado de

L(X) que contenga al operador identidad y a K(X). Se dice que K(X)
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verifica la M(r, s)-desigualdad si eziste £ tal que K(X) es un ideal de
€ verificando la M(r, s)-desigualdad.

Proposicién II1.1.2. Sean r,s € ]0,1] yn € IN. Si K(X) verifica la
propiedad de la n(r, s)-bola en £, entonces X verifica la propiedad de la

n(r, s)-bola en X™*.

Demostracion. Sean z;,z3,...,Z, € Bx, ** € Sy« y € > 0. Tomemos
y

z* € Bx. tal que | 1 — z**z* |< 5 y definamos los operadores

S; = 7; ® =* € Bi(x). Por hipétesis existe S € K(X) tal que

IrSi + sIx — S| < 1 +% =17 %

Entonces, para z := §*z** € X (S es un operador compacto), te-

nemos que
lrz; +s2** —z|| = ||(rS* +slxee —S™) &™) +r(l—2*z")zi|| < 14¢. B

Respecto al tercer paso las cosas son bien diferentes porque no sabe-
mos si la propiedad de la n(r, s)-bola fuerza la M(r, s)-desigualdad (ver
el problema suscitado por la Proposicién 1.4.21). Recuérdese que ésto no

es el caso cuando r = 1, lo que nos permite enunciar el siguiente:

Corolario I11.1.3. Si K(X) verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces X
verifica la M(1, s)-desigualdad.

Y por tanto, como consecuencia inmediata de los Teoremas I1.1.7 y

11.3.21 y Corolario I1.3.22, se tiene:
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Corolario II1.1.4. Si K(X) verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces

son ciertas las siguientes afirmaciones:

(i) X es un espacio de Asplund y X* no tiene subespacios propios nor-

mantes.

(ii) X tiene la propiedad (u) de Pelczyriski, con k,(X) < 1.

(iti) X tiene la propiedad (V) de Pelczyriski.
(iv) X contiene un subespacio isomorfo a co.

(v) X* contiene un subespacio complementado isomorfo a l,.

Continuando con el caso general, podemos usar igualmente las Pro-

posiciones 1.4.21 y I11.1.2, para obtener al menos la siguiente

Proposicién IIL.1.5 . Si K(X) verifica la M(r, 5)-desigualdad con

r> 1 entonces X verifica la M(2r - 1, s)-desigualdad.

2!

No obstante, la aparente frustracién que provoca el cambio del primer
parametro (r — 2r - 1), este resultado sera clave en todo lo que sigue. Por
ahora, sélo esta claro que debemos cambiar de estrategia. El siguiente
resultado presenta una importante novedad en este campo por cuanto
permite pasar directamente de propiedades de la proyeccién P en L(X)*
a idénticas propiedades para la proyeccién natural e.. X, siempre que
P(z*" @ z) sea la extension “natural” a £ de los funcionales de la forma

™ @ ",
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Proposicién I11.1.6 . Sea K(X) un P-ideal de £ verificando la
M(r, s)-desigualdad, y tal que pare cualesquiera z™ € X**,z* € X*
se verifica

P(l'," ® .‘C*) = (l'"! ® IL’-.
Entonces X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. Consideremos z*** = z* + zt € X***, con
s ;

* € X*,z* € X*. Hemos de demostrar que
llz™*| > rlie*(| + sll=™ |-

En efecto, dado € > 0, sea ** € Sy« tal que

=4l < ztz* +e.

Consideremos f = r** @ z*** € £* definido por
f(T)=a™ (T s "} MT € L.

Entonces, f = g + h, donde g = z** @ z*, h = z** @ z*, ambos

definidos de manera analoga a f. Ya que
g(u” @ u) = 27 (u)z(u),
se tiene que
llgll < =11 - 12"l = ="}l = llglx-ex|l < llgll,
luego, ||g|| = ||z*]|- Sea S € K(X). Entonces S**z** € X, y por tanto,

h(S) = 21 (S*z™) =0,
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luego h € K(X)*, esto es, Pf = Pg = g, y por tanto, h = f—Pf. Por

otra parte se tiene que

A< ll="*,

k]l > h(Ix) = 242" > [la*]| - €.

Luego, por la M(r, s)-desigualdad tenemos que

2=l > £l = rllPAIl + sllf = PAIl =rllgll + sliAll 2

> rlle”|l + sllat|l - se.

Por tanto, ||z**|| > r||lz*|| + s||lz*||. B

Nuestra estrategia consiste ahora en buscar condiciones que nos ase-
guren que T**@z" tenga iinica extension, ya que, en virtud de la Proposi-

cién 1.1.2 se tendra que P(z™ @ z") = 2™ @ z".

Nota. Obsérvese que en virtud de la Proposicion 1.3.10, si K(X)
verifica la M(1, s)-desigualdad, entonces K(X) tiene la propiedad U en
£. Por lo que aplicando la Proposicién 1.1.2 estariamos en condiciones
de aplicar la proposicién anterior, reencontrando de nuevo el Corolario

HI.1.3.

Para lo que sigue, necesitamos definir el concepto de punto diente.
Recuérdese que dade z* € Sx-, se dice que z* es un w*-punto diente

de By. si para cada ¢ > 0, existen z € X y a > 0 tales que

2" € S(Bx+,z,a) = {y* € By : y"z > ||z|| — o},
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y diametro de S(Bx+,z,a) menor que €.

Notaremos por {w*-dent Bx-} al conjunto de todos los w*-puntos
diente de By.. Es facil probar que todo punto w*-fuertemente expuesto
es, de hecho, un w*-punto diente. En particular, después del Corolario

11.1.8, se tiene el siguiente

Corolario I11.1.7. Si X verifica la M(r, s)-desigualdad con v+ 5 > 1,

enlonces

X* = lin{w"-dent Bx-}.

El siguiente resultado, el cual es una version revisitada de [L5, Lemma
3.4] (cf. [R, Th. 2]), resulta trascendental en la biisqueda de condiciones

naturales que aseguren la deseada unicidad.

Lema IIL1.8. Sean z** € X*™ y z* un w*-punto diente de Bx-. En-
tonces el operador ¢ = =** ® z* € K(X)* admite una inica ertension

equinérmica a L£(X).

Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
|lz**|| = 1. Usando la condicién necesaria de punto diente dada por
D. Werner en [W1, Lemma 3], para cada 0 < ¢ < 1, y para § € 10, ¢

suficientemente pequefio, existe € X de manera que
(i) z*z = 1.

(i) [lz)l < 1+ ed.
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(iii) Siy"z >1 -8y |ly"ll <1, entonces ||z* - y*|| < e.

Sean T € L(X) e y* € Sx. tal que z*y* > 1 - % Definimos los
operadores S,U € K(X) por S =y @2, U = T*z* @ z. Sean ¢ la
extension “natural” de ¢ a £(X) y ¥ una extensién equinérmica de ¢ a
L£(X). Veamos que &(T) = ¥(T). En primer lugar, es obvio que ll#ll < 1.

Por otra parte se tiene que

H(U) = $U) = 2*(z) ™ (T"z") = H(T).

Ya que |T|| = sup{| (¢ @ 2*)(T) |: z* € Bx+,z € Bx}, en virtud del

Teorema de Hahn-Banach,
BC(X)' = E‘G‘”'(Bx @ Bx+).

Luego existen n € IN, z1,22,...,%n € By, &£}, 850

Ay Az, An >0 con T0y A =1 tales que
| p(U) —n(U) [<e¢,
| H(T) - n(T) I< &,

v

|4(8) = n(5) <
donde n = ¥, hiz; @ z;. Entonces se tiene que
| H(T) = 9(T) |=] $(U) = ¥(T) I<

< (U) = n(U) | + | $(T) = n(T) | + | n(U) = n(T) |<

< 2+ | 9(U) -n(T) .
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Ya que
wU) = S NT"" (2)25(z),

=1

= ZH:A,-T’;:;(x.-),
i=1 -
Y(S) = 9(S) ="y’ > 1~ 7,
tenemos que
1-8<n(8)= Z iz
i=1

Sea J = {i € 1,2,...,n:z]z <1 - 4§}. Entonces se tiene que

1= <Y M1=8)+X Ml +eb) =
i€l it
=Y N4+ N1 +ed) =Y N < (1+ed)-8Y M
ied i€ ieJ i€d
Por tanto,
Y hi<d+e<2e
ieJ
Por otra parte, para i ¢ J, se tiene que ||z* —z}|| < e. Luego se tiene

que
| n(U) = n(T) |< Z,\ | 2i(2)T"2(2i) = T7xi(2:) |=

= Y M | (T2 e — Tl(a) | +
ied
+2 N | Ta™(@i)(zi(2) = 1) = T°xj(2:) + T2 () |<
igJ

<@2+eD)TI N+ e+ )T A <
ieJ igJ
< 6||T|le + ||T|i(e + &) = ||T'||(7e + 5).

Por tanto, 43( T) = ¢(T), como queriamos demostrar. il
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Corolario I11.1.8. Si K(X) es un P-ideal de € y
X* = lin{w"-dent Bx-},

entonces

P(z"®@z") =1 @z ¥z € X, 7" € X".

Demostracién. Sean e >0,z € X™, z* € X"yg=2" Q1" Por
hipétesis, existen n € IN, 237,23, ..., 75, € {w*-dent Bx+}, A1, A2, An €

IR tales que ||z* — #*|| < ¢, donde &* = ¥ iz} Definimos
=" ,0=2"Qz €l 1= Ao

Entonces, ||g — §]| < €. Por el lema anterior, g; son las tinicas exten-
siones equinérmicas de z** @ z; € K(X)". En virtud de la Proposicion
1.1.2, tenemos que Pg; = gi, P§ = g, y por tanto, haciendo tender € a
cero, Pg=g. 1

Una vez establecidos estos wltimos resultados disponemos ya de una
alternativa real para probar que la M(r, s)-desigualdad es “hereditaria”,

tal como se enuncia en el siguiente

Teorema I11.1.10 .  Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con
r+£>1, entonces X verifica la M(r, s)-desigualdad.

Demostracién. Obsérvese que, por hipétesis, (2r —1) + s > 1, en par-

ticular, r > 1. En virtud de la Proposicién I11.1.5, X verifica la




§1. X hereda la M(r, s)-desigualdad de K(X). 115

M(2r - 1, s)-desigualdad, de donde, usando el Corolario II1.1.7, se tiene
que
X" = lin{w*-dent Bx.},

pudiéndose aplicar ahora el corolario anterior y la Proposicion I11.1.6. ]

Nota. Obsérvese que la condicién r + 5 > 1 (algo mas restrictiva

que la condicién r + s > 1 y r > 1) viene impuesta por la necesidad de

asegurarnos que

X* = lin{w*-dent Bx.}.

Usando ahora el Teorema I1.1.7 y los Corolarios 11.1.8 y 1I1.1.7, se

obtiene el siguiente

Corolario I11.1.11 .  Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con

r + £ > 1, entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:

(i) X es un espacio de Asplund y X* no tiene subespacios propios nor-

mantes.
(ii) X no contiene una copia isomorfa de l;.
(iii) X tiene la UEP.
(iv) X* = lin{w*-Fexp Bx-}.

(v) X* =Ilin{w"-dent Bx.}.
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{vi) Si Z es un espacio de Banach con X c Z C X**, entonces no existe

ninguna proyeccidn contractiva de Z sobre X.

(vii) Todo subespacio o cociente de X que sea isomélrico a un espacio

dual es reflezivo.

Por otra parte, en virtud del Teorema 11.4.27, se tiene:

Corolario IIL.1.12. Si K(X) verifica la M(r, 1)-desigualdad con r > },

enlonces:

(i) X verifica la M(r, 1)-desigualdad.
(ii) X es WCG.

Para finalizar esta seccién vamos a extraer ura nueva y trascendental
consecuencia del Corolario I11.1.9. Obsérvese que éste tltimo representa
un punto de inflexién en el problema de la multiplicidad de proyecciones,
como ya subrayabamos en el Ejemplo 1.3.12. De hecho, este resultado
nos va a permitir probar la unicidad en este ambiente mas restrictivo.
El eslabén que falta viene sugerido por el teorema de representacion de
K(X)*, debido a Feder y Saphar (ver [FeS, Th. 1]).

Concretamente, obtenemos la signiente

Proposicién IT1.1.13. Sea K(X) un ideal de £. 5i X es un espacio de
Asplund y
X* = lin{w*-dent Bx.},

entonces la proyeccion P asociada al ideal K(X) es tinica.
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Demostracién. Sea Q otra proyeccién en £* de norma uno con
Ker Q = K(X)*. Definimos ¢, : K(X)* — €°, para cada g € K(X)*,
por:

o(g) = Pf , ¥(g) = QJ,

donde f es una extensién a £ de g. Entonces
Pf = ¢(flcx)) » QF = ¥(flex), Vf € €7
Hemos de probar que 1 = ¢

En virtud del teorema de Feder y Saphar [FeS, Th. 1], existe una
aplicacién cociente V : X** @ X* — K(X)*, definida por

V(v)(S) = Z £2(S*z), Yo € X @ X*, S € K(X),

donde v = Y12 23 @ .

Consideremos ahora el conjunto
A={z" @z 2" € X,z" € X"} C K(X)".

Por hipétesis linA = K(X)", y por tanto, basta con demostrar que
¥|4 = ¢|a. Pero en virtud del Corolario 111.1.9, para cada z** @ z* € A,

d)(rne ® _L") == xﬂr @ .’B‘ = d’(-’r** ® If-). '

Enunciamos finalmente el resultado deseado.
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Teorema I11.1.14 . Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con

r+ 2 > 1, entonces la proyeccion asociada al ideal K(X) es tnica.

Demostracién. En virtud del Corolario I11.1.11, X es un espacio de As-
plund y X* = lin{w*-dent Bx.}, por lo que basta aplicar la proposicién

anterior.

II1.2 Caracterizacion de la M(r, s)-desigual-
dad para operadores compactos

El objetivo de esta seccién es el de generalizar el siguiente resultado

de W. Werner:

Teorema [Ww, Th. 5.2]. Sea X un espacio de Banach. Equivalen

las siguientles afirmaciones:
(i) K(X) es M-ideal de L(X).
(ii) Eriste una red {K,} en By(x) tal que:

(a) lim, 2* K.z = z*z,Yz € X,2" € X*.

(b) Para cualesquiera S,T € L(X), se liene que

fim|| Ko S + (Ix — Ko)T|| < max{||S|,IT|I}. (1)

El punto clave de la demostracién de este teorema reside en un re-
sultado de Harmand y Lima (ver [HWW, Prop. VI1.4.10]) en el que de-

muestran que X posee la propiedad de aproximacién métrico compacta
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siempre que K(X) es un M-ideal de £(X). A propoésito, dicha propiedad
resulta de hecho también suficiente para aquellos subespacios y cocientes
de cualquier espacio de Banach X tal que K(X) es un M-ideal de L(X)
(ver [HWW, Th. V1.4.19]).

A partir de la existencia de dicha aproximacién métrico compacta,
W. Werner, usando técnicas especificas de la teoria de algebras de Ba-
nach (ver [Ww, Th. 3.5)) (cf. [HWW, Th. V.3.2]) consigue probar la
desigualdad (1). El reciproco, aunque algo menos complicado, vuelve
a necesitar de esta misma herramienta. Nuestro objetivo se centra en
encontrar una demostracion para el caso general, y a ser posible usando
técnicas mas propias de la teorfa de espacios de Banach, eso si, inspiradas
en las del caso clasico. En el caso separable, N. Kalton (ver [K, Th. 2.4])
consigue un resultado mas ambicioso con técnicas de espacios de Banach.
Sin embargo, éstas no parecen adaptables para r y s distintos de uno.

Conviene ahora introducir una notacion referida a las propiedades de
aproximacion.

Se dice que X tiene la propiedad de aproximacién compacta

(CAP) si Ix € K(X), donde la clausura es tomada respecto de la

topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Di-
remos que X tiene la propiedad de A-aproximacién compacta (A-
CAP), donde A > 1, si Ix € W Usualmente la 1-CAP es
llamada la propiedad de aproximacién métrica compacta (MCAP).

Dados X e Y dos espacios de Banach, recordemos que la topologia

fuerte de operadores es la topologia mas fina en £(X,Y’) (el espacio
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de los operadores lineales y continuos de X en Y) tal que las aplicaciones

E,:L(X,Y) — Y definidas por
E.(T) = Tz,¥T € L(X,Y),

son continuas para todo z € X. En esta topologia una red de operadores

{T,} converge a un operador T si, y sélo si,
|Taz — Tz|| — 0,Vz € X.

La topologia débil de operadores en L(X,Y) es la topologia mas
fina que hace continuas las aplicaciones Eg e : L(X,Y) — R definidas
por

E.y(T) = y'(T2),¥T € L(X,Y),
para cualesquiera z € X,y" € Y. Una red de operadores {T,} converge

a un operador T en la topologia débil de operadores si, y solo si,
| y*(Taz) — y"(Tz) |— 0,V € X,y" €Y.

Diremos que X* tiene la propiedad de A-aproximacion compacta
(resp. métrico-compacta) con operadores adjuntos si existe una

red {K,} en K(X) con ||K,|| < X (resp. ||Kall £ 1),y tal que
|K2a* — z*|| — 0,¥z" € X™.

Finalmente diremos que una red {K,} en K(X) es una aproxi-
macién compacta de la identidad (que notaremos abreviadamente
a.c.i.) si

| Koz — z|| — 0,Vz € X.
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Si ademas
I|IK;2* — z*|| — 0,¥z" € X¥,

se dird que {K,} es una aproximacién compacta “shrinking” de la

identidad (abreviadamente a.c.s.i.).

En orden a clarificar un poco estas propiedades, consideremos el si-

guiente:

Lema II1.2.15. Equivalen las siguientes afirmaciones:
(i) X tiene la A\-CAP.

(ii) X admite una a.c.i. {Ra} con ||K.|| < A. (En particular,

lim | Ko — S| = 0,YS € K(X)).

(iii) Eziste una red {K,} en K(X) con ||K,|| < A convergiendo a la
identidad en la topologia débil de operadores.

Ademds equivalen:
(i) X* tiene la \-CAP con operadores adjuntos.
(ii) X admite una a.c.s.i. {Ka} con ||Kqf < A

(iii) Eriste una red {K,} en K(X) con ||K,|| < A tal que {K3} converge
a la identidad en la topologia débil de operadores.
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Demostracién. (i) < (:1) Basta tener en cuenta que la convergencia
uniforme sobre conjuntos compactos es equivalente a la convergencia en
la topologia fuerte de operadores.

(11) = (211) Es trivial.

(#11) = (i1) Es consecuencia de que los conjuntos cerrados y convexos
son los mismos para la topologia fuerte y la débil de operadores (ver por

ejemplo [DSc, Cor. VI.1.5]).
La demostracién del segundo bloque de equivalencias es similar.

El problema inicial de la caracterizacion puede pues centrarse en re-

solver una doble cuestion:

(i) Si K(X) es un ideal de £(X) verificando la M(r, s)-desigualdad,

entonces ; X admite una a.c.s.i. {K,} con ||K,|| <17

(ii) En caso de existir una tal {K,}, jverifica ésta una desigualdad del

tipo (1) vista en el teorema que mo.ivaba la presente seccion?

Para dar respuesta a la primera cuestion, comenzamos analizando al-
gunas perfecciones sencillas del concepto de ideal, que aseguran la MCAP

en el espacio base. Asi por ejemplo,

Lema I11.2.16. Si K(X) es un P-ideal de € y para cualesquiera x € X
y r* € X* sec verifica que P(z* @ z)(Ix) = z*z, entonces X tiene la
MCAP.
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Demostracién. En virtud de la Proposicién 1.1.2, existe una red {Ko}

€n Bx(x) tal que

(e} 28 1y

En particular,
{z' K.z} = {(z* @ 2)(K,)} — P(a" @ 2)(Ix) = 2"z,
esto es, en virtud del Lema I11.2.15, X tiene la MCAP. B

Corolario I11.2.17. Si K(X) es un ideal de £ que satiface la propiedad
U (er. particular si K(X) verifica la M(1, s)-desigualdad), entonces X
tiene la MCAP.

Lamentablemente la M(r, s)-desigualdad en general no fuerza la pro-
piedad U (ver Ejemplo 11.2.17), por lo que el lema anterior no permite
concluir como en el caso r = 1. Para otros casos necesitamos revisar
aquellas consecuencias que en X tiene el hecho de que K(X) verifica la
M(r, s)-desigualdad. Interesante en este punto resulta ser de nuevo el

Corolario I11.1.11, tal como permite adivinar la siguiente
Proposicion 111.2.18. Sea K(X) un ideal de £. Si
X* = lin{w*-dent Bx-},

entonces X admite una a.c.s.i. {K,} con || K4l < 1.
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Demostracién. Sea P la proyeccién asociada al ideal K(X). En virtud
de la Proposicién 1.1.2, existe una red {K,} en By(x) tal que

(K} "8 Iy,

Por el Corolario I11.1.9, para cualesquiera z** € X** y z* € X*, se

tiene
{P(z*" @ =*)(Ka)} = {z**(K;z")} — P(z™ ® *)(Ix) = z*°z".

Por tanto, {K.} y {K:} convergen a la identidad en los respectivos
espacios en la topologia débil de operadores, por lo que usando de nuevo

un argumento de convexidad, obtenemos que {K,} es una a.c.s.i. B

Corolario 111.2.19. Sean K(X) un M-ideal de £(X), y Z un subespacio
cerrado o un cociente de X. Entonces K(Z) es un M-ideal de L(Z) st, y
solo si, K(Z) es un ideal de L(Z).

Demostracién. En virtud del Teorema I11.1.10 (cf. [HWW, Prop.
V1.4.4]), X es un M-ideal, y por tanto, via la Proposicién I1.1.3 (cf.
[HWW, Th. IIL.1.6]), Z es igualmente un M-ideal. Por el Corolario
1L1.7,

Z* = lin{w"-dent Bz-},

en particular, si K(Z) es un ideal de £(Z), Z admite una a.c.s.i., con lo

que basta aplicar [ HWW, Th. V1.4.19]. §

Antes de recoger velas para obtener condiciones suficentes para la

existencia de una a.c.s.i. en el caso general, permitasenos hacer un apunte

en el caso reflexivo (cf. [GKS, Th. 8.3]), e incluso en un caso mas amplio.
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Corolario I11.2.20 . Sea Z un espacio de Banach reflezivo (resp.
[ 1ze+e = Amz|| =a < A < 2). §i K(Z) es un ideal de L£(Z), entonces Z

admite una a.c.s.i.

Demostracién. Si Z es reflexivo, es claro que

Z* = lin{w*-dent Bz.}.

En otro caso, en virtud de [GKS, Prop. 2.7],
r(M)<ad'<l,

para cualquier M subespacio propio arbitrario de Z*, esto es, Z* no
tiene subespacios propios normantes. Por otra parte, Z es un espacio
de Asplund (ver [GKS, Prop. 2.8]). Repitiendo argumentos (ver por
ejemplo Corolario 11.1.8),

Z* = lin{w"-Fexp Bz},

en particular

Z* = lin{w*-dent Bz.}.

Basta ahora aplicar la proposicion anterior. @l
Sin mas dilacién, enunciamos el siguiente

Teorema I11.2.21 . Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con
r+ 2> 1, entonces X admite una a.c.s.i. {K,} con |Ka|| £ 1.
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Demostracién. Basta aplicar la Proposicién 111.2.18 y el Corolario
1m.1.11. &

Una vez resuelto el problema de la existencia de una a.c.s.i., la difi-
cultad se centra en probar la desigualdad (1), para lo cual adaptaremos
un resultado de W. Werner [Ww, Th. 3.5] (cf. [HWW, Th. V.3.2)),
que a su vez necesita de la siguiente version del PRL, también debida a

Berhends (ver por ejemplo [HWW, Th. V.1.4]):

Teorema I11.2.22 . Sea Y un espacio de Banach, F C Y*,
G C Y*,H C L(Y) subespacios finito-dimensionales, y consideremos
el espacio Fy := lin{h™y™,h € H,y™ € F} + F. Entonces, para cada
¢ > 0, existe un operador lineal y continuo T : Fy — Y, cumpliendo

las siguientes propiedades:
(i) Ty=y,Yye FNY.
(i) (1= e)lly™Il < Tyl < (1 +e)lly™Il,¥y™ € Fa.
(iii) y*(Ty™) = y™y",Vy™ € F,Vy" € G.
(iv) ||(RT — Th*)|rll < ellhll,Vh € H.
Enunciemos ya el resultado que involucra las desigualdades.

Proposicién I11.2.23 . Si K(X) es un P-i'eal de £ verificando la
M(r, s)-desigualdad, y X admite una a.c.s.i. (resp. a.c.i.) {Ka} con
| K|l <1 tal que para cualesquiera Te& €&,

P($)(T) = lim $(TK.) (2)
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(resp. P(#)(T) = lim¢(K.T)),

enionces

im|[rSKa + sT(Ix — K|l €1,VS,T € Bt

(resp. Tim||rKaS + s(Ix — Ka)T|| < 1,VS,T € Be).

Demostracién. Sea S € €. Notemos por Ls al operador en € definido
por Ls(T) = ST,VT € €.
En virtud de (2), se tiene, para cada g € £
(L3 (P Ix))(g) = (P*Ix)(Lsg) = P(L3g)(Ix) =
= lim(L3g)(K.) = limg(SKa) = (P*5)(9),

luego

P*S = Ly (P*Ix),¥S € . (3)

Ahora, como en la demostracién de [Ww, Th. 3.5] (cf. [HWW, Th.
V.3.2]), consideramos el conjunto B = {(F,G,H,¢)}, donde F C £~
(PIx € F), G C &,H C & son subespacios de dimensién finita, y

¢ > 0, con el orden natural, a saber,
(F‘IG'I H,E) S (FlthHhEI) si g FI:G g GhH _C_ HhE 2 €1.

En virtud del PRL (ver Teorema 111.2.22), para cada 3 € B, existe
un operador T : lin(FU{Lyf:S € H,f€ F}) — £ tal que

T8 = S,¥S € FNE; (4)

9(Tsf) = flg),Vf € F,Yg € G; (5)
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ITsfll < (1 +)lIfIl,Vf € F; (6)
(LsTs — ToL3))Irll < €llS), VS € H.
Obsérvese que en virtud de (3)
ISTa(PIx) — To(P*S)|| = IST5(F*Ix) — To(L5 (P*Ix))l| =
= | LsTp(P"Ix) = To(LS(P"Ix))l| < €| S1I, VS € H,

esto es,

ISTa(P~Ix) — Ta(P"S)|| < | S1I, VS € H.
En particular, para cada g € £*, en virtud de (5),
{9(Ta(P"Ix))} — (P Ix)(9),
mientras que, por (2),
{9(Ka)} — (P*Ix)(9)-

Con el fin de unificar el indice de las redes, consideramos A = A x B
dotado del orden lexicografico, donde A es el conjunto de todos los a.

Notaremos
I;—,\ = h-a y T,\ = Tﬁ,

siempre que ) = (a, 3). Obsérvese que las redes {Kx}y {f‘,\} cumplen las

mismas propiedades que las redes {K.} y {T}. Por comodidad, seran
notadas de la misma manera e indizadas en A.
En particular, { Ko — Ta( P*Ix)} converge a ceroen la topologia débil.

Mediante un argumento de convexidad, podemos suponer que

”I"a = TG(P* f:'K')" —0. (8)
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En virtud del Lema 1.4.17, para cada S, T € B,
IrP"S +s(T - P'T)| <1

Las condiciones (8), (7), (4) y (6) junto con la iltima desigualdad

permiten obtener que

Timr S Ko + sT(Ix - Ka)ll =

= Fml|rTa(P"5) + s(T — Ta(P'T))|| =
= Tml|T.(rP"S + (T = PT)|| < 1.

La demostracion es analoga si es el caso en que X admite una a.c.i.

En efecto, tomando el operador Rs : £ — € definido por
RsT =TSVT € €,
puede seguirse idéntico razonamiento para concluir ahora que
Tf’n—llirh'as +s(lx — Ko)T)| =

= Em_llT,,(rP'S +s(T-PT) <L

Nota. Obsérvese que en la proposicion anterior no se tiene asegurada

la unicidad de la proyeccién P, y por tanto ha de imponerse la igualdad
(2).

Llegados a este punto es obligado mencionar el siguiente resultado,
que muestra un procedimiento constructivo ( llamado procedimiento de

Johnson) de una proyeccién en £(X)" a partir de la MCAP.
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Proposicién 111.2.24. [J, Lemma 1] (cf. [L5, Th. 3.1]). Sea A > 1. Si
X admite una a.c.i. (resp. a.c.s.i.) {Ka} con ||Ka|| < A, entonces existe
una subred de {K,}, que seguimos notando igual, tal que la aplicacion

P: L(X)' — L(X)" definida por
P(¢)(T) = lim§(K,T),¥¢ € L(X)", T € L(X),

(resp. P(¢)(T) = lim¢(TKa),¥¢ € L(X)", T € L(X)),

es una proyeccion con norma menor o igual que A y cuyo niicleo es

K(X)*.

Nota. En las condiciones del anterior enunciado, en virtud de la
Proposicién 1.1.2, y si ||Kal| < 1, se puede encontrar una proyeccion

Q : &* — &* definida por

Q($)(T) = lim §(KoT)(resp. Q(#)(T) = lim(TK.)),Vp € €%, T € £,

tal que K(X) es un @Q-ideal de £.

Si unimos el resultado anterior con el teorema de la unicidad de
proyecciones (Teorema III.1.14) y el Teorema 111.2.21, podemos estable-

cer el siguiente

Corolario I11.2.25 .  Si K(X) verifica la M(r, s)-desigualdad con
r+ 3 > 1, entonces cualquier a.c.s.i. cn By x) admite una subred {K,},

tal que la (inica) proyeccion asociada al ideal K(X) viene definida por:

P(#)(T) = lim$(KT) = lim (T K,),Y$ € £",VT € £.
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Profundizando un poco mas en esta misma direccioén se puede afirmar
incluso que las sucesivas perfecciones de la red {K,} desembocan en
sucesivas perfecciones de la proyeccién P, o si se quiere sobre la misma

proyeccién Ty, o incluso sobre el propio X. Asi por ejemplo obtenemos

la siguiente

Proposicién I111.2.26. Sean r,s € 10,1]. Si {K,} es una a.c.i (resp.
a.c.s.i.) con |K,|| <1 tal que

TmllrKaS + s(Ix — Ka)T|| < 1,V5,T € Be (9)

(resp. @nrsm. + sT(Ix — K,)|| < 1,VS,T € Bg), (10)

entonces se verifican las siguientes afirmaciones:
(i) K(X) es un ideal de € verificando la M(r, s5)-desigualdad.

(ii) Sean z*,y* € X* con ||z*|| < ||ly*||. Si {z} es una red acotada y

w*-nula, entonces

limljrz* + sz3|| < Timlly” + 2.

(iit) X verifica la M(r, s)-desigualdad.

(iv) Si ademds r = 1, entonces la topologia de la norma y w* coinciden

en Sx-.
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Demostracién. (i) En virtud del procedimiento de Johnson (ver nota
de la Proposicién 111.2.24), existe una proyeccién @ en £, tal que, para

cualesquiera S,T € £ y g € £*, se tiene
r(Q9)(S) + s(g — Q9)(T) = limg(rKaS + s(Ix — Ka)T),
(resp. r(Qg)(S) + s(g — Q9)(T) = limg(rSKa + sT(Ix — Ka)),
y por tanto, en virtud de (9) (resp. de (10))

rl|Qgll + sllg — Qgll < llgll-

(ii) Es facil encontrar un operador S* de rango uno w*-continuo que

aplica y* en z*. Por otra parte es claro que lim, || K325l = 0. Por tanto,

Tilra’ + sz = TlrS™(y" + 22) + sllx- = Kp)a] <

< lIrS" + s(Ix- = Kp)ITmlly” + =3 + sll(Ix- — K3yl

Basta finalmente tomar limite superior en (.

(iii) Sean 2+ € X' y 2" € X*. Para cada A < 1, existen z** € Bxe
e y* € X* tales que

zz* > A|z*|| s ly"ll = lle”ll y =*y" > All2".
Tomemos una red {y,} en X* w*-convergente a zt y tal que

s > Allz* |l

lle* +yall < lle” + 2l y =
En definitiva, obtenemos

le* + 21| 2 Fmll=" + 2ll >




§2. Caracterizacién de la M(r, s)-desigualdad para operadores compactos.133

> Timllry* + sy2| 2 Time™*(ry” + sy;) 2

> A(llrz"|| + sliz™ 1),
por lo que haciendo tender A hacia uno, se obtiene que X satisface la
M(r, s)-desigualdad.

(iv) Sea zj € Sx+ y {z} una red en Sx. convergiendo a zj en la
topologia w*. Sea z* un punto w*-fuertemente expuesto (téngase en
cuenta que éstos existen en virtud del apartado (iii) y del Corolario
I1.1.8).

Claramente {z* + s(z7, — zg)} 2ty
le” + (a5, — a3)| < Fplleg + 25 — o3l = 1.

Por tanto, por la condicién impuesta a z*, se tiene que la red

{llz% = z3||} converge a cero. 1

Nota. Es facil probar igualmente que si {K,} es una a.c.i. con

lIx — 2K,|| < 1, entonces K(X) es un u-ideal de .

El paso de aproximaciones compactas a aproximaciones compactas
“shrinking” es en ciertos casos automdtico, tal como probamos en la

siguiente

Proposicién 111.2.27. Sean r,s € 0,1} tales que r + 5 > 1. 5i X
admite una a.c.i. {K,} con ||K,|| <1 tal que

Tml|rK.S + s(Ix - Ka)T|| < 1,V5,T € By,

entonces {K,} es una a.c.s.i.
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Demostracién. En virtud de la proposicién anterior, X verifica la
M(r, s)-desigualdad, por lo que usando el Corolario I1.1.8, X tiene la
UEP. En particular, via [GS, Th. 2.2], {Ka} es una a.cs.i. §

A la vista de este dltimo resultado, puede deducirse que, en la hi-

pétesis de la Proposicion 111.2.23, X admite, a posteriori, una a.c.s.i.

Las anteriores observaciones nos llevan a la buscada caracterizacion,

concretamente,

Teorema I11.2.28. Sean r,s € ]0,1] tales que r + 5 > 1. Entonces

equivalci ias siguientes afirmaciones:
(i) K(X) es un ideal de € verificando la M(r, s)-desigualdad.
(ii) X admite una a.c.s.i. {Ko} con ||K,|| <1, tal que

TimlirSK, +sT(Ix — Ka)ll < 1,VS,T € Be,

(iii) X admite una a.c.i. {K,} con ||Ko| <1, tal que

fiml|rKaS + s(Ix — Ka)T|| < 1,V5,T € Be.

Demostracién. (i) = (ii) y (i) = (iii) Sea P la proyeccién asociada
al ideal K(X). En virtud del Corolario 111.2.25, X admite una a.c.8.1.
{K,} con |K,|| <1 tal que

P(#)(T) = lim$(K.T) = lim §(TK..), Yo € E",VT € €.
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Aplicando ahora la Proposicién 111.2.23, se tiene

TmlirS Ko + sT(Ix = Ko)ll < 1,YS,T € Be,

lim||rKaS + s(Ix — K,)T|| < 1,VS,T € Be.
Las implicaciones (i1) = (1) y (#ii) = (1) estan probadas en la Proposi-

cion 111.2.26. A

Finalizamos esta seccién obteniendo nuevas consecuencias para el caso
reflexivo. Para ello resulta crucial el siguiente resultado, el cual es una

versién revisitada de [HL, Lemma 5.2] (cf. [HWW, Prop. V1.4.11]).

Lema. Sea X un espacio de Asplund. Si X admile una a.c.s.i.,
entonces L(X) C K(X)™ C L(X™).

Combinando el resultado anterior con el Corolario I11.2.20, se obtiene:

Corolario 111.2.29. Sea Z un espacio de Banach reflerivo. Si K(Z) es
un ideal de L(Z), entonces, K(Z)** = L(Z).

Su “reciproco” es también cierto, esto es,

Proposicién 111.2.30. Si K(Z) verifica la M(r, s)-desigualdad en su

bidual con r + s > 1, entonces Z es reflerivo.

Demostracién. Consideremos la inclusién natural de Z* en K(Z). En
virtud del Corolario 11.1.8, Z* es reflexivo, y por tanto, Z también lo es.
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II11.3 Ejemplos

Concluimos con algunos ejemplos de ideales de operadores compactos
que verifican la M(r, s)-desigualdad. Necesitamos un pequeiio ajuste de

la Proposicion 1.3.15.

Proposicién I111.3.31. Sean r,s € ]0,1]. Supongamos que X admite
una a.c.i. {K,} con ||Ko|| <1 tal que

im sup |IrK.z+s(Ix — Ka)y|l £ 1.
“ lizlllvli<
Entonces, K(X) verifica la M(r, 5)-desigualdad en L(X).
Demostracién. Es facil ver que para Y = £(X) y V, definida por
VulT) = K,T,VT € L(X),

se verifica las hipétesis de la Proposicién 1.3.15. B

Definimos a continuacién el espacio de Lorentz d(a, p).
Sea 1 < p < +00. Para cadaa = {a;} €Eco\liconl =a) 2 az 2

az > ..., sea

400
d(a,p) = {a: ={z.} €Eco: sgpz | Zo(m) IF @ < +oo} s

n=1

donde 7 es el conjunto de todas las permutaciones de nimeros naturales.

Recordemos que d(a, p) con la norma

400 P
""'7" = sup (2 l Lea(n) |p an) )
cENT

n=1

es un espacio de Banach.
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Corolario I11.3.32.
(i) K(d(a,p)) verifica la M (-‘r,—‘r) desigualdad en L(d(a,p)).

r 2P

(i) Sea Z = (IR x cq, || - |l4), con 0 < v < 1, donde

li(es )l =1 (| & |, [lyll) by, Yor € R, y € co.

Entonces, K(Z) es un u-ideal de L(Z) que verifica la M(1 - v, 1)-
desiqualdad en L(Z), y no tiene la propiedad U en L(Z).

(i) K(X,) verifica la M (1, i;“)—desigualdad en L(X,).

(iv) Sea ¥ a, una serie convergente de reales positivos y sea a € 10,1{

su suma. Para cada x = {2,} € co se define

e = sup {onl+ 3 vt}

k=1
Entonces K((co,|| - ||)) verifica la M(1, 1 - a)-desigualdad en
L((co, || - 11))-

Demostracién. (i) Es claro que, para cada z,y € d(a, p),
e+ ylIP < ll=ll” + llyll*;

donde z e y tienen soporte disjunto. Luego, basta aplicar la proposicion
anterior.

(ii) Basta recordar lo obtenido en el Ejemplo 11.2.17. Por otra parte,
siguiendo la notacién de dicho ejemplo, es claro que ||Iz — 2P| < 1,

luego (recordar nota a la Propoesicién 111.2.26) K(Z) es un u-ideal de
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£(Z). Si K(Z) tuviese la propiedad U, en virtud de [L3, Th. 4.5,

entonces Z tendria igualmente la propiedad U en su bidual, lo cual esta

en contradiccion con lo visto en el Ejemplo 11.2.17.

(iii) y (iv) ya han sido vistos respectivamente en los Ejemplos 11.2.15

y 11.2.16. 8
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