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INTRODUCCION

Los problemas de optimizacion tienen una grar. importancia dentro de la
Matematica y sus aplicaciones. Su origen se remonta a la antigna Grecia
(recordemos que ya los griegos conocian que el segmento rectilineo que une
dos puntos dados del plano, proporciona la distancia mas corta entre ellos y
que, de entre todas las curvas planas de longitud dada, la circunferencia es
la que encierra un area mayor). Sin embargo, un desarrollo sistematico de
la teoria adecuada para tratar problemas de ese tipo, no fue posible hasta el
siglo XVIII, con el nacimiento del Célculo de Variaciones, que necesito pre-
viamente una definicién precisa de los conceptos de derivacién e integracion.
El Calculo de Variaciones tiene una dilatada historia, que comenzo con el pro-
blema de fa Braquistocrona, y constituye en la actialidad uno de los campos
de la Matemitica mas atractivo e interesante, debido a sus aplicaciones, que
incluyen problemas de disciplinas muy diversas, tales como Fisica (Mecénica,
Astronomfa, Elasticidad), Ingenierfa, Economfa, Biologia, etc. De manera
especial, en los ados 50 de este siglo, muchos problemas provenientes de los
procesos industriales y de los viajes espaciales, no respondian al modelo clasico
del tipo tratado en el Célculo de Variaciones. Basicamente constitufan una
clase de problemas donde se deseaba controlar el estado del sistema conside-

rado, con objeto de optimizar algin tipo de coste. Asi nacié lo que se conoce

hoy en dia con el nombre de Teoria de Control Optimo. Podemos consultar

més aspectos histéricos del tema en Neustad [57] 0 en Lee y Markus [41].
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Existe una gran variedad de problemas y técnicas dentro de lo que se

denomina Teorfa de Control Optimo. Podriamos citar los problemas de control

optimo estocdstico, problemas de control optimo no diferenciable, problemas
de control éprimo con ecuaciones diferenciales ordinarias, con ecuaciones en
derivadas parciales o con ecuaciones integrales, etc.(ver por ejemplo [16], [30],
(50, 1)y [59)

En lineas generales, un problema de countrol 6ptimo constara, basicamente,

de los siguientes elementos:

a) Un control a nuestra disposicién, f, que podra ser elegido entre una
familia de controles A (generalmente un subconjunto apropiado de un
espacio de funciones) y cuyo objeto es modificar a voluntad, los diferentes

estados de un sistema.
El estado del sistema, u, que se desea controlar y que depende del control.

Una ecuacion, Iz la ecuacidn de estad stablece la dependenci
Ina ecuacion, llamada ecnacion de estado, que establece la dependencia

entre el control ¥ el estado.

Un funcional a maximizar (o minimizar), J, dependiente del estado v y
el control f. Normalmente, el funcional J recibe el nombre de funcional

de beneficio o coste, seglin se pretenda maximizar o minimizar.

Fin esta tesis, motivada, en gran parte, por el trabajo de Leung-Stojanovic
[47], nos centraremos en algunos problemas de control éptimo que surgen en
Dinamica de Poblaciones. La ecuacion de estado serd, segiin el caso, una ecua-
cién o un sistema en derivadas parciales de tipo eliptico. La clase de ecuaciones
considerada incluye a las ecuaciones elipticas de tipo Lotka-Volterra. Tanto en
el caso de ccuaciones, como de sistemas en derivadas parciales, pretendemos
el estudio de la existencia, unicidad, propiedades cualitativas y aproximacion
de los posibles controles dptimos. El uso de técnicas de analisis no lineal y
de la teorfa de control optimo para E.D.P. (ecuaciones en derivadas parciales)

sera una constante a lo Ia.rg() de esta memoria.
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A continuacion presentaremos brevemente los problemas que hemos estu-
diado y los objetivos conseguidos,

En las secciones 1-4 del primer capitulo estudiaremos un problema de con-
trol éptimo cuya ecuacion de estado es una ecuacion eliptica logistica con

condicion en la frontera de tipo Dirichlet

—Au(x) = u(x)[a(x) = f(r) = b(x)u(x)], = €9,

u(r) =0, x € J1), (81

donde 2 es un dominio acotado y regular de RY, el operador A representa el
operador Laplaciano y a,b, f € L™ (), con b(x) > s > 0 para a € §2.

La ecuacion anterior modela las situaciones de equilibrio del correspon-
diente modelo parabélico de tipo Lotka-Volterra, referente a la evol ucion en el
tiempo de una especie u (ver Smoller [63], Okubo [56]). La funcién a expresa
la tasa de crecimiento de dicha especie, mientras que b refleja los efectos de la
superpoblacién; por su parte, f juega el papel de control. Su accién dentro del
proceso es el de influir en la razén de crecimiento de las especies para mejorar
la calidad, asi tiene una influencia también en el beneficio final del proceso
(ver [13], [17]).

Se sabe (ver por ejemplo [5] o [37]), que para cada f € L™(52), la ecua-
cion (0.1) tiene una tnica solucion maximal no negativa ugq ¢ (en la seccion
primera haremos un estudio detallado de esta ecuacién y de las propiedades
cualitativas de su solucion no negativa). Si notamos por K y M, respecti-
vamente, ¢l precio de la especie u, al realizar la venta, y del control f, la
diferencia que se obtiene encre los ingresos y gastos puede expresarse por la

cautidad

Jem(f) = /n(l\'"n,u,h._f f-Mf3.

Asi, nuestro interés se centra en maximizar Jg as. Notemos que el valor de
Jre M (f) representa el precio de venta de la poblaciin total menos el coste del

control que sobre ella se ha efectuado, ponderado por la accion del control f.
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En realidad, usaremos un funcional equivalente

i .
J(f) = 'l—;:;(-ﬂ = /“(r\nu,q,h,f f- 1, (0.2)

donde ahora A = i‘—,

La pregunta natural que puede uno hacerse es jpara qué subconjuntos A
de L>°(R), tiene J (restringido a A), méximo global?

Tomando como espacio de controles el conjunto
A=LT Q) ={ge L7():9>0cel Q},

en la seccion segunda probaremos que el funcional J alcanza su supremo en
LY (8),ie., 3 € LF(Q) tal que J(f) = sup,ere) J(g). También daremos,
en funcién de las propiedades espectrales del operador A, del dominio Qydela
tasa de natalidad @. una condicién necesaria y suficiente para que el beneficio
dptimo sea positivo. Creemos interesante este resultado, sobre todo desde
el punto de vista de las aplicaciones. Como consecuencia, obtendremos una
acotacion inferior para el beneficio. Completaremos la seccion con un estudio
de las propiedades cualitativas que se deducen del hecho que un control sea
optimo (condiciones de optimalidad); en particular, teniendo en cuenta estas
condiciones de optimalidad, derivaremos un sistema de ecuaciones diferenciales
(sistema de oplimalidad) en el que vienen relacionados el estado del sistema,
u, y 2l control éptimo.

En la seccién tercera abordaremos el problema de la unicidad del control
optimo. Tendremos en cuenta las condiciones que garantizan que el beneficio
sea positivo (en otro caso de (0.2) deduciriamos que el beneficio 6ptimo serfa
nulo y que el control dptimo seria la funcion constantemente cero) y el sistema
de optimalidad. El tipo de hipitesis bajo las cuales hemos probado la unicidad
del control dptimo es de dos clases: tomar el pardmetro 0 < A, que aparece en el
funcional J, suficientemente pequeiio y/o tomar el infimo de b suficienteinente

grande (ver el Corolario 1.20 y el Teorema 1.25 para mas detalles).
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El problema de la aproximacion del control 6ptimo ha sido estudiado en la
seccion cuarta. La idea es construir convenientes sucesiones monodtonas, apro-
vechando las propiedades de monotonfa que tiene el sistema de optimalidad,
que converjan al Gnico contrel dptimo. Para la construccion de ellas nos hemos
basado en el trabajo de Leung-Stojanovic [47]. A diferencia de estos autores,
nosotros si logramos dar condiciones, del mismo tipo que las obtenidas en el

estudio de la unicidad, que gacantizan la convergencia de dicha aproximacion.

La iiltima seccién de este capitulo la hemos dejado para extender los re-
sultados obtenidos en las secciones 1-4, a un problema de control, donde to-
mamos una ecuacion de estado como (0.1), pero considerando condiciones en
la frontera del dominio § del tipo Neumann. La novedad mads importante,
con respecto a las técnicas consideradas en las secciones anteriores, es la de-
mostracion, usando elementos del analisis convexo, de la unicidad del control
optimo. La elegancia y simplicidad de este tipo de razonamientos es evidente
y su utilidad se pondra de manifiesto sobre todo, en el estudio de la unicidad

en el caso de sistemas, como veremos en el capitulo siguiente.

Los resuliados sobre la caracterizacién del beneficio positivo, unicidad y
aproximacion del control Gptimo, demostiados en este capitulo, son nuevos en
el caso de tomar condiciones de contorno tipo Dirichlet e incluyen de manera
estricta los obtenidos en el trabajo de Leung-Stojanovic [47], cuando conside-
ramos condiciones en la frontera de €2 de tipo Neumann. Ademds, prueban la
unicidad del control 6ptimo bajo ciertas hipotesis y dan condiciones que res-
ponden afirmativamente a la cuestién abierta, planteada al final del articulo
citado, en la que se cuestiona la convergencia de unas sucesiones al control

optimo.

En el capitulo segundo hemos tratado un problema de control, cuyo estado

sigie un comportamiento descrito por un sistema de ecuaciones en derivadas
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parciales de tipo eliptico, con condiciones en la frontera de tipo Neumann

—Au=c(e)v—dy(e)u - cyu(u+v), enfl,
—Av = b(2)u — da(x)v — cyv(w+v), enfd, {0.3)

du __ Ju __
el T en 012,

donde Q es un dominio acotado y regular de R™, el simbolo {% representa la
derivada en la direccién del vector normal exterior, las funciones o, b, dy, d
pertenecen al espacio de funciones L5 () y €1, €2 son constantes positivas.

La idea es modelar el comportamiento de una poblacién que viene dividida
en dos subpoblaciones de individuos: jovenes y adultos. “Necesariamente” los
individuos jovenes son generados por adultos. De la misma manera los indi-
viduos adultos provienen de la “maduracion™ de los jovenes. Esta es la razon
de la “simetria” que se puede observar en los coeficientes del sistema anterior.
También es interesanie constatar que en este modelo, de forma diferente a io
que ocurre en otros modelos de la Biologia (modelo Lotka-Volterra para varias
especies), no hay soluciones semitriviales (preseucia de una especie en ausen-
cia de la otra), lo cual es logico desde el punto de vista de la interpretacion
biologica del problema. Y atin més, en los modelos de tipo Presa-Depredador o
Competicion, los procedimientos usuales para garantizar un estado de coexis-
tencia (supervivencia de las dos especies a la vez) permiten el que una especie
pueda existir en ausencia de la otra (ver Gamez [32], Li [48], Li-Logan [49]
y Lopez-Gomez [52]). Sin embargo, en nuestro modelo, si ningin individuo
llegase a adulto (ausencia de adultos) la poblacién total se extinguiria y de la
misma manera si no hay “nacimiento” de jovenes la poblacion esta abocada
a la desaparicién. Asf, la funcién o representara la proporcion de jovenes que
llegan a adultos y b la razén de jovenes que “nacen” de los adultos. Las cons-
tantes ¢, ¢z > 0 expresaran la interaccién existente entre cada subpoblacién
con el total y las funciones dy, d, tomardn el papel de control. Su accién dentro
del proceso es influir en el crecimiento de cada una de las subespecies con el
objeto de mejorar la calidad y por tanto el beneficio.

Como funcional de beneficio vamos a tomar la variante bidimensional de
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(0.2), a saber,

J(dy,dy) = L{"'""dn,d;(-")dl(-’) - (n"l(;r))2 +
v, 4, (2)da(x) - (d-;(.r:))z} d,

(0.4)

donde ahora (dy,dy) € C5, x Cs,. El espacio de controles C5, x Cj, se define
para 6 > 0, i = 1,2, tomando C5, = {g € L™(2) : 0 < g < 8}

El contenido del segundo capitulo se organiza como stgue: comenzamos la
primera seccién incluyendo un resultado de existencia y unicidad de solucion
para sistemas lineales de tipo cooperativo. Este resultado nos serd de utilidad
cuando busquemos la expresion de la derivada direccional de las soluciones de
(0.3), (td, dys Vdy d; ), TESPECtO de los controles (dy,dz) € Cs, x Cj, (ver sec-
cion segunda). Ademds, mediante un argumento de concavidad-convexidad
para operadores concavos y positivos entre espacios de Banach ordenados,
obtendremos condiciones que garanticen la unicidad de solucidn con ambas
componentes positivas del sistema (0.3). Por su parte, la existencia la proba-
remos usando métodos mondtonos. Asi, podremos dotar de sentido pleno a las
expresiones wy, 4, V Ud, dys ¥(dy,dy) € Cs, x C's,, que aparecen en la expresion
de J(dy,dy).

En la segunda seccién demostraremos la existencia de control dptimo, i.e.,
A(dy, da) € Cs, x Cyy tal que J((dy, dy)) = supc, «c,, J. Usando razonamien-
tos como los efectuados en el primer capitulo, deduciremos que, bajo ciertas
condiciones, es posible mejorar la acotacién inicial que se ticne sobre los con-
troles, cuando éstos son éptimos. También expresaremos cualquier control
Gptimo en términos de la solucién de un sistema de EDP (el sistema de opti-
malidad).

[a seccion tercera la reservamos para probar, bajo ciertas condiciones, la
unicidad del control éptimo. Para ello serd esencial completar el conocimiento
que tenemos sobre el comportamiento cualitativo de las soluciones de (0.3)
(usaremos, por ejemplo, que tienen un caracter localmente lipschitziano con

respecto a los controles) y de los controles optimos (probaremos, por ejemplo,
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que bajo ciertas condiciones el conjunto de todos los controles 6ptimos forma
un conjunto precompacto y ademis estd en el interior de Cf, X Cs,, con la
topologia de L>(82)).

En nuestra opinién lo mas destacado de este capitulo, ha sido el construir
un modelo distinto (dividimos una poblacién en varias subpoblaciones) a los
existentes y el ser capaces de probar, con la ayuda de las “herramientas” que
nos brinda el Analisis Funcional, resultados de existencia y unicidad de control
optimo, asi como describir proviedades cualitativas importantes que verifican
los mismos.

En todo trabajo de investigacion siempre surgen comentarios, cuestiones,
problemas, ideas,... que aunque no traten exac.amente del problema o los
problemas considerados, tienen interés por si mismos. Algunos de estos pro-
blemas pueden ser analizados en un estudio posterior, otros no pasaran de
simples comentarios u observaciones. Todo ello lo hemos incluido al final de
esta Memoria en una parte que hemos llamado “Notas finales”.

Parte de los resultados de esta tesis han sido expuestos en Congresos Na-

cionales e Internacionales y publicados o aceptados en diferentes revistas de

investigacion especializadas (véase: [4], [12], [13], [14], [33], [53] y [54])
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Capitulo 1

ECUACION DE ESTADO DE TIPO
EL{PTICO LOGISTICO. DIFERENTES
CONDICIONES DE CONTORNO.




CapiTuLo I. La ecuacién de estado logistica.

Clomenzaremos este capitulo estudiando el primer problema de control co-

mentado en la introduccién. Partimos de la ecuacion de estado

—Au(z) = u(x)[a(z) - (=) - b(z)u(z)], €L,

u(z) =0, x € 09, L5

donde suponemos la hipotesis:

Q) es un dominio acotado y con frontera regular de RY,

M 4 e L=(), essinfb> 0.

Fijemos un poco de notacién. La expresion essinf b, que representaremos en
lo sucesivo por b, significa infimo esencial de la funcién b y puede definirse,
para cada funcién e de L>(§2), como el supremo del conjunto {c € R : e(z) >
¢ ce.t. ¢ € ). Con el término c.e.l. queremos abreviar la expresién “casi en
todo” que indica que la propiedad de la que estemos hablando se cumple salvo
en un conjunto de medida de Lebesge nula. De igual forma puede definirse el
supremo esencial esssupe. En este caso representareinos € = esssupe.

También trabajaremos con diversos espacios de funciones equipados ccn

sus correspondientes normas. Por ejemplo, en el espacio C'(2) de las funciones

continuas sobre €, consideraremos la norma.
llollo = sup v(x)]-
T€fl
Para k € IN, CF(Q) = {v € C*(Q) : D™v admite una extension continua a
Q, |o| <k}, ird dotado con la norma
olle = Nl = D 1D vl
lr|<k
Para 0 < @ < 1y k € IN, definimos los espacios de Holder C*(Q) ¥ Cke (1),

como

@) = {ue C(Q):0ald) < +00},

ko (@) = {u € CH) : Oa(D"u) < +00, ¥]a| < k},
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donde
B ap SE-vE
sattiaty 0~

y con las normas asociadas

Nulle = el = lulloo + Oa(w),

ellko = “"“(:k‘u(ﬁ) = ||l + E|n|gkoa(n"(“})-

Con la nota-ion HY(R), H}(S), whe (), ll"(f"'(!l), k€ N, p € (1,00),
reptesentaremos los espacios de Sobolev, modelados sobre los correspondientes
espacios de medida L?($2), p € (1,00) con sus normas usuales (véase [7], [15]
6 [34]).

Bajo ia hipétesis [H] y como veremos en la primera seccién, en el Teorema
1.6, fijados €2, a,b, f, la ecuacion (1.1) tiene una dnica soluciéon maximal no
negativa que notaremos por ugap,f-

Nuestro espacio de controles admisibles va a ser el conjunto L () = {9 €
L) :g > 0 cet. 2}

Asociado con la ecuacién de estado (1.1) tenemos el funcional de coste-
beneficio

J : LY () = R, definido como

J(f) = [”{,\un,,l’p,,f(.r.)f(.r) - [f(@))?)da, (1.2)

donde A > 0.
Denotaremos por PDgqp al problema de encontrar un control optimo,
esto es, un control admisible, f € LY (82}, que maximice J,

J(f)= sap J(g).

geLF ()

Una vez presentado el problema de control, pasemos brevemente a interpre-
tar biolégicamente los datos del mismo. La ecuacién {1.1) surge en problemas
de Dindmica de Poblaciones, concretamente aparece en el estudio de la evolu-

cion de algunas especies biologicas y modela las soluciones estacionarias o de
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equilibrio del correspondiente problema de evolucién no lineal (véase Smoller
[63]). La funcién u es la concentracién de la especie biologica, a representa
su razén de crecimiento, la funcion b expresa la autolimitacién de la especie
a crecer indefinidamente v f juega ei papel de control, ejercido durante el
proceso de produccién. Su accién dentro del proceso, es influir en la razén de
crecimiento de las especies para mejorar la calidad; asi tiene una influencia
también en el beneficio final del proceso (véase [13], [47]). El funcional (1.2)
representa, en cierto sentido, la diferencia entre ingresos y gastos. El nimero
real A, que tomaremos estrictamente positivo, describe el cociente entre el pre-
cio de las especies y el coste del control. Esta interpretacion puede verse mas

claramente si en vez de J, tomisemos el funcional

Jr(f) = /slz [!\'ar.n_ﬂ,;,‘f(.r}f(.r) - Lf"’(.r)] dr,

donde K > 0 denota el precio de venta de las especies y L > 0 el coste del
control. Por ejemplo, este es el funcional de beneficio-coste que toman los
autores en [47]. Por razones de simplicidad, hemos preferido hacer el estudio
del funcional .J = 15;:2 con A = !f‘~ Otros tipos de funcionales de coste pueden
verse en [43], [46].

Pasemos a describir como se organiza este capitulo. En la primera seccion
estudiaremos a fondo el comportamiento cualitativo de las soluciones de la
ecuacion de estado de nuestro problema, o sea de la ecuacion logistica con
condiciones en la frontera de tipo Dirichlet. El éxito de la investigacion de-
penderd en gran parte de los conocimientos que podamos recabar sobre dicha
ecuacion. Propiedades como acotacion a priori de sus soluciones, existencia
y unicidad de solucion maximal no negativa, continuidad y derivabilidad de
las soluciones respecto de los controles... elc, van a ser fundamentales para
obtener la maxima informacién sobre los controles 6ptimos como veremos en
la segunda seccién de este primer capitulo. Los resultados mas importantes

de la segunda seccién van a ser: la existencia de controles 6ptimos y el estudio
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de las consecuencias que se derivan del hecho que un control sea 6ptimo. A
partir de estas condiciones necesatias para la existencia de control optimo,
deduciremos algunas propiedades cualitativas de los mismos y condiciones que
caractericen la positividad del beneficio dptimo (esto es recomendable en el
estudio de la rentabilidad de un problema). También veremos que cualquier
control éptimo admite una expresion en términos de la solucién de un sistema
de EDP’s: el sistema de optimalidad. Este sistema serd usado para el estudio
de su unicidad, como veremos en la seccién tercera. En la seccion cuarta defi-
niremos un método iterativo que, bajo ciertas condiciones, permite aproximar

el control dptimo.

I.1. Preliminares. La ecuacidn logistica con condiciones de con-

torno tipo Dirichlet.

En esta primera secciéon daremos una exposicion detallada de las princi-
pales propiedades de la ecuacion de estado de nuestro problema de control:
la ecuacion logistica que aparece en (1.1). Para el estudio de esta ecuacion
no lineal, es conveniente recordar algunos resultados y conceptos bésicos de la
teorfa de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de tipo lineal.

Comencemos con el estudio del problema lineal de valores propios

~Au(z) 4 g(a)u(r) = ou(x), €

w(x) =0, r € 09, {13)

donde © es un dominio acotado y con frontera regular de RY y la funcién
q pertenece a L°(§2). Diremos que ¢ € R es un valor propio de (1.3), si
existe una funcion u, no nula, en el eepacio de Sobolev H{}(£2), solucién en
sentido débil del problema anterior. A tales soluciones, cuando existan, se

les llama funciones propias asociadas al valor propio o. Se sabe, véase por
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ejemplo Gilbarg-Trudinger [34], que los valores propios del problema (1.3)

pueden ordenarse en una sucesién no acotada de la siguiente forma

o1(q) < o2(g) << oulg) <o

En la sucesion anterior aparece cada valor propio repetido tantas veces
como indica su multiplicidad (que es finita). El primer valor propio que apa-
rece, llamzado también valor propio principal, tiene multiplicidad algebraica
y geométrica igual a uno (para la definicion de estos conceptos puede verse,
por ejemplo, el libro de Brézis [7] y el ya citado de Gilbarg-Trudinger [34]) ¥

admite una caracterizacion variacional del tipo

[vet+ [ a
JEl J 8 |

alq) = inf

(1.4)
uweH ({0} / |"l2
J

s posible escoger una inica funcién propia, ¢1(q), asociada a a;(g), (en

donde el infimo anterior se alcanza), verificando
1. ¢1(g) € CV(Q), Yo € (0,1).

2. ¢1(q) es estrictamente positiva en Q.

3. (@)l = 1-

Gracias a la anterior caracterizacion del primer valor propio, Gilbarg-
Trudinger [34], se puede demostrar que la aplicacion ay : L>(2) —» R goza

de las siguientes propiedades:

i} a1(q) es estrictamente creciente con respecto a la funcién peso ¢, i.e., si
q1 < qq son funciones de L>(§2), tenemos que a1(q1) < o1(q2) y esta des-
igualdad es estricta siempre que q;(r) < ¢2(x) sobre algiin subconjunto

de 2 con medida positiva.
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ii) Para cualquier constante M € Ry Vg € L>(f2), tencmos que o1(q +
M) =ay(q) + M.

iii) o1(q) es continua con respecto a ¢ € L>(8).

La importancia del primer valor propio o valor propio principal es de sobra
conocida: en nuestro caso nos va a permitir deducir algunas propiedades muy
utiles de los operadores diferenciales elipticos de tipo Schrodinger, (-A +
g)u, v € H'(Q). Hagamos antes una definicion que dé sentido, para funciones
u, v de H'(R), a la expresién v < v en JEL Tomaremos la definicion que se

hace en Gilbarg-Trudinger [34].

Definicién 1.1. Sean u, v funciones de H'(). Diremos que

w<v, en 80 & (v—v)t=max{0,u- v} € Hy(92).

Lema 1.2. (Algunas propiedades de los operadores de tipo Schrodin-

ger).
Consideremos g € L™ () satisfaciendo a1(q) > 0. Entonces:

i) Para cada f € L*(S), el problema lineal

—Au(r) 4 q(x)u(z) = [(x), refl,
= 01

u(r) x € 081,

admite una inica solucién débil u € H}(S2). Ademds, si f e L>=(%),
entonces u € W2r(§2), Vp € (1,00) (en particular, por el Teorema de
Rellich-Isondrachov, u € C'*(§), Yo € (0,1)).
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ii) Sean uy,uy € H'(Q) tales que V¢ € HY (), ¢ > 0,
VM.IVc,t»-I»f qu ¢ < [Vitzv¢+ / quad,
9] 1] S8 J 51

uy < ug en dd.

Entonces vy < uy c.e.t. 2.

iii) Sea f € L2(82), f(r) > 0 c.et. v € Q, py, p2 € L™(Q) con pr(x) > pa(x)
ced. ¥ € Qyay(pz) > 0. Denotamos por w; (i = 1,2) la iinica solucién
débil (que existe por i)) del problema

—Aw;(x) + pi(x)wi(r) = f(x), =€ Q,
wi(x) = 0. Va € f.

Entonces

wy (@) < walx) cei. x €62

DEMOSTRACION.
Probemos i). Para ello aplicaremos el Teorema de Lax-Milgram a la forma
bilineal L : I}(2) x H}(82) = R, definida como

L{u,v) = / VuVou 4+ [ quv
Ja Ja

y al funcional ¢ : H}(R2) = R, definido por

olv) = [9 fo.

Teniendo en cuenta que ¢ € L™(€) y la caracterizacion variacional de ay(q)
se prueba ficilmente que L es continua. Veamos que es coerciva, i.e., existe
¢ > 0 (en nuestro caso lo supondremos en el intervalo (0, 1]) satisfaciendo la

desigualdad

[1w|’*+ /qu" > e [ IVul?, Yue H) ().
J Jod JQ
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En efecto, la anterior desigualdad es equivalente a esta otra

(1=2¢) {/ |Vul? + / q"_'z] +cf qut >0, Vue H)(S). (1.6)
) Ja 9

Por la caracterizacién variacional de ay(q), (recordad (1.4)), sabemos que (1.6)

se cumplira siempre que sea cierta la desigualdad

(1 = c)arlg) / ut4e / qu’ >0, Vu€ Hy(Q).
JQ J8

De esta forma, si

a1(g)
l<e —m—————
= ou(q) + ligll L~ @)

obtenemos a1(¢q)(1 — ¢) + cg > 0 c.e.t. 2, lo que implica que
[ w?[(1 — c)oy(q) +cq] > 0, Vue H) ().
J 52

De aquf es facil deducir (1.6).

Veamos ahora que si [ € L>(Q) entonces u € W27(82), Vp € (1, 00). Este
tipo de razonamientos se conocen con el nombre de argumentos de regularidad
o “bootstrap”. Comencemos con el caso 2 < N . Como f € L™() C L3 ()
(2 estd acotado por hipdtesis), la solucion v € H} () < L™ () (inyeccion
continua) con r; = ,‘f\."z'%,_z > 2 = rg. De esta forma, como —Au = f — qu
con f—qu € L"(S), por [1], v € W™ (@) N W2 (§)). En este primer
paso hemos “subido” la solucion u, que antes estaba en 1} (), al espacio
W (92) N W31 () cuyos elementos son més regulares. Siry 2 N, ya hemos
terminado porque entonces, otra vez por el Teorema de Rellich-Kondrachov,
[7), v € LP(R), Vp € [1,00), de donde deducimos que -Au = f-qu €
LP(R), ¥p € [1,00) y usando [1}, u € W2P(§2), Vp € [1, 00). Si por el contrario,
2 < r; < N, repetimos el procedimiento hasta que exista un ng € IN tal que
Pupdl = 7%%% > N. Aplicando ahora a 1,4, el arguinento hecho antes a ry

terminamos la demostracion de este apartado.
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Notemos que en el caso N < 2, de nuevo el Teorema de Rellich-Kondrachov
nos garantiza directamente que u € HY{(R) = LP(R), Vp € (1,00). Y asi,
u € W2r(R),Vp € (N, 0) que estd compactamente inmerso en Cche(Q) para

N

(r=1—~i-”m.

Probemos ahora ii). Tonmemos ¢ = (uy — ug)t € H}(2) en la expresion (1.5).

Restando tengo

/ V(uy — uz)V(uy — ug)t + [ g(uy — ug)(ug — uz)t =
Q S8

= / |V (uy — ug) " + [ ql(ny - )2 <0.
Ja Ja

Ahora, usando la caracterizacién variacional de oy (g) (recuérdese (1.4)), ob-
tenemos ay(q) f, #* < 0. Asi ¢ =0 cet. 2, de donde se deduce que uy < uy

en 1.

Para probar iii) razonamos de forma parecida. Tomemos ¢ = (w; —wy)t €
H3 () como funcion test en las ecuaciones verificadas por wy y wy. Restando

ambas igualdades obtenemos

0> | Viwy—w)V(wy — wy)t + [ palwy — wp)(wy — wz)+ >
JQ JiL

> a1(p2) /I(H‘l — ) 2 0.
S8

Y al igual que antes, tenemos [, ¢* = 0, por lo que ¢ = 0 c.e.t en Qy

consecuentemente wy < wq. 1

Notas.

1. La constante ¢, obtenida en la demostracion del apartado i), puede ob-
tenerse con una cierta “uniformidad”. Concretamente, supongamos que

tenemos A € L°(82) acotado (IM > 0 tal que ||gl|L=q) < M, Yq € A)
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y que I € R verificando ay(¢) > p > 0, Vg € A. Entonces, tomando ¢
en el intervalo (0, E_-I-Eﬂ]’ se cumple que

('/]Vulz < [I\_’u.|2+ / qu?, Yue H)(Q), Vg€ A
JR JAl I8

. Otro resultado parecido al del apartado ii) puede verse en el trabajo de

Li-Logan [49]. Trasladandolo a nuestro ambiente dirfa:

Supongamos que S? es un dominio acotado y regular de R y conside-
remos el operador (—A + ¢), g € L™(2). Entonces son equivalentes las

propiedades siguientes

i) Para cualquier funcién v € W27(Q), ¥p € (1, o), no constante, tal
que

(—Au+qu) >0, wpg =0,
se tiene u{x) > 0 para x € (L.

ii) El primer valor propio de la funcién g verifica ay(q) > 0.

Otra de las herramientas basicas a tener en cuenta en el estudio de los
problemas de ecuaciones elipticas no lineales es el método de sub-siiper solu-
ciones. Las ideas usadas en é! son ya clisicas. Las utiliza ya Perron [58] (hacia
el afio 1923) en el estudio de un problema relacionado con funciones arménicas.
También son usadas en problemas de EDO (ecuaciones diferenciales ordina-
rias) semilineales de segundo orden por Dragoni (1931) [23], [24] y Nagumo
(1937) [55]. Bastante mas tarde aparecen en otros problemas relacionados con
EDP (ecuaciones en derivadas parciales) en los trabajos de Cohen y Keller
(1967) [17], [18], [38], [39]. Pero los primeros trabajos en los que estas ideas
se aplican para resolver un problema en EDP con un planteamiento como el

que vamos a tratar aqui, son los de Amann [3] (1971) y Sattinger [62] (1972).
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Aunque las definiciones que vamos a hacer y los resultados que vamos
a exponer a continuacién se pueden realizar para operadores elipticos mas

generales, por razones de comodidad emplearemos el operador laplaciano.

Consideremos el problema eliptico

—Au(r) = f(x,ulr)), z e, (1.8)

u(r) =0, x € 09, ;
donde € es un dominio acotado y con frontera regular de RY y la “no linea-
lidad” f : @ x R = R satisface una condicién de tipo “Carathéodory”, a

saber

[H1] f es conlinua con respecto a la variable u € R, para z fijado en
Q. Ademds Yu € L>(Q), la funcién f(.,u(.)) € L=(R) .

También supondremos que [ verilica esta otra condicion

M > 0 lal que la funcion f(r,u) + Mu es creciente en u, para

(H3] (e, u) € 2 x RR.

Definamos ahora el tltimo ingrediente necesario para el teorema de exis-
tencia de solucion para el problema (1.8): el concepto de supersolucion y

subsolucion.

Definicion 1.3. (Supersolucion y subsolucion).
Sea u, € HY(Q)NL>*(R). Diremos que la funcion anterior es una subsolucién

para la ecuacion (1.8), si verifica:

a) u.(r) <0 en 0N

b) Ve € H}(Q), ¢ > 0, tenemos / Vu, Ve < / fla,u)ep.
Ja Ja

Andlogamente, diretaos que una funcion v* € H'(Q2) N L>(N2) es una super-

solucién para la ecuacion (1.8), si:
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a) u*(x) > 0 en OS2

b) Yo € H)(R),¢ > 0, tenemos / Vu*Vg > [ f(z,u*)e.
Ia Ja

Teorema 1.4. Supongamos que la funcién [ satisface las hipotesis [H1] y
[H2] y sea u, < u*, c.e.t. 2, una pareja ordenada de sub-siper soluciones para
el problema (1.8). Entonces, existen w,W € w2r(Q), Vp € (1,0), w < W,
soluciones en sentido débil del problema (1.8), con la siguiente propiedad de
maximalidad:

“Gi u es otra solucion de (1.8) con u.(r) < u(x) < u*(r) entonces w(z) <
u(zr) < W(z) parax € Q7.

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema es un caso particular del
correspondiente para sistemas que se vera mas adelante en el Teorema 1.27 de
la seccion cuarta de este capitulo. También puede demostrarse directamente
siguiendo, punto por punto, las ideas contenidas en los trabajos de Amann
[2] y Sattinger [62], pero usando un principio del maximo para operadores
elipticos en versién débil como el que se encuentra en Gilbarg-Trudinger |34,

Capitulo 8] B

Notas.

1. Bl enunciado de este teorema impone unas hipotesis mas débiles que
las enunciadas en [2] y [62]. En los trabajos citados, con la idea de
obtener més regularidad de la solucién, se impone mas regularida¢ a la
“n0 lincalidad” f. Con todo, recordemos que las soluciones obtenidas
por este método van a estar en el espacio de funciones War(s2), Vp €

(1,00). Usando el Teorema de Rellich-Kondrachov, para p > N, el
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espacio W2P(Q2) estd compactamente “embebido” en C1*(€2) con a =

- % Por consiguiente dichas soluciones pertenecen al espacio de Holder

C1e(@), Ya € (0,1). De esta forma la regularidad obtenid: para la

solucién, en muchos casos, serd mds que suficiente.

. La hipétesis [H2] puede ser un poco mds débil, de hecho bastarfa con
que la funcion f(x,u) + Mu fuera creciente en la variable u para (r,u) €
Q0 x [essinfu., esssupu®]. Todavia podria considerarse méas generalidad

sustituyendo ia constante M por una funcién g conveniente (véase [11],
[32)).

. Obsérvese que la definicion de sub-stiper solucion engloba el caso de
funciones u, y u* € C2(2) NC () tales que u.(z) <0 < u*(r) en oy

—Au,(x) € flz,wlz)), €W,
—Au*(z) > f(x,u"*(z)), r€

. Conviene aclarar que la desigualdad entre las soluciones “minimal” y
“maximal”, w < W, obtenida en el teorema anterior, en general no tiene
porque ser estricta, o sea, que en algunos casos, cuando haya unicidad

por ejemplo, esas “dos” soluciones s6lo son en realidad “una”.

Dado que en la Biologia y en el estudio de otras ciencias, se suele estar
interesado en el estudio de soluciones positivas, creemos conveniente recoger
un resultado que, con hipétesis bastante generales, garantice la unicidad de

las mismas.

Teorema 1.5. (Brézis-Oswald [8]).
Supongamos que la funcién [ : Q x [0,+00) =+ R es continua en la variable
u € [0, 00) para casi todo x € Q y que la funcién f(.,u) € L=(82), Yu € [0, 00).
f(x,u)

es estrictamente decreciente en (0, 00),
u

Si, ademas, la funcién u —
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para casi todo @ € (), eatonces el problema (1.8) admite a lo sumo, una
solucién débi! acotada no negaliva y no trivial, u, que en caso de existir,
verifica u(z) > 0, Yo € @ y §¢ < 0, Yo € Q. (La notacion £ significa

derivada en la direccion dei vector normal exterior). B

Volviendo de nuevo a nuestra ecuacion logistica, el préximo teorema, cu-
ya demostracion, salvo algunos retoques, puede encontrarse en [5], [37], nos
permititi caracterizar la existencia de solucion maximal no negativa del pro-
blema (1.1). Esie resultado, en particular, nos asegura que el funcional de

coste-beneficio (1.2) de nuestro problema de control estd bien definido.

Teorema 1.6. (Existencia de solucion no negativa y no trivial de
(1.1)).

Supongamos cierta la hipdtesis [H]. Entonces, la ecuacién (1.1) tiene solucion
débil no negativa y no trivial, si y sélo si o1(—a + f) < 0. En este caso,
existe una iinica solucién no negativa no trivial de (1.1) que denotaremos por

u. Ademds, u verifica las estimaciones siguientes:

=Fif=a+j)
b

hi(-at (@) < ule) < L Ve e,

DEMOSTRACION. Comentemos esqueméaticamente algunas ideas de la demos-
tracion de este teorema. La existencia de solucién no negativa y no trivial,
a-f

cuando ay(—a + f) < 0, puede obtenerse tomando u™ = g como superso-

i —a(—atf i

lucion y w. = m+~(-—_-———) ¢1(—a -+ [) como subsolucién y usar el Teorema
1.4. Asi, tenemos garantizada la existencia de una solucion no negativa y no
trivial que verifica las acotaciones del enunciado. El Teorema 1.5 nos garantiza

que ésta es la tinica solucion acotada no negativa y no trivial. Resta probar
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que no hay soluciones no negativas no acotadas. Concretamente, veremos que

b

En efecto, sea u una solucién débil de la ecuacién (1.1), eso guiere decir

toda solucién débil, u, de (1.1) verifica u < k =

que Y € H(82) se cumple:

VuVp = / pu(a — [ — bu).
Ja Q

Tomemos ahora ¢ = (u — k)*, que pertenece a H (), y entonces

0< | [V(u-K)*?= / VuVe = j w(u—k)t(a— f-bu) <0.
Ja Ia Q

Por tanto, ||V(u — k)*|lL2@) = 0 y consecuentemente ||(u — )l = 0

De esta forma u < k c.e.t €2

Reciprocamente, si u es una solucién débil de (1.1) no negativa y no trivial,

tenemos, en virtud de la caracterizacién variacienal de o (—a+ f),

o{-a+f) < Jo VUl + fo(=a+t f)v? = - [obv’ <o0.1
= - Jov? Jo u? .

Este teorema que acabamos de ver, da sentido a la siguiente definicion

Definicién 1.7. Para cualquier { € L°° () definimos ugap s, como la solucion
maximal no negativa de la ecuacion (1.1). Por tanto, ugqp s > 0 en Qsiy

s6lo si ay(—a+ ) <0y ugqpy = 0siysolosioy(—a+ N =o.

Conviene ahora recoger las propiedades mas importantes de la solucion,
tg,ap,f) de la ecuacion (1.1), con respecto a la variable f € L™ (§2). Algunas
de ellas, como la diferenciabilidad, influirdn decisivamente en el estudio del

problema de control.
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Proposicién 1.8.(Propiedades de la solucién de la ecuacion logistica).

Supuesta la hipétesis [H], tenemos que:

1. La aplicacién f v ugay s es monétona en el sentido siguiente: Si
[,g9 € L°(R) son tales que [ < g c.e.t. r € (1, entonces uQap () 2
un'ﬂ,f,_y(x), Vr e Q.

2. La aplicacion anterior definida de L*(§2) en C'(Q) es continua.

3. Consideremos el siguiente abierto en L™ (Q), A = {g € L®(Q) : o1(—a+

g) < 0). Entonces la aplicacién f — ug a4y de A en & '(ﬁ) es de clase

ch.

DEMOSTRACION. Antes de comenzar la demostracion, como los datos Q,ay b

permanecen fijos a lo largo de la misma, no hay ambigiiedad si representamos

la solucién de (1.1), ug.qps, como uy. Para demostrar el primer apartado,

observemos que el caso en que oy(—a -+ g) > 0 es trivial, ya que entonces

1y, = 0y por tanto uy > uy. Supongamos entonces que o (—a+g) < 0. En ese

supuesto podemos tomar la funcién u, como subsolucién, para el problema que
a-f

satisface uy, y como supersolucién. Teniendo en cuenta la propiedad de
maximalidad de las soluciones obtenidas por el método de sub-siiper soluciones
en el Teorema 1.4 y la unicidad de solucién no negativa y no trivial de (1.1)

vista en el Teorema 1.6, terminamos la demostracion de este apartado.

Para demostrar el segundo apartado, voy a seguir ideas contenidas en parte

en el trabajo de Blat-Brown [6]. Consideraremos dos casos

Caso [o\(—a+ f) < 0].

Supongamos f, — f en L*(82). Veamos que entonces uy, — ty en
C'(Q). En efecto, en virtud de la continuidad de la aplicacion ay(-), a par-
tir de un natural ng en adelante, tendremos ay(—a + f,) < "—’1'”—2'”'—”- <0

o, equivalentemente, uy, > 0. La sucesion {f,} estd acotada en L™(Q) y
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por tanto 0 < u;, < M donde M es la cota de {f,}. De esta acota-
cion, usando esi.ima,riunes—ell'pl.icas (puede consultarse el ya cldsico articulo de
Agmon-Douglis-Nirenberg [1]) se deduce que la sucesion {uy,} estd acotada
en WP(Q), ¥p € (1,00), por lo que existe una parcial, que notaremos {un},
convergente a una funcién v € C1 (2). Bastard un simple calculo con limites

para convencerse que esta funcion w es solucion de (1.1). Ademds u 20enQ

ya que ||ug|| o) 2 —gl("‘;,-}_ fn) > —-U'(—;‘; /)

> 0, siempre que n > ng.

Gracias a la unicidad de solucién no negativa y no trivial de la ecuacion (1.1)

tenemos que u = us. Por un argumento similar se puede probar que cualquier
subsucesion de {ug,} que sea convergente en C'(Q) (recuérdese la inmersion
compacta C''*(Q) < C'1(Q2)) deberd de converger a la Tuncién uy. Esto nos

garantiza que toda la sucesion {uy, } es convergente a uy € Q).

Caso [ay(~a+ f) > 0].

Hagamos esta demostracién por reduccion al absurdo. Supongamos que
uy, 7 0en C'(12). Entonces existe una parcial de ella, notada {u,} fuera de
un cierto entorno de 0 en C'(82). Igual que antes dicha parcial estd acotada
uniformemente en C1(§2) < C(Q) (compactamente); asi, existe una parcial
de esta tGltima que converge a una cierta w Z 0 en C(2). Pero w es solucion

no negativa y no trivial de (1.1) con gy(—=e¢ 4 f) > 0 y esto es absurdo.

Demostremos ahora el tercer apartado. Para ello primero probaremos el

Lema 1.9. La aplicacién u(y: A — CY(Q), (o € (0,1)), f > uy es Gateaux-
diferenciable en A, con derivada Dgu(f)(g) = &(= &;.4), donde £ es la iinica
solucién del problema lineal

—Af +[-a+ [+ 2bug]é = —guy, en §2

£ =ij, en 992, (L8)

DEMOSTRACION. Concretamente, probaremos que, fijado f € Ay a € (0,1),
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Yy € L>®(1) se tiene
w—%ﬂ +&e (@), cuando 0.

Observemos que el problema (1.9) tiene solucién tinica ya que oy (-a+ f +
2bus) > ay(—a+ f+bus) = 0. (Recordemos que oy (—a+ f+ buy) es el tinico
valor prepio del problema de valores propios

~Au+ (—a+ f+buj)u=0u, enfl

=0, en 012,
cuya funcién propia asociada no cambia de signo en €2 y que 0 es valor propio
para el problema con funcién propia asociada uy). Sea g € L*(§2) un vector
arbitrario y definamos g = l—[—fiﬁi—_—»ﬂ, @ # 0, que safisface el problema

3
lineal

—A&p 4 [—a+ [+ blupppy + up)llp = —gusipy en €, (1.10)
Ea =0 en 05 :

Usando que a;(g) es creciente y continua con respecto a q € L(82), y que
us es decreciente con respecto a f, tenemos que existe ¢g > 0 tal gue, para

cada || <€ ¢, se cample la designaldad

O‘l(—ﬂ. -+ f -+ b(it!.{.ﬁg + ‘H_f)) 2= U](—ﬂ. + f + b("‘f+fu||g|loo + ‘tl'.f)) > 0.

Teniendn en cuenta ahora la Nota 1 del Lema 1.2, la ecuacion que satisface &g
y la acotacién de las soluciones de la ecuacion (1.1) dada en el Teorema 1.6,
existe una constante positiva ¢, independiente de g € (—¢o, ), cumpliendo

que

C”ﬁﬁ“i;[g(n) < /;I{lvfﬁlz +[-a+ f+0(upyps + "!)]Eﬁ} =

= /sz —gusipebn < K|I&alluyay

para alguna constante K € IR*. Asi, existe una constante positiva, que vol-

vemos a llamar K, verificando

allray < K- (1.11)
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Recordando ahora el problema (1.10) que satisface &g, y el Lema 1.2 tene-

mos la acotacion

alloe < lltlloos (1.12)

uniformemente en § € (—¢g, ¢g) ¥ con i solucion del problema

a—¢€

0d
~An+[-a+ f+b(up1qpn +1)]0 = l9llo—F— en &
7 =0 en O,

Asi, &g es acotada en H}(S2) y en L>(Q) para un conveniente K € IR.
Tomemos ahora cualquier sucesion {3, } — 0. Escribiendo la ecuacion que

salisface g de la forma

—-AE,@ + [“-ft + f+ 2()”]]{3 = —guy— ,’f{g + hfﬁ}{ﬁ, en )
& =0, en of),

y teniendo en cuenta lo anterior y (1.12), tenemos [|€g, lw2.p(q) acotada, Vp €

(1,00). Esto implica que existe una sucesion parcial, denotada por &,, &, —
Ee Wr(Q), p> N,y por tanto & — & en C(Q), o = 1 - "—;’;, donde

£ os solucion de (1.9). Ahora, la unicidad de solucion de (1.9) implica que
toda la sucesion &, converge a & en C1*(Q). Claramente la funcién ¢ depende
linealmente con respecto a la funcion g y ademds se mantiene acotada (en la
norma de W2P(82), Vp € (1, 00) y por tanto en C''*(£2)) cuando g estd acotada
en L°°(82). De esta forma £ es la diferencial Gateaux de la funcion f i vy en

la direccién del vector g € L>(R2), 0 sea Dgu(f)(y9) = E(=&;q). B

Una vez probado el Lema 1.9, la aplicacion A — CY(Q), [ — uy, es
Gateaux-diferenciable, para terminar de demostrar la Proposicion 1.8 queda
probar la continuidad de dicha Gateanx-diferencial con respecto a la variable
f € A

Sea f,, = [ € A, debemos probar que Dgu(f,) = Dgu(f) o equivalente-

mente. sup {||I)(;u(f,,}(y) = Deu( D@l |~ 0
lio=1
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Para ello, tomemos € suficientemenie pequeiio como para que oy (—a+ f +
2buy) > ¢(1+ 2b). Entonces, por la monotonia de la funcién o1(-), deducimos
que oy(—a+ f — e+ 2b(uy — €)) > o1(—a+ f — e+ 2buy - 2be) > 0. Parael €

fijado, existe ng € IN tal que si n > ng, entonces

Ih2f-6 up2u-c

Ahora, usando éi), iii) del Lema 1.2, tomando 7 como la iinica solucion del

problema

—Ap+ (a4 f—e+2b(uy —€))p= ':(, en §1,

= 0, en (?Q,
obtenemos que

1€ m.slloo < Mltlloos

independiente de g € Ep(q) i= {h € L>(2) [I7]loo = 1} ¥ paratodo n > no.
Asf, obtenemos que toda la sucesion {&;, o} = &7g € CYR).
Necesitamos que la convergencia anterior no solo sea puntual, sino uniforme

en ||glleo = 1. Para ello, tomemos ahora 7, =y, 4 — 1,9 que satisface

—Ar, +[=a+ [+ 2bug]r, =
= —plig, = ) = £ gl = FH2luy, ~up)) e,

=0, en (2.

De aqui se deduce que,  sup {“5]...5: - (Ef.gH(-l('ﬁ)} — 0, como queriamos
9€E Lo

probar. N
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1.2. Estudio de la existencia de control 6ptimo. Sistema de

optimalidad.

En esta seccion probaremos la existencia de control 6ptimo en el espacio
de controles LY(2), esto es, demostraremos que hay elementos, f € LY (82),
que maximizan el funcional de coste-beneficio J, definido por (1.2) . Dare-
mos ademads, una condicion necesaria y suficiente para que el beneficio 6ptimo
sea positivo. Esto puede ser interesante con vistas a las posibles aplicaciones.
También haremos un estudio de las condiciones necesarias que debe cumplir
un control admisible para ser control éptimo. Dentro de este tipo de con-
diciones necesarias merece ser destacado el sistema de optimalidad. Este es
un sistema de EDP, en términos de cuyas soluciones podremos expresar los
controles 6ptimos y deduciremos asi algunas propiedades cualitativas de “los
controles 6ptimos”; por ejemplo, la regularidad serd una de ellas.

Pasemos ahora a enunciar un lema, interesante por si mismo, ya que nos
permite probar que todo control 6ptimo estd acotado “apriori”, y que usaremos
para, entre otras cosas, demostrar la existencia de solucion para el problema

PDgap .

Lema 1.10.(Cotas a priori del control 6ptimo).

A
Supongamos que se cumple [H] y sea M = max {}%, 0}. Si f e LY (R) es

un control dptimo entonces,

0< f<M. (1.13)

DEMOSTRACION.
Caso [ay(—a) > 0].

En esta situacion, tenemos que ay(—a+g) > 0, Vg € LY () y por tanto
u, =0, Vg e LT(Q)yentonces J(g) = [o Augg — 9% = Jg —g% < 0. Como [

es control 6ptimo debe de ser f =0 c.e.t. £, ya que maximiza J.
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Caso [0)(~a) < 0].
Observemos primero que, bajo este supuesto, tenemos @ > 0, ya que 01 (0) -

i=a(-a) <o (-a) <0ycomo consecuencia 0 < a,(0) < @.

Sea h € L (£2) un control arbitrario. Demostremos que el control definido

h} verifica J(h) < J(g). Si ademds {} = {r € Q:

Aa
2’
h(x) > g(x)} tiene medida positiva, entonces J(h) < J(g). En efecto, siup =0

como ¢ = min

entonces J(h) = [, —h* < [q —g* < Jo Mgy — g* = J(g) con desigualdad
estricta si §; tiene medida positiva. Si por el contrario up > 0 en 2, usando

que uy, < iy, por la Proposicion 1.8, tenemos
il g 1

Aup(e)h(ax) = 2 (x) < Aug(x)h(a) - ¥ z) =

Xilq(.r)g(;r) st y'l(‘l.), Va e Sh (114)

A (2)h(x) = h*(r) < Aug(x)h(r) (r) <

e}~ & (1.15)
< Aug(r)g(r) — g*(r), Vx €. i

Obsérvese que la tiltima desigualdad es equivalente a

Aitg () (h(z) — g(x)) < (h(x) - g(£))(h(x) + y(x)), Ve

que a su vez equivale a

hx a
u.g(_;t‘) < '(A') gl-;, Vo € (. (1.16)

Basta ahora recordar la definicién de g y el que u, < § para comprobar (1.16).
Integrando en (1.14) sobre 2\ €y, en (1.15) sobre §; y sumando, teniendo en

cuenta (1.16), terminamos la demostracion. i

Nota.

Coomo hemos visto en la demostracion de este lema, en el caso que la
funcion a verifique ay(—a) > 0, el problema de control éptimo esta per-

fectamente determinado y su solucion es trivial, ya que el tinico control
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6ptimo posible, f € LT (), es f = 0. Esta es una de las razones,
aparte de la que veremos en el Teorema 1.12, de por qué en lo sucesivo

limitaremos nuestro estudio al caso a(—a) < 0.

Teorema 1.11.(Existencia de control éptimo).
Bajo las hipétesis [H], exisie un control éptimo para el problema PDgap,
i.e.,

3f € LY () tal que J(f) = sup J(g).
JELT ()

DEMOSTRACION. Ohservemos que, como u,(r) < %, Vr € Qy Vg e LY(2),

el funcional J estd acotado superiormente. Sea s =  sup J(g) y tomemos
geLP(9)
una sucesién maximizante {f,} en LF(?), ie, J(fa) — . En virtud del

Lema 1.10 podemos suponer ¢gue

Por tanto, podemos oblener una subsucesion, notada otra vez por {f}, veri-

ficando ;
f. — f débilmente en L3(%)

wy, > up en l‘l"i}‘z(ﬂ].
Usando ahora que la norma de L*(2) es débilmente semicontinua inferiormen-

te, se tiene

fllz < liminf || falla-

Ademas,

lim [)mf"f,,: [ Mugf.
n—+oo Jq I8

Entonces conciuimos que

.I(f):.[u)\u.ff—-/;!fzZ!imsup.](f,,): sup J(g),

9ELT(S)
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con lo que terminamos la demostracion. |

El teorema anterior asegura la existencia de controles dptimos en LY(Q).
Sin embargo nada se dice de que el beneficio 6ptimo asociado, J(f), sea positi-
vo; de hecho podria ser cero y trivialmente en este caso el control dptimo seria
cero. En el préximo teorema daremos condiciones que garanticen un beneficio
éptimo positivo y una acotacion inferior para este beneficio optimo. Todavia
no seremos capaces de “describir” c6mo son los controles optimos pero damos
un paso adelante en el estudio de este problema de control ya que s{ podemos

caracterizar cuando habrd beneficio positivo.

Teorema 1.12.(Beneficio positivo).
Consideremos el problema de control PDg, .\ junto con la hipétesis [H].
Entonces

sup J(g) >0 0y(—a) <O0.
gEL‘f(Q)

DEMOSTRACION. Si el beneficio Gptimo es positivo, entonces existe g € L3 (€2)
tal que J(g) > 0 y por tanto uy > 0. De esta forma obtenemos ay(—a) <
ay(—a+ g) <0.

El reciproco lo podemos probar de dos formas:

Forma 1.- Observemos que para f € LT (Q) es vilida la iguaidad

2 2
P dupf=- [j' - g-iff] + [%u;] . (1.17)

La idea es ahora encontrar una fe L (R2) tal que = %-u.j. Esto es

equivalente a encontrar una solucién fdel problema
~Ap(a) = p(r) [u(.r) _ ?éla?ii;;(.r)] . Vee
plx)=0 Vi € 012

Si tenemos ¢n cuenta que ay(—a) < 0y el Teorema 1.6, existe una tinica

solucion positiva, f, del problema anterior. Ademds por el Teorema 1.6, f
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satisface las acotaciones

A -
'53‘1‘;01(_“)95!{"“] <f<

A

TESY en 2,

por lo que

y consecuentemente

sup J(g)> 0.8
gELF(Q)

b . -
Forma 2.- Para probar que sup,cpe(q) J(g) > 0, observemos que uo > 0 en Q
y que si tomamos una sucesion de nimeros reales positivos {€,} — 0 entonces

U, —F g en C'(§2) (véase Proposicion 1.8). De esta forma Jey > 0 tal que

.l(([)) = € [/ AH.," = l[)!ﬂi] > 0. |
J 2

Notas.

1. Bajo las hipotesis del teorema anterior, si g € LT (R) verifica g 2 fc..e.t..
) vy tenemos en cuenta la expresion (1.17) y la monotonia de f — uy,
obtenemos J(g) < J(f). Por tanto una funcién g de esas caracteristicas

no podra ser control optimo.

_Si ol beneficio es positivo, o equivalentemente oq(—a) <0, usando las
acotaciones de f en (1.18) obtenemos
Mg —a) ; ~
1 : 2

A 2“fﬂl(“‘")“f,2(n) <J(fy< sup Jig).

(2b+ A) ‘ ELP(R)
Esta formula permite obtener una acotacién inferior para el beneficio,
siempre que sea positivo, en términes de los coeficientes del problema

PDgabn-
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3. La razén de porqué hemos incluido estas dos formas de demostrar el
mismo resultado es porque en nuestra opinién la primera ofrece la posi-
bilidad de acotar inferiormente el beneficio, pero se basa “fuertemente”
en la forma concreta del funcional, mientras que aunque la segunda no
nos ofrezca la posibilidad de acotacién inferior es “esencic nente” una
demostracion por continuidad y tiene la ventaja de poder utilizarse para
demostrar positividad de beneficio en funcionales més generales que el

usado en nuestro trabajo.

. A la vista de este teorema, parece claro, que el interés de nuestro pro-
blema de control ?Dg q 4 1 se centra en el caso que 0y(—a) < 0. En caso
contrario, el beneficio éptimo seria cero y se alcanzarfa sobre el coutrol
[ = 0cet. Q. De ahi que la hipdtesis ay(—a) < 0 se convierta en an

invitado “a perpetuidad” en lo que nos queda de capitulo.

Aunque de hecho ya hayamos encontrado algunas condiciones necesarias para
que un control admisible sea control éptimo (acotacion “a priori”), las con-
diciones que més informacién nos van a proporcionar serdn las deducidas del
sistema de optimalidad. Para obtenerlo, bdsicamente usaremos la diferencia-

bilidad de la aplicacion [ = uy.

Lema 1.13. (Condiciones de optimalidad).
Supongamos [H] y o1(—a) < 0. 5i f € L5 () es un control dptimo cualquiera,

entonces

A
f= 5 up(l - Paapg)t, cet. Q@ (1.19)

donde Py s es la tinica solucién del problema lineal

"Al)ﬂ.a,b.f + (—d + [+ 2(111])”“_,,3,_] = f, en 1,

Paapy =0, sobre ). (1.20)
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DEMOSTRACION. Antes que nada, por comodidad en la notacion, representa-
remos la funcion Py 4, ¢ como Py, Sea f € LY (§2) un control 6ptimo arbitrario
y sea g € L(R) verificando que f + g € LT () cuando 4 — 0. Entonces,

J(f+Bg) - J(f) 0.

Dividiendo por A, obtenemos

/ [A Eiﬂ%H—W- (f+ Bg)+ Augg — 29[ — ﬁyz] <0
0

Haciendo ahora @ — 0% y usando la Proposicion 1.8, tenemos

/(/\ff + Augg — 29f) <0, (L.21)
JE

donde £ es definida como en (1.9). Ahora, multiplicando la ecuacion (1.9) por
Py, la ecuacion (1.20) por &, integrando en ) y restando ambas expresiones,

obtenemos
/ff+ / guplPr =0, (1.22)
J51 )
Combinando (1.21) y {1.22), deducimos en particular que
[ g[hug(l = Pr) - 2[] <0, Vge LY(R),
Ja
y por tanto
A
f> ;ju.f(l - Py), cet, Q. (1.23)

Tomando ahora g = —f v0 < 3 < 1 con 3N\, 0, como f 4 fg € LT(R), por

el argumento anterior obtendriamos
[ J[Aug(t = Pp) - 2f] = / f[Aug(1 = Pp) = 2f] >0,
JOn{ >0} J0
que junto con (1.23), nos daria
A
f= ;u.f(l - ]’j}, cet. Qn{f>0}. (1.24)

Asi, por (1.23) y (1.24), concluimos (1.19). 8
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Nota.

Como podemos observar en la demostracion anterior, para obtener (1.21),
no necesitamos toda la regularidad obtenida en la Proposicion 1.8, sino

que bastaria que

by’ S B €€ H)(R), cuando §— 0,

A

donde £ es la 1nica solucién del problema (1.9). Razonamientos de este
tipo pueden encontrarse en [42] y [47]. Pueden ser iitiles en el estudio
de problemas de control en los que no se conozca una regularidad, como

la probada en nuesiro caso, para la funcién uy, respecto de f € L*(12) .

El lema anterior nos asegura una cierta regularidad para los controles éptimos,

a saber

Corolario 1.14. (Regularidad de los controles 6ptimos).
Supuesto [H], si 7y(—a) < 0y f € LP(S2) es un control 6ptimo, entonces
[ € C(R) y ademds

Nota.

Bastaria que alguna de las desigualdades de la equivalencia anterior se
cumpliera para, automaticamente tener mas regularidad en los controles
6ptimos. De hecho, si ello es asi, tendrfamos f € W2P(2), Vp € (1,00).
Mas adelante (Corolarios 1.16 y 1.23) veremos que podemos conseguir
que estas desigualdades se cumplan imponiendo ciertas restricciones al

parimetro A y/o a la funcion b.
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Nuestro préximo objetivo serd dar condiciones que permitan probar que si
[ € LY (82) es un control 6ptimo, entonces Py < 1cedt. Q. Paraello, podemos
usar los apartados 1) y ii) del Lema 1.2. En efecto, del apartado ii) deducimos
que Py > 0. Pero, si ademds, queremos encontrar una cota superior para Py,
debemos usar una cota superior para f y una cota inferior para la funcién
—a+ f +2buy. La cota superior para f, cuando éste sea control éptimo, es la
dada en el Lema 1.10 y la cota inferior para la funcién citada la encontraremos
usando, entre otras cosas, la continuidad de la funcién uy con respecto a f,

como vamos a ver en el proximo lema.

Lema 1.15. Supongamos la hipétesis [H] y oy(—a) < 0. Sea f € LT () un

control éptimo para el problema PDg 4. Elijamos ¢ € R*, tal gque

. A(—a t 2buy) . (1.25)
20

Fntonces, existe una constante positiva Ag (que depende de §2,a y b) tal que

si A < Ag, la funcion Py, definida en (1.20), satisface la siguiente desigualdad
0< P <A@, cet. (1.26)
donde () es la iinica solucién del problema

~AQ + (~a+ 2b(ug — €))Q = -
Q=0, en O

(1.27)

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que, gracias a la condicion ay(-a) <
0, la funcion ug es estrictamente positiva en £ y que por tanto, como hemos
visto en el apartado 3 de la Proposicién 1.8, ay(—a + 2bug) > 0. Ahora, por
la eleccion hecha de ¢ y la continuidad de fa aplicacion ugy : L®(€2) -+ c'(Q),

[+ uy, existe una constante positiva Ag tal que

geLT ), g< Au% oy > ug - €, cet. R (1.28)
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Usando el Lema 1.2, existe una tinica solucién @ para el problema (1.27). Por
ser lineal la ecuacion (1.27), la funcion AQ € HJ(S2) serd solucién de este otro

problema

—A(Q) + (—a + 2b(up — )AQ = AT

Para terminar la demostracion de este lema basta observar que si A < Ag y

%. Usando (1.28)

tendremos —a + f + 2buy > —a -+ 2b(uy — €). El Lema 1.2 nos da la acotacién

que al ser [ € LP(2) un control 6ptimo debe ser f < A

buscada.

Corolario 1.16.Supongamos [H] y o1(—a) < 0. Sea [ € LT() un control

optimo para el problema PDg o 1. Si

1
A < min {A ,——} = Ay, 1.29
o Dt

entonces, la funcion Py, definida en (1.20), verifica la desigualdad

0< P <1, cet. .

Ahora es facil deducir, para cualquier control 6ptimo, el sistema de opti-

malidad.

Teorema 1.17. (Sistema de optimalidad).
Si se verifican [H], a1(—a) < 0 y (1.29), entonces, cualquier control dptimo,

f € LY (R), puede expresarse de la forma

A
£ =Su(t- Py,
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donde el par (ug, Py) = (u, p), satisface el signiente sistema (de optimalidad)

~Au=u (a - [b+ %(1 - p)]n) , en £,

A .
—Ap+ p(—a + 2bu) = 72"(1 ~pf?, en B,
v=p=0, en dQ,

(1.31)

con las restricciones

0<p<t,u>0, cet (1.32)

DEMOSTRACION. Es trivial teniendo en cuenta los resultados anteriores. |

Notas.

1. Si eliminamos la condicién (1.29) (jmanteniendo las condiciones o1(—a) <
0 y [H]!) podriamos obtener un sistema de EDP parecido a (1.31). Ha-

bréa que cambiar en (1.31) la expresion (1 — p) por (1-p)t.

2. Fl teorema anterior da condiciones que nos permiten obtener el sistema
de optimalidad, pero quiza, el principal inconveniente puede presentarse
a la hora de comprobar en la prictica cudndo se cumple la condicion

(1.29).

1.3. Estudio de la unicidad del control éptimo.

En esta seccién probaremos la unicidad del control éptimo en el caso que el

pardmetro A del funcional (1.2) sea su ficiente pequeiio. Si, ademas, suponemos
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que la funcién b, que aparece en (1.1), es una constante positiva, podemos com-
pletar un poco mds esta informacion y decir que el control éptimo sera tinico
cuando la cantidad = sea suficientemente pequeiia. Por dltimo, motivados por
este resultado, nos preguntamos si serfa posible afirmar lo mismo cuando la
funcién b no fuera constante. La respuesta es afirmativa si, ademds, impone-
mos una restricciéon sobre el crecimiento de b. Concretamente obtendremos
que si b€ L(12) es tal que 1 < % < 2 con b suficientemente grande, existe
un tinico control éptimo para el problema PDgqqpx- En los tres supuestos an-
teriores, para probar la unicidad de solucién del problema PDgq 44 2, bastard
con probar la unicidad de solucién del sistema de optimalidad (1.31)-(1.32),
debido a que, cualquier control éptimo admite una expresion en términos de
una solucién (u, p) del sistema de optimalidad (1.31) junto con las condiciones
(1.32) (recordemos el Teorema 1.17).

Para comenzar la seccion, probaremos algunas acotaciones necesarias que

cumplen las soluciones del sistema (1.31)-(1.32).

Lema 1.18. (Acotacién para las soluciones del sistema de optimali-
dad).
Supongamos [H], oy(—a) < 0, que hemos elegido ¢ como en (1.25) y (1.29).

Sea (v, q) cualquier solucion de (1.31) verificando (1.32). Entonces se verifica
(!

up(r) —e < w(r) <v(e) < =, 0<q(z) < AQ(r), cet. £ (1.33)

donde w es la solucion maximal no negativa del problema

—Aw=w [u - :—:-w = bw] en 1,

w=10 en 99,

y Q es la solucién del problema (1.27).
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DEMOSTRACION. Con la notacién que venimos empleando, w = vy, ¥ como
@1(—a) < 0, la funcién w es estrictamente positiva en 1. De esta forma, por
ser w soluuon de una ecuacién tipo logistico, el Teorema 1.6 da la acotacion
w < f)- y por la eleccién hecha de A, tenemos 3 £ < Ag— Finalmente (1.28)
asegura la estimacion w(z) > uo(z) — ¢, en 2. Por ot.lo lado, como w es
una subsolucién acotada para la primera ecuacién del sistema de optimalidad

1.31), que es de tipo logistico con v = ux,_ ., la unicidad de solucion no
I B 2(1 P

negativa para el problema (1.1), vista en el Teorema 1.6, nos garantiza que

w(z) < v(r)en Ry v(z) < %

3n relacién con la funcién ¢, pensemos que satisface el problema

—-Aq+g(~a+ 2bv) = %v{l - q)z, en Q,
q=10, en 0L
Como se cumplen las acotaciones —a+2bv > —a+2b(ug—€} y %v(l—q}2 < f\g
(la dltima de ellas por (1.32)), deducimos ¢ < AQ de la misma forma que lo

hicimos en el Lema 1.15. §

Sstamos ahora en condiciones de enunciar el teorema principal de esta sec-
cidn. Usando el sistema de optimalidad, probaremos que el control dptimo es
finico cuando el pardmetro A se toma suficientemente pequefio. Mds precisa-

mente,

Teorema 1.19.(Unicidad del control 6ptimo).
Supongamos [H], a1(—a) < 0 y elijamos ¢ como en (1.25). Sea b0 = M(~a+
2b(ug — €)), que es estrictamente positivo por la eleccion hecha de €. Supon-

gamos ademas que

4 6[)

4BlQll oo + 1 45

A< Az =min Ay,

bl
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Entonces, el sistema (1.31) tiene una tnica solucién (u, p) verificando (1.32).

DEMOSTRACION. Sean (u,p) ¥ (v,¢) dos soluciones del sistema (1.31) verifi-
cando (1.32). Veremos que necesariamente son la misma. Restando las ecua-

ciones que satisfacen ambas, cbtenemos

0= —:\S(u —-v)—a(u-v)+ b(uAﬂ v)(u+ v)+
4 2(1- P+ 0o -0) - 500~ 0)

0=-A(p-¢q)—alp-q)+2bu(p—q)+
A
+2bg(n — v) - :Z—(H —v)+ Au(p—q)+ (1.37)
A X
+Aq(u—v) - Eu(p ~-q)(p+q) - :2—112(?:. — v).

Ahora multiplicamos (1.36) por (u—v), (1.37) por {(p—1q), integramos sobre

2 y después de sumar las dos expresiones obienidas, tenemos

0= / [|\7(n —v)|? - alu - n)? 4 b(u -+ v)(u— v)i4
Ja

+ 20 Pt o= 0 - S -0+

i [ IV - ) - a(p— g)* + 2bu(p - 9)*+
J

A A
+(u—-v)(p—19) (qu =g + Aq — :z_q?) +

Hhu= G+ )07

A 1
Observemos que las expresiones E(l - p)u+ v)(u - v)?y E)m.(ﬂl -~ (p+

a)(p— q)%, son no negativas, siendo ademas la segunda estrictamente positiva
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cuando p # q en §Q (esto Gltimo es consecuencia de (1.32)). El Lema 1.18 nos
garantiza, en particular, que las funciones u y v son mayores que la funcién
g — €. Ademds, la caracterizacion variacional del valor propio principal g,

nos asegura que

[ |Vr|? + / (—a + 2b(up — €))r > & [ r?, ¥ r e H) (). (1.39)
Y] 1] JA1

Teniendo en cuenta todo esto, (1.38) implica

0> / [do(u — 0)* + dolp - 9)*+
J0

s (1.40)
(u—v)(p—q) (2'": = % +Aq - %(q’ + v“))] :

Notemos que, si p(x) # ¢(x) en algin subconjunto de medida positiva de £,
entonces la desigualdad anterior es estricta.

La expresién que aparece en el integrando de (1.40) es del tipo dor? +
dos? — yrs con y = 2bq — 3 + Aq — f%(r,r2 +v?) y r,s € R. Si conseguimos
probar que |y| < 28y dicha expresién serd no negativa en virtud de la cadena

de desigualdades siguiente
6[)1'2 + 5032 = Yrs 2 (591‘2 + 5082 = I’}’”FSI Z 60('3[ = is])?'.

De esta forma, si |y| < 28y, la desigualdad (1.40) sera una igualdad. Conse-
cuentemente p = ¢ en  y de aqui, de nuevo por (1.38), ya es ficil ver que
uw=1ven

Queda por probar que || < 28y. Para ello, usando la hipétesis (1.35) y las

acotaciones (1.33), tenemos

2bq - % + Ag— g—(qz e

A
= |2hq-— S-0" = 50|

- 1 a?
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Nota.

Una consecuencia importante del teorema anterior es la unicidad del
control dptimo para el problema de control considerado. Podemos hacer
otra demostracién de la unicidad del control 6ptimo usando que el funcio-
nal (1.2), supuesto A suficientemente pequeiio, es estrictamente concavo,
como veremos en la seccién quinta. Sin embargo, el haberlo hecho asi,
tiene la ventaja de dotar al dnico control déptimo, de una expresion en
términos de la tnica solucién de un sistema de EDP que, como veremos
en la préxima seccion, proporcionard un método iterativo para aproxi-
marlo, basado en el método de sub-siiper soluciones. Observando las
ecuaciones del sistema de optimalidad (1.31)-(1.32), podemos notar que
consta de una ecuacion tipo logistico, en la variable u, acoplada con otra
ecuacién que tiene una parte lineal, en la variable p, con otra no lineal
en las variables u y p y que las expresiones que relacionan las variables v
y p entre si, van multiplicadas por el parametro A, Parece logico pensar,
que si ¢l parimetro A es pequeiio, la parte “mala” del sistema influira
poco y asf se mantendra la unicidad de solucién que cada ecuacion tiene

por “separado” cuando no estin acopladas.

Corolario 1.20. Consideremos el problema FPDg , 4. Supongamos que se

cumplen las hipétesis [H] y a1(—a) < 0. Entonces, existe un Az = A3(2, a, b} >

0 tal que si

0< A< Ay,

el problema PDg . tiene un tinico control éptimo.

DEMOSTRACION. Definir A, como en el Teorema 1.19 y aplicar dicho teore-

ma. l
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Hasta ahora, hemos encontrado condiciones para obtener la unicidad de
solucién para el problema PDg, 4 fijando el dominio £, las funciones a y
b y tomando el parametro A suficientemente pequeio. El siguiente corolario
muestra que es posible cambiar un poco esta situacién. De hecho, mostrare-

mos, que en el caso que la funcién b sea una constante positiva, la condicién

; : A
para obtener la unicidad del problema que estamos considerando, es que — sea

suficientemente pequeiio. Esta condicién, en particular, permite cambiar el es-
quema anterior. Podemos ahora fijar el dominio €, la funcién a y el parimetro
A, y tomando b suficientemente grande, tendremos asegurada la unicidad del

problema PDg 44 \. Veamos esto con detalle en el siguiente corolario.

Corolario 1.21. Consideremos el problema PDg,p \ con b una constante
positiva. Supongamos también que el dominio § y la funcion a son fijadas
cumpliendo [H] y y(-a) < 0. Elijamos ahora Ay(S2, a, 1), dado por el corola-
rio anterior. Si ademds

< A(9Q,a,1),

entonces el problema PDg q 5\ tiene un tinico control éptimo.

DEMOSTRACION. Es suficiente constatar que la unicidad de solucién maximal
no negativa para el problema (1.1), recuérdese el Teorema 1.6, nos asegura

(que

bugQ ah s = a1,

De esta forma, para cada f € LY (2), tenemos

Jaan(f) =

A ) A
= l/;l(A"ﬂ,n."Jf - fz} = /1; (Ebﬂ'n.n,h.]f - fl) = [ﬂ (’_’"ﬂ,d.l._{f - f‘l) =

1.2 (f)

=Ja,, 23
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Por tanto, si aplicamos ahora el Corolario 1.20 obtendremos la conclusion
deseada. il

Notas.

1. Como podemos observar, repasando la demostracion del corolario an-
terior, cuando la funcién b es una constante positiva, los problemas
. ; ; 4o
PDgapry PDn,m,% son equivalentes, ie., [ € L‘f{Q) es solucién de

PDg ,p siy solo si es solucion de PDg .
31,3

. En realidad, en el resultado anterior hemos considerado una funcion fija

by = 1 cumpliendo [H] y hemos demostrado que si la funcién b es un
miiltiplo de by, b = by, con 4 una constante positiva suficientemente
grande, el problema PDg , )\ tiene solucion tnica. Esto se puede gene-
ralizar facilmente al caso en ¢l que consideremos una funcion by € L™(12),

no necesariamente constante, cumpliendo [H] y b = qbg, con 7 € R*.

El corolario anterior nos moliva para estudiar el problema de unicidad del
control éptimo fijando el dominio €2, la funcién a y el parametro A pero per-
mitiendo a la funcién b no ser constante. De nuevo por comodidad en la
notacion, denotaremos por wuy, ¢ la solucién maximal no negativa de (1.1), en
lugar de uy, y por Py g la solucion de (1.20), en lugar de P;.

Nuestro primer objetivo serd probar condiciones sobre la funcion b que
garanticen, para cualquier control 6ptimo [ € LT (), la siguiente acotacion

de la solucién de (1.20)

Py <1, ced. S

En este caso, podremos expresar, usando el Lema 1.13, cualquier control
6ptimo, como una solucién del sistema de optimalidad (1.31). Vamos a obte-
ner la estimacion anterior de una forma parecida, quizd algo mas técnica, a

como se cbtuvo en el Lema 1.15 y en el Corolario 1.16.
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Lema 1.22. Supongamos que las funciones a, b satisfacen [H], 0y(-a) <0y
b < Mb, para algin 1 <M < 2. (1.42)

Elijamos € € Rt tal que

M y
£< ?crl(—rr.-{— f}-um). (1.43)

Entonces, existe una constante positiva by (que depende de €2, a, X y £), tal
que si b > by y f es cualquier control dptimo, la funcién P, s definida como la

solucidn de (1.20), satisface las acotaciones

0< By < —, cet. R

donde Q es la tinica solucion de

~AQ+ (—a+ fi{mp—£))Q=2Aa, enl

Q=0 en 05). (1.45)

DEMOSTRACION. Como una consecuencia de la hipétesis oq(—a) < 0, la fun-
cién up o es estrictamente positiva en 0y similarmente a lo hecho en la de-
mostracion del Lema 1.15,

€]

2
rn(—rr.—l— ‘Jﬁit]p) > 0.

Usando ahora el Lema 1.2 y teniendo en cuenta la eleccion de &, que en par-
ticular garantiza que oy (—a-+ ﬁIT("I,U —£)) > 0, es facil deducir que existe una
dnica solucion Q de (1.45). Sabemos también que la funcién L>(§2) — C1 (),

4+ 1y f, es continua (recordad la Proposicion 1.8); luego existe una constante
S 8

positiva, by, tal que para b > by, si g € L) con g < ,\%, entonces

U g > upo—£€ ced. (L (1.46)
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Sea ahora f € L(§2) un centrol 6ptimo para el problema PDgqqp. Usando
que uj , €3 una subsolucién para (1.1) y que kug y = uy g, ¥k > 0, obtenemos
que

€ «

b - 2 -
2buy, f = ‘ZTbu.;,J > H{mﬁ’f = UL (1.47)

Como ademds b > by, (1.13} y (1.46) implican

&

—a+ [+ 2buyy > —a+ 2bupy > —a+ ﬂ("-l.u —£) ce.t. S (1.48)

La funcién % satisface

Q 2 N\ Q @
_A (3) + (“ﬂ.-}- -ﬁ*i("“) - t,) 2"-— == ,\_l_l_

Si tenemos en cuenta que f < /\%— y la desigualdad (1.48), por el Lema 1.2
concluimos la demostracion. B
Corolario 1.23. Supongamos [H], oy(—a) <0, (1.42) y

b > by = max {bo, |Qll} - (1.49)

Entonces, cualquier control optime [ € LT (1), nmiede ser expresado como
{ Jels

A
f= ;jm.,f(l = y), (1.50)

donde el par (u,p) = (us s, Ihy), es una solucion del sistema de optimalidad

(1.31), satisfaciendo las condiciones (1.32).

DEMOSTRACION. La condicién (1.49) junto con (1.44) nos garantiza que
0< Py <lcet

El Lema 1.13 hace el resto. i
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Nota.

El corolario anterior viene a dar otra forma distinta, imponiendo con-
diciones a la funcién b, de conseguir que un control éptimo se pueda

expresar de la forma (1.50) con (uy g, P y) soluciones de (1.31)-(1.32).

Lema 1.24. Supongamos [H], a1(—a) < 0, (1.42) y (1.49). Entonces cualquier
solucion (v, q) del sistema (1.31), bajo las condiciones (1.32), satisface

w(z) <v{r) < —, 0<q(x) < 9—%) cet. Q,

donde i es la iinica solucion maximal de (1.34) y Q estd definido por (1.45).

Si ademds escogemos £ como en (1.43), tendremos

2b(x)w(zx) > %(u”,(.r) —£) cet.en (L

DEMOSTRACION. La demostracion de este lema es similar a la del Lema 1.18.

Pasemos ahora a dar una demostracion de la unicidad del control aptimo,
pero imponiendo condiciones sobre la funcion b. Para ello probaremos, en
particular, que el sistema de optimalidad, tiene una dnica solucién que cumpla

unas determinadas condiciones.

Teorema 1.25.(Unicidad del control 6ptimo).
Supongamos [H], o1(-a) < 0 y (1.42). Entonces, el problema PDg 4\ ad-

mite un iinico control éptimo, sienipre que b sea suficientemente grande.

DEMOSTRACION. Elijamos £ verificando (1.43). Entonces 8 = oy(—a+ 4 (u1,0—

£)) > 0. Como veremos en el transcurso de la demostracién, para obtener la
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unicidad de solucién de (1.31)-(1.32) bastara tomar

A
[ ra? {5 + 2M||Qnm}
%

b% > b = max , b (1.51)

donde Q estd definido como la iinica solucién de (1.45),y by por (1.49).

1
En efecto, fijemos a = 3 (% + 21\-![[Q|loo). En virtud del Lema 1.24, es
facil comprobar que (u, p) es una solucién del sistema (1.31)-(1.32) si y sélo si

(u,r) = (u, L) es una solucion del sistema

g .
—Au — au+ bu® + ;2—(1 —ra)u’ =0, en {2,

A ;
—Ar + r(-a+ 2bu) - g—u(l —ra) =0, enQ,
o
n=r=>20, en 052,

junto con las condiciones

Olx ]
0<r(r)< A&l (< )) , w(zr) < w(z) < =, cet. (1.53)
ab .

Para probar la unicidad de (1.52), bajo las restricciones (1.53), consideremos
otra solucién (v, s) de (1.52)-(1.53). Restando el sistema que verifica (v, 5) del

que verifica (u,r), tenemos que

0= -A(u—v) — a(u—v) + b{u? — v?)+
A
+"2"( L

0= —-A(r —s) —a(r — 5) + 2b(ur — vs)—
As (u(]— ~r)? - n(l - 3)2)
o

2 o

Haciendo algunas operaciones elementales

0 = —-A(u—-v)—a(u—-v)+blu—v)(utv)+
+%(u. + v)(u —v) — %Eu,g(r —~8) — )‘—;Es(u + v)(u—v)
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0 = —A(r-s)—a(r—s)+ 2bu(r — 5) + 2bs(u — v)+

+§,‘ [3_ (,.H)] i —d= 5;_-»(”, ) (i‘ s)’_ (1.55)

Multiplicando (1.54) por (u — v), (1.55) por (r — ), integrando sobre §2, y

sumando ambas expresiones,

= / [IV(u — o) = a(u - v)* + b(u+v)(u—-v)* +
J1

-l—%(u 4 v)(u - v)*(1 - as) - %uz(u —v)(r— e)] +

+ / [IV(r - 8)|* = a(r — 5)* + 2bu(r — s)2 +
Ja

+(u=v)(r—s) (zhs 2 (i - )) %

TRy (% —(r+ s)) (r - s)"] -

A partir de ahora, al haber introducido el parimetro o, la prueba se hace
un poco mas delicada que la del Teorema 1.19. Observemos que %(u +v)(u—
v)2(1 — as) y 22u (2 — (r + 5)) (r — 5)% son no negativas. Ademads, si r(z) #
s(x) en un subconjunto de §2 de medida positiva, entonces, como consecuencia

de (1.53),
[g % (ﬁ_ -irt -‘)) (r—s)*>0.

Ahora, usando las acotaciones dadas por el Lema 1.24 y (1.53), las funciones

(w4 v) y 2bu deben satisfacer

(u+v
2bu
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Teniendo en cuenta la caracterizacion variacional que cumple & (ver (1.4))
aplicada a las funciones ¢y = v — v y gz = r — s y considerando lo anterior

junto con (1.56), obtenemos
0 > / [6(11. —v) 4 8(r-5)t+
Q

a3 (1.57)
+(u — v)(r — s) (.Hm o (; - s) = u‘)] :

Ademas, si r(z) # s(x) en un subconjunto de §2 con medida positiva, entonces

la desigualdad anterior es estricta. La eleccion de o, (1.51) y (1.53) implica

1 giie "0 2|Qloe . A . Aa@?
{ - -1 < 4/}t e —— <
(nr q) g bav = B aH -

LA Aait?
o [‘j + M”’”Q”m] + o <

6+ 6 =20

Teniendo ahora en cuenta (1.57),

[ [6(u—v)* +8(r - 9)*] <
JE1

<|[ =0 - (

<26 / |u - v]jr - s|.
JE

13

Y por tanto / (lu = v] = |r = 5])* < 0, con desigualdad estricta si r(zr) # s(z)

Ja . ) .
en un subconjunto de © de medida positiva. De aqui deducimos que, r = sy

v=ven . §
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1.4. Aproximacién del control éptimo.

El objetivo que nos hemos marcado para esta seccion es: dar un esque-
ma iterativo que nos permita aproximar el (inico) control 6ptimo; sera por
tanto necesario mantener las condiciones que garanticen la unicidad del mis-
mo. La idea principal es usar que cualquier control éptimo viene descrito por
la formula (1.30). Como, en particular, las condiciones de unicidad del con-
trol éptimo que hemos obtenido en la seccién anterior, garantizan la unicidad
de solucién del sistema (1.31)-(1.32), si conseguimos dar con un método que
aproxime la iinica solucién del sistema (1.31)-(1.32), en virtud de la expresion
(1.30) ya comentada, el método descrito nos gervira también para aproximar
el control 6ptimo. Algunas de las ideas que vamos a usar pueden encontrarse
en Leung [45, cap. V). A diferencia de los sistemas que se estudian en es-
te trabajo, los términos que aparecen en nuestro sistema (1.31) no tienen un
comportamiento mondtono.

Vamos a movernos en un marco mas general que el que nos proporciona
el sistema (1.31); ello no sélo no aumentard la dificultad sino que ademads nos
permitird ganar claridad en la exposicion.

Consideremos el sistema eliptico

—Au(z) = Bz, u(x), p(z)), re Q,
—Ap(r) = C(x,u(x),p(2)) + D(z, u(z), p()), =€ Q, (1.58)
u(x) = p(z) =0, z € 09,

donde € es un dominio acotado y regular de IR™, y las “no linealidades”

B,C,D: 0 x R? - R satisfacen la siguiente condicion de regularidad:

B,C y D son confinuas con respecto a (u,p) € R?, pa-
ra x € Q fijo. Ademis, Yu,p € L*(R), las Junciones
B, 1(),p()sCu(), () 9 DE,u(),p()), pertenecen
L>(S2).

[c1]

También supondremos que B,C'y D cumplen las siguientes condiciones de

tipo monotono
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31" > 0 tal que la funcién B(z,u,p) + Tu es creciente en u
o T
y las funciones C(z,u,p) + Pid D(z,u,p) + P son crecientes

en la variable p, para (z,u,p) € Q x [inf ess u,sup ess T X
[inf ess p, sup ess p|. Ademds las funciones B,C y D salisfacen
con respecto a las otras variables, las propiedades de monotonia
siguientes:

B(z,u,p) es creciente en p, la funcién C(z,u,p) es decreciente
en u y la funcién D(z,u,p) es creciente en u. para (z,u,p) €
Q x [inf ess u, sup ess T x [inf ess p, sup ess p),

donde las funciones u,%,p,p € H'(R2) 0 L>=(Q) forman un sistema de sub-

siper soluciones para (1.58) segiin la siguiente definicion:

Definicién 1.26.Sean u,%,p,p € H'(?) N L™(Q). Diremos que tales funcio-

nes forman un sistema de sub-siiper-soluciones para el sistema (1.58) si
verifican:

a)
u(r) <w(x), p(r) <p(x), cet. Q,

v<0<w  p<O<p, en 052,

b) Ve € Hi(), ¢ 20,
T-Vé> [I}(.z,ﬁ,ﬁ)‘ﬁ’»
Ia

Vo < [ﬂB(x,g,;_»m

/ Vﬁ qu z [ C(‘“l!"ﬂ ﬁ)é + . l)(:rﬁﬁs ﬁ)d’a
J0 S8

JQ

Vp-V¢ < /C(.r,ﬁ,ﬂ)gb—}— [ D(z,u,p)é.
Ja Ja

I
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Notemos que si C' = 0, nos encontramos ante un sistema de tipo coopera-
tivo, mientras que si I = 0, el sisteina anterior se convertird en uno de tipo
presa-depredador, véase [45]. Para nosotros, obviamente, el caso mds inte-
resante sera cuando ambas funciones sean no nulas. Esto es lo que ocurrird
cuando volvamos a estudiar el sistema (1.31)-(1.32). Para esta clase de sis-
temas, utilizando ideas similares a las aplicadas en [10] y [45], probaremos el

siguiente

Teorema 1.27. Considercmos el sistema (1.58) bajo las hipétesis [C1-C2].
Supongamos que uw, U, p,p € H' () 0 L™(R2) es un sistema de sub-siper-
soluciones para (1.58). Definamos por induccion las sucesiones {u,}, {u"},

{r}, {p"}, como

wy=u, o' =7, p=p, p' =5,

y para n > | como las iinicas soluciones de los problemas

—Auy +Tu, = Bla, gy, pn-1) + Ttip—q en 8,
u, =0 en J9,

—Au® + Tu = B(a,u™ ', p" ) + Tu"! en Q,
u™ =0 en J%2,
- y " T T
_A]"n +17 Pn = C (J" u"” qpn-l) + :z_pnwl + l)(.l‘, U1, Pn—i) + '.Z'pn—-l en SI!
=0 en 081,

el

T 1
“Apt +Tp* = C(x, g, " 1) + nz—p“ﬁI + D, u™ pm Y 4 Ep"" en {1,

p* =0 en ).
(1.59)

Entonces,

<y .S, <t < <o
p<pm<.<p<pr<pl<g
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paratodor € Ny

Up /" U,y u" \(“-s Pa 7 P P“ \df’*r (161)

en C12(RQ), para cualquier a € (0,1), donde u,,u*, pa, p* estdn definidas,

respectivamente, como el limite puntual de las sucesiones wy, u", py,p" y sa-

tisfacen el sistema

~Au, = B(r, 1, ps), en §2,
=Au* = B(z,v",p"), en {1,
—Ap, = C(x,u*, p.) + D(x,ue, pu), en §1,
~Ap* =C(x,u,p*) + D(x,u*,p*), enfl,

Uy =u*=p.=p* =0, en JS1.

Ademds, cualquier solucién (u, p) de (1.58) con la propiedad
u<u<i, pSpEp

debera satisfacer

up <u<u®, po<p <Pt

para cada n € IN, y consecuentemente

e <u<u®, p.<p<p.

DEMOSTRACION. Los ingredientes més usados para probar (1.60) son el prin-
cipio de induccion matemdtica y el principio del méaximo para el operador
(=A 4 T), con condiciones en la frontera de Dirichlet y T € R*, (recordar el
Lema 1.2).

Veamos 1y < ty. Como (=A + T)(ug — uz) = B(e,uy,m) + Tuy - Tug +
Auy, multiplicando la igualdad anterior por ¢ > 0.4 € H}(R) arbitraria e

integrando sobre §2 obtenemos

Jo Viuz—w)Vo+T Joluz—uw)¢>0  en 1,
iy = 0> uy en 99,
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gracias a que u, es subsolucién de (1.58). Teniendo en cuenta el Lema 1.2,
deducimos que u > u; en . De forma andloga se verfan v? < u! y u? < up

(en la tltima desigualdad debemos usar la monotonia de B). Para probar

m<p<p<yp

se usan argumentos similares. Supongamos ahora ciertas las desigualdades
(1.60) para n = k y probémoslas para n = k + 1. Hagamos por ejemplo,
ugy < ubt!. Sabemos que, por la hipotesis de induccion
(—A+ )+ = wgyy) =
= B(x,u*, p*) — B(e,ug, p) + T(u* —ux) 20, en
uhtl = gy =0, en 992,
Multiplicando por una ¢ € H}(S2), ¢ > 0, arbitraria e integrando sobre 2, en

virtud del Lema 1.2, obtengo upyq < u**! en Q.

Comprobemos ahora (1.61). Demostremos que las convergencias de (1.61) se

realizan en el espacio C'*(Q), Va € (0,1). En efecto, fijado = € 82, definimos

»Y— Ii - — I nf.
U, (k) = nll_{r; ty () () = HI_I_I’I;OH (x),

pulr) = Ij_l:] p(x) ¥y p(r)= lim p(z).

n—oo0
Como u!, p' € LI(R), Yq € [L,00) y mayoran a u", tn, p", pn, por el Teo-
rema de la Convergencia Dominada de Lebesge tenemos que u*, ., p*, p« €
L1(R), Yq € [l,00). Argumentos estindar de regularidad para soluciones
de ecuaciones elipticas, ver [1], garantizan que u", w,, p*, pn € w2i(Q),
Yg¢ € (1,00), n > 2. Usando ahora (1.60) no es dificil probar que IR, K € R

tales que
R < u(x)
R S p|(;l?)

<
S

<ul(r) < K,
<p(a) < K,
en ©. Como las funciones B+ T, C + '{-, D+ 17 tienen un comportamiento
mondtono, deducimos para cualesquiera ¢, j,/,m € IN,
B(z,R,R) + TR < -+ < B(x,u(z), pj(x)) + Tui(x) <
- B(r,ul(z),p™(2)) + Tul(x) < -~ < Bla, K, K) + TK
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C(z,K,R)+ D(z,R,R)+ TR < - -
v € C(x, v (), pi(2)) + D(x, ui(x), pi{x)) + Tpj(x) < -+
o < Ca, wlz), p™(x)) + D(x, ul(z), p™(x)) + Tp™(x) < -+
o< C(a, R, K)+ D(2, K,K)+ TK.
Sea ¢ € (N, 00), entonces, teniendo en cuenta lo anterior, la definicién de las
sucesiones u", U,, p*, pn ¥ la regularidad de las soluciones de una ecua-
cién eliptica, las sucesiones u®, u,, p", p. estin acotadas uniformemen-
te en la norma de W29(Q). Asi, tenemos de nuevo sucesiones parciales

u"k, uy,,, p", pn, convergentes, respectivamente, a u*, wu,, p*, p. en ce(Q),

a=1- %, con u*, ty, p*, p. solucion de (1.62). La monotonia de las suce-

siones 1", u,, p", pn nos proporciona la convergencia de todas las sucesiones.
La arbitrariedad del ¢ € (N, 00) nos permite deducir la convergencia anterior

para cualquier o € (0,1). 8

Notas.

. El teorema anterior, en particular, nos permite obtener mejores estima-
ciones de la solucién de (1.58) que las conocidas a priori. Asi, en el
caso de conocer, en un principio, que (u, p) solucion de (1.58), verifique

(1.63), podemos afinar més esta acotacion y obtener

uw, <u<u*, p. <p<ph

. Observemos que (u*,u,,p*,p.) es también una solucién de (1.62). Por
tanto, si conseguimos probar que que solo puede haber una solucion

(u, v, p,q) de (1.62) satisfaciendo

ES"‘S_‘LESUSH,
P<PSPPSISh (1.64)

entonces tendremos u, = u*, p. = p*, ¥ consecuentemente cualquier

solucion de (1.58), con la propiedad (1.63), deberd ser (u., p.). En este
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caso podrfamos aproximar las soluciones de (1.58) con el procedimiento

iterativo descrito.

C'omo hemos comentado en la nota 2 anterior vamos a estudiar la unicidad
de solucién (u,v,p,q) de (1.62) en lo que nos queda de seccién. Antes de
enunciar los teoremas de unicidad, en los que bisicamente se consideraran las
condiciones A suficientemente pequeiio y b suficientemente grande, vamos a

hacer un lema que nos facilitard su demostracion.
Lema 1.28. Supongamosa, 3, ¥, T € [~1, 1], entonces, se cumple la signiente
desigualdad

P RV v? 4+ aru+ fro+yyu+ryo >0, Vu,v,x,y€ IR.

DEMOSTRACION. En efecto,
.2 2 2 2 " A: ; i
2+ y? + vt + v* + aru + v + yyu+ THU

22 4y + vl + v? = |zu| = |vo| = |yu| - lyv]|

= L{(J| = [ul)+ (2] = [e)? + (Iyl = luD)* + (Il = lv)?] >0.8

Con objeto de aplicar el Teorema 1.27 al sistema (1.31)-(1.32), debemos de
suponer ciertas las hipotesis del Teorema 1.19 o del Teorema 1.25; asi ten-
dremos asegurada la unicidad de solucion del sistema de optimalidad y, por
tanto, cualquier método de aproximacion a la inica solucion del sistema de
optimalidad, en virtud de la formula (1.30) daria una aproximacién al control
6ptimo. Una posibilidad para conseguir esto tiltimo es probar la unicidad de

solucion de (1.62).
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Definamos ahora

B(eup) = (o= B+ 30 -0,
C(z,u,p) = p(a — 2bu), (1.65)
D(x,u,p) = %u(l -p)2

Claramente la hipétesis [H] implica [C1]. Un sistema de sub-siiper soluciones
vilido para nuestro sistema, en el sentido de la Definicién 1.26, puede ser el

formado por las funciones

w=w, 7= % p=0, 5=AQ, (1.66)

donde w y Q son definidos, respectivamente, como en (1.34) y (1.27). El
an'erior sistema. de sub-siper soluciones es conveniente cuando estudiemos la
unicidad de (1.31)-(1.32) imponiendo condiciones sobre el parametro . Cuan-
do estudiemos la unicidad de solucién de (1.31)-(1.32) pero bajo condiciones
que incluyan el comportamiento de la funcidn b, el sistema de sub-stiper solu-

ciones apropiado seri

con w definido por (1.34) y Q por (1.45).

Por otro lado, para conseguir que se cumplan las hipétesis [C2], para una
conveniente constante T', basta tener en cuenta que las funciones B,C' y D
son de clase C'! con respecto a las variables (u, p). De esta forma, el Teorema

1.27 puede aplicarse al sistema (1.31) para obtener (u., u*, p., p*) verificando
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A A
=u,la-[b+ é-]u. + SPatts

A A
ula—[b+ ;j]u' + —p*u*

a9
-

= (a — 2bu*)p, + %u,(l -pn)?
)‘ * wy2
= (a = 2bu,)p* + 3% (1-p"

wy=u*=p.=p*=0, en 8.

Disponemos de dos resultados que nos garantizan la unicidad de solucion del
sistema anterior bajo las condiciones (1.64). Las demostraciones son parecidas
pero el tipo de condiciones que aparecen son esencialmente independientes, de
hecho involucran diferentes datos del problema. Por ello, creemos conveniente
enunciar los dos 1esultados.

Teniendo ahora en cuenta las notas del T'eorema 1.27 estos dos tipos de
condiciones nos permitirin aproximar ¢l, a estas alturas inico, control éptimo

del problema PDg 4 1.

Teorema 1.29.(Primera aproximacion).
Supongamos [H], ¢1(-a) < 0 y que ¢ es elegido como en (1.25). Definamos

do = o1(—a + 2b(up — €)), como en el Teorema 1.19. Entonces, si

do 260@.2 H
20]|Q| o " b* + @ } ’

el sistema (1.68) solo puede tener una solucion {u, v, p, q) verificando las condi-

A < Az = min {!\2,

ciones (1.64) (obtenida mediante el Teorema 1.27 con las sub-siper soluciones
definidas en (1.66)).

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién suponiendo que hay dos soluciones

u,v,p,q) y (U, V, P,Q) del sistema (1.68) satisfaciendo las condiciones (1.64).
’a))
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Entonces, restando, - “tenemos
: A A
~Au=U)—a(u-U)+(b+ 5)(:3 = §f2) = E(pui - PUYH =0,
o equivalentemente

—-A(u-U) *u(u—U)+(b+$)(u+U)(u—U)—
A, o M x s
e = - — f - U%) =
T (p-P) 21 (v - U*)=0.

Multiplicando la expresion anterior por (u—U) e integrando sobre §2, tenemnos

g [ [V (=) = a(u = U)* + b{n~ J)(u—-U)*+
J0

+5 (e + U)(u = U)? - %l'(u + 1) (- U)?-

—‘3"2(!’ — P)u- u)} .

De la misma forma, podemos probar

; / [l fice ‘,-”2 afv - V)4 b(r +V)(v - l-—')2+
Jn
. s A
%\(" + Vv - "]2 2(2("+ V(v - ‘l")z*

—%t‘g(q - O){v- l’)] )

Haciendo ahora lo mismo con la tercera ecuacion, nos da

~Ap=P)=a(p-P)+2b(vp-VP)-

A AL . 1.69
—-2-(11 ~ U+ Mup-UT) - Q(npz — Py =, {109

o equivalentemente
~Ap—P)y—a(p- P)+2bv(p- P)+
+2bP(v - V) - 3(11 - U)+ Au(p - P)+

A A
+AP(u - U) - Eu.(p+ P)Yp-P) - TjJf”(u —-U)=0.
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Multipliquemos la ecuacion anterior por (p — P) e integremos sobre 2, con lo
que obtendremos

b f V(- P)P - a(p - P)* + 2bo(p - P)*+
1]

2P(0 = V)(p— P) ~ 5(u=U)(p— P+
Au(p= P)  + AP(u-U)(p- P)-

A A
—-‘zn(p-i- P)(p- P)? - El’z(n -U)p-P)|.
Haciendo lo mismo con la cuarta ecuacion, quedaria

0= [ [IV(g - Q)|* - alg — Q)* + 2bu(g - Q)*+
J1

$20Q(u—U)(g - Q) ~ (v~ V)a - Q)+
| - QP Q- V)(a-Q)-
e+ Q- - 5= V)a- Q).

Usando ahora la caracterizacion variacional que verifica dp,recuérdese (1.39),

obtenetnos
02 [ {8 [n= 0 + (o= V4 (- PP+ (0 - Q) -
JEl
A g 2
~5l 4 (1= PP = P)(u = U)-
A 2 -
S+ (- Q- Q) - V)+

+20P(v = V)(p— P)+ 26Q(u - U)(q - Q)} .

Las hipdtesis del teorema, en particular, implican que

: A y
‘3{"2 #{1= P)z]‘ < do, li[”g + (1= Q)| < do,
|2bl)g S 6(], |21)Q] S 69.

Obsérvese que la integral que aparece en (1.70), en virtud del Lema 1.28,

es también no negativa y estrictamente positiva si, ademas, p(z) # P(x) o
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g(x) # Q(z) en cualquier subconjunto de 2 con medida positiva. De esta
forma p = P,q = @ y consecuentemente v = U, v =V para todo punto de Q.
B

Ahora, partiendo del sistema de sub-siiper soluciones definido por (1.67) e
imponiendo condiciones adecuadas a la funcién b demostraremos también que
el sistema (1.68) junto con las condiciones (1.64) tiene una tnica solucién. Es-
to, como ya hemos comentado antes, proporciona un método de aproximacion

para el control éptimo de nuestro problema.

Teorema 1.30.(Segunda aproximacién).

Supongamos ciertas las hipétesis [H], 0;(—a) < 0 y (1.42). Tomemos como
sistema de sub-siiper soluciones las definidas por (1.67) que, en virtud del
Teorema 1.27, nos proporciona una solucién (u, v, p,q) del sistema (1.68). Sea

§ = ai(-a+ F(u10 —¢€)), donde € estd definido como en (1.43). Si

—2
6% > max {bz, Au;f. } . (1.71)
[¢

0 o s ‘s
donde o = ma.x{g—ﬂ-’ peiles -}}, entonces (u,v,p,q) es la inica solucién del

sistema (1.68) satisfaciendo las condiciones (1.64).

DEMOSTRACION. Sean (w,v,p,q)y (U, V, P, Q) dos soluciones de (1.68), (1.64).
Equivalentemente (u, v,r.5) = (u,v,2, 1)y (U,V,R,8) = (U,V,£,9) son dos

Yol o o' o

soluciones del sistema
A, A
—Au ~ gu + bu? + —o? - ; rut =0, en €,
. Ao
—Av —av 4 bv? + ~v? - --r-;—hsv2 =0, en §,

A 1 2r
—Ar —ar + 2bvr — 20§ +1r2) =0, enf
2 o?

1
a?
w=v=r=s5=0, en Jf2.

A
—As —as 4+ 2bus — gu

2
—-(f—-i—sz =0, enfl,
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satisfaciendo las estimaciones

st it B 4o 1
0 < r(a),s(x) < P (< -

Debido a que (U, V, R, S) es una solucién de (1.72) podemos hacer la diferencia

) 5 w(r) <ulx),v(r) < =, cet. 2. (L.73)

entre la primera ecuacion de ambos sistemas, obteniendo
0 = -Au-U)-a(u-U)+ b(u? - U?)+
+%(u2 - U - %(u?r - U*R).

Si en la igualdad anterior mu'tiplicamos por (v — U) e integramos sobre {2,
0 = / [W(u ~U)|? - alu—-U)2+b(u+ U)(u-U)*+
o

(1.74)
+ %(u +U)(u-U)*(1 - aR) - /—\‘;uz(u -U)(r - H)] ;

Haciendo ahora el mismo proceso con la tercera ecuacion,

0 = —=A(r—=R)—a(r-R)+2b(vr-VR) -~

(5o (- 20w

—A(r — R) —a(r — R) + 2bv(r — R) + 2bR(v - V)
—%(u. —U) + Au(r — R) + AR(u = U)
C

Ao

—ﬁfu(r?' - R%) - Aa

2

Multiplicando por (r — R) e integrando sobre €2,

R¥(u - U).

0= [ [lV(r = H)]z —a(r-— h’.)“1 + 2bv(r — ”)2 +
J§1

+26R(v - V)(r - R) + %u(r ~ R)*2 - a(r + R)]

Ac 1 :
——24{71. - U)(r - R) (; - R) ] ;
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Si hacemos lo mismo con la segunda y cuarta ecuacion del sistema (1.72),

0 = [ [|V(v V)P —a(v=-V) 4 bo+V)v-V) 4
" o .0
+§(u + V)(v - V)¥1 - n-b')?vz(n -V)(s-9)

y también

" f ['V("“ = S)I* - a(s — 5)* + 2bu(s - S)* +
1l

+265(n - U)(s - S) + %v(s - 5?2 - a(s+ 5)]

Sumando ahora las expresiones (1.74)-(1.75)-(1.76)-(1.77), teniendo en cuenta
(1.73) y las propiedades del valor propio principal § = Aj(—a + & (w10 — £)),
razonando de forma parecida a la realizada en la demostracion del Teorema
1.25,

> / {5 [(e= U+ (v=V)2+(r- R)?+ (s - 5)%
JQ

X i
u? 4 (n ~ n) (u—U)(r-R)

ul 1 7]
* — =5 r—V)(s— 8
w17+ (5-5) [0-vie-9)

F20R(v = V)(r — R) + 2bS(u - U){s - S) }
(1.78)

Ademds, si s Z 5 o r Z R en un subconjunto de ! con medida positiva,

entonces la desigualdad anterior es estricta. La eleccion de o, (1.71) y (1.73)
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implican que

j2bR| < 221190
= o

< § y andlogamente [2b5]| < § (1.79)

También la hipétesis (1.71) implica e < 7Y oF . Por lo que,
o

- 2
,i [u.’ + («1- - h‘) ]
2 (0

y de la misma manera

(1.81)

Usando ahora (1.79), (1.80) y (1.81), se desprende que la integral que apa-
rece en (1.78) es no negativa. De aqui deducimos que r = Ry s = Sy

consequentemente v = U y v =V en Q. 1

1.5. Estudis de la ecuacién de estado con condiciones de con-
torno tipo Neumann.

n esta seccién vamos a estudiar un problema de control similar a PDg g\
donde las condiciones en la frontera son del tipo Neumann. A este nuevo pro-
blema de control lo llamaremos PNg 4 4.1. Practicamente todos los resultados
y demostraciones de este apartado son casi idénticas a lo realizado hasta ahora
para el problema de control PDg 5 (salvo el Lema 1.2, el Teorema 1.6 y el
estudio de la unicidad del control éptimo que lo haremos aqui a partir de la

regularidad del funcional J, [13]). No obstante, creemos de interés la inclusion




62 CapiTuLo I. La ecuacién de estado logistica.

de esta seccién, pues los resultados mostrardn notables mejoras respecto del
trabajo de Leung-Stojanovic [47)], el cual fue la motivacién basica de la pre-
sente tesis doctoral. Mds precisamente en el trabajo citado no se da ninguna
condicion que garantice la unicidad del control optimo y sélo se conjetura la
convergencia al control éptimo de un procedimiento iterativo, procedimiento
en el que nos hemos inspirado nosotros, pero que, después de los resultados

que vamos a presentar aqui, muestra su verdadera utilidad.

Mas explicitamente vamos a estudiar un problema cuya ecuacién de estado

—Au(r) = u(z)[a(z) - f(z) — b(r)u(z)] e

z € IR k)

La condicion en la frontera que aparece en la ecuacion anterior se conoce con el

nombre de condicion homogénea de tipo Neumann. La expresion 5‘9;, significa

la derivada en la direccion de la normal exterior a la frontera de £ (recordemos
que {2 es un dominio acotado con frontera regular).

Mantendremos a lo largo de toda esta seccién la hipétesis [H] que, como
en el estudio del problema PDg , 5 » y como veremos mas adelante, implicard
la existencia de una iinica solucion maximal no negativa del problema (1.82),
notada a lo largo de esta seccion como ug, . Conservaremos también la
notacién €, e para designar el supremo y el infimo esencial en el dominio
de una funcion arbitraria e € L™(S2). El espacio de controles admisibles a
considerar va a ser LY (2) = {g € L=®(£2) : g(z) > 0 c.e.t. R} y por iltimo, el
funcional de coste-beneficio que estanos interesados en maximizar es igual al
definido por (1.2), esto es, J : LY () = IR, definido como

() = jﬂ (Atgan s (@) f(x) - [f(2)]P)da. (1.83)

Diremos que un control admisible, f € L?(£2), es un control 6ptimo para

el problema PPNg 5 si maximiza el funcional J, o sea

J(f)y= sup J(g).
geLP(R)
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Una manera de comenzar el estudio de este problema, teniendo en cuenta
lo que ya sabemos del problema con ecuacién de estado con condicion fron-
tera tipo Dirichlet, serfa ver en qué medida, toda la herramienta descrita en
los preliminares del capitulo, se puede aplicar aqui. Afortunadamente, salvo
algunas demostraciones que ha habido que reformar, la mayoria de los resulta-
dos se mantienen ciertos en esta nueva situacion. Vamos pues, en lo sucesivo,
a demostrar los resultados que sean diferentes omitiendo la comprobacion de

los que sean iguales.

Como es usual en el estudio de muchos problemas de Andlisis no Lineal
necesitaremos informacion sobre el problema de valores propios correspon-
diente al “problema lineal conveniente asociado”. Para una funcién arbitraria
q € L>(), definimos g,(g) como el valor propio principal del siguiente pro-

blema de autovalores

—Au(x) + q(x)u(x) = pu(r), €N
2u(y) =0, ¥ € 09,

v

(1.84)

donde Q es un dominio acotado y regular de RV . El operador anterior (—A+q)

es autoadjunto (en el espacio de Hilbert H'(2)) con coeficientes acotados, y
al igual que el obtenido considerando condiciones de contorno tipo Dirichlet,
su mas pequeio autovalor, g1(g) (autovalor principal o primer valor propio),
es simple (su espacio de funciones propias asociadas es de dimensién uno) y
podemos tomar una funcién propia asociada , que denotaremos por ¢; a lo
largo de esta seccion, estrictamente positiva en © y con ||¢llc = 1. Por
argumentos de regularidad para ecuaciones de tipo eliptico sabemos también
que ¢, € C'(Q), Ya € (0,1) (ver [1}).

Como podemos ver, por ejemplo, en Brown-Hess [9], ¢i(g) viene caracte-

rizado por la expresion
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fyrwett+ [t

uenl(n)\{o} [ |uf?
Ja

oi1(g) = (1.85)

Gracias a la caracterizacién anterior cs inmediato probar, que la funcién gy :

L= () — R goza de las siguientes propiedades

i) 01(g) es estrictamente creciente con respecto a la funcidén peso ¢, i.e.,
si g1 < ¢z, tenemos que gi(q1) < e1(qe) y esta desigualdad es estricta
siempre que, ademas, qi(x) < gz(x) sobre un subconjunto de {2 con

medida positiva.
ii) Para cualquier constante M € R, tenemos que e1(g+ M) =ei(q) + M.

i) g1(g) es continua con respecto a la variable ¢ € L*(2).

Notemos que, a diferencia del autovalor principal en el caso Dirichlet que

verificaba @;(0) > 0, el primer valor propio verifica ahora g,(0) = 0.

Recordemos akora la definicién de solucién, en el sentido débil, para un
problema lineal como el siguiente

—-Au(x) + g(v)ulz) = f(x), r€Q,

q\a
Su(x) =0, x € 09,

Definicién 1.31. (Solucién en sentido débil).

Una funcién v € H'(R) es solucion de (1.86), en sentido débil, si verifica

/Vqu-}- [ quv = / fv, Yve HY(Q).
Q Ja Ja
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Lema 1.32. (Propiedades de los operadores tipo Schrodinger).
Consideremos q € L) satisfaciendo g1(g) > 0. Entonces:

i) Para cada f € L?(RQ), el problema lineal

~Au(e) + g(@)ule) = f(2), TER,

u(r) =0, z € 99,
admite una tinica solucion débil v € H'(R2). Ademds, si f € L™(%),
entonces u € WP(2), Vp € (1,00) y en particular por el Teorema de

Rellich-Kondrachov, u € C'(8), Ya € (0,1).

i) Siue HY Q) verifica

fVqu’:—!- / qud >0, Vo e H'Y(R), ¢ >0,
a Ja

entonces u > 0 en Q.

Supongamos g; € L®() parai=1,2, ¢ > @2, e1(a2) > 0, f € LA(Q)
y f > 0. Si lamamos w;, i = 1,2, a la solucion débil del problema

- Aw;() + ¢: )wh(;r»)=f(x). z €, (1.87)

x
wi(r) = x € 09,

entonces wy < wz en 1.

DEMOSTRACION. Demostremos el apartado i). Para ello usaremos el Lema de
Lax-Milgram aplicado a la forma bilineal, simétrica y continua L : H 1(82) x
H'(Q) = R definida como:

L(u,v)= | VuVv+ / quv
Ja Ja

y al funcional ¢ : H!(R2) = R, definido por

p(v) = /ﬁfﬂ-
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Veamos que es coerciva, i.e., 3¢ > 0 tal que
L{u,u) = /uwu.r'+ [nqu2 > cllulliqy, Vo€ H'(®). (1.88)
Para ello, teniendo en cuenta la demostracion del apartado i) del Lema 1.2
podemos ver que si 0 < a < — alg) entonces L(u,u) > o / |Vul?.
Ja

= o1(q) + llgll

Usando ahora (1.85) tenemos

2L(u,u) > min{p;(g), o} [/ |Vu|? + / |u|z] , Yue H'(R).
Ja Ja

Tomando 0 < ¢ < % min{g;(¢), «} terminamos la demostracién de esta parte.

La regularidad se obtiene de forma similar a como se hizo en el Lema 1.2

Para demostrar ii) tomaremos v~ = min{u, 0}. Entonces
0 > [oVuVu + [oquu™ >
Jo Ve |2+ [ q(u™)?

ei(g) fo(um)? > 0.

Al ser gy(g) > 0, tendremos [,(u=)* = 0. Asi v~ = 0 c.e.t. §2, de donde v > 0

ce.ten .

La demostracion de iii) es andloga a la del Lema 1.2. B
Nota.

Recordaremos aqui, que para aplicar el método de sub-siper soluciones
a la resolucién de EDP no lineales de tipo eliptico ([3]), necesitamos usar
un principio del maximo del tipo ii) descrito en el lema anterior. Por
lo tanto definiendo adecuadamente el concepto de sub-siper soluciones
cuando {rabajemos con el problema de contorno tipo Neumann, pedre-

mos obtener un resuitado andlogo al del Teorema 1.4 que garantice la
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existencia de soluciones para el problema de contorno

._Au(m) = f(.‘l‘., t[.('l')), TE Qr

2u(z) = 0, r € 9N i

Pasemos a continuacion a desarrollar lo comentado en la nota anterior.

Definicion 1.33.
Sea u, € H'Y() N L=(R) . Diremos que u, es una subsolucion para la
ecuacion (1.89), si Vo € H'(82), ¢ > 0, se verifica:

/Vu.thg / S, w)e.
Ja Ja

Anélogamente (cambiando el sentido de la designaldad anterior) definiriamos

cuando una funcién u* € H'(Q) N L°(2) es una supersolucién de (1.89).

Ahora podemos counciar un teorema de existencia de solucién para el

problema (1.89) basado en el método de sub-siiper soluciones.

Teorema 1.34.

Supongamos que la funcién f satisface las hipdtesis [H1] y [H2] (ver seccidn
primera) y sea w. < u* una parcja ordenada de sub-siper soluciones para el
problema (1.89). Entonces, existen w < W, w, 1V € W2P(€1), soluciones en
sentido débil del problema (1.89), con p € (1, 00) arbitrario y con la siguiente
propiedad de maximalidad:

“Si u es otra solucién de (1.89) con u(x) < u*(x) (respectivamente u.(z) <

u(r)) entonces u(x) < W(x) para x € Q1 (respectivamente w(x) < u(x))”.
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Notas.

1. Este teorema, al igual que en el Teorema 1.4, puede demostrarse direc-
tamente siguiendo, punto por punto, las ideas contenidas en los trabajos
de Amann [2] y Sattinger [62], pero usando un principio del maximo
para operadores elipticos en versién débil como el que se encuentra en
Gilbarg-Trudinger [34, Capitulo 8). También, la hipétesis [H2] puede
debilitarse. Bastaria con que la funcion f(x,u) 4+ Mu fuera creciente en

la variable u para (r,u) € Q x [essin{u,, esssupu®].

. Obsérvese que la definicién de sub-siiper solucién, en version débil, en-
globa la definicién clasica, i.c., funciones u. y u* € C2(£2) NC*(Q) tales
que %(r) <0< 33‘:} (x)en Oy

—Aun,(x)
r)

f(;l:, u.,.(:r)}, x €,
—Aut(z) > | )

(z,u*(x)), x €l

<
2

. La desigualdad obtenida entre las soluciones “minimal” y “maximal”,
w < W, en general no tiene porqué ser estricta. O sea. que en algunos
casos, cuando haya unicidad por ejemplo, esas “dos” soluciones solo son

en realidad “una”.

Después de estos preliminares, pasamos a estudiar la ecnacion logistica
(1.82). Ademds de caracterizar la existencia y unicidad de solucién positiva,
nos interesa conocer el comportamiento cualitativo de la misma. Ello formara

Ia nriv:era parte de esta seccion.

Teorema 1.35. (Existencia de solucién no negativa y no trivial de
(1.82)).

Supongamos cierta la hipétesis [H] (definida en la introduccion del capitulo).
Entonces, la ecuacion (1.82) tiene solucion débil no negativa y no trivial, si y

solo si py(—a + f) < 0. En este caso, existe una iinica solucion no negativa y
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no trivial, u, de (1.82). Ademis, u, verifica Jas estimaciones siguientes:

__.———‘"9““5“ ) gy(-at N)le) < ule) € ::b_i =

DEMOSTRACION. Supongamos que pi(—a+ f) < 0. La existencia de solucion
no negativa y no trivial de (1.82) se piede probar tomaindo u* : _Bi como
supersolucion y u, = —-—L'—'iﬂ $1(—a + f) como subsolucion en el Teorema
1.34.

Reciprocamente, sea ahora u una solucion débil, no negativa y no trivial

de (1.82). En virtud de la caracterizacion variacional de g {—a + f),

Jo|Vul* + Jo(-a+ Nu? _ _fnb"
Jo v Jau?

En cuanto a la unicidad, observemos primero que cualquier solucién de

—-a+ f) < < 0.

(1.82) est4 acotada en la norma de L>(R). (Esto iiltimo se puede demostrar
siguiendo un argumento de regularidad similar al utilizado en la prueba del
Lema 1.2, teniendo en cuenta que todos los coeficientes de (1.82) estin en
L=(R)). Sean u y v dos soluciones de (1.82), en sentido débil, no negativas
y no triviales. Sea M = max{][]|oo, l{t]lcos u*} (es facil ver que M es una
supersolucién para el problema (1.82)). Sean w < W las soluciones obtenidas
al aplicar el método de sub-siiper soluciones a la ecuacién (1.82) con M como
supersolucién y la funcién 0 como subsolucion. Gracias a la propiedad de
maximalidad, vista en el Teorema 1.34, que verifican w y W, se cumple que
0<w<uv< W <M. Portanto, u,v < W en §2. Veamos que tanto u
como v son iguales a W. En efecto, como u < W, usando la ecuacién (1.82),

tenemos que

0= [M"Vu(l‘lf — u).
Ja

Como W > 0 (no olvidemos que ya hemos demostrado la existencia de una
solucion estrictamente positiva en § por “debajo” de M), u 2 0, (W=u) >0,

deducimos que u(W —u) = 0. Esto dltimo implica que ¢l abierto {r € Q:u >
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0} (u es continua), es igual a {r € Q: W = u} que es cerrado relativo a Q. Al

ser © un dominio, obtencmos que u > 0 y que I = u en §2. |

Nota.

Mediante un razonamiento similar al usado en el Teorema 1.6 se puede
probar que las soluciones débiles de la ecuacién (1.82) verifican la misma

propiedad de acotacién “a priori” que las de la ecuacion (1.1), a saber,

3-§
“Toda solucion débil de (1.82) tiene a la constante k = A = como cnla

a priori”.

Después de este teorema tiene scntido la siguiente definicion

Definicién 1.36.
Dara cualquier f € 1°°(82) denotaremos, a lo largo de esta seccion, por ugap, f
a la solucion maximal no negativa de la ecuacion {1.82). Pertanto, ugab,f > 0

en (2 si y solosi gi(—a+ f) <0 yugapy = si v solo si gy(—a+ [) 2 0.

Cuando no haya ambigiiedad, usaremos uy ; o simplemente uy en vez de
UQqp . Enunciemos ahora una proposicién que recoge las propiedades mas
importantes de la solucion maximal no negativa de (1.82). El conocimiento de
estas propiedades serd necesario para el estudio posterior de nuestro problema

de control PNgq .\ -

Proposicion 1.37. (Propiedades de la solucion de la ecuacién logistica).

Supuesta la hipétesis [H], tenemos que:

1. La aplicacion f v uqaph s s mondtona en el sentido siguiente: Si f, g €
1>°(R) son tales que f < g casi en todo & € (), entonces ugqp () >

uﬂ',,_;,__,,(.r), Vr € ).
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2. La aplicacion anterior definida de L™ (S2) en C'(2) es continua.

3. Consideremos el siguiente abierto en L™(2), A = {g € L™() : p1(—a+
g) < 0). La aplicacion f > ugqp s de A en CY(Q) es de clase C'. B

Nos ocuparemos ahora de la existencia de control éptimo para el problema
PNqqp, y de las condiciones necesarias que debe cumplir cualquier control
admisible, para ser 6ptimo. Con los preliminares descritos anteriormente cabe
esperar unos resultados similares a los obtenidos en la seccién segunda. Como
alli, obtendremos: la acotacién “a priori” del controi 6ptimo, la existencia de
solucion del problema PNg a0 sea la existencia de controles f € L ()
maximizando el funcional J, la caracterizacion de cuando habra beneficio po-
sitivo y la posibilidad de expresar cualquier control dptimo en términos de una
solucién del sistema de optimalidad. Después de estas breves consideraciones

pasemos ya a la exposicion de estos resultados.

Lema 1.38.(Cotas a priori del control éptimo).

AT
Supongamos que se cumple [H] y sea M = max {‘EE-‘U} Si f e LY(Q) es

un control éptimo entonces,

0<f<M. 1 (1.90)

Nota.

Conviene resaltar que en ¢l caso en el que @ < 0 el control dptimo ha de
ser necesariamente cero, lo que trivialmente darfa beneficio dptimo cero.
Mis adelante (ver Teorema 1.40) caracterizaremos cuando el beneficio

optimo es positivo.
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Usando la anterior acotacién “a priori” del control 6ptimo, de una forma

parecida a la hecha en el Teorema 1.11, se puede demostrar el

Teorema 1.39.(Existencia de control éptimo).
Bajo la hipétesis [H], existe un control éptimo para el problema PNgqgqp ),
ie.,

If € LT(Q) tal que J(f) = sup Jig). 1
gELT ()

Nota.

En este teorema, a diferencia con otros autores que estudian el mismo
problema (ver [47]), para garantizar la existencia de control 6ptimo, no
necesitamos imponer ninguna acotacién superior sobre el conjunto de los
controles admisibles. La razon de este hecho se basa en que, como se
desprende del Lema 1.38, si un control es dplimo, necesariamente va a

estar acotado superiormente.
Una vez considerada la existencia de solucién del problema PNg g ), enun-
ciemos la prometida caracterizacion del beneficio positivo.
Teorema 1.40.(Beneficio positivo).

Consideremos el problema de control PNg 4, » bajo la hipétesis [H]. Entonces

sup J(g) > 0& gi(—a) <0.0
seLT ()

Nota.

Las observaciones hechas al final del Teorema 1.12 son validas también

aqui sin mas que considerar, cuando gy (—a) < 0, la funcién f como la
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Ginica solucién no negativa y no trivial del problema

—Ap(z) = p(a) |a(z) - W +—'\p(.r.]] , #ER
a"(:r.) =

0 z € 0%,

Recordemos que uno de los objetivos de esta seccion es obtener una re-
presentacién adecuada de cualquier control éptimo. Para ello seguiremos un
camino andlogo al usado en el problema de control PDgqpx. Comencemos

estudiando qué propiedades debe satisfacer cualquier control éptimo.

Lema 1.41. (Condiciones de optimalidad).
Supongamos [H] y g1(—a) < 0. 5i f € LT (R) es un control dptimo cualquiera,

entonces

A
f:iu.,('i—."u.ﬂ.,,,f)t ced. (1.91)

donde Py, €s la tinica solucién del problema lineal

~APgaps+ (—a+ f+2bu apy=1 en

ﬂg%&.l.:(}, sobre 992 1

Notas.

1. El lema anterior proporciona, en particular, informacion sobre la regu-
Jaridad del control éptimo, a saber, si f € LY (§2) es un control éptimo,

entonces [ € C(R) y ademis
fl@) > 06 Paaps() <1, Vze

donde la funcién Paqp s es la definida en (1.92). Si alguna de las con-
diciones de la equivalencia anterior fuese cierta, automdticamente ten-
driamos mas regularidad para el control. De hecho tendriamos f €
w2r(Q), Vp € (1, ).
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2. En adelante, escribiremos Py ; o Py para referirnos a Py, s, siempre

que no haya ambigiiedad en la exposicion.

El objeto de lo que sigue es buscar condiciones para que la desigualdad
Paaps(z) < 1, Vr € Q, sea cierta. Para ello teniendo en cuenta el Lema
1.32 y la ecuacién (1.92) verificada por Pg a7, bastard con usar la acotacion
“a priori” para el control éptimo f, (0 < f < %E—), y encontrar una estimacion
inferior adecuada para la funcion —n.+f+2bu]._ Observemos que el Lema 1.92
garantiza también que Paqps > 0 en 2. Basicamente las condiciones que nos
permitiran las estimaciones anteriores seran del tipo A pequeiio y/o b grande.

Mantengamos las hipétesis del lema anterior, esto es, [H] y 0;(—a) < 0 en

todo lo que sigue. Escojamos ahora € € R* cumpliendo

Al(—ﬂ. + 2’”1'(])
2b '

€<

(1.93)

Gracias a la continuidad de la aplicacion f + uy, existe una constante Ao =

Ao(8,a,b), tal que si A < Ag entonces
g€ LY (R), ¢9< :\n% = uy > up— ¢ cet. (1.94)
Asi, Py, definida en (1.92), verifica la desigualdad
0< P <AQ, cet.
donde @ es la tinica solucion del problema

~AQ 4+ (—a+ 2b(up— €))Q = 7, en Q,
";,—% =0, en J5. -

Tomando

1
A< min Ao, = ¢ = Ay,
= T { ncaum} :
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entonces, la {uncion Py, definida en (1.92), verifica la desigualdad

0< P <1, cet.en S (1.98)

También podemos conseguir la acotacion anterior imponiendo condiciones
sobre la funcién b. Primero observaremos que si b es constante, podemos
hacer un cambio de variable, (ver (1.41) y las notas del Teorema 1.21) y nos
reduciriamos al caso anterior tomando b suficientemente “grande”. En el caso
que b no sea constante, supongamos que la funcion b satisface la restriccién
b < Mb, para algin 1 < M < 2 ((1.42)) y elijamos € € R* tal que

2

M
< 2 o1(—a+ ﬁ”l,[))- (1.99)

Sea ahora by tal que para b > by, si g € L() vy 9 < A, entonces
Uy > ujp — £ en Q. Asi, de una manera similar a lo hecho en el Lema 1.22,
para f control dptimo, cuando b > by podemos asegurar que (1.48) es cierta.

Por tanto,

C
0 < l)f,‘f < %—

, c.e.l. en €2, (1.100)
donde P, s esta definida por (1.92) y Q es la tinica solucion de
~AQ+ (—a+ F(mp—£)Q= M, enf

99 _ 0, en 0.

EI

Ahora bastard tomar
b > by = max {by,||Q||}

para obtener (1.98).
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Teorema 1.42.(Sistema de optimalidad).

Supongamos que [H] y g1(—a) < 0 se verifican. Si se cumplen o bien (1.97)
o bien (1.42) y (1.102), entonces, cualquier control éptimo f € LY (), puede
expresarse de la forma

f= %u(l -p), (1.103)

donde el par (u, p), satisface el siguiente sistema (de optimalidad)

~Au=u (n -+ %(l - p)]u) , en §,

v las restricciones

0<p<l,u>0, cet. Q

Nos ocuparemos a continuacion del estudio de la unicidad del control
optimo para el caso de ecuacion de estado con condicion en la frontera de
tipo Neumann. Para este problema, con pequeiias modificaciones, se podrian
enunciar y probar resultados en la linea de los Teoremas 1.19 y 1.25, descritos
en la seccion tercera. Las demostraciones, partiendo del sistema de optima-
lidad, serian anélogas a las alli hechas. Creemos, por tanto, mas interesante
hacer el estudio de la unicidad desde otro punto de vista diferente al ya tratado.
Esta demostracion de unicidad que vamos a hacer, en el contexto Neumann,
también podria hacerse con el problema PDg 4 ), estudiado en la primera
parte de este capitulo (véase [13]). No la incluimos alli por brevedad en la
exposicion. Es interesante resaltar que en este estudio de la unicidad aparece
también la condicidn A pequeio. Realmente lo que demostraremos serd que

cuando A es suficientemente pequeiio, el luncional .J es estrictamente concavo,
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en un subconjunto convexo apropiado de L (£2), que contiene a los controles
optimos. Esto garantiza la unicidad del punto donde el funcional J alcanza el
supremo. Pensemos que esta idea no es del todo descabellada si observamos
que el funcional J, ecuacién (1.83), consta de la suma de una parte céncava, el
término — 2, y otra que no lo es, pero que va multiplicada por A. Parece, por
lo tanto, légico, que si queremos tener unicidad del control éptimo, hagamos
el pardmetro A pequefio para asi darle mas importancia a la parte “cdmoda”
del funcional.

Comencemos con una proposicion que informa, usando los conocimientos
que tenemos de la regularidad de la aplicacion f v~ uy, sobre la derivabilidad

del funcional J.

Proposicion 1.43. Consideremos el abierto A C L(Q) definido como A=
{g € L=(R) : o1(—a+g) <0}. Entonces J: A =+ R, [~ J(f), es Fréchet

diferenciable con continnidad y

J'(Ng) = / (Nejof + Mupg—2fa), ¥V fe A, ¥ geL™(Q), (1.106)
J5
donde £ ; es la tinica solucién del problema

—AE 4 [—a+ [+ 2bug)é = —guy, en 1
. (1.107)
% = 0, en 01

B

DEMOSTRACION. Supongamos f € A y ¢ € L™(), entonces, como en el
Lema 1.1}, tenemos

J(f+ By)
Ji)

—JU) - [“ (Af&sq+ Augg — 2fg), cuando 3 —0.

Tomando Py como la funcién definida en (1.92), de la misma forma que en

(1.22), obtenemos
[j'ff'g+ / y'"]Pj =0,
S0 Ja
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por tanto

J(f +Bg) - IUS)
p

—~+/ (=AugPy + Auy - 2f) g, cuando S —0.
a

Claramente el operador L>(£2) = IR, g — / (=AgusPy + Augg — 2fg), es li-
neal. Probemos que es continuo. Teni'e{lldo en cuenta que la funcién
(=-AwgPp+ My —2f) esté en L>(Q), (recordemos la regularidad que tie-
nen las funciones uy y Py y que (2 es acotado), existird N > 0 tal que
| fo (=AugPr+ dup—2f)g| < N||gll- Esto prueba que J es Giteaux-dife-

renciable en f € A con diferencial

H D= [ (-hushyt ug =2y Vg €L7@). (1108

Para ver que J es Fréchet diferenciable con continuidad bastara con demostrar
que la aplicacién J' : A = (L>®(2))" (dual de L>(£2)) definida por f — Jg(f)

es continua. Para ello, si f, — f € A, entonces

sup |J;_.'(fn)(.'l) — Je(N9)l=

gEB o)

= sup [ [~ A(uy, Pr. — ugPr) + Mug, —uy) —2(fn - Nyl
gEB ooy |/

donde Bp~(g) es la bola cerrada unidad de L>(52). Debido a que f, = f, en
L>(S2), tenemos que uy, — uy en C' (). Probando que Py, — Py en C'(9),
tendriamos que

sup |G (9) = Je(N(g)] = 0,

gEB 00 (n)

de donde se deduce que J es continuamente Fréchet diferenciable.

Veamos ahora que P;, = Py en O (2). Para ello tomemos e suficiente-
mente pequeiio como para que gy (—a+ f+2buys) > ¢(142b); esto en particular
implica que g\(—a + f — ¢ + 2b(uy — ¢)) > 0. Sabemos que existe un indice

ng € N tal que si n > no entonces

fte>fu>f-€ up >ur—¢ en S
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Ahora tomando 1 como la iinica solucién del problema
“Ap+ (a4 f-ctWup-Qn=Ff+e, en,
-g—:f =10, en 05},
y teniendo en cuenta los Lemas 1.32 y 1.37 junto con la ecuacién gue satisface
Py

n?

obtenemos
”1) n“C‘O < ”"“go Vn 2 ng.

Podemos ahora probar la convergencia de P, — Py en C'(§2) mediante un

razonamiento de compacidad y paso al limite como el hecho en el Lema 1.9.

Como hemos comentado con anterioridad, nuestro objetivo es dar condi-
ciones para que el funcional J tenga un sélo punto en LY (£2) donde se alcance
su supremo. Sabemos por el Lema 1.38 que los controles 6ptimos, esto es,
los puntos de maximo de J, estén en el “intervalo” convexo [0, AF] C LY ().
Por tanto, basta dar condiciones para que J sea estrictamente céncavo en ese
conjunto y como sabemos que es Fréchet diferenciable, es suficiente mostrar
que el funcional J' es estrictamente mondtono. Para ello, como veremos en el
Teorema 1.45, necesitaremos que las aplicaciones uy y Py sean lipschitzianas
con respecto a los controles f € [0, AF] C LT (R2), para un cierto X € Rt

Del hecho que la aplicacion A = C'(R), f + u; sea de clase C!, se deduce
que es localmente lipschitziana, como puede verse en Clarke [16]. Algo mas
complicado es demostrar que la aplicacion A = L™ (), f — Py (ver (1.92)
para la definicidn) es localmente lipschitziana. Nosotros demostraremos que

es lipschitziana en [0, A%] para A suficientemente pequeno.

Proposicién 1.44.Supongamos que [H] y g1(—a) < 0 son ciertas. Entonces,
existe Ag > 0 tal que si 0 < XA < Ag la funcidén

P, )\%} S L) (1.109)

es lipschitziana.
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DEMOSTRACION. Para demostrar que P es lipschitziana es suficiente mostrar
que 3Ao > 0, fBo > 0, M > 0 tales que

vf € [o, )\%] C LP(R), Yh € L®(Q) con |[h]le < fo

se tiene
NPrsn = Prlloo < M||Allo (1.110)

siempre que A < Ag.

En efecto, veamos que (1.110) implica que P es lipschitziana con respecto
a f. Para ello, sean f,g € [0, ,\%]; tomemos n € IN tal que h = 9—;—'[ verifique
Ihloo < Bo. Entonces, i

NPs — Pylloo = |Pt4(g-5) = Prlloo <
< Rz WPr4kn = Prayranlloo <

< 02 M)loo = nM ||l = M| = gllco-

Probemos ahora (1.110). Tomemos A > 0 verificando que o1(—a+AF) <0
(piénsese que gy : L=(2) - R es continua y que por hipdtesis g;(—a) < 0).
Sea ahora 4 cumpliendo gi(—a + A%} < —v < 0. Esto iltimo, en particular,
implica que Vf € [0, %] C L=(Q), Vh € L(Q) con ||kl < Ao, siempre que
A< Ay fo <7,se tiene

"14"‘2"}‘\%+ﬁn>ﬂl\g+w >0 (1.111)
en €.

Escojamos ahora ¢ verificando

o1(—a+ bug + b".‘\g+1)

< = .
‘ b

Gracias a la continuidad de la aplicacién f +» uy, podemos tomar un A>0

con la condicién de que para A < Ay g € [0, A§] C L*=(2), se cumpla que

ug > ug—€, enfl
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Elijamos ahora
Ao < min{A, A"},
fo = min{7y, %(min{/\, A} - Ao}

(1.112)

Si |{hlloo = 0, entonces (1.110) es cierta trivialmente. En caso contrario, po-
2

Pryn = Py
1]l o

demos definir {; = que verificara

i /
"AC.'L # [“"‘ + f + 2{””]% = "W—{Pf+h = l) - ‘prf-}-hEhv en Q‘
iy~ 0
'—%& 0, en 09,
v
(1.113)
donde &, = "—"th;-“—{

il

Probemos que Pyyy, estd acotada en la norma de L™ (2) independiente de
[y h. En efecto, P4y es solucién del problema
~APpn+ (—a+ [+ h+2buggn)Pryn = f+h, enQ
SFian _ g, en Of.

v

En virtud del principio del mdximo, —R < Pryn < R, con R >0 solucion de

AR+ (—a+ S +h+up)R=254fo, en
! b

i _ g, en Of2.

RN
A su vez, R < S, donde S es solucion del problema
—AS 4 (—a+blug — €) +buya, ;)5 = AL+ fo,  en
A3 b
2=, en 9.

Obsérvese que por la eleccién que hicimos de g en (1.1 12), tenemos

4 Bo < Ao + F(min{A,A') ~ Ao) < N,

de donde se deduce que

Ufph 2 Uftfe 2 Yo — €.
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Aplicando ahora el Lema 1.32 se concluye que Py estd acotado en L*()
independiente de f € [0, A()%} y h € fp. Usando de nuevo el Lema 1.32 y te-

niendo en cuenta la definicién de ¢4 en (1.113), terminamos la demostracion. i

En resumidas cuentas hemos demostrado que existe un valor Ag tal que

si 0 < A € Ag la aplicacion [U,/\E] - L), f = uy(l - Py), es
81 peo(n)
lipschitziana. Sea L su constante de Lipschitz. Considerando estas tiltimas

observaciones, probemos que el funcional J' : [0,03] € A = (L®(Q))" es
estrictamente monétono para A suficientemente pequeiio (gracias a lo cual y

como ya hemos comentado anteriormente J serd estrictamente concavo).

Teorema 1.45.(Unicidad del control éptimo).
Mantenemos las condiciones [H] y oi(~a) < 3. Sea A < min{Aq, %}, donde
I, es la constante de Lipschitz definida en el pérrafo anterior y Ag como en

(1.112). Entonces, existe una tinica funcién f € L7 () tal que

J = d J =
(N gei}}%’((ﬂ] (9),

i.e., el problema PNggap ) tiene una inica solucion.

DEMOSTRACION. Sea f € LT(§2) un control dptimo. Sabemos, en virtud del

Lema 1.38, que f € [O, AE] Demostraremos que J es estrictamente concavo

a ; ’
en [0, /\E] (por lo que alcanzard su supremo una séla vez).

]

b] C L™(R), f # g, entonces

En efecto, sean f,g € [0, A
S) = L@ - 9) =
/n (gL = Pp) = 20)(f — 9) - Qg1 = Py) = 20)(] = 9)] €
< [ -9 -2 -0 <0
J
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a
De esta forma J' es estrictamente mondtono en [0, )«3] i

Fl objetivo principal de io que sigue es proporcionar un esquema iterativo
que wproxime la dnica solucién del problema de control PNga 3, © equivalen-
temente, la Gnica solucién del sistema (1.104) bajo las condiciones (1.105). Al
igual que en la seccidn cuarta necesitamos dar un esquema de aproximacion,
basado en el método de sub-siiper soluciones, para un sistema de EDP, pero

ahora con condicién en la frontera tipo Neumann. El sistema seria el siguiente

x,u(x), p(z)), re Q,
+ D(x,u(z),p(z)), =€ K, (1.114)
xr € 09,

donde Q es un dominio acotado y regular de R”, y las “no linealidades”
B,C,D : QU x R? & R salisfacen la condicién de regularidad [C1] y las
propiedades de monotonia [C2] definidas en la seccién cuarta. Hagamos ahora

una definicién de sub-siper soluciones adecuada para el sistema (1.114).

Definicién 1.46. Sean u,u,p,p € H'(22)N L>(82). Diremos que tales funcio-
nes forman un sistema de sub-siiper-soluciones para el sistema (1.114) si
verifican:
a)

u(z) <u(z), p(z) <p(x), cet. §,

b) Yo € (), ¢ > 0,

[vu-ve> [ Baane,
4 J

19
fv!.w)g [13(:r,g,g)¢,
1] JE
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/ﬂ Vp-Vé> jﬂ C(7, 4,76+ [ﬂ D(x,7,5),

j Vp V< [ Clz,5,p)0+ [ Dis, w9
1] 1] ]

La definicién anterior puede parecer extrana, pero si tenemos en cuenta las
propiedades de monotonia del sistema (1.114) que, sugeridas por el sistema de
optimalidad (1.104), hemos impuesto a las funciones B, C'y D, no parecerd
tan rara. Recordemos lo hecho ya en la seccién cuarta para el estudio de la
aproximacion en el problema PDg 4 1.

Tenemos ya preparados los ingredientes para poder enunciar un teorema
general para la existencia de soluciones de un sistema en denivadas parciales

como (1.114), basado en la existencia de un sistema de sub-sipersoluciones.

Teorema 1.47. Consideremos el sistema (1.114) bajo las hipétesis [C1-C2].
Supongamos que u,u,p,p € 1 ) N L>™(N) es un sistema de sub-siper-

soluciones para (1.114). Defiramos por induccion las sucesiones

i, ), {u™}, {p.}, {p"}, como
I 1
= 1 = e 1 _ =
M =u, 4 =u, n *E, P =p

y para n > 1 como las soluciones de los problemas definidos en (1.59) pero
considerando la condicion de Neumann en la fronteia de Q en lugar de la
condicion de tipo Dirichlet  Entonces, las sucesiones de funciones definidas
anteriormente satisfacen

iy S € o € M S P LK

" S 7] f_\ S Pn ‘L: I’n S p"_l .<‘_" L

para todox € 1 y

Uy Aty 0N, P S pe, PN (1.116)
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[VﬁV¢2/\nngﬁw+ Dz, %,5)¢
JE J J 1

/V;_;-Vq‘)g C'(:r',’ﬁ,p)qb-}—[ D(z,u, p)o.
Q Q 8 Q =5

La definicion anterior puede parecer extraia, pero si tenemos en cuenta las
propiedades de monotonia del sistema (1.114) que, sugeridas por el sistema de
optimalidad (1.104), hemos impuesto a las funciones B, C'y D, no parecerd
tan rara. Recordemos lo hecho ya en la seccién cuarta para el estudio de la
aproximacion en el problema PDg o5 2.

Tenemos ya preparados los ingredientes para poder enunciar un teorema
general para la existencia de soluciones de un sistema en derivadas parciales

como (1.114), basado en la existencia de un sistema de sub-sipersoluciones.

Teorema 1.47. Consideremos el sistema (1.114) bajo las hipdtesis [C1-C2].
Supongamos que w,%,p,p € H'(Q) N L®(Q) es un sistema de sub-siper-
soluciones para (1.114). Definamos por induccion las sucesiones

{unt, {u}, {pn}, {p"}, como
w=u =T p=p p =P

y para n > 1 como las soluciones de los problemas definidos en (1.59) perc
considerando la condicion de Neumann en la frontera de @ en lugar de la
condicion de tipo Dirichlet. Enfonces, las sucesiones de funciones definidas

anteriormente satisfacen

i <€ .S <t <u™ 1 <. < ul, (1.115)
=g = - = 15
pm<m<<pmspr <Pt <<yl

para todo x € Q y

T * *
U ey N P S Py NPT
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en C1@ (ﬁ), para cualquier « € (0, 1), donde u,, u*, p,, p* satisfacen el sistema
~Au, = B(z,t.,ps) en Q,
—Au* = B(x,u*, p*) en 2,

—Ap, = Clx,u*, pu) + D(x, e, pi) en £, (L.117)

—Ap* = C(x, tay p*) + D(x,u*, p*) en €,

I A S | R o
Aoty = 5=t = gop. = 58" =0, en diL.

Ademas, cualquier solucién (u, p) de (1.114) con la propiedad
w<u<i p<p<h

deberd satisfacer

e <u < ut, p <p<ph

DEMOSTRACION. La demostracion es similar a la del Teorema 1.27 teniendo
en cuenta el principio del maximo para el operador (-A +T), T € R*, con

condiciones en la frontera tipo Neumann (recordemos el Lema 1.32). 11

Nota.

Podemos observar aqui también que (u*, u,, p*, p.) es otra solucién de
(1.117). Por tanto, si el sistema (1.117) tiene solucién dnica (u, v, p, q)
en [u, ) x [u, @) x [p,P) x [p, ] C [L (D)]", debe ser w. = u*, p. = p*, y
consecuentemente 4 = 1, = u*, p = p, = p* serd la dnica solucion (ver

[45, cap. V]) de (1.114) en [u, @] x [p,p) C LT () x L ().

Una aplicacion interesante del teorema anterior es proporcionar un método
aproximativo para la solucién del sistema de optimalidad (1.104)-(1.105). Con-

sideremos las funciones B,C' y D de esta forma particular

A
Bz, u,p)=u (u - [b+ E(l - p)]u) ;
Cla,u,p) = p(a — 2bu),
A ;
D(z,u,p) = :jh'(_] -p)k
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La hip6tesis [H] implica [C1] y como las funciones B,C'y D son de clase C !
con respecto a las variables (u, p), es posible encontrar una constante T' € R*
para la que se verifique [C2]. Tomemos ahora como sistema de sub-siper

soluciones al formado por las funciones

w=w, T=—, p=0, p=AQ, (1.120)

donde @ y w son definidos, respectivamente, como en (1.96) y como la solucién

del problema

—-Aw =w lu = %m = bm] en €,

Qu _ () en 1.

du

(1.121)

Estamos en situacion de poder aplicar el Teorema 1.47 para obtener una so-

lucidn {w,, u*, pe, p*) del sistema

A
—patty ) en (2,
2

A A
A =uw*la—[b+ E}n" + ;E]r*u.* cn €2,

A
—-Au, = a—[b+ 5]#,. +

) A
~Ap, = (0 — 2bu*)p. + Eu,(l —p)? en R, (1.122)

A . _
—Ap* - 2bu)p* + 5:;"(] ~p5)% en R,

i Dow _ D0 _ Do e
ity = 3" = gope = 5op" =0, en 982

Si ahora encontramos condiciones para que el sistema anterior tenga solu-
cién dnica en [u, ] x [u, @) x [p,P) x [p, 7] C (L (], en virtud de la nota
al Teorema 1.47, habremos conseguido un método de aproximacion para el
control éptimo del problema PNg,s\. In esta linea tenemos el siguiente

resultado:
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Teorema 1.48.(Primera aproximacién).
Supongamos [H], g1(—a) < 0 y que € es elegido como en (1.93). Definamos
8o = o1(—a + 2b(ug — €)), que es estrictamente positivo por la eleccién de e.

Entonces, tomando Ay como en (1.97), si

A < Ay = min {1\1,

do 26,b* }
bl e e )

20||Q)|c b° +@

el sistema (1.122) sélo puede tener una solucion (u, v, p,q) verificando las con-

diciones
(1.123)

donde w, T, p, P estdn definidas en (1.120).

DEMOSTRACION. La demostracion es similar a la del Teorema 1.29 0§

Partiendo ahora de otras sub-stiper soluciones podemos encontrar diferen-
tes condiciones que garanticen la unicidad de solucion del sistema (1.122) y por
tanto disponer de otra aproximacién para la solucién del problema PNgqp 3.
Con estas ideas presentes vamos a suponer que la funcion b estd sujeta a la res-
triccion (1.42) y vamos a definir unas sub-siiper soluciones apropiadas. Para

ello consideremos £ € RY como en (1.99) ;7 @ el de (1.101). Tomemos

[ = ¢
U=w, i= b Q::(], p= (1.124)

E-.

donde w estd definido en (1.121).

Teorema 1.49.(Segunda aproximacion).
Supongamos ciertas las hipétesis [H], g1(—a) < 0y supongamos que la funcion
b satisface la restriccion b < Mb, para algin 1 < M < 2. Tomemos como

sistema de sub-siper soluciones las definidas por (1.124) que, en virtud del
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Teorema 1.47, nos proporciona una solucién (u,v,p,q) del sistema (1.122).

Sea 6 = 1(~a + 4 (uy,0 — £)), donde ¢ estd definido por (1.99). Si

; Ao
b > ma.x{bl,(—:sﬁﬂ}, (1.125)

donde by es el determinado por (1.102) y o = nm.x{zm%gﬂﬁ, %}, entonces

(u, v, p,q) es la iinica solucion del sistema (1.122) satisfaciendo las condiciones

(1.123).

DEMOSTRACION. Es ansloga a la de! Teorema 1.30. B




Capitulo 11

SISTEMAS ELIPTICOS CON CONDICIONES
DE CONTORNO TIPO NEUMANN.
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En este segundo capitulo vamos a estudiar un problema de control éptimo
donde, en vez de una ecuacién de estado, tendremos un sistema de estado
de tipo eliptico. Creemos interesante trabajar con problemas de control en
el caso de sistemas, no sdlo por la propia generalizacion matematica, que es
importante en si misma, sino por las aplicaciones que de esta generalizacion
pudieran derivarse. El trabajo lo kemos realizado imponiendo condiciones en
la frontera tipo Neumann. Una de las razones para considerar este tipo de
condiciones es la de “controlar” el flujo de la solucién a través de la frontera
del dominio, hecho que, por ejemplo, puede ser interesante cuando se estudie
el crecimiento-cultivo de una o varias especies bioldgicas dentro de un recinto

acotado.

Empezaremos estudiando el problema:

—Au=ea(x)v —dy(2)v— cqu{n+v), en
~Av=b2)u - dy(x)v — co(n+v), enfl (2.1)
%{‘ = 2—’,—:“ =0, en 912,

donde 2 es un dominio acotado y regular de RY, las funciones @, b, dy, d;

pertenecen al espacio de funciones
L) ={9eL™(Q), g2 0cet}

¥ ¢p, ¢; son constantes positivas. El par (d,d;) actuari como control del
sistema y estard en el espacio de controles (', x Cs,, donde para i = 1,2y

&; > 0 prefijados, definimos
Cs, ={ge L™(2),8 > ¢ >0 cet. Q}.

Los coeficientes del problema anterior pueden tener una interpretacion
bioldgica en estos términos: supongamos que dos subpoblaciones de la misma
especie viven en el dominio §2. La funcién u representa la concentracion de

individuos adultos y v la concentracion de individuos jovenes. La funcion o
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describe la razon de jovenes que llegan a ser adultos y de la misma forma b
expresa la proporcidn de jovenes que son “nacidos” de los adultos. Las cons-
tantes ¢; y ¢z miden de alguna manera la competicién que existe entre cada
subpoblacién con el total de la poblacién. Las funciones dq y dy influyen en el
crecimiento de cada una de las subespecies con el objeto de mejorar la calidad,
de esta manera tienen una influencia en el beneficio final del proceso (véase el
funcional de coste-beneficio (2.2) mas adelan’e). La condicién homogénea en
la frontera tipo Neumann indica que no hay flujo de individuos a través de la

frontera del dominio £2.

En una primera etapa, para estudiar el problema de control asociado a
(2.1), estudiaremos la existencia de soluciones del sistema (2.1) con ambas
componentes no negativas y no triviales. Como veremos mas adelante (seccién
primera), bajo determinadas hipotesis (como veremos en el Teorema 2.2), para
cada par (dy,dy) € Cs, x Cs, el sistema (2.1) tiene una iinica solucion, en
sentido débil, (ug4, 4,,04, 4,), con ambas componentes positivas. Fn adelante
ditemos simplemente que (w4, 4,04, ,4,) €5 un estado de coexistencia para cl
problema (2.1). Este hecho nos permite definir el funcional de coste-beneficio,

J : Cs, x C, =+ R, como
(s, da) = fo { A0, (1)es () = (dy () +
T 10a, 4y (2)da () - {d.,,(;r))‘*} dz,

que en cierlo sentido, como ya hemos visto en el capitulo anterior, representa

(2.2)

la diferencia entre beneficio y coste (puede consultarse también [27], [35], [44],

[46], [64] para problemas similares en el caso de sistemas y [42], [43], [47], [36]

para situaciones parecidas en el caso escalar). Asi, las constantes A, > 0
representaran, respectivamente, el cociente entre el precio de venta y el coste
del control, de las especies u y v. Diremos que un control (dy, d3) € Cy, x Cs,
es un control optimo si

J(dy,d3) = sup  J(ep,e3),

f-',;] )(('52
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o equivalentemente, que tal control {d;,d;) es una solucion del problema
PSqob.cyc2,81,82.0n Cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos
PS en lugar de PSq g pc;,c0,50,52,0p:

También estudiamos en esta seccion el caso de sistemas elipticos lineales
de tipo cooperativo (véanse los trabajos [19], [26], [28] v [29]). Este estudio
servira para, entre otras cosas, deducir el sistema de optimalidad (véase mds

adelante el Corolario 2.12) que han de satisfacer los controles 6piimos.

on una segunda etapa, nuestro interés se centrard en maximizar el funcio-
nal anterior J y en describir lo mejor posible los puntos de Cj, x (s, donde
tal supremo se alcan-e. Mas concretemente, en la seccion segunda, daremos
condiciones que garanticen la existencia de solucion del problema PS, encon-
traremos algunas propiedades cualitativas que deben cumplir las soluciones de
PS y deduciremos el sistema de optimalidad. En la seccién tercera, usando el
sistema de optimalidad probaremos que el conjunto de los controles dptimos es
precompacto como subconjunto de L™(£2) x L*(2). Este hecho serd esencial

en el estudio de la unicidad del control dptimo (compirese con los trabajos

(27, [35] y [44]).

I1.1. Preliminares. Sistemas elipticos de tipo cooperativo.

i€l objetivo de esta seccidon es, como ya hemos comentado brevemente,
obtener condiciones que garanticen la existencia y unicidad de solucion (u, v),
con ambas componentes posilivas, para el sistema (2.1). Las “herramientas”
que vamos a necesitar van a ser: un poco de teoria sobre sistemas de EDP
de tipo lineal, el método de sub-siper soluciones (recordemos los trabajos
de Amann [2], [3] y Sattinger [62]) y el criterio de unicidad de soluciones

positivas, para ecuaciones definidas por operadores abstractos de tipo céncavo,
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entre espacios ordenados de Banach (Amann [2], Krasnosel'skii [40]). También
es conveniente recordar algunos resultados sobre la regularidad de soluciones
para EDP de tipo eliptico y de inmersion de espacios d= Sobolev y espacios
de Holder (véase por ejemplo Fucik [31] o Gilbarg-Trudinger [34]).
Empezaremos por buscar condiciones que nos proporcionen existencia y

unicidad de soluciéon para un sistema lineal del tipo

Al + a(z)E + b(a)y= f(x), en (D,
—An+ (@) +d(r)n = g(z), en £,
% =01, en 012,

i

donde f, g € L2().

Recordemos que gy(q) € R, definido para ¢ € L™(12) , es el valor propio
principal del problema de autovalores (1.84) v que sati.face (1.85). Es también
interesante tener presentes las propiedades mas importantes que satisface gy (q)
vistas en la seccion quinta del capitulo anterior. Notaremos como ¢(g) su
funcién propia asociada (elegida como en el primer capitulo con ||y {¢)]l = 1
y positiva en )

nunciemos el proximo resultado que nos permite asegurar, bajo ciertas

condiciones, cuando el sistema, (2.3) va a tener unicidad de solucion.

Proposicién 2.1. (Existencia y unicidad para el sistema lineal).

Sean a, b, c,d € L™({2) satisfaciendo

o1(a) > 0,01(d) > 0 y (|0 [lo + I e ll0)? < dor(a)es(d).  (2.4)

Entonces, ¥ [, g € L*(S) el sistema (2.3) tiene una iinica solucion en H'(§) x
HY(9).

DEMOSTRACION. La haremos usando el Lema de Lax-Milgram, aplicado a la
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forma bilineal A : [HY(R) x H'(R2)]* - R, definida como

A(E D), (bo) = [n VEVH + ]ﬂ«-(r)&w [ﬂ ba)nd +

- [H Van+./ﬂr(:r)fcp-‘rfﬂd(x)ws

y al funcional © : HY(Q) x H'(R2) — R, definido por

(¢, p) = !;f¢+ /n.w-

De la definicion de A y de las propiedades de los coeficientes a, b, ¢, d se
deduce que A es continua. Para ver que es coerciva bastara con probar que

da > 0 tal que

aenemzal[ @] venem
' (2.5)

A((&n), (&) >« [L|vg|2+|v;,|2] Vé,ne H'Y(Q)

ya que entonces

a 2 -2 2 702
A& 23 [ [@viver+ [iervn,

para cualesquiera £, 7 € H'(2). Veamos (2.5). En virtud de la caracterizacion

variacional de g(q) y de la desigualdad de Holder, tenemos

A Em) > alw) /ne‘zm(rf)./n 112—(Ilbllm+Ilf'lim)./n|£n| >

01(a)|IEN3 20y + @1 (DIl 20—

=(1blloo + llelloo Nl L2¢y 1)l L2¢g)-

El diltimo término de la cadena de desigualdades anterior es una forma cua-

drética en las variables ||€|| 2q) ¥ lInllz2(n), que es definida positiva en virtud
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p

de la condicién (2.4). Por consiguiente, podemos tomar un a; > 0 que sa-
tisface la primera desigualdad de (2.5). Por otro lado, para que se cumpla la

segunda designaldad de (2.5), basta con encontrar un oy tal que

[(: = az)er(a) — aalall][(1 - az)e1(d) - @sl|dl|] >
] (2.6)
> 2 (Iblloo + lleflee)?

lo cual es posible si tenemos en cuenta (2.4). En efecto, (2.6) implica que

[(1 = az)er(a) = azflall] [1E]15 + [(1 = az)er(d) — aalld]ioo] [[nll3~

= (1Blloe + llelloo) [1EN2lmll2 = 0,

de donde se obtiene

{1 = o] [s €4 (1= ) [1 g - [n €71 (blloo + llelloa) 2

5 g (Ilnllm [ &+ [ ;)
J J

Usando aho.a la caracterizacion variacional de gq(¢) v g1(d), de la desigualdad

anterior deducimos

- o Ve +a 2)- - a ( nl? + d 2) n(b+ ¢
(-0 ([ e+ 0e) - ([ 192+ ant) + [ enoro) 2

> —ay (/ af® 4 dqz) .
Ia

que es equivalente a la segunda desigualdad de (2.5). Tomando ahora o =
min{ay, a3} tendremos el a buscado.

Fl Lema de Lax-Milgram garantiza que para cada f,¢ € L%(1), existen
&, n € HY(Q) inicos, tales que

A((&n), (D, 9)) = /‘;fcﬂ [u g, V(¢ )€ HY(Q) x H'(R);

lo cual equivale a afirmar que (&, 7) es la dinica solucién débil de (2.3). B
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Volviendo a nuestro sistema (2.1), el proximo teorema garantizara, bajo

las correspondientes condiciones, la existencia de solucion.

Teorema 2.2. (Coexistencia para el sistema de estado).

Sean &;, 8, dos nimeros reales positivos tales que

Entonces, ¥(dy, dy) € C5, x Cs,, existe un estado de roexistencia (u, v) para el
' 1,42 1 8 ’ I

sistema (2.1), i.e. (u,v) verifica el sistema (2.1) conu >0 y v >0 en Q.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar la existencia de una solucién de (2.1)
con ambas componentes no negativas y no triviales por el método de sub-
stiper soluciones.

[Caso constante].- Antes que nada, veamos qué pasa cuando a,b,¢; y ¢z €

R* vy dy,u, son dos constantes no negativas. En este caso particular, nos in-

teresamos por las soluciones constantes de (2.1). (Estas soluciones constantes
las utilizaremos mis adelante en el caso general como subsoluciones). Concre-
tamente probaremos que el sistema (2.1) tiene una inica solucion constante,
(u,v), con ambas componentes positivas, si y solo si, ob > dyd;. Ademas, se

verifica que

a b
b<uc —, 0<v< —. (2.8)
Cq C2

En efecto, supongamos que (u,v) es una solucion constante de (2.1}, con

ambas componentes positivas, entonces verifica el sistema de ecuaciones
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ov—dyu— cpu(u+v) (2.9)
bu — dyv — cu(n+ v). (2.10)

Multiplicando (2.9) por b+ dy, (2.10) por o + d;, sumando ambas expresiones

y llamando o = ab — dyd; tenemos
ofu +v) = (u+ v)[uey(b+ dy) + vey(o + dy)] = 0, (2.11)
de donde, por ser u, v niimeros positivos deducimos que
a~c(b+ dp)u—cy(a 4+ dy)v=0. (2.12)

De la expresién anterior se deduce que a > 0 o lo que es lo mismo ab > diyd,.

Reciprocamente, probemos que si ob > didy, entonces el sistema (2.9)-
(2.10) admite una solucién constante con ambas componentes positivas. En
efecto, el sistema que queremos resolver es equivalente al formado por las
ecuaciones (2.10)-(2.11). Observemos, ademds, que en caso de ser u+v # 0
las ecuaciones (2.11) y (2.12) son equivalentes. Por tanto, bastard encontar
una solucion con ambas componentes positivas del sistema formado por las
ecuaciones (2.10)-(2.12). Notemos que la ecuacién (2.12) es una expresion
lineal en las variables u y v. Despejando la variable v en la ecuacion (2.10)

deducimos que dicha variable u crece estrictamente como funcion de la variable
b

ven el intervalo [0, =

) verificando ademds, que u(0) =0y limnﬁ*% u(v) = 4o0.

De aqui es facil deducir que sélo existe una tnica pareja (u,v), con ambas
componentes positivas, que satisface el sistema (2.10)-(2.12). La acotacion

(2.8) es consecuencia directa de (2.12).

[Caso general].- Volviendo al caso general, esto es, cuando o, b, dy y dy

son funciones, tomemos (1., v,) como la dnica solucion constante, con v, y v«
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nimeros positivos, del sistema

—Au=gv-6u—cru(u+v), enf
—Av lm —dv — cav{u+v), en (2.13)
S—L‘ =35 =0, en 0%

(que existe, por lo dicho con anterioridad). Entonces, (u.,v.) es una subsolu-

cion para el problema (2.1). En efecto, (., v.) cumple las siguientes desigual-
dades

—Au, =0 < ov, - dyu, — cyua (e + v.), en 2,

—Av, =0 < b — dyve — cov (U + 1),  en 2,

Que = Je =<0, en 992

v v

. a L] . T -
Definamos ahora u* = — y v* = — que en virtud de las hipotesis (2.7)
a i €2
verifican

-Au* =0
-Av* =0
Jdu* _ vt
E

ov* — dju* — epu*(u* + v*), en
bu* — dyv* — cpe*(u* +v*), enf, (2.14)
0>0, en J1.
Ademas, por el apartado anterior, v, < u*, v, < v* en Q.
Demostremos, a modo de ejemplo, una de las desigualdades de (2.14). En

efecto, las condicicnes impuestas en el teorema garantizan que

b
(rr—o')<n’]—+cr( ) YreQ
€2 €1 1

y consecuentemenfe

0> cruQ— -—rl;g ﬁq—g—(g——+g), en (2.

C Cy C; € (]

Observemos que las funciones
[z, u,v) = v(o(x) = cru) — dy(v)u - eyu® + Mu,
gle,u,0) = u(b(r) — eav) — da(x)v — cqv? + Mo,

son crecientes con respecto a v € [u,,ﬂ} para todo v en el intervalo v, <

v < %, r € Qy con respecto a v € [y, 3], para todo u en el intervalo
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e < u < {T, r € §Q, supuesto que M > 0 ha sido elegida suficientemente
grande. Como estamos en las condiciones del Teorema 1.47, podemos asegurar
que existe una solucion de (2.1), (u,v) € (W?(Q))%, para p € (1,00), con
ambas componentes estrictamente positivas en 0.

Notas.

1. Llamando T a la expresion ‘;’1—%, las dltimas desigualdades de (2.7) que-

darian de esta forma

7< (14 1)

b< (1+01)b

Esta otra forma de expresar (2.7), nos permite ver el tipo de condiciones
que sobre el crecimiento de las funciones o y b hemos impuesto. Asi, si
permitimos que la funcién o oscile entre valores “grandes”, la funcion b

debera de hacerlo entre valores “pequeinos”.

Quiza pueda obtenerse un teorema de existencia de estados de coexis-
tencia para el sistema (2.1) imponiendo condiciones més débiles de las
que se han considerado en el teorema anterior, usando un teorema del
tipo “punto fijo de Schauder”. Sin embargo, en este caso no sabemos
como probar la unicidad del estado de coexistencia (ver Teorema 2.7 més

adelante).

Una vez probada la existencia de estados de coexistencia del sistema (2.1)
interesa dar condiciones que garanticen la unicidad del mismo. Esto tltimo lo
probaremos usando un razonamiento que implica a operadores de tipo concavo

(vease Krasnoselskii [40]). Con esta intencién enunciamos la siguiente
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Proposicién 2.3. Supongamos g > 0. Entonces, para cadav € C(Q)NLP($2)

existe una inica solucion no negativa, u, del problema

—Au=a(z)v

—dy(x)u — cpu{u+v), enf,
fe=10

en 0f).

DEMOSTRACION. Las ideas fundamentales son el método de sub-siper solu-
ciones y el decrecimiento de la parte derecha de (2.15) con respecto a la funcion

t Ademas, u, verificard
ue CM ). Yo e (0,1).

En efecto, si v = 0 estamos ante el caso de un problema con una ecuacién
logistica, del tipo tratado en la seccion quinta del capitulo amterior; por tanto
la dnica solucidn no negativa que admite es la constantemente cero. Si v 2 0
en {1, tomemos la constante u, = 0 como subsolucion y cualquier constante
nr > ?‘?T como supersolucion para el problema (2.15). Sean ahora, w,, w* €
W2r(§Q), para p € (1, 00), las respectivas soluciones maximal y minimal dadas
por el Teorema 1.34 que cumplirdan 0 < w, < w* < u* en §). Ahora, usando

la desigualdad
—Af{w” — w.) 4 cpo(w® —w,) <0

y el principio del maximo aplicado al operador (- A+¢,v), obtenemos w* < w,
en 2, por consiguiente w, = w*. De esta manera hemos probado la unicidad
de solucion no negativa en el intervalo [u,, v*] € L>=(2). Como la constante u*
era arbitraria, hemos probado la unicidad de solucion no negativa del problema
(2.15), para cualquier v, bajo las hipotesis de la proposicion. Observemos que
la funcion v = w* = w, verifica » 2 0 en  ya que, en este caso, la funcién

u = 0 no es una solucion de (2.15). R

Esta proposicién nos permite hacer la
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Definicion 2.4. Supongamos ¢ > 0 y sea v € C(R2) N LP(N) arbitrario,
Denotaremos por P(v) € CY*(Q) c C(Q), a la iinica sclucién no negativa del

problema (2.15).

Teorema 2.5.(Propiedades del operador P).

Las propiedades mis importantes del operador P son las siguientes:
1. Si v£0= P(v)>0,en L
2. P es concavo, ie, V1 € (0,1) v > 0,0 £ 0= P(tv) > tP(v).

3. Bajo la hipdtesis (2.7), P : [0, %] C C(Q) = [0, £] C C(Q) es mondtono,
ie,0<u<v= Plu) < P(v), y ademds,

si 0<uSv= Plu) < P(v) en Q.

DEMOSTRACION. 1.- Realmente, lo que afirma este apartado es que el ope-
rador P es fuertemente positivo de C'(2) N LF() en C(Q), ie., si v estd
en las hipdtesis del primer apartado, entonces u(z) = P(v)(r) > 0 para
r € Q. La demostracién de la propiedad comentada se basa en la regula-
ridad y acotacion del dominio £, la regularidad del operador P (de hecho
P(v) € W(Q), V¥p € (1,00)), ¥ la condicién homogénea en la frontera de
tipo Neumann. Con estos “ingredientes”, expresando el operador P(v) = u
como la tinica solucién no negativa del problema equivalente
—Au+{di(r) + e(v+u)]u=0(x)v, enf,
fu —, en 992,

obtenemos la siguiente informacion:

* Si el minimo de u« esta en £, de [60, Teorema 6], deducimos que u es
constante en 2, y como por el apartado anterior u 2 0, tenemos u(z) > 0
i I 2

para x € 2,
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Si por el contrario el minimo de u se alcanza en 9(2, supongamos en g €
€2, la situacion u(xo) = 0 implicaria, en virtud del Principio del Maximo
fuerte o Principio del Maximo de Hopf ([60, Teorema 7], [61, cap. IV]),
que @(%‘ll < 0 (lo que seria absurdo ya que por hipotesis %ﬁ—"l =0),a
menos que u fuese constante, en cuyo caso, también habriamos probado

que u > 0 en ).

2.- Probemos que P es céncavo. Seat € (0,1), v € C(Q)NLL(N), v #0,

entonces

~A(tP(v)) = H-AP(v)) = t{ov - dy P(v) = ¢y (P(v))? = c;uP(v))
= atv — ditP(v) — eyt (P(v))* - eyteP(v) <
< atv — dit P(v) — eyt? (P(v))? = eqtot P(v).

(2.16)

Teniendo en cuenta que la condicion ﬂ%'—l = 0, se mantiene cierta en JQ y
(2.16), concluimos que {P{v) es una subsolucion del problema (2.15) para tv.
Usando ahora la unicidad de solucién no negativa del operador P, deducimos
que {P(v) < P(fv) en (1. Lo que queda para probar este apartado es una
consecuencia de la propiedad 1. En efecto, consideremos u; = tP(v), que
como hemos comentado antes, es subsolucion para el problema

—Au=otv—dyu— cju® — eyfve, en §,
Ju ), en 0f).

v

(2.17)

Tomemos ahora como supersolucion u' = P(tv) (que es la solucién del proble-
ma anterior). Aplicando ahora el Principio fuerte del Mdximo para el operador
(=A + M), con condiciones frontera de Neumann, y para M > 0 suficiente-

mente grande, probariamos
wy <y <u', enfl

donde uy es la solucion del problema

—Auy + Muy = atv —dyuy — eyuy (uy +tv) + Muy, en §,
Juz — ), en df.

E
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3.- En virtud de (2.7) y que la funcion u verifica 0 < u < % podemos
tomar f: como supersolucion para el problema que satisface P(u). De esta
forma 0 < P(u) < . Veamos ahora que 0 <u < v < g’? implica que P(u) es

una subsolucién para el problema que verifica P(v). En efecto, tenemos
—-AP(u) = u(o—-cP(u)) - dyP(u) - e P(u)? <
< (o — ¢ P(u)) — dy P(u) — ¢y Pu)?®.

Ahora, la unicidad de solucién no negativa para el operador P, y un Principio

fuerte del Maximo como el considerado en el apartado anterior hace el resto.

Enunciemos ahora un teorema general de unicidad de soluciones positivas,
para ecuaciones definidas por operadores céncavos y monétonos, en espacios de
Banach ordenados con cono de interior no vacio. Este teorema nos permitira
obtener el resultado principal de esta seccién, i.e., la unicidad de soluciones

no negativas para el sistema (2.1), como una simple consecuencia.

Teorema 2.6.(Unicidad de puntos fijos positivos para un operador
céncavo y monétono). (Amann [2]).
Sea K un cono en un espacio de Banach ordenado, 1) un subconjunto convexo

de K conteniendo al cero y I : D = K tal que
1. K= int(K) # ¢.

2. F(K - {0}) CK.

a
3. Para w, v € K satisfaciendo 0 < v § w, = F(w)-F(v) €K.

4. F(tv) > tF(v), ¥t € (0,1) y Yv € K — {0}.

Entonces, F tiene, a lo mds, un punto fijo en K — {0} W
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Teorema 2.7.(Unicidad del estado de coexistencia).
Si las hipétesis (2.7) son ciertas, entonces el problema (2.1) tiene un iinico

estado de coexistencia, para cada control admisible (dy, d;) € Cs, X Cg,.

DEMOSTRACION. Podemos considerar el operador @, andlogo al P, definido

como Q(u) = v, donde v es la iinica solucién no negativa del problema

~Av = b(2)u — da(x)v — cau(u+v), en
en 9L

Ahora, consideremos el operador F : i ¢ C(8) -+ K definido como F' = QoP,
donde K = {w e C(Q) : w > 0en Q}. (Recordemos que [:': {we CQ):

w > 0 en 2}). El operador F tiene al menos un punto fijo en K — {0} “via”

el estado de coexistencia, probado en el Teorema 2.2. En efecto, sea (u,v)
una solucion con ambas componentes positivas del sistema (2.1). Entonces,
P() = uy Q(u) = vy de esta manera F(v) = Q(P(v)) = Q(u) = v.
Ademis el operador F “hereda” de Py @Q las propiedades de monotonfa y
concavidad. Usando ahora el Teorema 2.6 se probaria que solo hay un punto
fijo (en I — {0}).

Reciprocamente, cualquier punto fijo para el operador I” nos daria un
estado de coexistencia para el sistema (2.1). Sea v € K — {0} un punto fijo
de F' (por ser }'(v) = v, realmente v € W2r(Q), para p € (1,00)). Definiendo

ahora v = P(v), tendriamos
w=DPv), v=0Q(u).

Asi (u = P(v), v) es un estado de coexistencia para la ecuacion (2.1) y por lo

comentacdo anteriormente es el tinico. #
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I1.2. Estudio de la existencia de control éptimo. El sistema de
optimalidad.

En esta seccion nos ocuparemos de probar que el problema de control
PS tiene solucion. Intentaremos extender los argumentos realizados para una
ecuacion al caso de sistemas. La primera dificultad que nos encontramos es
que, a diferencia con el problema que estudia una ecuacion (los Teoremas 1.6
y 1.35 caracterizan,respectivamente, la existencia y unicidad de solucion no
negativa y no trivial de (1.1) y (1.82)), aqui, sélo hemos podido dar condicio-
nes suficientes que garanticen la existencia y unicidad de “solucién positiva”
del sistema de estado (2.1) (recordemos el Teorema 2.7). Esta “pérdida” de

informacion hara que, en un principio, esta extension no sea inmediata.

El desarrollo de este problema de control, a nuestro entender, ha sido
bastante satisfactorio ya que hemos descrito el sistema de optimalidad y hemos
obtenido condiciones necesarias que un control admisible debe cumplir para
ser 6ptimo. Estas condiciones de optimalidad tendrdn gran influencia en el
estudio, como veremos en la proxima seccion, de la unicidad del control 6ptime

para el problema PS.

Pasemos ya a desarrollar los resultados de que consta esta seccion.

Teorema 2.8.(Existencia de control éptimo).

Supongamos (2.7), 6; < @ y 82 < b. Entonces el problema de control éptimo

PS tiene solucién, i.e., I(dy,dy) € Cs,xCs, talque J(dy,dy) = sup J(er,ez).
C‘,l ‘)(Caz

DEMOSTRACION. Notemos, en primer lugar, que el funcional J estd acotado
superiormente en Cs, x Cs,. Sea s =supJ y (d},d3) € Cs, x Cy,, una sucesion

maximizante; entonces, existe una subsucesion, denotada de nuevo por (df, d3)
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tal que

(d},dp) = (d},d3) € Cs, x C5,,  “débilmente” en L*(2) x L*(Q)

y (u",v") = (u*,v*), “fuertemente” en WH2(Q) x W12(Q),
donde (u",v") = (ugn ap,vapay) ¥ (u*,v*) es un valor de adherencia de la
it 1,2 1.2
sucesion {(wqp an, var an)} C WH4(82) x WHE(Q).

Por un procedimiento de paso al limite on el sisicma (2.1) obtenemos v* =

Uds a3, ¥ U* = vgr 4z Ahora usando que ||df||z < liminf ||d}||2, para i =1,2,y

lillln_,,,o J,H ATJ”N"IL = f“ XU.,;;'d;d?,

lim,, 00 fﬂ Avtdl} = fn Avgs ds 3,

concluimos que

s = limJ(d},d}) =

= W/ ard? - (A5 4 potdl - (d3)? =
JQ

= [ M*d} + po*d} +m/ = {9 = (Y 2
JA) J

< J(d}, ).

El siguiente resultado nos darda una informacion muy interesante, en con-
creto nos permitird, bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema, en-
contrar una acotacién mds fina sobre cualquier control éptimo. Como vimos
en el capitulo anterior, esta acotacion es esencial para el estudio del problema

de control.

Lema 2.9.(Nueva acotacién del control optimo).
Supongamos (2.7), y sean A, p € RY, tomados en la definicién del funcional
de coste-beneficio (2.2), tales que

,\__g

< 4y, & < &y. (213)
8 C2
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Si (dy,d3) es un control éptimo para el problema PS, entonces

A b
B e, acdi<E, itk (2.19)
C Cy

DEMOSTRACION. Definamos FF = min {d;, :%}, G = min {dg,%f}. Bastara
con probar que

J(I“, (r') > J(dhd'z). (220)

Consideremos las funciones f(r,u,v), g(z,u,v) y la pareja de nimeros posi-
tivos (u, v,) definidas en la demostracion del Teorema 2.2. La monotonia de
las funciones f(r,u,v), g(z,u,v) en [0, %] x [0, %;] nos permite asegurar que
las funciones upG y vpg junto con u, y v., forman un sistema de sub-siper
soluciones para el sistema (2.1). Asi, la unicidad de solucién obtenida en el

Teorema 2.7 implica
UpG > Udy dy, 2 Usy VEG > Uiy d, 2 Ux, €0 L

Las desigualdades anteriores aseguran que

J(F,G) = / (AupaF — F* + popaG — G*) >
Ja

/ (Mg, a4, F = F? 4+ pvg, 4,G — G?) .
S5l

Probaremos que /

(Mg, i, ' = F?) > / (Atq, 4,dy — d7) . En efecto, en
Ja

9]

e () = {;r €N:dy > :—lﬁ}, tenemos que Aug, 4, < :_12 < dy+ Fy por

tanto,
=g, ap (= F 4+ di) + (=F + dy)(dy + F)>0=

= Aug, 4, F — o > '\"d.,ri;dl - (l?.
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e Por otro lado en -0, se da la igualdad Aug, 4,F — F? = Aug, 4,d1 — d}.

Usando un razonamiento andlogo obtenemos
G-6*; 1y — d>
0dy dy G — G 2 1vg, 4, — dy, €N Q.

Teniendo en cuenta las desigualdades anteriores e integrando sobre 2 finaliza-

mos la demostracion. §l

Como en el caso de una ecuacidn, para obtener el sistema de optimali-
dad necesitamos derivar “en un cierto sentido” la solucién (w4, 4,, vd, d,) cON

respecto a (dy,dz). Con este fin enunciamos la

Proposicion 2.10.(Derivada direccional de las soluciones respecto a
los controles).
Supongamos cierta (2.7). Sea (uy,v,) la solucion del sistema (2.13) definida
en el Teorema 2.2, (dy,d,) € Cs, X Cs, un control admisible y f,g € L>(§2),
tales que (dy + 8f,d; + Bg) € Cs, x Cs,, para g > 0 suficientemente pequerio.
Denotemos (g, dy, Vdy dy) POT (1, 0) ¥ (Udy 481, dy 439+ Vdy +531,d2+8g) POT (g, vg).
Si, ademds se cumple la condicién
(@ — i+ b—cu.)? < (2.21)
< dpy{dy + 1 (20 4 vi)) o1 (d2 + €2, + 20.)),

entonces,

B €, en HY(S),

vg—1u

7~ en ' (52),
cuando # N\, 0, donde (&, ), es la iinica solucion del sistema

Al +[dy+ e (2u+v)E - (0 —cpu)y=—fu, enfl,
—An+[dy +ca (w4 20)]n - (b—cv)€ = —gv, enfl

% =9 —y, en 0§1.

Sy T Bw
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DEMOSTRACION. Podemos comprobar que el par (€3, ng), definido de la forma

gﬁz - '(;uv Ng = U‘—;U,

es la tinica solucion del sistema

~Alg+[dy + ey (utug+v)]€ - (0 —crug)ns = —fug, enf,
AL+ [dy ey (u *u4 vﬁ,)] ng — (b —cavp) g = —gug, enfl, (2.23)

aE an .
32 = 3L =0, en 0Q.

De la prueba de la Proposicién 2.1, se deduce que IM > 0 tal que WEall sy

sl @) € M, independiente de j.

Usando estimaciones elipticas (pensemos, por ejemplo, en la ecuacién que
satisface £5 0 1), se puede ver que esa acotacion es vilida también en H*(),
quiza con otra M € R*. Para cualquier sucesion de niimeros reales cumplien-
do que f, N\, 0, existe una subsucesion (denotada otra vez por f,) tal que
& — £ v, = nen HYR), con (£,7) la dnica solucién del sistema (2.22).
Por un argumento similar al realizado en la Proposicion 1.8, la unicidad de

solucién de (2.22) asegura la convergencia de toda la sucesion a (£, 7). i

Notas.

1. Usando las propiedades de g;(q), paraq € L™ (1), la proposicién anterior
seguira siendo cierta, si cambiamos la condicién (2.21) por esta otra, un
poco menos general pero més facil de comprobar en la prictica, ya que

no involucra al primer valor propio gy(-) de ninguna funcién.

(@ — 11ty + b — c20.)% < degea(2u, + 1) (s 4 20.). (2.24)

Pasemos a continuacién a dar una formula que deben cumplir los controles
6ptimos del problema PS, en funcién de la solucién de un sistema de EDP (el
sistema adjunto). Esta expresion para cualquier control optimo, en términos
de la solucion del sistema adjunto, nos permitird, como veremos mas adelante,

obtener el sistema de optimalidad.
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Teorema 2.11.(Sistema adjunto).
Supongamos (2.7) y (2.18). Si (dy,d;) € Cs x Cs, es un control éptimo
satisfaciendo (2.21), entonces

A
dy = Eu(l -t enQ (2.25)
2 +
dy=Zv(l-5)%, enfl,
2
donde (u, v) es la iinica solucién, con ambas componentes positivas, del sistema

2.1 r. 8) es la iinica solucion del sistema (que llamaremos sistema adjunto
1 ] ]

~Ar4[di+ e 2utv)]r - §(b-cv)s=dy, enfl
—As+ [dy + cp (u+2v =; o—cu)r=d;, enfl, (2.26)

1

] =
%,L = %‘ 0, en OS2,

DEMOSTRACION. Notemos que, bajo las hipdtesis del teorema, el sistema
(2.26) tiene una tinica solucién (obsérvese que el sistema que satisface (R, 5) =
(Ar, us) es del mismo tipo que (2.22)). Sean ahora f,g € L*>(§2) tales que
(dy + Bf.d2 + Bg) € C5, x Cs, cuando 3 ™ 0. Usando que (dy,d;) es un

control éptimo, tenemos

J(dy,d3) > T(dy + Bf,dz + Py).

Es decir,

[n Mug — u)(dy + Bf) + p(vs — v)(d2 + fg) +
+ [ ABuf + ey — 2] 2pdag +
+ [ 8- <0
Dividiendo por # > 0 y haciendo tender 3 ™ 0, ul;tml‘onms

My + pnpdy + Auf + pvg — 2d, f — 2da9 < 0. (2.27)
2
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Multiplicando ahora la primera ecuacién de (2.26) por A¢, la segunda por puz,

e integrando sobre §2, se obtiene

/n)\VrVE + [dy + e1(2u 4+ v)]Ar€ = (b = cpv)€ps +

+ [ VsV + [dy + c(2v + u)lpsn — (0 - cyu) Ary =
Ja

= / )\dlg-}-[,u.dzq.
J0 J§l

Con argumentos similares, tomando Ar y ps en (2.22) obtenemos

/‘ AVIVE + [dy + (20 + v)]Arg — (b — cqv)§pus +
SR

+ / pV sV + [dy + c2(2v + w)]psy — (0 — cyu)Adrp =
Ja

== / fulr - /gnps.
J8 JQ

Por tanto,
/ Ad €+ / prdan + / Juir + / gups = 0,
JQ JQ S8 S
y teniendo en cuenta (2.27), obtenemos
[ —fudr — gops + duf + pvg — 2dy f — 2dy9 < 0. (2.28)
JA
Tomando g = 0, entonces (2.28) implica
fl=Aur + Au—2d,] < 0.
JQ

Consideremos también una funcion f € L (82) arbitraria. En virtud de las

condiciones (2.18) tenemos que ||d; || < &;, por tanto deducimos que existe un
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fo > 0 tal que dy +3f € Cs,, para 0 < # < fly. Por esta razén 2d; > Au{l-r)

o equivalentemente
A
dy > Eu(l —r) en . (2.29)

Eligiendo f = —d; y # < 1, como también se cumple que (d; + #f,d2 + By) €
Cs, x Cs, cuando g\ 0, deducimos que

/ di{Au(l = r) - 2d;) > 0,
Ja

de donde,

A
il = Eu._(] —7), en 2N {d; > 0}

A
dy > Eu.(l —r), en £
En conclusion
A
di = =u(l=r)" en Q.
2
Y siguiendo un argumento parecido,

il = {'_;1,(1 — s\t en Q.

Como ya hemos comentado antes, este teorema me permite obtener el

sistema de oplimalidad, a saber,

Corolario 2.12.(Sistema de optimalidad).
Bajo las hipétesis del teorema anterior, si (dy,dy) € Cs, x Cs, es un control

optimo, entonces

dy = %1;('1 -r)tenQ,

dy = bv(1~ s)t en 2,
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donde (u,v,r,s) es solucién del sistema (de optimalidad)

A
—Au = v(o — cyu) — u* [E(l -}t + cl] i

~Av = u(b - cv) — v? [E(l -8t 4 (:2] ;
2
<hp e it +2
Ar+ ¢ (2u+ v)r - /\(b - cyv)s = Eu[(l -r)7)

~As+ ea(u+ 2v)s — ?’(a —cju)i = %‘u[(l - 8%,

bu_on_ow_ o _
dv_ dv v dv

juntn con las estimaciones

a b
D<u<s =, 0<v<—.
Cy Cy

I1.3. Estudio de la unicidad del control éptime.

Para hacer el estudio de la unicidad de control éptimo del problema PS,
necesitaremos informacion adicional sobre el comportamiento cualitativo de
los controles éptimos. Entre otras cosas mostraremos que si A y p son sufi-
cientemente pequefios y (dy,dz) € C5, x Cs, es un control 6ptimo, entonces
(dy,dz) € int(Cs, x C5,). También probaremos que el funcional J es Fréchet-
diferenciable en un entorno de cualquier dptimo y que el conjunto de los con-
troles dptimos es un compacto de L>(€2) x L>(§2). La unicidad de solucién

para ¢l prokiema de control PS, de una forma parecida a como hicimos en el
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capitulo primero de esta memoria, se sigue de un argumento de concavidad.
Una buena referencia para las cuestiones de cilculo convexo puede encontrarse
en los libros de Clarke [16] y Ekeland-Teman [25].

Lema 2.13.(Acotacion para los controles éptimos).

Supongamos cierta la hipotesis (2.7) y sea (1., v4) la tinica solucién del sistema
(2.13) (cuyas componentes son constantes positivas). Tomemos dos constantes
fijas ky, k3 € R de tal forma que se cumpla que kyA < pp < kyA. Sea ahora
un control éptimo (dy,dy) verificando (2.21). Entonces, existen Ao, po > 0,
tales que las designaldades

Geta & dend mb
4 = B |

. b
0< Err. < dy<p—, enfl
4 - cy

son ciertas para)0 < A< Ao ¥y 0 < pp < pio.

DEMOSTRACION.

Tomando X, p verificando (2.18), entonces, en virtud del Teorema 2.11,
(dy, d7) satisface (2.25); por tanto, para demostrar el lema bastard con probar
que r,5 < %, en ©, cuando A, p sean suficientemente pequeiios. Teniendo
en cuenta la demostracion de la Proposicion 2.1, deducimos que existe una

constante ¢ > 0 tal que (R, S) = (Ar, ps) cumplen las estimaciones

IRl gy < X%, IS Iy < en®.

De nuevo, usando argumentos de regularidad para las solucione: e ecuaciones
elipticas, obtenemos que ||r]| < €A, ||s|lc < cp (en este segundo caso la

constante ¢ puede ser diferente). B
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Notas.

1. En la practica puede ser dificil comprobar la condicién (2.21), sobre
todo teniendo en cuenta que esta condicion necesita conocer de antemano
quien es el control dptimo, cosa que hasta el momento no sabemos; parece
por tanto, conveniente sustituirla en el enunciado de este lema por una

condicién que sirva para cualquier control admisible. Puede valer, por
ejemplo, (2.24).

Proposiciéon 2.14.(Diferenciabilidad del operador J).
Bajo las hipétesis (2.7),(2.18) y (2.24), el funcional de coste-beneficio
e @

T, Uy b
—’AE] x [p 2 ,p.cz] -+ R,

J’:[z\4

es Fréchet diferenciable con continuidad, con diferencial
J(dy, d2)(f,9) = [[)\u(l — 1) =24 ] f + [jv(1 = 5) — 2d3)g, Y f, g € L®(Q),
Ja

donde las funciones (r, s) son las definidas en el Teorema 2.11, (u, v) es la solu-
cion del sistema (2.1) dada por el Teorema 2.7 y el par (u.,v.) es nuevamente

la solucién “positiva” del sistema (2.13).

DEMOSTRACION. Realuente probaremos que el funcional J es diferenciable en
L2 3 H " H u o Vs é Do
un abierto que contiene al conjunto [A%, AZ] x [p%, pZ]. Para ello, tomemos

ay, a3, by, by € R verificando

Uy g Ve b
0<ay <A—, A=< <dy, 0<hy < —, p— <by<dy.
4 C1 4 Cy

Claramente [M %, AZ] x [ﬂ.%‘-,;t—c%] C (ay,az) x (by,by) en L>(S2).
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Sea (dy,d;) un control admisible de (ay,a3) x (by,by) CCs, x Cs, ¥ f,9 €
L>(Q). Aplicando la Proposicion 2.10 obtenemos

lim, = (I + B,y + Bg) = (s, )} = J'(dy, ) (1 0)

donde el funcional J' viene definido como

J'(dy, d3)(f,9) =

= / (AEdy + pndy + Auf + pog — 2dy [ — 2dyg) =
I

= /ﬂ([/\u(l — 1) = 2d1]f + [pv(1 = 5) — 2dg]g) (2.32)

y (r,s) son los definidos en el Teorema 2.11. Como las expresiones [Au(l —
r) — 2dy] y [pr(l = s) — 2d3] estdn acotadas en la norma del espacio L™ (),
se deduce facilmente que el operador lineal J'(dy, d3) : L=(R) x L=(2) -+ R
es continuo. Hemos demostrado asi que J'(dy, d;) es la diferencial Gateaux
de .J en (dy,d3) € (a1, a3) X (by, b2). Tomemos ahora una sucesion (df, d}') en
(a1, az) X (b, b2) C L*() x L*®(R) con (d},d3) = (dy,d;). Con argumentos
y notacién similares a los aplicados en la demostracion de la Proposicion 2.10,
obtenemos que (u”, v™) = (u,v) y (r™,s") = (r,s) en H{(Q)NL>®(Q). De esta
forma usando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesge probariamos
que la diferencial Gateaux de J, J', es continua en el abierto (ay, az) x (b1, bz).
De csta forma tenemos, en particular, que
gt [/\E:, /\g] X [;r.”—*.,,ug] - R
4" o 4" ¢,

es diferenciable Fréchet con continuidad. B

Notas.

1. Es claro que, bajo ias hipdtesis (2.7), (2.18), (2.24) y con a;,b;, i = 1,2

como en la demostracion precedente, las funciones

u, v ((I[,ﬂ-g) X (b],bz) — LOC’(SI) X LW(Q)
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son lipschitzianas. Esto es una consecuencia de la diferenciabilidad
Gateaux de (u,v) en puntos de (ay,a;) X (by, bz), con derivada en la
direccion del vector (f,g) € L () x L*(£2) (véase la Proposicién 2.10)

igual a (€, 7) y la acotacién uniforme de (&, 7) con respecto a (dy,d3).

Lema 2.15. Consideremos las hipétesis (2.7), (2.18) y (2.24). Sea (u.,v.) la

inica solucién “positiva” del sistema (2.13). Entonces las funciones

L x b
B x [ust p =] - (@) x L2 (),
-2

r,s:[)«4 :

definidas en el Teorema 2.11, son localmente lipschitzianas.

DEMOSTRACION. Usaremos la siguiente version del Teorema de la Funcién
Implicita que, con ligeras variantes, puede consultarse en Crandall-Rabinowitz
[20], Deimling [21] o Dieudonné [22].

Teorema 2.16. (Teorema de la Funcién Implicita).

Sean X,Y,Z espacios de Banach, U C X y V C Y entornos de 1o € X
e yo € Y respectivamente, I : U x V = Z, (x,y) = F(z,y) continua y
continuamente diferenciable con respecto a la variable y. Supongamos también
que F(zo,y0) = 0y Fy ' (xo, p0) € L(£,Y), donde L(Z,Y) es el espacio de los

funcionales lineales y continuos de Z en Y. Entonces existen B (xzg) C U
o r

y Bs(yo) C V y exactamente una aplicacion T : B, (r9) = Bs(yo) tal que

Txo = yo y F(z,(Tx)) =0,z € B, (rp). Esta aplicacion T, es continua. B

Para la demostracion del Lema 2.15 no basta ¢l teorema anterior; necesi-
tamos una informacion complementaria, a saber, “si ademas, la funcion F es

lipschitziana, entonces la funcién implicita 7" es lipschitziana en un entorno de
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Ia forma B,/(zg)”. Posiblemente el radio r', dado aquf, sea mas pequeiic que
el dado por el teorema anterior. Demostremos esta afirmacién
Definamos L = %(Iu,yo). Como L es un isoniorfismo lineal de ¥V a Z,

existird I\'; > 0 tal que, para 1, T3 en una cierta bola centrada en zg,
Ty — Tas)| < Kiljry — 22|,
si y sdlo si, existe K7 > 0 cumpliendo que
LTy — LTx|| < Kallxy — .

Probemos entonces que LT es lipschitziana en un entorno del punto zq.

Con este objetivo, definamos la funcién
S(x,y) =L "F(a,y)—y, V(x,y) €U x V.

La funcién S asi definida es continua, con derivada continua con respecto a
la variable y y como Sy (zo, yo) = 0, existen entornos B (zo) C B (ro) C X y
Bi(wo) C Bs(yo) C Y, tales que, para algin k € (0,1),

1S(r. ) = S(x,2)l| < klly = 2ll, Vo € Bi(xo), Vy,z € Bjlw).  (2.33)

Ademas,

IS(r1,y) = S(r2,9)ll= (2.34)
= |1 (F(x1,y) = Fraz, y)|| < MIIL7Y[|lay = 2],

donde x,zy € Bl(xg), y € Bj(yw) y M es la constante de Lipschitz de F.

De esta forma, tenemos

LTy — LT, =
= |IF (21, T'#y) — LTy — Flaz, Tzz) + LTxs)| <
LWL F (@1, Ta1) = Txy = L7 F (2, Tag) 4 Tag| =
= || LIS (21, Tx1) = S(z2, Taa)|l.
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Usando (2.33) y (2.34) obtenemos

ILTz1 - LTq|| <
< KILLNIT 2y — Tzl + Milzy - 2af| <
< k||LTzy — LT x5|| + M||zy — 3|,

y teniendo en cuenta que & € (0,1),

M
i ol kl!ml e $2”| V'Th Ty E B:(Tg)

|LTxy — LT, <

Después de probar que la funcién implicita 7' es lipschitziana en B} (zo),
volvamos a nuestro Lema 2.15. Para probarlo elijamos primero una k£ > 0

suficientemente pequeila como para que se satisfaga la siguiente desigualdad
(T = erty + b — c30.)% < 4(ey (20 4 v2) — k) (c2(wa + 20.) — k).

Entonces, el sistema (2.26) puede reescribirse de la forma

(-A4k)r+{d+e(2utv)—k]r—5(b-cu)s=d, enQ,
(—A+k)s+[dy+c2(u+2v) —k]s - %‘ (6 —cu)r =dy, enf,
E=5=0 en 99,

o equivalentemente
r\ o f Fdi—eui o)+ A+ §(b—cu)s+dy ) _
( s ) = =0 k) ( [—dy — ea(u+ 2v) + k)]s + %(o‘ - cyu)r +dy } 3

= F(i‘, 8, dls (Jr))

La funcién I ¢s “afin” y continua con respecto a las variables (r,s); asi
I’ es Fréchet diferenciable con continuidad en las variables (r,s). Ademas,
F es lipschitziana con respecto a las variables (dy,dz). Como estamos en
las condiciones del Teorema de la Funcién Implicita, la aplicacion (dy, d;) €

[A%e, “\cg;"] x (1% ,u;b;-] — (r,5) es localmente lipschitziana. B
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Notas.

. Este resultado aporta la misma informacién que la Proposicion 1.44; vie-
ne a decir que las soluciones de la ecuacion o del sistema adjunto son
localmente Lipschitz con respecto a los controles. Sin embargo, este tipo
de demostracién es, a nuestro juicio, mas elegante que el dado en dicha
proposicion. Si intentdsemos reconstruir la demostracion de la Proposi-

cién 1.44, aparecerian unas expresiones mas complicadas de tratar.

Teorema 2.17.(Unicidad del control éptimo).

Supongamos ciertas las hipdtesis (2.7), (2.24) y tomemos X y p cumpliendo
kyA < p < kg para k) ky constantes positivas fijadas de antemano. Entonces,
existen Ay, gy > 0 tales que si 0 < A < A,0 < p < py, el problema PS tiene

un iinico control dptimo.

DEMOSTRACION. El esquema de la prueba es el siguiente. Primero demostra-

remos que el conjunto de los controles 6ptimos del problema PS es precompac-
to, después probaremos que el funcional J de coste-beneficio es estrictamente
coéncavo, en un conveniente subconjunto del espacio de controles admisibles
que contiene a los controles 6ptimos. Estas dos propiedades tienen como con-
secuencia que el cenjunto de los dptimos se reduce a un punto.

Definamnos

K ={(dy,dq) € [)\1—;1, Af:i] S [,u.t:—l',,u;lw] : (dy, d3) es un control dptimo},

- - -2

donde (t.,v.), 0 < A < Aoy 0 < p < g (Ao ¥ pro son tomados como en el
Lema 2.13). Veamos que el conjunto I{ C L™(82) x L>(82) es precompacto.
En efecto, sea (d7, d}) una sucesion de elementos de K. A partir del ‘Teorema
2.11 y del Lema 2.13 deducimos que
d} %'n"(l —r")

d} = Ev™(1 - §").
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Pero las sucesiones (u",v") y (r",s") admiten subsucesiones que convergen en
C'(Q), « € (0, 1), en particular en L=(R) (recordemos que ambas sucesiones
estan acotadas en WP(),Vp € (1,00)). Esto prueba la precompacidad del
conjunto de lus controles. Consideremos ahora la clausura de la envolvente con-
vexa de K en [A%e, AZ]x[uty, p%], ¢o(K), que, gracias al Teorema de Mazur,
es un conjunto compacto. La funcién €o(K) — L™ () x L™ (), (dy, d3) —
(u(1—7),v(1 - s)) es lipschitziana; denotemos de nuevo por L su constante de
Lipschitz. Tomemos Ay < min{Xo, }}, st1 < min{pg, +}. Bajo esta situacién

particular, probaremos que J' : @(K) — (L=(9) x L™ (2))* definido como

J'(d1, dy)(f,9) = /ﬂ[,\u.(l = 1) = 2d1}f + [nv(1 — 5) ~ 2dy]g,

para todo f,g € L™ (§2), es estrictamenie mondtono, esto es,
< J'(dy, dy) = J'(dy, dy), (dy, d3) — (dy,dy) > < 0, (2.35)

para cualesquiera (dy,dy), (dy,dy) € @(K) distintos. En efecto, la eleccion
de Ay g implica que
(<24 AL) |dy — & [P +
+ (=24 pl) jdy—dy |+ | dy —dy || dy —dz | LA+ ) <
<=|dy—dy |* = |dy—d; | +2 | dy ~ dy || d2 - d3 | < 0,
de donde se sigue que

< J'(dy,dy) = J'(dy, dy), (dy, da) — (dy, dy) > < 0,

para cualesquiera (dy, dy), (dy,dy) € ¢o(I() distintos. Por tanto, J es estricta-

mente concavo sobre €6(i), de donde se deduce que K se reduce a un punto.
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Ejemplo.
Para terminar el contenido de este capitulo nos gustaria, mediante un ejemplo
simple, ilustrar el hecho de que las condiciones aqui obtenidas pueden usarse
para el estudio de un caso concreto. Consideremos el problema de control PS,
donde @ = b son constantes positivas, §; = 8, = y también c; =3 =¢. De
esta forma, el sistema de estado seria
—~Au = o(z)v - dy(z)u — cu(utv), enf,
—Av=o(x)u—dy(a)v—cv(utv), en(Q, (2.36)
g—“: = gﬁ =0, en 39,
donde ahora dy, dy € C5 C L™(£2). Observemos que, para que se cumpla la
condicién (2.7), bastard imponer o > 8. De esta forma, si o > é se deduce,
gracias a los Teoremas 2.2 y 2.7, que para cada (d,, dy) € Cs x Cj el sistema
(2.36) tiene un inico estado de coexistencia (u,v) = (td, dy 4, d,). Ademds,
como se desprende de la demostraciér. del Teorema 2.2, estard “comprendido”
entre la pareja de sub y siiper soluciones correspondiente
g—0 o < -4 o
U= % gugzz‘n, U = e gug?

Bajo la hipétesis ¢ > §, podemos también usar el Teorema 2.8 que nos asegura

o ‘U*_

la existencia de solucion para el problema PS, i.e., 3(d;. dy) € Cs x Cy tal que
J(dy,da) = supg,xc; J-
Recogiendo la informacién que nos proporcionan el Corolario 2.12 y el

Teorema 2.17 podemos enunciar el

Teorema 2.18.Supongamos que 26 < @ y tomemos A y pi verificando k1A <
jt < ko) para ky, ky constaates positivas fijadas de antemano (como en el
Lema 2.13). Entonces, existen Ay, 1y > 0 tales que si0 < A < Ay, 0 < p <y,
el iinice control éptimo, (dy,d;) € Cs x Cs, del problema PS viene descrito

por la formula

dy = Ju(l —r)* en Q,

dy = Bv(1 - s)* en 2,
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donde (u, v, r, s) es solucién del sistema (de optimalidad)

f,

c
d

~Au = v(o — cu) — u? [:\2-(1 -t +

ke e oo sl - o
Av=u(e —cv)-v [2(1 s)" + c] ,

: s o hau +2
—Ar 4+ c(2u+ v)r - —X(G— cv)s = 5"{(1 - )%},

—As+c(u+ 2v)s — ;?(cr - cu)r = %U[(l = 3)+]2=
!.

du  dv or i Js s

Frhe T e
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Hemos querido recoger, en esta parte de la memoria, una serie de comen-
tarios, cuestiones, y problemas que a lo largo de ella han surgido y que por
su interés, al menos en nuestra opinién, vamos a destacar a continuacién. Al-
gunas de cllas pueden ser origen de investigaciones posteriores y otras son
cuestiones abiertas que, a pesar del tiempo dedicado a ellas, atin no hemos

sabido resolver.

*En el capitulo primero, hemos considerado LY (§2) como espacio de con-
troles admisibles. Podriamos haber considerado otros espacios de funcianes,
por ejemplo, el usado por Leung-Stojanovic en [47]. Alli se considera el pro-
blema (1.82) con el funcional de coste-beneficio asociado (1.83), definido sobre
el espacio de controles C, = {g € L™() : 0 < g < p c.et. 2} con p > 0 fijo.

Trivialmente el Teorema 1.11 sigue siendo cierto, tomando ', en lugar de
L7 (82). También podemos probar que

sup J(g) > 0 & ay(—a) > 0.
9€Cp
La demostracion seria como la hecha en el Teorema 1.12, tomando ahora
g < p.
Por tiltimo, usando (1.13), podemos probas los mismos resultados sobre

unicidad y aproximacién del control éptimo, como en los Teoremas 1.19, 1.25,

1.29 y 1.30, si ademas suponemaos 0 < ,\% < p.
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Creemos también interesante el estudio del problema de control PD to-
mando como espacio de controles L°°(R2). Pese a que aparentemente “solo”
hemos cambiado un poco el espacio de controles, no hemos podido, al menos
con las técnicas empleadas, avanzar gran cosa en el estudio de este problema.
Las dificultades mas grandes que hemos tenido han sido: por un lado el Teore-
ma 1.6 ya no garantiza la acotacién uniforme de la solucion uy,Vf € L>(£),
y ademas, tampoco sabemos como obtener ahora, una acotacion a priori para
los controles optimos, al estilo del Lema 1.10. Por todo lo expuesto, creemos

interesante un estudio futuro de estas cuestiones.

*Otro posible cambio a considerar puede venir motivado por la forma del
funcional J (ver (1.2) o (1.83)). En principio, este funcional J(f), tiene sentido
tomando f € L%(R), siempre que seamos capaces de encontrar una solucién
us del problema (1.1) para cada f € LZ(Q). Una posibilidad para definir
uy puede ser ésta: consideremos funciones f, = min{f,n}, n € IN, definidas
punto a punto. Como f, € LT (2) con f, 7 [, la sucesion uy, seréd una suce-
sién decreciente en n y acotada inferiormente por (}; podemos definir su limite
puntual como uy. Esta podria ser, a grandes rasgos, una manera de abordar
la resolucion de la ecuacion (1.1), pero ahi no acaban nuestros problemas, ya
que tampoce sabemos como definir propiamente el autovalor principal ay(qg)
para cualquier ¢ € L%(?) (recordemos que dependiendo de la dimensién N

dei dominio £, el operador (A + ¢)~! puede no ser compacto). Como ve-

mos, al considerar el espacio de controles L3 (§2), aparecen nuevas dificultades

atiadidas a las anteriores, en las que cabe esperar, no obstante, algin fruto.

*n el capitulo primero, usando el sistema de optimalidad, hemos probado
que bajo las hipdtesis A suficientemente pequeiio y/o b suficientemente grande
los problemas PD y PN tienen un tnico control optimo (ver Teoremas 1.19
y 1.25). También, en el Teorema 1.45, hemos probado la unicidad del control

éptimo demostrando que la hipotesis A pequeiio implicaba que el funcienal J
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era estrictamente céncavo. La hipdtesis b “grande” jimplicard también que

el funcional J es estrictamente céncavo? Esta es una pregunta que creemos

puede ser atractiva de responder.

*Para terminar las cuestiones relacionados con problemas de control con
una ecuacion de estado de tipo logistico, consideremos el siguiente problema
concreto: Supongamos que el dominio © es una bola abierta de RV de radio
R > 0y que los datos a,b, A son fijados, jes posible encontrar up radio, o
un intervalo real, (a, #), donde el problema PD tenga unicidad de solucién al
considerar R € (a, #)? En caso negativo, jqué hipitesis adicionales habria que
imponer a los datos u,b, A para que fuera afirmativa la respuesta a la pregun-
ta anterior? Supuesto que encontremos respuesta afirmativa a las preguntas

anteriores, jes factible hacer lo mismo con otro tipos de dominios de RV?

*Al igual que hemos hecho en el capitulo primero, serfa muy instructivo
investigar, para el caso de sistemas, la extension del problema PS (ver capitulo
segundo para la definicion), al caso en el que el sistema de estado tiene con-
diciones frontera tipo Dirichlet. Mis concretamente podriamos considerar el

sistema

-Au=o(z)v—d(x)u-cyu(v+v), enQ,

—Av=b(z)u —dy(r)v - cv(u+v), enQ,

u=1v=_0, en 092,
con un funcional de coste asociado, J : (5, x (s, = IR, como el definido por
(2.2). Asi, el problema PSD, consistiria en maximizar, si es posible, J.

Por el tipo de herramientas utilizadas, v teniendo en cuenta los conocimien-

tos que tenemos para el caso escalar, parece posible la extension al problema
PSD, de los resultados obtenidos en el estudio del problema PS. Esto sera

objeto de una ulterior investigacion.

*Seria interesante, en nuestra opinidn, comprobar si las ideas contenidas en
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la secci6n tercera del capitulo segundo, pueden aplicarse, para el estudio de la
unicidad de control éptimo, en otros problemas de control éptimo que surgen
de la Biologfa y que consideran estados en los que intervienen sistemas de EDP
(ver los trabajos de He-Leung-Stojanovic [35], Leung [44]). En los trabajos
citados, los autores no consideran el problema de la unicidad de control 6ptimo.
Por la similitud en el tipo de sistemas de ecuaciones y el funcional de coste
tomados, creemos que es posible aplicar un tipo de argumento como el utilizado
en esta memoria.

También serfa interesante, comparar el tipo de condiciones que garantizan
la unicidad del control éptimo dadas en Fister [27], con las que hemos expuesto
en el capitulo tercero de esta memoria. En el trabajo de Fister [27], se estudia
basicamente, el problema de maximizar un funcional de coste como el definido
en (2.2) por J : C5, x Cs, = R. En este caso (u, v} son soluciones del sistema

parabélico de tipo Lotka-Volterra

w — Aw = u(ay — byu) — cquv —dyu, en Q=0 x(0,T)
vy — Av = v(ag — byv) + cquv — dyv,  en @ =2 % (0, T)

u(r,0) = ug, v(z,0)= vy, para ¢ € 2

8 =0, §£=0, en 98 x (0, T).

Aqui, las funciones a;, b;, 1 = 1,2, “rabajan”, de una forma parecida al
caso de la ecuacién logistica, como la tasa de natalidad y autolimitacion de
crecimiento de las soluciones u y v respectivamente. Los coeficientes ¢;, © =
1,2, representan la interaccién entre las especies u y vy d;, i = 1,2, toman
el papel de control. El tipo de condiciones que los autores imponen para
garantizar la unicidad del control optimo, esencialmente, son considerar un

intervalo de tiempo (0,7, 7' > 0, con T suficientemente pequeiio.
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Quisiera terminar esta memoria con un cuentecito de R. Tagore. Creo que
recoge muy bien lo que, aparte de otras cuestiones mucho mas importantes,

tiene para mi esta tarea que solemos llamar investigacion.

i1iQué feliz eres, chiquillo, tirado ahf en el polvo, jugando hora tras hora
con ese palito! No puedo menos de reirme viéndote jugar y jugar toda
la manana con ese pedacillo de palo. Yo sumo y sumo, hora tras hora
también, preocupado con mis cuentas. Y quiza td, mirandome, piensas:

“Vaya un juego tonto! Qué ganas de perder la mafiana!”

iAy chiquillo! ;Yo he olvidado ya el arte de distraerme con palitos y

tortas de barro! jNo quiero mds que juguetes caros, reunir pedazos de

oro y plata! Th, con cualquier cosilla que te encuentras juegas contento.

Yo malgasto tiempo y fuerzas en cosas que nunca podré tener. Pretendo
atravesar el mar de la ambicion con mi fragil barquilla, jy me olvide de

que yo también estoy jugandol;;
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