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Notacion.

) - conjunto vacio.
IN - conjunto de los nimeros naturales.
IR - conjunto de los ntimeros reales.

IK - denotara indistintamente el cuerpo de los niimeros reales o comple-

jos.

B(zo,r) = {z € X : d(z,20) < r} - bola abierta de centro ¢y y radio r,

en el espacio métrico (X, d).

l]|x — norma de &, como elemento del espacio normado X. Cuando no

haya lugar a confusion no se hara referencia al espacio X.

Ly(p) — espacios de Lebesgue usuales (1 < p < 00), dotados de su norma

natural, siendo p una medida sobre algiin espacio medible ({2, X).

¢p — espacio de las sucesiones de escalares con limite cero, dotado de

norma del maximo.
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co(A) - envolvente convexa de A, siendo A un subconjunto de algin

espacio vectorial X.

8 — co(A) - conjunto formado por todas las series convexas convergentes

de elementos de A, siendo A un subconjunto de algiin espacio nor-

mado X.

to(A) - envolvente convexa y cerrada de A, siendo A un subconjunto de

algun espacio normado X.
lin(A) - subespacio vectorial generado por A.
lin(A) - subespacio vectorial cerrado generado por A.
X* - dual topolégico del espacio normado X.
Bx - bola unidad cerrada del espacio normado X.
Sx - esfera unidad del espacio normado X.

Ezt(A) - conjunto de puntos extremos de A, siendo A un subconjunto

de algiin espacio vectorial X.




Introduccién.

El contenido de esta memoria se enmarca dentro de la teoria de los
espacios de Banach. Mas concretamente, en un area que ha sido objeto
de un intensivo estudio en los tiltimos afios, como es la propiedad de
Radon-Nikodym en espacios de Banach. En relacién con esta propiedad
juega un papel fundamental, como se pondra de manifiesto mas adelante,
la propiedad del punto de continuidad en un espacio de Banach, que da

titulo a esta tesis por ser el objeto principal de estudio en ella.

El ya clasico teorema de Radon-Nikodym puede encontrarse en cual-
quier texto de Teoria de la Medida. Entre muchas de las importantes
aplicaciones que se le atribuyen destacan la identificacién de los duales
de los espacios Ly(y), la deségomposicién polar de una medida compleja y
el no menos relevante teorema fundamental del Calculo para la integral de
Lebesgue, esto es, el hecho de que toda funcién absolutamente continua
sea derivable casi por doquier y se exprese como la integral de su derivada.
Con el desarrollo de la integral de Bochner, se dispone formalmente de
las herramientas precisas para tener al menos el enunciado del teorema

de Radon-Nikodym en el ambiente de los espacios de Banach infinito-
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dimensionales.

J. A. Clarkson demuestra en [12] que todo espacio de Banach uni-
formemente convexo verifica el teorema de Radon-Nikodym, resultado
que es considerado como el primer teorema de Radon-Nikodym para es-
pacios de Banach de dimensién infinita.

Posteriormente, como puede verse en [9, Ezam. 2.1.2], aparece el
primer ejemplo de espacio de Banach de dimensién infinita que no verifica
el teorema de Radon-Nikodym, el espacio co de las sucesiones de escalares
con limite cero. De esta forma nace la propiedad de Radon-Nikodym para
un espacio de Banach.

Tras el incesante trabajo desarrollado por numerosos investigadores,
([6], [91, [13], [14], [15], [29], [41], [46]), la propiedad de Radon-Nikodym
se puede formular hoy en dia en términos de dentabilidad, sin hacer

mencion para nada a los términos medida e integral.

Se dice que un subconjunto acotado C de un espacio de Banach X es
dentable si para cada € > 0 puede encontrarse un punto x, € C de forma
que

ze ¢ @(C \ B(ze,¢)).

Se dice que C tiene la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) si cada
subconjunto no vacfo, cerrado y convezo de C es dentable.

Por iiltime, se dice que X tiene la RNP si su bola unidad cerrada By

verifica dicha propiedad.

La importancia de la RNP se pone de manifiesto en la obtencién de

los teoremas ya mencionados en el caso finito-dimensional, es decir, la
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representacion del dual del espacio Ly(p, X) y el teorema fundamental
del Célculo para la integral de Bochner.

Pasamos ya a describir el contenido de cada uno de los capitulos que
constituyen esta memoria.

En el capitulo I, se parte del teorema de Radon-Nikodym, como enun-
ciado formalmente equivalente a la identificacion de los duales de los espa-
cios Ly(u), 1 < p < 400, para pasar después a presentar las definiciones y
resultados més relevantes en este tema que nos seran de utilidad en el pos-
terior desarrollo de esta memoria. Especial mencién ha de hacerse a uno
de los problemas mas importantes que permanecen abiertos en la teoria
de los espacios de Banach, el de la equivalencia entre las propiedades de
Radon-Nikodym y Krein-Milman. Desde que J. Lindenstrauss demostré
en [43] que la RNP implica la propiedad de Krein-Milman (KMP) se
han dedicado grandes esfuerzos por parte de diversos autores a inten-
tar demostrar la veracidad de la implicacién reciproca. En esta linea,
cabe destacar un resultado debido a W. Schachermayer [50] para cuya

Presentacion se requiere el siguiente concepto.

Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto no vacio, cerrado,
acotado y converc de X. Se dice que C tiene la propiedad del punto de
continuidad (PCP) si para cada subconjunto A no vacio y cerrado de C

existe € A tal que la aplicacion identidad

1a: (A,w) = (A, ] |)

es continua en .
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Pues bien, el resultado de Schachermayer asegura que, en presen-
cia de la PCP, las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman son
equivalentes.

Naturalmente este resultado justifica nuestro comentario anterior so-
bre la importancia de la PCP.

En este primer capitulo, de cardcter introductorio, apatrecen dos apor-
taciones puramente anecddticas, que no se encuentran en la literatura,
Una de ellas es otra demostracién del teorema de Radon-Nikodym a
partir de la identificacién de los duales de los espacios Ly(u) y la segunda
muestra que no existe ninguna relacién entre las propiedades de Radon-
Nikodym y Krein-Milman, en espacios no completos.

El capitulo II es el mds importante de esta memoria. El objetivo
principal es hacer un estudio pormenorizado de la PCP en espacios de
Banach con una base. Con este propésito se comienza recopilando los
conceptos y resultados sobre bases en un espacio de Banach que nos seran
de utilidad.

Nuestro punto de partida, y de inspiracién, es un trabajo de Argyros,
Odell y Rosenthal [1] en el que se caracterizan los subconjuntos cerrados,
acotados y convexos de ¢y que no tienen la PCP. Dicha caracterizacion
involucra la construccién de un conjunto que, en cierto sentido, es uni-
versal para la clase de los subconjuntos de ¢, sin la PCP. Concretamente
ellos demuestran que un conjunto de dicha clase siempre “contiene” al

conjunto universal.

Pretendemos generalizar el resultado antes mencionado de Argyros,

Odell y Rosenthal en el ambiente de los espacios de Banach con base.
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Para ello empezamos construyendo una familia de subconjuntos en cada
espacio de Banach con base que, como después se vera, es universal en
algin sentido.

Denotamos por I' el conjunto de todas las sucesiones finitas de enteros
positivos, e incluimos también en I' la sucesién vacia, que denotaremos
por 0. Se define un orden parcial en I' mediante: o <@silal <8y
a; = 3; para 1 < i < |a|, para cualesquiera a, 3 € I', donde para cada
elemento @ € T, |a| denota la longitud de la sucesién finita de enteros a.
Por supuesto, convenimos que 0] = 0 y que 0 < o Ya € T.

Se puede definir una aplicacion biyectiva ¢:I' = IN que conserva el
orden recién definido en . Para construir dicha aplicacion, denotemos
por {p,} la numeracién estrictamente creciente de los enteros primos

positivos y definamos ¢, : I' - IN mediante
dr(a,... a,) =pit...p2" Ya = (a1y...,a0) €T, ¢4(0) = 1.

Asi ¢, es una aplicacién creciente e inyectiva y, como ¢;(I') es un
subconjunto infinite de IN, existe una biyeccién creciente ¢; : ¢ (I') — IN.

Basta ahora definir ¢ = ¢, o .

Sea X un espacio de Banach con base {ea} y funcionales asociados

{fn}.

Para cada o € T denotamos por z, el elemento de X dado por:

fl@a) =1siy<ay flz,) =0en otro caso, donde f, = fyq) Va € I,

Ahora definimos A = @ {x, : o € T'}.
Es claro que A es un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de X.

La definicién de A depende de la base que se tenga en el espacio.
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Adn mds, si {v,} es un bloque basico de X, tenemos un nuevo espacio
de Banach con base que es un subespacio de X, e igualmente se puede
repetir la construccion, para obtener un nuevo conjunto como el anterior.

De esta forma para cada bloque basico de X, {v,}, tenemos, mediante
la anterior construccién, un subcoujunto cerrado, convexo y no vacio de
X, que denotaremos Ay}, para hacer referencia al bloque basico con el
que se hace la construccion, y evitar confusiones.

Una vez presentada la construccion de los conjuntos A{v,) obtenemos

el siguiente resultado fundamental de este capitulo.

Sea X un espacio de Banach con base y K un subconjunto cerrado,
acotado, convezo y no vacio de X sin la PCP. Entonces, existen {v,},
bloque bdsico de la base de X, Y subespacio cerrado de X, F subconjunto
de K con FCY yT:Y — X un isomorfismo sobre su imagen, tales

que T(F) = Ag,,,y.

El teorema anterior nos dice, informalmente hablando, que cualquier

subconjunto cerrado, acotado, convexo y sin la PCP de un espacio de

Banach con base contiene a algiin Ay,,).

Este resultado generaliza al obtenido por Argyros, Ode!l y Rosenthal
en ¢p. Sin embargo, en los espacios de Banach con base sin la PCP, no
podemos asegurar que los conjuntos A (v, carecen de la PCP, cosa que
si ocurre en cg.

Si exigimos a la base del espacio que sea “shrinking”, podemos obtener
el siguiente resultado, que caracteriza la PCP para espacios de Banach

con base “shrinking”, en términos de la propia base.
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Sea X un espacio de Banach con base “shrinking”. Entonces son

equivalentes:

(1) X tiene la propiedad del punto de continuidad.

(1) {Zy<a vy : @ € T'} no estd acotado para cada blogue bdsico {v.} de

la base de X, con Info{||lva]|} > 0, donde v., = vgy) Y7 E L.

J. Bourgain plantea en [6] la necesidad de disponer, en el ambiente de
los espacios de Banach con base, de una condicién necesaria y suficiente
para la PCP, en términos de la propia base. Desde este punto de vista,
el resultado anterior caracteriza Ja PCP, en el sentido propuesto por J.
Bourgain, al menos en el ambiente de los espacios con base “shrinking”.

El estudio realizado de la PCP en espacios de Banach con base “shrink-
ing” lo utilizamos para conseguir uno de los resultados mas llamativos,
Y a nuestro juicio mds importantes, de esta memoria, por cuanto supone
una nueva aportacion al problema de la equivalencia entre las propiedades

de Krein-Milman y Radon-Nikodym.

Sea X un espacio de Banach con base “shrinking” y normalizada {en}

verificando que para cada sucesion de escalares {c;} tales que

n
sup || Y ejejll < 400 y limg; =0,
n j=1 J

se tiene que 3 cje; converge en la topologia de la norma en X. FEn-
tonces las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman son equiva-

lentes, para cada subconjunto cerrado, acotado, convero y no vacio de

A
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Se finaliza este capitulo ilustrando con dos ejemplos que el resultado
anterior es independiente de dos resultados previamente obtenidos por R.
C. James [30] y W. Schachermayer [50] en los que se concluye la equivalen-
cia entre la RNP y la KMP suponiendo algin tipo de incondicionalidad
en la descomposicién del espacio.

En el capitulo 1II se plantea, como primer objetivo, generalizar los
resultados obtenidos en el capitulo anterior para espacios de Banach con
una descomposicién finito-dimensional (FDD). Para conseguir este ob-
Jetivo, el concepto de FDD se pone en equivalencia con el de base con
paréntesis, concepto, éste iltimo, practicamente desconocido, pero que
nos sera de gran utilidad para adaptar algunas de las demostraciones del
capitulo II a nuestro nuevo ambiente. En concreto obtenemos los dos

siguientes resultados:

Sea X un espacio de Banach con una FDD y sea i un subconjunto
cerrado, acotado, convero y no vacio de X sin la PCP. Entonces exis-
ten {v,} sucesidn bdsica de X, Y subespacio cerrado con base de X,
F subconjunto de K, con F C Y y un isomorfismo sobre su imagen

T:Y = X, tales que

T(F) = Agu.

Sea X un espacio de Banach con una FDD {Gn}, y supongamos que

ésta es “shrinking”. Entonces son equivalentes:

(1) X tiene la PCP.
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(ii) El conjunto {T,c, vy : @ € T'} es no acotade, para cada sucesidn

bisica de X, {vn}, vy € G, Vn € N, con Info{||v.l|} > 0, donde
Vo = Uy() Y € I

Notese que el resultado anterior es una caracterizacién de la PCP en
funcién de las propiedades de los subespacios con base. De hecho es un
prublema abierto si la PCP (resp. la RNP) esti determinada por los
subespacios con base. En esta linea Ghoussoub y Maurey prueban en
[23] que la PCP estd determinada por los subespacios con base en los
espacios de Banach que no contienen a ;. Cabe seiialar que la PCP y la
RNP estdn determinadas por los subespacios con una FDD, como puede
verse en [5]. Aprovechando este tltimo hecho y nuestra caracterizacion
de la PCP, en espacios con FDD, conseguimos una condicién suficiente
para la PCP, en un espacio de Banach, a través del hecho de que los
subespacios con base verifiquen una versién mas restrictiva de la PCP, la

PCP respecto de la topologia débil de la base, topologia que pasamos a

definir:

Sea X un espacio de Banach con base {e,} y funcionales asociados
{fa}. Llamaremos topologia débil de la base en X a la topologia débil en
X definida por o{ X,lin{f, : n € IN}).

Para finalizar esta introduccién, y como consecuencia de lo hecho
hasta ahora, presentamc. .a siguiente caracterizacién en el ambiente de

los espacios de Asplund.

Sea X un espacio de Asplund. Entonces son equivalentes:
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(1) X tiene la PCP.
(i) Cada subespacio con base de X tiene la PCP.

(it) Cada subespacio con base “shrinking” de X tiene la PCP.

Es claro que si X es un espacio de Asplund no puede contener a /;,
con lo que la equivalencia de i} y ii) es un caso particular del trabajo
de Ghoussoub y Maurey, ya comentado anteriormente. Sin embargo, la
equivalencia entre i) y iii) es nueva y, a nuestro juicio, de interés.

Parte del contenido de esta memoria se encuentra recogida en las
referencias [36], [37], [38] y [39].
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Capitulo I

DEL TEOREMA A LA
PROPIEDAD DE
RADON-NIKODYM.

Este capitulo es una introduccion a los temas que nos van a ocupar en
esta memoria y la mayoria de los resultados que en él se presentan son,
como las referencias oportunas indican, conocidos. Partiendo del teorema
de Radon-Nikodym como herramienta indispensable para la identificacion de
Lp()*, 1 < p < +o0, se pasa después a definir la propiedad de Radon-
Nikodym de forma natural. A partir de aqui se mostrardn los resultados mds
tmportantes e ilustradores del interés del tema que nos ocupa y que scrdn
claves para el desarrollo y la comprensién de los stguientes capitulos. Para fi-
nalizar, recopilaremos lo conocido hasta el momento sobre el famoso problema
de la equivalencia entre las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman,
mostrando que dicho problema no tiene interés en ambiente no completo y de-
sembocando en la propiedad del punto de continvidad, propiedad que da tiulo

a esta lesis,
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Tradicionalmente, el ya clsico teorema de Radon-Nikodym se suele
presentar para poder identificar, después, el dual del espacio de Banach
Ly(pt), donde 1 < p < 400y 4t es una medida sobre algin espacio medible
(£2,X), con algunas restricciones sobre la medida que especificaremos mas
tarde. Por ejemplo, esta estrategia se puede ver en (3], 4] y [28].

Sin embargo, es posible también deducir el teorema de Radon-Niko-
dym de la identificacién de los duales de Ly(p), donde 1 < p < 400
quedando asi los dos resultados formalmente equivalentes. Esta misma
estrategia fue seguida por Von Neumann, ver [48,Th. 6.9], quien ob-
tiene, con una demostracién diferente a la que nosotros daremos en el
teorema [.1.2, el teorema de Radon-Nikodym a partir del hecho de que
el espacio de Hilbert L,(u) es autodual, lo que se conoce con el nombre
de teorema de Riesz-Fréchet. De hecho. basta hacer ligeras modifica-
ciones en la demostracién de Von Neumann, para obtener el teorema de
Radon-Nikedym a partir de la identificacion de Ly(p)* para cualquier
1<p<+oo.

Se hagan las cosas como se quieran, es preciso decir que el dual de
Ly(p) se puede identificar siempre con Lqy(p) sin ninguna hipétesis sobre

la medida, cuando 1 < p < +ooy ;1, + ;:- = 1, como puede verse en
[56, Tema 36).

I.1 El teorema de Radon-Nikodym

Si se quiere introducir una gama de espacios de Banach amplia, que

cubra lo que imprecisamente se conoce como espacios de Banach clasicos,
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una forma comoda de hacerlo es considerar los espacios Ly(u), donde
1 £p < +o0y p es una medida sobre algin espacio medible (2, X),
ademas, claro estd, de los espacios Loo(pt) y C(K).

Precisamente, una familia de espacios que se obtienen de esta forma
son los espacios de sucesiones £, con 1 < p < 00, tomando 2 =N, ¥ =
P(IN) y i la medida que cuenta el niimero de elementos para conjuntos
finitos y toma el valor +00 en otro caso. Esta familia de espacios de Ba-
nach ademas de contener al “inico” espacio de Hilbert separable, contiene
también los ejernplos mas sencillos de espacios reflexivos de dimensién in-
finita. De hecho, el dual de un espacio del tipo £, con 1 < p < 400 sigue
siendo del mismo tipo.

En efecto, es bien conocido que si 1 < p < 400 y % + i = 1, enten-
diendo que si p = 1, entonces ¢ = 400, sc tiene que 3 y £, pueden ser
perfectamente identificados. Si se intenta hacer algo similar en general,
es decir, identificar L,(u)* con L,(it), en el mismo sentido y de forma
analoga a como se hace con €y y £y, es facil obtener una é,plicacién lineal

y continua, que es isométrica si p > 1, dada por

Wy : Le(p) = Lp(p)"

o((/)19)) = [ F)g(w)du(w) Vig] € Ly(w), 1] € Lyiw).

Sin embargo, la sobreyectividad de ¥, no es nada clara. De hecho, no
siempre se puede esperar tener perfectamente identificados los espacios
Ly(p)" y Lo(p), como muestra el siguiente ejemplo.

Consideremos Q = {a,b} un conjunto formado por dos elementos
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distintos y £ la o—algebra de todos los subconjuntos de ). Definamos
p:EX = RU {+o00}

ui{a}) = 1, u({B}) = +oo, w(f) = +oo, u(®) =0.

Asi, (2, X, pt) es un espacio de medida en el que

Ly(u) = (R, ] ), Loo() = (R, | fioo)-

Este ejemplo tan inocente hace ver que no siempre se puede esperar
la identificacion deseada.

Lo que no tiene el espacio de medida del ejemplo anterior que si tienen
los espacios de medida finita y el espacio de medida que se consideré para
obtener los espacios de sucesiones f,, es una propiedad que pasamos a

definir.

Definicién I.1.1. Sea (Q,X,u) un espacio de medide. Se dice que la
medida p es o—finita, en el espacio medible (U, X), st existe { A, }, familia

numerable de conjuntos de medida finita en T tales que UIS3 A, = (1.

Si nos concentramos, por el momento en el caso p = 1 y u finita, se
puede comprobar que ¥, es isométrica y decir que la aplicacién ¥, es

sobreyectiva es decir que:

V9 € ()" M1 € Luoli) : 6lal) = | Fledot)du(e) Vi) € La(w).

Si ahora definimos

p(E) = [ fw)du(w) VE € 3,
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tendremos una nueva medida p sobre ({2, X).
Nuestro problema, entonces, es que dada p, medida sobre ({2, %),

queremos encontrar [f] € Lo(p), de forma que se verifique

p(E) = jE f(w)du(w) VE € 5.

Una condicion trivialmente necesaria para que esto sea posible es que
si B € &, u(F) =0, entonces p( £') = 0, lo que se suele expresar diciendo
que p es absolutamente continua respecto de pu.

Antes de observar otra condicion necesaria para la sobreyectividad de
W, recordamos que la variacién de una medida u, denotada por ||, es la

medida definida por

lul(4) = sup{ }_ |u(B)] : T € Pr(A)} VA,
Bell

donde Px(A) denota el conjunto de particiones finitas de A por conjuntos
medibles.

[.a variacion de una medida juega, de alguna manera, el papel del
médulo de la medida de partida que, en general, no es una medida.

No es dificil comprobar que otra condicién necesaria para la sobreyec-
tividad de W, es que la variacién de p sea finita, puesto que si p(E) =

Jp f(w)dp(w) VE € I, entonces se tiene que
PI(E) = [ 1f(w)ldu(w) VE € £.

Después de esta pequeiia motivacion damos una caracterizacién de la

sobreyectividad de W,, al menos para el caso en que p es finita.
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Teorema 1.1.2. Sea (0,3, 1) un cspacio de medida finita. Para cada
psq 2 1, r% + 5 = 1, entendiendo que si p = 1 entonces q = oo, conside-

remos la aplicacion lineal e isométrica dada por

Wy 2 Ly(p) = Ly(p)*

V(UA)lal) = | flwlae)dutw) Vig) € Lyiw), [f] € L)

Entonces son equivalentes:
(i) W, es sobreyectiva para cualquier p > 1.
(i) Eziste algin p > 1 tal que ¥, es sobreyectiva.

(iii) Para cada A medida sobre (), ) absolutamente continua respecto

de p y de variacidn acotada, existe [f] € Ly(u) tal que

MA) = f,. f(w)dp(w) VA € 5.

Demostracidn. La implicacion i) = i) es clara.

1) = iii) Sea ) una medida sobre (2,%) absolutamente continua
respecto de g y de variacién acotada. Es claro que nos podemos restringir
al caso en que ) es real.

En un primer paso vamos a demostrar que para cada A € ¥ con
p(A) > 0, existe B € £ con B C A, u(B) > 0y existe un natural n tales
que

IM(E) < nu(E) VE € £, E C B. (1.1)

- Para esto, sea A € £ con u(A) > 0 y definamos

¥ ={ANC:C €%}
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Ahora, (A,X') es un espacio medible ¥, en este primer paso de la
demostracién, serd nuestro espacio ambiente.

Para cada n € IN, consideremos A = A} U A7 una descomposicién de
Hahn de la medida signada p — n=1|A| sobre (A, Z"), ver [56,7. 1.2.29].
Hacemos ahora i = Un A} y, por tanto, K¢ = MaA,.

Como K*° C A;, Vn € IN se tiene que #(K°) < nHYA|(K®) Vn €
IN. Asi u(K°) = 0y, por la continuidad absoluta de ) respecto de p,
obtenemos que |A|( ) = 0.

Si fuese |A|(K) = 0 se tendria que [Al{A) = 0y, entonces 1.1 e trivial,
pues basta tomar B = A,

En otro caso, [A|(K) > 0y, otra vez la continuidad absoluta de A
respecto de g, nos dice que pu(K) > 0. En consecuencia, podemos en-
contrar n € IN de forma que p(A¥) > 0, lo que demuestra 1.1, haciendo
B=A

Consideremos ahora

A={A€X:3n €N con |[A(E)< nu(E)VE € X, E C A}

Por 1.1, sabemos que cada elemento de ¥ con medida u positiva
contiene un elemento de A con medida ft positiva. Ademas es facil com-
probar que A es estable por uniones finitas y contiene los elementos de
¥ con medida u cero.

Hagamos a = sup{u(A) : A € A}. Entonces existe {B,}, sucesién
de elementos de A con lim, 4(B,) = a. Para cada m € IN, sea
H,, = UZ., B:. Entonces {H} es una sucesién creciente de elementos de

A con limp, u(H,,) = a.
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Si fuese u(9\ UES Hy) > 0, por 1.1, existiria K € A, u(K) > 0 con
K C 2\ U3 Hy y, por tanto, limy, u(Hm U K) > a, lo que contradice la
eleccion de a.

En consecuencia, p(Q \ UfZ Hy) = 0, y de esta forma se obtiene que
Q= Ut H,UF, donde H, € AVk€ Ny F € E,u(F) = 0. Por iltimo,
es facil obtener una descomposicién de la forma 2 = U{2 Ey, donde { E;}
es una familia de elementos disjuntos dos a dos de A.

Ahora, para cada n € IN, sea ¢, el Unico elemento de L,(u)* verifi-

cando que
ou([Xa]) = MANE,) VA€ L,

siendo X4 la funcidon caracteristica de A.
La existencia de ¢, se debe al siguiente hecho: si A€ ¥y Ay,..., A
son elementos disjuntos de X, entonces para cualesquiera escalares

aj,...,ap se tiene

k k
6a([X 05X, D] = | 3 a4, N E,)| <

i=1 =1

k k
< KalllX2 aiXa, il < Kap(@)4 112 eiXa, s

i=1 i=1

donde K, € IN viene dado por 1.1 y en la ultima estimacién se ha
utilizado la desigualdad de Holder.

Por hipotesis, tenemos ahora, para cada n € IN, [f,] € L,(p) verifi-
cando

MANE,) = L Folw)du(w) YA€ Z,n € IN.

Definimos ahora f : (0 = R por f(w) = fu(w) siw € E,.
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Es claro que [ es una aplicacion bien definida y u—medible. Para ver
que [f] € L (p) basta observar que la sucesion {|f | Xup, By }m €5 creciente,

converge puntualmente a |f| y que se tiene la siguiente estimacion
m
Pl =3 [ |fuldps =
'/;;l"=lE" kz=:l E"

=Y IM(Ex) < AU Ed) < A|(Q).
k=1

Ademas, como [f&'.__,;‘nﬂgk] = [Thet fi¥E,] € Ly(p) C Lyi(p), por el
teorema de convergencia monétona obtenemos que [f] € Ly(u). Por

tltimo, el teorema de la convergencia dominada nos dice que

h’"m/u}c“ﬁ(z,,nA)'Mu = /; fdu VA € L.

Por tanto
I j die / du VA€,
g}lkg g e = | fdu VA €

En consecuencia,

lim 3" A(Ex N A) = f fdu VA€,
s k=1 A

lo que nos permite concluir que
3= /fdp! VA€ L. I
Ja

1i) = 1) Esta implicacién es conocida y puede encontrarse en

(17, Th. IV.8.1, IV.8.5.

Hemos de decir que el resultado anterior es cierto cuando se supone
solo que la medida j es o—finita. El paso del caso finito, al caso o—finito

es un proceso conocido en el ambiente de la Teoria de la Medida.
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La condicion ii) del teorema anterior es una versién del ya clésico teo-
rema de Radon-Nikodym, ver [9, Th. 1.0.1], que a pesar de sus hipdtesis
restrictivas, contiene todos los elementos necesarios para su posible ge-
neralizacion sobre la que hablaremos en la siguiente seccién. Una de las
versiones mas generales y conocidas del teorema de Radon-Nikodym que

puede encontrarse en el texto de Valdivia [56, I'eor. 1.2.30] es la siguiente:

Teorema 1.1.3. Sea (2,1, 1) un espacio de medida o—finita y A una
medida compieja sobre el espacio medible (£, L), absolutamente continua
respecto de p. Entonces existe una funcion compleja f definida en Q) y

p—integrable, de manera que

ME) = [b fdu VE € Z.

Queda asi expuesto el teorema de Radon-Nikodym, como herramienta
indispensable o resultado equivalente a la identificacién de los duales de
los espacios Ly(p), con 1 < p < 400, al menos cuando la medida p es
finita. Exposicion, ésta iltima, que creemos original, aunque como ya
dijimos en la introduccién de esta seccidn, una estrategia similar, pero
con diferente demostracién, para obtener el teorema de Radon-Nikodym,
fue seguida por Von Neumann, como puede verse en [48, Th. 6.9].

Por 1ltimo, quisiéramos poner de manifiesto que ademas de la utili-
dad presentada del teorema de Radon-Nikodym también se deben a él
resultados tan importantes como la descomposicién polar de una medida
compleja, y lo que se puede llamar el teorema fundamental del Célculo

para la integral de Lebesgue, es decir, el hecho de que toda funcién
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absolutamente continua en un intervalo cerrado sea derivable casj por

doquier, y se pueda expresar como la integral de su derivada.

1.2 La propiedad de Radon-Nikodym

Dada la importancia del teorema de Radon-Nikodym, segun se ha
puesto de manifiesto en la seccién anterior, no parece necesario motivar
un intento de obtener un resultado similar en el ambiente de los espacios
de Banach de dimensién infinita.

Empezamos presentando algunos conceptos sobre medidas vectoriales
quie no son mds que trasladar sus andlogos conocidos en el caso escalar.

A partir de este momento consideraremos sélo e‘;pa,(:los de medida

‘real finita y positiva.

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio de Banach y (R, E, 1) un espacio
de medida.

(i) Una aplicacion F : £ — X se llamard una medida vectorial en X
st es una funcion de conjunto numerablemente aditiva, esto es, si

Fd =0y
F(UisAn) ZF

n=1

para cada sucesion de elementos disjuntos {4.} C Z.

(it) Una medida vectorial en X, F : £ — X se llamard absolutamente

continua respecto de p si siempre que A € I, p(A) = 0 se verifica
que F'(A) = 0.
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(iti) Se define la variacion de F, denotada por ||F|| como la medida real
NF|l: & = R$ U {+00} dada por
IFI(A) = sup{ }_ |F(B)|| : Il € Pr(A,E)} VAEE,
Bell
donde Pp(A,X) denota el conjunto de todas las particiones finitas

de A por elementos de X.

Por 1ltimo, antes de presentar la propiedad de Radon-Nikodym, debe-
mos saber integrar funciones con valores en un espacio de Banach. Para
ello damos la siguiente definicién que, otra vez, traslada el concepto de

integral escalar conocido.

Definicidn 1.2.5. Sean (2, X, ) un espacio de medida, X un espacio de

Banach y fijemos una aplicacion f : Q — X. Se dice que f es inlegrable

Bochner st eriste una sucesion de funciones simples {s,}, tales que
(i) lim, s, = f c.p.d.(u).
(i) limn fo lsn(w) — f(@)du(w) = 0.
n tal caso, se define la integral Bochner de f como
1y .nf . 1.2
fn fdp = limy, | sudp (1.2)

La funcién f se dird fuertemente medible 0 medible Bochner si se verifica

solo la condicion ).

El limite 1.2 existe gracias a la complitud de X y no es dificil com-
probar que la definicién de la integral Bochner no depende de la sucesion

de funciones simples {<,} que se considere, por la condicion ii).
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Definicién 1.2.6 . Sean (2, %, 1) un espacio de medida, X un espacio
de Banach y p € [1, +00].

(i) Se define el espacio seminormado Ly(p, X) mediante

Ly(p, X) = {f € X% : f es medible y _/I;Hf”pdp < 400},

con la seminorma
171l = ([ I71Pdu)?,
para cualquier p € [1,4-c0].
(ii) Andlogamente se define
Loolpp, X) = {f € X% : f es medible y esencialmente acotada},
con la seminorma
[lflleo = supess{|| f(w)]| : w € O},
donde sup ess denota el supremo esencial.

Los espacios de Banach Ly(p, X), para p € [1,400], se definen a partir
de los anteriores, como es usual, tomando cocientes por el subespacio de

las funciones que son cero casi por doguier.

Estamos ya en disposicion de presentar la propiedad de Radon-Niko-

dym.
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Definicién L.2.7. Sean (2, %, 1) un espacio de medida y X un espacio
de Banach. Se dice que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, que
denotaremos por RNP, respecto de (S, X, ), si para cada medida vecto-
rial F : ¥ — X, absolutamente continua respecto de p y con variacion

acotada existe f € Ly(u, X) tal que

F(A) =/Afdp VA€ 3.

Se dice que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si lo anterior se

verifica pare cada espacio de medida.

En [12], J. A. Clarkson introduce el concepto de espacio de Banach
uniformemente convexo para probar que esta familia de espacios de Ba-
nach tiene la RNP. Este trabajo se puede considerar como el primer
teorema de Radon-Nikodym para espacios de Banach de dimension in-
finita. El interés que despierta este trabajo en el estudio de la RNP es
“instantdneo”, ya que si se busca el trabajo de J. A. Clarkson, inmedia-
tamente después en el mismo nimero de la revista aparece otro articulo
de N. Dunford y M. Morse titulado “Remarks on the preceding paper of
James A. Clarkson,” que puede verse en [16].

Los primeros espacios conocidos que no satisfacen la RNP son Gy
Li(p), siendo ¢ no puramente atomica, ver [9, Ezample 2.1.2.).

Como cabia esperar, se puede cbtener un resultado similar a [.1.2,

para espacios de Banach con la RNP.

Teorema 1.2.8.[15,Th. IV.1] Sean (R, X, 1) un espacio de medida y X
I y

un espacio de Banach. Entonces son equivalentes:
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(i) Los espacios de Banach Ly(p, X)* y Lo(1t, X*) son isométricamente

isomorfos, siempre que p € [1,+o00] y ,l, + % = 1, entendiendo que

si p=1, entonces q = oo.
(i) X* tiene la RNP, respecto de (2, X, u).

Por supuesto, el isomorfismo isomélrico anterior es el que aparece en

I.1.2, en este nuevo ambiente.

Tras un estudio de la convergencia de las martingalas en relacién con
la RNP, realizado por S. D. Chartteji en [11], que posteriormente sera
crucial para el entendimiento de la RNP en espacios de Banach, H. B.

Maynard demuestra en [41], el siguiente resultado.

Teorema 1.2.9. Sea X un espacio de Banach y ([0, 1], A, )) el espacio

de medida de Lebesgue en [0,1]. Entonces son equivalentes:

(i) X tiene la RNP.
(ii) X tiene la RNP, respecto de ([0,1], A, )).

En el mismo trabajo, H. B. Maynard, obtiene lo que R. D. Bourgin
llama en [9] la primera caracterizacion geométrica de la RNP. Para des-
cribir brevemente esta caracterizacion necesitamos definir algunos con-
ceptos.

Para un espacio de Banach X y un subconjunto acotado D de X
definimos la s—envolvente convexa de D, s — co( D}, como el conjunto de

todas las series convexas de elementos de D.
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Definicién 1.2.10. Sea C un subconjunto acotado de un espacio de
Banach X.

(i) Se dice que C es c—dentable si para cada € > 0 eriste . € C tal

que

ze ¢ co(C \ B(z.,¢)).

(i) Se dice que C es s—dentable si para cada € > 0 existe z, € C tal
que :

ze ¢ s — co(C \ B(z,,€)).

(iii) Se dice que C es dentable si para cada € > 0 existe z. € C tal que

ze ¢ 7(C \ B(ae,e)).

La primera caracterizacion geométrica de la RNP, obtenida por H. B.

Maynard, que puede verse en [41] es la siguiente:

Teorema 1.2.11. Sea X un espacio de Banach. X tiene la RNP si, y

solo si, cada subconjunto acotado de X es s—dentable.

Para este resultado, H. B. Maynard utiliza una cierta propiedad sobre
la convergencia de martingalas, iniciada por S. D. Chartteji en [11] y que
puede verse desarrollada con detalle en los dos primercs capitulos de [9].

Algin tiempo después, M. A. Rieffel, W. J. Davis y R. R. Phelps

obtienen en [46] y [13] una nueva caracterizacién geométrica de la RNP.
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Teorema I.2.12. Sea X un espacio de Banach. X tiene la RNP st, y

sdlo si, cada subconjunto acotado de X es dentable.

A la vista del resultado anterior, X tiene la RNP si, y solo si, todo
subconjunto acotado de By es dentable.
En [29] Huff demuestra:

Teorema I.2.13. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto

cerrado, acotado y convexo de X. Entonces son equivalentes:

(i) Cada subconjunto de C es c— dentable.

(ii) Cada subconjunto de C es s—dentahle.

(iti) Cada subconjunto de C es dentable.

En este mismo trabajo se encuentra también, por primera vez, lo que

se ha dado en llamar la localizacién de la RNP que pasamos a definir.

Definicién 1.2.14. Sea C C X un subconjunto cerrado, acotado y con-
vezo. Se dice que C tiene la RNP si, y sdlo si, cada subconjunto de C es
dentable.

Presentamos un resultado que puede encontrarse en [9,Th. 2.3.6].

Teorema 1.2.15. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convero de

un espacio de Banach X. Entonces son equivalentes:

(i) C tiene la RNP
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(it) Cada subconjunto cerrado, convezo y separable de C tiene la RNP.
(iti) Cada subconjunto numerable de C es c—dentable.

(v) Cada subconjunto cerrado y convero de C es dentable.

Quisiéramos destacar el hecho de que la RNP, como censecuencia del
resultado anterior, es una propiedad topolégica que est4 determinada por

los subespacios separables.

Presentamos ahora dos propiedades de la dentabilidad que fueron

cruciales para la obtencién del resultado anterior y que hacen entender

mejor la localizacién de la RNP.

Definicién 1.2.16. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto

acotado de X. Una seccién de C es un conjunto de la forma

5(C,z*,a) = {z € C : 2°(z) > sup*(C) — a}

¥

donde z* € X* ya > 0.

Proposicién 1.2.17.[46] Sea X un espacio de Banach ¥y C C X acotado.

Entonces son equivalentes:
(i) C es dentable.

(ii) €o(C) es dentable.
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(iii) C contiene secciones de didmetro arbitrariamente pequeno. FEsto

es, para cade € > 0 existe S(C,z", a), seccidn de C, tal que

diam(S(C, 2", a)) <.

Tras el teorema [.2.15, primera caracterizacién geométrica de la RNP,
el trabajo de la mayoria de los investigadores se encamina a obtener
nuevas caracterizacioues de la RNP, en funcién de la abundancia de cier-

tos tipos de puntos destacados que definimos a continuacién.

Definicién 1.2.18 . Sea C un subconjunto acotado de un espacio de
Banach X yr e C.

(i) © es un punto extremo de C si
x ¢ co(C \ {z}).

(i) = es un punto diente débil de C si para cada entorno débil, V, de

T se verifica que

z¢c(C\V).
(i) z es un punto diente de C si para cada € > 0 se verifica que

z ¢ @(C \ B(z,e)).

(iv) x es un punto soporte de C si existe z* € X* \ {0} con

£

r*(z) = sup 2*(C).
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(v) x es un punto expuesto de C si eziste x* € X* tal que
#'(z) > a*(y) Yy € C'\ {z}.

(vi) = es un punto fuertemente expuesto de C si exisle z* € X* verifi-
cando que para cada € > 0 exisle a > 0 con diam(S(C,z*,a)) < ¢

y T esld soportado por z* en C.

Las seis nociones anteriores son distintas, (ver [6, Section 2]), y las
tinicas relaciones generales entre ellas son:

ii)=ii)=i), vi)=v)=iv) y vi)=iii).

Teorema 1.2.19.[43] Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convezo y
no vacio de un espacio de Banach X. Si C tiene la RNP, entonces cada

subconjunto cerrado, convero y no vacio de C es la envolvente convero

cerrada de sus puntos ezlremos.

A la vista de los distintos puntos destacados, definidos anteriormente,

y segun las palabras de J. Bourgain, el mejor resultado, en esta linea que

cabia esperar, es el siguiente.

Teorema 1.2.20.[49 Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convero y

no vacio de un espacio de Banach X. Entonces son equivalentes:

(i) C tiene la RNP.
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(i) Cada subconjunto cerrado, convero y no vacio de C es la envolvente

convero cerrada de sus puntos fuertemente expuestos.

(iii) Cada subconjunto cerrado, convezo y no vacio de C es la envolvente

convero cerrada de sus puntos dientes.

Como sabemos, el teorema de Bishop-Phelps nos garantiza siempre

la abundancia de puntos soporte en cualquier cerrado, acotado, convexo

¥y no vacio de un espacio de Banach.

En cuanto a la relacién entre la RNP y la abundancia de dientes

débiles, J. Bourgain demuestra el siguiente hecho.

Teorema 1.2.21.[9, Th. 4] Sea C un subconjunto cerrado, acotado, con-
vezo y no vacio de un espacio de Banach X. Si C no verifica la RNP,

entonces existe Co C C, cerrado y convezo sin dientes débiles.

Ademas del resultado anterior, los dientes débiles encierran un interés

en si mismos, como se deduce del siguiente hecho.

Proposicién 1.2.22. Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convero y

no vacio de un espacio de Banach X yz € C. Entonces son equivalentes:
(1) = es un diente débil de C.

(ii) x es un punto extremo de C" .
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Demostracién. i)=ii): Supongamos que no se verifica ii). Entonces

podremos encontrar t €]0,1[, z**, y** € Ew‘, ** # x # y** tales que
T =tx"" + (1 - t)y™. (1.3)

Sean {21}, {ya} dos redes en C convergiendo, en la topologia w* de
X™, a z™ e y**, respectivamente. Se tiene, entonces que {tz\+ (1-t)ys}
converge, en la topologia débil de X, a z.

Por 1.3 y tomando subredes, se puede suponer que existe U/, entorno
débil de z, de forma que z», yy ¢ U V). En consecuencia, z € co(C\U)
por 1.3, lo que contradice i). §

ii)=>i): Supongamos que no se verifica i), En tal caso podemos en-
contrar [/, entorno débil de z, tal que z € @o(C \ U). Existen entonces
heINy{V;:1< i< h} entornos débiles de z de forma que C\ V; es 7
convexo Yi y

Entonces = € @(UL,C \ V;). Sea {z,} una sucesién de co(UL,C' \ V)
que converge, en la topologia de la norma, a z.

Ahora, es facil encontrar j € {1,2,...,h} y sucesiones {t,} en |0, 1],
{yn} en C\V; y {z,} en C tales que

1

tn 2 E, Ty = tﬂ.yn o (1 = tn)zn Vn € IN. (14)

Ademds, se puede suponer sin pérdida de generalidad que {tn} se
acumula en ¢ € [},1], {y.} se acumula, en la topologia w* de X**, en

—* ; 3y —_—y®
y" € C\V, y asimismo {z,} se acumulaen 2™ € C" .
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Por 1.4, tenemos que z = 1y** +(1 —1)z**. Pero, por hipétesis, x = y**
¥, por tanto, z € C'\ V; , lo que nos dice que V; N(C\ V;) # 0, puesto

que V; es un entorno débil de . B

El hecho de que los puntos extremos de un débilmente compacto y
convexo sean dientes débiles, (ver [6, Th. IL1]), y el teorema 1.2.21 nos
garantizan que los subconjuntos débilmente compactos y convexos de
un espacio de Banach tienen la RNP. En consecuencia, los espacios re-
flexivos verifican dicha propiedad. Por otra parte, N. Dunford y B. J.
Pettis demuestran en [18] que los espacios duales separables tienen RNP,
ampliando asi la clase de espacios con esta, propiedad. De hecho, durante
algin tiempo se creyé que los espacios de Banach con la RNP debian ser
subespacios de espacios duales separables hasta que P. W. McCartney y

R. C. O’Brien demostraron en [40] la existencia de espacios de Banach

con la RNP que no son isomorfos a ningtin subespacio de un espacio dual

separable.
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1.3 RNP y KMP: la propiedad del punto
de continuidad

El ya cldsico teorem.. de Krein-Milman asegura la abundancia de pun-
tos extremos en los compactos de un espacio localmente convexo. Eso
mismo ocurre, coino sabemos en los conjuntos con la RNP de un espacio

de Banach, lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.23. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto ce-

rrado, acotado, convezo y no vacio de X. Se dice que C tiene la propiedad
de Krein-Milman, (KMP), si cada subconjunto cerrado, convero y no
vacio de C es la envolvente convezo cerrada de sus puntos extremos. Se
dice que X tiene dicha propiedad cuando la verifica la bola unidad cerrada
de X.

Ahora, el teorema 1.2.19 nos dice que los conjuntos con la RNP tienen
la KMP.

J.Diestel plantea en 1973 el problema de si las propiedades de Radon-
Nikodym y Krein-Milman son equivalentes. Problema éste, hasta hoy sin
resolver, en el que han trabajado matematicos de Ia talla de Bourgain,
Bourgin, James, Schachermayer, Rosenthal, Talagrand, etc.

El propio James asegura en [30] que dicho problema es uno de los
principales que quedan abiertos en el marco de la teoria de los espacios
de Banach.

Pretendemos en esta seccion, mostrar las respuestas parciales conoci-

das hasta el momento, en relacién con el problema anterior. Algunas de
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ellas s6lo son validas cuando como conjunto cerrado, acotado y convexo

se considera la bola unidad ceirada de ciertos espacios de Banach. De

hecho, el problema planteado por J. Diestel estd abierto también en este

Caso.

Teorema 1.3.24.{55) Sea X un espacio de Banach. Entonces son equi-

valentes:
(i) X* tiene la RNP.
(i) X* tiene la KMP.

i) Cada subespacio separable de X tiene dual separable.
P

Como consecuencia, R. R. Stegall obtiene también en [53] la equi-
valencia entre la RNP y la KMP para w*— compactos convexos de un

espacio dual.

Teorema 1.8.25.[/9] Sea X un espacio de Banach isomorfo a X x X.

Entonces X tiene la RNP si, y sélo si, X tiene la KMP.

Otra respuesta parcial, al problema que nos ocupa, para la bola de

un espacio de Banach es la siguiente.
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Teorema 1.3.26.[8] Sea X un reticulo de Banach. Entonces X tiene la
RNP si, y sdlo si, X tiene la IKMP.

Posteriormente, V. Caselles, en [10], da una ficil demostracién del
resultado anterior y prueba la equivalencia entre ]a RNP y la KMP, para
preduales de dlgebras de von Neumann.

El trabajo mas revelador para la comprensién del problema planteado

por Diestel es el realizado por W. Schachermayer en [50], que pasamos a

motivar.

Definicién 1.3.27. Sea C un subconjunto acotado de un espacio de
Banach X y x € C. Se dice que r es un punto de (w— | ||)--continuidad

de C si la aplicacion identidad

le : (C,w) — (C& ” ”)

es continua en .

Bor-Luh Lin, Pei-Kee Lin y L. Troyanski obtienen la siguiente carac-
terizacion de los puntos dientes, cuya abundancia caracteriza la RNP,

como sabemos.

Teorema 1.3.28 .[39] Sea X un espacio de Banach, C' un subcorijunto
cerrado, acotado, convero y no vacio de X yx € C. Entonces, x es

un punto diente de C si, y sélo si, z es un punto cxtremo y de (w —
Il Il)—continuidad de C.
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Definicién 1.3.29. Sea C un subconjunto acotadv y ne vacio de un

espacio de Banach X.

(i) Se dice que C tiene la propiedad del punto de continuidad, (PCP),
si cada subconjunto cerrado y no vacio de C tiene algin punto de

(w = || ||)—continuidad.

(i) Se dice que C' tiene la propiedad del punto de continuidad conveza,
(CPCP), si cada subconjunto cerrado, convezo y no vacio de C

tiene algin punto de (w — || ||)— continuidad.

(iti) Se dice que C es fuertemente regular si cada subconjunto cerrado,
convezro ¥ no vacio de C tiene medias aritméticas de secciones con
didmetro arbitrariamente pequenio. Esto es, para cada € > 0 eviste
un nimero finito de seccioncs, Sy, Sz,...,8, tales que

n

diam(}_ %) < F

=1

(iv) Por illimo, se dice que X tiene alguna de las propiedades anteriores

st la verifica su bola unidad cerrada.

Es claro que RNP=PCP=CPCP. Por otra parte la CPCP=> Regu-
laridad fuerte, ya que, por [58, Lemma 7.3], cada abierto débil relativo a
un cerrado, acotado y convexo de un espacio localmente convexo y sepa-
rado contiene una media aritmética de secciones. Ademas estos cuatro

conceptos son distintos, como se demuestra en {1].
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El principal avance obtenido por W. Schachermayer, en el problema
de la equivalencia entre la RNP y la KMP, al que antes nos referiamos

es el siguiente.

Teorema 1.3.30. Sea C' un subconjunte cerrado, acotado y convero de

un espacio de Banach X. Entonces son equivalentes:
(i) C verifica la RNP.

(ii) C es fuertemente regular y verifica la KMP.,

Como el propio Schachermayer indica, el teorema anterior se puede
ver como la versién global de la caracterizacion de los puntos dientes
obtenida por Bor-Luh Lin, Pei-Kee Lin y L. Troyanski, ya que en el
resultado precedente se puede cambiar la regularidad fuerte por ia PCP
o la CPCP.

La importancia de la PCP queda entonces puesta de manifiesto para
el estudio de los espacios de Banach con la RNP y su relacién con la
KMP.

Ademas, Schachermayer también obtiene en el mismo trabajo, como
consecuencia de lo anterior el siguiente hecho. (Véase la primera seccién
sobre bases de Schauder del capitulo II para la definicién de base incondi-

cional.)

Teorema 1.3.31. Sea X un espacio de Banach con base incondicional y

C un subconjunto cerrado, acotado, convezo y no vacio de X. Entonces

C tiene la RNP si, y sdlo si, C tiene la KMP.
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La demostracién del resultado anterior se basa en la distincién de
dos casos: C tiene o no la PCP. Distincién ésta que parece fundamental
para la resolucién del problema propuesto por Diestel, segin palabras
del propio Schachermayer.

Tras el resultado de Schachermayer, R. C. James obtiene en [30] una
generalizacion de aquél cuando se supone que el espacio tiene una cierta
estructura incondicional, mds general que la de base incondicional, y
sobre la que entraremos mas a fondo en el capitulo siguiente. De Lecho,
James demuestra en un cierto ambiente que las propiedades RNP, KMP,
PCP y CPCP son equivalentes al hecho de que el espacio no contenga a
Co.

Asi, parece que los 1iltimos adelantos respecto al problema que nos
ocupa van en la linea de exigir al espacio ambiente una cierta estructura
incondicional como la de base de Schauder u otras mas generales.

Haciendo un poco de historia, digamos que E. Asplund e 1. Namioka

utilizan ya una idea, parecida a la PCP, en [2] para dar una demostracién

' geométrica del teorema del punto fijo de Ryll-Nardzewski. Dicha idea

consiste en darse cuenta de que muchos puntos extremos de un subcon-
Junto convexo, separable y débilmente compacto de un espacio de Banach
son también puntos de (w— || ||)—continuidad. Posteriormente estas ideas
se formalizaron dando lugar a las propiedades PCP, CPCP ¥ Regularidad
fuerte gracias al trabajo de N. Ghoussoub, G. Godefroy, B. Maurey y W,
Schachermayer [20].

Por dltimo, veamos que en ambiente no completo las propiedades

RNP y KMP son independientes. Para ello, claro esta, es preciso tener
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una definicion natural de dichas propiedades en espacios no completos.
Como el concepte de punto extremo es algebraico y lo tinico que se
necesita para la definicién de la KMP es una topologia, resulta natural

considerar la KMP en espacios vectoriales topoldgicos.

Definicién 1.3.32. Sea X un espacio veciorial topoldgico y C un subcon-
junto cerrado, acotado y convezo de X. Sc dice que C tiene la propiedad
de KMP si cada subconjunio cerrado, convezo y no vacio de X es la

envolvente convero-cerrada de sus puntos ertremos.

Ademas, en el ambiente de los espacios localmente convexos se tiene

la siguiente caracterizacién.

Proposicién 1.3.33. [9, Prop. 3.1.1] Sea X un espacio localmente con-

vexo y C' un subconjunto cerrado, acotado y convezo de X. Entonces son

equivalentes:
(i) C tiene la KMP.

(i1) Cada subconjunto cerrado, convezo y no vacio de C tiene algin

punto ezlremo.

Demostracion. La implicacién i)=>ii) es clara. Supongamos entonces ii)
¥ que no se verifica i). Existe entonces K subconjunto cerrado, convexo
y no vacio de C tal que co(ExtK) # K. Sea K, = @(EztK). Por el

teorema de separacion existe f € X* y r € R tales que

sup(f(Ky)) < r < sup(f(K)).
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Hagamos ahora K; = f~'([r, +oo]) N K. Asi, K; es cerrado, convexo y
1o vacio y, por tanto, Ext(K;) # . Sea y € Ezi(K,). Entonces y ¢ K,
¥, por tanto, y no es extremo de K. Existen ahora r,z € Ky A€o,
tales que y = Az + (1 -- A)z. Como y es un punto extremo de K se tiene
yue f(y) = r y podemos suponer que f(z) <r < f(2).

Sido=maz{d >1:24+\Nz-2) € K} yw = a4 (2 - 2)
tenemos que f(w) > r y, en consecuencia, w no es un punto extremo de
K. Existen, entonces, a,b € K y ¢ €]0, 1] tales que w = ta + (1 — ¢)b.
Por la definicién de w y por la igualdad anterior tenemos que y es un
punto interior al tridngulo co({a,b,z}), lo que nos dice que y se puede

poner como combinacién convexa estricta de puntos de f “Y(r)N K. Una

contradiccion, puesto que y € Ezi(K;). B

Por otro lado, parém la definicién de la RNP se necesita la complitud
como garantia de la buena definicién de la integral Bochner. Sin em-
bargo, gracias al teorema 1.2.13, en todos los trabajos actuales sobre el
tema se define la RNP en términos de la dentabilidad. De hecho, puede

encontrarse la siguiente definicién en [9, Chapter 7.12].

Definicién 1.3.34. Sea X un espacio localmente convexo y C un sub-
conjunto cerrado, acotado, convezo y no vacio de X. Se dice que C tiene

la RNP si cada subconjunto no vacio de C es dentable.

Por supuesto el concepto de dentabilidad es natural en este ambiente.
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Definicién 1.3.35. Sea X un espacio localmente convexo y C' un sub-
conjunto acotado y no vacio de X. Se dice que C es dentable si para

cada U entorno convezxo y cerrado de cero existe x € C tal que

zgeo(C\c+U)

Dadas ya las definiciones naturales de la RNP y la KMP en el am-
biente de los espacios localmente convexos, comenzamos presentando en
este ambito un ejemplo muy elementai de un cerrado, acotado y convexo
verificando la RNP y sin la KMP.

Consideremos el subespacio no cerrado de ¢ formado por las suce-
siones casi nulas, es decir aquellas sucesiones que son nulas a partir de
un término en adelante, que denotaremos por cop. Definamos

. 1
C={r€cp:lz(n) < ;}
Es claro que C es un subconjunto cerrado, acotado, convexo y no

vacio del espacio localmente convexo cgo. Sea z € C' y k € IN tal que

z(n) = 0 Vn > k. Si denotamos por {e,} a la base canénica de ¢y y

S e i e = ] _ u+:z
hacemos y = z + %, z = z — %, tenemos que y,z € C' y que z = =,

Es decir, £ no es punto extremo de C y, en consecuencia, C' no verifica
la KMP.

Para ver que C tiene ia RNP basta observar que el cierre de C en cg,
D, es un débilmente compacto y convexo de ¢y. Entonces, todo subcon-
junto no vacio de D, y por tanto de C, es dentable, ya que los débilmente

compactos convexos de un espacio de Banach tienen la RNP.
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Pasamos ahora a mostrar otro ejemplo lo mismc de elemental que
muestra que la KMP no implica la RNP en un espacio localmente con-
vexo.

Sea ahora B* = {z € B, : z(n) > 0 Vn € IN}.

Consideremos el conjunto A = {z € B* : 2(n) € {0,1} ¥n € IN}. Si
t€ Ay k € N tal que z(r) = 0 ¥n > k, se tiene que

(4 ersr) + (z + €rq2) + ... + (T + eryn)
n ?

z =lim
n

lo que nos dice que z € (A \ B(z, 1)) y por tanto A no es dentable. Asi
queda demostrado que B* no verifica la RNP.

Veamos ahora que B* tiene la KMP. Para ello, sea C un subconjunto
cerrado, convexo y r:o vacio de B+t y z € C. Definamos ahora Kk = {z e

C : sop(z) C sop(z)}, donde
sop(z) = {n € IN: z(n) # 0}.

Entonces K es un compacto convexo de cgg. Ademis todo punto extremo
de K es también extremo de C. Como el teorema de Krein-Milman nos
garantiza que K posee puntos extremos, obtenemos que C tiene algin
punto extremo. En definitiva, hemos demostrado que todo subconjunto

cerrado y convexo de B* tiene puntos extremos. Basta ahora aplicar la

proposicion 1.3.33 para obtener que B* tiene la KMP.
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Capitulo II

LA PROPIEDAD DEL
PUNTO DE CONTINUIDAD
EN ESPACIOS DE BANACH
CON BASE SCHAUDER.

En este capitulo se estudia la propieded del punto de continuidad en espa-
cios de Banach con base Schauder, obteniendo una caracterizacién de dicha
propiedad cuando la base es de un tipo especial, (“shrinking” ). Como conse-
cuencia, se consigue demostrar la equivalencia entre las progiedades de Radon-
Nikodym y Krein-Milman, para algunos espacios de Banach con base “shrink-
ing”. La principal fuente de inspiracion para estos resultados es un trabajo
de Argyros, Odell y Rosenthal, [1], en el que se hace un estudio completo de
la propiedad del punto de coniinuidad, en un espacio de Banach cldsico como
co. El resultado principal de este trabajo, serd generalizado a lo largo de este
capitulo, y dicha generalizacion se volverd crucial para la obtencién de nuestros

objetivos.
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Una de las pretensiones del Capitulo I era poner de manifiesto la
importancia que tiene la propiedad del punto de continuidad, en el es-
tudio de los espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym, y
su relacién con la propiedad de Krein-Milman. Quizas por ello, en este
capitulo, uno de los principales de esta memoria, nos dedicamos de lleno
al estudio de la propiedad del punto de continuidad. La razén para que
dicho estudio se haga en espacios de Banach con base Schauder, aparte
del mas facil manejo de estos espacios, estd motivada por dos problemas
todavia abiertos en la actualidad.

El primero de ellos es el de la equivalencia entre las propiedades
de Radon-Nikodym y de Krein-Milman. Obsérvese que si se resolviese
este problema, afirmativamente, en el ambiente de espacios de Banach
con base Schauder, esto es, si se supone que en dichos espacios las
propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman son equivalentes para
los subconjuntos cerrados, acotados y convexos, la misma solucién posi-
tiva seria automética en cualesquiera espacios de Banach, debido a la
determinacion por subespacios separables de la propiedad de Radon-
Nikodym, (Teorema 1.2.15), y al hecho de que el espacio C([0, 1]) posee
base Schauder ([51, Ezam. 2.2]) y es universal para la clase de los es-

pacios de Banach separables, en el sentido de que todo espacio de Ba-

nach separable es isométricamente isomorfo a un subespacio de (o, 1)),
([31, Th. 28.7)).

El segundo de los problemas al que haciamos referencia tiene que ver

con la propiedad del punto de continuidad que estudiamos en el presente

capitulo:
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(Esta RNP (respectivamente PCP) determinada por los subespacios
con base Schauder?

Es decir, si cada subespacio con base Schauder de un espacio de Ba-
nach X tiene RNP (respectivamente PCP) , jse puede asegurar que X
tiene RNP (respectivamente PCP)?

J. Bourgain planteé dicho problema y a este autor es debido también
uno de los principales resultados en relacién con él (ver [5]). En el capitulo
siguiente tendremos oportunidad de entrar mas a foido en el estudio de
dicho problema.

Puesta ya de manifiesto la importancia de la propiedad del punto de
continuidad en el ambiente de la “geometria” de los espacios de Banach
y el interés que su estudio tiene para espacios con base Schauder, parece
oportuno y necesario, para que esta memoria sea autocontenida en lo
posible, hacer primero un recordatorio de la teoria de bases Schauder en
espacios de Banach, para presentar primero el ambiente de trabajo de este
capitulo, y para la mejor comprensién de los resultados que apareceran

mas adelante.

II.1 Algunos conceptos de bases Schauder
en espacios de Banach

La mayoria de los conceptos y resultados de esta seccién se pueden
encontrar en [34].
Recordemos que si X es un espacio de Banach y {en} es una sucesién

en X, se dice que {e,} es una base Schauder de X, si todo elemento
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x € X tiene una tinica expresién del tipo:

+00
= z An€n,
n=1

donde A, € IK Vn € IN y la serie converge en la topologia de la norma
en X.

Equivalentemente, {e,} es una base Schauder de X si el subespacio
generado por {e,} es denso en X y existe una constante K > 0 de forma

que

P ptq
” Z /\nenil S 1\'" 2 f\neﬂna
n=1 n=1

para cualesquiera escalares A, y naturales p y q. A partir de este mo-
mento, cuando no haya problema de confusién, suprimiremos la palabra
Schauder cuando hablemos de bases en espacios de Banach, entendiendo
por ello el concepto que acabamos de recordar.

Asimismo, si {e,} es una sucesién de elementos de un espacio de
Banach X, diremos que {e,} es una sucesién basica en X si es una base
del subespacio cerrado de X que genera.

La mejor constante K" en ia desigualdad anterior se llama la constante
de la base. Como K > 1, la mejor de todas las posibles constantes basicas
es I = 1y, en este caso, se dice que la base es monétona.

Diremos que la base es normalizada cuando |je,)] = 1 ¥ n € IN.

Merece la pena observar que, en un espacio de Banach con base, siem-
pre se puede cdnseguir que la base sea monétona, sin més que renormar

equivalentemente el espacio. En efecto, si X es un espacio de Banach
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con base {e,} y denotamos ||.|| a su norma, basta definir

Mzl = sup{ll 3_ Me]l : n € IN},
k=1

donde z = 312 Anen. Ahora X con la nueva norma ||| ||| equivalente es
un espacio de Banach con base monétona {e,}.

Para mayor comodidad, y de forma canédnica, se pueden definir los
funcionales asociados a una base {e,} como la iinica sucesién de elemen-
tos de X*, {fu}, para los que se verifica que f,(em) = 8nm, donde &, ., es
el delta de Kronecker. De esta forma, si z es un elemento de un espacio
de Banach con base {e,}, su expresién en funcién de la base es:

400
s=7% fla)e.
n=1

En general, los funcionales asociados a una base de un espacio de
- Banach forman una nueva base del subespacio cerrado que generan, en
el dual del espacio de pariida, pero no siempre forman una base del dual
entero. Obsérvese que el hecho de gue un espacio de Banach tenga una
base, fuerza la separabilidad del espacio y asi, por ejemplo, el espacio
de Banach clasico £, (el espacio de las sucesiones de escalares, cuya serie
es absolutamente convergente) posee bases, y ninguna de ellas hace que
sus funcionales asociados sean base del dual, puesto que como es sabido,
el dual de ¢, se puede identificar isométricamente con (4, y éste no es
separable.

Esto da pie a la siguiente definicién, para la cual, dicho sea de paso, no
hemos encontrado una traduccion adecuada en castellano que sustituya

el término “shrinking”.
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Definicién IL.1.1. Sea X un espacio de Banach con una base {e,} y

funcionales asociados {f,}. Se dice que la base {e,} es “shrinkin &
{fa} es una base de X*.

Uno de los ejemplos mas sencillos de base “shrinking” es la base usual
de co, ésta es la formada por las sucesiones que tienen un solo término
no nulo, e igual a 1.

Una caracterizacién sencilla de las bases “shrinking” es la siguiente:

Proposicién I1.1.2. Sea X un espacio de Banach con base {e,}. En-
tonces la base es “shrinking” si, y sélo si, lim,_; ;00 [|.1:rE" | =0Vaz* e X*,
donde E, es el subespacio cerrado generado por feiidiii. by Tig,

denota la restriccion del funcienal z* al subespacio E,,.

Merece la pena observar, que el bidual de un espacio de Banach con
I
base “shrinking”, puede ser perfectamente identificado, en general, como

a continuacion se vera.

Proposicién I1.1.3. Sea {e,} una base “shrinking” de un espacio de
Banach X, con funcionales asociados {f,}. Entonces X** es isomorfo

al espacio de las sucesiones de escalares {a,} verificando:

sup{|| }_ a:ei||} < +oo.
G =1

El isomorfismo viene dado por la ley ** E a2 h). ) Ta
norma de X** es equivalente (y en el caso de que la base sea monédtona

es tgual) a la definida por la expresion sup, {|| o0, = (fi)e|l}.

=
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Otra nocién importante en lo que concierne a bases, que es, en algiin
sentido, dual de la nocién de “shrinking”, es la de acotadamente com-

pleta.

Definicion I1.1.4. Una base {e,} de un espacic de Banach X se dice
que es acotadamente completa si, para cada sucesion de escalares {),}
tales que sup{|| Tk, Averll : » € IN} < 400, se verifica que la seric

Y4 Auen converge en la topologia de la norma del espacio X .

Un tipico ejemplo de base no acotadamente completa, es la base usual

del espacio de Banach c. Sin embargo, la base usual de f,yconl<p<

+00, si es acotadamente completa.
Es facilmente comprobable que los funcionales asociados a una base
“shrinking”, en un espacio de Banach, forman una base acotadamente

completa. El reciproco también resulta ser cierto.

Proposicién I1.1.5. Un espacio de Banach X con una base acotada-
mente completa es isomorfo a un espacio de Banach dual. Mds concreta-
mente, X es isomorfo al dual del subespacio cerrado de X* generado por
los funcionales asociados a la base. De hecho, si la base es mondtona,

este isomorfismo es una isometria.

Combinando las nociones de base “shrinking” y acotadamente com-

pleta se obtiene la siguiente caracterizacion de la reflexividad.

Teorema I1.1.6. Sea X un espacio de Banach con base. Entonces, X

es reflexivo si, y sélo si, la base es, a la vez, “shrinking” y acoladamente

completa.
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Recordamos ahora un concepto bastante natural, el de bases equiva-
lentes. No es mds que introducir una relacién de equivalencia en el con-
junto de todas las bases de un espacio de Banach con base, considerando

iguales espacios isomorfos, como es usual.

Definicion I1.1.7. Sean X, Y dos espacios de Banach y {u,}, {v,}
bases de X e Y, respectivamente. Se dice que dichas bases son equiva-

lentes st para cualesquiera escalares {\,} se verifica que:

400 +co
Z Antty, converge & Z AnU, converge.

n=1 n=1

El teorema de la gréfica cerrada nos da, ahora, una facil caracteri-

zacion de cuando dos bases son equivalentes.

Proposicién I1.1.8. Sean X, Y dos espacios de Banach y {u,}, {vn}

bases de X e Y, respectivamente. Entonces, dichas bases son equivalentes

si, y solo si, existe un isomorfismo T : X = Y tal que

T(uy) = v,¥n € IN.

Es conocido, y de gran utilidad, un resultado de tipo més técnico, que
da una condicion suficiente para que dos bases de un mismo espacio sean
equivalentes. Aunque este resultado se puede encontrar en [34] cuando
se parte de una base normalizada, lo presentamos aqui con un enunciado

ligeramente modificado y esencialmente con la misma demostracién.
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Proposicion I1.1.9. Sea {v,} una sucesion bdsica en un espacio de
Banach X con constante bdsica K, y M > 0 de forma que ||v,|| >

M ¥n € IN. Si {u,} es una sucesién de elementos de X tales que:

f I I 2
Upn — Un ar?
i 2K

entonces {u,} es una sucesién bdsica de X equivalente a {v,}.

Demostracién. Sea {a,} una sucesién de escalares de forma que la serie
2n>18nVn converge. Es entonces claro que lim,a, = 0, ya que |jv,|| >

M Vn € IN. Ahora, la desigualdad

q q q
I3 antiall < mazaflanl} 3 llun = vall + | 3 anvall

n=p n=p n=p
nos asegura que la serie Y, ., a,u, converge, gracias a la complitud del
espacio.

Asi tenemos definida una aplicacién lineal T : Y — Z mediante

+00 +00
T(Z Sat) = Z Uty
n=1 n=1

donde, por supuesto, Y es el subespacio cerrado de X generado por la

sucesion {v,} y Z es el generado por la sucesién {u,}.
Sea ahora z = Y} N a,v, € YV y { fa} la sucesion de funcionales

asociados a la base {v,}. Entonces

400
lle = T(2)I| = |l 2 an(un = va)|| <
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400 400
< mazn{|an|} Z_:} ltn = vall = maza{|fu(z)|} Z_:l lun = va]| <

2K 2
< 31 2 llun = valllll,

n=1
ya que |fu(z)] < 2|z|| ¥n € IN. Hagamos L = TS lun — vyl

.Entonces, segiin la hipétesis, L < 1 y acabamos de demostrar que
lle - T(2)|l < Ljj|| Vz € Y.
Es entonces claro que
(1= Dllall < IT@)] < (1 + L)le]| V= € Y,

y asi T es un isomorfismo. Por dltimo basta observar que, por ser la
imagen de 7' cerrada y contener a la sucesién {tn} se concluye que T es
un isomorfismo de Y sobre Z, con lo que {u,} es una base de Z, y el

resultado anterior nos dice que {u,} es una sucesién basica equivalente

a {v.}. 1

En cuanto a la existencia de bases en espacios de Banach, es conocido
que no todo espacio de Banach posee una base, ni aiin los espacios sepa-
rables [19]. Sin embargo si es cierto que todo espacio de Banach posee
una sucesién basica [51]. De ahi la importancia de las sucesiones basicas,
mayor en algunos casos que la de las propias bases.

Existe un tipo especial de sucesién basica, fundamental en el estudio

de bases en espacios de Banach, que pasamos a definir.
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Definicién 11.1.10. Sea X un espacio de Banach con base {e,} y {v,}
una sucesion en X \ {0}. Se dice que {v,} es un blogue bdsico de la base
en X si existen una sucesidn de enteros mp=0<m<...<m, <.

y una sucesion de escalares {),} tales que

Mp

Vp = E )Ucek Vn € N.

k=mpn_;+1

Es claro, que todo bloque bdsico es una sucesion basica. Destacamos

ahora un resultado, sobre bloques basicos, que nos sera de utilidad mas

adelante,

Teorema I1.1.11. Denotemos por X indistintamente a los espacios de
Banach cg 0 €, con 1 < p < +00 y sea {un} un blogue bdsico normatizado
de la base usual en X. Entonces {un} es cquivalente a la base de X y
el subespacio cerrado generado por el bloque bdsico es isométricamente

isomorfo a X.

De hecho ¢s sabido que los tinicos espacios de Banach que verifican el
teorema anterior son ¢, o fp, con 1 < p < 4o0.

Por 1iltimo, recordamos también el concepto de base incondicional.

Definicién 11.1.12. Sea X un espacio de Banach con base {e,}. Se
dice que la base es incondicional, cuando la expresion de cada vector de
X, en funcion de la base, es una serie incondicionalmente convergente,

en la topologia de la norma.

Otra vez nos sirve de ejemplo el espacio co. Los espacios C([0,1]) y
L,([0,1]) son ejemplos tipicos de espacios de Banach sin base incondi-
cional [34, Prop. 1.d.1].
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La clase de los espacios de Banach con base incondicional es tan im-

portante como restrictiva, segiin pone de manifiesto el siguiente resultado:

Teorema I1.1.13. Sea X un espacio de Banach no reflezivo con base

incondicional. Entonces X contiene un subespacio isomorfo a co 0 a ¢;.

Como colofon de esta seccién, recordamos la solucién a un problema
parecido al que se consideré al comienzo del presente capitulo, el proble-

ma de si la reflexividad estd determinada por los subespacios con base,
[45].

Teorema I1.1.14. Sea X un espacio de Banach tal que cada subespacio

con basc es reflexivo. Entonces X es reflezivo.

El tema de las bases de Schauder, en espacios de Banach, es tan
extenso que hay tratados enteros dedicados, por completo, a ello, como
por ejemplo, [51] y [34]. Hemos pretendido aqui, exponer sélo un resumen
de aquella minima parte, que nos va a ser de utilidad en adelante, pero
si queremos poner de manifiesto que es un tema todavia muy vivo, en
el que permanecen abiertos problemas de existencia de ciertos tipos de
bases en espacios de Banach en general, ( “shrinking”, incondicional, y
mas tipos que no hemos mencionado en esta memoria), cuya solucién
conduce, en la mayoria de los casos, a resolver problemas planteados en
espacios de Banach cualesquiera. Recordamos, por ejemplo dos de los

trabajes de Cowers, [26] y [27], en los que se demuestra la existencia

de espacios de Banach sin sucesiones basicas infinitas incondicionales y
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la de espacios sin sucesiones basicas infinitas “shrinking”, dando lugar
este dltimo a un contraejemplo para la conjetura de Banach modificada.
Es decir, un espacio que no contiene ¢o ni £; ni subespacios reflexivos

infinito-dimensionales.
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I1.2 Resultados principales

La propiedad del punto de continuidad y su variante convexa, la
propiedad del punto de continuidad convexa, estan intimamente rela-
cionadas: es claro que la PCP implica la CPCP. Sin embargo, el reciproco
no es cierto. Ejemplos de este fenomeno han sido dados por N. Ghous-
soub, B. Maurey y W. Schachermayer. Primero Ghoussoub y Maurey, en
[21], introdujeron un interesante ejemplo sin la PCP. Posteriormente, es-
tos autores, junto con Schachermayer, en [24], probaron que dicho ejem-
plo tiene la CPCP. Algin tiempo después, S. Argyros, E. Odell y H.
Rosenthal, [1], dedicaron parte de uno de sus trabajos a caracterizar
intrinsecamente la PCP en el espacio de Banach ¢y, dando para ello un
nuevo ejemplo, en ¢y, de un cerrado, acotado y convexo con la CPCP y
sin la PCP.

Presentamos, en primer lugar, aqui los resultados fundamentales del
trabajo de Argyros, Odell y Rosenthal, donde se ha modificado ligera-
mente la notacién, para nuestros propésitos posteriores.

Denotamos por I' el conjunto de todas las sucesiones finitas de enteros
positivos, e incluimos también en I' la sucesién vacia, que denotaremos
por 0. Con el fin de tener una estructura de arbol con infinitas ramas en
I, los autores definen un orden parcial en I' mediante: o < B i |o| < |4]
y o; = f3; para 1 <i < |a|, para cualesquiera a, 3 € T, donde para cada
elemento a € I, |a| denota la longitud de la sucesién finita de enteros a.

Por supuesto, convenimos que [0] =0y que 0 < a Va € I'.

Asi I' es un conjunto infinito, numerable, parcialmente ordenado con
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elemento minimo, que tiene estructura de drbo! con infinitas rainas.

En consecuencia, debe existir una aplicacion biyectiva ¢ : I' = IN que
conserva el orden recién definido en I'. Para construir dicha aplicacion,
denotemos por {p,} la numeracién estrictamente creciente de los enteros

primos positivos y definamos ¢, : I' = IN mediante
i, ... aqn) = pit ... p2" Ya = (a1y...,a,) €T, ¢1(0) = 1.

Asi $; es una aplicacién creciente e inyectiva y, como ¢(I') es un
subconjunto infinito de IN, existe una biyeccién creciente ¢ : ¢ (I') = IN.
Basta ahora definir ¢ = ¢; 0 ¢,.

El espacio de Banach ambiente, ahora, es:
co(l)={z € R" : card{a € T : z(a) > e} < 400 Ve > 0}

con la norma del supremo.
Se define ahora un subconjunto cerrado, acotado y convexo en co(I'),

A, conjunto que los autores llaman “Summing Tree Simplex”, mediante:

A={ze€cD)t:z2(0)=1, -ioa:(a,i) < z(a) Ya € I'},

donde co(I')* = {z € (') : 2(a) > 0 Vo € I'}.

Las principales propiedades de este “Summing Tree Simplez” se reco-

gen en el siguiente teorema de los autores:

Teorema 11.2.15.(11,Th.1.1])

(i) A no verifica la propiedad del punto de continuidad.
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(i) Si K es un subconjunto cerrado, acotado y convero de cy sin la
propiedad del punto de continuidad, enlonces existe un subconjunto

L de K tal que L es afinmente Lipschitz-equivalenie a A.
(111) A tiene la propiedad del punto de continuidad conveza.

(iv) A es una cara de su cierre, en la topologia w* del bidual de co(I).

La propiedad que mas nos interesa es el segundo apartado del teo-
rema anterior, que los autores desarrollan y nosotros destacamos a con-

tinuacion.

Teorema I1.2.16 .([1, Prop. 2.3]) Sea K un subconjunto cerrado, aco-
tado y convexo de cp sin 'la PCP. Entonces existe un subconjunto I de

K, un subespacio Y de ¢y que contiene L, con Y isomorfo a ¢y y un

isomorfismo T : Y -+ co(I") tal que T(L) = A.

De esta forma, los autores obtienen la caracterizacion intrinseca de la
PCP, a la que aludiamos al comienzo de esta seccién.

Nuestra pretension, en este momento, es obtener una generalizacién
del teorema anterior, dentro del ambiente de los espacios de Banach con
base.

En lo que sigue, X denotard un espacio de Banach con base {e,} y
funcionales asociados {f.}. Utilizaremos también el mismo conjunto T

definido anteriormente. Definimos también

Xt={z€ X: fu(z) > 0Vne N}
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Para cada o € I' denotamos por z, el elemento de X dado por:
flea)=1siy<ay J4(2o) = 0 en otro caso, donde f, = fote) Ya € T,
abusando del lenguaje, por no haber problema de confusidn.

Recuérdese que ¢ es una biyecci4n existente entre y IN, que conserva
el orden, aunque, como se vera mds adelante, cualquier biyeccién que
conserve el orden es vilida para nuestros propésitos.

Ahora definimos A = @{z, : @ € I'}, donde @ denota la envolvente
convexa y cerrada.

Es claro que A es un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de X.
No es tan evidente que A sea acotado. De hecho, en general, no tiene
por queé serlo. Si X es ¢ si lo es, como sabemos, pero si X es ¢; dicho
conjunto deja de ser acotado. (Tanto en ¢ como en ¢, siempre que no
se diga lo contrario, se estan considerando las bases usuales).

Es claro que la definicién de A depende de la base que se tenga en el
espacio. Alin mds, si {v,} es un bloque basicy de X, tenemos un nuevo
espacio de Banach con base que es un subespacio de X, e igualmente se
puede repetir la construccién, para obtener un nuevo conjunto como el

anterior.

De esta forma para cada bloque basico de X, {v,.}, tenemos, mediante

la anterior construccién, un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de
X, que denotaremos Ay}, para hacer referencia al bloque basico con el
que se hace la construccién, y evitar confusiones.

Si como X se considera el espacio ¢ con la base usual se obtiene el
conjunto A que definieron Argyros, Odell ¥ Rosenthal, como ellos mis-

mos apuntan en [1, Prop.2.1.c]. Ademas, como en o cualesquiera blo-
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ques bésicos normalizados son equivalentes, I1.1.11, cualquier conjunto
definido a partir de cualquier bloque bésico normalizado de ¢, es “iso-
morfo” al original, definido por los autores. Es decir, en el caso de que
X = ¢ la tal familia que nos da la construccién hecha es, salvo isomor-
fismos, un tinico conjunto de ¢q.

Antes de presentar la generalizacién de 11.2.16, a la que ya hemos
hecho referencia en alguna ocasién, necesitamos utilizar un lema previo
que caracteriza la PCP. Un resultado similar, para caracterizar la CPCP

puede verse en [5].

Lema I1.2.17. Sea X un espacio de Banach y K un subconjunto cerra-

do, acotado, convero y no vacio de X. Entonces son equivalentes:
(i) K tiene la PCP.

(it) Para cada subconjunto A de K y para cada € > 0, existe un sub-

conjunto w—abierto U de forma que UNA £ y diam(UNA) < e.

Demostracion. La implicacion i) = ii) es clara.

Supongamos #i) y sea A un subconjunto cerrado de K. Si aplicamos
11) obtenemos un w—abierto U, tal que Uy N A% @y diam(UyNA) < 1.
Si ahora, volvemos a aplicar ii) a I/; N A obtenemos un nuevo w—abierto
U, de forma que Uy NU; NA#£ Dy diam(U; NU; N A) < :i,- Repitiendo
el proceso se tiene una sucesion de w—abiertos {U.} verificando que
ULhntU;n...nU,NA #@ydiam(UlﬂUzﬂ...ﬂU,,ﬂA) < ﬁ VYn € IN.

Hagamos V,, = UynU;Nn...Nn U, ¥n € IN. Como no hay proble-

ma en suponer que V41 C V, Yn € IN, obtenemos que la interseccién
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Ma(Va N A) contiene un tinico punto que claramente es un punto de (w —

Il [I)—continuidad de A. Asi, K tiene la PCP, como querfamos. i

Teorema I1.2.18. Sea X un espacio de Banach con base y K un subcon-
Junto cerrado, acotado, convexo y no vacio de X sin la PCP. Entonces,
cxisten {vn}, bloque bdsico de la base de X, Y subespacio cerrado de X,
F' subconjunto de K con FCY yT:Y = X un isomorfismo sobre su

imagen, tales que T(F) = Ayy,).

Demostracion. Sea {e,} la base de X y {f,} sus funcionales asociados.

No hay problema en suponer que la base es monétona y normalizada,
como se puntuvalizé en la seccién anterior.

Por 11.2.17, podemos encontrar un subconjunto no vacio A de K y
un nimero positivo § < 1 para que cada entorno, en la topologia débil,
relativo al conjunto A, tenga didmetro mayor que 4.

Veamos ahora que existe un subconjunto {a, : n € IN} de A de forma
que {Uj}jsm es una sucesion basica de X, equivalente a algin bloque

basico de la base {e,}, donde
Uy = ay, 4; = a; — Ap(=1(5)-) Vj >1 (21)

yoa— = (a1,...,0nq) si @ = (ay,...,a,) € F'\{0}yn>1 a-=0,
en otro caso.
Para esto, sea ¢; = §4-U+1) ¥j ¢ IN y construyamos, por induccién,

mp=0<m<...<m<...eMN, vy,...,0,,...€ X tales que

)
||e;]| > 3 lv; = u;ll <&, v; € lin{e;:m;_y <i <m;} VjeN. (2.2)




Cap.2 La PCP en espacios con base.

Una vez finalizada la construccién, se tendrs por I.1.9 (con M = %g),
que {u;} es una sucesién bésica de X equivalente al bloque bésico {v,}.

Sabemos que el didmetro de A es mayor que . Por tanto, debe existir
un elemento a; de A tal que ||a;|| > 3.

Sea my € IN con ||ayjim, +00)l| < & y definamos

U = Gym) t Y &
i=1

= 21’?11 Sy
ay(t)=0

(por supuesto, ;1= ¢ ful(2)en).

Supongamos, ahora, que n > 1 y que ay,...,a, y m, han sido cons-
truidos ya.

Hagamos i = ¢(¢7'(n + 1)~), a = ¢"(n +1)—, 4 = ¢ (n +1).
Entonces o < 3 y, por tanto, i < n + 1, ya que ¢ conserva el orden.

Asi a; ha sido construido ya.

Sea ¢ = il y

V={eeA:|fla-a) < —, 1<j<m,}. (2.3)

n

Entonces V' es u. entorno, para la topologfa débil en X, del punto a;,
relativo a A, con didmetro mayor que §. En consecuencia, debe existir
un elemento @,y de V tal que [|ant; — a;f > 2. Sea tnyy = Guy1 — a;.

Si, ahora, myu41 > m, con lttnt1](mns1,400)]| < €, hacemos

Mn41

€
Ungr = Unt1|(mn,mpg1] s Z Eﬁ.}* e €;. (2.4)
n+4a T

i=myg 41

Un41(t)=0

Entonces [[uns1]| > & y ||tngs — vopa|| =
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mp +00 Mn41
||§;fj(un+:)e.a‘+ 3 filuaa)e= ¥

iI=Mn41+1 i=mp +1
tng (i)=0

mn 6
<2%+4) — =3 =6
j=1Mn
¢ inductivamente se completa la construccion.

Definamos F' = @{a, : n € N}, Y = lin{u, :n € N} y
Ug = Ug(a)y Ga = G¢(a)y Va = Vg(a) Yael.

Por la anterior construccién, y por 11.1.8, debe existir un isomorfismo
subre su imagen
T:Y = X tal que T(@,) =7, Va eI
Por definicion, Ty = @y y Ty = Gy — @a- Ya € [' con a # 0.
Entonces, @, = ¥ ¢ Uy Vo €'y FC Y.
Ademis, T(@a) = Ly<o T(Ty) = Ly<a Ty
Pero nosotros tenemos construido A, y, por definicion,
Ta=) Ty €A, Yael.
Yo

Entonces T(F) = Ay,,} ¥, de hecho, F C @(A) C K, con lo que la

demostracién del teorema queda completada. il

Nota.- Conviene senalar con vistas a posteriores aplicaciones de este

teorema que el bloque basico

v, = Z Arer Vn € IN (mg = 0),

k=mp.i1+1
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se ha construido de tal manera que la sucesién {An} es acotada y todos
sus elementos son no nulos, (2.1, 2.4, A es acotado). Obsérvese ademas

que, (2.2),
76
Infu{llvall} 2 6> 0.

La generalizacion que hemos ohtenido, en el ambiente de espacios
de Banach con base, no es del todo satisfactoria, puesto que no es inds
que una condicién suficiente para que un subconjunto cerrado, acot. Io
y convexo tenga la PCP. El que esta misma condicién sea también nece-
saria, es un problema que no hemos conseguidoc resolver. Sin embargo, la
generalizacion se convierte en totalmente satisfactoria cuando se supone
que la base del espacio sea de un tipo especial, como muestra el siguiente

corolario.

Corolario I1.2.19. Con las mismas hipotesis y notaciones de I1.2.18,
st suponemos ademds que la base de X, {ea}, es “shrinking”, entonces

Afva} no verifica la propiedad del punio de continuidad.

Demostracién. En la demostracion de 11.2.18 se obtiene que (2.3)

En i
l.fj(u’l‘l'l)l < 3,":1 V1 S J S My, N E ]N‘!

n

siendo {u,} una sucesion acotada en X y {f,} los funcionales de {en}.

De aqui, se obtiene ficilmente, gracias a que la base es “shrinking”,
que la sucesién {u,} converge débilmente a cero, ya que, en este caso,

los funcionales asociados a la base, {f,}, generan X*.
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Por tanio, {v,} converge débilmente a cero, ya que
T(u,) = v, Yn € IN.
Teniendo en cuenta que
T(ad) = La + V(o) Yo € I',i € N,

¥ que ||lva]| > 3 Vn € IN, obtenemos que el conjunto {z, : a € I'} no
tiene puntos de (w — || ||)—continuidad.

Basta entonces ver que {z, : @ € I'} es cerrado.

Sea {gn } la sucesién de funcionales asociados a {v,}. Sia,A €T, a #

B, existe entonces ¥ € I' de forma que |g,(zo — 3)] = 1. Por tanto,

75
32

lxo — 25| > ";_,r“ 2

Con lo cual, A, no tiene la PCP. I

Asi, en el ambiente de los espacios de Banach con base “shrinking”, si
se obtiene una perfecta caracterizacién de la propiedad del punto de con-
tinuidad. Sin embargo, la condicién necesaria y suficiente recién obtenida
viene en funcion de la “contencién” de un cierto subconjunto, dentro de
una familia de ellos, construida previamente, sélo a partir del espacio
de Banach. Condicion, ésta dltima, no excesivamente manejable. No
obstante, no deja de ser curioso lo que pone en evidencia esta caracteri-
zacion. De alguna manera, se obtiene que la culpa de que un subconjunto
en un espacio de Banach no verifique la PCP, la tiene un cierto subcon-

junto de la forma Ag,,} que se queda “contenido” en el primero.
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Si recordamos que los conjuntos de la forma A{u,} no estan acotados,
en general, como se puso de manifiesto al comienzo de esta seccién, y
tenemos en cuenta que el que aparece en la tesis de I1.2.18 si que lo estd,
como consecuencia de ser imagen, por un isomorfismo, de un subconjunto
acotado, podemos encontrar una condicién necesaria y suficiente para la
propiedad del punto de continuidad del espacio global, en el ambiente de
espacios de Banach con base “shrinking”, mucho mas manejable, como

se demuestra en el siguiente hecho.

Corolario I1.2.20.

(i) Sea X un espacio de Banach con base. Si X no verifica la PCP, en-

tonces existe {v.}, bloque bdsico de la base de X, con Inf,{||lv|} >

0, tal que Ay, estd acolado.

(it) Sea X un espacio de Banach con base “shrinking”. Si existe un
bloque bdsico {v,}, de la base de X, con Inf,{||va||} > 0 y tal que

A, estd acotado, entonces X no verifica la PCP.

Demostracion. i)=ii) Es una fécil consecuencia de 11.2.18, como co-
mentabamos antes del enunciado del presente resultado.

ii)=>1) Como se tiene que T(ai) = Ta + V(ai) Yo € ', i € IN, en-
tonces {z(a,i)} converge débilmente a z, cuando i - 400, Ya € T,
porque la base es “shrinking”. Es claro, entonces que el conjunto {z, :
a € T'} es cerrado, por ser Inf,{||va]|} > 0, y no tiene puntos de
(w — || ||)—continuidad. Por tanto Ay,,; no verifica la PCP.
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Teniendo en cuenta la definicién de los conjuntos de la forma A,y s€

obtiene como consecuencia de lo anterior una caracterizacién de la PCP
para espacios de Banach con base “shrinking”, en términns de la base,

que destacamos a continuacion.

Nota.- Sea X un espacio de Banach con base “shrinking”. Entonces

son cquivalentes:

(1) X tiene la propiedad del punto de continuidad.

(1)) {£y<a vy : @ € T} no estd acotado para cada blogue bdsico {v,} de

la base de X, con Info{|lva|} >0, donde v., = v4,) Vy €T

A la vista de la nota anterior, resulta ahora evidente que ¢ no tiene la
PCP. Igualmente, si tenemos en cuenta que la condicién ii) es suficiente
para la PCP, sin necesidad de suponer la base “shrinking”, resulta claro
que ¢, si que tiene la PCP.

De una forma nada rigurosa, pero bastante sugerente, parece que
cuando la topologia fuerte de un espacio de Banach esta generada por
una norma que “sume”, el espacio va a tener la PCP, mientras que si
dicha topologia esta generada por una norma que toma “supremos”, el
espacio no va a tener la PCP.

Como consecuencia, obsérvese que la condicién ii) de la nota anterior
es independiente de la base que se elija en el espacio X, ya que el hecho
de que un espacio de Banach tenga la PCP, por supuesto, no depende en

absoluto de la base que se escoja.
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Pasamos ahora a dar una aplicacion de lo hasta ahora hecho al proble-
ma de la equivalencia entre las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-
Milman, que a nuestro juicio es bastante interesante.

Para ello recordamos primero un concepto bien conocido.

Definicién I1.2.21. Sea X un espacio vectorial, A un subconjunto con-
vero y no vacio de X y B un subconjunto convero y no vacio de A. Se
dice que B es una cara de A, si para cualesquiera z,y € A, t €]0, 1] tales

que tz + (1 — t)y € B, se verifice que z,y € B.

Recordamos, ahora, un resuitado de Bourgain, [6,Cor.6], que apli-

caremos posteriormente.

Lema I1.2.22. Sea C un snbconjunto cerrado, acotado y convero, sin
RNP, en un espacio de Banach X. Si C es una cara de su cierre, en la
topologia w* de X**, entonces existe un subconjunto no vacio, cerrado y

convexo de C, sin puntos extremos.

Der..sstracion. Por el teorema 1.2.21 existe Cp subconjunto cerrado y
convexo de C sin dientes débiles y, por 1.2.22, Co N Emt(mw.) = 0.

—l”' ’
Veamos que Cj es una cara de Cyy , con lo cual quedara probado que

Edft(Co) = 0

Pongamos z = tr}* 4+ (1 — t)z3*, donde ¢ € Co y 7", 73" € CTow. y

t €]0,1[.

Por hipétesis se tiene ahora que z}*,z3* € C y, por tanto, z}*,z3* €

. ” —_—w*
CNCy =0Cy. Asi,Cyesunacarade Cy .1

La ultima consecuencia de 11.2.18 que presentamos es la siguiente:
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Teorema I1.2.23. Sea X un espacio de Banach con base “shrinking” y

normalizada {e,} y funcionales asociados {f,}, tal que
T eX: lirrln;-r"(f,.) =0} cX.

Entonces las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman con equi-
valentes, para cade subconjunto cerrado, acotado, convezo y no vacio de
X.

Demostracion. Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y no
vacio de X verificando la propiedad de Krein-Milman, y supongamos que
C no tiene la PCP. Por 11.2.18, sabemos que existe {vn}, bloque basico
de la base de X, tal que "Afv,} C C". Ademas, A{y,} no verifica la PCP,
por 11.2.19. Por tanto, Ay, no tiene la propiedad de Radon-N ikodym.

T—uw" . ,
Veamos ahora que A{v,} es una cara de Ay im X

Si o™,y € Koy, L €0, 1]

te™ + (1 — Hy* =z ¢ A{‘,"},

debemos probar que z**, y** € Afo,y-
Pongamos v,, = kemn_y+1 €k Y0 € IN, (mo = 0). Como ya hicimos
notar en I1.2.18, se puede suponer que {),} es una sucesién acotada de

escalares no nulos y que

Info{jlvall} > 0. (2.5)

Sea {gn} la sucesién de funcionales asociados a {vn}. Se tiene entonces

que para cada natural n:

Gn = % Vk € {mn_s +1,...,m,}.
k
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Como lim, gu(z) = 0, por 2.5 y 2**(g.) > 0, y**(g9s) > 0 Vn € N, :

(por la definicidn de Ay,,)), obtenemos que
limz™(gn) = limy™(ga) =

Pero x™(fi) = Ma™(gn) ¥ ¥™(fi) = My*(g.) siempre que

Ma_y + 1 < k < my, con lo que se concluye que
livlln-l‘"(fﬂ) = “,{n y“(fn) -

Por tanto, **,y** € mw. NX = A,y

Por 11.2.22, obtenemos que Ay, no tiene la propiedad de Krein-
Milman. Pero esto es una contradiccion, ya que "Afva} C C”, y se estd
suponiendo desde el principio que C tiene dicha propiedad.

En consecuencia, C tiene la PCP, y, por tanto, es fuertemente regular.

Aplicando ahora el teorema 1.3.30, como C tiene la KMP y es fuerte-

mente regular, se obtiene que C tiene la propiedad de Radon-Nikodym. i

Obsérvese que gracias a [1.1.3 la hipétesis del resultado anterior puede
leerse, en el ambiente de los espacios de Banach con base “shrinking”,

como sigue: para cada sucesién de escalares {c;} tales que

n
sup || 3" eje;ll < +oo y lime; =0,
n j=1 ]

se verifica que 3, ¢;e; converge en la topologia de la norma en X. En
consecuencia, dicha hipétesis depende tinica y exclusivamente de la base
“shrinking” {e,} que .c tenga en X. Hay ademas, en la literatura, condi-

ciones similares a la anterior.
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Teorema I1.2.24. Sea X un espacio de Banach separable. Considere-

mos las siguientes afirmaciones:
(i) X tiene la PCP.

(1) Eristen un subespacio cerrade y separable ¥ de X* y una familia
de vectores de norma uno {ni:1 <1< m,, ne IN} en Y, para

una cierta sucesion de enteros positivos {m,}, tales que

X ={y" € Y":lim,maz cicm,|y"(yn;i)| = 0}.

(i) Existen un subespacio cerrado y separable Z de X* y una familia
de vectores de norma uno {z,;:1<i< My, n € IN} en Z, para
n, — -_— )

una cierta sucesion de enteros positivos {m,}, tales que

X={"eZ": li’!p MeT1<icm,|2*(2n,)| = 0}.

Entonces , las afirmaciones i) e ii) son equivalentes y ambas implican

iii).

La equivalencia entre i) y ii), en el resultado anterior se puede encon-
trar en el trabajo de N. Ghoussoub y B. Maurey [22, Th.IV.7], mientras
que el hecho de que i) y ii} implican iii) es un analisis de la demostracién
de la equivalencia entre i) y ii), como los propios autores indican en
(23, Th.TV.1].

Es claro que el espacio de Banach cldsico cp verifica iii), (tomando
X=c, Z=X*" m=1¥nelNy Zni = €, ¥n € IN, donde {e,}

denota la base de vectores unidad de ¢ = 1), y no verifica i).
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Si se nos permite una pequeiia divagacién a estas alturas, dirfamos,
en vista de lo anterior, que la hipdtesis de 11.2.23 a la que estamos re-
firiéndonos, debe ser alguna condicién, al menos en el ambiente de los
espacios de Banach con base “shrinking”, parecida a la PCP, pero que
no la implica. Quizds otra condicién, mas débil que la regularidad fuerté,
bajo la cual, las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman coin-
ciden. Al menos, esa podria ser una de nuestras pretensiones futuras,
aunque de momento no podamos hacer ninguna afirmacion al respecto.

Sin embargo, el interés que vemos en 11.2.23 es que no impone ningiin
tipo de incondicionalidad a la base del espacio. Como ya dijimos en el
primer capitulo, parece que las tltimas aportaciones al problema de la
equivalencia entre las propiedades de RNP y KMP, van por el camino de
tener, en el espacio de Banach ambiente, algin ‘ipo de base o descom-

posicion a la que se le exige cierta forma de incondicionalidad, como se

puede ver en los resultados de Schachermayer [50] y James [30].

El principal ejemplo que retine las hipotesis de 11.2.23, como no podia
ser otro, es el espacio ¢y, para el cual el resuitado era conocido por
Schachermayer, segiin dijimos en [ .3.31, para cualquier espacio de Ba-
nach con base incondicional. (Resultado, el de Schachermayer, ni mucho
menos trivial)

En la proxima seccién se incluyen dos ejemplos mas de espacios que

verifican las hipétesis de 11.2.23.
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I1.3 Ejemplos

Pretendemos dar ahora dos ejemplos mds de espacios de Banach
que verifican las hipﬁtesis de 11.2.23. Estos espacios no son de nueva
construccion, sino que son bien conocidos. Los incluimos aqui para
mostrar que 11.2.23 es un resultado independiente de los ya mencionados,

obtenidos por Schachermayer y James.
El espacio de James

Denotamos por J el espacio vectorial de las sucesiones de nimeros

reales, {x,} que verifican:
(1) limpsyyootn =0
(“) S“?{Z?:l(xk. = Thiyy )2 + (‘Tkn-u — Ty )2}% < 400,

donde el supremo se toma sobre todo n € IN y toda sucesion finita y

estrictamente creciente de naturales
ky < kg GRP T o ii.'"+1.

La norma de {z,}, ||{z4}||, se define como dicho supremo. Mediante
comprobaciones rutinarias, se obtiene que J es un espacio de Banach,
llamado espacio de James, (ver [57, Pag. 80]).

Ademas, es facilmente comprobable que la sucesién {en}, donde e,
es la sucesion que tiene un 1 en el lugar n, y 0 en el resto, es una base

monétona y “shrinking” del espacio J.




66 Cap.2 La PCP en espacios con base.

Hemos de decir que el espacio de James es el primer espacio de Banach
conociuo que es isométrico a su bidual, pero que no es reflexivo. De ahi
el interés de este espacio, que ha dado lugar a la construccién de nuevos
espacios, que son contracjemplos a conjeturas abiertas durante mucho
tiempo, como se mostrard en el siguiente ejemplo de esta seccion.

Sin embargo, el tinico interés que nosotros tenemos por este espacio,
en esta memoria, es verificar que satisface las hipétesis de 11.2.23, como
ya habfamos anunciado.

Si aplicamos 11.1.3 al espacio J, que tiene una base “shrinking” y
monoétona, obtenemos que J** es isométricamente isomorfo al espacio de

las sucesiones de escalares {a,} con la norma

{an}lo = sup{]| in.,-c,-u} =

t=1

n g i
= sup(_sup{Z(ak, =l [ S (@hnyy — @k, )?}2) < 400,

=1

donde el segundo supremo se toma sobre cada n € IN y toda sucesion

finita y estrictamente creciente de naturales
k] < ]\Tq e R g i\?n+|,

entendiendo que ay, = 0 siempre que k; > m.

Ademas la ley que da el isomorfismo isométrico anterior es la identj-
dad sobre .J.

Notere que si para una sucesion de escalares, el supreimno anterior
existe, dicha sucesion ha de ser convergente. En efecto, sea {a,} una tal

sucesion, y supongamos que no es Cauchy. En tal caso debe existir ¢ > 0
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de forma que para cada natural n existen n < p < q € IN verificando
que |a, — aq| > £. Entonces se puede construir una sucesién de naturales

estrictamente creciente

P <QI<p2<Q‘2<--‘<Pn <q?1<pn+1 <Q'ﬂ.+1 iy

de forma que |a,, — a,,| > ¢ Vn € IN.

Si ahora aplicamos la definicién de || |jo para la sucesién estrictamente
creciente que acabamos de obtener se tiene que ||{a,}[o > ne? Yn € IN,
lo que contradice claramente que {a,} € J**.

En consecuencia, J** queda peifectamente identificado con el espacio
de las sucesiones de escalares (convergentes) para las que el supremo
anterior es finito, con norma definida por dicho supremo.

Por iltimo, basta observar que las normas del espacio J y de su
bidual, coinciden sobre sucesiones con limite cero.

En definitiva, ha debido quedar claro que

{z* € J*: livlln.-?:"'"('fn) =0t J

Asi, J verifica todas las hipétesis de 11.2.23, como dijimos.

Hemos de poner de manifiesto que J no tiene base incondicional. Es
claro que J no contiene ni a ¢ ni a ¢, puesto que J** es separable (de
hecho es isométrico a .J, que es un espacio de Banach con base) y los
biduales de ¢o y #; no lo son. Basta aplicar ahora I1.1.13, para obtener
que J no tiene base incondicional.

Con todo, hemos de decir que la tesis de 11.2.23 si que era conocida
para el espacio J, puesto que como J es isomorfo a un dual separable,

J**, de hecho J verifica las propiedades RNP y KMP.
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El predual del espacio drbol de James

T={(ni):neNU{0}, 0<i<2"}.

Ordenamos parcialmente el conjunto T, haciendo (m,j) > (n,1) si

m 2 n y existen mimeros enteros
0 =1t8,...,0k =], k=m—n
verificande
t1 € {26,2 +1}, i3 € {20,,2i, +1}, ..., i € {251,201 + 1}.
Un conjunto de indices de la forma

(), (4 1,d1),..., (m, )}

se llama un segmento.

Por una rama entenderemos un segmento infinito maximal. Esto es,

un conjunto de indices de la forma

{(0,0),(1,i), (2,i2)y- ,(nyin)s...},

verificando que iy € {2i5_1,2i5_; + 1} Yk € IN.
El espacio drbol de James, (ver [35], [58]) JT, es el espacio vectorial

de las funciones definidas en 7'y con valores en IR tales que

k
sup{Z( z .r(n,i))“’}% < 400,

i=1 (n)es,
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donde el supremo se toma sobre cualquier eleccién de segmentos disjuntos
31,83, < s B

Hemos de decir que el principal interés de este espacio, es el de ser
un ejemplo, que muestra que no todo espacio separable que no contenga
a {, tiene dual separable, respondiendo negativamente a una conjetura
bien conocida.

Sean e, ; los vectores unidad en JT, es decir los elementos definidos
por eni(m,1) = 8, mbi;. Es rutinario probar que JT' es un espacio de
Banach y que {e,; : n € INU {0},0 < i < 2"}, con el orden lexi-

cografico (€0,0,€1,0,€1,15-++1€n0yEnly-«+s€n2m_1,€nt1,0y--.), €8 Una base

normalizada y acotadamente completa de JT. Denotemos por {f,;} los

funcionales asociados a la base.

De I1.1.5, se obtiene que JT es isométricamente isomorfo a B*, donde
B es el subespacio cerrado de JT*, generado por {f, ;}, funcionales aso-
ciados a la base de JT. Ademas || fo;|| = llensll = 1 Vn,i.

Asi, si € JT, su expresion en funcién de la base es de la forma:

400 271

T = Z Z fni(z)en: € JT.

n=0 1=0

Con el fin de verificar que el espacio de Banach B verifica las hipotesis
de 11.2.23, recordamos que en un trabajo de J. Lindenstrauss y C. Stegall

[35], se define un operador S : JT* = l3(A), medicnte

S(z*)(L) = l-,}ie'fé: r*(en;) Va* € JT* L € A,

donde A denota el conjunto de ramas de T.




70 Cap.2 La PCP en espacios con base.

Estos autores demuestran (Th. 1) que el niicleo del operador S coin-
cide con B, y asi, se obtiene que B es un espacio de Banach que verifica
las hipétesis de 11.2.23.

El hecho de que B no posee base incondicional es una consecuencia de
I1.1.13, ya que en [35, Cor.1], se demuestra que los duales, de cualquier
orden, del espacio B no contienen ni a ¢ ni a {;.

Quisiéramos por tltimo, poner de manifiesto que el espacio de Banach
B no verifica las hipétesis de un resultado de R.C. James [30], en el
que se obtiene una nueva respuesta parcial afirmativa al problema de la
equivalencia entre las propiedades de Radon-Nikodym y Krein-Milman.

Para esto, antes de enunciar dicho resultado, recordamos brevemente
un concepto que deberia estar enmarcado en el siguiente capitulo, pero
que necesitamos en este momento, el de descomposicién bésica, finito-
dimensional, “skipped blocking”, e incondicional (UBSBFDD). (Ver [47],
Section 2)

Se dice que un espacio de Banach X tiene una descomposicién finito
dimensional, (FDD), si existe una sucesién de subespacios de dimensién
finita, { £, }, de forma que cada vector # € X tiene una tinica expresion

del tipo:

400
T = ch,cne E,¥Yn e lN,

n=1

donde la convergencia de la serie es en la topologia de la norma. Cuando
dicha convergencia es incondicional, se dice que la descomposicién es

incondicional.

Sea ahora, {G,} una sucesién de subespacios finito-dimensionales de
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Si {H;} es una sucesién de subespacios de X, dicha sucesién es lla-
mada un “skipped-blocking” de {G,} si existen sucesiones de naturales

{mi}, {nk} conmp < np +1 < Migr Y
Hy = lin{G; : my <1 < ni} Yk e N

Por iltimo, {G,} es una UBSBFDD de X si el subespacio generado
por {Gy,} es denso en X y cada “skipped-blocking” de {G,} es una FDD
incondicional del subespacio cerrado de X que generan.

El resultado de James, al que hacfamos mencién anteriormente, es el

siguiente:

Teorema i1.3.25 .[30, Th. 1.2] Sea X un espacio de Banach con una
UBSBFDD. Entonces son equivalentes:

(i) X tiene la RNP.

(it) X tiene la KMP.
(iii) X tiene la PCP.
(iv) X tiene la CPCP.

(v) X no contiene subespacios isomorfos a cq.

Ademas, James demuestra también la equivalencia entre la RNP y

la KMP para cada subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio de

cualquier espacio de Banach con una UBSBFDD, [30, Th. 1.5].
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Nétese que como cada espacio con base incondicional tiene una UBS-
BFDD, el resultado anterior extiende al de Schachermayer para espacios

con base incondicional.

Como ya dijimos, el espacio de Banach B no contiene ningun sub-

espacio isomorfo a ¢y. Pero, el espacio B no satisface la propiedad de
Radon-Nikodym, como muestra el siguiente resultado, obtenido por Lin-

denstrauss y Stegall: [35, Cor.4).

Teorema 11.3.26. Los espacios duales BRF+1+ | — 0,1,2,..., tienen

la RNP, mientras que B®™ k =0,1,2,... no tienen la RNP.

Entonces, 11.3.25 nos dice que el espacio B no puede tener una UBS-
BFDD.

De esta forima, 11.2.23 es un resultado independiente de 11.3.25.
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LA PROPIEDAD DEL
PUNTO DE CONTINUIDAD
EN ESPACIOS DE
BANACH CON UNA
DESCOMPOSICION
FINITO-DIMENSIONAL.

Tras el cstudio, en el capitulo anterior, de la propiedad del punto de con-
tinuidad en espacios de Banach con base Schauder, pretendemos en el pre-
sente capitulo, hacer un estudio similar de dicha propiedad en espacios de
Banach mds generales, espacios con una descomposicién de Schauder finito-
dimensional. Obtenemos asi, una condicidn suficiente sobre los subespacios
con base Schauder, para que un espacio de Banach tenga la PCP. También
demostramos, en el ambiente de los espacios de Asplund, que la PCP estd

determinada por los subespacios con base Schauder “shrinking”.
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La primera respuesta al problema de si la PCP (resp. RNP) esta
determinada por los subespacios con base, es la obtenida por J. Bourgain,
quien demuestra en [5] que las propiedades del punto de continuidad
y de Radon-Nikodym estan determinadas por los subespacios con una
descomposicién de Schauder finito-dimensional.

Fl mismo autor pone de manifiesto la importancia de obtener una
caracterizacion de la RNP (resp. PCP) para espacios de Banach con una
tal descomposicion, en términos de la propia descomposicién.

En esta direccidn, cabe destacar el trabajo de J. Bourgain y H. Rosen-
thal [7] en el que se dan condiciones suficientes sobre la descomposicién
para que el espacio tenga la PCP (resp. RNP). En concreto, ellos de-
muestran que si un espacio de Banach posee una tal descomposicion del
tipo “skipped blocking” acotadamente completa, entonces dicho espacio
tiene PCP, mientras que si la descomposicion es del “ipo [y- “skipped block-
ing”, el espacio tiene la RNP. Asimismo, estos autores dan ejemplos de
espacios de Banach con una descomposicion del tipo “skipped blocking”
acotadamente completa que no tienen la RNP.

Nuestra mas inmediata pretensién, en este momento, es trasladar

los resultados fundamentales del capitulo anterior al ambiente de espa-

cios de Banach con una descomposicién de Schauder, finito-dimensional,
para trabajar en el sentido propuesto por J. Bourgain. El primer paso
sera obtener el enunciado de I1.2.18 en el ambiente de los espacios de Ba-
nach con una descomposicién finito-dimensional, cuya demostracion sera
idéntica a la que presentamos en el capitulo anterior, salvo un nuevo

ingrediente del que hablaremos enseguida, el de base con paréntesis,
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quedando asi I1.2.18 comgo caso particular. Como aplicacién obtendremos
condiciones suficientes sobre los subespacios con base de un espacio de
Banach cualquiera, para que éste tenga la PCP.

Con este objetivo, y para la mejor comprension de los resultados
mencionados anteriormente, y de los que obtendremos nosotros mas ade-
lante, parece oportuno adentrarse en la teoria de descomposiciones finito-
dimensionales en espacios de Banach, que pasamos a estudiar en la si-

guiente seccion.

III.1 Descomposiciones de Schauder finito-
dimensionales

La mayoria de los resultados bésicos de esta seccion se pueden encon-
trar en [52]. El resto serdan referenciados convenientemente.

Empecemos recordando que si X es un espacio de Banach y {E,} es
una sucesion de subespacios finito-dimensionales no nulos de X, se dice
que {£y,} es una descomposicion de Schauder finito-dimensional (FDD)
del espacio X, si cada vector x € X se puede expresar de forma tinica

mediante una expresién del tipo:

400
Ir = E €n,

n=1

donde e, € E, ¥n € IN y la convergencia de la serie es en la topologia

de la norma del espacio X.

Equivalentemente, existe una constante positiva I\', llamada constan-
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te de la descomposicién, de forma que

r G
13- enll < K| Y enll,
n=1

n=l1

para cualesquiera p,q € IN, y ¢, € E, Vn € {1,...,p+q}.

Al igual que sucedia con las bases, diremos que la descomposicion es
monodtona si A’ = 1, cosa que siempre se puede conseguir renormando
equivalentemente el espacio.

Es natural definir entonces, para cada n € Mo, o X = 580 0

=1
mediante
n
Un(x) = Z €,
i=1

donde x = Y}V e,

De esta forma, {u,} es una sucesién de proyecciones lineales, que 1la-

maremos sucesion de proyecciones asociadas a la descomposicion, y con-
tinuas de rango finito verificando que limaua(x) = 2 Vo € X. Ademés,
dicha sucesién esta uniformemente acotada por la constante de la des-
composicion.

Bl ejemplo més sencillo de FDD es una base de Schauder de un espacio
de Banach. En este caso los subespacios que forman la descomposicién
son l-dimensionales.

Es conocido que existen espacios de Banach con una FDD sin base,
[55], y espacios separables que no poseen ninguna FDD, [19]. En cualquier
caso, la existencia de una FDD implica la separabilidad del espacio, como

ocurria con la existencia de una base.
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Pasamos ahora a hacer un breve recorrido por los conceptos y resul-
tados conocidos en el ambiente de las bases, que sean trasladables a este

nuevo marco.

Definicién IIL.1.1. Sea X un espacto de Banach con una FDD y
sucesion de proyecciones asociadas {un}. Se dice que la FDD es “shrink-

ing” si lim,|lu}(2*) - 2| = 0 Vz* € X*.

Es claro que en el caso de FDD “shrinking” lo que se tiene es otra
FDD en el espacio dual, dada por la sucesién {uy}.
Otro tipo de FDD, en algin sentido dual del de “shrinking” es el

siguiente.

Definicién II1.1.2. See X un espacio de Banach con una FDD {E.}.
Dicha descomposicién es acotadamente completa, si para cada sucesion

en X, {z.}, con x, € E, Vn € N, tal que

n
supn|| Y x| < 400,

t=1

se verifica que la serie Y5, x; converge en la topologia de la norma en
X.
La relacién entre estos dos conceptos se muestra en los siguientes

resultados analogos a los presentados para bases, en la primera seccion

del capitulo anterior.

Teorema II1.1.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces X tienc
una FDD “shrinking” si, y sélo si, X* tiene una FDD acotadamente

completa.
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Teorema II1.1.4. Sea X un espacio de Banach con una FDD. Entonces
X es reflexivo si, y sdlo si, la descomposicion es, a la vez, “shrinking” y

acotadamente completa.

Aunque no todo espacio posea una FDD, ni atin los separables, [19],

la abundancia de espacios con una FDD se pone de manifiesto ahora.

Teorema IIL.1.5. Sea X un espacio de Banach separable con dim(X) =
+oo. Entonces existe un subespacio Y de X tal que tanto Y como X/Y
tienen una FDD. Ademds, si X* es separable, Y puede elegirse para que

tanto Y como X/Y lengan una FDD “shrinking”.

Merece la pena observar que si {£.} es una FDD de un espacio de Ba-

nach X, y para cada n € N, se tiene e, € E,\ {0}, entonces {en} es una

sucesion basica de X, que hereda las pro viedades de la descomposicién.
) I I
Asi, si por ejemplo la descomposicion es “shrinking”, acotadamente com-
9 o s b
pleta, etc, entonces la sucesion basica es “shrinking”, acotadamente com-

pleta, etc, como se recoge a continuacién.

Proposicién IIL.1.6. Sea {E,} una FDD de un espacio de Banach X
y {ea} C X\ {0} de forma que e, € E, ¥n € IN. Entonces {en} €s una

sucesion bdsica de X. Ademds,
(i) Si {E.} es “shrinking”, entonces {ea} es “shrinking”.

(1)) Si{E,} es acotadamente completa, entonces {en} es acotadamente

completa.
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Demostracion. Por ser {E,} una FDD se tiene, por definicién, que existe
K > 1 tal que

r+q

P
12 oall < K| 3 wall,
n=1 n=1

para cualesquiera p,q € N, y v, € E, Vn € {L,...,p+q}.
En consecucencia,

rtq

.
13- Aeall < KIS el
n=1

n=1

para cualesquiera p,q € IN, y e, € E,, )\, € I Vn € {L,....p+4q},y
{en} es una sucesion bésica.

(i) Supongamos que {E,} es “shrinking” y sea {u,} la sucesiéon de

proyecciones asociada. Es decir,

n 400 n
Up : X — @ E;, n,,(z )= Zv,-.
=1

i=1 i=1

Por definicion de “shrinking” tenemos que

limp||un(2*) — 2*|| = 0, Vz* € X™.

Sea F), el subespacio generado por {en41,€n42,.. .}, para cada n €

IN. Entonces, para cada n € IN y para cada x* € X*, se tiene que

e, | = llen(a™) = 2%, Il <
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Demostracion. Por ser {E,} una FDD se tiene, por definicién, que existe

K > 1 tal que

ptg

P
12° vall < K3 wall,
n=1

n=1
para cualesquiera p,q € IN, y v, € E, Vn € {1,...,p+q}.

En consecuencia,

Pty

P
” Z A""e“” S 1{” Z '\nenlla
n=1

n=i
para cualesquiera p,g € N,y e, € E,, M, e KVn € {1,...,p+q}, y

{en} es una sucesién bésica.

(i) Supongamos que {E,} es “shrinring” y sea {u,} la sucesién de

proyecciones asociada. Es decir,

+00

Uyt X — @E‘g, u,,,(z v)= Zm.
i=1 1 i=1

Por definicion de “shrinking” tenemos que

limg||un(z*) — z*|]| = 0, Vz* € X™.

Sea F, el subespacio generado por {€,41,€n43,...}, para cada n €

IN. Entonces, para cada n € IN y para cada z* € X*, se tiene que

ey, | = I(un(=®) = &%)y, || <
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< Jlup(z®) — z*|| = 0 (n = 400).
Asi, {e,} es “shrinking”, por 11.1.2.

(i) Supongamos ahora que {£,} es acotadamente completa. Si {),}

es una sucesion de escalares verificando

supy|| Z Aker|| < +oo0,
k=1

haciendo, vy = Arex, tenemos por hipétesis que 3,5, v, converge
en la topologia de la norma en X, por hipdtesis y, asi, {e,} es

acotadamente completa. il

Otro concepto que recorddbamos en el ambiente de las bases era el

de incondicional, que es perfectamente trasladable al nuevo ambiente.

Definicién IIL1.7. Sea X un espacio de Banach con una FDD {E,}.
Se dice que la descomposicion es incondicional si la expresion de cada
vector x € X, en términos de la FDD es una serie incondicionalmente

convergente en X.

El concepto de FDD incondicional, al contrario que los anteriores, no

aporta nada nuevo en este ambiente, como se muestra a continuacion.

Teorema II1.1.8. Sea X un espacio de Banach con una FDD incondi-
cional. Entonces X es isomorfo a un subespacio de un espacio de Banach

con una base incondicional.
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Sin embargo, R.C. James introduce en [30] un nuevo concepto de
descomposicién, en cierto sentido incondicional, que se mostr6 al final
del capitulo anterior y que volvemos a presentar aqui porque pensamos

que es su marco adecuado.

Definicion IIL.1.9. Seu {E,} una sucesidn de subespacios de dimensidn
finita en un espacio de Banach X. Si {H;} es una sucesidn de subespa-
cios de X, dicha sucesion es llamada un “skipped-blocking” de {E,} si

existen sucesiones de naturales {mi}, {nx} con my <np +1 < mpy; y

Hi = lin{E; : my <1 < ny} Yk € IN.

Por iiltimo, {E,} es una UBSBFDD de X si el subespacio generado por
{En} es denso en X y cada “skipped-blocking” de {E.} es una FDD

incondicional del subespacio cerrado que genera.

En contra de lo que parecen indicar las siglas UBSBFDD, el concepto
recién definido es una descomposicién que no tiene por qué ser una FDD,
como muestra el propio James en [30]. Esta pequeiia minucia, junto
con el hecho de que en dicho trabajo, aparezca la definicién de “skipped-
blocking” bastante confusa, hace el ya de por si dificil trabajo de leer a
R. C. James, una tarea casi imposible.

En palabras de R.C. James, [30], la hipétesis de que un espacio de Ba-
nach posea una base incondicional es bastante restrictiva, porque en este
caso, como ya pusimos de manifiesto en la primera seccién del capitulo

anterior, dicho espacio o bien es reflexivo, o contiene a l; o contiene a cy.
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El concepto de UBSBFDD, al contrario del de FDD incondicional, no
fuerza que cada espacio con una UBSBFDD sea isomorfo a un subespacio
de un espacio de Banach con una base incondicional.

Presentamos por tiltimo, dos tipos mas de descomposiciones dadas
por J. Bourgain y H. Rosenthal en (7], a las que ya hicimos referencia al

inicio de este capitulo.

Definicién II1.1.10. Sea X un espacio de Banach con una FDD {E,}.

Se dice que dicha descomposicidn es una l,-FDD si existe 6 > 0 tal que

1 el 283 lleill,
i=1 i=1
para cada sucesion finita de elementos de X, {e;} tales que e; € E; V1 <
1<n, n€lN.

Definicién II1.1.11. Sea X un espacio de Banach y {E,} una sucesion

de subespacios finito-dimensionales de X.

(i) {E.} es una l;-“skipped blocking” FDD de X si cada “skipped
blocking” de {E,} es una [,-FDD.

(ii) {E,} es una “skipped blocking” acotadamente completa FDD de
X si cada “skipped blocking” de {E,} es una FDD acotadamente

completa.

Queremos, por 1iltimo, en esta seccién, mostrar un nuevo punto de
vista de las FDD, quiza menos conocido del desarrollado hasta ahora,
pero mas titil para nuestros propdsitos posteriores. Dicho concepto apare-

ce en [52] y demostramos ahora las propiedades que nos seran de utilidad.
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Definicién IIL.1.12. Sea {z,} una sucesidn de vectores no nulos de
un espacio de Banach X y {m,} una sucesion estrictamente creciente
de naturales. Se dice que {x.} es una base con paréntesis, respecto de

{ma}, de X, si existe una sucesion {f,} C X* tal que:
(i) fi(z;) =6 ¥i,j € IN.

(i) limy|lz — 7 fi(z)ai)| =0 Vz € X.

Aparentemente, el concepto que acabamos de definir no es mas que
otra posible generalizacion del concepto de base. Desde luego toda base
es una base con paréntesis. Esta semejanza se pone més de manifiesto

en la siguiente caracterizacion de las bases con paréntesis.

Proposicién I11.1.13. Sea {z,} una sucesidn linealmente independien-

te en un espacio de Banach X tal que lin{z, : n € IN} = X. Entonces

son equivalentes:

(i) {za} es una base con paréntesis de X, respecto de {m,}.

(ii) Eziste K € [1,+oo[ tal que

Mn4p

Mn +
12 Bizill < K| Y B,
Ji=1 i=1

para cualesquieran,pe N y 3,,... yBnyp € IK.
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Demostracién. Sea {m,} una sucesién de enteros positivos estrictamente
creciente y denotemos por ¢(X) el espacio de Banach de las sucesiones
de elementos de X, {z(n)}, C X, tales que {z(m,)}, converge en X y

z(k) = 0 si k # m, ¥n € IN, dotando a dicho espacio con la norma
2]l = sup{fiz(n)|| : n € IN} V2 € &(X).

Definamos ahora, para cadan € IN7,, : €(X) = X, mediante T,,(z) =
z(n) Vz € &(X). Entonces {T,} es una sucesién de operadores lineales y
continuos.

Consideramos ahora el espacio
Z ={z €(X):Ty,(2) € Er, Tinpy(2) = Tino(2) € Enya¥n € N},

donde E, = lin{zy,...,2m, } y Ens1 = lin{zm,41,... s Trnpyy } Y1 € IN.
Es claro que Z es un subespacio vectorial cerrado de (X) debido a
la linealidad y continuidad de los operadores {T,}.

Sea, ahora S : Z =+ X = lin{z, : n € IN} el operador definido por
S(2) = im,T,,,(2) = lim,z(m,) ¥z € Z.

Tenemos entonces que S es un operador lineal y continuo cuya imagen
coincide con el conjunto de elementos * € X tales que admiten una

expresion del tipo

My
z=lim, Z Arzk,

k=1

para ciertos escalares {A¢}.
Entonces, resulta que {z,} es una base con paréntesis de X si, y sélo

si, S es una biyeccion.
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i)=>ii) Supongamos que {z,.} es una base con paréntesis de X respecto
de {m,} con funcionales asociados {f,}. Como acabamos de decir, S es
entonces una biyeccién lineal y continua de Z en X y el teorema de los
isomorfismos de Banach nos dice que su inversa también es continua.

Sea x = lim,, Yk Akzk € X. Entonces

0 sin ¢ {my: k € IN}

m .
Ek:—il Akmk sin= my

§7Hz)(n) =

y asi obtenemos que {P,} es una sucesién de proyecciones lineales y

continuas con

sup{||Pallin € IN} < IS7H],

donde P, : X = X, P,(z) = o fula)my.
Asi, haciendo K" = ||S~!||, se tiene la desigualdad que buscabamos ya

que

Mnip

1Y Biwill = 1P X Byasll <
I=1 J=1
Mngp Mn4p
NP Y Bixill < KIF Y Bz
i=1

i=1

ii)=>i) Supongamos ii). Entonces tenemos que
lz(ma)ll < Kll2(mas,)ll Vz € 2, n,p € IN.
Tomando limites en p -+ +o0 con 1 fijo:

llz(ma)ll < KI|S(2)]|-
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Tomando ahora supremos en n:
llzll < K|IS(2)|| V= € 2.

Asi, S es un isomorfismo sobre su imagen y como, claramente la
sucesion {z,} estd en la imagen de S obtenemos que S es un isomorfismo

de Z sobre X y, por tanto, {z,} es una base con paréntesis de X, respecto

de {m,}. 1

Mostramos ahora que los conceptos de FDD y base con paréntesis son

el mismo.

Proposicion II1.1.14. Sea {x,} una sucesién en un espacio de Banach

X. Entonces son equivalentes:
(i) {zn} es una base con paréntesis de X, respecto de {m.}.

(ii) {xn} es una sucesion linealmente independiente y la sucesion de

subespacios {G,} es una FDD de X, donde para cada n € IN,

Gn =lin{zi :ma_y +1 <i <my}, mo = 0.

Demostracion. (i)=>(ii): Para cada z € X y n € IN hagamos

sma(@) = 3 fi(2)2,
i=1

donde {f,} es la sucesién de funcionales de la base con paréntesis.
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Entonces yu(z) = sm,(¢) — $m,_,(z) € G, Yz € X, n € IN, donde

80 = 0. Ademas

+
z=) mizr)Vee X
n=1

Supongamos que existe € X y otra sucesion {zay C X, con 2, €

G, Yn € N, tal que

Entonces, como fi(z;) = &;;, se tiene que
Je(zn) = file) Vma_y +1 < k< m, ¥ fk(za) = 0 en otro caso.
Asi, fi(za) = fulyn()) Vh,n € IN.
Como, para cada n € IN, ZnyUn(z) € G, y dz'm(G;‘) < 400, obtene-

mos que z, = yn(z) Vn € IN y, por tanto {G,} es una FDD de X. 11

(ii)=(i): Como {z,} es linealmente independiente, se tiene que {z; :
Mu-1 +1 <t < m,} es una base de G, Vn € IN. Denotemos por {¢;} a
la sucesion de funcionales asociados.

Hagamos ahora f; = ¢; o v, siendo n el tinico natural de forma que
Mn-1+1 <7< m, ydonde paracadan € INy paracadaz =T} %Ny, €
X, con y, € G, Vn € N, v,(x) = y,.

Ahora se obtiene ficilmente que {z,} es una base con paréntesis de

X, con funcionales asociados {f,}. 1

A partir de este momento, cada vez que aparezca una FDD, se tiene
también una base con paréntesis asociada. Asimismo, los distintos tipos
de FDD, definidos en esta seccién revierten en distintos tipos de bases

con paréntesis, en el sentido de que se dird que una base con paréntesis
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es de un cierto tipo, cuando la FDD que genera sea del mismo tipo. Asi,
diremos que una base con paréntesis es “shrinking”, cuando la FDD que
genera sea lambién “shrinking”. En este punto merece la pena obser-
var, que el hecho de que una base con paréntesis sea “shrinking” tiene
una traduccién en términos de sus funcionales asociados que recuerda ia

analogia con las bases, como se muestra ahora.

Proposicién II1.1.15. Sea X un espacio de Banach con una base con

paréntesis {z,}, respecto de {m,}, y funcionales asociados {f,}. En-

tonces, la base {z,} es “shrinking” si, y sdlo si, lin{f, : n € IN} = X*.

Demostracion. Si {z,} es “shrinking”, segiin I11.1.14 tenemos una FDD

{E.} con sucesién de proyecciones asociadas {u,} que por I11.1.1 verifica:
lim,||uy(2") — 2*|| = 0 Vz* € X*.

Se puede comprobar facilmente que:

Mn

un(z*) = ) a*(ze) fi Vz* € X"

k=1

Asi, 2" = lim, 300 2% (i) f Vz* € X* y se concluye que

lin{fa :n € N} = X".

Reciprocamente, si lin{f, : n € IN} = X* basta observar, como
ocurre con las bases de Schauder, que {f.} es una base con paréntesis
del subespacio de X* que generan, es decir, de X*. Una lectura de la

demostracién de I11.1.14 nos da que

limgljup(2*) — 2*|| = 0 Vz* € X*,
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donde {u,} es la sucesion de proyecciones de la FDD asociada a {z,}.

Entonces {z,} es “shrinking”, por IIL.1.1. 1

El tema de las descomposiciones finito-dimensionales surge como una
generalizacion del concepto de base Schauder. Si uno lee, por ejemplo,
el texto de I. Singer [52], es muy facil perderse en la cantidad de genera-
lizaciones del concepto de base, distintas de la de descomposicién finito-
dimensional, que se pueden encontrar. Sin embargo, la generalizacion
gue mas frutos ha dado ha sido la de descomposicion finito-dimensional,

aparte de ser la mas sencilla de todas. Por poner un ejemplo, que creemos

de importancia, recuérdese que W. T. Gowers probé en [27] la existen-

cia de espacios de Banach que no contienen sucesiones basicas infini-
tas “shrinking”. Sin embargo, todo espacio que no contenga subespa-
cios isomorfos a {; contiene sucesiones basicas infinitas con limite débil
cero, como puede verse en el trabajo de E. Odell, H. P. Rosenthal y Th.
Schlumprecht [42], en el que los autores ponen de manifiesto el estudio

de las FDD para la consecucién de dicho resuitado.
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III.2 Resultados principales

Nos encamninamos, en esta seccion, a extender parte de los resultados
obtenidos en el capitulo anterior al ambiente de descomposiciones finito
dimensionales de Schauder, o equivalentemente al ambiente de bases con
paréntesis, obteniendo asi una caracterizacion de la PCP para algunos
espacios de Banach en dicho ambiente. De esta caracterizacion, espera-
mos aplicaciones relacionadas con el problema de la determinacién de la
PCP por los subespacios con base.

En lo que sigue, X denotars un espacio de Banach con ura base
con paréntesis {e,}, respecto {m.}, y con funcionales asociados 15}
Supondremos que lleall = 1 Vn € N, cosa que siem pre se puede conseguir.

Sea I, como en el capitulo anterior, el conjunto de las sucesiones
finitas de enteros positives, con el orden definido alli, y ¢ : T — IN una
biyeccion que conserva el orden.

Construimos ahora una familia de subconjuntos cerrados, convexos y

no vacios de X.

Para cada a € T, sea T, = ZTSQ el y [, = Jo(a)- Entonces

fza) =1 siy<a,

f4(22) =0 en otro caso.

Haciendo A = @{z, : o € I'}, obtenemos un subconjunto cerrado,
convexo y no vacio de X.
Ademas, si {v,} es una sucesién basica de X, la misma. construccién

anterior nos da un nuevo subconjunto cerrado, convexo ¥y no vacio de
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X, que denotaremos A,,}, para que no haya confusién con la sucesion
basica utilizada.

Asi, tenemos construida una familia de subconjuntos cerrados, con-
vexos y no vacios de X, que, al igual que en el capitulo anterior, no
siempre son acotados.

Presentamos ahora el resultado que nos va a permitir obtener la ca-
racterizacion de la PCP en espacios de Banach con una FDD “shrinking”.
El principal ingrediente para este resultado es el concepto de bases con
paréntesis ya presentado, y su demostracion es similar a la de 11.2.18.
De hecho, el teorema I1.2.18 es un caso particular de! que mostramos a

continuacion.

Teorema I11.2.16. Sea X un espacio de Banach con una FDD y sea K
un subconjunto cerrado, acotado, convezro y no vacio de X sin la PCP.
Entonces cxisten {v,} sucesion bdsica de X, con Inf,{||lv,||} > 0, ¥
subespacio cerrado con base de X, F subconjunto de K, con F C Y y un

isomorfismo sobre su imagen T : Y — X, tales que

T(F) = A{vh}.

Demostracion. Denotemos por {G,} a la FDD y por {e,} a la base

con paréntesis asociada, que supondremos sin pérdida de generalidad
mon6tona y normalizada. Por dltimo sea {f,} la sucesién de funcionales
asociados a la base con paréntesis.

Por I1.2.17 podemos encontrar un subconjunto no vacio A de K y un
nimero real positivo d de forma que cada entorno, en la topologia débil,

de todo punto de A, relativo a A, tiene didmetro mayor o igual que 4.
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Veamos que existe un subconjunto {a, : n € IN} de A, tal que {u; :

J € IN} es una sucesién bésica de X, donde
Uy = @y, Uj = G; — Gh(g=1(j)-) V) > 1,

ya—=(ay... o0 ) sia=(ag,...,a,) EC\ {0}, n > 1, a— =0 en
otro caso.
Para esto, sea £; = 84=U+1) Vj € IN y construyamos, inductivamente,

ko=0<k <...<hkn<...€NN, vy,v3,...,0p,... € X tales que
é : 4] :
llu;l| > 3 lv; = w5l < €j,v; € lin{e; 1 kjuy <i < k;}Vje N

Una vez conseguido esto, {u;} serd una sucesién basica equivalente a
{v;} por I1.1.9, tal y como hicimos en 11.2.18.

Sabemos que el didmetro de A es, como poco, § y, por tanto, debe
existir a; € A tal que [la;|| > £.

Sea ky € IN con ||ay(k, +00)]| < €1, donde
ki
|k 400) = 01 — 3 fi(a1)e;.
i=1

(La existencia de k; se debe a que a; = lim,, Lo Jilar)e;.)

Definamos, ahora, v, = a1 4,), es decir

ki
v = Z fj(al)ffj.
=1

Inductivamente, supongamos que n > 1y que ay,...,an, k, ya han sido

construidos.
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Hagamos i = ¢(¢~'(n + 1)=), a = ¢~ (n+1)—, 8 =¢(n+1).
Entonces a < 3 y, por tanto, i < n + 1 porque ¢ conse:va el orden. Asf,
a; ha sido ya construido.

Seae = =il y

V={ae A:|fi(a;i—a)| < <J<ka}

€
L

Entonces V' es un entorno, para la topologia débil, de a;, relativo a
Ay, en consecuencia, el diametro de V es, al menos, §. Por tanto, debe
existir anqy € V tal que ||ansy — aill > 3 y wppr = anpr — @i

Si ahora, elegimos kn41 > ky para que ||tyq1j(k,,,,400ll < € ¥ hacemos

vﬂ+1 = uﬂ-}-ll(kn,kn.',]]s

tendremos que ||tnyi| > £ y que |Jttngr — voga]| <

kngt kn41 kn41

< |lun+l 2 fJ Unt1 eJ" It " Z fi(ungr)e; — Z fitnsr)es]| =

j=kn+l

kn
= "uﬂ+11(kn+1.+00)|[ + ” ij(“nﬂ)ej" <
i=1

<£+Z 2 = Enya,

,1*'1
donde hemos utilizado en la dltima desigualdad la definicion de V' y u,,4,.
Se completa asi la construccién inductivamente.
La sucesién {k,} define una nueva base con paréntesis y, por tanto,
una nueva FDD, ya que {k, : n € IN} C {m, : n € IN}. Es claro,

entonces que, {v,} es una sucesion basica.
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Definamos F = @{a, : n € N}, ¥ =lin{u, : n € N} y

Ug = Ug()y Ba = Qh(a); Vo = Ug(a) YaeT.

Por la construccién anterior debe existir un isomorfismo sobre su
imagen T': Y — X con T'(@,) =0, Va e I.

Por definicion, i, = @ y Ty = @y — Bo- Ya # 0.

Entonces @, = Y <o @y Vo €l y, asi F C Y.

Ademds, T'(@,) = Ty<a T'(%,) = Lov<a Oy

Pero nosotros tenemos, previamente construido, el conjunto Ay, y,
por definicion T(F) = Ay,,} y F C ©@(A) C K, lo que compieta la

demostracion. i

Al igual que sucedia en el capitulo anterior, 111.2.16 no deja de ser mas
que una condicion suficiente para que un subconjunto cerrado, acotado,
convexo y no vacic de un espacio de Banach con una FDD tenga la PCP.
Para obtener una total caracterizacion habria que comprobar que los
subconjuntos de la forma Ay, no verifican la PCP y, eso en general es
falso, puesto que en cualquier espacio de Banach con una FDD, digamos
l1, con la PCP, dichos conjuntos tienen la PCP. No hemos podido, sin
embargo, saber si en los espacios de Banach con una FDD y sin la PCP,
dichos conjuntos no tienen esta propiedad.

No obstante, si exigimos algo adicional a la FDD del espacio, la
condicion suficiente, recién obtenida, resulta también necesaria, como
mostramos en las siguientes consecuencias, cuyas demostraciones omiti-

mos, por ser iguales a las presentadas en el capitulo anterior.
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Corolario II1.2.17. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en
el teorema I11.2.16, si suponemos que la FDD es “shrinking”, entonces
Ay} no verifica la PCP.

Corolario I11.2.18.

(i) Sea X un espacio de Banach con una FDD. Si X no tiene la
PCP, entonces eriste una sucesion bdsica en X, {vn}, tal que

Infa{llvall} > 0 y Ay, estd acotado.

(ii) Sea X un espacio de Banach con una FDD “shrinking” {G,}. Si
existe una sucesidn bdsica de X, {v,}, v, € G, V¥n € N, tal que

Infu{lloall} > 0 y Ay, estd acotado, entonces X no verifica la
PCP.

Corolario II1.2.19. Sea X un espacio de Banach con una FDD {G.},

y supongamos que €sta es “shrinking”. Entonces son equivalentes:

(i) X tiene la PCP.

(it) El conjunto {Zy<aty i @ € T} es no acotado, para cada sucesion
bdsica de X, {v,}, v, € G, Yn € IN, con Info{||lva||} > 0, donde
Vo = Vg(a) Ya € T.

Obtenida ya la caracterizacion anunciada, pretendemos ahora apli-

carla al problema de la determinacién de la PCP por los subespacios con
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base, propuesto por J. Bourgain, y al que ya nos hemos referido en algu-
nas ocasiones. Conviene por ello recordar los resultados conocidos hasta
el momento.

Como hemos dicho J. Bourgain, en [5] propone el problema y demues-

tra el siguiente hecho.

Teorema I11.2.20. Sea X un espacio de Banach. Entonces son equi-

valentes:
(i) X tiene la RNP.

(ii) Cada subespacio cor una FDD de X tiene la RNP.

Bourgain divide la demostracion ii)=>i) de este teorema en dos partes.
En la primera de ellas se supone que el espacio de Banach no tiene la
PCP, y en la sagunda se supone que si.

Una ligera modificacién de la demostracion de la primera parte de la
demostracion permite demostrar el siguiente resultado, que en la literatu-
ra no se encuentra especificamente escrito, pero si totalmente aceptado,

como puede verse en [7, Th. 1].

Teorema II1.2.21. Sea X un espacio de Banach. Entonces son equi-

valentes:
(i) X tiene la PCP.

(ii) Cada subespacio con una FDD de X tiene la PCP.
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En el camino de tratar de caracterizar las propiedades del punto de

continuidad y de Radon-Nikodym en el ambiente de espacios de Banach
con algin tipo de descomposicién finito-dimensional, y en términos de
dicha descomposicién, cabe destacar el siguiente resultado de J. Bourgain
y H. P. Rosenthal que puede verse en [7] ¥ que como los propios autores

indican son sélo condiciones suficientes Yy 1o necesarias para tener la PCP
o la RNP.

Teorema I11.2.22.

(i) Los espacios de Banach con una FDD “skipped blocking” acotaeda-

mente completa tienen la PCP.

(ii) Los espacios de Banach con una li—“skipped blocking” FDD tienen
la RNP.

Por otro lado, Ghoussoub y Maurey, en [23] dan la siguiente respuesta

parcial al problema.

Teorema II1.2.23. Sea X un espacio de Banach que no contiene sub-

espacios isomorfos a l;. Entonces son equivalentes:

(i) X tiene la PCP.

(it) Cada subespacio con base de X tiene la PCP.

Nuestra pretension en estos momentos es obtener una aplicacién, en
relacion con este problema, de los resultados expuestos anteriormente.

Para ello, necesitamos introducir primero, un nuevo concepto.
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Definicién I11.2.24. Sea X un espacio de Banach con base Schauder
{en} y funcionales asociados {f,}. Llamaremos topologia débil de la

base en X, y la notaremos wy.,}, a la topologia débil en X definida por
a(X,lin{f, : n € N}).

Es decir, dicha topologia es la inicial en X para la familia de elementos
de X*, lin{f, : n € IN}.

Nétese que la topologia débil de la base es una topologia localmente
convexa y separada en X, menos fina que la débil en X. Asimismo, si la
base de la que se parte es “shrinking”, es claro que la topologfa débil de
la base en X no es mds que la topologia débil. Por ejemplo, si en c; se
considera la base usual, la topologia débil de la base en ¢; es su topologia
débil, mientras que si se hace igual en l; aparece la topologia w*.

La primera aplicacion que presentamos consigue una condicién sufi-
ciente, en términos de los subespacios con base, para que un espacio de
Banach cualquiera tenga la PCP. Esta aplicacién hace que el enuncia-
do de I11.2.16 sea imprescindible en esta memoria, ya que el siguiente

resultado no es consecuencia de 11.2.18.

Proposicién I11.2.25. Sea X un espacio de Banach y supongamos que
cada subespacio con base de X tiene la PCP, respecto de la topologia débil
de la base. Entonces X tiene la PCP.

Demostracion. Supongamos que X no tiene la PCP. Por I11.2.21 sabemos
que existe un subespacio Z de X con una FDD que tampoco verifica la

PCPF. Si ahora aplicamos el teorema I11.2.16 obtenemos una sucesién
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basica {vn} de Z de forma que Ay,,) no tiene la PCP respecto de la
topologia débil de la base {v,}, argumentando como en 11.2.19. Asi,
encontramos un subespacio de X con base que carece de la PCP, respecto
de la topologia débil de la base, contradiciendo la hipétesis de partida. i

Si tenemos ahora en cuenta que la topologia débil de la base no es mas
que la topologia débil, cuando la base de la que partimos es “shrinking”,

obtenemos el siguiente resultado.

Teorema II1.2.26 . Sea X un espacio de Banach con una FDD y

supongamos que €sta es “shrinking” {G,}. Entonces son equivalentes:
(i) X tiene la PCP.
(it) Cada subespacio con base de X tiene la PCP.

(iii) Cada subespacio con base “shrinking” de X tiene la PCP.

Demostracion. Las implicaciones i)=>ii) y ii)=riii) son claras.
iii)=ri): Supongamos que X no tiene la PCP. Aplicando I11.2.16 se
obtiene un subespacio de X, Z, con base, sin PCP, por I11.2.17. Ademas

dicha base {e,} es “shrinking” por serlo {G,} y por la construccién

realizada en la demostracién de 11 I.2.16,' contradiciendo asi la hipétesis

de partida. il

La equivalencia entre i) y ii), en el resultado anterior no es nueva,
puesto que un espacio con dual separable, como es el caso de un espacio
con una FDD “shrinking”, estd en las hipdtesis del teorema I11.2.23 y,

por tanto, dicha equivalencia era ya conocida.
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Sin embargo, la equivalencia entre i) y iii), del resultado anterior, si
que es novedosa. A nuestro juicio, esta novedad es interesante, por cuanto
pone de manifiesto que quiza hay una clase de espacios de Banach, mayor
que la clase de espacios con una FDD “shrinking”, para los que la PCP,
y posiblemente la RNP, esté determinada no séio por los subespacios con
base, sino incluso por los subespacios con un tipo especial de base, como
puede ser “shrinking” o alguna otra mads especifica.

Fue asi como llegamos a plantearnos ¢l siguiente problema:

iEsta la propiedad del punto de continuidad determinada por los

subespacios con base “shrinking™?

W. T. Gowers muestra en [27] un espacio de Banach que no posee
sucesiones basicas infinitas “shrinking”, lo que pone de manifiesto que la
anterior pregunta no esta bien formulada. Por cierto, el interés de dicho
espacio no acaba aqui, sino que es también un ejemplo de espacio que no
contiene co ni [y ni subespacios reflexivos de dimensién infinita.

En consecuencia, para replantear coherentemente el problema, debe-
mos asegurarnos la existencia de una clase amplia de espacios de Banach
que contengan sucesiones basicas infinitas “shrinking”. Como se puede
ver en [34, Prop.1.b.13] todo espacio de Banach con dual separable con-
tiene sucesiones bésicas infinitas “shrinking”. Asi, tiene perfecto sen-
tido plantearse si la PCP est4 determinada por los subespacios con base
“shrinking”, al menos en el ambiente de los espacios de Banach con dual
separable.

Por otro lado, M. Zippin demuestra en [59] que todo espacio de Ba-

nach con dual separable es isomorfo a un subespacio de un espacio de
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Banach con base “shrinking”.
En este momento estamos ya en disposicién de obtener el siguiente

resultado.

Teorema II1.2.27. Sea X un espacio de Banach con dual separable.

Entonces son equivalentes:
(i) X tiene la PCP.
(ii) Cada subespacio con base de X tienc la PCP.

(ii) Cada subespacio con base “shrinking” de X tiene la PCP.

Demostracion. Las implicaciones i)=pii) y ii)=>iii) son claras.

Hagamos iii)=>i). Supongamos, por reduccién al absurdo que X no
verifica la PCP. Entonces By no verifica la PCP. Segiin el trabajo de M.
Zippin, [59], podemos encontrar un espacio de Banach con base “shrink-
ing”, Z y un isomorfismo sobre su imagen G : X — Z. Tenemos ahora un
subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio, G(By), sin la PCP,
en un espacio de Banach con base “shrinking”, Z. Aplicando el teorema

11.2.18, obtenemos un bloque basico, {v,} de la base de Z, F C G(Byx),

Y subespacio cerradode Z con F C Yy T': ¥ = Z un isomorfismo

sobre su imagen, tales que
T(F) = Mgy

Ademis, por ei corolario 11.2.19, Ay} no tiene la PCP. Entonces, F

tampoco verifica la PCP.
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Recordemos, por dltimo, que segin la demostracion de 11.2.18, Y es
un espacio de Banach con base “shrinking” generado por elementos de
G(Bx), que carece de la PCP. Por tanto, G=!(Y) es un subespacio de X

con base “shrinking” y sin la PCP, contradiciendo asi iii).

Con el fin de ampliar atin mas la clase de los espacios de Banach en los
que la PCP esta determinada por los subespacios con base “shrinking”,
necesitamos en este momento recordar un concepto que hasta el momento

no ha aparecido.

Definicién I11.2.28. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es un
espacio de Asplund si cada funcion coniinua, definida en ur subconjunto
abierto, convero y no vacio de X, C, es diferenciable en un subconjunto

denso, para la topologia de la norma, cn C.

Aunque en esta memoria no se va a entrar en el estudio de los espacios
de Asplund, creemos que no necesitan mucha presentacion. La teoria de
espacios de Asplund se encuentra recogida en los libros de G. Godefroy,
R. Deville y V. Zizler [25], R. R. Phelps [44] y J. Diestel [14]. Uno de los
resultados mas importantes, por lo que de aclarador ha tenido en este
tema, es el de C. Stegall [54], que ademas nos va a ser de utilidad en esta

memoria.

C. Stegall demuestra en [54] el siguiente resultado.

Teorema II1.2.29. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es un

espacio de Asplund si, y sélo si, X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
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Recordemos que un espacio de Banach X es tal que X* tiene la RNP

si, y solo si, cada subespacio separable de X tiene dual separable, segin

dijimos en el teorema 1.3.24.
Como deciamos, gracias a los tecremas 111.2.27 y 111.2.29, vamos a
poder ampliar mas la clase de los espacios de Banach en los que la PCP

esta determinada por los subespacios con base “shrinking”, segiin mues-

tra el siguiente resultado.

Teorema I11.2.30. Sea X un espacio de Asplund. Entonces son equi-

valentes:

(i) X tiene la PCP.
(ii) Cada subespacio con base de X tiene la PCP.

(iii) Cada subespacio con base “shrinking” de X tiene la PCP.

Demostracion. Las implicaciones i)=>ii) y ii)=>iii) son claras.

Hagamos iii)=>i). Supongamos, por reduccién al absurdo, que X
no verifica la PCP. Como la PCP esta determinada por los subespacios
separables, de hecho por los subespacios con una FDD, I11.2.21, debe
existir ¥ subespacio separable de X sin la PCP. Ahora, por 111.2.29 y
1.3.24, sabemos que Y" es separable. Por tanto, Y es un espacio de
Béna,ch con dual separable sin la PCP. Si aplicamos I11.2.27, obtenemos

un subespacio con base “shrinking” de Y, y por tanto de X, que no tiene

la PCP, contradiciendo iii).
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Por iiltimo, y como colofén de esta memoria, podemos ahora obtener
las caracterizaciones globales de la PCP, presentadas anteriormente en el

ambiente, més general de los espacios de Asplund.

Teorema II1.2.31. Sea X un espacio de Asplund sin la PCP. Entonces,
existen {v,}, sucesidn bdsica “shrinking” en X con In fllleall} >0,V
subespacio cerrado de X, F subconjunto de Bx con F C Y yT:Y o X

isomorfismo sobre su imagen, tales que
M= Ao,y
Ademds Ay,,,y tampoco tiene la PCP.

Demostracién. En una primera etapa, supongamos que X* es separable.
Utilizando el resultado de M. Zippin [59], existe Z espacio de Banach
con base “shrinking” de forma que X es isomorfo a un subespacio de
Z. Basta ahora aplicar 11.2.18 de la misma forma a como lo hicimos en
I11.2.27 para obtener lo que se quiere.

Si ahora X es un espacio de Asplund cualquiera sin la PCP, como

sabemos que la PCP est4 separablemente determinada [11.2.21, podemos

encontrar un subespacio separable H de X sin la PCP. Pero, por ser X
Asplund, H* es separable, con lo que estamos en las condiciones de la
primera etapa de la demostracion: H es un espacio de Banach con dual

separable sin la PCP. i

Corolario I11.2.32. Sea X un espacio de Asplund. Entonces son equi-

valentes:
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(1) X tiene la PCP.

(1) El conjunto {3,<, v : & € T'} es no acotado para cada sucesion

bdsica “shrinking” de X {v,}, con Inf,{||v.]|} > 0, donde para
cada y €T, v, = vy,

Demostracion. i)=>ii). Si existiese una sucesién basica “shrinking” de X,
{va}, tal que el conjunto

{Yv,:aer)

Y<a

es acotado, obtendriamos que {z, : @ € I'} es un subconjunto cerrado y
acotado de X sin la PCP, como hicimos en [1.2.19, contradiciendo i).
il)=i). Si X no verificase la PCP, utilizando ¢l resultado anterior,

obtendriamos una sucesion basica “shrinking” de X que contradiria ii). §
| |

Nétese que, a diferencia del resultado anterior, en el teorema 111.2.16
se obtiene una condicién suficiente para que un espacio de Banach con
una FDD tenga la PCP, sin necesidad de exigir que dicho espacio tenga
dual separable ni que sea Asplund.

Esta es la diferencia sustancial entre los resultados presentados para

espacios de Asplund y el teorema I11.2.16.
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