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INTRODUCCION

Protagoniza nuestra Memoria un problema surgido de la exética
union de dos dispares disciplinas: la Continuidad Automadtica y los
Operadores Aleatorios. La investigacién acerca de esta insélita cues-
tién establece el inicio de la accién, enmarcada en un inusual paraje
modelado por la intervencién de los dos agentes antes mencionados.
Fruto de esta accién conjunta aparecerin resultados de belleza sin-
gular.

A pesar de su reciente origen, ambas disciplinas son ya reconocidas
como cldsicas y de incuestionable interés.

Se ocupa la Continuidad Automdtica principalmente de dos tipos
de opera-ores, los homomorfismos y las derivaciones, ambos actuando
sobre dlgebras de Banach, aunque paulatinamente estd apareciendo
un sorprendente interés por los mismos en estructuras no asociativas.

Su problema bdsico consiste en investigar perfecciones algebraicas
(como la de semisimplicidad o semiprimidad) que al acaecer sobre un
dlgebra de Banach transmitan al correspondiente homomorfismo o
derivacion, sobre ella definido, una propiedad de naturaleza radical-
mente distinta: la continuidad. Justamente en esa disparidad entre
la naturaleza de la hipdtesis (piramente algebraica) y la de la te-
sis (piramente analitica) reside, en nuestra opinién, la magia y la
belleza de esta teoria. Posiblemente en el teorema de unicidad de la
topologfa de la norma de Johnson [19] encontremos el reflejo més no-
torio de este hecho. En un dlgebra de Banach coexisten pacificamente
dos estructuras, una algebraica y otra topoldgica, ligadas por un re-
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querimiento en apariencia totalmente inocuo: la continuidad de las
operaciones. El teorema de Johnson asegura, sin embargo, que en
presencia de la semisimplicidad del dlgebra existe una profunda co-
nexién entre ambas estructuras, que se manifiesta en la existencia de
una tnica topologia procedente de una norma de dlgebra completa.

Si A es un dlgebra de Banach, una derivacién sobre A es un
operador lineal, D, del dlgebra A en si misma, verificando la identidad

D(ab) = D(a)b+ aD(b), Va,b € A.

El andlisis de la continuidad de tales operadores es uno de los
problemas fundamentales en Continuidad Automatica. Aunque ya
en 1953 Kaplansky [22] conjeturd, y en 1960 Sakai [32] probd, que
las derivaciones de una C*-dlgebra son automdticamente continuas,
parece haber sido el trabajo de Singer y Wermer [36], en 1955, el pri-
cipal origen de la investigacién en este tipo de cuestiones. En dicho
estudio los autores probaron que la imagen de cualquier derivacion
continua definida sobre un dlgebra de Banach conmutativa estd con-
tenida en el radical de ésta. Conjeturaron también que la hipotesis
de continuidad era innecesaria, proporcionando a la comunidad ma-
temdtica, de esta manera tan inocente, un problema que la mantuvo
ocupada hasta el afio 1987, en el que fue positivamente resuelta por
Thomas [39]. Obviamente el mayor obstaculo es encontrado en la po-
sible discontinuidad de la derivacién, convirtiéndose la continuidad de
las derivaciones en un dlgebra de Banach en una cuestién de crucial
interés. Asi fue entendido por ejemplo por Curtis [9] y Johnson [20],
hasta que Johnson y Sinclair [21] asestaron el golpe definitivo al pro-

lema estableciendo la continuidad de las derivaciones de un dlgebra
de Banach semisimple. Es posiblemente dicho resultado el mas rele-
vante en este terreno y a estos autores se debe el establecimiento de
los principios fundamentales que trazan las lineas maestras de lo que
hoy dia es conocido como “Teoria de la Continuidad Automdtica”.

Por otra parte, el incesante protagonismo de los operadores en las
diversas ramas de la ciencia estd exigiendo de manera cada vez mas
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imperativa la consideracién de los denominados Operadores Aleato-
rios.

Sin duda alguna, es en la Teor{a de Ecuaciones Estocdsticas donde
reside una fuente inagotable de operadores de este tipo. El origen de
ésta se puede situar en el trabajo de Ito [17] en 1951, debiéndose
su nacimiento a la deficiente aproximacion lograda por medio de las
ecuaciones ordinarias a gran parte de las situaciones reales.

Encuentran por tanto los operadores aleatorios su ambiente ideal
en aquellos modelos que continuamente encontramos en campos como
el de la Fisica o la Ingenieria, que resultan dificiles de idealizar a
causa del origen totalmente experimental, y en consecuencia azaroso,
que poseen la mayor parte de los parimetros involucrados en ellos.
Por ejemplo, en ciencias como la Biologia, los operadores aleatorios
resultan ser de especial utilidad en determinados aspectos como el
de la Dindmica de Poblaciones en el que el comportamiento discolo
de algunas especies, como es el caso de Jas levaduras, impide que
los modelos “deterministas” se ajusten razonablemente al desarrollo
observado en éstas.

Ademais, la distincién entre la aproximacion determinista y pro-

babilista repercute, a veces de manera decisiva, en la naturaleza de
la interpretacién de los resultados. Por poner otro sencillo ejemplo,
si consideramos un proceso de nacimiento y muerte en el que la tasa
de natalidad supere a la de mortalidad, se obtendria segin la teoria
determinista, que la poblacién siempre crece, admitiendo por el con-
trario el tratamiento estocastico la posibilidad de que la poblacién
se extinga puesto que la probabilidad de que esto ocurra, aunque es
pequeiia, no es cero.

Intuitivamente ligados a este tipo de problemas aparecen los ope-
radores aleatorios que, con dominio en un espacio de Banach X, tie-
nen la peculiaridad de no tomar directamente valores en otro espacio
de Banach Y, sino valores aleatorios sobre éste. Son pues, los ope-
radores aleatorios, operadores de X en el espacio Lo(IP,Y) de todas
las variables aleatorias de un espacio de probabilidad (£2, Z,IP) en el
espacio de Banach Y.
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Fueron muchos los matematicos que comprendieron que el 6ptimo
desarrollo de la Teoria de las Ficuaciones Estocasticas sélo podia llegar
a través de un profundo conocimiento de este tipo de operadores.
Entre estos autores cabe mencionar a Skorohod y Barucha-Reid de
cuya extensa obra destacamos [37] y (6], respectivamente.

Conviene tener presente, sin embargo, que los operadores aleato-
rios han adquirido ya entidad propia y la investigacién acerca de ellos
ha discurrido por las ireas mas diversas. Por hacer alguna alusién,
destaquemos el trabajo de Pastur [27] sobre el espectro de operadores
aleatorios.

Nos parecié una tentacidn irresistible introducir la Continuidad
Automitica en el seno de la teoria de los Operadores Aleatorios y
entre los variados problemas que cabria considerar hemos elegido el
de las derivaciones.

Definimos para ello una derivacion estocdstica sobre un dlgebra
de Banach A como un operador aleatorio D, de A en A, verificando
las condiciones

P[D(ea + fb) = aD(a) + AD(b)) = 1,

(linealidad del operador aleatorio) y
IP[D(ab) = D(a)b+ aD(b)] =1, Va,b € A.
para cualesquiera elementos a,b de A y escalares a, .

Como el lector intuird, nuestro objetivo es investigar la continui-
dad de un tal operador. Para dar sentido al problema obviamente
necesitamos introducir una topologia en el espacio de las variables
aleatorias valuadas en un espacio de Banach y a ello, entre otras
cosas, dedicamos el primer capitulo de la presente Memoria. Presen-
tamos alli la topologia de la convergencia en probabilidad como la
manera mds razonable y exitosa de dotar de una topologia a dicho
espacio.
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La propiedad de la derivabilidad estocdstica invita de inmediato
a la clasificacion de los operadores aleatorios lineales conforme al
grado de derivabilidad estocistica que ellos posean o que nosotros
conozcamos de ellos, lo que ponemos de manifiesto cen la siguiente
definicién.

DEFINICION. Una derivacidn probable sobre un dlgebra de Banach
A es un operador aleatorio lineal, D, de A en A para el que existe
0<é<1tal que

IP[D(ab) = D(a)b+ aD(b)] > 6, Ya,b € A.

Asociado a cada derivacién probable D consideramos el valor

8(D) := inf{IP[D(ab) = D(a)b + aD(b)] : a,be A},

que es entendido como la probabilidad de que D derive.

Toda derivacion estocdstica es una derivacion probable, de manera
trivial. De otra parte, ejemplos naturales de derivaciones probables
son los operadores aleatorios lineales, D, que se comportan como de-
rivaciones estocdsticas sobre un subconjunto medible. Nos referimos
concretamente a los operadores aleatorios lineales D, sobre un dlgebra
de Banach A, tales que

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (c.p.d.) sobre Sy
siendo Qg cierto conjunto medible de probabilidad P[] > 6.

En el intento de hacer una mejor formulacién de estos iltimos
operadores observemos que el espacio de probabilidad (2, X,IP) in-
duce de manera natural sobre cada conjunto de medida positiva Qg
un espacio de probabilidad que denotamos por (£, Zo, Pg,) (donde
IPq, es la probabilidad condicional dado el suceso §p). Ello permite
definir para cada operador aleatorio, T : X — Lo(P,Y'), el cperador
aleatorio restriccién, Tg, — Lo(IPq,,Y ), como

T, () = T(z)/R, ¥z € X.
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al que llamamos operador condicional.

De esta manera lo que acabamos de ver es oue los operadores
aleatorios, D, que tienen algiin operador condicional, Dq,, que es
una derivacion estocdstica son ejemplos de derivaciones probables.

Sin embargo, en principio no se vislumbra que toda derivacién
probabie, D, tenga que ser un operador de este tipo pues la condicién

IP[D(ab) = D(a)b+ aD(b)] > 4,

presupone, para cada par de elementos a, b de A, Ainicamente la exis-
tencia de un conjunto medible 2,5, con IP[Q2, ] > §, tal que

ngb(ab) = Dg‘_a(ﬁ‘.)b + aDgu.b(b) c.p.d.

pero en absoluto exige la existencia de un subconjunto medible Qg,
con P[] > 6, comin a tedas las parejas de elementos a,b de A,
como sucede cuando el operador condicional Dg, es una derivacién
estocdstica.

Curiosamente, el Principio de Aleatorizacién Uniforme Multili-
neal (Teorema 3.2) nos muestra como un tal conjunto ; puede con-
seguirse.

CoroLARIO 3.3. Un operador aleatorio lineal D es una deri-
vacion probable si, y sdlo si, eziste un subconjunto medible Qp, cuya
probabilidad es la misma con la que D deriva, tal que el operador
condicional Dg, es una derivacion estocdstica.

Llegamos de este modo a la conclusién de que el estudio de la
continuidad automatica de las derivaciones probables se reduce ba-
sicamente al de la continuidad automdtica de las derivaciones es-
tocasticas.

Iniciamos asi nuestra andadura hacia la continuidad automadtica
de las derivaciones estocdsticas emprendiendo la ruta marcada por
Johnson y Sinclair para el caso clisico, en la que se distingufan dos
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fases: una en la que se trabajaba con los ideales primitivos de co-
dimension infinita del dlgebra y otra en la que se trataba con los
correspondientes ideales de codimensién finita.

Desde el primer momento se cruzaron en nuestro camino, de una
manera totalmente natural, unos operadores aleatorios que si bien no
eran continuos, en algin sentido parecieran comportarse como tales.
En un principio conseguimos burlarlos, gracias al Lema 3.5, y obte-
ner la informacién que esperdbamos de los ideales primitivos de codi-
mension infinita pero, en una segunda etapa, cuando trabajibamos
con los ideales primitivos de codimensién finita dichos operadores
irrumpieron nuevamente de manera ineludible y tal, que pronto com-
prendimos que en lo sucesivo serfamos compaiieros de viaje.

Conscientes de que sélo a partir de un conocimiento exhaustivo
de la estructura y comportamiento de este nuevo tipo de operadores
podrfamos atacar decisivamente el problema de la continuidad de las
derivaciones estocdsticas, nos vimos irremisiblemente abocados a la
investigacion acerca de éstos. Dandoles el nombre de operadores pro-
bablemente continuos, procedimos en, el segundo capitulo de la Me-
moria, a su estudio sistemdtico considerando para ellos resultados de
corte clasico como el de la Gréfica Carrada o el de Banach-Steinhaus.
Fue este estudio el que nos permitié concluir de manera exitosa el
problema planteado.

DEFINICION. La continuidad natural de un operador aleatorio T
de un espacio de Banach X en otro Y recibe el nombre especiai de
continuidad estocdstica y se dird que el operador aleatorio T es proba-
blemente continuo si posee un operador condicional estocasticamente
continuo. Asociado a cada operador probablemente continuo defini-
mos la cantidad

B(T) := sup{IP[Q) : Tq, es estocdsticamente continuo},
que es considerada como la probabilidad de que T sea continuo.

Como quiera que el subespacio separador es una herramienta in-
dispensabie en Continuidad Automadtica, estimamos necesario el es-
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tudio de éste para el caso de los operadores probablemente continuos.

Si T es un operador aleatorio lineal T de X en Y, el subespacio
separador de T es el definido como

S(T) ={y: 3{zn},em — 0 con {T(zn)}, ¢y — ¥, en probabilidad}.

Una lectura estocdstica del Teorema de la Grifica Cerrada nos
dice que:

TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA. Un operador aleatorio
lineal T, entre espacios de Banach, es estocdsticamente continuo si,
y solo st, su grdfica es cerrada esto es,

]P[y — 0] =1, Vy € S(T)

Esto nos invita a cuantificar el tamaific estocdstico del separador
de cada operader aleatorio lineal, T, definiendo la cantidad

a(T) :=inf{IP[ly = 0]: y € §(T)}.

De este modo, la propiedad de que la grifica de T sea cerrada se
escribe asi
a(T) = 1.

Es obvio que los operadores aleatorios probablemente continuos
verifican que
o(T) 2 P[0},

para cualquier conjunto medible cayo operador condicional asociado,
Tq,, sea estocasticamente continuo, por lo que er particular ha de
ser :

Ply =0]> 0, Vy € §(T).

Pronto averiguarfamos que esta tltima propiedad caracteriza a los
operadores probablemente continuos, como se prueba en el siguiente
resultado.
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COROLARIO 2.22. Un operador aleatorio lineal, T, es probable-
mente continuo si, y solo si,

Ply = 0] > 0, Yy € S(T).

Posteriormente los operadores probablemente continuos quedaron
perfectamente caracterizados con arreglo a su grado de continuidad
mediante el Teorema Aleatorio de la Grdfica Cerrada (Teorema 2.21),
cuyo precedente es el Principio de Aleatorizacion Uniforme (Teorema
2.12). Lo primero que se obtiene es que los valores a(T) y B8(T)
son de hecho minimo y méaximo respectivamente. De esta manera
parece justo reconocer a a(7") como la probabilidad de que T tenga
grdfica cerrada y a 3(T) como la pmbabilidad de que T sea continuo.
Finalmente se concluye el siguiente teorema que obviamente mejora
el correspondiente resultado cldsico.

TEOREMA ALEATORIO DE LA GRAFICA CERRADA. La probabi-
lidad de que un operador aleatorio lineal entre espacios de Banach,
T, sea continuo coincide con la probabilidud de que, T, tenga grdfica
cerrada.

Disponemos ya de la clave con la que conseguimos revelar toda
la geometria que la estructura de los operadores probablemente con-
tinuos encierra, recogida en el siguiente resultado, de crucial impor-
tancia en nuestro tratamiento del problema de la continuidad de las
derivaciones estocdsticas.

CoOROLARIO 2.25. Sea T un operador aleatorio lineal, de un es-
pacio de Banach X en otro Y, y 6 un real positivo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) T tiene un operador condicional Tq, estocdsticamente continuo,
siendo IP[Qp] > 6.

(1)) T es probablemente acotado: Para cada 0 < &' < §, Mz > 0
tal que

P(IT(2)]| < Mllel]) 2 &, ¥ € X.
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(isi) zL_t%lP["T(z)" < M) 2 6, para todo M > 0.
(iv) La grdfica de T' es probablemente cerrada:
Ply = 0] > 6, para todo y en S(T).
De hecho: :
a(T) =sup{6 > 0:3M > 0 con P[||T(z)|| < M||z|l] 2 6 Vz € X} =
liy lim P[IT(=)] < e}

Seguidamente se procede a investigar, en la Memoria, las per-
fecciones que sobre la continuidad de un operador aleatorio, de un
espacio de Banach X en otro Y, acarrea la existencia de momenius
de orden r, esto es 13 valoracién del operador aleatorio en el espacio
L,(IP,Y) de todas las variables aleatorias x, valuadas en Y, tales que

] lx|I"dP < co.

Merece destacar a este respecto que tras un sencillo limite se es-
conde toda la informacién concerniente a la continuidad de un ope-
rador aleatorio, T', pues el mero cdlculo de este limite:

lim im P(|T(=)] < e),

e—=0z0
nos proporcionara el mas grande tamaiio de un subconjunto medi-
ble € sobre el que T tenga que comportarse comoc un operador es-
tocdsticamente continuo y, mds ain, como un operador continuo en
media r-ésima, si es que ha lugar a ello.

Una vez analizada la continuidad de los operadores probablemente
continuos presentamos las lecturas estocdsticas de las cldsicas refor-
mulaciones del Principio de la Grifica Cerrada, a saber el Teorema
de los Isomorfismos de Banach y el Teorema de la Aplicacién abierta




Introduccién xiii

que serdn mejoradas (como hiciéramos con el Teorema de la Gréfica
Cerrada) estableciéndolas para los operadores probablemente conti-
nuos. Convenimos en llamar a los resultados asi obtenidos Teorema
Aleatorio de los Isomorfismos de Banach (Teorema 2.27) y Teorema
Aleatorio de la Aplicacion Abierta (Teorema 2.29), respectivamente.

Procedemos ahora a investigar como se transmite la propiedad de
la continuidad estocdstica por paso al limite. Trasladamos para ello
a nuestro ambiente la definicién de equicontinuidad y la de acotacién
puntual obteniendo lo que llamamos equicontinuidad estocdstica y
acotacion puntual estocdstica de una familia de operadores aleatorios.
En tales términos se formula el enunciado proveniente del Teorema
de Banach-Steinhaus (Teorema 2.31), que posteriormente generali-
zamos en lo que llamamos Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus
(Teorema 2.37). Vemos ademds como las hipétesis de este ditimo
teorema son totalmente independientes, lo que permite concluir (co-
rolarios 2.38 y 2.39) que:

El“grado” de equicontinuidad de una familia de operado-
res aleatorios lineales probablemente continues depende por
un lado de cudn continuos sean los operadores aleatorios de
esta familia y por otro de cudn fuerte sea la acolacion pun-
tual de la misma.

DEFINICION. Se dice que un operador aleatorio lineal 7', de un
espacio de Banach X en otro Y, es el limite puntual estocdstico de
una sucesién {T,}, .y de operadores aleatorios lineales, de X en
Y, si, para cada z de X, la sucesién {T,}, .y converge a T{z) en
probabilidad.

Demostraremos que ¢l limite puntual estocdstico de una sucesion
de operadores es tan probablemente continuo como lo sean los térmi-
nos de la sucesién en el siguiente sentido:

CoROLARIO 2.41. Si T es limite puntual estocdstico de una su-
cesion {T,}, .y de operadores aleatorios lineales probablemente con-
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tinuos entonces
o(T) 2 hln;a(Tn)'

A continuacién, para no perder a costumbre, consideramos la
graduacion estocdstica de la propiedad de la convergencia puntual
estocastica, obteniendo la siguiente nocién:

DEFINICION. Sea {7}, gy una sucesién de operadores aleatorios
y sea 0 < § < 1. Decimos que un operador aleatorio, T', es un §-limite
de la sucesién {Tn},cpy si, para todo z en X, se verifica que

LimP(|[Ta(z) - T(2)| £ 7] 2 6, Vr > 0.

A pesar de la vagedad de esta convergencia que ni tan siquiera
entraia la unicidad de un tal limite; para valores de & suficiente-
mente grandes, comprobamos que cualquier §-limite de una sucesion
de operadores aleatorios lineales recibe buena parte de la continuidad
estocdstica de los elementos de la sucesidn; transferencia que serd
tanto mds generosa cuanto mayor sea el valor de 6.

COROLARIO 2.43. Para cualquier operador aleatorio lineal T que
sea §-limite de una sucesion de operadores aleatorios estocdsticamente
continuos se verifica que

a(T) > 36 - 2.
y en consecuencia T es probablemente continuo, si & > 3.

Como caso particular del corolario anterior volvemos a obtener la
continuidad estocdastica del limite puntual estocdstico de una sucesién
de operadores estocdsticamente continuos.

Repleta la “caja de herramientas” emprendimos nuestro viaje,
que se desarrolla en el Capitulo III de la Memoria, hacia el puerto de
la Continuidad Automaitica.
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El caso clasico del problema que nos ocupa, la continuidad es-
tocéstica de las derivaciones aleatorias, fue resuelto por Johnson y
Sinclair ideando una magquinaria, que nos fue legada en [21], cuya
puesta en marcha se producia cada vez que se le proporcionaba una
sucesion. Haciendo funcionar dicho artefacio dos veces, tras sumi-
nistrarle sendas sucesiones de naturaleza éstas totalmente distinta,
(una vez trabajando con los ideales primitivos de codimensién infi-
nita y otra con los de codimensién finita), dichos autores consiguieron
obtener su famoso teorema de continuidad automaitica.

Motivados por ello hicimos algunos reajustes que, si bien permitie-
ron que dicho artilugio funcionase en nuestro ambiente, lo volvieron
extremadamente delicado de modo que ahora sélamente funcionaria
con “combustible” (es decir con sucesiones) de calidad excepcional.

Para el caso de los ideales primitivos de codimensién finita, de
un dlgebra de Banach A sobre la que consideramos definida una de-
rivacién estocdstica D, conseguimos depurar la sucesién correspon-
diente obtenida por Johnson y Sinclair, hasta obtener una que fuese
aceptada por nuestra delicada méquina. Ello se logrd relacionando
los infinitos términos de la sucesién conseguida por el métedo clasico
con un tnico elemento, pudiendo eludirse de esta manera los gra-
ves problemas desencadenados por la infinitud del conjunto de tales

términos. Dejamos constancia del modo de hacerlo en el siguiente
lema que por consiguiente supone una mejora del Lema 2.1 de [21].

LEMA 3.5. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional
tal que A puede ser representada de manera irreducible sobre X. Sea
D el centralizador de A en X. Si los vectores zp,21,--- € X son
linealmente independientes sobre D entonces, dado un elemento y de
X \ {0}, eziste un elemento a en A verificando que

azg =0,

ar =y

azr;,azy, -+ son D — independientes.
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Pudimos con ello aislar el comportamiento de los ideales primiti-
vos Ge codimensién infinita con respecto a los elementos del separador
de la derivacion estocdstica, lo que queda plasmado en el siguiente
resultado.

TEOREMA 3.7. Para todo elemento b perteneciente a S(D) se
verifica que
Phbe ) P]=1,
i€l

donde {P;}ier, denota la familia de todos los ideales primitivos de
codimension infinita.

A continuacién, guiados por el patrén clisico, nos dispusimos
a obtener andloga informacién para los ideales primitivos de codi-
mensién finita. Consideramos la sucesién proporcionada por John-
son y Sinclair para este caso e intentamos, con ella, poner en marcha
de nuevo la maquinaria estocistica pero, como antes ocurriera, la su-
cesién no resultd ser del agrado de ésta. Sin embargo, en esta ocasion,
remedios antiguos (como el obtenido en el Lema 3.5) quedaban ahora
fuera de contexto.

As{ pues no pudimos protegernos (como ocurriese en el caso de
la codimensién infinita) del diluvio provocado por la infinitud del
conjunto de los distintos términos de la sucesién “cldsica”, lo que nos
tuvo a la deriva durante algin tiempo.

Pronto entenderiamos que lo que habfa que hacer era rectificar
rumbo y asi vislumbramos cual seria nuestro auténtico objetivo, que
desgraciadamente no era tan ambicioso como el dictado desde el mo-
delo cldsico.

Gracias al siguiente lema pudimos escudrifiar la informacién dis-
ponible para el caso de los ideales primitivos de codimensién finita.

LEMA 3.9. Sea {@Qn},.cIN una sucesidn de ideales de A tal que

(i) Qn tiene codimensidn finita, ¥n € N,
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(i) A/Qy tiene unidad, Vn € I,
(i5) Qn + Qm = A, para todo n # m.

Entonces eziste una sucesion {ay }, .y de elementos de A verificando
que, para cada k en N,

(i) ag +Qn=0,n=1,--- k-1,
(1) ar + Qy es inversible, Vn > k,

(i) liai|l < 1.

El comportamiento de los elementos del separador de una deri-
vacion estocistica, respecte de los ideales primitivos de codimensién
finita del dlgebra sobre la que se define, queda recogido en el siguiente
resultado. Previamente denotamos por {P;}ies, al conjunto de tales
ideales primitives.

TEOREMA 3.10. Sea b un elemento de S(D). Entonces, para
cada 0 < € < 1, eziste un subconjunto finito F,, de I3, tal que

Pbe [\ Rl2e
5612\F¢

Tras una armoniosa conjuncién de los dos teoremas anteriores
llegamos por fin al final del trayecto (Teorema 3.11):

TEOREMA ALEATORIO DE JOHNSON-SINCLAIR. Toda derivacion
estocdstica definida sobre un dlgebra de Banach semisimple es esto-
cdsticamente continua.

Dado que las derivaciones en el sentido cldsico son casos particu-
lares de las derivaciones estocasticas obtenemos asi una mejora del
Teorema de Johnson y Sinclair.
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Si ahora debilitamos el concepto de derivacién estocdstica, aten-
diendo al de derivacién probable, la vinculacién obienida, casi al prin-
cipio, de las derivaciones probables a las estocdsticas permite enunciar
el préximo teorema que formalmente mejora al anterior.

CoROLARIO 3.12. Toda derivacion probable, D, definida sobre un
dlgebra de Banach semisimple es probablemente continua. Ademds la
probabilidad de que D sea continua es al menos la probabilidad de que
D derive.

Llegados a buen puerto inspeccionamos un poco sus proximida-
des, terminando este trabajo planteindonos otro problema clisico en
el marco de la continuidad automética de las derivaciones sobre un
dlgebra de Banach: el caso de las derivaciones de Jordan.

De manera andloga a como se procedidé con las derivaciones es-
tocdsticas, consideramos en este momento operadores aleatorios li-
neales, D, definidos sobre un ilgebra de Banach, A, verificando la
siguiente propiedad:

IP[D(a?) = aD(a) + D(a)a] = 1, Ya € A,
o equivalentemente esta otra

IP[D(a-b)=a-D(b)+ D(a)-b] =1, Va,b € 4,

(donde como es usual a - b = 1(ab + ba)); operadores aleatorios que,
como es de esperar, recibirin el nombre de derivaciones de Jordan
estocdsticas. Se trata naturalmente de mostrar la continuidad es-
tocdstica de tales operadores en presencia de la semisimplicidad del
algebra.

También, en buena légica, parece oportuno investigar el compor-
tamiento de los operadores aleatorios lineales, D, definidos sobre el
dlgebra de Banach A satisfaciendo que, para cierto 0 < § < 1,es

P[D(a®) = aD(a) + D(a)a] > §, Va € A.




Mediante un nuevo “principio de aieatorizacion”, et Teorema 3.0,
se puede comprobar, de manera en absoiuto trivial, que la propiedad
anterior es equivalente a esta otra

IP[D(a-b)=a-D(b)+ D(a)-b} 2 6, Va,b€ A,

lo que permite considerar, asociada a cada derivaciéon de Jordan pro-
bable D, la cantidad dada por la igualdad

6;(D) := inf{P[D(a?) = aD(a) + D(a)a], a € A} =

inf{lP[D(a-b)=a-D(b)+ D(a)-b]: a,be A}.

que ec entendida como la probabilidad de que D sea derivacidn de
Jordan.

Obviamente:

Una derivacion de Jordun probable, D, serd una deri-
vacion de Jordan estocdstica si, y sdlo si,

6;(D)=1.

Con con el mencionado “principio de aleatorizacién” también se
accede al siguiente teorema.

TEOREMA 3.17. Un operador aleatorio lineal, D, definido sobre
un dlgebra de Banach, A, es una derivacion de Jordan probable si,
y solo si, eziste un subconjunto medible Qp, con probabilidad mayor
o igual a la probabilidad con la que D deriva, tal que el operador
condicional Dq, es una derivacion de Jordan estocdstica.

El enunciado anterior pone de manifiesto que no hay mds deri-
vaciones de Jordan probables que aquellas que se comportan como
derivaciones de Jordan estocdsticas sobre ciertos subconjuntos medi-
bles, cuya probabilidad puede cuantificarse, por lo que, anidlogamente
a lo que antes sucediese, el estudio de la continuidad estocistica de
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las derivaciones de Jordan probables queda reducido al de las deriva-
ciones estocdsticas de Jordan.

Inspirados una vez mds en lo acaecido en el terreno cldsico pro-
bamos el siguiente resultado mds general.

TEOREMA 3.23. Sea A un dlgebra de Banach semiprima. Enton-
ces un operador aleatorio D de A en A es une derivacion de Jordan
estocdstica si, y sdlo si, es una derivacion estocdstica.

A partir de la caracterizacion anterior clarificamos lo que sucede
con las derivaciones de Jordan probables, en el caso semiprimo.

COROLARIO 3.24. Un operador aleatorio D definido sobre un
dlgebra de Banach semiprima es una derivacion de Jordan probable
81, y solo si, es una derivacion probable, en cuyo caso la probabilidad
de que D sea derivacion de Jordan y la de que D sea derivacion es
la misma.

Lz conjuncién del Teorema 3.23 con el Teorema Aleatoric de
Johnson-Sinclair proporciona el siguiente teorema de continuidad au-
tomdtica para derivaciones de Jordan estocasticas, que mejora al co-
rrespondiente resultado cldsico.

CoRGLARIO 3.25. Las derivaciones de Jordan estocdsticas de-
finidas sobre dlgebras de Banach semisimples son estocdsticamente
continuas.

En consecuencia encontramos la propiedad de continuidad satis-
fecha por las las derivaciones de Jordan probables.

CoRrOLARIO 3.26. Toda derivacidn de Jordan probable, definida
sobre un dlgebra de Banach semisimple, es probablemente continua.
Ademds la probabilidad de que sea continua es al menos ia probahili-
dad de que sea derivacion de Jordan.

De esta manera la famosa conjetura de Sinclair queda ahora de-
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mostrada en un ambiente mds general.

No me permitiria la conciencia dejar pasar esta ocasion sin ma-
nifestar mi mds profundo agradecimiento al Prof. Dr. D. Armando
Reyes Villena Muiioz, quien ha hecho posible la realizacién de esta
Memoria con la abnegada y constante gufa ejercida sobre mi labor.
La cantidad y calidad de su saber ha cultivado una inmensa admi-
racién en mi y su magistral direccién ha convertido esta ardua tarea
en algo realmente entrafiable, fascinante y divertido.

No me resta més que expresar aqui, piblicamenie, mi enorme
gratitud por el gran apoyo cientifico y sobre todo humano que este
Departamento me ha prestado en todo momento.

Una inmensa carga de ilusién acrecentada por el especial estimulo
recibido por parte de muchos de nuestros compaiieros ha fructificado
en la realidad de esta Memoria.

Granada, 1993.




CapritTuLo I

OPERADORES ALEATORIOS

Dedicamos este capitulo a presentar las nociones bisicas de medi-
bilidad e integrabilidad de funciones valuadas en un espacio de Ba-
nach, asi como al estudio de los espacios que proporcionan estas no-
ciones.

1.1 FUNCIONES MEDIBLES

En lo sucesivo, (2, £, u) denotard un espacio de medida (positiva)
y X un espacio de Banach sobre el cuerpo K (IR 6 C). El conjunto
de las funciones sobre £ con valores en el espacio de Banach X de-
sempeiiard un papel preponderante a lo largo de la presente Memoria

y para las funciones de este conjunto establecemos la siguiente nocién
de medibilidad.

DEFINICION 1.1. Una aplicacién f de 2 en X es una funcidn simple
si es de la forma

n
f=Y zexa,.
k=1

1
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donde, para cada k, los z; son vectores de X y los 2 son conjuntos
medibles tales que u(0k) < +00, siendo xq, la funcién indicadora
del conjunto Q4, (1 < k < n).

Una funcidn medible es cualquier aplicacion de } en el espacio de
Banach X que sea el limite casi por doquier(!) de una sucesién de
funciones simples. 5

Cuando una funcién medible est4 definida sobre un espacio de pro-
babilidad recibe el nombre especial de variable aleatoria.

El conjunto de todas las funciones medibles de 2 en X es denotado
por Lo(p, X). Sobre este conjunto hay definidas operaciones natu-
rales de suma y producto por escalares (las puntuales) que resultan
ser Jeyes de composicion interna y dotan a Lo(g, X ) de estructura de
espacio vectorial.

La nocién de medibilidad que acabamos de introducir, que no
es méds que la extensién natural de la definicién “constructiva” de
funcién medible en e! sentido clisico (esto es valuada en un espacio
euclideo finito dimensional), frecuentemente viene referida en los tex-
tos como “medibilidad fuerte” o “de Bochner”. De hecho, la definicién
que damos de variable aleatoria en el caso real valuado es simplemente
la nocién tradicional de variable aleatoria (hablaremos de “variables
aleatorias ordinarias” para referirnos a este caso particular).

Quizds haya sido la definicién “descriptiva” de funcién medible
la que en algunas ocasiones nos haya hecho descubrir y demostrar
de manera mds ficil muchas de las propiedades generales de las fun-
ciones medibles en el caso clisico. Recordamos que dicha definicién
establecia que una funcién de un espacio de medida en un espacio
euclideo era medible cuando la imagen inversa de cualquier abierto
del euclideo era medible, y frecuentemente se aludia a las funciones
que satisfacian tal propiedad diciendo que eran “Borel medibles”, en
honor al autor de dicho concepto. En el caso euclideo valuado ambas
definiciones cldsicas de funcién medible, constructiva y descriptiva,
son equivalentes ([25], Teorema 5.3.A) y dan lugar a una teorfa to-

()Como es costumbre, convenimos escribir de forma abreviada c.p.d. para indi-
car que una afirmacién es cierta casi por doguier es decir, salvo para los elementos
de un conjunto de medida nula.
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talmente satisfactoria.

Sin embargo, aunque la definicién de funcién Borel medible tiene
perfecto significado cuando el espacio de Banach X no es finito di-
mensional, hemos de hacer notar que en este caso las funciones Borel
medibles no son en general el limite puntual casi por doquier de una
sucesién de funciones simples y que para colmo su comportamiento
algebraico es desastroso pues, en ausencia de finitud, la clase de las
variables aleatorias de Borel no es necesariamente cerrada para la
suma ([6], Section 1.3.D). Queda pues justificado haber optado por
el cardcter constructivo en la definicién de funcién medible.

Acordamos que, a pa:tir de ahora, las medidas se considerarn
completas, esto es cualquier subconjunto de un conjunto de medida
cero es medible (y en consecuencia también tiene medida cero). Esta
asuncion no es demasiado restrictiva puesto que toda medida no com-
pleta puede completarse de manera obvia.

Propiedades bdsicas de las funciones medibles, de ficil demos-
tracion, son las siguientes:

PROPOSICION 1.2. Sea f:Q — X una funcion medible. Entonces:
(1) ||f]| es medible.

(i) f se anulc fuera de un conjunto de medida o-finita.

(%) f es Borel medible.

(iv) =’ o f es medibie para cada elemento z' del dual topoldgico, X',
de X.

En la literatura, las funciones f que verifican la propiedad (iv)
anterior reciben el nombre de “débilmente medibles” o bien “Pettis
medibles.” Que las funciones medibles sean Borel medibles es una
sencilla consecuencia del hecho de que las funciones simples sean me-
dibles en el sentido de Borel, de que el limite casi por doquier de una
sucesion de funciones Borel medibles de  en X sea una funcién del
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mismo tipo ([26], Proposition 2.1.12) y de que la medida sea completa
(pues en virtud de ello las funciones que coinciden casi por doquier
con una funcién Borel medible son Borel medibles). De otra parte,
ya que al componer una funcién simple con una funcién continua se
obtiene una funcién simple, es inmediato comprobar que:

Las funciones Borel medibles (y por tanto las medibles)
son débilmente medibles.

Cuando la dimensién de X es finita también es cierto que la me-
dibilidad débil fuerza la medibilidad, siendo pues equivalentes estos
tres conceptos de funciones medibles. Por desgracia, esto no es lo
que ocurre cuando la dimensién de X no es finita y fue Pettis quien
consiguid caracterizar la medibilidad, desvelando la condicién crucial
que satisfacen todas las funciones medibles que anadida a la medi-
bilidad débil permite obtener la medibilidad. Dicha condicién es la
siguiente:

DEFINICION 1.3. Se dice que una funcién, f, definida sobre un espa-
cio de medida (2, X, u), con valores en un espacio de Banach X, tiene
rango esencialemente separable si toma casi todos sus valores en un
subconjunto separable de X, esto es: existe un conjunto de medida
nula, Qo, tal que f(Q\ Q) es separable (es decir contiene un sub-
conjunto numerable denso). Aunque esta es la definicién que suele
aparecer en los textos, nosotros utilizaremos la siguiente formulacién
equivalente: f tiene rango esencialmente separable si, y sdlo si, eziste
un subespacio cerrado separable Xy de X tal que f toma valores en
Xo casi por doquier.

TEOREMA 1.4. ([28], Theorem 1.1). Una aplicacion es medible si, y
solo si, es débilmente medible y tiene rango esencialmente separable.

Puesto que las funciones Borel medibles son débilmente medibles,
un resultado andlogo es cierto para las funciones Borel medibles.




.

81. Funciones Medibles

De otra parte, no todas las funciones débilmente medibles tienen
rango esencialmente separable, como mostramos seguidamente.

EiemMPLO 1.5. Consideremos el espacio de Hilbert I3(IR) de las fa-
milias de nimeros complejos con indices en IR de cuadrado sumable
¥y sea {eg}tem la basz ortonormal usual de l3(IR). La aplicacién

fi:R = L(R)

definida por
ft)=e

es débilmente medible, pues para cada z en I;(IR) se tiene que
(f(t) | ) = 0 para casi todo real ¢,

mientras que la aplicacién f no puede ser medible ya que la dimensién
hilbertiana de f(A) coincide con el cardinal de A, para cualquier
subconjunto medible A de R, lo que prueba que f no puede tener
rango esencialmente separable.

Del Teorema de Pettis también se deduce que para funciones va-
luadas en un espacio de Banach separable vuelve a presentarse la
agradable situacién que teniamos en el caso clasico:

COROLARIO 1.6. Sea f una funcién de un espacio de medida en un
espacio de Banach separable. Entonces:

f medible & f Borel medible & f Peitis medible.

Aprovechamos la ocasién para hacer notar que si bien al tratar
con una tunica funcion medible, f : -+ X, no es restrictivo consi-
derar que X es separable (jidentifiquese X con el espacio de Banach
generado por la imagen de f!), no hemos de dejarnos llevar por la
euforia y afirmar que “a la hora de estudiar el conjunto de las fun-
ciones medibles de §2 en X no se pierde generalidad si se supone que
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X es separable”. jNada mds lejos de la realidad que creer en la po-
sible identificacién de cada subespacio de Banach separable que sea
imagen de alguna funcién medible de © en X, con un tnico espacio
separable X (imagen comin de todas estas funciones medibles)!. La
mayoria de los autores, al estudiar las funciones medibles, prefieren
restringirse al caso separable por las muchas ventajas que en él se
obtienen (todos los conceptos de medibilidad coinciden) pero quizas
no quede suficientemente claro en algunos textos que ello se hace a
costa de no estudiar el caso no separable (ver por ejemplo [24]). No-
sotros vamos a trabajar en este iltimo ambiente mds general y, en el
capitulo III, nos serd imprescindible, para obtener los resultados es-
telares de este trabajo, sintetizar la esencia de esta realidad expuesta
acerca de la separabilidad de la imagen de las funciones medibles.
Esto lo conseguimos en el Lema 3.4 y confesamos que no sin esfuerzo.

Ahora nos disponemos a presentar el concepto de integral de una
funcién medible con valores en un espacio de Banach. La nocidn,
debida a Bochner, es una simple traslacién de la definicién de la
integral Lebesgue a este nuevo ambiente.

n
DEFINICION 1.7. Sea f = ) zixn, una funcién simple. Se define

k=1
la integral de f (relativa a la medida p) como

/ Jisie 5wt

k=1

Observemos que esta definicién no depende de la eleccién efec-
tuada entre las posibles particiones de 2 que dieran lugar a la funcién
f.

Se dice que una funcién f de Q en X es integrable (respecto de la
medida p) si existe una sucesién de funciones simples { SalnelN» de
{2 en X, que sea convergente casi por doquier a f, y de manera que

/”fn — fml|dp = 0, cuando n,m — oo,
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o equivalentemente tal que

/"fn — flldu = 0, cuando n — co.

Se comprueba entonces que la sucesién { fadu}, Y es convergente
¥, 8i {gn},eIN €8 cualquier otra sucesién de funciones simples verifi-
cando las condiciones anteriores, entonces

Tim f fadp = lim j o

Este valor, se conoce como integral (de Bochner) de f (respecto de la
medida u) y se denota por
j fdp.

El conjunto de las funciones integrables de 2 en X es denotado
por Ly(p, X).

Si Qg es un subconjunto medible, diremos que la aplicacién f de
QL en X es integrable en Q si xq,f es integrable definiendo, si este
es el caso, el valor de la integral de f en Qp como

i fdu = [ xaufau.

Es sabido ([26], Proposition 2.3.6) que:

Cualquier funcidn integrable es integradle en cualquier
subconjunto medible.

En la siguiente proposicién reccgemos las propiedades mds cono-
cidas de las funciones integrables, que no son mds que una herencia
de las correspondientes propiedades de la integral de las funciones
simples ([26], Proposition 2.3.7 ).
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ProPosICION 1.8,

(1) L1(p, X) es un espacio vectorial. Ademds si f y g son funciones
de este espacio y a y B son escalares arbitrarios, se verifica que
af + Bg es integrable siendv

J(as+9)du=a [ sdu+5 [ gan

(i6) 1111 es integrable y || fdull < [ |flld.

(#5i) Si T es un operador lineal y continuo de X en otro espacio de
Banach Y entonces T o f es un elemento de £y(u,Y) y

jTofdy:T(jfdp).

(iv) 5% f es integrable entonces, YM > 0, el conjunto
Uy i={weh: j|fw) 2 M}
es de la forma Q, \ Q3 donde Q; y N3 son conjuntos medibles
tales que p(y) < 400 y u(23) = 0.

El espacio vectorial de todas las funciones integrables puede do-
tarse de la topologia vectorial dada por la seminorma

Wl = [ Wfiidas.

PROPOSICION 1.9. (f26], Corollaire 2.8.11). Una aplicacion f de
en X es cero casi por doquier si, y sdlo si, es integrable y || f||; = 0.

En particuiar se obtiene que:

Si f es una funcion integrable y g es otra funcidén que
coincide con f casi por dogquier entorices g es integrabie y
[ fdp = [ gdp.
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El siguiente teorema {[26], Théoréme 2.4.7) que constituye uno
de los mds grandes logros de la Teoria de Integracién, es un famoso
resultado de Lebesgue con el que se garantiza la igualdad

[ Jim fudu= Jim, [ sud
bajo condiciones muy generales.
TeoRrEMA 1.10. (de la Convergencia Dominada). Sea {fn},cIN
una sucesion de funciones (de Q en X ) integrables convergente casi

por doquier a una funcion f. Supongamos que eriste una funcién
integrable g, definida sobre §1, real valuada y no negativa tal que

lifall < g, Vn € N.

Entonces | es integrable y

Jim [1f - fulldu =0,

lo que implica en particular que

[ rdu= i [ sau

Una primera consecuencia del teorema anterior es la siguiente ca-
racterizacion de funcién integrable que nos proporciona la definicién
de integrabilidad que se suele dar en muchos textos (ver por ejemplo

[16]).

TEOREMA 1.11. Una funcidn f : @ — X es integrable si, y sdlo si,
es medible y || f]| es integrable.

Otra consecuencia fundamental del Teorema de la Convergencia
Dominada es el siguiente resultado, de Fischer y Riesz, que propor-
ciona la complitud del espacio de las funciones integrables.
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TeoREMA 1.12. (Fisher-Riesz). Sea {fs},cy una sucesion de fun-
ciones integrables que sea de Cauchy en media, esto es

j”fn - fmlldu = 0, cuando n,m — oo.

Eziste entonces una funcion integrable f tal que { fﬂ}nel\l converge
en media a f, esto es

/"fn ~ fildu = 0, cuando n — oo.

1.2 EsPAcios DE VARIABLES ALEATORIAS

En el espacio vectorial Lo(y, X) de las funciones medibles existe
una importante nocién de convergencia que, como su mismo nombre
indica, es propia de este espacio:

DEFINICION 1.13. Una sucesién de funciones medibles de £ en X
converge en medida a otra funcién medible f de Q2 en X si

Ve >0, lim plw: || fa(w) = fw)|| > €] = 0.

Cuando la medida es finita, la aplicacién

= [ i@l

define una paranorma en Lo(y, X), como se comprueba de manera
elemental. Igual de ficil resulta demostrar que la convergencia aso-
ciada a dicha paranorma es precisamente la convergencia en medida
antes definida. De esta manera ([11], Section ILL3):

La convergencia en medida es la asociada a una topologia
vectorial en la que los conjuntos de la forma

Uee :={f € Lo(p, X) : plw € Q: ||f(w)|| > €} <€}, 0<e< 1,

constituyen un sistema fundamental de entornos de cero.
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Sin embargo ([26], Exercice 4.9.7):

Cuando la medida no es finita, la convergencia en medida
no es compatible con la estructura vectorial de Lo(u, X ).

Ni tan siquiera cuando la medida es o-finita y el espacio X es tan
particular como IR, el producto por escalares de Lo(y, X) ha de ser
continuo, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.14. Sea A la medida de Lebesgue sobre IR y denotemos
por i a la funcién identidad de IR. Ya que

Atz 1 X2 |5 ) = 2 - o0, nefulne, oo]) = +oo,

es obvio que la sucesién {;:}, .y no puede converger a cero en me-
dida.

Desde este instante trabajaremos sélo con medidas finitas, por lo
que no resultard nada restrictivo supouer que éstas son de hecho pro-
babilidades. De esta manera, en lo sucesivo, los espacios de medida
que utilizaremos serdn de la forma (2, Z,IP) donde IP denotard una
medida de probabilidad y, en concordancia con la terminologia adop-

tada, hablaremos de “variables aleatorias” en lugar de “funciones
medibles”.

Consideremos pues el espacio Lo(IP,X) de todas las variables
aleatorias del espacio de probabilidad (2, Z,IP) en el espacio de Ba-
nach X. Asociada a dicho espacio tenemos la paranorma

_ [ x) gp
"xilo = 613 "x(w)"dIP( )1 Vx € ﬁO(IPsX)'r

que no es total (dicho de otro modo Lo(IP, X) no es separado). De
hecho

lIx|lo = 0 & x = 0 casi seguramente,
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por lo que el espacio vectorial cociente de Lo(IP, X) por la relacién
de ~quivalencia

XSy & X = Y casi seguramente,

se convierte, de manera natural, en un espacio vectorial topolégico
metrizable que denotaremos por Lo(IP, X).

La complitud de Lo(IP, X) se deduce de la complitud de X ([24],
Section 2.1, o bien [11], Section 2.3.1) y de esta manera, adoptando
como es habitual el calificativo de F-espacio para designar a los es-
pacios vectoriales topoldgicos metrizables y completos, la estructura
de Lo(IP, X) queda codificada en el siguiente enunciado.

TEOREMA 1.15. Lo(IP, X) tiene estructura de F-espacio.

Sin embargo hemos de decir que a pesar de la proximidad exis-
tente entre la estructura de F-espacio y la de espacio de Banach (los
F-espacios gozan de la mayoria de las propiedades importantes que
tienen los espacios de Banach) no siempre se puede asegurar que la
topologia de Lo(IP, X) proviene de una norma pues, como se deduce
del siguiente resultado (ver [5], Theorem 15.8), cuando IP toma va-

lores arbitrariamente pequefios Lo(IP, X) no es localmente acotado,
luego tampoco puede ser normable.

TEOREMA 1.16. Si IP toma valores arbiirariamente pequesios y V es
cualquier entorno de cero en Lo(IP, X) entonces eziste un vector no
nulo, u, tal que

{au: a€e K} CV.

Ademads, podemos imponer condiciones sobre IP que conviertan
al espacio Lo(IP, X) en un ejemplo de F-espacio que no es localmente
convexo, como muestra el siguiente teorema donde se consigue pro-
vocar en Lo(IP, X) una patologia que nunca se presentaria si dicho
espacio fuese localmente convexo (addptese [5], Theorem 15.10 y Co-
rollary 33.13).
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TEOREMA 1.17. Si para cada £ positivo se verifica que cada conjunto
medible es ezpresable como unidn finita de conjuntos de probabilidad
menor que €, entonces el unico funcional lineal continuo de Lo(IP, X)
es el constantemente igual a cero.

Eiempro 1.18. Espacios de medida que satisfagan las hipétesis de
los teoremas anteriores pueden ser tan familiares como ([0,1],5,))
donde, como siempre, A denota la medida de Lebesgue.

Obviamente, los resultados anteriores son trasladables & Lo(IP, X)
concluyéndose que este tltimo espacio no tiene por qué ser seminor-
mable ni localmente convexo. Las peculiaridades de Zo(IP, X) an-
teriormente expuestas junto con otras de tipo algebraico que se ob-
tendrdn, en la siguiente seccién, al sustituir el espacio de Banach X
por un dlgebra de Banach, dan al espacio Lo(IP, X' ) merecida fama de
ser un itil contraejemplo, por las muchas propiedades que no posee,
a la vez que Lo(IP, X) resulta ser uno de los mds preciados ejem-
plos en los que los hechos clsicos de la Teorfa de la medida encajan
perfectamente en el marco algebraico topolégico del espacio.

Cada espacio de Banach X puede verse, de manera natural, como
un subespacio cerrado de Lo(IP,X), mediante la identificacién de
cada elemento z de X con la variable aleatoria definida como

x(w) =z, Yw € Q,

de ahi que el espacio Lo(IP, X ) responda a la idea intuitiva de “aleato-
rizacior” del espacio de Banach X. (Hemos denotado a las variables
aleatorias de la misma manera que a los elementos del espacio de
Banach donde toman sus valores, con la salvedad de que las variables
aleatorias se escriben en negrita, para disponer de una notacién que
evidencie la identificacién anterior).

Al hablar de Lo(IP, X) es obligado hacer mencién a sus subespa-
cios més importantes dado que aiin en el caso més trivial, ¥ = IR,
constituyen un instrumento muy interesante para la investigacién
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tanto de problemas propios de la Teoria de Probabilidad como del
Andlisis. Claro estd que, para cada real positivo r, nos referimos al
el espacio £,(IP, X) de todas las variables aleatorias de 2 en X que
tienen momento r-ésimo finito, esto es

L,(P, X) := {x € Lo(PP, X): fn x|’ dP < oo}.
Los espacios L,(IP, X') disponen, aparte de la topologia que here-

dan de Lo(IP, X), de su propia e innata topologia que es la asociada
a la paranorma dada por

Il = [ Il P, x € £, (P, X),

cuando 0 < r < 1, mientras que si r > 1 es la asociada a la paranorma
definida por

. 1
Il =  f Ixira®)”, x € c,2,x),

([11], Section I1.2.2).

Cuando una sucesién {x,},.py de elemenios de L,(IP,X) con-
verge a una variable aleatoria x en la topologia propia de este espacio
(esto es {||xn — x||;},cpy — 0) se dice que x,, converge a x en media
r-ésima.

Andlogamente a lo que sucede en el caso real-valuado, existe un
caso extremo, denotado por L,(IP, X), que es el espacio de las va-
riables aleatorias x esencialmente acotadas, es decir tales que

inf{M eR: ||x|| < M cpd} < oo.

La topologia propia del espacio L(IP,X) viene dada por la se-
minorma

IXllo = inf{M € R : ||x|| < M c.p.d.}, x € Loo(IP, X).
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Es ficil comprobar que dado r € RU{o0}, se verifica que ||x||, = 0
si, y solo si, x se anula salvo en un conjunto de medida nula. Sea
pues

N(P) := {x € Lo(P,X): x=0c.p.d.}.

Trivialmente N(IP) es un subespacio vectorial de £,(IP,X) y el es-
pacio cociente L,(IP, X )/N(IP) es lo que, a partir de ahora, denomi-
naremos L.(IP, X).

Si denotamos por [x] a la clase de equivalencia del elemento x de
L.(IP, X), se comprueba de manera inmediata que la norma cociente
de [x] es precisamente ||x||,. Aplicando el conocido “Teorema de
Fiisher y Riesz” [26), Théoréme 4.2.5, tenemos asegurada la complitud
de || - ||, por lo que se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.19. L.(IP,X) tiene estructura de F-espacio cuando
0 <r <1 yde espacio de Banachsir > 1 6 r = cc.

En la mente de todos estd considerar a los elementos de L.(IP, X)
como si de variables aleatorias se tratase (en lugar de “clases " de
variables aleatorias), pero eso si, con la identificacién de las que coin-
ciden casi por doquier.

La relacién conjuntista que hay entre todos estos espacios la co-
dificamos asi:

Lo(P,X) D Ly(IP,X) D L,(IP, X) D Lo(IP, X), Y0 < r < 5 < c0.

Tales inclusiones pueden ser estrictas pues, por ejemplo, la clase de
la variable aleatoria

1
xa(w) = F, Yw e (0, 1),

donde a es un real positivo, pertenece al cldsico espacio de Lebesgue
de las variables aleatorias sobre el intervalo (0, 1), cominmente deno-
tado por Lo(0,1),ysi0<r <8< 00y r< 1< sentoncesla clase
de x pertenece a L,(0,1) y no pertenece a L,(0,1).
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Ahora procedemos a relacionar todos los tipos de convergencias
de variables aleatorias que han aparecido a lo largo de esta Memoria,
entendiendo que cuando comparamos dos convergencias tratamos con
sucesiones cuyos términos pertenecen a determinado subespacio sobre
el que estdn definidas todas las convergencias consideradas.

El siguiente resultado es una sencilla consecuencia de la Desigual-
dad de Holder (ver [25], Proposition 4.5.7).
PROPOSICION 1.20. La convergencia en media s-ésima fuerza la

convergencia en media r-ésima para 0 < r < g.

Como enunciamos a continuacién, el caso degenerado de la pro-
posicién anterior también es cierto (ver [26], Proposition 4.5.7).

PROPOSICION 1.21. La convergencia en la norma || - ||eo implica la
convergencia en media r-ésima.

PROPOSICION 1.22. ([4], Theorem 7.1.5). La convergencia en media
r-€sima es mds fuerte que la convergencia en probabilidad.

ProPoSICION 1.23. ([16], Theorem 3.5.1). La convergencia casi por
doquier fuerza la convergencia en probabilidad.

Por iltimo observamos que:

PROPOSICION 1.24. La convergencia en la norma || - |l implica la
convergencia casi por doquier.

Los resultados anteriores permiten confeccionar el siguiente dia-
grama que seguramente clarifica la situacién:
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converg. en || - ||oo converg. c¢.n.d.

4

converg. || Il

4

converg. || |lr,0<r<s converg. en prob.

Tomemos la sucesién formada por las clases de las variables alea-
torias ordinarias dadas por

n® si w<
Xnfw) = 0 si w<

Esta sucesion converge casi por doquier a cero y no converge en media
r-ésima, si tomamos a > } Ademas, dados 0 < r < s, eligiendo en
el ejemplo anterior r < i < s podemos concluir que la convergencia
en 1:edia r-ésima no fuerza la convergencia en media s-ésima.

Consideremos ahora los subconjuntos de 2 = [0, 1] obtenidos de
la siguiente manera: expresamos cada natural n de la forma

n=2F14j keN, 0<j< 281,

y definimos

Qn=['-

j+1
=T Zh-T )
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La sucesién {fy},cpy de término general

fﬂ = xnn'

esto es la sucesion de funciones cuyas grificas presentamos a conti-
nuacién
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converge a cero en media r-ésima y no converge casi por doquier a
cero (concretamente no converge a cero para ningin elemento del
intervalo [0, 1]).

Estos contraejemplos son todos los que se necesitan para poder
afirmar que:

No hay mds relaciones entre las nociones de convergencia
de suczsiones de varicbles aleatorias Panach valuadas del
diagrama anterior que las que all aparecen.

Aunque se ha dado un contraejemplo que prueba que la conver-
gencia casi por doquier no fuerza la convergencia en media, es conve-
niente recordar el siguiente resultado.

ProOPOSICION 1.25. ([26], Proposition 2.8.10). De toda sucesion de
funciones de L1(p, X) convergente en la norma || - ||, puede estraer-
se una sucesion parcial convergente casi por doguier hacia el mismo
limite.

Por 1ltimo comentamos que cada subespacio L,(IP, X) es denso
en L.(IP,X), para cada r y s en la situacién 0 < r < 8 < oo0. Esto
se debe a que el subespacio de las clases de las variables aleatorias
simples es un subespacio denso en L.(IP, X) respecto de la paranorma
Il ll- ((11], pdg. 111).

Pero, a pesar de ello, los subespacios L.(IP, X) pudieran ser muy
pequeiios dentro de Lo(IP, X), puesto que el conjunto U L.(P,X)

r>0

puede ser de primera categoria en Lo(IP,X), y ello ha.> de tenerse
en cuenta si alguna vez nos restringimos a ellos con la intencién de
obtener alguna ventaja adicional (como la de disponer de una norma,
sir2>1).

Por citar algin ejemplo que corrobore la afirmacién anterior, pre-
sentamos la siguiente proposicién donde, como es habitual, A denota
la medida de Lebesgue.
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PROPOSICION 1.26. El espacio | | L,{),K) es de primera categoria
r>0 :
en Lo(), K).

Demostracion. Sea r > 0. Dado que L, (A, KK) est4 estrictamente con-
tenido en Lo(A, K), es obvio que la inyeccién de L,(A, K) en Lo(), K)
es una aplicacién lineal y continua que no puede ser sobreyectiva
luego, por el Teorema de la Aplicacién Abierta ([31), Teorema 2.11),
L.(A, K) no puede ser de segunda categoria en Lo(A, IK). Esto prueba
que U L *(A, IK) es de primera categoria en Lo(), K) (por ser unién
nelN
numef'a.ble de conjuntos que lo son) pero, trivialmente,

U Li(AK) = |J LA\ K).
nelN r>0

Para terminar la seccién recordamos que si x es una variable alea-
toria integrable, el valor de su integral es lo que cominmente se deno-
mina esperanza de la variable aleatoria x y, como es usual, se denota
por IE(x), esto es

E(x) = '/; xdPP.

La terminologia que acabamos de introducir permitird redefinir,
para cada real positivo r, el espacio £,(IP,X) como el conjunto de
las variables aleatorias x tales que IE(||x||") < oo.

De particular interés es el momento de segundo orden de una
variable aleatoria x respecto de su esperanza, que es la conocida
verianza de x,

Var(x) = E(jjx - E(x)||*).

Las variables aleatorias con varianzas finitas se laman variables
aleatorias de segundo orden. Obviamente, tales variables no son mis
que los elementos de £,(IP, X).
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1.3 ALGEBRAS DE VARIABLES ALEATORIAS

El estudio de las variables aleatorias valuadas en dlgebras de Ba-
nach es de gran importancia en la Teoria de Ecuaciones Aleatorias
([6], [37]). Por esta razén han sido consideradas extensivamente y en
diversos ambientes, como el de las C*-dlgebras o el de las H*-4lgebras
asociativas ([6], [13], [14], [33], [37]).

A lo largo de la presente seccién A serd un ilgebra de Banach y
Lo(IP, A) el F-espacio de las clases de equivalencia de las variables
aleatorias del espacio de probabilidad (2, X,IP) en A, mediante la
relacion que identifica a las variables aleatorias que coinciden casi
por doquier. Dadas dos variables aleatorias a y b sabemos que, por
definicién, han de existir sendas sucesiones de variables aleatorias
simples {a} N ¥ {Pn},cIy convergentes casi por doquier a los ele-
mentos a y b, respectivamente. Puesto que {anbn},y converge casi
por doquier al producto ab, tratindose de una sucesién de variables
aleatorias obviamente simples, se deduce que el producto puntual de
variables aleatorias es una ley de composicion interna en Lo(IP, A),
que afortunadamente convivira en perfecta armonia con la topologia
ya existente; coexistencia que resultara ain mas familiar en el caso
particular de que el dlgebra A sea IR [5), Theorem 15.7.

ProprosicION 1.27. El producto de variables aleatorias es una apli-
cacion continua de Lo(IP, A) x Lo(IP, A) en Lo(IP, A).

Demostracion. Dado que Lo(IP, A) es un F-espacio, por la bilineali-
dad del producto de variables aleatorias, bastard demostrar la conti-
nuidad separada de éste [31], Teorema 2.17. Para ello, sea {an}, ¢y
una sucesién de variables aleatorias convergente a cero en probabi-
lidad, sea b otra variable aleatoria y ¢ un real positivo. Para cada
r > 0 se tiene que(?)

Plllasb]| > €] < P[|laall|[b]| > €] =

)Como es habitual IP[f2,{1;] denota la prot - iilidad del conjunto medible
QonNQ;.
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Plllaallibll > &, bl] < ] + Pllaallibl] > e, {1bl} > r] <
P(laall > =1 + Plb]| > r],

de donde
lim Plflagb] > ¢] <

lim Pllaall > 2] + Pljb]| > r] =

n—00
P{[jof| > r].

Como quiera que
lim Pl > ] =0,

concluimos que
Jim Plaab] > ¢] =0,

esto es, la convergencia en probabilidad a cero de la sucesién
{anb},.cpy ¥ por lo tanto, la continuidad respecto de la primera va-
riable.

Andlogamente se comprueba la continuidad respecto de la se-
gunda variable. #

Lo(IP, A) es pues un buen ejemplo de lo que se conoce con el
nombre de dlgebra topoldgica, mas concretamente una F-dlgebra en la
tradicién de la escuela polaca.

El dlgebra A puede verse como una subdlgebra de Lo(IP, A) me-
diante la identificacién que conocemos de vectores con variables alea-
torias (a(w) = @, Vw € Q). Sin embargo, la estructura algebraica de
Lo(IP, A) hace aiin mds patente el caracter anirquico de este espacio
en lo que a sus propiedades analiticas respecta y a titulo de ejemplo
establecemos la siguiente proposicién que resulta de una adaptacién
de [5], Proposition 15.11. Para ello, supéngase que el dlgebra A tiene
unidad. Trivialmente dicha urnidad, vista como variable aleatoria,
constituye una unidad en el espacio Lo(IP, A) obteniéndose la consi-
guiente definicién de variable aleatoria inversible.
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ProPOsSICION 1.28. SiIP toma valores arbitrariamente pequefios en-
tonces el grupo de los elementos inversibles de Lo(IP, A) no es abierto
(dicho de otro modo, Lo(IP, A) no es una Q-dlgebra).

De esta manera a partir de la estructura algebraica de Lo(P, A)
cbtenemos una prueba alternativa (ver Teorema 1.16) del hecho de
que este espacio no siempre es normable, puesto que sabemos que la
topologfa de Lo(IP, A) es completa y la tesis de la proposicién anterior
no podria darse si dicha dlgebra fuese de Banack ([5], Corollary 50.5).

No se necesita saber mds sobre el dlgebra Lo(IP, A) para poder
seguir esta Memoria, salvo cuestiones relativas a la semiprimidad de
dicha 4lgebra (en el caso de que A tenga t»! propiedad) que aborda-
remos cuando dispongamos de las herramientas necesarias. :

I.4 OPERADORES ALEATORIOS

Histéricamente, por operador aleatorio se entendié cualquier va-
riable aleatoria valueda en una coleccion de operadores. Concre-
tamente, si X e Y son dos espacios de Banach y denotamos por
BL(X,Y) el espacio de Banach de todos los operadores lineales y
continuos de X en Y, los operadores aleatorios eran concebidos como
variables aleatorias con valores en BL(X,Y). Sin embargo diversas
aplicaciones de la teoria requirieron un concepto mas amplio de ope-
rador aleatorio de manera que el estudio de éstos no se reduzca en
general al de las variables aleatorias valuadas en un espacio de Banach
([6], Chapter 2). Surge asf la siguiente definicién.

DEFINICION 1.29. Sean X e Y dos espacios de Banach y (?,%,IP)
un espacio de probabilidad. Se llama operador aleatorio de X en Y
a cualquier operador de X en Lo(IP,Y).

También resulta familiar la formulacién de los operadores aleato-
rios como aplicaciones de la forma

T:AxX-Y




24 Cap. |. Operadores Aleatorios

tales que sus “trazas” son medibles, esto es las aplicaciones 1 dadas
por T;(w) = T(z,w) son elementos de Lo(IP,Y), para todo z de X.

En el Andlisis Aleatorio cabe hablar de dos tipos de propiedades:
las denominadas “muestrales” y las llamadas “estocdsticas”. Las pri-
meras son aquellas que hacen referencia a las “muestras” del opera-
dor, es decir a los operadores resultantes de fijar los distintos elemen-
tos w de Q. En contraposicién, las propiedades estocisticas son de
naturaleza intrinsecamente aleatoria, por dejar libre a la componente
w, recayendo ahora el énfasis sobre la variable z.

Es justo advertir que en general las propiedades estocdsticas son
més débiles que las correspondientes muestrales. Nuestro interés ra-
dicard siempre en las propiedades estocdsticas y es aqui donde empie-
zan a surgir dificultades con la aplicacién la teoria clasica del Anélisis
Funcional pero pronto veremos que es posible recapturar (con las li-
mitaciones propias del caso) algunos resultados importantes de dicha
teorfa, en este ambiente mas general.

Es obvio que todo operador aleatorio de X en Y puede verse,
de manera natural, como un operador de X en Lo(IP,Y), siendo
frecuentemente mds cémoda esta concepcién que la propia definicién.
En lo sucesivo esta consideracién ser llevada a cabo siempre que
interese y sin mencién previa alguna.

DEFINICION 1.30. Se dird que un operador aleatorio T de X en Y
es lineal si se satisface que

P[T(az + By) = aT(z) + BT(y)] = 1,

para cualesquiera vectores z, y de X y cualesquiera escalares o, f;
esto es la linealidad de T visto como operador Lo(PP, Y )-valuado.

Como quiera que la suma y el producto por escalares, obviamente
definidos, de operadores aleatorios entre los espacios de Banach X e
Y resultan ser nuevos operadores aleatorios de X en Y, el conjunto
de éstos estd provisto de una estructura natural de espacio vectorial.
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EiEMPLOS 1.31.

(i) Operadores deterministas. Todo operador definido de un espa-
cio de Banach X en un espacio de Banach Y puede concebirse,

trivialmente, como un operador aleatorio considerando para ello
la probabilidad trivial.

(ii) Operadores cldsicos. Cada variable aleatoria
T:Q - BL(X,Y)

da lugar obviamente a un operador aleatorio 7' de X en Y
mediante la redefinicién

T(z)(w) = T(w)(z), Vz € X, w € Q.

La linealidad que se obtiene para un operador aleatorio de
este tipo es muestral en el sentido de que, para casi todo w
de Q, el correspondiente operador muestra, T,, es lineal. La
diferencia de esta linealidad cldsica con la linealidad estocistica
de nuestros operadores aleatorios es muy sutil. La linealidad
para un operador aleatorio T, de X en Y, significa la existencia,
para cada par de vectores z, ¥ de X y cada par de escalares a
¥ B, de un subconjunto medible ;4 g, de probabitidad uno,
tal que, para cada w de Qg , 3, se verifica la identidad

T(w,az + fy) = aT(w, z) + BT (w, y).

Pero, obviamente, ro tiene por qué existir, como ocurre en e}
caso clasico, un subconjunto medible £ que unifique a todos
los §iz4.4,0- Buena prueba de ello la proporciona el siguiente
ejemplo donde se consigue un operador aleatorio que no puede
verse como variable aleatoria (pues la igualdad anterior no se
satisface para ningin w de ). En este momento la expresion
“casi seguramente” adquiere toda su relevancia y en lineas ge-
nerales es aqui donde reside cierta parte de la problemadtica de
trabajar con los operadores aleatorios, propiamente dichos.
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(ili) Consideremos la medida de Lebesque definida sobre el intervalo
[0,1], ¥ el espacio de Banach X de todas las funciones absolu-
tamente continuas de [0,1] en IR (dotado con la norma de la
variaciép (ver [38]). Dados z en X y w en [0, 1] definimos un
operador aleatorio T', de X en IR, como

T(z)(w)= z'(w) siz es diferenciable en w
10 en otro caso

(iv) Operadores de integracidn estocdstica. Tales operadores son los
que aparecen en las ecuaciones estocasticas (ver [6], Chaps. 4-
7; [37], pég.1,) y proporcionan una amplia gama de ejemplos
de operadores aleatorios lineales (y también no lineales) que en
muchos casos son probabilisticamente andlogos, en algin sen-
tido, a los correspondientes operadores de integracién cldsicos.
Dentro de ellos merecen especial mencién, por sus miiltiples
aplicaciones, los operadores aleatorios de integracidn respecto de
un proceso de Wiener que sin duda fueron unos de los primeros
ejemplos en poner de manifiesto que el concepto de operador
aleatorio cldsico era insuficiente, no siendo pues reducible el es-
tudio de los operadores aleatorios al de las variables aleatorias.
Por tanto estamos ante un ejemplo de operador aleatorio que
Do es cisico, como puede verse detalladamente en [37](3).

(v) Operadores difevencia uleatorios. Un operador diferencia alca-

torio, 7', es un operador aleziorio de Iy an &f misme d=ficido

COmo SZue
T
. - .
Limej(w) = 2 adw)rt{zg],

=1

donde 7 denota el operador traslacién

Ti[zk] = Zk+1s i= Os 1!.' tey N,

*)No entramos aquf en pormenores a este respecto pensando que la dificultad
que entraiia la integracién estocistica nos harfa perder el hilo conductor de la
Memoria, sin que ello sirviera de aportacién alguna al caso.
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y los coeficientes a;(w) son variables aleatorias reales.

Los operadores diferencia aleatorios aparecen en el estudio de
diversos procesos estocdsticos con parimetros discretos, ttiles
en Ingenierfa. También se usan en el estudio de soluciones apro-
ximadas de ecuaciones diferenciales aleatorias.

(vi) Operadores diferenciales ordinarios aleatorios. Sea C(™)[a,b)]
el espacio de todas las funciones de variable real, definidas en
el intervalo [a,b], que son de clase n. Los operadores diferen-
ciales ordinarios aleatorios son los operadores aleatorios T' de
C™[a,b] en C[a,b] definidos de la siguiente manera,

Tlz(t)(w) = )fj ai(w)d*z/dt*, t € [a,b],
k=0

donde los coeficientes ax(w) son variables aleatorias ordinarias.
En algunas aplicaciones tambiér se consideran los coeficientes
ax(w) como variables aleatorias C|a, b]-valuadas.

Operadores en derivadas parciales aleatorios. Un ejemplo de ta-
les operadores es el operador aleatorio de Helmholtz que aparece
en el estudio de la propagacién de ondas en medios aleatorios:

(A + kgn? (r,w))[¥(r)]

[12], donde n?(r,w) es el indice de refraccién que usualmente es
una funcién aleatoria isotrépica y homogénea. Los operadores
en derivadas parciales aleatorios también aparecen en sistemas
de mecdnica cudntica con hamiltoniano aleatorio asi como en
problemas de conduccién 6 difusién del calor con parimetros
aleatorios.

{viii) También la composicién proporciona nuevos ejemplos de ope-
radores aleatorios: Sea T un operador aleatorio del espacio de
Banach X en el espacio de Banach Y y sea R cualquier ope-
rador lineal y continuo definido en Y, con valores en un espa-
cio de Banach Z. Es pricticamente obvio que la composicién
R oy del operador R con cualquier funcién simple y valuada
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en Y, ha de ser otra funcién simple, pero Z-valuada. La con-
tinuidad de R permite asegurar ahora que si {yn},cpy €5 una
sucesién de funciones simples, ¥ -valuadas, convergente casi por
doquier a una funcién y entonces la sucesién de funciones sim-
ples {R oy}, 1N, valuadas en Z, converge casi por doquier
a la funcién R oy (de hecho convergeri en todo punto donde
{¥n}nem lo haga). Esto demuestra que

Roy € Lo(IP, Z), Vy € Lo(PP,Y),

lo que nos permite obtener, a partir de los operadores T' y R,
un nuevo operador aleatorio de X en Z que denotamos por RT
y que definimos mediante la igualdad

(RT)(z) = Ro (T(x)).

Si L es ahora un operador lineal y continuo de Z en X, otro
operador aleatorio denotado por T'L puede ser definido, en esta
ocasion de Z en Y, como

(TL)(z) = T(L(2))-

Operadores condicionales. Nos encontramos ante una de las
nociones fundamentales de este trabajo que nace sencillamente
de la consideracién de los operadores actuando sélo sobre ciertos
subconjuntos medibles, de medida positiva. Dado un espacio de
probabilidad (£, £, IP) ¥ un conjunto medible £y, la o-dlgebra
induce de manera trivial una o-élgebra sobre £y que denotamos
por g, y recordamos que, si IP(€g) > 0, la relacién

P(0)Pq,(A) = P(ANR), A€ T

define la probabilidad condicional, IPq,, de A dado Qp; nocién
que corresponde a la idea intuitiva de calcular la probabilidad
con que sucede A supuesto que ha ocurrido Qo. Puesto que P,
es una probabilidad sobre Xq,, aparece de este modo la terna
(S, Zq,,Pq,) que es lamada espacio de probabilidad condicio-
nal de (R, Z,IP) dado £ y que da pie al siguiente concepto:
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Dado un operador aleatorio T : X — Lo(IP,Y) de un es-
pacio de Banach X en otro Y, y un conjunto medible Qy con
IP(§2) > 0, definimoe el operador aleatorio condicional de T
dado Qp, que denvtamos por Tq,, como el operador de X en
Lo(Pg,,Y) dado por

Ta,(z) = T(z)/Q, Yz € X.

Pronto veremos cémo esta nocién dard mucho juego en los
capitulos venideros ya que debilitaciones estocasticas de las pro-
piedades bdsicas de los operadores aleatorios (como la de ser es-
tocdsticamente continuo o estocasticamente derivativo) podrin
hacerse de manera que los operadores aleatorios condicionales
(asociados a sucesos de probabilidad cuantificable que sera ma-
yor cuanto mas pequeiia sea la debilitacién efectuada) no sufran
tal debilitacién.

DEFINICION 1.32. Se dice que un operador aleatorio T entre dos
espacios de Banach X e Y posee momento de orden rsi la traza T,
de cada elemento z de X es una variable aleatoria que posee dicho
momento, o lo que es lo mismo el operador T esti de hecho valuado
en el espacio L,.(IP,Y).

Un interés especial merecen los operadores aleatorios con mo-
mento de primer orden en cuyo caso puede ser definido un operador
de X en Y, que denotaremos por IE(T) y llamaremos esperanza de T,
como sigue:

E(T)(z) = E(T(z)) = jn T(z)dp.

Ahora hz llegado el momento de abordar las propiedades analiti-
cas elementales de los operadores aleatorios (como la de la continui-
dad y la acotacién) desde el punto de vista estocéstico y precisamente
a ello vamos a dedicar la siguiente seccién.




CariTuLo II

CONTINUIDAD DE LOS OPERADORES
ALEATORIOS

II.1 CONTINUIDAD ESTOCASTICA DE LOS OPERA-
DORES ALEATORIOS

Iniciamos nuestra andadura por la senda de la continuidad de los
operadores aleatorios entre espacios de Banach formulando, en los
términos que consideramos adecnados, las nociones de continuidad y
acotacién de un tal operador, a la vez que recopilamos una valiosa
informacion acerca de éstos.

Es obvio que un operador aleatorio T del espacio de Banach X en
el espacio de Banach Y es continuo en un puntc 7o de X si para toda
sucesion {z,} .y de elementos de X que converja a zg se satisface
que {T(za)},cN converge a T(zo) en probabilidad, esto es dado
cualquier real positivo £ se verifica que

Jim P{IT(zs) - T(@o)l > ¢ =0.

Siguiendo la tradicién convenida en la Seccién 1.4 diremos, en esta
situacién, que el operador aleatorio T es estocdsticamente continuo

31
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en el punto zo. As{ mismo se dird que el operador aleatorio T es
estocdsticamente continuo si lo es en cada punto de X.

EjeMmpLOS 2.1.

(i) Los tradicionales operadores aleatorios T : @ — BL(X,Y) son
muestralmente continuos y en consecuencia, dada una sucesién
{Zn}.eIN convergente a un punto zo de X, la sucesién de va-
riables aleatorias {T(z,)}, y vonvergerd casi por doquier a
T(zo) y en particular convergerd en probabilidad. Por tanto T
es estocasticamente continuo.

(ii) El operador de integracién estocdstica respecto de un proceso
de Wiener (ver Ejemplo 1.31.(iv)) es estocasticamente continuo
¥ sin embargo no se encuentra en la situacién descrita en el
apartado anterior, como de nuevo puede verse detalladamente
expuesto en [37].

Sean X, Y y Z espacios de Banach. Sea T un operador alea-
torio estocasticamente continuo de X en Y. Consideremos un
elemento L del espacio BL(Z,X) y otro R de BL(Y,Z). Los
operadores aleatorios T'L y RT definidos por composicién (ver
Ejemplo 1.31.(viii)) son estocdsticamente continnuos.

En efecto: Sea {x"}"em una sucesién de elementos de X
convergente a un vector zo. Dado que

IR < | Rllllyll, ¥y € Y,
se venfica que
I((RT)(:2n) = (RT)(zo))(w)Il < I RIINT(2n) = T(20))(w)Il, Yew € Q.
Luego
P[lI(RT)(zn) - (RT)(zo)ll > €] <
P[||R||IT(zn) - T(z0)l| > €],

de donde, si ¢/ = “ﬁﬂ’ ha de ser, por la continuidad estocdstica
de T,
lim P{|(RT)(za) - (RT)(zo)] > ] <
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lim P(|T(2n) - T(=0)|| > €] =0,

n=—+00
lo que prueba la continuidad estocdstica de RT. La de T'L es
obvia. 1l

Ahora podemos afirmar que:

El espacio vectorial de todos los operadores aleatorios es-
tocdsticamente continuos entre dos espacios de Banach X e
Y estd dotado de estructura de BL(X)-mddulo por la dere-
cha y de BL(Y )-mddulo por la izquierda.

(iv) Cualquier operador condicional T, de un operador aleatorio
estocdsticamente continuo, T, es también estocisticamente con-
tinuo.

En efecto: Si T es un operador aleatorio, de X en Y, es-
tocdsticamente continuo y zg es un vector de X entonces dado
un real positivo ¢ y una sucesién {z,},cpy de elementos de X
convergente a o ha de ser, por definicién,

Jim P{I7(z0) - T(@o)l > ] = 0.

Por tanto, para cualquier subconjunto medible Q¢ de medida
positiva, ha de verificarse que

Jim P[||T(zn) - T(zo)ll > €, 0] = 0,

¥ mas aiin,

P{IT(zn) - T(20)ll > £, Q] _
L) P[] ’

lim

igualdad, esta iltima, que puede escribirse en los siguientes
términos, donde IPq, denota la probabilidad condicional de IP
dado QQg,

Jim Pg,[[[T(zn) - T(2o)l| > €] = 0.
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Esto prueba la continvidad estocdstica del operador condicional
Tq,- B

Recordamos ahora que un subconjunto A de un espacio vecto-
rial topolégico es acotado si, para cada entorno V de cero, existe un
escalar A tal que A C AV,

La acotacion propia del espacio vectorial topolégico Lo(IP, Y') reci-
bird el nombre de acotacidn estocdstica, por coherencia con la nomen-
clatura adoptada, y la materializaremos en la siguiente proposicién.

PRrOPOSICION 2.2. ({11, Section IL.1.3, Proposition 1.2). SeaY un
espacio de Banach e Yo un subconjunto de Lo(IP,Y). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) Yo es un subconjunto acotado del espacio vectorial topoldgico
Lo(IP,Y).

(ii) Para cada € > 0 eziste r > 0 tal que ||ry||o < €, para todo y de
Yo.

(iii) Para cada £ > 0 eziste M, > 0 tal que P{|ly|| > M,] < ¢, para
todo y de Y.

Como se sabe, las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
topolégicos que transforman conjuntos acotados en conjuntos acota-
dos se denominan aplicaciones acotadas.

En el caso particular de que tales aplicaciones sean operadores
aleatorios lineales diremos que son operadores estocdsticamente aco-
tados.

En el siguiente teorema (ver [44], teoremas 4.4.3 y 4.5.9) recopi-
lamos la mds que conocida caracterizacién de la continuidad de las
aplicaciones lineales entre espacios vectoriales topolégicos.
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TEOREMA 2.3. Sean X e Y espacios vectoriales topoldgicos y
T: X — Y una aplicacidn lineal. Entonces cada una de las pro-
piedades que se enuncian a continuacion implica la siguiente:

(i) Eziste un entorno de cero en X cuya imagen por T es un con-
Jjunto acotado de Y .

(i) T es continua.
(i) T es secuencialemente continua.

(iv) La imagen por T de cualquier conjunto acotado de X es un
conjunto acotado de Y.

Si ademds el espacio X posee un entorno de cero acotado, entonces
todas las afirmaciones anteriores son equivalentes.

Aunque el espacio de llegada de un operador aleatorio, Lo(IP,Y),
es terriblemente patolégico, como se mostré en la seccién anterior, el
espacio de partida, X, posee la cualidad suficiente para hacer equi-
valentes todas las afirmaciones anteriores. De esta manera podemos
enunciar la siguiente sugestiva caracterizacién de la continuidad es-
tocastica de un operador aleatorio entre espacios de Banach.

PROPOSICION 2.4. Sea T un operador aleatorio lineal del espacio de
Banach X en el espacio de Banach Y. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) T es estocdsticamente continuo.
(ii) T es estocdsticamente acotado.
(iti) Para cada 0 < € < 1 eziste una constante, M., tal que
PT()] < Mzl > e,
para cada = de X.
(iv) ll_rfb]P[”T(:c)” < M] =1, para cada M > 0.
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Demostracion. La equivalencia (i) ¢ (i) es consecuencia inmediata
del resultado anterior.

(¢) = (#i¢). Obsérvese que, de manera obvia, la continuidad es-
tocdstica del operador T puede escribirse asi:

Para cada 0 < € < 1 eziste M, > 0 tal que

P[||T(2)|| € M] > ¢, Vz € X, ||z < 1,

luego sustituyendo en la definicién anterior z por “§" obtenemos la
afirmacién deseada. ‘

(114) = (iv). Consideremos ahora un real positivo M. Dado
0 < € < 1 podemos encontrar, segiin (iii), una constante positiva,
M., tal que

PIT(z)ll < Mel|z|l] > &, Yz € X.

Por consiguiente, definiendo s, := jﬁ-’ff‘-, es claro que si ||z|| < dp,e
entonces :

Pl|T(z)l| < M] > e,

lo que pone de manifiesto que (iv) se verifica.
(iv) = (i). En virtud de la linealidad de 7, la afirmacién (iv)
asegura la continuidad estocdstica de T', de manera trivial.

Como consecuencia de la proposicién anterior obtenemos la si-
guiente caracterizacién de la no continuidad aleatoria.

COROLARIO 2.5. Sea T' un operador aleatorio linealde X enY. Las
siguientes afirmaciones son eguivalentes:

(1) T no es estocdsticamente continuo.

(ii) Eriste § €]0,1[ (1) tal que, para cada variable aleatoria ordinaria
¥ positive z, se puede encontrar un elemento 255, que puede ser
elegido con norma arbitrariamente pequesia, verificando que

P[|T(250)ll < 7] < 6.

(Dnclusc se sabe que esta propiedad se verifica para todo § perteneciente a un
subintervalo de la forma ]0,1 — o(T)| siendo a(T) un valor que cada operador
aleatorio tiene asociado y que se definiré en la Seccion II.3.
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Demostracién. (i) = (it). Que el operador T no sea estocisticamente
continuo significa, por negacién del apartado (iii) de la proposicién
anterior, que existe § €]0, 1[ tal que, para cada real positivo M, puede
encontrarse un vector z)s satisfaciendo que

Pl|T(zm)ll < Mllzpmll] < 6.

Definiendo z := “5:5-" tenemos que
P[||T(=)|| > M] < 1 - 6.

Sustituyendo M por Mn, podria encontrarse un vector z en X ve-
rificando la desigualdad anterior, pero siendo ||z|| = 1, de ahf que sa-
tisfagan tal desigualdad vectores de norma arbitrariamente pequefia.

Dada la variable aleatoria real z, sea k un mimero natural. Se
sabe entonces que ha de existir conveniente constante M, tal que

]P[zSM;,]Zl—l,

y asociado a dicha constante, por la primera parte de la prueba,
existird un vector z, de norma arbitrariamente pequeiia, de manera
que

P[|T(2)|| > Mkl <1~ 6.

Por tanto,
P{|T(=)l > 2] 2

P(IT()ll > My, M. 2 2] 2

P[|T(z)ll > My] + P[My > 2] -1 >

1
1-6—;.

Luego haciendo k — oo, y llamando z;, al elemento z, se obtiene
que
P[|iT(zs2)ll > 2] 21 -6,

o equivalentemente que

P[|IT(z50)ll < 2] < 6.
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(i) = (i). Si se considera la variable aleatoria z constante, es
obvio que la condicién (iv) del teorema anterior no puede darse, lo
que prueba que T' no puede ser estocasticamente continuo. §

Uno de los teoremas més fructiferos del Andlisis Funcional, he-
rramienta indispensable en cualquier problema de continuidad au-
tomatica, es sin duda el siguiente resultado.

TEOREMA 2.6. (Teorema de la Grdfica Cerrada). Una condicidon
necesaria y suficiente para que un operador lineal definido entre dos
F-espacios sea continuo es que su grdfica sea cerrada.

La forma mds cémoda de comprobar que la grifica de un tal
operador es cerrada consiste en verificar que el “subespacio separador”
de dicho operador es cero.

DEFINICION 2.7. Dado un operador aleatorio lineal T de X en Y,
definimos el separador de T' como el subespacio de Lo(IP,Y) dado por

S(T) :={y : H{za},em — 0 con {T(zn)},c — ¥: en probabilidad}.

El subespacio separador S(T') es un subespacio cerrado de Lo(PP,Y).

Una lectura estocastica del Teorema de la Grafica Cerrada nos
proporciona la siguiente caracterizacién de la continuidad estocistica
de un operador aleatorio lineal.

TEOREMA 2.8. Un operador aleatorio lineal T, de X en Y, es es-
tocdsticamente continuo si, y sdlo s,

Py =0] =1, Yy € S(T).

Veremos cémo el teorema anterior puede generalizarse como con-
secuencia del resultado que da titulo a la siguiente seccién.
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Seguidamente comprobamos la repercusién de los momentos de
un operador aleatorio sobre la continuidad del mismo. Observemos,
en primer lugar, que para un operador aleatorio con momento r-
ésimo puede ser considerada otra nocién de continuidad aparte de la
estocdstica.

DEFINICION 2.9. Sea T un operador aleatorio de X en Y con mo-
mento r-ésimo. Se dice que T es continuo en media r-ésima si para
cada sucesion {z,}, gy de elementos de X convergente a un vector
zo de X se verifica que

{IT(@a) - T(@o)ll-}oemy — O

La relacién entre ambos tipos de continuidad queda clarificada
inmediatamente.

TEOREMA 2.10. Sea T' un operador aleatorio lineal, entre los espa-
cios de Banach X e Y, que posee momento de orden r. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es estocdsticamente continuo.

(i) T es continuo en media r-ésima.

Demostracion. (i) = (i) se deduce del hecho de que la convergencia
en media r-ésima es mds fuerte que la convergencia en probabilidad
como se establecié en la Proposicién 1.22.

() = (i1). Sea {z4}, y una sucesién de elementos de X con-
vergente a cero tal que la sucesién {T'(z,)}, gy converge en media
r-ésima a la variable aleatoria y. Entonces, por la Proposicién 1.22,
la sucesién {T'(zn)},y ha de converger a y en probabilidad. Por
tanto la continuidad estocistica de T garantiza que y = 0, lo que
demuestra, gracias al Teorema de la Gréfica Cerrada (Teorema 2.6),
la continuidad en media r-ésima del operador aleatorio 7. |
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CoroLaRIO 2.11. Sea T un operador aleatorio lineal, entre dos es-
pacios de Banach X e Y, que es estocdsticamente continuo y tiene

esperanza. El operador IE(T) es entonces un operador lineal y conti-
nuode X enY.

Demostracion. La linealidad de la esperanza es obvia. Sea ahora
{Zn},.cIN una sucesién, de elementos de X, convergente a cero. Segin
el teorema anterior, la sucesién {T'(zy)},y ha de converger a cero
en la norma || - ||;. Puesto que

IE(T)zal = || | T(an)dPl £ [ IT()IdP = [T,

(Proposicién 1.8, (ii)) se concluye que

{]E(T(zﬂ))}nem - 0.

II.2 PRINCIPIO DE ALEATORIZACION UNIFORME

En el estudio de la continuidad automdtica de cierto tipo de opera-
dores aleatorios, surgen de manera natural operadores aleatorios que
sin ser estocdsticamente continuos se comportan, sin embargo, como
éstos en un sentido que mas adelante se precisard [40], [43]. Apare-
cen de hecho operadores aleatorios que poseen subespacio separador
estocdsticamente pequeiio.

Nos proponemos, por ello, hacer ahora un estudio de la continui-
dad estocdstica de los operadores aleatorios lineales T', de X en Y,
que tienen subespacio separador estocdsticamente pequefio, siendo
esta propiedad entendida en el siguiente sentido:

Eziste conveniente real positivo § tal que

Ply =0] > é, Vy € 8(T).
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Demostracién. Definamos
a:=inf{Ply =0]:y € M},

La esencia de la prueba radica en demostrar que para cualesquiera
¥1,-+-,¥n de M se verifica que

Ply1=0,..,¥y.=0] 2 a. (2.2)

Si n = 1 el resultado es obvio. Supongamos ahora que la desigualdad
anterior es cierta para toda n-upla de elementos de M. Si disponemos
de n + 1 elementos, y1,...,¥n+1, d¢ M, entonces para cualquier real
positivo k se verifica, por hipétesis de induccién, que

a< ]P[yi —kys=0,y3= 0.0y ¥n41 = 0]-
De otra parte,
Ply: = ky2,¥3=0,...,¥n41 = 0] =

P[yl =ky;=0,y3=0, e ¥4l = 0]+
Ply1 = ky2,¥2 #0,¥3=0,....¥n1 =0] =
]P[yl = 09y2 = 0!y3 =0, vy ¥ndl1 = 0]+

lP[Yl = ’Wﬂ,h # 0|Y3 = 01 v ¥ndl = 0]

Como quiera que

hlim Ply: = kyz,¥2 £0] <
—00

Jim P(llys]l = Kllyall, livall # 0] <

: llyall
lim P[=— >k, 0=
o [“yzll < |IY2” # ]

p|A M, 0| =
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R(t = ol #0]=0,

obtenemos que
a<Ply; =0,y =0,y3=0,...,yn41 = 0],

lo que prueba (2.2) por induccién.

Elijamos ahora una sucesién, {¥n}.em» de elementos de M tal
que

aS]P[yn=0]<a+%

y consideremos el conjunto medible

Q= n [h =0,.4¥n= 0]:

n=1

cuya probabilidad determinamos ficilmente:

(s <]
IP[QD] =P n[yl =0,.,¥n = 0] =
n=1

lim Ply; =0,..,yn, =0 =a>é.

n—+00
Para cada elemento y de M ha de satisfacerse gue
¥y =0 (c.p.d.) sobre Qq,
ya que si negamos tal afirmacién entonces

Ply = 0,90] < P[] = a,

Y puesto que

Qon[y =0]= ﬁ[y: 0,y1=0,..,y,=0]

n=1

ha de existir cierto natural n tal que

lP[}' =0,y = 0oty ¥n = 0] <a,
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lo que contradice (2.2).
Esto prueba que, si definimos

B := sup {IP[Q) : Qo medible, con y = 0 (c.p.d.) en Qy, Vy € M},

entonces
a<p,

pero la desigualdad contraria es obvia.
Por iltimo, de la misma materializacién del conjunto Qg se deduce
que a es de hecho un minimo y 8 un méximo.

El siguiente resultado viene a mostrar lo que advertfamos ante-
riormente acerca de que si M es un subespacio vectorial cerrado de
variables aleatorias entonces es esencialmente lo mismo suponer que

Ply=0]>0, Yy e M
que considerar que para conveniente positivo & se satisface que
Ply=0]24 Yy eM,

pues entre ambas propiedades no existirdA mas diferencia que la de
saber precisar o no el valor del pardmetro 4.

TEOREMA 2.13. Dado un espacio de BanachY, sea M un subespacio
vectorial cerrado de L.(IP,Y), (r > 0), y supongamos que

Ply =0j> 0, Yy € M.
Eziste entonces § > 0 tal que
Ply=0]>6 VYyeM
y, en consecuencia, eziste un subconjunto medible (o con
P[] 2 §,

tal que
y =0 (c.p.d.). en o, Yy € M.
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Demostracién. Obviamente la hipétesis garantiza que
o 1
M=|J{yeM: Ply=0]2-}.
n=1 %
Ademis el conjunto Cy, := {y € M : Py = 0] > X} es cerrado,

para cada natural m.

Ea efecto:

Sea {Yn}.cIN "na sucesién de elementos de Cp, convergente en
raedia r-ésima a una variable aleatoria y. Entonces, Proposicién 1.22,
la sucesién {yn},y converge a y en probabilidad, es decir:

llyal j‘ liyli
————dPP - dIP.
./e 1+ |lyall al+ |yl
Sea , := {w € N: yn(w) # 0}. Observemos que

llys|| f FA
—=_gp = [ 2R _gp < P[0,
/nl+ lly=l a. 1+|lynll ~ (9]

Teniendo en cuenta que y, es un elemento de Cy,, para cada natural
n, ¥ que en consecuencia es IP[,] < 1 — L, se deduce que

1
[y L
al+|yl m
Como quiera que, para cualquier natural k, los términos de la sucesién

{k¥n},cIN también pertenecen a Cn, siendo su limite ky, en virtud
de lo anteriormente mostrado se tendrd que

[l 1
sl dP <1 —.
-/n 1+ |lkyll m

Luego definiendo Qy := {w € @ : yu(w) # 0}, se deduce de la
desigualdad anterior, haciendo que k diverja positivamente, que

1
IP[QY] S 1= Ea
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lo que prueba que y pertenece a Cy,, y por tanto que Cy, es cerrado.

Acabamos de ver que el Teorema de Baire es suceptible de ser
aplicado a la proyeccién natural de M sobre L,(IP, X), lo que nos
muestra la existencia de un natural ng tal que el conjunto

1
{yeM: lP[y=0}2;;}

tiene interior no vacio. Sea yp un punto de dicho interior y obser-
vemos que para y en M y cualquier escalar A, tal que | A | sea
suficientemente pequeiio, la variable aleatoria yo + Ay verifica que

1
Plyo+ Ay =02 —.
L]

Por consiguiente: 4
e Plyo = —Xy] =

Plyo = =Ay,¥o = 0] + IP[yo = -2y, yo # 0] <
Plyo =y = 0] + P[[lyol| =| A | llyll; llyoll # 0] =

P[yo=y=01+rp[r§T——"—’ﬂ,uyon#o],

~ lyoll
de donde, haciendo A — 0, obtenemos que

1
ESIP[YO=Y=0]

y en particular, ”
Ply=0]> —, Vy € M.
y=0]2 or VY

Dado que el subespacio separador de un operador aleatorio lineal
es un subgrupo aditivo de variables aleatorias, como consecuencia
inmediata del Principio de Aleatorizacion Uniforme, se obtiene el
siguiente corolario. ‘
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CoRrOLARIV 2.14. Si T es un operador aleatorio lineal verificando
que para algin § en ]0,1[ es

Ply =0] 2 6, Yy € §(T),
entonces existe un subcon, . .t. medible Qy, con P[] > &, tal que

¥ =0 (c.p.d.) sobre Qq, Vy € S(T).

En contraposicién, del Teorema 2.13 se deduce este otro resultado.

CoroLARIO 2.15. Si T es un operador aleatorio lineal satisfaciendo
que
Ply = 0] > 0, Vy € S(T),

entonces eziste un subconjunto medible Qg, con P[] > 0, tal que
y =9 (c.p.d.) en 9y, Vy € S(T).

En la siguiente seccién emplearemos el Principio de Aleatorizacién
Uniforme (concretamente el Corolario 2.14) para desvelar el “grado”
de continuidad que poseen los operadores aleatorios cuyo subespacio
separador es estocdsticamente pequefio.

II.3 TEOREMA ALEATORIO DE LA GRAFIicA CE-
RRADA

Comenzamos la seccién dande nombre a aquellos operadores que
habfan aparecido como ejemplos naturales de operadores aleatnrios
con subespacio separador estocisticamente pequeiio.

DEFINICION 2.16. Un operador aleatorio lineal T se denominard
probablemente continuo si tiene algiin operador condicional que sea
estocasticamente cortinuo.
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Asociado a cada operador aleatorio probablemente continuo, T,
consideraremos el valor definido como

B(T) := sup{IP[Q] : Tgq, es estocisticamente continuo},

mientras que 2 los operadores aleatorios I' que no son probablemente
continuos les asignaremos el valor

B(T)=0.

Se comprobaré que B(T') es de hecho un mdzimo, por lo que re-
sulta evidente el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.17. Un operador aleatorio T' es estocdsticamente
continuo si, y solo si, es probablemente continuo y 8(T) = 1.

Las consideraciones anteriores permiten, en algiin sentido, pensar
en 3(T) como “la probabilidad de que T sea continuo”. De otra parte,
asociado a cada operador aleatorio lineal T, definimos la cantidad

o(T) :=inf{IP[ly = 0]: y € S(T)}

que, en virtud de Principio de Aleatorizacién Uniforme, es realmente
un minimo y puede ser concebida como “la probabilidad de que T
tenga grdfica cerrada.”

Nuestra intencién es probar que la probabilidad de que un opera-
dor aleatorio lineal sea continuo coincide con la probabilidad de que
tenga gréfica cerrada, obteniendo de este modo un teorema que de-
nominaremos “Teorema Aleatorio de la Grdfica Cerreda.” Comenza-
mos, para ello, mostrando la validez en el terreno aleatorio de algunos
resultados relativos al subespacio separador, que son de uso comiin
en el dmbito de los espacios de Banach. El texto de Sinclair [35] es
referencia obligada en este tipo de cuesticnes.
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TEOREMA 2.18. Sea T : X — Y una aplicacion lineal entre dos
F-espacios X eY. Sea Z otro F-espacio y R :Y — Z una aplicacion
lineal y continua. Se verifica entonces que

S(RoT) = R(5(T)),
y en particular, la aplicacion Ro T es continua si, y sdlo s,
S(T) C Ker(R).

Demostracion. Sea y un elemento de §(T) y {Zn}neIN una sucesién
convergente a cero tal que

{T(zn)}oem = v-
Por la continuidad de R se tiene que
{R(T(zn))}nem — R(v):
lo que muestra que
R(y) € S(RoT).

Por tanto
R(S(T)C S(RoT)

¥, Ya que el subespacio separador es cerrado, concluimos que
R(S(T)) C S(RoT).

Para demostrar la inclusién contraria consideramos la proyeccién
candnica Q de Z en Z/R(S(T)). Se trata de demostrar que

Q(S(RoT))=0.
Tomemos pues un elemento z de S(R o T) y comprobemos que
Q) = 0.

En efecto: si {z,} .y es una sucesién de elementos de X convergente
a cero y tal que

{(R ° T)(mﬂ)}nen - 2,
la continuidad de Q garantiza que

Q(z) = lim (Qo RoT)(z,),
y dada la conmutatividad del diagrama
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T

X — ¥ "

)

Y/S(T) " Z[R(S(T))

donde las aplicaciones Q' y R’ vienen dadas como sigue
Qy)=y+8(T), VyeY,
R'(y+8(T)) = R(y) + R(S(T)), Yy € Y,

se deduce que
Q(z) = lim {(R' 0 Q' 0 T)(zn)},eIN-

Dado que la aplicacién R’ es continua y la sucesién {z, }ne]N converge
a cero, vamos a obtener que @(z) = 0 tras probar que la aplicacién
@' o T es continua, para lo cual aplicaremos el Teorema de la Grafica
Cerrada.

Sea y + S(T') un elemento de Y/S(T) y {z}},cpy una sucesién
convergente a cero tal que

{(Q@" o T)(27)} e — ¥ + S(T).

Sea {yn},cIN una sucesién de elementos de S(7') tal que

{(T(z7) = ¥) = ¥a}nem — O-

Puesto que yy, es un elemento de §(T'), para cada natural n, se puede
encontrar una sucesién {wn}, |\, de elementos de X, convergente a
cero y tal que

{T(wn) - yﬂ}nelﬂ - 0.
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En consecuencia se ha conseguido una sucesién {z; — wa}, ., de
elementos de X, convergente a cero tal que

{T(zn — wa) - VinelN — 0

Esto prueba que
v € 8(T),
por lo que
S(Q'oT)=0,
lo que conluye la demostracién. I

El siguiente corolario del teorema anterior tendrd consecuencias
muy interesantes en el campo aleatorio.

COROLARIO 2.19. Sean X e Y espacios de Banach y T un operador
aleatorio lineal de X enY. Supongamos que Z es otro espacio de Ba-
nach y que R es un operador lineal y continuo de Y en Z. Entonces,
el operador aleatorio RT es estocdsticamente continuo si, y sdlo si,
todo elemento en el subespacio separador de I estd casi seguramente
valuado en el nicleo de R.

Demostracion. Como comentébamos en el Ejemplo 1.31.(viii), si y
es una variable aleatoria valuada en Y entonces la funcién Roy es
una variable aleatoria con valores en Z y en consecuencia, el operador
R induce un operador, obviamente lineal, de Lo(IP,Y) en Lo(IP, Z)
que, por comodidad, seguiremos denotando por R. Es inmediato
comprobar ademds que este nuevo operador es también continuo.

Basta ahora aplicar el teorema anterior a los operadores R y T
para obtener la conclusién deseada. i

CoRroLARIO 2.20. Sean X e Y espacios de Banach y T un operador
aleatorio linealde X enY. Si Sy es un subconjunio medible entonces
el operador condicional Tq, es estocdsticamente continuo si, y sélo
si,

y =0 (c.p.d.) sobre Qo, Vy € S(T).
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Demostracion. Se obtiene de aplicar el teorema anterior al operador
lineal

T:X — Ly(IP,Y)

y al operador continuo de restriccién

R: Lo(IP,Y) — Lo(PPq,,Y)

dado por
E(y) = y/Q0.

TEOREMA 2.21. (Teorema Aleatorio de la Grdfica Cerrada). Si T
es un operador aleatorio lineal entonces a(T') es un minimo, §(T) un
mdzimo y ademds,

o(T) = A(T).
De manera mds sugestiva: La probabilidad de que T sea continuo
coincide con la probabilidad de que T tenga grdfica cerrada.

Demostracion. La restriccién y /€y de cualquier elemento y del es-
pacio ceparador, S(T'), del operador T a un subconjunto de medida
positiva, (o, ha de pertenecer obviamente al subespacio separador,
S(Tgq,), del operador condicional Tg, por lo que

- rapne-o B i

En consecuencia se obtiene que
P[Q0] < o(T),

lo que muestra que

A(T) < o(T).

De esta manera, si o(T') es igual a cero, el resultado estd probado.
En otro caso, sabemos que existe un subconjunto medible Qg, con
P[] = a(T), para el cual se verifica que

¥y =0 (c.p.d.) sobre Qy, Vy € §(T).
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Aplicando el Corolario 2.20 concluimos que Th, es estocasticamente
continuo. Por tanto se satisface que

a(T) = P[] < B(T)
Y en consecuencia es

a(T) = B(T) = P[Qy).

CoroLARIO 2.22. Sean X eY espacios de Banach y T un operador
aleatoric lincal de X en Y. Son entonces equivalentes:

(i) T es probablementc continuo.

(i) Ply = 0] > 0, Vy € S(T).

Demostracion. Observando que S(T') es un subespacio vectorial ce-
rrado de variables aleatorias, la condicién (ii) = (i) se obtiene como
consecuencia del Corolario 2.15 y del Corolario 2.20. La condicién

(i) = (ii) es obvia. I

Como cabria esperar, si el operador aleatorio posee momento de
cierto orden entonces el Teorema Aleatorio de la Grifica Cerrada
proporciona una informacién adicional que seguidamente codificamos.

Previamente, con el fin de facilitar la escritura de los enunciados,
introducimos, para un operador aleatorio lineal T con momento de
orden r, la siguiente nomenclatura(?):

Sp(T) :={y: Hzn},en — 0, con {T(2n)},cIN — ¥, en probabilidad}

)Cuando no haya lugar a confusién seguiremos denotando el conjunto Spp(T)
como &(T') al ignal que se ha verido haciendo hasta ahora.
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S (T) :={y : 3Hzalpem — 0, con {T(2a)lpem — ¥, en |- lIr}-

COROLARIO 2.23. Sean X e Y espacios de Banach y T un opera-
dor aleatorio lineal de X en Y con momentio de orden r. Equivalen
entonces las siguientes afirmaciones:

(i) Ply = 0] > 4, Vy € Sp(T).

(i3) T posee un operador condicional T, estocdsticamente continuo
siendo

P[] 2 4.

(iii) T tiene un operador condicional Tg, continuo en media r-ésima
con
P[] 2 6.

(iv) Ply = 0] > 4, Yy € 8, (T).

De hecho
inf{lPly =0]: y € Sp(T)} =

sup{IP[Q] : Tq, es estocdsticamente continuo}
sup{IP[Q] : T, es || - ||--continuo} =
inf{Ply = 0] : y € §4.(T)}

Demostracion. (i) & (ii), en virtud del Teorema Aleatorio de la
Grifica Cerrada.

(i) & (iti), segin el Teorema 2.10.

(iii) = (iv), de manera obvia.

(iv) = (3ii). Por el Principio de Aleatorizacion Uniforme (Teo-
rema 2.12) aplicado al subgrupo de variables aleatorias S .(T') ob-
tenemos la existencia de un conjunto medible $Iy con IP[S}] > & tal
que

y =0, sobre o, ¥y € Sy,.(T),




56 Cap. |l. Continuidad de los Operadores Aleatorios

o de manera equivalente tal que
S (T) C Ker(R),

donde R : L. (P,Y) - L,(IPq,,Y) denota la aplicacién restriccién
dada por

R(y) = y/Q0,
la cual es obviamente continua. Por el Teorema 2.18 obtenemos que

el operador aleatorio RT es continuo en media r-ésima. Ahora basta
observar sélo que

RT =Tg,.

COROLARIO 2.24. Sean X e Y espacios de Banach y T un operador
aleatorio lineal de X en Y con momento de orden r. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Ply = 0] > 0, Vy € Sp(T).
(11) T posee un operador condicional estocdsticamente continuo.

(iii) T tiene un operador condicional continuo en media r-ésima.

(iv) Ply=0] >0, Vy € S".“',(T).

Demostracion. (i) & (ii), por el Corolario 2.22.

(it) & (iii), segin el Teorema 2.10.

(iii) = (iv), de manera obvia.

(iv) = (iii). Aplicando el Teorema 2.13 al subespacio vectorial
cerrado 8., (T'), del espacio £,(IP, X), obtenemos que para conve-
niente § > 0,

Ply=0]>6 Vye S”‘"'(T).

Ahora la implicacién (i) = (iii) del enunciado anterior coucluye la
prueba. §
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El Teorema Aleatorio de la Grafica Cerrada, que obviamente ge-
neraliza al Teorema 2.8, nos va a permitir, entre otras muchas co-
sas, caracterizar la continuidad probable en términos andlogos a las
distintas formulaciones equivalentes del concepto de continuidad es-
tocastica que establecimos (Proposicién 2.4), como pone de mani-
fiesto el siguiente resultado.

Para ello previamente recordaremos que dado un espacio de Ba-
nach X:

Se define el limite inferior de una funcién, f : X — R,
en el punto zp de X comio la cantidad

sii_%f(x) = li‘%inf{f(z) : ||z = zol| < €}

COROLARIO 2.25. Sea T un operador aleatorio lineal y & un real
positivo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T tiene un operador condiciona. T, estocdsticamente continuc,
siendo IP[Qg] 2 6.

(it) T es probablemente acotado: Para cada 0 < ¢' < §, IMp > 0
tal que
P(T(z)| < My|l<]] 2 &, V= € X.

(i) lim IP[||T(z)|| < M] > §, para todo M > 0.
z—0
(iv) La gréfica de T es probablemente cerrada:
Py = 0] > 4, para todo y en S(T).

De hecho:
a(T) =sup{é > 0:IM > 0 siendo IP[||T(z)|| < M]|z||] > 6 Vz € X} =
lim lim IP[||T(z)|| < €].
e—=070




58 Cap. |l. Continuidad de los Operadores Aleatorios

Demostracion. (i) = (ii). Para cada 0 < € < 1, segiin la Proposicién
2.4, ha de existir una constante positiva M, tal que
P[[|Ta, (2)ll < Mellz|l, o]
P{)]

>e, Vz e X,

luego si 0 < & < §, basta considerar Mz = M, siendo € =
aplicar la desigualdad anterior para obtener que

Pl|T(2)ll < My|zll] 2 &, Vz € X.

(9] ¥

(i) = (iii). Sean M > 0y 0 < §' < §. Existe entonces Mg > 0
tal que
P{|T ()l < Mg |Izll]) 2 &', Vz € X.

Entonces, si ||z]} < ﬁ’;,
§ < P[|T(2)l| < Mo l|zll] < P[IT(=)]| < M],

por lo que

; M
inf{PIT(2) : ll2ll < 3=} 2 8,
&

lo que demuestra que

lim P[||T(z)|| £ M] > §, para todo M > 0.
=0

(i) = (iv). Sea y un elemento de S(T') y {zn}, ¢y una sucesién,
de elementos de X, convergente a cero, tal que {T'(zs)},y converge
a y en probabilidad. Para cada positivo M se tiene que

M

Ply < M] 2 Pllly - T(an)l| < 3 IT(za)ll < 12

Plly - T(za)ll < 5+ BTG < 51~ 1.

Tomando limites en la expresién anterior, y teniendo en cuenta que
{T(2zn)},cIN converge a y en probabilidad, obtenemos que

3 M
Ply < M] 2 Im P[IT(z)| < ]2 6,
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de donde
§ < j“l}molP[y < M]=Ply =0)].

(iv) = (i) es el Corolario 2.14.
Por iltimo, detengdmonos un momento para observar que hemos
llegado a probar que

sup{P[Q] : Tq, es estocdsticamente continuo} <
sup{6 : IM > 0 siendo P[||T(z)|| < M||z[]] > é, Vz € X} <
lim lim P{|7()] < €] <
e—070

inf{IP[y = 0): y € S(T)},

¥ que todas estas desigualdades son de hecho igualdades dado que,
por el Teorema Aleatorio de la Grifica Cerrada, el primer y el ltimo
miembro de la cadena coinciden. [l

COROLARIO 2.26. Sean X e Y espacios de Banach y T un operador
aleatorio lineal de X en Y con momento de orden r. Se verifica
enionces que

lim lim IP[|iT(z)|| < ] =

e—+0z0

sup{IP[p)] : Tq, es continuo en media r-ésima}.

Demostracion. Es una consecuencia directa del resultado anterior y
del Corolario 2.23. I

De los resultados anteriores se desprende que no es necesario
comprobar el comportamiento de un operador aleatorio lineal T en
cada subconjunto medible para asegurar la existencia de un subcon-
junto medible sobre el cual T se comporte como un operador es-
tocdsticamente continuo, e incluso continuo en media r-ésima. Basta
y sobra calcular el siguiente limite

lim lim P(T(2)]| < ]
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para adivinar el mds grande “amasnio” que puede tener conveniente
subconjunto medible sobre el cual T se comporte como un operador
estocdsticamente continuo y, mds adn, como un operador continuo
en media r-ésima si ha lugar a ello. De este modo la bondad de un
operador aleatorio lineal respecto de la propiedad de continuidad (ya
sea ésta entendida como continuidad estocistica as{ como en media r-
ésima) queda condicionada al valor de un dnico nimero que se obtiene
del cdlculo de un sencillo limite.

II.4 TEOREMA ALEATORIO DE LOS ISOMORFIS-
MOS DE BANACH

Dedicamos la presente seccién a estudiar la continuidad estocdstica
de los operadores aleatorios T definidos entre dos aleatorizaciones,
estoes T : Lo(IP, X) — Lo(IP,Y), siendo X e Y convenientes espacios
de Banach sobre el mismo cuerpo K.

Se preguntard el lector que con qué derecho hablamos de opera-
dores aleatorios T' definidos sobre espacios Lo(IP,X) que no tienen
por qué ser espacios de Banach. La razén radica en que se puede
generalizar la definicién que hemos dado de operador aleatorio, con-
siderando como operadores aleatorios a todas aquellas aplicaciones
definidas de un F-espacio X en Lo(IP,Y) (la “aleatorizacion” de un
espacio de Banach(®) Y ). Pues bien, a este conjunto mas general de
operadores aleatorios son trasladables literalmente todas las definicio-
nes bdsicas dadas hasta ahora (continuidad estocdstica, continuidad
probable, etc.) al igual que los resultados mas importantes acerca de
ellas (Principio de aleatorizacién Uniforme, Teorema Aleatorio de la
Gréfica Cerrada, etc.). Sin embargo no ocurre asi con los resultados
que dependen de la equivalencia entre las afirmaciones contenidas en
el Teorema 2.3, como es el casc de la Proposicién 2.4 6 del Corolario

(3) Ademds, si se quiere, incluso puede suponerse que Y es un F-espacio y todo
lo que digamos seguird siendo ignalmente vilido pues ya hemos visto como de
las propiedades propias de la norma de Y no “pasan” a Lo(IP,Y) mis que las
relativas a la ‘estructura de F-espacio que Y posee.
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2.25. Aunque hasta aqui podria haber sido factible trabajar en el
ambito de los F-espacios, con las pertinentes particularizaciones al
caso de los espacios de Banach, tampoco hubiésemos podido man-
tener este ambiente en lo sucesivo pues, sin ir mds lejos, el capitulo
estelar de este trabajo (el tercero) requiere el marco de los espacios
de Banach. Haber planteado en principio la teoria en términos de
F-espacios, dispersando la atencién del lector en pro de una genera-
lidad que sélo resulta ser esencial en contadas ocasiones, nos hubiera
obligado a hacer continuas alusiones al caso particular de los espa-
cios de Banach por ser aqui, como seguiremos verificando, donde la
teorfa gana toda su riqueza. No obstante el lector interesado, puede
consultar [41] donde se recogen todos los resultados expuestos hasta
ahora siendo el ambiente subyacente el de los F-espacios (esfuerzo
que merecié la pena sélo porque en aquella ocasién tales resultados
constitufan un fin en si miemo).

El siguiente teorema muestra cémo un operador aleatorio biyec-
tivo y lineal definido entre dos aleatorizaciones tiene la misma pro-
babilidad de ser estocisticamente continuo que su operador aleatorio
inverso. En particular, cuando la probabilidad sea degenerada, se
obtendra el conocido Teorema de los Isomorfismos de Banach.

TEOREMA 2.27. (Teorema Aleatorio de los Isomorfismos de Ba-
nach). Si un operador aleatorio lineal T : Lo(IP,X) — Lo(IP,Y)
es biyectivo y probablemente continuo entonces T~ es probablemente
continuo con

o(T™?) = o(T).

Demostracion. Para cada elemento y del separador, S(T'), y cada
real positivo k se verifica que

P[T"Y(y) = 0] = P[IT*(¥)Il < kllyll, llyll = 0]
PT- ()l < kllyll + Plllyli = 0] -12>

P [m < ||y||] +a(T)-1,
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por lo que, haciendo k — o0, se obtiene que
P[T"\(y) = 0] 2 «(T), Vy € S(T).

Dado que

x € S(T7') & (0,x) € GrT-1 & (x,0) € GrT & T(x) € 5(T)

se verifica que
5(T"1) = T7Y(8(T)),
Y en consecuencia
o(T™) > a(T).

Intercambiando T y T~! obtenemos que

oT) > oT™?)

o(T™1) = o(T).

II.5 TEOREMA ALEATORIO DE LA APLICACION
ABIERTA

La apertura de un operador aleatorio T' de un espacio de Banach X
en un espacio de Banach Y, como se sabe, significa que el operador T
transforma los abiertos del espacio X en abiertos del espacio Lo(IP,Y)
y cuando ello ocurra diremos. como viene siendo habitual, que el
operador aleatorio T es estocdsticamente abierto.

Observemos que si el operador aleatorio T' es estocdsticamente
continuo, sobreyectivo y lineal entonces la apertura estocdstica puede
caracterizarse mediante la siguiente condicién:
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Para cada £ perteneciente al intervalo )0, 1] eziste un po-
sitivo M, verificando que, dada una variable aleatoria y de
Lo(IP,Y), puede encontrarse un elemento z en X tal que
T(z) =y, siendo

Pllizll < Mcllyfli

DEFINICION 2.28. Se dird que un operador aleatorio es probablemente
abierto cuando alguno de sus operadores condicionales sea abierto.

TEOREMA 2.29. (Teorema Aleatorio de la Aplicacion Abierta). Un
operador aleatorio lineal y sobreyectivo T, de X en Y, probablemente
continuo es probablemente abierto. De hecho, el conjunto

{IP[Q] : Tq, es estocdsticamente abierto y continuo}

tiene mdzimo, siendo éste igual a a(T).

Demostracion. El Teorema Aleatorio de la Grifica Cerrada asegura
la existencia de un subconjunto medible 2y, con IP[Qp) = a(T), tal
que el operador condicional Tp, es estocdsticamente continuo. Dado
que Tq, es trivialmente sobreyectivo, segin el Teorema cldsico de la
Aplicacion abierta, ha de ser también abierto, lo que demuestra el
resultado. |

Dado que todo espacio de Banach Y puede verse como una alea-
torizacion trivial de si mismo, el clasico Teorema de la2 Aplicacién
Abierta resulta ser un caso particular del correspondiente teorema
aleatorio.

El siguiente resultadc es una mera traduccion al lenguaje estocds-
tico del resultado anterior.
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CoroLARIO 2.30. Si un operador aleatorio lineal, T, de X en Y es
probablemente continuo entonces para cada ¢ perteneciente al inter-
valo 10, a(T')[ eziste un positivo M, tal que, dada una variable alca-
toria y de Lo(IP,Y), ha de poder encontrarse un elemento z en X
verificando que P[z]| < M.llyll] > ¢, siendo P[T(z) = y] > o(T).

II.6 TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS ALEATO-
RIO

En esta seccion pretendemos obtener una versién aleatoria del co-
nocido Teorema de Banach-Steinhaus, que serd fruto de la misma fi-
losofia con ia que conseguimos “aleatorizar” el Teorema de la Gréfica
Cerrada. Con ello, el Teoreina aleatorio de Banach-Steinhaus sers
clave en la teoria emergente de continuidad automética de los ope-
radores aleatorios, hecho que puede ser ilustrado con la lectura de
[43]. Nosotros intentaremos recoger aqui toda la luz que dicho teo-
rema arroja en el ambiente general en el que nos venimos desenvol-
viendo, codificando por ejemplo la informacién obtenida acerca de los
operadores aleatorius que son limite puntual en probabilidad de una
sucesion de operadores aleatorios probablemente continuos.

A lo largo de esta seccién {T;}ies denotard una familia de ope-
radores aleatorios lineales del espacio de Banach X en el espacio de
Banach Y. La equicontinuidad de esta familia de operadores con
respecto a la uniformidad de X y a la de Lo(IP,Y), se expresa obvia-
mente de la siguiente forma:

Para cada 0 < € < 1 eriste una constante positiva, M,,
tal que

P[||Ti(z)|| £ M.||z||] > &,Vz € X, para todo i en I.
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Si éste es el caso, se dird que la familia {T;}e; es estocdsticamente
equicontinua (cumpliendo una vez mds con nuestra tradicién).

Procediendo de igual modo, diremos que la familia {T;}:es estd
puntualmente estocdsticamente acolada si para cada r en X se satis-
face la siguiente condicién:

Dado 0 < € < 1 eziste una constante, M., tal que

P[||Ti(2)|| £ Mze] 2 €,Vi€ L

Uno de los principios fundamentales del Andlisis Funcional es
el Teorema de Banach-Steinhaus ([31], Theorem 2.6); resultado de
incuestionable interés que es perfectamente trasladable a nuestro am-
biente estableciendo que:

Toda familia de operadores aleatorios lineales estocdstica-
mente continuos que esté puntualmente estocdsticamente
acotada ha de ser estocdsticamente equicontinua.

Concretamente se tiene el siguiente enunciado:

TEOREMA 2.31 . (Lectura estocdstica del leorema de Banach-
Steinhaus). Sea {T;}ie; una familia de operadores aleatorios lineales
estocdsticamente continuos de un espacio de Banach X en un espacio
de Banach Y. Supongamos que para cada z en X y0 < ¢ < 1 eziste
una constante M . tal que

Pl|Ti(z)ll € M) 2 €,Vi€ 1.

Para cada 0 < € < 1, eriste entonces una constante M, tal que

P[||Ti(z)|| £ M.||z]]) 2 €,Vz € X, para todo i en I.
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Con arreglo a la filosoffa mantenida a lo largo de este trabajo ha
llegado el momento de debilitar el concepto de familia estocdsticamen-
te equicontinua y el de familia puntualmente estocdsticamente aco-
tada. Hasta la presente, estas debilitaciones se han hecho de dos
maneras distintas que a la postre han resultado ser equivalentes:
La primera de ellas aparentemente mds débil consistia en considerar
que cierta propiedad se verifica con cierta probabilidad. La segunda
forma, que podria ser calificada de “uniforme”, consiste en suponer
la existencia un subconjunto medible, 2o, en e! que la propiedad se
satisface estocdsticamente. Sin embargo a diferencia de lo ocurrido
con la continuidad estocdstica, cuando las propiedades consideradas
son las dos que nos ocupan en este momento, desgraciadamente no se
pueden idear “principios de aleatorizacidn uniforme” que permitan
poner en equivalencia las dos maneras de efectuar dichas debilita-
ciones. Puesto que ahora las debilitaciones aparentemente débiles lo
son realmente, nos vemos obligados a optar por las dos definiciones
siguientes.

DEFINICION 2.32. Se dice que la familia {T;};cs es probablemente
equicentinua si podemos encontrar 0 < § < 1 tal que para cada
0 < ¢’ < & exista un positivo Mg > 0 verificando que

P[||Ti(2)]| € Mg||z]|] > &, Yz € X, para cada i en 1.

EiemPLO 2.33. Consideremos es espacio de probabilidad ([0, 1], B, A)
y la familia de operadores aleatorios {T,}, .y de R en IR dada por:

(0,3 si n es par

Ta(z)(w) = {

nTX(iy) Sinesimpar

La familia {T,.}, y es probablemente equicontinua y no puede en-
contrarse un conjunto medible g, con P[Qp] > 0, tal que la familia
de operadores condicionales {Tnq,}, N Sea estocisticamente equi-
continua.
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DEFINICION 2.34. Se dice que la familia {T;},cr es puntualmente
probablemente acotada si existe 0 < § < 1 tal que para todo z en X
existe una constante, M, satisfaciendo que

P[||Ti(z)|| £ M) 2 6,Vie I

EjeMpLO 2.35. Consideremos otra vez el espacio de probabilidad
((0,1],B,2) y la familia de operadores aleatorios reales, {Ty}, N>
definida por

Ta(z) = zyn, paracadaz en R,y todon en IN,

donde {yn},cpy s la sucesién de variables aleatorias ordinarias de-
finida como sigue:

yzn—l(w) - { n fwe ]%51]

(W) = n ifwel[0,3]
Ym@=10 Hweld,]

Esta familia es puntualmente estocdsticamente acotada pues dado un
positivo, M, se verifica que

PlITa(a)l < M] 2 3, V2 € X,

pero es imposible encontrar un subconjunto medible 2, de medida
positiva, tal que {Tq, },, [y sea puntualmente estocdsticamente aco-
tada.

En el siguiente resultado se recoge buena parte de la enjundia
de lo que convendremos en llamar “Teorema Aleatorio de Banach-
Steinhaus”.
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LEMA 2.36. S5i T es un operador aleatorio lineal de X enY que es
probablemente continuo y {-""n}ne]l\l es una sucesion de elementos de
X convergente a un elemento z de X entonces, para todo 7 > 0, se
verifica que

| LmP[||T(z0)|| < 7] - P[IT(2)]| < 7} < 1 - o(T).

Demostracion. Para demostrar que

lmlP{|T(z,)]| € 7] - P{|T(2)]| < 7] < 1 - o(T),

supongamos que, por el contrario, existe 7 > 0 tal que
LmIP(||T(z,)|| < 7] > P[||T()]| < 7] + 1 - o(T),

para alguna sucesién {zﬂ}nelN convergente a z. Entonces, para con-
veniente real v suficientemente pequefio y para cada natural n sufi-
cientemente grande, ha de satisfacerse que

P[|T(zn)ll £ 7]+ PIT(2)| > 7] > 2~ «(T) +27.  (6.1)
Dado que
lim P(IT(2)|| 2 7 + o] = P[|T(2)] > 7],
ha de existir ap > 0 tal que
P[[T(z)[| 2 7 + eo] 2 P[||T(2)|| > 7] - 7,
y por (6.1) ha de ser
P{IT(za)ll < 7]+ PIT(2)l| 2 7 + @] > 2= a(T) + 7.

De esta manera
P[||T(zn) = T(2)ll > o] >

P(| [ T(za)ll = IT(2)I] |2 @0} 2
P[||T(za)ll < 7, IT(2)| 2 7 + 0] 2
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P(IT(zn)ll < 7]+ PIT(2)l| 2 7 + 0] = 1 >
1-a(T)+1.

Asi es
P[||T(zn) - T(2)|| < @0] < a(T) ~ 7,

de donde
LmP[||T(zn — 2)|| < @] £ a(T) - ¥ < (T),

en contradiccién con el Corolario 2.25 que asegura que

a(T) 2 lim IP[||T(=)|| < €], para cada ¢ > 0.
z—0

Esto demuestra que
lmlP|T(z,)]| < 7] - P{|T(2)]| < 7] < 1 - a(T).
Mediante un argumento anélogo se prueba que

P(|T(2)|| < 7] - imP(||T(z4)|| < 7] < 1 - &(T).

TEOREMA 2.37. (Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus). Sea
{Ti}ie1 una familia de operadores aleatorios lineales probablemente
continuos. Supongamos que para cierto real positivo § se verifica la
siguiente propiedad: para cada = en X eziste una constante positiva,
M;, tal que

P(|Ti(z)l| < M:] 2 6, Vie I

Entonces eriste M > 0 tal que, para cada = en X,

P[||Ti(=2)ll < Milzil] 2 (26 - 1) - (1 - «(T3)), Vi€ I.
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Demostracion. Definamos para cada natural n el conjunto
n={z € X :P[||Tz)]| <n] 26 Viel}.

Puesto que

X= ?::v

n

el Teorema de Baire asegura que algin C,, tiene interior no vacio,
lo que hace posible encontrar en tal conjunto determinada bola, que
denotamos por B(zg, 2r), siendo r < 1. De esta manera, para todo z
de X con ||z|| = 1, se tiene que

2o+ rz € Cp,

gracias a lo cual existe una sucesién {2}, .y, de elementos de Cy,,
convergente a o + rz. Aplicando el lema anterior obtenemos que

PIT(z0 + ro)l| < m] 2
lmP{|Tize)]| < m] - (1 - «(T})) 2
5 - (1- o(T)),

¥ en consecuencia,
P[||T(rz)l| < m + || Ti(=zo)ll] 2 6 - (1 - (T3)).

Observando que

P[||Ti(rz)|| < 2m] 2
P(||Ti(rz)|| £ m + || Ti(zo)ll, [|Ti(zo)l| < m] >
§-(1-ATi))+6 -1,

y tomando M = -2—;"-‘- podemos concluir que

PIT(=)]| < Mllell] > (26 - 1) - (1 - o(T)), ¥z € X.
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Si en el resultado anierior hacemos § tender a uno observamos
que el Teorema de Banach-Steinhaus es un caso particular del corres-
pondiente resultado aleatorio.

Hemos visto que ¢l “grado” de equicontinuidad de una familia
de operadores aleatorios lineales probablemente continuos depende
por un lado de cudn estocisticamente continuos sean los operadores
aleatorios de esta familia y por otro de cuén fuerte sea la acotacién
puntual estocdstica de la familia. Los dos siguientes corolarios insis-
ten en poner de manifiesto que las dos hipétesis anteriores repercuten

de manera totalmente independinente sobre la equicontinuidad pro-
bable.

COROLARIO 2.38. Supongamos que una familia de operadores alea-
torios lineales probablemente continuos, {T;}.c1, es puntualmente es-
tocdsticamente acotada. Entonces, para cada 0 < € < 1, cziste una
constante, M,, tal que

PITi(z)ll < Meljzll] 2 € - (1 - o(T3)), Vi€ I, Vz € X.

Demostracion. Si asociado a cada ¢ del 0, 1[ consideramos § = &1,

2
una aplicacién directa del teorema anterior prueba este corolario. I

Todos los resultados relevantes que han aparecido hasta ahora
en esta Memoria coniparten la misma filosoha que es la siguiente:
si un operador aleatorio satisface determinada hipétesis “probable-
mente” entonces ha de verificar la tesis que se obtenga del caso clasico
con la misma probabilidad con que se satisface la hipétesis; y ha
sido precisamente el Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus la ex-
cepcién que confirma la regla, en el sentido de que si el “grado” de
acotacién puntual estocdstica es §, entonces el “grado” de continui-
dad estocastica que obtenemos para cada operador T; de la familia
es (26 — 1) — (1 — a(T;)), cuando lo deseable hubiese sido obtener
6 — (1 = a(T;)) en lugar de la cantidad anterior. Esa merma, de va-
lor (1 — §), es imputable sélo a la propiedad de la acotacién puntual
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estocdstica. De hecho, si no nos resignamos a sufrir pérdida alguna
basta que supongamos que la acotacién puntual estocdstica es algo
mejor, como probamos a continuacion.

CoROLARIO 2.39. Sea {T;}icr una familia de operadores aleato-
rios lineales probablemente continuos. Si eziste un subconjunio me-
dible 2y, con P[] > 6, tal que {Tiq,}icr €s puntualmente es-
tocdsticamente acotada entonces, para cada 0 < §' < 8, eriste un
positivo Mg tal que, para cada z en X, es

P[||Ti(2z)l| £ Mg||z]l] 2 6" ~ (1 - «(T3)), Vi€ 1.
Demostracion. Como es usual, denotemos por IPg, la probabili-
dad condicional relativa al subconjunto medible Qp. Aplicando el

corolario anterior a la familia {Tiq, }ie7 obtenemos que, para cada
0 < £ < 1, existe una constante, M,, tal que

Paq[[|Tiay (2)ll € Mellz|l] 2 € - (1 - o(Tiq,)),Vz € X, Vi€ I,
de ahi que

P(ITi(x)ll € Mellzl] 2 P(Qo)(e - (1 - a(Tin,)), V2 € X, Vi € I.

(6.2)

De otra parte, por el Teorema Aleatorio de la Grafica Cerrada (Teo-

rema 2.21), para cada i de I existe un conjunto medible §2; tal que
Tq; es estocasticamente continuo y IP[();] = a(T;). Ademds,

o(T:) + P[] - 1

a(Tiq,) 2 Pg, [ N Qo] > P[] '

es decir
Pi{Q)(1 - a(Tiq,)) £ 1 - a(T), Vi€ I.

De esta manera, a partir de (6.2), podemos establecer que para cada
0 < £ < 1 existe una constante, M,, tal que

PITi(z)ll < Mellzll] 2 é¢ - (1 - «(T2)), Vz € X; Vie .
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Luego, dado 0 < ¢’ < §, basta tomar e = %’- en la desigualdad anterior
para probar el resultado. B

Anélogamente a lo que ocurre en el caso clasico, el Teorema alea-
torio de Banach-Steinhaus nos permitird estudiar la continuidad es-
tocdstica del limite puntual estocdstico de una sucesién de operadores
aleatorios lineales.

DEFINICION 2.40. Sea {T,},py una sucesién de operadores aleato-
rios lineales de X en Y. Se dird que un operador aleatorio lineal T,
de X en Y, es el i‘mite puntual estocdstico de la sucesion {T,.}, .y
si, para cada z en X, la sucesién {Tn(z)},cpy converge a T(z) en

probabilidad.

El siguiente corolario nos muestra cémo el limite puntual es-
tocdstico de una sucesién de operadores probablemente continuos es
tan probablemente continuo como lo sean los términos de la sucesion,
en el siguiente sentido:

COROLARIO 2.41. Si T es limite puntual estocdstico de una sucesion
{Tn},.ely de operadores aleatorios lineales probablemente continuos
entonces

o(T) > uﬂa(Tn)'

Demostracion. Si a(T) < lima(T,), poaemos encontrar un real 3 tal
que

a(T) < B < lima(T,)

por lo que, considerando una parcial convergente si fuese necesario,
o es restrictivo suponer que

a(T,) > B, ¥n € IN.
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De otra parte, {Tﬂ}nem es puntualmente acotada estocastica-
mente y por el Corclario 2.38, dado 0 < € < 1, ha de existir una
constante, M,, tal que

P{|Ta(z)]| € Mellall] 2 e-(1-a(Tw)) > e~(1-B), ¥z € X, ¥n € .
De esta manera, si 7 > 0, se tiene que
P[||T(z)]| € Mc|lz|| + 7] >
P[] [|(Tn = T)2)l| - 1 Ta(2)Il IS Mellz|| + 7] 2
P[I(Tn - T)2)|| < 7, ITa(2)l| £ M|lz|l] >
P[||(Tn = T)(=)l| < ]+ P[||Ta(2)]| £ Me||z|]] = 1>
P(Tn - T)@)l < 7]+ €~ (1 - B) -1,
luego, si n — oo, concluimos que
PlT(z)ll < Melzl| + 7] > 8- (1 -¢), Vz € X.
Si ahora r — 0,
P(IT(z)|| < Mellz]] 2 8- (1-¢), ¥z € X,

por lo que
o(T) 2 B,
lo cual es imposible. 1l

El siguiente concepto responde a la consideracién de una conver-
gencia muy pobre y uifusa que en absotuto debe asociarse a la nocién
de limite. Sin embargo veremos que, a pesar de ello, dicha nocién sera
transmisora de la propiedad de continuidad de los términos de la su-
cesi6n involuzrada.

DEFINICION 2.42. Sea {T,},y una sucesién de operadores aleato-
rios y sea 0 < § < 1. Decimos que un operador aleatorio, T, es un
é-limite de la sucesién {T,} . py si para todo z en X se verifica que

limIP{|[Ta(2) - T@)[| < 7} 2 6, ¥r > 0.
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Obviamernte:

T es el limite puntual estocdstico de {Tn}, Iy i, y sdlo
si, T es §-limite de {Ty}, .y para todo § en ]0,1[.

Como consecuencia del Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus
probaremos que a pesar de que una sucesién de operadores aleato-
rios lineales {T,},cpy Puede tener un nimero infinito de 4-limites
diferentes:

Cuando & es suficientemente grande (5 > %) y los opera-
dores aleatorios T, son estocdsticamente continuos, entonces
todos y cada uno de los 6-limites, T, de la sucesion {Ts}, N
han de ser probablemente continuos. Ademds, cuanto mds
grande sea 6§, mds grande serd el grado de continuidad es-
tocdstica (a(T')) del operador T. En particular si T es el
limite puntual estocdstico de la sucesion {T,}, Iy entonces
T es estocdsticamente coniinuo (esto es, cuando & vale uno,
a(T') también es uno).

La afirmacién anterior no es mis que una interpretacion del si-
guiente resultado que se obtiene a partir del Teorema Aleatorio de la
Grafica Cerrada y del Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus.

CoROLARIO 2.43. Sea {T,}, Iy una sucesién de operadores aleato-
rios lineales estocdsticamente continuos y sea T' un operador aleatorio
lineal tal que eziste § > % satisfaciendo que, para cada z en X,

HmP{|Tn(z) - T(z)|| < 7] 2 6, V7 >0,
entonces T es probablemente continuo y

a(T) 236 -2.
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Demostracion. Sea 0 < § < 36 — 2. Ya que 1*—5,"'—5 < 4, ha de
verificarse por hipétesis que, para cada z en X, existe un natural m
que depende de z y es tal que

PITa(z) - T(@)] < 1] > 228

—3-:——‘-5-, Yn > m,

lo que demuestra que, para conveniente constante N,, ha de ser
248 -6
2

En consecuencia, para todo z en X, ha de existir una constante
M; > 0 satisfaciendo que

P[|Ta(2)ll < N:] > , Yo 2 m.

246 -6

PlITu()l < Me] > 225

, Yne N,

lo que permite, en virtud del Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus,
obtener una constante M tal que

P[|Tn(2)ll < Mpllz|l] 2 (146" - 8) - (1~ o(Tn)), Yz € X, Yn e N.

Dado que, para cada natural n, el operador T, es estocdsticamente
continuo, el Teorema Aleatorio de la Gréfica Cerrada (Teorema 2.21)
nos asegura que

a(l,)=1, Vne NN,

y de este modo,
PITa(2)l| < Melizl] 2 (1+6 - 8), Yz € X, Vn € .

Si ahora argumentamos como en el corolario anterior entonces, para
T > 0, se verifica que

PIT(z)ll £ Maliz|| + 7] >
P[|Ta(z) - T(2)ll < 7] + P[||Ta(2)l| < My ||zll] - 1, Yn € N,

por lo que
P(||IT(z)Il £ Mg|iz|| + 7] >
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Demostracion. Sea 0 < &' < 3§ — 2. Ya que 11’%"-5 < §, ha de
verificarse por hipétesis que, para cada r en X, existe un natural m
que depende de z y es tal que

'—
2_+.6_......6.., Vnzm’

P{ITa(z) - T(a)l < 1] > =5

lo que demuestra que, para conveniente constante N, ha de ser
24 6' -6
2

En consecuencia, para todo z en X, ha de existir una constante
M, > 0 satisfaciendo que

P[||Tw(z)|| < N] > , ¥n > m.

246846
2

lo que permite, en virtud del Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus,
obtener una constante My tal que

P||Ta(2)l| < Mc] > , ¥n e N,

P(ITa(2)l| < Mallzll] 2 (146 - 8) - (1- a(Tn), Va € X, Vn € I.

Dado que, para cada natural n, el operador T}, es estocdsticamente
continuo, el Teorema Aleatorio de la Gréfica Cerrada (Teorema 2.21)
nos asegura que

ao(T,)=1, Vne N,

y de este modo,
P[||Tu(z)]| € Ma|iz|]) 2 (1+ & - 6), Yz € X, Vn e N.

Si ahora argumentamos como en el corolario anterior entonces, para
T > 0, se verifica que

PIT(z)|| < Mg ||z|| + ] 2
P[||Ta(2) - T(2)ll £ 7]+ P Tn(2)l| € Mpllz]] - 1, ¥n € N,

por lo que
P(|T(2)]| < Ms||z|| + 7] 2
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LmP(|Ta(z) - T(2)l S 7]+ (148 = 8)-12 4.

Luego, haciendo 7 — 0, concluimos que

P(|IT(z)ll £ Me|izll] 2 &', Yz € X.

Por ltimo veremos cémo la informacién obtenida en el Teorema
de Banach-Steinhaus Aleatorio repercute en el estudio de la continui-
dad de un operador aleatorio bilineal.

Consideremos tres espacios de Banach, X, Y, Z. Como puede
adivinarse, se dird que un operador aleatorio de X XY en Z es bilineal
cuando sea lineal en cada una de sus variables.

COROLARIO 2.44. Sea T un operador aleatorio bilineal de X x Y
en Z y supongamos que el operador Ty(z) := T(z,y), definido de
X en Z, es probablemente rontinuo para cada y de Y mientras que
el operador To(y) := T(z,y), definido de Y en Z, es probablemente
continuo parc cada r de X. Entonces T is probablemente juntamente
continuo. De hecho

o(T) 2 maz{ex - 2(1 - ay),ay — 2(1 - ax)}

stendo

ax = inf{a(T;) : |lz|| £ 1} y ay = inf{a(T}) : ||yl < 1}.

Demostracion. Consideremos 0 < § < ay. Dado que, para todo y
en Y, el operador T, es probablemente continuo, ha de existir una
constante M, > 0 tal que

P[||Ty(z)l| < My] 2 6, Vz € X con ||z < 1.

Como quiera que Ty(y) = Ty(z), esto demuestra que la familia
{T: : ||z|| £ 1} es puntualmente probablemente acotada y, gracias
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al Teorema Aleatorio de Banach-Steinhaus ha de existir M; > 0 tal
que, si [|z|| < 1, [lyl| < 1, se verifica que

P[||T(z, y)ll < Ms] 2 (26 - 1) - (1 - ax).

De esta manera,
a(T) 2 (2ay - 1) - (1 - ax).

Un argumento andlogo nos permite demostrar que para cada
6 < & < ax existe My > 0 tal que, siendo ||z|| < 1, ||y]| < 1,
ha de satisfacerse que

P[|T(z,y)ll £ Mp] 2 (28’ - 1) - (1 - ay).

De ese modo
a(T) 2 (2ax — 1) - (1 - ay),

y el resultado estd probado. §

CoROLARIO 2.45. Si un operador aleatorio bilineal es separadamente
estocdsticamente continuo entonces ha de ser juntamente estocdstica-
mernte continuo.




CarpitTuro III

CONTINUIDAD DE LAS DERIVACIONES
ALEATORIAS

II1.1 DERIVACIONES EN ALGEBRAS DE BANACH

Tras el asentamiento bésico de la Teoria de las Algebras de Banach,
una serie de disciplinas se han gestado en su seno, entre las que des-
taca la conocida con el nombre de “Continuidad Automdtica”. Uno
de los principales problemas en los que se centra esta materia consiste
en la investigacién de la continuidad de las derivaciones sobre dlgebras
de Banach sobre las que acontece una situacién de mayor o menor
privilegio algebraico, tal como la semisimplicidad o la semiprimidad.

Aunque en 1953 Kaplansky [22] conjeturaba, y en 1960 Sakai [32]
probaba, que las derivaciones de una C*-dlgebra debian ser continuas,
posiblemente fuese el trabajo de Singer y Wermer [36], en 1955, el que
marcé el inicio de la investigacién en este tipo de cuestiones. En este
trabajo los autores probaron que la imagen de cualquier derivacion
continua sobre un dlgebra de Banach conmutativa estd conienida en
el radical de ésta. Conjeturaron asi mismo que la continuidad era una
condicién superflua, suministrando a los Banach algebristas un pro-
blema que los mantuvo ocupados hasta el aiio 1987 en que Thomas lo
resolvié positivamente [39]. Es justamente la posible discontinuidad

79
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de la derivacién la causa del proklema convirtiéndose de este modo
la continuidad de las derivaciones en un algebra de Banach en una
cuestion de crucial interés. Asi fue entendido por mateméticos como
Curtis {9] o Johnsor [20].

Fue seguramente el trabajo de Johnson y Sinclair [21] el més re-
levante al respecto. Debemos precisamente a estos dos autores el
establecimiento de una serie de principios fundamentales que han
modelado la sugestiva disciplina conocida hoy como Continuidad Au-
tomatica.

En lo sucesivo A serd un dlgebra de Banach real o compleja, para
la que hipétesis alguna de conmutatividad o presencia de unidad es
supuesta. Como es sabido, en ella existe un ideal destacado, llamado
radical de Jacobson o simplemente radical, que es el definido por la
interseccion de los nicleos de todas sus representaciones irreducibles,
los cuales son denominados ideales primitivos. Como es usual, cuando
el radical se reduzca a cero diremos que el dlgebra A es semisimpie.

Recordamos que una derivacion sobre A es un operador lineal del
dlgebra A en si misma verificando la identidad

D(ab) = D(a)b + aD(b), Ya,b € A.

El clasico Teorema de Johnson-Sinclair establece la siguiente co-
nexién intima entre la semisimplicidad y la continuidad.

TEOREMA 3.1. (Johnson-Sinclair). Toda derivacion sobre un dlgebra
de Banach semisimple es automdticamente continua.

Otro problema cldsico en este 4mbito es el de la continuidad de las
derivaciones médulr -valuadas. Como es perfectamente intuible, una
derivacion de A en un A-mddulo bildtero, X, es un operador lineal
D : A — X verificando la famosa condicién

D(ab) = D(a)b+ aD(b), Va,b € A.
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Ringrose [30], en 1972, prueba que toda derivacion mddulo-
valuada de una C*-dlgebra es continua y posteriormente Badé y Cur-
tis ([2], [3]) investigan condiciones sobre un dlgebra de Banach A que
fuerzen que toda derivacién de A en un A-médulo de Banach bildtero
sea continua.

El propésito del presente capitulo es presentar una extensién del
Teorema de Johnson-Sinclair, justamente en este original marco que
hemos elegido del “Andlisis Funcional Aleatorio”. Nuestros resul-
tados pueden ser también considerados como una contribucién a la
teoria de las derivaciones médulo valuadas, como tendremos ocasién
de comprobar.

II1.2 DERIVACIONES ALEATORIAS EN ALGEBRAS
DE BANACH

Planteamos ahora una curiosa cuestién en este cldsico terreno de la
continuidad de las derivaciones en dlgebras de Banach. El problema
se enmarca en una “exética” mezcla entre el “Anélisis Aleatorio”
desarrollado en el capitulo precrdente y la teoria de la Continuidad
Automatica. Una vez delatado el contexto, la cuestién podria ya
vislumbrarse.

Supongamos que para un 4lgebra de Banach A disponemos de un
operador aleatorio lineal, D, de A en A del cual, aunque no se conoce
si satisface o no la propiedad de derivacién, se sabe en cambio que
“deriva” con cierta probablilidad, esto es existe 0 < § < 1 tal que

P[D(ab) = D(a)b+ aD(b)] > é, Va,b € A.
;Posee D en esta situacion alguna propiedad de continuidad?.

Naturalmente, un operador aleatorio lineal, D, sobre A verifi-
cando que

IP[D(ab) = D(a)b+ aD(b)] = 1, Va,b € A.
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recibird el nombre de derivacion estocdstica.
Si no se puede aspirar a tanto y la propiedad satisfecha por el
operador aleatorio lineal D es tan sélo esta otra:

IP[D(ab) = D(a)b + aD(b)] > 6, Ve,b € A.

{(para conveniente 0 < § < 1) se dird 2ntonces que D es una derivacion
probable.

Asociamos a cada derivacién probable el mds grande valor de §
que satisface la propiedad anterior:

§(D) := inf{IP[D(ab) = D(a)b+ aD(b)], a,b € A}

que es entendido como la probabilidad de que D derive. Obviamente:

Una derivacion probable, D, es una derivacion esto-
cdstica si, y sdlo si, §(D) = 1.

Observemos que considerando el operador aleatorio D como un
operador Lg(IP, A)-valuado, toda derivacién estocastica D puede ser
vista como una derivacién mddulo-valuada en el sentido tradicional,
aunque a diferencia con las clisicamente estudiadas la nuestra no
toma sus valeres en un espacio de Banach sino en uno de Fréchet.
Téngase en cuenta esta consideracién a la hora de comparar nuestros
resultados con los de Badé y Curtis [2). Démonos cuenta, por otra
parte, de que la probabilidad trivial en nuestro modelo nos propor-
ciona las cldsicas derivaciones de A en A.

Légicamente la cuestién planteada al comienzo de la seccién puede
reformularse en los siguientes términos:

1. ;Es estocdsticamente continua toda derivacion estocdsti-
ca de un dlgebra de Banach semisimple?.

De manera mds ambiciosa:

2. ;Es probablemente coniinua toda derivacion rrobable de
un dlgebra de Banach semisimple?. ;Eziste ademds alguna
relacion entre los nimeros §(D) y a(D)?.
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Dedicamos la siguiente seccién justamente a dar respuesta a es-
tas cuestiones. Previamente vamos a comprobar que en esencia el
problema se reduce a la resolucién de la primera cuestion.

Los operadores aleatorios, D, que disponen de algin operador
condicional, Dg,, que es una derivacién estocdstica son ejemplos na-
turales de derivaciones probables. Pero aparentemente es mds fuerte
la condicién de tener un operador aleatorio condicional que sea una
derivacién estocdstica que la de ser derivacién probable, puesto que,
si Dq, es una derivacién estocdstica, entonces dados cualesquiera dos
elementos a,b en A, se sabe que

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (c.p.d.) sobre Qq,

mientras que si en general D es una derivacién probable entonces,
dados a y b en A, se sabe que existe un conjunto medible Q,4, que
depende de a y de b, con P[] > 6(D), tal que

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (c.p.d.) sobre Q,4;

pero dado otro par de elementos ¢,d de A, no sabrfamos decir qué
relacién existe entre 2,4 y .4, a diferencia de lo que ocurre en el
primer caso.

El resultado principal de esta seccion, muestra explicitamente
cémo podemos conseguir para cada derivacion probable ) un su-
bconjunto medible g, con P[] = §(D), tal que

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (c.p.d.) sobre Qo, Va,b € A.

El resultado anterior serd una consecuencia inmediata del siguien-
te teorema.

TEOREMA 3.2. (Principio de Aleatorizacion Uniforme Multilineal).
Sean Xy, +,Xn,Y espacios de Banach y T un operador aleatorio
multilineal de X1 x --- X X,, en Y. Las siguientes afirmaciones se
verifican:
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(i) Si existe 0 < § < 1 tal que
P[T(z1,+,20) = 0] 2 6, ¥(21,++,Z5) € X3 X +++ X Xp,

entonces eriste un subconjunto medible Qo, con P[] > 6, tal
que Tg, = 0.

(ii) El conjunto
{P[Q]: 2 es medible y Ty = 0}
tiene mdzimo, el conjunto
{P[T(z1,+ 2n) =0]: (21, -2n) € X1 X ++- X Xp}

tiene minimo y ambos valores cotnciden.

Demostracion. Supongamos, por simplicidad, que T es bilineal y
coensideremos el nimero

6 := inf{IP[T(z,y)=0]:z € X;, y € X3}.

Vamos a probar, por induccién, que

]P{T(T'l»yl) = 01 o ',T(.’Bm yn) - 0] 2 67

Vxla"'yzﬂexls Vyh"',ynEXZ- (41)

En efecto: Para n = 1 el resultado es cierto. Supongamos ahora
que la igualdad anterior se satisface para cierto natural n. Entonces,
dados ahora (n + 1) elementos z;,:-+,Zn4; de X; y otros tantos
elementos y;,::+,yn+1 de X, tenemos por hipétesis de induccién
que para cualesquiera reales positivos A, 3, ha de ser

6 S ]PIT(zlv yl) = 0" o ':T(xn—l, yn—l) = 0,

T(xn = ﬁzn-{-l, Yn — Ay,..,.l) = 0] =
P[T(21,31) = 0,-+-,
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T(Zn = BZn+1,Yn) = T(Zn = Bn41,¥n41) = 0]+
P[T(z1,1) = 0, -, T(Zn = BZn41,¥n) = AT(Tn = BTnt1,Uns1)s
T(zn = B2n+1,¥n41) # 0],
por lo que, si A = 0o, obtenemos que

) < ]P[T(zlsyl) =0,--- vT(zn e an-l-lvyn) = 09

T(2n = BTn414Yns1) = 0]

P[T(z1,5) = 0,-++, T(zn ~ BZns1,4m) = 0,
T(zn — BZns1,Yns1) = 0] <
P[T(z1,41) = 0,**,T(n, yn) = T(Tn41, ) = 0,
T(Zn, Ynt1) = T(Znt1, Ynia) = 0]+
P[T(z1,91) = 0, +*, T(Zn, ¥n) = BT(Tnst1,¥n)s
T(zn41,¥n) # 0]+
P[T(z1,11) = 0, +,T(Zn, Un+1) = BT (Tns1, Ynt1)s
T(2n+1,Yn+1) # 0],

por lo que, si § — o0, tenemos que
6 < IP[T(’:MU'I) =0, ':T(zmyn) =1,

T(’ﬂ-&-h%) = O'T("'myﬂ'!-l) = 01T(£ﬂ+11 Yn41) = 0]!

y en particular se verifica que
6 S IP[T(:L']! yl) = 0, ¥ “aT(zﬂi yﬂ) = 09 T(xﬂ'ﬂﬂ yﬂ+1) = 0]'

Ahora, sea {(n,Vn)},cIy una sucesion de elementos de X; x X;
tal que

6 < P[T(tn,50) = 0] <6+ =, (4.2)
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Definimos el conjunto medibie

ﬁo = ﬁ [T(ul,vl) = 0, i -,T(u,., ‘Uﬂ) = 0]

n=1 .

y observamos que, en virtud de (4.1),
6 < ]P{T(u],ﬂl) = 0, % ',T(u“, ‘I'J'“) = 0],

¥, por (4.2),

P[T(u1,v1) =0, , T(un, ) = 0] < 6+ %,

por lo que,
]P[QU] = “]Lngo ]P[T("‘la 1"1) =0, T(um T)n) = 0] = 8.

Finalmente, si la igualdad Tq,(z. y) = 0 (c.p.d.) no fuese cierta
para algiin (z,y) de X; x X3, se tendria entonces que

P[T(z,y) = 0,%%)] < P[] = 6.

Pero,
P[T(z,y) = 0,Q) =

P ﬁ [T(z,4) =0, T(u1,v1) = 0, -, T(ttn, va) = 0] =
n=1
lim P[T(z,y) = 0,T(u1,91) = 0, -, T(ttn, va) = 0],
por lo que, para algin natural n, ha de ser
P[T(z,y) = 0,T(u1,v1) = 0, +, T(tn,vs) = 0] < §,
lo que contradice (4.1). De esta forma,
inf{IP[T(z,y)=0j:z € X;, y€ X3} =

sup{P[Qp] : T/ =0 (c.p.d.)} =
]P[QC'L
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y el resultado estd probado. il

Si D es una derivacién probable el Principio de Aleatorizacién
Uniforme Multilineal aplicado al operador aleatorio bilineal

T(a,b) := D(ab) — D(a)b - aD(b),

permite obtener el siguiente resultado que tendra serias repercusiones
en e! estudio de la continuidad de D como veremos en la préxima
seccidn.

CoroLARIO 3.3. Un operador aleatorio lineal, D, es una derivacion
probable si, y sdlo si, eriste un subconjunto medible, Qy, con P[] =
8(D), tal que el operador condicional Dq, es una derivacion es-
tocdstica.

Queda ahora perfectamente justificado el haber calificado a la
cantidad §{D), que segiin vemos es un maximo, como la probabilidad
con la que D deriva.

II1.3 CONTINUIDAD DE LAS DERIVACIONES ALEA-
TORIAS

Dedicamos esta seccién a probar la siguiente generalizacién en el
sentido estocdstico del conocido Teorema de Johnson-Sinclair [21]:

Toda derivacion estocdstica definida sobre un dlgebra de
Banach semisimple ha de ser estocdsticamente continua.

Para ello, al igual que se hizo en el caso cldsico, vamos a traba-
jar, por un lado, con los ideales primitivos de codimensién infinita
del slgebra sobre la que se define el operador aleatorio y, por otro,
con los correspondientes ideales de codimendién finita, por lo que
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esta seccion quedard dividida en tres partes: una encarinada a es-
tudiar el comportamiento de los ideales primitivos de codir.iensién
infinita con respecto a los elementos del separador de la derivacién
estocdstica, otra cuyo objetivo es andlogo pero ahora para los ideales
de codimensién finita y una tercera en la que se obtiene finalmente
la continuidad de la derivacién estocdstica a partir de nuestra inves-
tigacién anterior.

Las subsecciones de las que consta este apartado van precedidas
de un lema que serd esencial para la conclusién de los resultados
basicos de cualesquiera de ellas. Como deciamos en la Seccién 1.1, en
dicho lema codificamos el hecho de que las variables aleatorias que
consideramos tienen rango esencialmente separable (Teorema 1.4) y
lo traducimos al lenguaje de los conjuntos, en este caso cerrados, obte-
niendo como fruto de esta sintetizacién un resultado extremadamente
itil y a la vez ficil de aplicar.

Dado un conjunto J denotamos por F(J) a la familia de todas
las partes finitas de J.

LEMA 3.4. Sea {Q; : j € J} una familia de subconjuntos cerrados
de un espacio de Banach Y. Entonces, para cada y de Lo(R,Y), se
verifica que

Plye ()Q;]= _inf {Plye () Q;l}

ied Fer(y ieF

Demostracion. Sea y un elemento de Lo(2,Y). En virtud del Tec-
rema 1.4, asociado a dicho elemento y, existird un subespacio cerrado
y separable de Y, que denotaremos por Yy, en el cual y tomars sus
valores casi seguramente, por lo que

Ply e () Q;]=Ply e ([) Q;)NY).

ieJ jeJ

La separabilidad de Y, garantiza, gracias al Teorema 13.13 de [23],
la existencia de una sucesién {j, }nelN» de elementos de J, tal que
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Yo\ Qi=UM\@)= U M\@Q)=Y\([) @)

jed ied nelN nelN

y de esta manera,

Plye () Qil=

jed

Ply € ([ Q)N Yo] =

j€J

Plye([) Q) NY]=
nelN

Plye () Qinl=
nelN
k=n
lim Ply € () @),

k=1
lo que prueba que Py € ﬂ @;] es limite de una sucesién de elemen-
jed
tos del conjunto

{Plye () Qil: FeF()}

ieF
Pero ademas también se verifica que

Ply e () Q1< Ply € [ Q1,YF € F(J),
j€J jEF

esto es IP[y € n Q) es cota inferior del conjunto anterior, lo que
JjeJ
concluye la prueba. §

A lo largo de toda esta seccién D designara una derivacién es-
tocastica definida sobre un algebra de Banach A.




Cap. lll. Continuidad de las derivaciones aleatorias

Dado el papel primordial que a partir de ahora desempefiardn los
ideales primitivos del dlgebra de Banach A convendrd recordar que
un tal ideal es siempre cerrado y puede ser obtenido como el nicleo de
una representacion irreducible y continua sobre un espacio de Banach
([7], Proposition 24.12, Theorem 25.7).

2.1. Trabajando con los ideales primitivos de codimensidn infinita.

A semejanza con la argumentacién de Johnson y Sinclair, encami-
namos nuestros primeros pasos a conseguir una sucesién apropiada
para abordar nuestro problema de continuidad automdtica, lo que
nos conduce al siguiente refinamiento del Lema 2.1 de [21].

LEMA 3.5. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional tal
que A puede ser representada de manera irreducible sobre X. Sea
D el centralizador de A en X. Si los vectores zg,z1,-+- € X son
linealmente independientes sobre D entonces, dado un elemento y de
X \ {0}, eziste un elemento a en A verificando que

azrg =0,

ary =y
azry,arsy, - son D - independientes.

Demostracion. Por el Teorema de Densidad de Jacobson ([7], Theo-
rem 24.10) existe b; en A tal que

b].‘.‘Co =0

blzl =Y.

Puesto que X es infinito dimensional sobre D, siendo D finito dimen-
sional ([29], Lemma 2.4.4), podemos encontrar un vector y;, en X,
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que no sea combinacién lineal (sobre D) de los vectores b;z;, b123.
De nuevo por el Teorema de Densidad de Jacobson existe un elemento
cz en A tal que

C2T1 = €T = 0

C2Z2 = Y2,

por lo que, multiplicando ¢; por conveniente constante, obtenemos
un elemento b, de A satisfaciendo las tres condiciones siguientes:

1
C =
Jeal < 5,

5221 = bg.‘to = 0,

baz2 no es combinacién lineal (sobre D) de byz1, y d122.

Mediante un razonamiento anilogo se prueba que, para todo n > 2,
existe un elemento b,, en A, ta! que

buxn—l B bui‘o = Oa

bnz, no es combinacién lineal (sobre D) de

n-1 n-1

(X bi)es,- o (3 b

i=1 i=1

De este modo, definiendo

o0
a:= Z by
n=1

tenemos que azo = 0 y que az; = ¥, obviamente. Ademais, si m < n,
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n-1 n-1
az, = baz, + (Z bi)zn y @z = (z b;)zm son D-independientes.

=1 i=1

Dado un A-médulo de Banach, X, y un elemento suyo, z, deno-
tamos por D el operador aleatorio lineal de A en X definido por

D;(a) = D(a)z, Va€ A

(donde (D(a)z){w) = D(a)(w)z, Yw € Q).
El siguiente resultado es el andlogo al Teorema 2.2 de [21].

LEMA 3.6. Si X es un A-modulo de Banach infinito dimensional e
irreducible entonces, para todo z en X, el operador aleatorio

D;:a— D(a)z

es eslocdsticamente continuo.

Demostracién. Supongamos que existe un vector y in X tal que el
operador aleatorio D, no es estocasticamente continuo y deduzcamos
una contradiccion a partir de este hecho.

Denotemos por D el centralizador de A en X. Puesto que D es
finito dimensional ([29], Lemma 2.4.4) ha de ser X infinito dimensio-
nal sobre D por lo que serd posible encontrar un conjunto numerable
{20,21,++} de vectores D-independientes de X tales que ||z,|| = 1.
Aplicando inductivamente el lema anterior obtenemos una sucesién
{an} el de elementos de A satisfaciendo que, para cada natural n,

Qp " "01Tp-1 = 0, (11)

Gn - 01Zq = Y, (1.2)
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{an-:-ayz;, j 2 n} son D-independientes.

Ademis, podemos suponer que

1
llanll < o5, Vo € I, (1.3)

sin mas que sustituir (1.2) por
On' @1y =Toy (1.4)

donde 7, es conveniente constante positiva.

Dado que el operador aleatorio Dy no es estocdsticamente con-
tinuo, encontramos un positivo, 0 < § < 1, verificando la condicién
obtenida en el segundo apartado del Corolario 2.5. Ello hace posible
construir inductivamente vectores b, verificando las tres condiciones
siguientes:

lbnsall < flonll < 1, Vn € N, (L5)

£ 1 .
P(loall < (1 +[ID(a;---a)l) '] 2 1~ o 18jsn, (16)

n-1

P[D(bn)myll 2 n + Y ID(bja;---ar)ll] 2 6, Yn 2 2. (1.7)
Jj=1

Definamos ahora los elementos

00
c=2b,—a,----a1

i=1

oo
o =bnpr+ Y, bjaj---
j=n+2
(dados por series que son absolutamente convergentes).
Ya que

n-1
D(c) = Z D(bja;+--a1)+ D(bn)an---a1 + by D(as ---a;)+
i=1
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D{cn)an41 01 + cnD(Gn41 -+ -ay), (c.p.d.),
se tiene, por (1.1) y (1.4), que

n-1
D(c)z, = Z D(bja; - - -a1)zn + D(by)mny+
Jj=1
bnD(an - --a1)en + cnD(an4i:++a1)z, (c.p.d.).
De esta manera

n-1

1D(e)2all 2 |D(ba)rayll = 3 ID(bja; - --a1)l|~
J=1
1BalllD(@n - - -ar)l| = lienllll D(@n+a - @)l (c.p.d.).

En consecuencia,

P[|D(c)l| 2 n - 3] > P[||D(c)znl| 2 n ~ 3] 2

n-1

P(|D(bn)rayll 2 n+ Y [ID(bsa; - a1)ll [onllll Dian - --a1)]| < 1,

i=1
lleallllD(an 41 - --a1)ll < 2] 2

n~1

(|| D(ba)ayll 2 7 + ) [|D(bje; - -a1)|[]+
Jj=1

P(llen Il D(an - -a1)ll < 1]+ P(ljeallll D(@n41 - - -a1)]| < 2] - 2. (1.8)
Pero observemos que

P{||bn[ll| D(an - - -a1)ll < 1] 2 P[liball < (1+ [|D(an -~ -a)]l)~"],

por lo que, en virtud de (1.6),

1
PllballllD(an---a1)l 1] 21~ =, ¥n € I. (1.9)

De otra parte, por (1.3) y (1.5), se tiene que

lleall < 2[lbnal
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de donde,
P[llcalll|D(@n41 - -a1)ll £ 2] 2 Pl{|basallliD(@ns1 -+ -a1)]| £ 1]

¥, por (1.9),

POt -+-a) €22 (1= 57) 2 (1= 7). (110)

Por consiguiente, a partir de (1.8), y aplicando (1.7), (1.9) y (1.10),
concluimos que,

PUDElI2n -8 6+(1-2)4(1-1)-2=5-2.

Haciendo que n diverja positivamente obtenemos una contradiccién
que prueba el resultado. d

Usaremos ahora la propiedad de continuidad encontrada en el
lema anterior para demostrar que si P es un ideal primitivo de codi-
mensidn infinita entonces ha de ser

Pbe Pl =1, Yb e S§(D).

Para ello, dado un A-médulo de Banach X, definamos para cada
z de X el conjunto

kerz := {a € A: az =0}.

Recordamos que si P es un ideal primitivo de A, entonces ha de
ezristir un A-mddulo de Banach irreducible X tal que P se exprese de
la forma
P= n kerz,
zeX

([7], Proposition 24.12). Obviamente la informacién que poseemos, a
partir del lema anterior, es que para un tal X de dimensién infinita
se verifica que

PP[b € kerz] =1, Yb € S(D), Vz € X.
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Obsérvese ahora c6mo se choca de plano con la infinito dimen-
sionalidad del médulo X, responsable de que no podamos afirmar a
partir de la igualdad anterior que

Plbe P]=1, ¥b e S(D).

Sucede que la informacién conseguida, vélida de manera elemental
para intersecciones finitas de sucesos, “se nos va de las manos” al tener
que considerar intersecciones infinitas. Como veremos a continuacién,
precisamente este es el momento en que entra en juego el Lema 3.4.

TEOREMA 3.7. Para todo b en S(D) se satisface que
Pbe P]=1.

Demostracion. Sea P un ideal primitivo de A de codimensién infinita.
Sea X el A-mddulo correspondiente a una representacién irreducible
de A cuyo niicleo es P. Puesto que la dimensién de X es infinita,
estamos en las hipotesis del lema anterior por lo que el operador
D; : a — D(a)z es estocdsticamente continuo, para todo z de X.
Asi, si b es un elemento de S(D), se satisface que

Plbz=0]=1, Vz € X,

o lo que es loc mismo, segiin la notacién introducida anteriormente,
P[b € kerz] = 1, Vz € X.

A partir de esta igualdad es inmediato deducir que

P[be () kerz] =1,
zeF
para todo subconjunto firito, F, de X.

Dado que {kerz : z € X} es una familia de ideales cerrados de
A, el Lema 3.4 muestra que

Pbe n kerz] =1,
zeX
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— i+ e e et

¥ en consecuencia

PlbePl=1

Convenimos que, a partir de ahora, la familia de todos los idea-
les primitivos de A serd designada por {P,}ies, distinguiéndose dos
subfamilias de ésta: la de todos los ideales primitivos de A de codi-
mensién infinita, que denotamos por {P;}ier,, ¥ la familia {P;}icn,
constituida por aquellos que poseen codimensién finita.

Nuestro objetivo final en esta subseccion es probar que

Pbe (| PA]=1
i€h

Ahora es la posible no finitud del conjunto de los ideales primitivos
de codimensién infinita la que nos impide alcanzar nuestra meta pero
otra vez el Lema 3.4 vendra en nuestra ayuda y fulminara el problema.

TEOREMA 3.8. Para todo b en S(D) se satisface que

Pbe [ P]=1

€y

Demostracion. Basta aplicar, teniendo presente el teorema anterior,
el Lema 3.4 a la familia {P; : i € I;}, para concluir el resultado. i

2.2. Trabajando con los ideales primitivos de codimension finita.

Llegaremos a plantear el resultado principal de esta subseccién,
contando brevemente su historia. La correspondiente parte del tra-
bajo de Johnson y Sinclair culmina probando que:
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Dada una derivacion D sobre un dlgebra de Banach A,
(> aplicacion a — D(a) 4 P de A en A/P es continua para
enda ideal primitivo P, de A, de codimension finita salvo
quizds para un nimero finito de ellos.

Tal resuitado seria usado posteriormente para probar la continui-
dad de las derivaciones definidas sobre dlgebras de Banach semisim-
ples, de la siguiente forma mds débil:

Si D es una derivacion sobre un dlgebra de Banach A
entonces cada elemento b del separador de D pertenece a
todos los ideales primitivos de A de codimensidn finita salvo
quizds a un nimero finito de ellos.

Esto nos llevé a pensar que en esta etapa nuestro objetivo serfa
probar que:

Si D es una derivacion estocdstica sobre un digebra de
Banach A entonces eziste un subconjunto finito F' de I, tal
que

Plbe () R]=1, VyeS(D),

i€R\F

donde, como ya se ha dicho,
I ;= {i € I: P; tiene codimension finita}.

Para probar tal enunciado no bastaria con hacer una mera tra-
duccién al lenguaje estocistico de la prueba del correspondiente re-
sultado de Johnson y Sinclair pues su argumento era anilogo al em-
pleado al trabajar con los ideales primitivos de codimensién infinita;
razonamiento que como hemos visto se pone en marcha a partir de
la obtencién de una sucesién {an}, py que nosotros estuvimos obli-
gados a elegir de manera mas “fina” (Lema 3.5) en aquel otro caso.
En esta nueva situacion era impensable obtener un refinamiento del
estilo al conseguido en el Lema 3.5 que nos proporcionara la deseada
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sucesion {a,}, .y Puesto que el espiritu de dicho lema quedaba en
este caso fuera de contexto.

Pronto descubrirfamos que nuestro verdadero problema no sélo
consistia en que el argumento de Johnson y Sinclair no era trasladable
a nuestro ambiente sino que el primer planteamiento inadecuado era
la tesis esperada.

Empezaremos, como hicimos entonces, por descubrir todo el mis-
terio que la famosa sucesién {an}, .y encierra. A ello dedicamos el
siguiente lema cuyo enunciado, aunque no tiene nada que ver con el
de los lemas 3.1 y 3.2 de [21], descodifica sin embargo toda la infor-
macién oculta que subyace en ellos. Confesamos que en la elaboracién
de esta sintesis sirvieron de inspiracién los lemas 2.2 , 2.3 y 2.6 de
[42).

LEMA 3.9. Sea {Qn},cIN una sucesion de ideales de A tal que
(i) Qn liene codimension finite, Vn € N,
(ii)) A/Qn tiene unidad, Vn € N,

(iii) Qn + Qm = A, para todo n # m.

Entonces eziste una sucesion {en}, N de clementos de A satisfa-
ciendo que, para cada k en N,

(i) ak+Qn=0: n= 11""k_ 1,
(i) ax + Qn es inversible, Vn > k,

(iii) [lax|| < 1.

Demostracion. Realizaremos la demostracién en tres etapas.
En una primera etapa probamos que:

n
Para cada natural n, se verifica que Qn, + ﬂ Q; = A,
J=1

Ym > n.
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En efecto. Sea

k
n:= max{k € {1,---,m=1}: Qum + nQJ':A}'
i=1

Si n < m - 1 entonces, para cada elemento a de A, deben existir a,
n

en Qm y by en (] Q; tales que
i=1

a=a;+b.
Sea u una unidad modular de @, (que existe ya que A/Q,, posee

unidad). Puesto que A = Qu + Qn41, podemos encontrar a; en Q,,
y bz en Qn41 tales que u = aj + by, por lo que

n+1

au = (ax(az + bz) + b102) + brbz € Qm + ] Q;.
j=1

De este modo,

n+1
a=(a-au)+au€Qm+[)Qj

j=1

lo que contradice la definicién de n.
Ahora, en una segunda etapa mostramos que:

El homomorfismo

@ = (a+Q1a“°9a+Qu)1

n
de A en @ A/Q; es sobreyectivo, para todo natural n.
Jj=1

En efecto. Si n = 1 es obvio. Supongamos que el resultado
es cierto para algin natural n y consideremos (n -+ 1) elementos,
@1,°--,Gn41, del dlgebra A. Por hipétesis de induccién existe b en A
tal que

b+Qr=ar+Qx Vk=1,---,n.
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De otra parte, dado que en virtud de la etapa anterior es

Qns1 + n Qr = A,

k=1
n
han de existir &; en Qp41 ¥y b2 en n Qx tales que
k=1

b—any1 =b1 + ba.

Definamos
a:=0b- b,

Se tiene entonces que
@ = Gn41 = b= bz — @41 = by € @41,

por lo que
a+ Qn+] =Qn41 + Qn«l-l-

Ademis, por la forma de elegir b, se verifica que
a—ar=(b-ar)— b€ Qk, Vk=1,---,n,
lo que muestra que
a+Qr=ar+Qk Vk=1,---,n.
En consecuencia, la aplicacién
a—(a+Q1, -8+ Qn)

es sobreyectiva.
Tercera etapa. Para cada m = n,n + 1,.--, puede encontrarse,
gracias a la etapa anterior, b, en A verificando que

bm +Qk=o! k=1,---,m-1,

y que, denotando por u + Qy, la unidad de A/Qpm,

bm +Q@m =u+ Qm.
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Definamos ahora =
ay = z Ambm,
m=n
donde los A, son escalares, elegidos por induccién, satisfaciendo que

[Ambm|| < 277

y ademads que

m-—1
2 M0k + Qm) + Am(u + Q) € inv(4/Qun)
k=n
lo cual es posible ya que A/Q,, es finito dimensional y en consecuencia
el espectro de cada uno de sus elementos es finito ([7], Section 45).
Para concluir el resultado, obsérvese que la sucesién {a,}, .y asi
obtenida verifica las propiedades deseadas. i

Llegados a este punto un ingenioso y concienzudo anilisis de la
situacién nos permitié adivinar el comportamiento que cabria esperar
de los ideales primitivos de codimensién finita con respecto a los ele-
mentos del separador. Queda éste recogido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 3.10. Sea b un elemento de S(D). Entonces, para cada
0 < € < 1, eziste un subconjunto finito F,, de I3, tal que

Pbe () Pl2e.
i€L\F,

Demostracion. Supongamos que, por el contrario, existe 0 < g9 < 1
tal que

Pb e ﬂ P;] < g9, para todo subcorjunto finito F de L.
i€L\F

Ya que IP[b € ﬂ Pi] < €p, el Lema 3.4 muestra que existe un sub-

i€ly
conjunto finito F; de I tal que

Pbe (|R]<Pbe () Pl<eo.
I‘GIQ 1€R
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Obtenemos as{ inductivamente, aplicando el Lema 3.4, una sucesién
de subconjuntos finitos de I3, denotada por {Fu}.elN» satisfaciendo
que
P(b € N P]<Pbe ) Pl<e
R\(FiU-UFa_1) i€Fn
y que
an(FIU---UFu_l) =3, Vn > 1.

Ahora definimos
Qu= () P, Vo€ .
1€EF,
Puesto que A/Q, es isomorfo a @(A/ P;) (ver [21], Lemma 3.1)
iEFy

la codimensién de @, es finita. De tftra. parte A/P es un 4lgebra de
Banach primitiva, para cada ideal primitivo P ([7], Proposition 26.9),
por lo que ha de ser también semisimple ({7], Proposition 24.14). Si
en adicién la codimension de P es finita entonces A/ P tiene unidad
(1], Theorem 3.1) y por tanto el dlgebra cociente A/Q, también
tendra unidad.

Dado que (Pn + Pr)/Pn ¥ (Pn+ Pm)/Pm son ideales bildteros de
las dlgebras simples A/P, y A/P,,, respectivamente, se tiene que

Po+ Py =A, Vo #m.

De esta manera, una lectura de la primera etapa del anterior resultado
permite comprobar que si m no pertenece a F,, entonces,

P+ Qm =A1Vk€ F,
y aplicando el mismo argumento otra vez deducimos que
Qn+Qm=ANVn#m.

En este momento acabamos de probar que estamos en las hipétesis
del lema anterior por lo que existird una sucesién {an},cy, de ele-
mentos de A, verificando que

ak+Qﬂ=01 Vﬂ:l,"',k—l, (21)
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ai + Q,, is invertible, Yn > k

¥ que
llail < 1. (2.2)

Ahora, consideremos un real § en el intervalo 10,1 — £o[. Puesto
que, para cada natural n, el operador aleatorio lineal Mg,D,de Aen
A/Q, dado por

a— D(a)+ Q,,

satisface que
a(llg, D) = inf{Ply = 0] : y € S(Ilg, D)} <

se tiene que es posible conseguir (véase Corolario 2.25), inductiva-
mente, una sucesién {bﬂ}ﬂen, de elementos de A, satisfaciendo las
tres condiciones siguientes:

1
Iball < 57, Va € W,

Pl < 1+ 2 D@ T2 1- 1 vmem,  23)

j=1

y’ Vu 2 2!

n n-1
P[|D(bn) + @nll 2 [ ll(a; + @n)"Ii(n + 3_ 1D(bj0; - - -a1)[])] > 6.
1=1 =1
! J (2.4)
Definimos ahora,

oo
c= ijd:‘"'ﬂ].
i=1

Aplicando (2.1) se tiene que

n-1
D(c)+@n = ) (D(bja; - a1) + Qu)+

i=1
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(D(ba) + @n)(Gn + Qn) -+ (a1 + Qn)+
(bn 1 Qn)(D(an) + Qn) St (“1 + Qn)+

+ (ba + @n)(@n + @n) - (D(a1) + @n )+

(but1 + @n)(D(an41) + @n)(@n + @n) -+ (a1 + Q) (c.p.d.).

y dado que

1D(bn) + @nll <

(D(bn) + Qn)(@n + Qn) -+ (a1 + Qu)ll T] ll(a; + @n)~"

J=1

obtenemos a partir de (2.2) que

ID(e)l 2 [|D(e) + @all 2

n-1

1D () + @nll H li(a; + @a)7I7* = 3 ID(bja; - +-an)l|~

i=1 =1

l1Ball 3 ID(a3)|l = b1 lll D(@ns1)ll (c.p-d.),

i=1

PID(c)| 2 n - 2] 2 P[|D(c) + @nll 2 n - 2] 2

(| D(bn) + Q| H li(a; + @n)~ |17 Znn(b,a- ceag)| 2 m,

i=1 i=1
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l1Ball 3 11D(a;)l| < 1, [IBasallll Dlansall < 1] 2

j=1

n-1

(| D(ba) + @ull 2 T] i(a; + Q@n)~Mli(m + 3 1D (bja; - --ay)II)]+

j=1 Jj=1
Pl - 11D(a;)]l € 1] + Pllbusa I D(@ms)l < 1~ 2. (25)
J=1
Puesto que
P{lénll 3 1D(as) < 1] 2 Pllball < (14 3 1D(as)l)"
=1 J=1

tenemos, en virtud de (2.3), que

Pl Y- I1D(as)l < 1] 2 1- 1.
i=1

Observemos ademds que,

n+1l
PlllonsallllD(@ns1)ll < 1] 2 Plllbasall < (14 3 1D(az)l)™),

i=1
por lo que segiin (2.3) se obtiene que

1 1
P[l|ons1lllD(ansr)ll € 1] 2 1 - Tl 21= = (2.7
Finalmente aplicando (2.6) y (2.7) deducimos como consecuencia de
(2.5) que

PP 2 n-2]26+2(1- 5)~2=6- 2, V€N,

lo cual es imposible. N
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2.3. El resultado principal.

Probamos en este apartado el resultado fundamental de esta sec-
cién a partir de los teoremas 3.8 y 3.10, obteniendo una extensién del
resultado cldsico correspondiente.

TEOREMA 3.11. (Teorema Aleatorio de Johnson-Sinclair). Toda de-
rivacion estocdstica definida sobre un dlgebra de Banach semisimple
es estocdsticamente continua.

Demostracion. Sea D una tal derivacién y sea b un elemento de
S(D). Dado 0 < € < 1, por el Teorema 3.10, existe un subconjunto
finito, F,, de I tal que

Pbe (| Pl2¢
i€R\F,

y, por el Teorema 3.8, ha de ser

Plbe [ P]=1
i€l

por lo que, si el conjunto (I; U I;) \ F, = I'\ F, es denotado por Io,
entonces se verifica que

Pbe [ P]>e. (3.1)
i€lp

Dado que A es semisimple, la aplicacién

a— @(a'i'Pi)a

ieF,

de n P; en @(A/P.-), es inyectiva. De esta manera ﬂ P; es una
i€l i€F, i€l
subdlgebra finito dimensional y semisimple de A; y en consecuencia

ha de tener unidad ([1], Theorem 3.1.1), que denotaremos por e. Sea
{an},cIN una sucesién de elementos de A convergente a cero y tal que
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{D(an)},eN converge a b en probabilidad. Entonces {D(ean)}, N
converge a eb en probabilidad por lo que el elemento eb ha de per-
tenecer al subespacio separador de la restriccién de D a ﬂ FP;. Pero
i€l
dicha restriccién es estocdsticamente continua ya que ﬂ P; es finito
i€l

dimensional y de ahi que sea eb = 0 (c.p.d.). De esta manera se
verifica que

Pb=0]=Pleb=0,be [ R]=Plbe [ PJ,

i€ly i€l

por lo que en virtud de (3.1) es

Plb=10] >e.
Pero dado que ¢ es arbitrario concluimos que
Pb=0]=1.

esto es, el operador aleatorio D es estocdsticamente continuo.

Sea D una derivacién probable. Como consecuencia del Principio
de Aleatorizacién Uniforme Multilineal (en la versién del Corolario

3.3) ha de existir un operador condicional Dg, (con P[] > §(D))
que sea una derivacion estocastica de donde, en virtud del Teorema
Aleatorio de Johnson-Sinclair, si el dlgebra sobre la que se define D
es semisimple entonces Dy, ha de ser un operador estocdsticamente
continuo, obteniéndose el siguiente resultado:

CoROLARIO 3.12. Toda derivacidn probable D definida sobre un
dlgebra de Banach semisimple es probablemente continua. De hecho,
la probabilidad de que D sea continua es al menos la probabilidad de
que D derive es decir,

a(D) 2 §(D).

Nétese que cuando §(D) = 1 (es decir cuando D es una derivacién
estocastica) se obtiene el Teorema Aleatorio de Johnson-Sinclair como
caso particular del corolario anterior.
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CoRrOLARIO 3.13. Si D es una derivacion estocdstica con momento
de orden r definida sobre un dlgebra de Banach semisimple, entonces
D es continua en media r-ésima.

Demostracion. El Teorema Aleatorio de Johnson y Sinclair (Teo-
rema 3.11) nos permite obtener la continuidad estocdstica de D y el
Teorema 2.10 nos proporciona la continuidad estocdstica en media
r-ésima. |

II1.4 DERIVACIONES DE JORDAN EN ALGEBRAS
DE BANACH

Un tipo particular de derivacién que podriamos calificar de “no
asociativa” ocupd la atencién de los investigadores en continuidad
automadtica durante algin tiempo. Son éstas las derivaciones de Jor-
dan; operadores lineales D de un dlgebra de Banach A en si misma
que verifican la siguiente propiedad

D(a®) = aD(a) + D(a)e, Va € A,
o equivalentemente esta otra
D(a-b)=a-D(b)+ D(a)-b, Va,b€ A,

donde, como es habitual, de ahora en adelante “” denotard el “pro-
ducto de Jordan” asociado al ilgebra A, definido como se sabe de la
siguiente manera:

a-b= %(ab+ ba).

Obviamente toda derivacién es una derivacién de Jordan. Si bien
el reciproco no es cierto {en [10] se dan ejemplos de derivaciones de
Jordan que no son derivaciones) en este sentido Sinclair (34] probd en
1970 que toda derivacién de Jordan continua definida sobre un dlgebra
de Banach semisimple es una derivacion. En ese mismo trabajo
Sinclair planteé la cuestién de si toda derivacion de Jordan definida
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sobre un dlgebra de Banach semisimple es necesariamente continua,
y por tanto es de hecho una derivacion.

Ya en 1957 Hernstein [15] demostrd que toda derivacidn de Jor-
dan en un anillo primo libre de 2-torsion ha de ser una derivacidn.
Pero hubo que esperar hasta el afio 1975 para poder disponer de
la prueba de la conjetura de Sinclair, que llegd de manos de Cusak
[10]. Extendi6 éste el resultado de Hernstein a anillos semiprimos
libres de 2-torsién, ambiente ¢n el que obviamente se emplazan las
dlgebras de Banach semisimples. De este modo el resultade de Cusak,
redescubierto afios mds tarde por Brésar [8], permite probar, como
éste ltimo observa, que toda derivacion de Jordan en un dlgebra de
Banach semisimple es continua.

III.5 DERIVACIONES DE JORDAN ALEATORIAS

Igual que hicimos con las derivaciones en las secciones precedentes,
es natural considerar en este momento aquellos operadores aleatorios
definidos sobre un dlgebra de Banach que poseen tan sélo “cierta
probabilidad de derivar” en el sentido Jordan.

DEFINICION 3.14. Por una derivacion de Jordan estocdstica sobre
un dlgebra de Banach A se entenderi un operador aleatorio lineal D,
de A en A, verificando la siguiente condicién

P[D(a®) = aD(a) + D(a)a] = 1, Va € 4,
o equivalentemente que

P[D(a-b) = a- D(b)+ D(a) - b] = 1, Va,b € A.

Si el operador aleatorio lineal D en lugar de verificar la propiedad
anterior cumple esta otra: existe § en )0, 1] tal que

IP[D(a?) = aD(a) + D(a)a] > 6, Ya € A,

se dird entonces que D es una derivacion de Jordan probable.
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Curiosamente, ahora, la condicién de ser derivacién probable no
se reconoce equivalente a la también natural propiedad

IP[D(a-b) = a- D(b)+ D(a)-b] 2 &, Va,b€ A.
Ello hard que nuestros primeros esfuerzos se dirijan precisamente a

poner en equivalencia ambas condiciones.

Un operador aleatorio { de un espacio de Banach X en otro Y
se llamar3, cuadrdtico cuando exista un operador aleatorio bilineal y
simétrico T, de X x X en Y, de manera que sea

Q(z) =T(z,z), Yz € X.

TEOREMA 3.15. Sean X e Y espacios de Banach, T un operador
aleatorio bilineal simétrico de X x X enY y sea Q el operador alea-
torio cuadrdtico a éste asociado. Las siguientes propiedades se veri-
fican:

(1) Si existe 0 < § < 1 tal que
PQ(z) = 0] 2 6, Vz € X,

entonces
P[T(z,y)=0] > §, Vz,y € X.

De hecho eziste un conjunto medible Qo, con PP[Qg] > &, tal que

Tq, =0.

(1) El conjunto

(P[] : Q' es medible y Ty = 0}

tiene mdzimo, el conjunto
{P[Q(z)=0]: z € X}
tiene minimo y ambos valores coinciden con la cantidad

max{P[Q]: T =0} = min{P[T(z,y)]=0: z,y€ X}.
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Demostracion. Dados un elemento z de X, otro elemento y de Y, y
un real positivo A, se tiene que

6 SP[Q(z+My) = 0] =
P[Q(z) + AT(z,y) + AQ(y) = 0] =
P{Q(z) + AT(z,y) + A?Q(y) = 0,Q(z) = 0]+
PQ(z) + AT(z,y) + A’Q(y) = 0,Q(z) # 0.
De una parte observemos que
P[Q(z) + AT(z,y) + A?Q(y) = 0,Q(z) = 0] <
P\T(2,5) + A°Q(y) = 0] =
P[T(z,y)+ AQ(y) = 0] =
P[T(z,y) = 2Q(3)] <
P||T(z, »)ll = AllQ(w)I)-

De otra parte se tiene que

P[Q(2) + AT(z,y) + A*Q(y) = 0,Q(z) # 0] =

P[Q(z) = -AT(z,y) - 2’Q(y),Q(z) # 0] <
PRIl < AT (z, )l + IQ(W)Il, Q(z) # 0].

En consecuencia

§ < P[||T(=, )l = AlQ(w)II+
PRIl < MIT(z,9)ll + Qw)Il, Q(z) # 0],

por lo que, haciendo A — 0, se obtiene que
6 <P[T(z,y)=0], Vze X, VyeY.

Llegados a este punto, la aplicacién del Principio de Aleatorizacién
Uniforme Multilineal (Teorema 3.2) concluye la prueba de este resul-
tado. 11
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Si D es una derivacion de Jordan aleatoria, es inmediato compro-
bar que el operador aleatorio

Q(a) = D(a?) - D(a)a — aD(a)

es cuadratico, con operador bilineal asociado

';'T(a,b) = D(a-b) - D(a)-b~a- D(b).

La mera aplicacién del resultado anterior a este operador bilineal pro-
porcionars la equivalencia deseada entre las dos maneras razonables
de definir la derivabilidad de Jordan probable (como quedara esta-
blecido en el siguiente corolario) as{ como la mas intima vinculacién
existente, esperada pero desconocida, entre las derivaciones de Jor-
dan probables y las derivaciones de Jordan estocasticas, resultado que
se establecerd en el ltimo corolario de esta seccién y gne fructificard
en la préxima seccién cuando se aborde el estudio de la continuidad
de ias derivaciones de Jordan probables.

COROLARIO 3.16. Sea D un operador aleatorio definido sobre un
dlgebra de Banach A y sea 0 < § < 1. Son entonces equivalentes:

(i) P[D(a?) = aD(a) + D(a)a] > 6, Va € A,
(%) PP[D(a-b) = a- D(b) + D(a) - b] 2 6, VYa,b € A4,
Asociado a cada derivacién de Jordan probable, D, definimos la
cantidad
65(D) := inf{IP[D(a?®) = aD(a) + D(a)a), a € A} =

inf{IP[D{(a - b) = a - D(b) + D{a)-b]: a,b€ A}

que es considerada como la probabilidad de que D sea derivacion de
Jordan.
Obviamente:
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Una derivacion de Jordan probable D serd una derivacion
de Jordan estocdstica si, y sdlo si,

05(D) = 1.

COROLARIO 3.17. Dada una derivacion de Jordan probable D eziste
un subconjunio medible g, con IP[Qp) > 6;(D), tal que el operador
condicional Dg, es una derivacion de Jordan estocdstica.

El resultado anterior pone de manifiesto que no hay mds deri-
vaciones de Jordan probables que aquellas que se comportan como
derivaciones de Jordan estocisticas sobre ciertos subconjuntos medi-
bles cuya probabilidad puede cuantificarse.

La investigacion acerca de las derivaciones de Jordan probables
se reduce asi, al igual que ocurriera con las derivaciones probables, al
estudio de las derivaciones de Jordan estocdsticas.

II1.6 CONTINUIDAD DE LAS DERIVACIONES DE
JORDAN ALEATORIAS

En el estudio de la continuidad automatica de las derivaciones de
Jordan aleatorias, razonablemente, nuestra linea de actuacién seguird
las etapas histéricamente establecidas. Probaremos en primer lugar
que toda derivacion de Jordan estocdstica definida sobre un dlgebra
de Banach semisimple es de hecho una derivacion estocdstica. Los
resultados de las secciones precedentes concluirdn entonces la inves-
tigacién.

Para cumplir nuestro primer objetivo comenzamos demostrando
que la semiprimidad del dlgebra A se transmite al dlgebra Lo(IP, A).
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Recordamos que un algebra de Banach A se llama semiprima
cuando carece de ideales bildteros de cuadrado cero salvo, claro estd,
el propio cero.

Una conocida caracterizacion de la semiprimidad en términos de
los elementos del dlgebra es la siguiente.

PROPOSICION 3.18. Un dlgebra asociativa A es semiprima si, y sélo
si, para cada elemento, a, de A la siguiente condicion se verifica:

ada=0=>a=0.

Demostracion. Supongamos que A es semiprima y consideremos un
elemento a de A tal que ada = 0. Puesto que AaA es un ideal
bildtero de cuadrado cero, ha de ser AaA = 0. Denotemos por (a) al
ideal principal generado por a. Ya que

(a)* C Aa4,

tenemos que
(4)2 =0,

por lo que (a) = 0. De esta manera,
a=0.
Reciprocamente, supongamos que para cada a er A,
gAa=0=a=0,

y sea I un ideal bildtero de A tal que I? = 0. Si existe un elemento

no nulo, b, en I entonces
bAb # 0,

lo que aseguraria poder encontrar a en A verificando que
0 # bab € I°.
Esta contradiccién prueba el resultado. i
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LEMA 3.19. Sea A un dlgebra de Banach semiprima y sea y una
variable aleatoria A-valudada tal que

yLo(IP,A)y =0

entonces
y=0(cpd).
En particular el digebra Lo(IP, A) es semiprima.

Demostracion. Sea y un elemento de Lo(S2, A) tal que
yLo(Q,A)y =0 (c.p.d.).
Puesto que A estd trivialmente contenida en Lo(f2, A) se tiene que
yay =0 (c.p.d.), Ya € A.
Definamos ahora, para cada elemento a de A, el conjunto
Ca={be A: bab=0}.

Por la semiprimidad de A tenemos que ﬂ Cs: = 0 de donde, en

a€A
virtud del Lema 3.4,

Ply=0]=P[ye n Ci] =
a€A

inf{IPly € (] Ca]: F C I, Ffinito} = 1.
aeF

Para facilitar la escritura, en lo sucesivo, dada una derivacion
de Jordan estocdstica D, definida sobre un ilgebra de Banach A,
denotaremos por T al operador bilineal dado por

T(a,b) = D(ab) — D(a)b - aD(b), Va,b € A.
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Obsérvese que D serd de hecho una derivacién estocdstica si, y sélo
81,
T(a,b) =0 (c.p.d.), Va,b € A.

Asf mismo, como es usual, la diferencia ab — ba serd designada por
[a,d], para cualesquiera a, b, de A.

A continuacién procedemos a establecer la validez en nuestro am-
biente de la argumentacién realizada en su dia por Cusak [10].
El siguiente lema es de caricter meramente técnico.

LEMA 3.20. Sea D una derivacion de Jordan estocdstica sobre A.
Se verifican entonces las siguienies propiedades:

(i) D(ab+ ba) = D(a)b+ aD(b) + D(b)a + bD(a) (c.p.d.), 6 lo que
es lo mismo

T(a,b)+ T(b,a) =0 (c.p.d.), Va,b € A.

(ii) D(aba) = D(a)ba + aD(b)a + abD(a) (c.p.d.), Va,b € A.

(iii) D(abc + cba) = D(a)bec +aD(b)c+ abD(c) + D(c)ba + cD(b)a +
¢bD(a) (c.p.d.), Va,b,c € A.

(iv) T(a,b)x[a,b] + [a,b]xT(a,b) = 0 (c.p.d.), Va,b € A, Vx €
Lo(PP, A).

Demostracion. Las propiedades (i), (ii), (iit), se deducen de manera
totalmente elemental, como ocurre en el caso clisico. Los cdlculos
pueden verse, por ejemplo, en [15] y se trata sélo de afiadir a los
mismos el calificativo “casi por doquier”.

Otra comprobacién directa (ver (8], Theorem 3) permite obte-
ner(iv) a partir de (ii) y de (iii). Otra vez hemos de tener la pre-
cauciéon de afiadir el calificativo anterior a las igualdades que alli
aparecen. |

El siguiente lema es el andlogo al Lema 4 de [8].
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LEMA 3.21. Sea A un digebra de Banach semiprima y supongamos
que a, b, son dos elementos de A tales que

axb 4+ bxa = 0 (c.p.d.), Vx € Lo(IP, A).
Se verifica entonces que

axb = bxa = 0 (c.p.d.), Vx € Lo(IP, A).

Demostracion. Sean x,y € Lo(IP, A). Usando la igualdad anterior
tres veces obtenemos que

(a(x)b)yaxb =
—(b(xaya)xb =
ax(a(y)b)xb =

—axbyaxb (c.p.d.).

De esta manera es
(axb)y(axb) = 0 (c.p.d.),

de donde, en virtud del Lema 3.19, se concluye que

(axb) = 0 (c.p.d.), ¥x € Lo(IP, A),

lo que prueba el resultado. §

TEOREMA 3.22. Las derivaciones de Jordan estocdsticas definidas
sobre un dlgebra de Banach semiprima son derivaciones estocdsticas.
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Demostracion. Se trata de probar que
T(a,b) =0 (c.p.d.), Ya,b € A.

Sean a, b, elementos de A. De la igualdad (iv) del Lema 3.20, gracias
al lema anterior, se deduce que

T(a,b)x[a,b] = 0 (c.p.d.), ¥x € Lo(IP, A). (5.1)

Una linearizacién de esta igualdad respecto a b, teniendo presente el
apartado (i) del Lema 3.20, nos conduce a esta otra:

T(a, b)x[a, c] + T(a, c)x[a,b] = 0 (c.p.d.),
a partir de la cual, aplicando (5.1), se obtiene que
(T(a. b)x[a, c])y(T(a, b)x[a, c]) =
-T(a, b)x[a, c]yT(a,c)x[a,b] = 0 (¢.p.d.),Vx,y € Lo(IP, A).
Por consiguiente segiin el Lema 3.19 ha de ser, para cada ¢ de A,
T(a,b)x[a,c] = 0 (c.p.d.),¥x € Lo(IP, A). (5.2)

Una linearizacién de la anterior igualdad nos lleva a que, para cada
d perteneciente a A, ha de ser

T(a,b)x[d, ] + T(d, b)x[a,c] = 0 (¢.p.d.),
¥y en consecuencia, en virtud de (5.2), se verifica que
T(a,b)x[d,c] =0 (c.p.d.).

En particular
[T(e,d),c]x[T(a,b),c] =
(T(a,b)c - cT(a,b))x[T(a,b),c] =
T(a,b)(cx)[T(a,b),c] — cT(a,b)(x)[T(a,b),c] = 0 (c.p.d.),
Vx € Lo(IP, A), Ve € A.
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De nuevo por el Lema 3.19 se tiene que
[T(a,b),c] = 0 (c.p.d.), Ve € A,
y segiin (5.3),
(T(a,b)(d, c])x(T(a,b)[d,c]) = 0 (c.p.d.),

por lo que
T(a,b)[d,c] = 0 (c.p.d.), Ve,d € A. (5.5)

Ahora aplicamos el apartado (ii) del Lema 3.20 para concluir que
2T(a,b)? =
T(a,b)(T(a,b) - T(b,a)) =
T(a,b)((D(ab) - D(ba) + [D(b),a] + [b, D(a)]) (c.p.d.),
de donde, gracias a (5.5), se deduce que
T(a,b)[D(b),a] = 0 (c.p.d.),

¥ que
T(a,b)[b, D(a)] = 0 (c.p.d.).

Se deduce asi esta relacion:

2T(a,b)? = T(a, b)D(ja,b]) (c.p.d.).

Aplicamos de nuevo la igualdad (5.5) y obtenemos que
T(a,b)[a,b] = 0 (c.p.d.),
pero, segin (5.4), ha de ser
T(a,b)[a,b] + [a,b]T(a,b) = 0 (c.p.d.),

por lo que teniendo en cuenta el apartado (i) del Lema 3.20 deducimos
que
D(T(a, b))(a, b] + T(a, b) D([a, b])+
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D([a, b))T(a, b) + [a, B]D(T(a,8)) = 0 (c.p.d.).

Comparando lz igualdad anterior con (5.6) y usando (5.4) se concluye
que

4T(a,b)* + D(T(a, b))[a,b] + [a,5]D(T(a,b)) = 0 (c.p.d.),

y multiplicando la igualdad anterior por T(a,b) obtenemos, gracias a
(5.5), que
4T(a,b)® = 0 (c.p.d.),

o lo que es lo mismo
T(a,b)® = 0 (c.p.d.).

Basta recordar que el centro de un dlgebra semiprima no contiene
més elementos nilpotentes que el cero para concluir que la clase de
T(a,b) en Lo(IP, A) ha de ser cero ya que por la igualdad anterior
dicha clase es nilpotente ademds, segin (5.4), es un elemento del
centro del ilgebra Lo(IP, A) la cual, como se demostré en el Lema
3.19, es semiprima. Obtenemos pues que

T(a,b) = 0 (c.p.d.)

lo que prueba que I es una derivacién estocistica.

CoROLARIO 3.23. Sea A un dlgebra de Banach semiprima. Entonces
un operador aleatorio D de A en A es una derivacion de Jordan
estocdstica ss, y sdlo si, es una derivacion estocdstica.

Como consecuencia del teorema anterior y del Corolario 3.23 ob-
tenemos la siguiente caracterizacién de las derivaciones de Jordan
probables y una nueva mejora del correspondiente resultado cldsico.
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COROLARIO 3.24. Un operador aleatorio D definide sobre un digebra
de Banach semiprima es una derivacion de Jordan probable si, y sdlo
8i, es una derivacidn probable, en cuyo caso la.probabilidad de que
D sea derivacion de Jordan (65(D)) y la de que D sea derivacion
(6(D)) es la misma.

Segiin el Teorema Aleatorio de Johnson-Sinclair en el caso parti-
cular de que A sea semisimple deducimos, a partir de lo anterior, este
otro resultado aiin mds general que la conjetura de Sinclair.

CorovLaRio 3.25. Las derivaciones de Jordan estocdsticas defini-
das sobre digebras de Banach semisimples son estocdsticamente con-
linuas.

El resultado anterior se mejora si aplicamos el Corolario 3.17,
como vemos a continuacién.

CoroLARIO 3.26. Toda derivacién probable de Jordan definida sobre
un dlgebra de Banach semisimple es probablemente continua. Ademds
la probabilidad de que sea continua es al menos la probabilidad de que
sea derivacion de Jordan.

De esta manera la famosa conjetura de Sinclair ha quedado ahora
demostrada en un ambiente mis general.




CariTuro IV

PROBLEMAS ABIERTOS

En la presente seccién anotamos una serie de cuestiones que sur-
gen de manera natural al abordar toda la problemdtica que hemos
presentado en esta Memoria y que podrian constituir posibles lineas
de investigacion futuras.

(i) Teorema de Singer-Wermer Aleatorio.

(a) El conocido Teorema de Singer-Wermer [36] establece que
la imagen de cualguier derivacion continua definida sobre
un dlgebra de Banach conmutativa estd contenida el radi-
cal de ésta.

Nosotros conjeturamos que la imagen de toda deriva-
cién estocdstica definida sobre un dlgebra de Banack con-
mutativa, que sea estocdsticamente continua, ha de estar
contenida en el radical de Lo(IP, A).

(b) Mas ambiciosamente podemos considerar el Teorema de
Singer-Wermer tal como se conoce hoy da gracias a Tho-
mas [39], esto es el mismo enunciado pero sin suponer
hipétesis de continuidad alguna.

4Seriamos capaces de probar el problema anteriormente
propuesto eludiendo la continuidad estocdstica¥.
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(i) Teorema de Ringrose Aleatorio. El famoso Teorema de Rin-

grose [30] afirma que toda derivacidn de una C*-dlgebra, A, en
un A-modulo de Banach, X, es continua. Como comentamos
en la Secci6n I de este trabajo, si bien el espacio Lo(IP, A) es un
A-médulo, éste no tiene por qué ser un A-médulo de Banach.
De este modo, cuando A es una C*-dlgebra, nuestra investi-
gacidn aporta una informacién no contenida en el Teorema de
Ringrose.

Proponemos aqui probar que tode derivacion estocdstica
modulo-valuada definida sobre una C*-digebra es estocdstica-
mente continua.

Homomorfismos aleatorios. Como se sabe [35], Corollary 6.12,
cualquier homomorfismo sobreyectivo definido sobre un dlgebra
de Banach y con valores en un dlgebra de Banach semisimple ha
de ser automdticamente continuo. En particular los caracteres
de cualquier dlgebra de Banach son continuos.

éPodriamos establecer enunciados andlogos para operadores
aleatorios “multiplicativos”?. Hemos de decir al respecto que
ni siquiera para el caso de los caracteres aleatorios hemos sido
capaces de avanzar un paso.
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