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NOTACION.

@ - conjunto vacio.
IN - conjunto de los niimeros naturales.
IR - conjunto de los niimeros reales.
- producto escalar usual de RY.
|#| - norma euclidea del vector z = (21,z3,...,2z5) € RV,
£ - dominio (conjunto abierto y conexo) acotado de IRY.
BR - conjunto de todos los dominios acotados de RY con frontera regular.

dA - frontera de A, subconjunto de un cierto espacio topoldgico.

Vu= (%i;, 5"’;?‘-;, fn a—i";) - gradiente de u : @ — IR, diferenciable.

2 2 2 , i
Au = g—'é + 24 4+ . 4+ 2% _laplaciano de u : @ — IR, dos veces diferen-
B EEH ary,
ciable.

B(zo;r) = {x € X :d(z,z0) < r} - bola abierta de centro 24 y radic r, en
el espacio métrico (X, d).

|l#|]le - norma de u, como elemento del espacio normado E.

C*¥(Q,IR™) - espacios usuales de funciones valuadas en IR™, continuas y
diferenciables con continuidad hasta el orden k en €, y extensiones
continuas a §. En el caso particular m = 1, notaremos simplemente
C*(Q). En estos espacios, consideraremos la norma usual.

C¥HQ) = {u € C*(Q) : u(z) = 0, Yz € 0Q}. Consideraremos la norma
inducida por C¥(R).
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C*2() - espacios usuales de funciones diferenciables, con todas sus deri-
vadas, hasta el orden k, a-holderianas. En ellos, consideraremos la
norma usual.

L(TY) - espacio de funciones lipschitzianas reales, definidas en . Conside-
raremos la norma;

il = flleos i EENOH o o iy

Y€, ry |1' = yl

L?(2) - espacios de Lebesgue usuales (1 < p < 00), dotados de su norma
natural,

WhP(Q), WEP(Q), H¥(Q), HE(Q) - espacios de Sobolev usuales, con la
norma usual.




INTRODUCCION.

Son muchos los problemas de ecuaciones diferenciales originados por el es-
tudio de determinadas cuestiones planteadas en Fisica, Quimica, Biologia,
Economia, etc., lo cual los hace a su vez doblemente interesantes, tanto por
su condicién de problemas matematicos a resolver, como por las posibles
interpretaciones que admiten los resultados obtenidos. Aunque el trabajo
que aqui se presenta pertenece, esencialmente, al Andlisis Matematico y no
pretende siquiera ser una aproximacion a las ciencias aplicadas, hemos de
teconocer que los ejemplos mas interesantes y motivadores que aqui apare-
cen provienen, principalmente, de la Biologia y la Quimica, aunque no es
necesario ningiin conocimiento especial de tales materias para el matemitico
que quiera seguir los desarrollos que aqui exponemos. Intentaremos, eso si,
ofrecer, en la medida de nuestras posibilidades, la mayor variedad de inter-
pretaciones de los resultados obtenidos, aunque de partida se haga necesario
advertir que nuestro objetivo no es, ni mucho menos, presentar respuestas
satisfactorias a cuestiones hioldgicas, quimicas, etc., sino facilitar la com-
prension de los resultados tedricos que apareceran.

Una cuestion interesante en Biologia es el estudio de la evolucion en
el tiempo de dos (o mas) especies que coexisten en un dominio comuin.
De hecho, también resulta interesante desde el punto de vista biologico
encontrar situaciones de equilibrio, que son aquellas en las que el nlimero y
la distribucién de los individuos de cada una de las especies se estabiliza, y
resulta independiente del tiempo. Es lo que podriamos llamar un “equilibrio
ecoldgico”. Desde el trabajo original de Lotka (1924) y Volterra (1926), han
sido diversos los modelos que se han elaborado para el estudio de la anterior
cuestion (ver [39], [70], [71]). Uno de los modelos mas significativos, en el
primer caso (evolucién en el tiempo), es el sistema de ecuaciones de tipo
parabdlico de la forma:

u — Au=u(a(z,t) = b(z,)u+clz, 1)), (z,t) € Qx(0,+00),
v — Av=v(e(z,t) = f(z,)v+ g(z,t)u), (z,t) € Q x(0,+00),
w(z,t) = v(x,1) =0, (z,t) € 99 x [0, 4+00),

w(z,0) = ug(z), v(z,0) = vy(z), refql
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donde § representa un dominio (conjunto abierto y conexo) acotado del
espacio euclideo IR™, con frontera regular, A representa el operador lapla-
A 2 2 2 ¢
ciano, dado por A = %g+§8;y+. .+ 5‘%-,—, y a,b,c, e, f, gson funciones reales
1 2 N

definidas en {2 x [0, +00). Las funciones “incdgnitas” u y v representan las
respectivas densidades, en distintos puntos de €, y en distintos momentos
de tiempo, de dos especies que coexisten en el dominio . La condicion de
que u y v deban anularse sobre §§2 x [0, 400), viene a representar que las
especies a estudiar no se aglomeran en el borde del dominio, lo cual resulta
facilmente interpretable si, por ejemplo, 3% es un rio, o bien §2 es un lago.
La condicién de que en el instante de tiempo ¢t = 0, las funciones u y v estén
predeterminadas, indica que partimos de una situacion inicial conocida. La
presencia del operador laplaciano pone de manifiesto que hay “difusién” de
las especies u y v, es decir, desplazamiento de los individuos por el dominio
2. Las funciones a y e representan, respectivamente, la “razén de natali-
dad” (birth-rate) de nuevos individuos de las especies u y v con respecto
a los ya existentes, y las funciones b y [ (positivas) vienen a representar
el “control de natalidad” que las propias especies se imponen, evitando asi
un crecimiento exponencial. Hasta aqui, el modelo se ajusta a los mismos

criterios que si considerasemos una 1nica especie que subsiste en el dominio
Q.

Son las funciones ¢ y g las que marcan el tipo de “nieraccién” que hay
entre las dos especies consideradas. Cuando ambas funciones, ¢ y g, sean
positivas, entenderemos que el modelo es de tipo “cooperative”, es decir,
la presencia de individuos de cada una de las especies resulta beneficiosa
para el desarrollo de la otra especie. Este modelo representa los casos de
especies bioldgicas en estado de simbiosis. Si ¢ y ¢ son funciones negativas,
entenderemos que el modelo es del tipo “competicidn”, es decir, la presencia
de individuos de cualquiera de las dos especies resulta perjudicial para el
desarrollo de los individuos de la otra especie. En Biologia, esta situacion
aparece, por ejemplo, cuando las dos especies consumen un mismo alimento.
Por 1iltimo, si una de estas dos funciones es negativa (digamos ¢ < 0) y la
otraes positiva (g > 0), entenderemos que nuestro modeloes del tipo “presa-
depredador”, es decir, la presencia de la especie u resulta beneficiosa para la
especie v, mientras que la presencia de la especie v perjudica al crecimiento
de u. En Biologia, esta situacién representa a dos especies, una de las cuales
se alimenta de la otra.

En el segundo caso (situaciones de equilibrio), es natural suponer que
las funciones a,b,c,e, f, g son independientes del tiempo. El modelo que
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resulta ahora es de tipo eliptico:

—Au(z) = u(z) (a(z) - b(z)u(z) + c(z)v(z)), z €,
—Av(z) = ofz) (e(z) - f(z)o(x) + g(2)u(z)), z €N,
u(z) = v(z) =0, r € a0

El estudio de las soluciones de este sistema eliptico (soluciones de equilibrio)
resulta interesante si buscamos una situacion estable en el tiempo, o bien
si intentamos descubrir qué ocurre con las soluciones del sistema parabdlico
cuando el tiempo ¢ tiende a infinito (comportamiento asintético).

Por todas estas consideraciones, estarernos interesados en la bisqueda
de soluciones (u, v) de este iltimo sistema, cuyas componentes sean ambas
no negativas y no triviales.

El modelo anterior es del tipo Lotka-Volterra, con difusion lineal. Desde
el punto de vista matematico, tenemos un sistema de dos ecuaciones en
derivadas parciales, de tipo eliptico, y con condicién de Dirichlet en la fron-
tera del dominio 2. Son muy numerosos los trabajos que se han realizado
sobre este tipo de problemas, entre los cuales, y como mas importantes,
podriamos citar [2], [9], [12], [13], [15], [16], [17], [18], [31], [32], [34], [42],
[52], [57). [58]. [59], [60], [61], 62, [63], [64], (65, [66], [67], [68], [72], [78]-
En la mayoria de estos trabajos se suelen considerar los modelos cldsicos
(competicion, presa-depredador y cooperativo) por separado, y podemos
encontrar resultados independientes acerca de cada uno de tales modelos,
relativos generalmente al estudio de existencia de estados de coexistencia
(soluciones (u, v), con ambas componentes no negativas y no triviales), uni-
cidad o multiplicidad de estados de coexistencia, propiedades cualitativas
de las soluciones, etc. Para la obtencion de dichos resultados, suele usarse
una gran variedad de técnicas, como son la teoria del grado topolégico en
conos (indice de puntos fijos), teoria de bifurcacion, métodos iterativos, etc.
(ver, por ejemplo, [36], [48]).

Tanto desde el punto de vista de la Biologia, como desde el punto de
vista matematico, tiene sentido plantear situaciones de interaccion que no
sean estrictamente ninguna de las que hemos mencionado anteriormente
(competicion, presa-depredador y cooperativo). Asi, puede ocurrir que el
tipo de interaccion dependa de las distintas “zonas” del dominio 2 que con-
sideremos, lo cual podria penerse de manifiesto en que las funciones ¢ 6 g
cambien de signo en €. Del mismo modo, puede ocurrir que el tamaiio de las
poblaciones influya en el tipo de interaccion (biolégicamente hablando, las
presas podrian convertirse, por ejemplo, en competidores si aumentan mu-
cho en niimero de individuos), con lo que obtendriamos un modelo que no se
ajusta al anteriormente expuesto, pero que consideramos de interés. Tam-
bién creemos que, con el objetivo de representar aquellas situaciones biolo-
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gicas en las que la “habitabilidad” o la forma de interaccion sufren cambios
“brusces” con respecto a las distintas zonas del dominio £2, se debe intentar
rebajar en lo posible las hipStesis de regularidad de las no-linealidades del
sistema. Entendemos, por tanto, que es interesante estudiar modelos que
generalicen los casos “estdndar”, y que contengan como casos particulares
estas posibles interacciones de tipo “mizrte” o “no regular”.

Motivados por el origen del problema, asi como por las consideraciones
anteriores, estaremos interesados en el estudio de sistemas elipticos del tipo

—Au(z) = u(z) h(z,u(z),v(z)), z€Q,
-Av(x) = v(z) k(z,u(z),v(z)), T€Q, (0.1
u(z) = v(x) =0, z € 9.

Habida cuenta de que en la mayoria de los trabajos mencionados se con-
sidera un dominic fijo 2, y se buscan condiciones sobre las no-linealidades
para obtener estados de coexistencia, hemos estimado interesante plantear
también un estudio desde otro punto de vista; denotando por BR al conjunto
de todos los dominios acotados de IRY con frontera regular, consideramos
muy interesante el estudio de la siguiente cuestion:

Dadas las funciones b,k : R x IR x IR — IR (es decir, conocido
el modo de interaccidn de las especies u y v), tratemos de buscar
dominios (} € BR, para los cuales el sistema (0.1) admile ur
estado de coezistencia. Estos dominios serdn llamados “Dominios
de coexistencia” del problema (0.1).

Esta cuestién, ademds de tener una “evidente” justificacidn biolégica (se
trata de buscar el habitat apropiado para las especies dadas, lo cual parece
mas logico que buscar las especies apropiadas para un cierto hédbitat), esta
motivada para nosotros por un resultado que aparecia ya en el trabajo
de L. Li [61], donde para un modelo del tipo Lotka-Volterra con difusion,
con interaccién de tipo presa-depredador, y en el caso en que la razén de
crecimiento de los depredadores (la constante €) es menor o igual que cero,
el autor prueba el siguiente resultado:

“.. SiQy € BR es un dominio de coeristencia para dicho sistema,
entonces también serd dominio de coeristencia cualquier dominio
Q, € BR conteniendo a §}y ...”

El estudio de afirmaciones como ésta de Li, y otras que plantearemos
en el desarrollo de esta Memoria, sera qtil en la biisqueda de dominios de
coexistencia para problemas del tipo (0.1).
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Surgiendo también dei estudio de Dinamica de Poblaciones, en aquellos
modelos eu los que la difusion se hace “lenta” en funcién del mimero de
individuos de cada una de las especies, aparecen los que son dados en llamar
“modelos degenerados”, tanto en el caso escalar

~AP(U(z)) = U(z) k(z,U(z)), z€Q,
U(z) = 0, z € 69,

siendo los casos mds interesantes aquellos en que ¥(s) = s™, con m > 1,
como en el caso de sistemas

—Ay(li(z)) = U(z) H(=,U(2),V(z)), =€,
-Ap(V(2)) = V(z) K(2,U(x),V(z)), z€X,
U(z)= V(z) =0, r €dN

(ver, por ejemplo, [7], [47], [58], [69], [72], [73]). Dichos modelos, en términos
matematicos, sor conocidos como “medelos con difusidn no lineal”. La
técnica mds comiinmente usada en el tratamiente de estos modelos es la
de llevar a cabo un cambio de variable del tipo u = ¥(U), v = p(V),
convirtiendo el problema (o sistema) degenerado en un nuevo probiema
(o sistema) eliptico no degenerado que, normalmente, se resuelve, o bien
aplicando métodos de sub-soluciones y siiper-soluciones, o bien analizando el
comportamiento asintdtico de las soluciones del problema parabdlico asocia-

do. El principal problema que se presenta al intentar aplicar estas técnicas
reside en la pérdida de regularidad que conlleva el cambio de variable, que
hace que los métodos cldsicos no puedan siempre aplicarse.

Con el objetivo de buscar respuestas satisfactorias a las cuestiones plan-
teadas, hemos estructurado el contenido de esta Memoria como sigue:

El Capitulo 1 lo dedicamos a expresar los resultados conocidos mas im-
portantes que se utilizan en el resto de la Memoria. La mayoria de ellos
no presentan novedad, salvo en la presentacion que se hace, adaptada a
nuestros propositos. Se comienza con un repase de ciertos problemas de va-
lores propios, destacando las propiedades mas importantes del “valor propio
principal”, y de “la funcién propia aseciada”. Seguidamente, resumimos los
hechos mas significativos del método de sub-soluciones y stper-soluciones
para el problema de Dirichlet en ecuaciones elipticas escalares y en sistemas.
Tratamos también brevemente la unicidad de soluciones. La ecuacion elip-
tica logistica es estudiada con detalle, y terminamos el capitulo enunciando
y comentando un resultado cldsico abstracto de bifurcacién global, de Ra-
binowitz.
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El principal objetivo del Capitulo II de la Memoria es demostrar los
teoremas y resultados generales que hemos desarrollado con el objeto de
aplicarlos después a los modelos de la Biologia que seréin tratados en los
siguientes capitulos. El hecho de tratar estos resultados en un capitulo
aparte se debe a que, en general, cubren un abanico de posibilidades mds
amplio que las meras aplicaciones que mostraremos aqui, y pueden ser usa-
dos en el estudio de otros tipos de modelos y problemas.

El primer resultado de este segundo capitulo es una versién modificada
de algunos teoremas aparecidos en [49] y en [74], motivados por el tipo
de problemas que se presentaran en el Capitulo III, donde aparecerda una
ecuacién escalar proveniente de un “desacoplamiento” del par de ecuaciones
de un sistema eliptico que incluye algunos sistemas que aparecen en la Bio-
logia. La principal diferencia del Teorema 2.1 con respecto a los de los
trabajos citados, es que el operador N que aqui aparece es de tipo “no
local”, es decir el valor de N(v)(z) depende, no sélo de z y del valor de v(z),
sino “globalmente” de la funcién v. En definitiva, probaremos un Teocrema
de Bifurcacién, basindonos en el Teorema abstractc de Rabinowitz, pero
enunciado ahora en términos de ecuaciones elipticas, con el objeto de que
sea mas facilmente aplicable en la practica.

El siguiente resultado que aparece en el Capitulo Il es nuestra aportacion
al método de sub-soluciones y siper-soluciones de Amann [3], donde reba-
jamos las hipétesis que imponia Amann a la(s) no-linealidad{es) de una

ecuacion escalar (o sistema) con condicién de Dirichlet en la frontera. Con-
cretamente, donde Amann impone a las no-linealidades ser localmente lips-
chitzianas, nosotros imponemos una condicion de “variacién acotada” de
la no-linealidad respecto de la variable incognita, y acotacion respecto de
la variable espacial. Esto hace que la técnica de sub-soluciones y siper-
soluciones pueda aplicarse ahora ampliamente a los problemas que apare-
cen tras el oportuno cambio de variable sobre problemas con difusiéon no
lineal, mientras que el método cldsico no es aplicable debido a la pérdida de
regularidad que conlleva el mencionado cambio de variable.

En el tercer Capitulo, fijaremos nuestra atencion en el estudio de sis-
temas provenientes de la Biologia del tipo (0.1), en los que la difusion es
lineal, es decir, modelos no degenerados. Para ello, seran de vital importan-
cia los resultados demostrados en el Capitulo II, ya que gran parte de lo que
aqui aparecerd seran aplicaciones de tales resultados a modelos concretos.
Para comenzar, es ineludible un estudio en profundidad de la “ecuacidn
logistica generalizada”, que modela el caso particular en el que sélo hay una
especie a considerar. Mostramos una condicién necesaria y suficiente para
que dicha ecuacién admita al menos una soluciéon no negativa y no trivial
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(solucion que resulta ser tinica), y estudiamos propiedades de dicha solucion,
como la dependencia mondtona y continua respecto de la no-linealidad del
problema.

Imponiendo hipitesis bastante simples a las funciones h y k, obten-
dremos uno de los resultados centrales de esta Memoria (Teorema 3.6), que
da condiciones siificientes (que en algunos casos son también necesarias)
para la existencia de estados de coexistencia para este tipo de sistemas.
La mayor novedad con respecto a otros trabajos anteriores reside en que
no impondremos ningiin tipo de monotonia de h respecto de v, ni de k
respecto de u. Ademas, las funciones h y k admiten dependencia espa-
cial, quedando asi contenidos en este modelo, no sdlo los sistemas de tipo
cocperativo, presa-depredador y competicion, sino también algunos otros
de tipo “mizto” que hemos comentado. En este sentido, nuestro resultado
unifica también gran variedad de resultados dispersos relativos a los mode-
los clasicos. Ademas, en nuestro resultado hemos impuesto condiciones de
regularidad mas débiles que las usuaies a las funciones h y k, intentando
representar asi aquellas situaciones biologicas en las que la “habitabilidad”
o la foima de interaccién sufren cambios “brusces” (pero controlados) con
respecto a las distintas zonas del dominio §2. Dicha condicion suficiente
se expresa en términos de los estados de existencia de cada una de las es-
pecies en ausencia de la otra, asi como de ciertas propiedades espectrales
del dominio ©, manifestadas en los valores propios principales de ciertos
problemas de valores propios. Seguidamente (es obligado), mostramos las
aplicaciones que admite nuestro resultado en los modelos clisicos de la Bio-
logia, (competicion, presa-depredador y cooperativo), asi como en modelos
cuya interaccion no responde a ninguno de los casos anteriores. Es en estas
aplicaciones donde se adivina la potencia del resultado general, ya que hay
casos, como lo es el de la interaccion de tipo presa-depredador, en el que
nuestra condicion suficiente resulta también ser necesaria para la existen-
cia de estados de coexistencia. Esto hace que nuestro resultado sea (salvo
equivalencia) el “mejor posible” para un sistema tan general como (0.1).

La tercera seccion de este Capitulo 111 estd motivada por la cuestion
anteriormente expuesta de hisqueda de dominios de coexistencia, conocido
el modo de interaccion. No olvidemos que en el medelo de Lotka-Volterra
con interaccion de tipo presa-depredador, ia condicion de nuestro Teorema
3.6 es necesaria y suficiente para obtener estados de coexistencia. Por tanto,
la afirmacion de Li podria enunciarse de este otro modo:

Si la condicion del Teorema 3.6 se verifica para un cierto do-
minio 2y € BR, enlonces dicha condicion se verifica también
para cualquier dominio Q3 € BR, conteniendo a ;.
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Tras demostrar que, sorprendentemente, esta segunda afirmacion no es
siempre cierta, ni siquiera en el caso general de interaccion de tipo presa-
depredador (no olvidemos que para L. Li, el coeficiente e debe ser negativo),
nos ha parecido interesante el estudio de la validez de dicha afirmacién, in-
cluso en los casos en que la condicion de nuestro Teorema es sélo suficiente
¥ uo necesaria. Dedicaremos esta tercera Seccion del Capitulo III al es-
tudio de la validez de esta afirmacién y otras similares, y a la bisqueda
de dominios de coexistencia para modelos concretos. Como veremos, esta
cuestién no es en absoluto simple, ni aiin en los casos mas sencillos, en los
que buscamos dominios de coexistencia que sean bolas euclideas centradas
en el origen. Los resultados de este Capitulo muestran claramente que, a
la hora de estudiar sistemas del tipo (0.1), tan importante es proponerse la
generalizacién y unificacién de resultados dispersos, como la especializacion
de resultados generales en modelos concretos.

En el Capitulo IV mostramos las aplicaciones de nuestro método de sub-
soluciones y siiper-soluciones sobre problemas con difusién no lineal, que son
los que realmente han motivado para nosotros el desarrollo de dicho método.
Como consecuencia, y aunque no se trate mas que de una aplicacion de dicho
método general, enunciaremos en este capitulo un método de sub-soluciones
y stiper-soluciones para el problema de Dirichlet en ecuaciones elipticas es-
calares degeneradas (o con difusion no lineal), y para sistemas de ecuaciones

degeneradas. Ilustraremos su utilidad obteniendo condiciones suficientes de
coexistencia para problemas y sistemas degenerados provenientes de la Bio-
logia. Obtenemos asi mejoras sustanciales con respecto a los resultados
que conocemos relativos a existencia de sclucién para este tipo de proble-
mas (mejoras en cuanto a que, al iriponer hipotesis mas débiles que las
de otros autores, sin perjuicio de los resultados obtenidos, quedan contem-
plados mayor variedad de modelos, que antes no podian ser estudiados).
Ademas, nuestras condiciones suficientes de existencia de soluciones positi-
vas (o estados de coexistencia) son facilmente comprobables en la practica,
¥a que se expresan directamente en términos de los valores que toman las
no-linealidades de los problemas considerados.

Para terminar, hemos incluido unas Notas Finales, en las que exponemos
brevemente aquellas cuestiones que quedan sin resolver a lo largo de la
Memoria, asi como las poeibles lineas de continuacién de nuestra investi-
gacion.

Algunos de los resultados de esta Memoria han sido expuestos en dife-
rentes congresos, y aceptados para publicacién en diversas revistas y series
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especializadas internacionales (ver [20], [21], [22], [23], [24], [25], [19]).
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§1. Problemas de valores propios.

Dedicaremos este Capitulo, a modo de iniciacién, y para facilitar la lectura
de lo que sigue, a desarrollar los resultados conocidos mds importantes que
se utilizardn en el resto de esta Memoria. La mayoria de ellos no presentan
novedad, salvo en la presentacion que se hace adaptada a nuestros propési-
tos. En particular, centraremos nuestra atencién en los métodos monétonos
¥y en los métodos topologicos, tanto para la resolucion de ecuaciones elipticas
escalares, como para sistemas de ecuaciones elfpticas. Comencemos recor-
dando un poco de teoria lineal, cuyo lenguaje necesitaremos mas adelante.

I.1 PROBLEMAS DE VALORES PROPIOS

En la mayoria de los métodos que se utilizan para el estudio de ecuaciones
elipticas no lineales es muy importante tener realizado un estudio detallado
del problema lineal de valores propios

—Au(z) + g(z)u(z) = Mu(x), z€Q, (1.1
u(z) =0, z € 09, i

donde Q es un dominio acotado de RN con frontera regular, y ¢ € L®(2)
(es un hecho frecuente en el Analisis No-Lineal utilizar problemas lineales
“adecuados” para el estudio del correspondiente problema no lineal). El
estudio de dicho problema lineal consiste en determinar los valores reales
del pardmetro A para los cuales el problema (1.1) admite solucién débil no
trivial. Tales valores se llamardn “valores propios” del problema (1.1), y las
soluciones asociadas a los valores propios, se llamaran “funciones propias”
del problema.

Es bien conocido que los valores propios del problema (1.1) se pueden
ordenar en una sucesién creciente de la forma

M 9) < Aa(Rg) < ... S Aa(Rig) <.

cada uno de ellos, repetido tantas veces como indica su multiplicidad alge-
braica (que sabemos que es finita).

El primero de tales valores propios, A1(£2, ¢), viene determinado por la
expresion variacional

/ (IVul® + qu?)

min a0 i
weH (\{0} / o?
)

A1(91 Q) =

donde H}(R) es el espacio de Sobolev usual. Dicha expresion resulta a
menudo muy 1til para obtener estimaciones de A1(S,q). De lo anterior, se
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deduce también que A;(£2,q) es el mayor mimero real verificando la desi-
gualdad variacional

n(@) [0 < [ (va+ ), vue HY@)
i1} 1]

Igualmente, es sabido que A;(f2,¢) tiene multiplicidad geométrica y alge-

braica igual a 1, y como generador del subespacio propio asociado (en

cada uno de cuyos puntos se alcanza el minimo anterior) podemos tomar

$1(9,q) € C1*(Q), Ya € (0, 1), que se puede escoger en el interior del cono

P de las funciones no negativas del espacio C}(f2), con max ¢:1(f,¢)(z) = 1.
TEN

De hecho, A1(f,q) es el tinico valor propio del problema (1.1) cuyas fun-
ciones propias asociadas no cambian de signo en 2.
En el caso particular en que ¢ = 0, notaremos simplemente A1(£2), y

$1(%2).

Resumamos las propiedades principales de A((£2, ) en el siguiente
LeEma 1.1. (Principales propiedades de A1(£2,¢)).

i) Sean 1,8 dos dominios acolados de RN, ambos con frontera regu-
lar, con 0y C §2a, y sea g € L°(S2y). Entonces

A1(822,9) < A1(S2,9).
Mds aiin, en el caso en que 2 # Sy, dicha desigualdad es esiricla.

i) Sean q;,q2 € L™(Q), con q1 < q2 c.p.d. en Q. Entonces

A, q1) < (R, 92).

Mds atin, si q < g2 en un conjunio de medida positiva, dicha desi-
gualdad es esiricla.

iti) Sean M € R, g € L™(Q). Entonces
A9+ M) = A(R,9) + M.
iv) Sean ¢1,92 € L°(Q), t € [0,1]. Entonces
A(Q,4q1 + (1 = t)g2) 2 A (2, q1) + (1 = 1) A1 (R2, g2).
v) Sean gn, ¢ € L™(RQ), con {gn} — ¢ en L>®(2). Entonces
{M(Q.9n)} = Mi(D,9).
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Demostracion.
i) Sea W € H}(S2) definida como la extensién por cero de la funcién
¢1(f21, ¢). Claramente
(Ival + qv°)
)\1(9219)S {ha / = & = A1(‘11!(1)'

2
2
Ademas, si §2) # 22, entonces % no es estrictamente positiva en Q3,

por lo que @ no es una funcidn propia asociada a A; (22, ¢), con lo que
la desigualdad anterior serd estricta.

i) El crecimiento de A;(£2, g) respecto de g resulta obvio a partir de la
expresion variacional de A;(£2, q).

iii)

]ﬂ (]VM|2 +(g+ M)u"’)
in

mi
ueHl(Q)\{0} / o
a

M(R,q4 M) =

f (IVu|® + quz)
=  min M48

= ! =AM(R,9)+ M.
weHy\{0} / 2 L
2

iv)

M(Q g + (1 —t)g2) =

/ (|Vu|2 4+ (tp + (11— t)qg)uz)

min & =

w€H A\ (0} [ i
o

z/ﬂ(iv'ug’+q,u’) (l—t)/ﬁ(|Vu|2+q2u2)

[u
)

min
weHI(Q)\ (0} / o
1]

> tA(Q,0) + (1 = 0)A (2, q2).
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$1(%,9) 5 __91(24,)
ler (R, )llea’” ™~ [161(R, gn)llza

M) = [ (IVelP+a¢?); M) = [ (Venl* +amed) -
(1] o

Obsérvese que

AI(Q,qun[qn—QIsv’ =/n(IVso|2+anp’) >

v) Llamando ¢ = , ¥n € N, se tiene

Z '\I(Qr‘h) =

= /n (IVenl? + a0 + [gn — ql?) = M(Q,9) + fn[qn - q)pt.

Usando que ||lgn — gljlz= — 0, ¥ que ||@nljz2@n) = 1, ¥n € IN, obte-
nemos que el primer y el iiltimo miembros de la anterior desigualdad
convergen ambos a A;(S2, ¢), con lo que se concluye la demostracion
de este apartado, y del Lema 1.1.

NOTAS.

- Las propiedades i) y 11} expresan, respectivamente, la monotonia de
A1(52, g) respecte de € y respecto de q. iii) expresa el comportamiento
de A1(82,q) frente a las traslaciones, y puede reducir el estudio de
A1(9, 9), con g acotada, a A1(R,q'), con ¢’ > 0. iv) es claramente
una propiedad de concavidad. Por su parte, es claro que v} pone de
manifiesto la continuidad de A;(52, ¢) respecto de gq.

- Usando estas propiedades podremos obtener estimaciones mas o me-
nos finas del valor de A1(2,4q) en los casos que nos ocupardn en el
resto de esta Memoria. Un perfecto conocimiento de (€2, ¢) sdlo es
posible en casos muy particulares, cuando el dominio (2 es extremada-
mente simple, o la funcién ¢ es “epropiude”. Célculos aproximados
de A1{92,0), para dominios @ C R? concretos, pueden encontrarse en
[55].

.2 EL METODO DE SUB-SOLUCIONES Y SUPER-
SOLUCIONES PARA EL PROBLEMA DE DIRICH-
LET EN ECUACIONES ELIPTICAS ESCALARES

Aunque la idea que aqui desarrollaremos se remonta a los trabajos de Cohen
y Keller [27], [28], [50], [51], la formulacidon que vamos a presentar en esta
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Seccién aparece por vez primera en los trabajos de Amann [3] y Sattinger
[76]. Con posterioridad se han realizado muchas variantes y generalizaciones
del método. En particular, una versién abstracta puede verse en [4].

Consideremos la ecuacién escalar de tipo eliptico, con condicién de Di-
richlet homogénea en la frontera

—Au(z) = f(z,u(z)), z€,

u(z) =0, z € 00, (12)

donde 2 es un dominio acotado de IRV con frontera regular, y f es local-
mente lipschitziana en @ x IR.

Observemos que si u es una solucion cldsica del problema (1.2), entonces
u satisface las desigualdades

-Au(z) < f(z,u(z)), z€R, _ -Au(@)> f(z,u(z)), z€Q,
u(z) < 0, zeo0, Y u(z) > 0, z € 09,

a la vista de lo cual cabria plantearse la siguiente cuestion:
Si existen dos funciones u y U que salisfacen, respectivamente las
desigualdades anleriores, jezislird necesariamente ura solucion

de (1.2)%.

Esta idea se desarrolla a continuacion.

DEFINICION 1.2. Llamaremos sub-solucién (o solucidn inferior) del pro-
blema (1.2) a toda funcion u € C*(Q) que verifique

-Au(r) < f(z,u(r)), re€Q,
u(z) <0, z € 09.

Del mismo modo, una siiper-solucién (o solucidn superior) del problema
(1.2) es toda aquella funcion @ € C*(Q) verificando

—AE(I) 2 f(.l‘,ﬁ(f)), z €},
(z) > 0, z € 89

TeEOREMA 1.3. ([3], [76)). Si u,u € C*(§2) son, respectivamente, sub-
solucidn, y siper-solucidn, del problema (1.2), con u(z) < W(z), Yz € Q,
enlonces eristen u. y u*, respectivamente, solucion minimal y mazimal
(cldsicas) del problema (1.2) en el “intervalo”

[w, 7] = {u € L7(Q) : u(z) < u(z) < W(x), Yz € Q}.

Entenderemos la minimalidad y la mazrimaldad de dichas funciones en el
sentido que si u € [u,] es una solucién cldsica de (1.2), entonces se tiene
u(r) < u(z) <u'(z), Ve el
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Demostracidn. Por ser f localmente lipschitziana en © x IR, es posible
obtener una constante M > 0 tal que la funcion f(z,u) + Mu es creciente
con respecto a u, en el compacto @ x |minu(z), maxu(z)|.
refl e

Obsecrvemos que [u, 7] es un conjunto convexo, cerrado y acotado en el
espacio de Banach L*™(S2).

Consideremos el operador T : [u, 7] — L™(f2), donde, para cada funcién
v € [u, ], T'v es (ver [44]) la \inica solucién débil del problema

—ATv(z) + M Tv(z) = f(z,v(z)) + Mv(z), z€,
Tu(zx) = 0, r € 9.

Observemos que si v, w € [u, ], con v(z) € w(z), c.p.d. en £, las siguientes
desigualdades tienen sentido en teoria débil de ecuaciones elipticas (ver [44])

-A(Tw—-Tv)+ M(Tw - Tv) =
= f(z,w)+ Mw - f(z,v) - Mv >0, enfl,
Tw—Tv >0, en J1.

De donde, por el Principio del Maximo en versién débil (ver [44]), se deduce
que Tw(z) > Tv(z), c.p.d. en €, es decir, el operador T' 3 mondtono
creciente. Mas atin,

—A(Tu—u)+ M(Tu—u) >
> flz,u)+ Mu— f(z,u)— Mu=0, enQ,
Tu—u=-u>0, en 99Q.

De donde resulta Tu(z) > u(z), c.p.d. en 2. Del mismo modo,
AT -Tu)+ M(u-T7) >
> f(z,70)+ Mu- f(z,7)- Mu=0, en(
i-Ta=u>0, en 9.

De donde Tu(z) < %(z), c.p.d. en Q. Asi, con estas desigualdades, y la
monotonia del operador T', deducimos que

T([u, @) C [u, ).
Construyamos las sucesiones recurrentes {u,} y {u"} mediante

U =u, tnsy =Tu,, VYneNU{0},

=% u"t=Tu", YneNuU{0}
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Por lo expuesto arriba, y por un simple argumento de induccién, obtenemos
<y <..<up<u”<...<u' <u’ecpd. enQ ¥YnelN.

Por lo tanto, hemos demostrado que las sucesiones {u,} y {u"} son ambas,
monotonas y acotadas. De ello se deduce que ambas sucesiones convergen
c.p.d. en  a unas ciertas funciones u, y u*. Se tratard ahora de probar
que estas funciones son regulares, y son soluciones del problema (1.2).

Usando el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, obtene-
mos que la sucesion {f(-,un(-)) + Mun(-)} es una sucesion convergente (y
por tanto de Cauchy) en LP(R), Vp € [1,+00). Utilizando la “leoria L7 " de
ecuaciones elipticas lineales (ver [1], {44]),

le+1 = vggrllwar < || f(z, ue) + Mue — f(z, ) - Mugl|rs,

de donde se obtiene que la sucesién {u,} es de Cauchy en el espacio de
Banach W%P(Q), ¥p € [1,400). Usando que WP(Q2) — C'*(Q), para
p>N(a=1- -"‘5'—) (ver [10]}, concluimos que la sucesién {u,} es de
Cauchy en el espacio de Banach Che(Q), Ya € (0,1), y en consecuencia,
. € CY(Q). Teniendo en cuenta que Yn € N y V¢ € CP(Q),

j (VTI,-..{..] Vo + M"n-‘}-lé] = f (f(”s”n)‘ﬁ‘f‘ Munqs)
n i1}

y aplicando de nuevo el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,
se obtiene que Y¢ € C§°(2),

/(Vu.-V¢+Mu..¢a):](f(x,u.)¢+Mu.¢)
a n

es decir,

Vu. Vo= [ Jeulb 6 e CR@),
1] ¢

o lo que es igual, u. es solucién débil del problema (1.2). Teniendo en
cuenta que, en este caso, el miembro de la derecha de la ecuacion (1.2) es
una funcién lipschitziana, se prueba que u, € C2#(Q), V3 € (0, 1) (ver [10],
[44]), y en consecuencia, es solucién clasica del problema {(1.2). Andlogo
argumento para la sucesion {u"} demuestra la regularidad de u*.

Ademas, si u € [u, 1] es solucion de (1.2), entonces, claramente, u = Tu,
de donde, por la monotonia del operador T, y por la regularidad de T'u,
razonando como anteriormente, se prueba

w<y<...<u<u<u"<...<u' <u’, enQ Yne N,
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y tomando limites, obtenemos

ta(2) < u(z) < u'(z), Yz €Q,

lo cual concluye la demostracién.

NOTAS.

- Puede ocurrir que u. = u* (de hecho, éste debe ser el caso si (1.2)
admite solucién 1inica). No parece facil (y seria interesante) encontrar
condiciones suficientes simples que garanticen que u, # u*, para un
problema general del tipo (1.2).

El teorema anterior proporciona, no sélo la existencia de una solucién
de (1.2), sinc que dicha solucion pertenece al intervalo [u, 7). Esto es
importante, por ejemplo, cuando se buscan soluciones no negativas y
no triviales de (1.2), asi como para probar resultados de multiplicidad
de soluciones.

Notese que en la demostracion del Teorema 1.3 no se ha usado explici-
tamente que el operador T es compacto (continuo, y lleva conjuntos
acotados en conjuntos relativamente compactos). Una demostracion
alternativa de dicho teorema se podria hacer aplicando el Teorema
del Punto Fijo de Schauder (ver, por ejeniplo, [37]), al operador com-
pacto T : [u, %] — [u, ), lo cual nos proporciona un punto fijo de T,
es decir, una solucién del problema (1.2) en el intervalo [u, 3. El ar-
gumento es bastante mas simple que el que se ha desarrollado, pero la
conclusion es menos satisfactoria, puesto que el Teorema de Schauder
nada dice acerca de la maximalidad o minimalidad de las soluciones, ni
proporciona un esquema iterativo mediante el cual puedan obtenerse
aproximaciones de la solucion.

- En Amann [3] puede verse que la conclusién del Teorema 1.3 es vélida
imponiendo que f € C*(Q x R), en lugar de localmente lipschitziana.
Asimismo, puede verse que el método expuesto se aplica también a
problemas distintos del problema de Dirichlet (1.2).

Ni siquiera la regularidad C*(© x IR) impuesta por Amann es satis-
fecha por ciertos problemas que se presentardn en esta Memoria, lo que
hara que, en el Capitulo II, volvamos sobre los métodos monétonos
aplicados a ecuaciones escalares, donde rebajaremos de modo signi-
ficativo las hipétesis de regularidad sobre la funcién f, con el fin de
poder aplicar el método a un tipo de problemas que antes no podian
ser resueltos con esta técnica.
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~ En ciertas situaciones particulares, la condicién u(z) < @(z), Vz € §,
puede eliminarse en el Teorema anterior (Ver [5]).

En la Seccién 5 de este Capitulo obtendremos un resultado de existencia
de solucién, aplicando el método de sub-soluciones y siper-soluciones a una
ecuacién concreta, muy importante en el desarrollo de capitulos posteriores.

1.3 EL METODO DE SUB-SUPER-SOLUCIONES PARA
EL PROBLEMA DE DIRICHLET EN SISTEMAS
ELIPTICOS

Aunque ya Sattinger [76] apunté la posibilidad de extender los métodos
de sub-soluciones y stiper-soluciones a sistemas de ecuaciones elipticas no
lineales, la extension que él propuso requeria ciertas hipétesis de monotonia
sobre las no-linealidades de cada una de las ecuaciones, lo cual hacia que
el método sélo fuese aplicable a ciertos tipos de sistemnas, llamados casi-
mondtonos. De hecho, en esos casos es posible obtener, como en el caso
escalar, sucesiones mondtonas convergentes a la (posible) solucion minimal
o maximal del problema. El resultado de Sattinger pasé a ser un caso
particular de algunos resultados posteriores, en los que, para demostrar
existencia de solucion, en lugar de aparecer sucesiones monotonas, aparece
simplemente un operador compacto al que aplicar el Teorema del Punto
Fijo de Schauder. Esta idea ha sido aplicada, entre otros, por J. Hernandez
(45), [46], en sistemas de ecuaciones elipticas, y es la que desarrollamos a
continuacion.

Consideremos el sistema de ecuaciones de tipo eliptico, con condicién de
Dirichlet homogénea en la frontera

—Au(z) = h(z,u(z),v(z)), z€Q,

—Av(z) = k(z.u(z),v(z)), z€, (1.3)
u(z) = v(z) =0, r € 09,

donde £ es un dominio acotado de IRV con frontera regular, y h, k son
funciones localmente lipschitzianas en 2 x IR x IR.

DEFINICION 1.4. Sean u,%,v,7 € C2(Q). Diremos que tales funciones
forman un sistema de sub-stiper-soluciones para el sistema (1.3) cxando
se verifique

y

u(z) < u(z), v(z) <o(z), Ve,

u(z) <0<u(z), y(z)<0<v(z), Yzed
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-Au(z) > Mz, W(z),v(x)), YzreQ,

Yv € [v,7), {

_Ay.(x) _<. h(x‘g(z), 'U(:H)), Vz e Q,

~Av(z) 2 k(z,u(z).%(x)), Yz €Q,

Yu € [u,1),
—Ayp(z) < k(z,u(z),v(z)), Vel

TeorEMA 1.5. ([46]). Supongamos que Ju,%,v,% € C*(R), un sistema
de sub-stper-soluciones para (1.3). Entonces eziste al menos une solucidn
cldsica de (1.3), (u,v) € [u,¥] x [v,7].

Demostracién. Por ser h, k localmente lipschitzianas en @ x IR x IR, es posible
obtener una constante M > 0 tal que las funcicnes u — h(z,u,v) + Mu,y
v — k(z,u,v) + Mv, son crecientes en el compacto

Q x [miﬂg(z},mtgﬁ(z)] % [migy(x),ma_xﬁ(a:)],
rEfl refN refl reN

Definiremos D = [u, %] x [v,7], que es un conjunto convexo, cerrado y
acotado en el espacio de Banach L™ (2) x L™(9).

Consideremos el operador T': D — L™(82) x L*(2), donde, para cada
par (un,v) € D, T(u,v) = (R(u,v), S(u,v)) viene dado por las expresiones

—~AR(u,v)(z) + M R(u,v)(z) = h(z, u(z),v(z)) + Mu(z), z€9,
R(u,v)(z) =0, z € 09.

—-AS(u,v)(z) + M S(u,v)(z) = k(z, w(z),v(x)) + Mv(z), €,
S(u,v)(z) =0, T € 9.

Es bien sabido [44] que los operadores R y S son continucs y, teniendo en
cuenta que los miembros de la derecha de estas expresiones son funciones
en L>(8), deducimos que, tanto R(u,v) como S(u,v), pertenecen y estin
acotadas en el espacio C3(f), compactamente contenido en L™(fQ) (ver,
per ejemplo, [10] o [41]), per lo que el operador T resulta ser un operador
compacto. Mas ain, si (¢,v) € D,

~A(R(u,v) - u) + M (R(:,v) — w) >
> h(z,u,v)+ Mu— h(z,u,v) —Mu >0, enf
R(u,v)—u=-u>0, en 1.
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De donde, por el Principio del Maximo en versién débil (ver [44]), se obtiene
que u(z) < R(u,v)(z) c.p.d. en 2. Razonando del mismo modo, obtenemos,
Y(u,v) € D,

u(z) £ R(u,v)(z) < (x), c.p.d. en,
v(z) < S(u,v)(z) < ¥(z), c.p.d. en

es decir, T'(D) C D. Estamos, por tanto, en las condiciones de aplicar el
Teorema del Punto Fijo de Schauder, y concluir que

Iu,v) € D : T(u,v) = (u,v).

Veamos que, de hecho, esto significa que el par (u,v) es solucién clasica
del sistema (1.3). En efecto, el hecho de que (u,v) sea un punto fijo de T
obliga a que (u,v) € Im T' C C}(Q) x C4(Q), por lo que los miembros de
la derecha en (1.3) son funciones lipschitzianas. Asi pues, obtenemos que
u,v € C*2(Q), VA € (0,1) (ver [44]), y en consecuencia son una solucién
clasica para (1.3).

NOTAS.

— Al igual que en el caso escalar, una de las ventajas del método de
sub-siiper-soluciones reside en que la solucién encontrada pertenece a
[, ©] % [v,7]. De nuevo, esto serd importante, por ejemplo, cuando se
busquen soluciones de (1.3), con ambas componentes no negativas y
no triviales.

Sobre el método de sub-siiper-soluciones aplicado a sistemas de ecua-
ciones elipticas, volveremos en el Capitulo II de la presente Memoria,
donde rebajaremos de modo significativo las hipétesis de regularidad
sobre h y k, con el fin de poder aplicar el método a un tipo de proble-
mas que antes no podian ser resueltos con esta técnica.

I.4 UNICIDAD PARA EL PROBLEMA DE DIRICHLET

No podriamos omitir en estos preliminares sobre la teoria de ecuaciones
eiipticas algunos resultados relativos a la unicidad de solucién. En el primero
de ellos, el Teorema 1.6, usaremos las ideas que aparecen en la demostracion
del Principio del Maximo en versién débil (ver [44]). El segundo, Teorema
1.7, aparecié por primera vez en 1970, en un trabajo de D.S. Cohen y
T.W. Laetsch [29], con una hipédtesis adicional de existencia de una solucién
maximal estrictamente positiva en §2. Brézis y Oswald, en [11] suprimen
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dicha hipdtesis, y de su trabajo extraemos la demostracion que aqui aparece
del Teorema 1.7.
Consideremos la ecuacion escalar

-Au(z) = f(r,u(z)), z€,

ule) =10, z € 68, 54

donde Q es un dominio acotado de R™ con frontera regular, y ademas,
f:92x IR — IR es una funcién dada.

TEOREMA 1.6. Si la funcién f es decreciente con respecto a la segunda
variable, enlonces el problema (1.4) admite, a lo sumo, una solucion débil.

Demostracidn. Sean u; y u; dos soluciones débiles del problema (1.4).
Tomando (u; — up)* € H}(Q), como funcidn test en las ecuaciones satis-
fechas por u; y ua,

j Pule): Tng = ug) o) = / Pl vzl = va) (),
1] o

] Vag(e) - V(s - ug)*(e)de = f F(z, ua(2))( - o) (2) d,
] (1]

de donde

/ [Flos = o) ()Pl = j V(- u2)(2) - Vg - ug)*(z) de =
n 1]

= jltul — ) (@)[f(z, (2) = f(z, up(z))] dz < 0.

Por tanto, obtenemos que [|(wy —t2)*|| 3 = 0, es decir (u1 —uz)* = 0 c.p.d.
en 2, lo cual significa que u; < ug ¢.p.d. en Q. Razonando de idéntico modo,
podemos obtener la desigualdad inversa, y concluir que uy(2) = ug(z), c.p.d.
en Q. 11

TeOREMA 1.7. ([11]). Supongamos que la funcién u— f(x,u) es continua
en [0, +00), para casi fodo x € §2, y que la funcidn x — f(zx,u) perienece

f(z,u)
u

a L™®(Q), Yu > 0. Si, ademds, la funcién w — ———— es esiriclamente
decreciente en (0,400), para casi lodo z € 2, entonces el problema (1.4)
admite a lo sumo, una solucion débil acolada no negativa y no trivial, u,

B 0, Ve e i,

que en caso de exislir, verifica u(z) >0, Vz €82, ¥ 3
Me
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Demostracion.

a) En primer lugar, probaremos que {oda solucién acotada no negativa y

, Ou
" In,

en 3Q, donde n. denota el normal exterior en 0.

f()

Debido a que la funcién ¢ — ———

es estrictamente decreciente para
T, u
u € (0, +00), deducimos que —oo < ]ll}'}l+ ﬁ-——)
u—

f(2,0) > 0 c.pd. en Q. Ademds, si u € L°°(Q) (no negativa y no
trivial), y tomamos = € § tal que u(z) # 0. entonces

f(;l:,ﬂ.(l')) f(..".‘ “u”f“’) € Lm(ﬂ)

u(z) - [leell =

< 400, y por tanto,

Por tauto 3M > 0 tal que f(z,u(z)) > —Mu(z) c.p.d. en Q. Luego,
en sentido débil, —Au + Mu > 0 en Q. Aplicando el Principio del
Méximo Fuerte (ver [40], [44]) se concluye este apartado.

b} Unicidad de solucidn acotada, no negativa y no trivial.

Sean u;,uy € H&(Q}, soluciones acotadas, no negativas y no trivia-
les de (1.4). Usando lo hecho en el apartado ant.erior, sabemos que

du
-(.ﬁ <0y 3 = < 0, es posible probar que E‘:— y — peﬂenecﬂ, &
2 12

L™(S1), y consecuentemente :— y = ot 2 pertenecen a Hn(ﬂ\ con
L3}

2
v (11—) 4‘—'—'-\7 u - -—VU2, Yy v ( ) = QE%V Uy — --Vu.
Ug U3 L

Por ser u; y uy soluciones débiles de (1.4), y usando el estricto de-

f(z,u)
u

crecimiento de respecto de u, obtenemos que, si u; # uz en

1, entonces

flz,w)  f(z,ug) i
= _/;1 ( 3] i Uy ) (uf o u%) =

:/ﬂ(f(a:,u;) (u: = —) + f(z,u2) (“2_ %)) -
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u? u}
/ (Vu1 -V (u1 - -l) +VHQ-V(UQ— —))
n uy Uz

uj 2 uf
=f (|Vu1[2—Vu1-V-——+|Vug| -Vuz-V——) =
(13 U Us

2
= ] (|Vu1|'~’ =25L 0y Ty 4 "—;ivuzlﬂ) +
] Uz U3

2
+/ |Vus|? - ZEVM - Vug + u—§|V’ui[2 =
1] L Uy

2 2
u u
.-.f Vi = — Vg +/ Vu; — —=Vuy| >0,
o U9 1) uy

Lo cual es una contradiccion. Por tanto, ity = up, y queda probado el
teorema. I

NOTAS.

- Observemos que los Teoremas 1.6 y 1.7 son independientes, tanto en
las hipétesis exigidas como en los resultados obtenidos. Asi, mientras
que el Teorema 1.6 es un resultado de unicidad global, el Teorema 1.7
garantiza solamente la unicidad de solucidn positiva, pudiendo haber
ademds otras soluciones, bien sean negativas, o bien soluciones que
cambien de signo en £2.

- En la proxima Seccion, asi como en otros modelos que apareceran en
los Capitulos siguientes, mostraremos problemas en los que obtenemos
la unicidad de solucién aplicando el Teorema 1.7.

1.5 LA ECUACION ELIPTICA LOGISTICA

Motivados por los modelos de tipo Lotka-Volterra con difusion, de los cuales
trataremos extensamente en capitulos posteriores de esta Memoria, y con el
fin de mostrar un primer resultado al respecto, haremos un estudio detallado
de la ecuacidn escalar

~Au(z) =u(z)(A-u(z)), z€9Q,

u(z) =0, z € 09, (1.5)
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donde Q es un dominio acotado de IRV con frontera regular, y A es una
constante real. La ecuacién (1.5) se concce como “ecuacién logistica”, y
surge en el estudio de genética de poblaciones, y dindmica de poblaciones,
en el caso particular en que u representa la densidad en distintos puntos de £2
de individuos de una sola especie, en estado de equilibrio. Por ello estaremos
interesados en encontrar soluciones de (1.5) que sean no negativasen 2, y no
triviales (obsérvese que (1.5) admite stempre la solucién trivial u = 0). Este
modelo fue propuesto ya por Fisher en 1937, y ha sido objeto de una atencién
constante por parte de prestigiosos matematicos, como Kolmogorov, Rothe,
Fife, Peletier, y Dancer entre otros muchos. El resultado que demostraremos
a continuacién, Lema 1.8, es cldsico, y puede encontrarse, por ejemplo, en
el trabajo de Berestycki [8], o Amann [4]. Dicho resultado proporciona
una condicion necesaria y suficiente para que el problema (1.5) admita una
solucién no negativa y no trivial.

LEMA 1.8. El problema (1.5) admite solucién débil no negativa y no trivial
si, y sélo si X > A (). En tal caso, dicha solucion, a la que notaremos
0x(1), es cldsica, con 0 < Ox(z) < A en R, y es la tnica solucidn no negativa
y no trivial de (1.5).

Demostracidn. Efectivamente, si (1.5) admite alguna solucién @, no nega-
tiva y no trivial, entonces, sabiendo que f |V9A|2 = / ,\3} = j 0‘;1
n n a

] [Vul? / V0,2 / A2 — / 0
M) = min o < =& =8 2 <)

ueHY(Q\ {0} fuz 55 jef = /93
0 0 fy!

Reciprocamente, si A > A1(Q), entonces teniendo en cuenta que la apli-
cacion f : @ x R — IR definida por f(z,u4) = u(A — u) es localmente
lipschitziana, estamos en las condiciones del problema (1.2), para aplicar
el Teorema 1.3. Obsérvese que, trivialmente, la constante @ = X es una
stiper-solucion para el problema (1.5). Si encontramos una sub-solucién no
negativa y no trivial para el problema (1.5), menor que @, estard probada
la existencia de solucion no negaiiva y no trivial.

Sea 6 = A — (). Llamaremos u = 6¢1(f2). Probemos que u es
subsolucion del problema (1.5):

“Au(z)=M(Qu=(A-blu<uA-u), enQ,
u=0<0), en 2.

(VEn el caso de que A < A1(§1), entenderemos 8, = 0. Cuando se considere oportuno,
o no esté suficientemente explicito en el contexto, notaremos fg 5 en lugar de 8.
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Como ademas, claramente, u(z) < %(z), Yz € Q, queda probado que la
condicién A > A; es también suficiente para ia existencia de solucién no
negativa y no trivial. De hecho, como la sub-solucién encontrada es es-
trictamente positiva, la solucién (cldsica) obtenida debe ser también estric-
tamente positiva en Q (la estricta positividad de la solucion también es
consecuencia inmediata del Teorema 1.7).

Para probar la unicidad, observemos que el Teorema 1.7 garantiza la
unicidad de solucién débil acotada, no negativa y no trivial. Bastara por
tanto probar que todas las soluciones débiles de (1.5) son acotadas. Efecti-
vamente, la stiper-solucién que hemos tomado, @ = A, es una cota a priori
sobre las soluciones débiles de (1.5). Para probarlo, consideremos una solu-
cion débil arbitraria de dicho problema, u, y observemos que

[ 9u-9@=-2# = [ wh-we-n,
n 1]

o, equivalentemente,

Ak +2__ 3 +2
/nW(u At = /ﬂu(u Mt <o,

de donde [I(u-)«)“’“”é =0, es decir, (u=A)* =0 c.p.d. en €, y por tanto,
toda solucién no negativa de (1.5), verifica que ||u||z= < A, y asi concluye
la demostracién de la unicidad, y del Lema 1.8.

NOTAS.

- Aunque el Lema 1.8 proporciona una condicion necesaria y suficiente
para la existencia de solucién no negativa y no trivial de (1.5), no
por ello podemos afirmar que queda concluido el estudio de dicho pro-
blema. De hecho, el valor de A(£2) no es conocido en general, para
cualquier dominio £2, y, salvo en casos extremadamente simples (ver
[55]), una estimacion fina de A, () puede resultar dificil. Asimismo, el
estudio de las propiedades cualilativas de la solucién 6, serd desarro-
llado con mas detalle en capitulos posteriores, ya que esa informacion
resultard extremadamente 1itil en el estudio de los sistemas de tipo
Lotka-Volterra con difusion, en los que apareceran dos especies que
interactian entre si.

Especialmente interesante puede resultar la bisqueda de dominios §2
en los que la ecuacién (1.5) admita solucién no negativa y no trivial,
para un determinado A > 0, fijo. La interpretacion biologica de esta
cuestion es bastante simple e intuitiva: dada una especie concreta, se
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tratara de buscar un habitat apropiado donde dicha especie pueda so-
brevivir. Es bien conocido que, cuando §2 contiene bolas euclideas con
radio suficientemente grande, entonces A;(f2) se hace pequefio. Asi
pues, dado cualquier A > 0 fijo, siempre serd posible encontrar domi-
nios §) de subsistencia para la ecuacién (1.5). Bastara para ello, tomar
dominios que contengan bolas euclideas suficientemente grandes. Esta
cuestiéon también resultard interesante plantearla en el caso de sis-
temas, y trataremos detenidamente de ello en el Capitulo III de esta
Memoria.

1.6 UN RESULTADO DE BIFURCACION GLOBAL

En multitud de ocasiones ocurre que al estudiar una ecuacién funcional no
lineal encontramos (o introducimos) en dicha ecuacién un parametro real,
A, de manera que la ecuacién puede expresarse en la forma

®(\,u) =G, (1.6)

con ®: IR x E — E, siendo E un conveniente espacio de funciones. Parece
16gico preguntarse en este momento por la estructura global del conjunto de
soluciones (A, u) de dicha ecuacién. Especialmente frecuente es el caso en
que el par (A, 0) es solucién de (1.6) para cualquier valor real del parametro
A, es decir, ®(A,0) = 0, YA € R. En este caso, resulta interesante buscar
puntos del eje IR x {0}, desde los cuales se “genera” una nueva familia de
soluciones (en este caso no triviales) de (1.6). Son los llamados “punios
de bifurcacion” de (1.6). Los objetivos de la Teoria de Bifurcacion son,
principalmente, la determinacion de los puntos de bifurcacién, asi como
el estudio de la estructura local y global de la familia de soluciones que
“bifurcan” desde tales puntos. Una buena referencia para iniciarse en la
Teoria de Bifurcacion podria ser [6]. Un caso realmente interesante en las
aplicaciones es aquel en que se consideran “perturbaciones compactas no
lineales” de operadores lineales y compactos. Mas concretamente, podemos
considerar (E, ||-||) un espacio de Banach real, y G : IRx E — E un operador
de la forma

G(A u) = ALu+ H(A u),

donde L : E — E es un operador lineal compacto,y H : IR x E — E es un
operador compacto, con

H(A, ;
m (A %) = 0, uniformemente, para A acotado.
lull—o |||
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Consideraremos problemas del tipo (1.6), con ®(A,u) = uv — G(A,u), es
decir, buscaremos soluciones del problema

u =G\ u). (1.7)

Para ello, consideremos r(L) = {A€ R : A~! € o(L) (el espectro de L)},
y llamaremos S al cierre en IR x E del conjunto de soluciones, (A, u), no
triviales del problema (1.7) (entendiendo por solucién trivial a todo par de
la forma (), 0), ya que dichos pares son siempre soluciones, debido a que
H(X,0)=0,V¥X eR).

El siguiente Teorema 1.9 puede considerarse un resultado cldsico en
Teoria de Bifurcacion, y ofrece respuesta a dos de las principales cuestiones
que se plantean en esta teoria: determinar los puntos de bifurcaciény descri-
bir la estructura del conjunio de soluciones. La primera de estas cuestiones
{determinacion de los puntos de bifurcacién) fue tratada por Krasnoselski
[63], como parte de la “Teorfa Local de Bifurcacion”. La segunda cuestién
(estructura global del conjunto de soluciones) es tratada por Rabinowitz
[74], [75]. En esencia, las técnicas usadas para demostrar estos resultados
estan basadas en el grado de Leray-Schauder [56). Combinando los resulta-
dos de Krasnoselski y Rabinowitz, obtenemos el siguiente

TeoreMa 1.9. ([74], [75]). Si po € r(L) es de multiplicidad algebraica
tmpar, enlonces S liene una componenie coneza C conteniendo al punio
(10,0). Mds atin, C es, o bien no acotada en IR x E, o bien conliene a otro
punio de la forma (1,0), con pg # ji € r(L).

NOTAS.

- La aplicacién de este resultado a ecuaciones consiste, claro estd, en
transformar los problemas de ecuaciones en problemas del tipo (1.7),
para un conveniente espacio de Banach E, y un operador apropiado,
G. Por tanto, su aplicacién no consistird en una simple receta para
tratar las ecuaciones, sino que pasa por la oportuna transformacion
de un problema en otro, lo que no siempre es automatico.

La descripcidn del conjunto de soluciones no triviales que ofrece el
teorema anterior puede considerarse, desde un punto de vista pura-
mente topoldgico, bastante satisfactoria, pero en principio no resuelve
cuestiones tan simples como: “;Para qué valores del pardmeiro A exis-
te una solucidn no trivial de (1.7)¢”. No bastard por tanto con usar
solamente el Teorema 1.9 para obtener respuesta a dicha pregunta, y
serd necesario continuar estudiando la “forma” de la componente C,
usando la naturaleza del problema concreto a resolver en cada caso.
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Si, por ejemplo, somos capaces de probar que C es no acotada, y
ademas, obtener cotas a priori para las soluciones u en funcion de A,
es decir ®(A,u) = 0 = ||ul|g < f(}), (f continua), entonces podremos
concluir que la “no acolacidn” de C serd gracias a la no acotacién de
su proyeccion real II{C) = {A€R:3u € E, con (X u) € C}.

Todas estas consideraciones serdn puestas en prictica en el desarro-
llo del resultado de bifurcacidn que aparece en el Capitulo Il de esta
Memoria, motivado por ¢l estudio de una ecuacion eliptica proveniente
de un “desacoplamiento” de las ecuaciones de un sistema que aparece
en la Biologia.




CapriTuLo II:

RESULTADOS DE II\ITERF’.‘,S GENERAL
EN PROBLEMAS ELIPTICOS.
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Dedicaremos este segundo Capitulo de la Memoria a demostrar los teoremas
y resultados generales que hemos desarrollado con el objeto de aplicarlos
después a los modelos de la Biologia que seran tratados en los siguientes
capitulos. El hecho de tratar estos resultados en un capitulo aparte se debe
a que, en general, cubren un abanico de posibilidades mas amplio que las
meras aplicaciones que mostraremos aqui, y pueden ser usados en el estudio
de otros tipos de modelos y problemas. En cualquier caso, es necesario
reconocer que el proceso de elaboracidn ha sido el inverso, es decir, son
las aplicaciones que hacemos las que han motivado la aparicién de estos
resultados tedricos que mas tarde han adquirido una “entidad” propia.

II.1 BIFURCACION GLOBAL PARA UN OPERADOR
NO LOCAL

En esta Seccién probaremos una version modificada de algunos teoremas
aparecidos en [49] y en [74], motivados por el tipo de problemas que se pre-
sentaran en la Seccion 2 del Capitulo III, donde estudiaremos una ecuacion
escalar proveniente de un “desacoplamienio” del par de ecuaciones de un
sistema eliptico que incluye algunos sistemas que surgen de la Biologia. La
principal diferencia del Teorema 2.1 con respecto a los de los trabajos que
hemos mencionado, es que el operador N que aqui aparece es de tipo “ne
local”, es decir el valor de N(v)(z) depende, no sélo de z y del valor de v(z),
sino “globalmente” de la funcioén v. En definitiva, probaremos un Teorema
de Bifurcacion, basindonos en el Teorema abstracto 1.9, pero enunciado
ahora en términos de ecuaciones elipticas, con ¢l objetc de que sea mas
facilmente aplicable en la practica.
Consideremos una ecuacion del tipo

—Av(z) + q(2)v(z) = dv(z) + v(z)N(v)(z), z€Q, @2.1)
v(r) =0, T € 09, :

donde €2 es un dominio acotado de R™ con frontera regular, ¢ € L™(1), A
es un parametro real, y N : C}(2) — L*°(Q) es un operador verificando:

i) N es continuo, con N(0) = 0, y aplica conjuntos acotados de Cj(Q)
en conjuntos acotados de L™ (f2).

i) N es simétrico, es decir, N(—=v) = N(v), Yv € C3(9).

Observemos que para cualquier A € IR, el par (A,0) es una solucion
(trivial) del problema (2.1). En tales condiciones, podemos establecer el
siguiente Teorema, que nos da una buena informacion sobre el conjunto de
soluciones no triviales y positivas de (2.1) que “bifurcan” desde la solucién
trivial (A1(52, ¢),0).
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TEOREMA 2.1. El conjunto S, cierre del conjunto de soluciones débiles no
triviales (A, v) € R x C}(Q) del problema (2.1), contiene un conezo Ct que,
a su vez, conliene al punto (A(R,¢),0). Ademds, C* es no acotado y tal

que C*\ (M(Q,9),0) C Rx 1?’, donde P es el cono de las funciones de
C3(2) no negativas en Q.

Demostracién. Sea M > 0 tal que g(z)+M > 0, c.p.d. en Q. Consideremos
el prcblema

~Ao(e) +(a(2) + M(@) = po(a) + o(@IN()(), 2€R oy
v(z) =0, z € 09, '

Es trivial que
(A, v) es solucién de (2.1) <= (g, v) = (A + M, v) es solucién de (2.2).
Para [ € L™(R), sea K f € C}(R), la tinica solucién débil del problema

-Au(z) + (¢(z) + M)u(z) = f(z), =€,
u(z) =0, z € 9.

Es sabido (ver [44]) que el operador K : L™(Q) — CL(Q) es compacto.
Ademés, resulta inmediato que (p1,v) € IR x C}(Q) es solucién débil de
(2.2) si, y solo si

v=pkv+ K(vN(v)) (2.3)

Observemos que

lN@le o Belles Nl

Illci=0  (lvller = lvller—o0 llv]le

lim _[[N(v)llz= =0,

~ livller—

y, por la continuidad de K,

K(vN(v)) _
follgi—=0  [|vllen
Por tanto, el problema (2.3} est4 en las hipStesis del Teorema de Bifurcacion
Global de Rabinowitz 1.9. Asi, teniendo en cuenta que A;(§2, g+ M) € r(K),

y tiene multiplicidad geométrica y algebraica igual a 1 (impar), obtenemos
que Sy, el cierre del conjunto

{(,v), soluciones de (2.2) con v # 0},
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tiene una componente conexa C}, que contiene al punto (A1(2,q + M'),0),
y, ademas, o bien C) es no acotada, o bien contiene otro punto de la
forma (fi,0), con A\1(R2,q + M) # ji € r(K) (obsérvese que A\ (2,9 + M) =
M)+ M, yque(\,v)eSe(A+Mv)ES).

Consideremos P = {v € C}(Q?) : v(z) >0, Yz € Q).

Notando @ = PU(—P) y Cr =0 \ (M (82, ¢ + M), 0), probemos que

CiCRx Q.
Para ello, iremos enunciando previamente cada uno de los pasos que nos
dispongamos a dar.
a) La componente C; “comienza” en el interior de Q.

De hecho, probaremos que existe U, entorno de (A(2,¢ + M ),0) en
R x C(R), tal que

UNC;CRx Q.
Efectivamente, si no fuese cierto, existiria una sucesién de puntos de

C1, {(tn, va)} = (A1(82, g+ M), 0) tal que v, ¢C§, ¥n € IN. Llamando

v,

0
Un , entonces sabemos que ¥, €@, y ademis

n
llonllc:
K(v,N(ty))

, YneN. (2.4
Toallo: )

Un = pn Kvp +

Por ser K compacta, existe una parcial {¥i,, }, convergente en C3(Q)

]
a una funcién no trivial w € C§(R), con |jw||c: = 1y w ¢Q. Tomando
limites en (2.4), obtenemos que w debe ser solucién no trivial del
problema
w=A(R¢+ M) Kuw,

luego w es una funcién propia no trivial asociada al valor propio
A1(Q,q+ M) € r(K) (de multiplicidad geométrica y algebraica igual

0
a 1). Por tanto, 36 # 0, tal que w = §¢1(R2, 9+ M) €@, lo cual es una
contradiccidn.

CiCRxQ.
De nuevo razonaremos por reduccién al absurdo, y supondremos que
— -]
existe una sucesion {(ytn,vn)} en Cj, con v, €Q, ¥n € N, tal que
{(tn, va)} = (fi,v) € C; N (R x 3Q).

Puede ocurrir una de las dos siguientes opciones:
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0

Siv =0 entonces i # M(R,q+ M). Sea ¥, = ”Tgﬁ— €Q,
n|lCt
¥n € IN. Obtenemos

K(vn N(vy)) Vn € IN

ﬁn = ilq’\-;j“ + ”v ”C.
n N

Por un argumento analogo al que se hizo mds arriba, debe existir
una parcial {3, } convergente en C3(Q), a un funcién no trivial
w € @, que satisface
w=Ji Kuw,

de donde se obtiene que i € r(K), i # A1(R,q + M). Luego
w es una funcién propia no trivial asociada a un valor propio
Ji £ M (2, g + M), y es conocido que, en tal caso, w ¢ @, lo cual
es una contradiccidn.

Si v #£ 0, entonces v € 8Q \ {0}. Sea M' una constante real
positiva tal que u + N(v){(z) + M' > 0, c.p.d. en . Entonces

“Av+(g+M+Myv=(u+Nv)+ M), z€§,
v(z) =0, r € 00.

Luego, aplicando el Principio del Madximo Fuerte (ver [44]), se

]
obtiene que v €@, lo cual es una contradiceion.

—_— o
En cualquier caso, queda probado que 'y CIRx @ .

Obsérvese que, siempre que una funcién, v, sea solucién del problema (2.2)
para un cierto j¢ € IR, entonces la funcién opuesta, —v, es también solucidn
de dicho problema para el mismo valor de g. Podemos definir entonces
la “reflexién” I' : §; — Sy como I'(u,v) = (pu,—v). Es claro que T es
un homeomorfismo de S; en S; (de hecho es una isometria), y por tanto
debe llevar componentes conexas de S; en componentes conexas de S;. Por
tanto, I'(Cy) es una componente conexa de S; que, ademads contiene al punto
T(A(82, g+ M),0) = (A (R, g+ M),0). Asi pues, I'(Cy) = Cy, y por tanto
) es simétrica, es decir, (u,v) € C; & (i, —v) € C.

a— 0
Deducimos entonces que (' tiene una “mifad” en IRx P y otra “mitad”
-]
en Rx(— P). Por lo tanto, si estamos interesados en soluciones no negativas
del problema (2.1), podemos tomar el conexo
Ct={(M\v):(A+M,v)eCiN(R x P)}.

Por otra parte, aqui se ha probado que la componente conexa ’; no
contiene a ningin otro (i,0), con A (2, 9+ M) # fi € r(K), por lo que la
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alternativa del Teorema de Rabinowitz nos asegura que C* es no acotada
en el espacio R x C1(%). |

NOTAS.

— En las aplicaciones del Teorema 2.1 (ver Seccién 2 del Capitulo I1I),
sera interesante estudiar aquellos valores de A para los cuales existe
solucién positiva, v, del problema (2.1), es decir, interesara conocer el

conjunto I(C*)={AeR: 3 E}?’, con (A, v) € CT}).

Observemos que el Teorema 2.1 es aplicable a multitud de problemas
elipticos con condicién de Dirichlet homogénea en la frontera, como
por ejemplo, el problema (1.5), aunque al no proporcionar propiedades
cualitativas de la solucidn, el resultado que se obtiene mediante el
Teorema 2.1 resulta, en este caso particular, menos satisfactorio que
el Lema 1.8, en el que se us6 el método de sub-soluciones y siper-
soluciones.

Los resultados de Rabinowitz [74] y de Hess y Kato [49] no son apli-
cables directamente a ciertas situaciones que surgiran en el Capitulo
I11 de esta Memoria. Ello es debido a que en dicho Capitulo, reducire-
mos el estudio de ciertos sistemas al estudio de una ecuacién escalar,
mediante la técnica de “desacoplamientio”. En este caso, la ecuacidn
escalar que aparecerd es del tipo (2.1), con un operador “no local”,
N, y este tipo de operadores no estan contemplados en los trabajos
de Rabinowitz y de Hess y Kato.

I1.2 NUEVAS APORTACIONES AL METODO DE SUB-
SOLUCIONES Y SUPER-SOLUCIONES PARA EL
PROBLEMA DE DIRICHLET: EL CASO ESCA-
LAR Y EL CASO DE SISTEMAS

Motivados por el estudio de ciertos problemas biolégicos en los que aparece
difusion no lineal (modelos degenerados), ofrecemos aqui una generaliza-
cion de los Teoremas 1.3 y 1.5, donde rebajaremos de modo significativo
algunas de las hip6tesis sobre las no-linealidades de las ecuaciones. Ademas,
llevaremos a cabo un tratamiento desde el punto de vista de la teoria débil
de ecuaciones en derivadas parciales.
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— CASO ESCALAR
Consideremos el problema

—Ad(v(z)) = k(z,v(z)), =€, (2.5)
v(z) =0, z € 09, :
donde € es un dominio acotado de IR con frontera regular, ¥ : IR - R
es una funcién continua, estrictamente creciente, con ¥(0) = 0, y & es una
funcién real definida en © x IR. Este tipo de problemas aparece en dinamica
de poblaciones, asi como en genética (ver [14], [46] y [73]). Especialmente
interesantes son los casos en lcs que y¥(v) = v™ (m > 1) para v > 0 (en el
caso m = 1 diremos que (2.5) es de tipo no degenerado, y en el casom > 1,
(2.5) es de tipo degenerado). Estaremos también interesados en aquellos
casos en los que £ no es continua respecto de z, ya que, adem#s de aportar
generalidad a nuestro resultado, esta es la forma en que se pueden modelar
en la Biologia los “cambios bruscos” de las condiciones de habitabilidad en
un dominio €.

Observemos que el problema (2.5) se puede transformar de modo muy
simple en otro problema no degenerado, haciendo el cambio de variable
u = ¢(v). Obtenemos asi

—Au(z) = h(z,u(z)), z €L, (2.6)
u(z) =0, T € 0%, !
donde h(x, u) = k(z, v~ (u)), ¥(z,u) € Q x #(IR). Si intentamos aplicar el
método clasico de sub-soluciones y siper-soluciones al problema (2.6) (ver
Teorema 1.3), nos encontramos con que, en general, la funcion h no satisface
las hipétesis de tal método, bien porque, al no ser k regular respecto de «,
tampoco lo sea h, o bien porque el cambio de variable conlleve una pérdida
de regularidad respecto de u. Leung y Fan, en [58], aplican el método
clasico de sub-soluciones y siper-soluciones al problema (2.6), por lo que
se ven obligados a imponer condiciones de crecimiento muy restrictivas a la
no-linealidad, k, en (2.5).

Todas estas consideraciones han motivado el desarrollo de un nuevo
método iterativo para problemas del tipo (2.6). Uno de los resultados
mds relacionados con nuestro trabajo podria verse en [77], aunque nues-
tra demostracién es bastante mds simple, y en algunos casos, el tipo de
no-linealidad es mas general. Otros resultados relacionados se pueden ver
en [35], [58] y [73].

Consideremos el problema (2.6), donde la funcion h verifica las siguientes
hipdtesis:
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(H1) h:Q xR = IR es continua con respecto a la segunda
variable, y ademds, h(-,u(-)) € L*(R), Yu € L=().

dg: R — IR, une funcidn continua, estriclamente creciente,
(H2) : :
tal que s — h(z,s) + g(s) es creciente para casi todo x € Q.

Observemos que la hipotesis (H1) permite a la funeién h ser discontinua
con respecto de z, pero con una discontinuidad “contrelada”. Asimismo, la
hipdtesis (H2) puede entenderse comc una condicion de variacion acotada
de h respecto de u “unifermemente en z” (de hecho, si k no dependiese de
z, dicha hipotesis seria exactamente la condicién de variacion acotada de

h).

DEFINICION 2.2. Una funcion u € H'(Q) N L®(2) se dice que es une
sub-solucidn (o solucién inferior) del problema (2.6) cuando verifica

j Vu-V¢ < f h(z,u)¢, Yo € HA(), ¢ > 0 y ademds, u < 0 en IQD).
1) 1

Del mismo modo, una funcién @ € HY(Q) N L™(Q) se dice que es una
siiper-solucién (o solucidn superior)} del problema (2.6) cuando verifica

/ Vi Ve > / h(z,%)¢, Yo € HJ(), ¢ > 0 y ademds, T@> 0 en 5.
SO 1]

TEOREMA 2.3. Siu, @€ H (Q)NL>(R) son, respectivamente, sub-solucidn
y sdper-solucidn del problema (2.6), con u(z) < w(z), c.p.d. en 2, entonces
existen u, y u", respeclivamente solucidn minimal y mazimal (débiles) del
problema (2.6) en el “intervalo”

[u, @] = {u € L®(N) : u(x) < u(z) < %(z), c.p.d. en N}.

Es decir, si u € [u, 7] es solucidn débil del problema (2.6), entonces se tiene
u(z) < u(z) < u*(z), c.p.d. en Q. Ademds, u,,u* € C1*(Q), Yo € (0.1).

Antes de comenzar la demostracidén del Teorema 2.3, establezcamos al-
gunos resultados previos que habran de usarse mas tarde.

(DUna funcién v € H'(Q) se dice menor o igual que w € H(Q) en 39 cuando
max{0,v - w} € H}(Q).
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LEMA 2.4. (Principio del Maximo). Sean uy,us € HY(Q) N L=(RQ) fales
que Yo € Hg(Q), ¢ > 0,

fnm-v¢+ fn o(u)p < j; Vuy - Vé+ fn g(w)d,

y, ademds, up < uy en 952,
Entonces ua(z) < uy(z) c.p.d. en Q2.

Demostracion del Lema 2.4. Escribamos la hipdtes.s de este Lema, tomando
¢ = (uz —w)* € Hg(Q), (¢ 2 0).

/ V(ug = u1) - V(ug —uy)* < f [9(w1) = g(uz)] (ug — uy)?*
1] 0

y por tanto

/ |V (uz — l41)"’|2 < j [g(u1) — g(u2)] (va — u1)* <0,
1] (¢

lo que demuestra que [|(uz —u1)*||;z; = 0, es decir (uz —u1)* =0 c.p.d. en
2, de donde concluimos que u3 < uy c.p.d. en €. ]

La demostracion de nuestro Teorema utiliza también otro resultado, cuyo
enunciado incluimos por claridad en la exposicién, pero cuya demostracién
no desarrollaremos aqui.

LEMA 2.5.([38]). Sea p > N. Entonces, para cada funcion f € LP(R), el
vroblema
—Au(z) + g(u(z)) = f(z), z€Q,
u(z) =0, z € 09,

admile una dunica solucién débil acolada, que notaremos u; € che(f),
0<a<l- %’-), y el operador T' : LP(Q) — CY*(Q), definido como
Tf = uy, es compacio y crecienie (es decir, T es continuo, lleva conjunios
acotados de LP(S2) en conjunios relativamente compactos de C1*(Q), y si
fig € LP(2) con f(z) < g(z) c.p.d. en Q, entonces (T'f)(z) < (Tg)(z),
Yz e Q)

(2)Convendria dar e1: ste momento una interpretaciéon de este Lema, que pueda ser
entendida en sentido de funciones regulares. En este caso, el Lema se escribiria:
Sean uy,uz € C2(Q) tales que:

—Aup(r) + g(uz(r)) € —~Aui(z) + g(u1(x)), V2 €2, 3y uz(2) < ui(z), Yz € 311
Entonces uz(z) < ui(x), ¥z € Q.
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Demostracién del Teorema 2.3. Consideremos el conjunto [u, @], que es un
convexo, cerrado y acotado en L™®(2). Sea p > N fijo; es claro a partir de
(H1-H2) que el operador S : [u, @] — LP(S2) definido como

Sv = h-, () +9(v()) € L™(R) C L(R), Vo € [u,7],

es creciente, y por tanto, sabemos que S([u, ]) es acotado en L?(£2). Veamos
también que el operador S es continuo. Sean v, v € [u, 7], con {v,} — v
en el espacio L™(f2). Entonces

[|Svn — Svll}, = ]‘ lh(.r, vn) + g(vn) — h(z,v) — g(v) & :
]

El integrando converge puntualmente a cero, y por ser S([u,%]) acotado,
podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,
con lo que ||Sv, — Sv||r» — 0, y se concluye que el operador S es continuo.

Componiendo S con el operador T (introducido en ei Lema 2.5), ob-
tenemos un nuevo operador compacto y creciente, F' : [u, 7] — C1*(Q),
F = To S, es decir, para cada funcién v € [, 7], Fv es la dnica solucion
débil acotada del problema de contorno

—Au(z) + glu(x)) = h(z,v(z)) + g(v(z)), €,
u(x) =0, r € .

'Teniendo en cuenta el crecimiento de F'| y que u y % son, respectiva-
mente, sub-solucion y siper-solucion del problema (2.6), obtenemos que,
llamando u; = Fu, y u' = Fa, entonces V¢ € H(S2), ¢ > 0,

] Tk gl = / (e, )+ gl)6) 2 f (Vu-Vé+ g(w)d),
o 1] 1]

y también

[ (7t -V490)0) = [ (e, + @) < [ (V5 V6 +g@),
1] (Y] 1]

y aplicando el Lema 2.4,
< F(u) < F{u) < F(u) <%, en , Yu € [u,7)].

Teniendo en cuenta que CH*(R) C L>®(R) (inclusién continua), podemos
entonces decir que F([u,@]) C [u, ).
Construyamos las sucesicnes recurreites {u,} y {u#"} mediante

Uy = U, Upy = Fu,, ¥YneNU{0}

u’=u, u**t!'=Fu", ¥neINU/{0}.
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Por lo dicho anteriormente, y por un simple argumentio de induccion, obte-
nemos

< <...<u, <u"<...<ul<ulen Q, Ve N.

Luego las sucesiones {up} y {u"} son ambas, puntualmente, monétonas
y acotadas, y por tanto puntualmente convergentes, respectivamente, a
t.,u* € [u,T). Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada de
Lebesgue a las sucesiones {Suy} y {Su"}, deducimos que

{Su,} — Su. y {Su"} — Su* en L7(Q).
Por tanto,
{T(Sun)} = T(Su,) y {T(Su")} - T(Su*) en C'(Q),

de donde se deduce que u,,u* € C1*(RQ), con u, = Fu,, y u* = Fu",0lo

que es igual, u. y u* son soluciones débiles acotadas del problema (2.6).
Ademas, si u € [u, U] es solucién débil de (2.6), entonces u = Fu. Por la

monotonia del operador F, razonando como anteriormente, se prueba

Wl <...<up<u<u*<...<u'<u’en , ¥ne N,
y tomando limites obtenemos
u.(z) < u(r) < u*(z), Yz €Q,
lo cual concluye la demostracién del Teorema 2.3. i

NOTAS.

- El Teorema 2.3 generaliza el método clasico de sub-soluciones y siiper-
soluciones expuesto en el Capitulo I (Teorema 1.3), ya que si h fuese
regular (bastaria con h a-holderiana, con a € (0, 1]), entonces, usando
el Teorema de Rellich-Kondrachov (ver [10]), las soluciones minimal
y maximal obtenidas serian clasicas.

Obsérvese que para poder demostrar el Teorema 2.3, h solamente nece-
sita estar definida en

Q x |ess inf_u(z),esssup u(z)| ,
el cefl

y la funcién s — g(s) + h(z, s) sdlo necesita ser creciente mientras
5 € [u(z), u(z)].
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~ La hipotesis (H2) de existencia de la funcion g, hace aqui el papel de
la constante positiva M en el método clasico, pero con la siguiente
ventaja:

Dada una funcién ¢ : IR — IR continua, estriclamenie cre-
ciente, yk : OxIR — IR, podemos construirh : Qxy(R) — R,
definida como h(z,u) = k(z,¥~(u)), ¥(z,u) € Axy(R). En-
tonces k vertfica (H2) si, y sélo si h verifice (H2).

Esta “ventaja”, jugard un papel importante a la hora de aplicar el
nuevo método de sub-soluciones y siiper-soluciones a los problemas
que proceden, mediante el cambio de variable apropiado, de problemas
degenerados (Véase Capitulo IV).

En el trabajo de Stuart [77], la funcién h debe depender separada-
mente de z y de u, imponiendo la condicién de variacién acotada
respecto de u. Nuesira dernostracién, ademas de no necesitar ese tipo
de dependencia, resulta bastante mas simple. En el trabajo de Leung
y Fan [58], simplemente se aplica el método clasico de sub-soluciones y
siper-soluciones a los problemas que resultan tras hacer el cambio de
variable oportuno a problemas degenerados. Dado que dicho cambio
de variable conlleva una considerable pérdida de regularidad en las
no-linealidades, los autores se ven forzados a imponer condiciones de
crecimiento muy restrictivas, que hacen que su método no pueda ser
aplicado en numerosas situaciones que surgen de la Biologia. En el
trabajo de Pozio y Tesei [73], los autores imponen una mayor regula-
ridad a la no-linealidad, y demuestran el resultado mediante técnicas
de problemas parabdlicos.

~ CASO DE SISTEMAS

Al igual que en el caso escalar, también en las aplicaciones surgen sistemas
elipticos con difusién no lineal. Un trabajo relacionado con el método de
sub-siper-soluciones en sistemas degenerados podria ser el de Leung y Fan
[68], donde, al igual que en el caso escalar, los autores obtienen un re-
sultado aplicable a algunos sistemas degenerados, pero con hipotesis muy
restrictivas, que hacen que el método sea una simple aplicacion del método
cldsico en sistemas (Teorema 1.5), y dejando sin cubrir un amplio abanico
de modelos que surgen de la Biologia. Asimismo, Dal Passo y de Mottoni
[30] ofrecen también métodos mondtonos para sistemas de tipo degenerado,
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pero imponiendo hipdtesis de regularidad mas fuertes que las nuestras a los
términos de difusién, asi como a las no-linealidades.

Inspirados en los resultados expuestos en la Seccion anterior, para ecua-
ciones elipticas escalares, estableceremos un método de sub-siiper-soluciones
aplicable a una gran variedad de sistemas elipticos (degenerados o no) y que
generaliza el Teorema 1.5.

Consideremos el sistema eliptico

—Au(z) = h(z,u(z),v(z)), T€R,
—Av(z) = k(z,u(z),v(z)), =€, (2.7)
u(z) = v(z) =0, z € 09,

donde 2 es un dominio acotado de IRY con frontera regular, y las funciones
hk:Q xR xIR— IR verifican

h y k son continuas con respecto a (u,v), y ade-
(HK1) mds, Yu,v € L(), las funciones h(-,u(-),v(:)) y
k(-,u(-),v(-)), pertenecen a L>=(2).

dg : IR — IR, conlinua, esiriclamente creciente, lal que
Yu,v € L®(Q), las funciones s — h(z,s,v(z)) + g9(s), ¥
t — k(z,u(z),t)+g(t), son crecientes para casi todo z € 2.

DEFINICION 2.6. Sean u,%,v,7 € H'(Q) N L™®(§2). Diremos que tales
funciones forman un sistema de sub-siiper-soluciones para el sistema
(2.7) cuando se verifique

e)

w(x) <wz), v(z)<Wz), cpd en
u<0<d <0<, en 0.

b) y ademds, Yo € HY(), ¢ >0,

va-wg/h(x,ﬁ, v)g,
1] 1]
Vv e [.Iliﬁ]’

Vu.Vé< ] ke, 1 034,
1
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jw-wzf k(z,u,7)¢,
(1] 1]

]n VoV < jn Kz, u,0)6.

Yu € [u,7),

TEOREMA 2.7. Supongamos que 3u,%,v,7 € H'(Q) 1 L=(R), un sistema
de sub-siper-soluciones para (2.7). Enlonces existe al menos una solucidn
débil de (2.7), (u,v) € [u, ] x [v,7]. Ademds, (u,v) € C1*(R) x C1*(N).

Demostracion. Definiremos D = [u, %] x [v, T], que es un conjunto convexo,

cerracdo y acotado en el espacio de Banach L™(§2) x L™().
Consideremos el operador 7' : D — L™(£2) x L*°({2), donde, para cada

par (u,v) € D, T(u,v) = (R(u,v), S(u, v)) viene dado por las expresiones

—AR(u,v)(z) + g(R(u, v)(x)) = h(z, u(z), v(z)) + g(u(z)), =€,
R(u,v)(z) =0, z € 0f.

—AS(u,v)(z) + 9(S(u, v)(z)) = k(z,u(z),v(z)) + 9(v(z)), z €%,
S(u,v)(z) =0, z € 09.

En virtud del Lema 2.5, sabemos que los operadores R y S son compactos,
por lo que el operador T resulta ser compacto. Mas aun, si (u,v) € D,
entonces ¥¢ € H}(Q), ¢ > 0,

] VR(,v)- V6 + [ g(Riu,0)p = f (h(z, u,v) + g(u)] 6 >
7 JO 1]

2/Eh(x,y,va(_q)]fﬁZ]VE-V¢+/y(y)d:,
o 113 n

y ademas, R(u,v)>u en Jf2.

Por lo tanto, aplicando el Lema 2.4, se obtiene que u(z) < R(u, v)(z) c.p.d.
en {2. Razonando del mismo modo, podemos obtener, ¥(u,v) € D,

u(z) < R(u,v)(z) <W(r), cpd. en
u(z) < S(u,v)(z) < Bz), cpd. en

es decir, T(D) C D. Estamos, por tanto, en las condiciones de aplicar el
Teorema del Punto Fijo de Schauder, y concluir que

J(u,v) € D: T(u,v) = (u,v),




38 Cap. Il. Resultados de interés general en probiemas elipticos.

es decir, (u,v) es solucion de (2.7). Ademas, teniendo en cuenta el Lema
2.5 sabemos que T(D) C C*(Q) x C1*(R). Por tanto, cualquier punto
fijo de T debe ser un par de funciones en C1'*(Q2). |

NOTAS.

- El Teorema 2.7 generaliza el método clisico de sub-siiper-soluciones
en sistemas elipticos expuesto en el Capitulo [ (Teorema 1.5), ya que
si h y k fuesen regulares (bastaria k y k a-holderianas, con o € (0, 1]),
entonces el par {u,v) de soluciones obtenido seria solucién cldsica del
problema (2.7).

De nuevo, para poder demostrar el Teorema 2.7 bastaria con haber
exigido que h y k estuviesen definidas en

Q0 x |ess inf u(x),esssup @(x)| x |ess inf v(z),esssup ¥(z)|,
refl refl TEN refl

y la monotonia de s — h(z, s,v) + g(s) y de t — k(z,u,t) + g(t), solo
es necesaria cuando s € [u(z),w(z)] y t € [v(z), ¥(z)].

Del mismo modo que ocurria con las hipdtesis (H1-H2) para el caso
escalar, las nuevas hipotesis (HK1-HK2) siguen verificindose tras un
cambio de variables del tipo

h(z,u,v) = h(z, §~ (1), o~ (v)),
k(z,u,v) = k(z, ¥~1(u), ¢~ (v)),

para convenientes funciones ¢, ¢ : IR — IR, continuas y estrictamente
crecientes. Ello nos llevari a desarrollar un método de sub-siper-
soluciones para sistemas elipticos degenerados, como haremos en el
Capitulo 1V de esta Memoria.

- Con respecto a la unicidad, en el trabajo de Dal Passo y de Mottoni
[30], aparece una condicién que garantiza unicidad en el modelo de
tipo cooperativo (h creciente respecto de v, y k creciente respecto de

u).




CapriTuLro III:

MODELOS BIOLOGICOS CON
DIFUSION LINEAL.
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En este tercer Capitulo, fijaremos nuestra atencion en el estudio de sistemas
provenientes de la Biologia, en los que la difusidn er lineal, es decir, modelos
no degenerados. Para ello, serdn de vital importancia los resultados que se
han demostrado en el Capitulo I1, ya que gran parte de lo que aqui aparecera
seran aplicaciones de tales resultados a los modelos concretos. También
dedicaremos parte de este Capitulo a la bisqueda de dominios adecuados
en los sea posible encontrar soluciones no triviales de tales sistemas.

III.1 LA ECUACION LOGISTICA GENERALIZADA

Con el objetivo de estudiar los sistemas elipticos de tipo Lotka-Volterra con
difusién, haremos primero un tratamiento en profundidad del caso particular
en el que hay sélo una especie a considerar, es decir, aparece sélo una
ecuacién (caso escalar). De hecho, este estudio resulta imprescindible si
queremos tratar con éxito el caso de sistemas. El modelo con el que vamos
a trabajar es una generalizacion de la ecuacién (1.5), que a su vez contiene
otros tipos de modelos que aparecen en la Biologia. Los resultados de esta
seccion se pueden encontrar basicamente en los trabajos de Blati y Brown
[9] y Li [61]; sin embargo, no aparecen con la generalidad con que aqui
se enuncian. También algunas de las demostraciones que realizamos son
diferentes de las que aparecen en los trabajos de los autores citados.
Consideremos la ecuacion escalar

—Au(z) = u(z)h(z,u(z)), ze€, (3.1)
u(z) =0, z €09, .
donde € es un dominio acotado de IRV con frontera regular, y la funcién
h: 8 x R — IR satisface

(H) h es localmente lipschitziana, estrictamente decreciente
respecto de u, y 1al qgue 3a > 0 con h(z,a) <0, Yz € .

La hipétesis (H) es una hipétesis de autolimitacién del crecimiento de
la especie u, y se verifica con bastante generalidad, y por motivos obvios,
en el tipo de modelos que surgen de la Biologia. Desde un punto de vista
matematico, dicha hipétesis permite obtener, como veremos mas adelante,
“cotas a priori” sobre las soluciones del problema (3.1).

TEOREMA 3.1. El problema (3.1) admite solucién débil no negativa y no
trivial si, y sélo si \(2, —h(-,0)) < 0. En tal caso dicha solucidn, a la que
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denotaremos up(!?, es cldsica, con 0 < uy(z) < @, Ve € , y es la inica
solucidn débil no negativa y no trivial de (3.1).

Demostracidn. Si (3.1} admite alguna solucién débil, up, no negativa y no
trivial, entonces, sabiendo que [, |[Vuu(2)[? dz = [, uph(z, un(x)) dz,

[ (IVul? = h(-,0)u?)

A (2, =h(-,0))=  min <

w€H, W\ {0} et

< Ja(1Verl? = h(, 005) _ Jy whlRC, un) = h(, 0)]
5 fn uj Jord

Reciprocamente, si A1 {€2, -h(-, 0)) < 0 entonces, teniendo en cuenta que
la aplicacién f : @ x IR — IR definida por f(z,u) = uh(z,u) es localmente
lipschitziana, estamos en las condiciones del problema (1.2), para aplicar
el Teorema 1.3. Obsérvese que, trivialmente, la constante ¥ = o es una
siiper-solucién para el problema (3.1). Si encontramos una sub-solucién no
negativa y no trivial para el problema (3.1), menor o igual que @, obten-
dremos existencia de solucién clasica (y por tanto, débil) no negativa y no
trivial para dicho problema.

Sea L una constante de Lipschitz para h en el compacto Q x [0,a].
Consideremos 8y = :-J-‘-‘w >0, y sea u = §p¢1(2, —h(-,0)). Probe-
mos que u es sub-solucién del problema (3.1). Obsérvese que Y6 € [0, &g,
se tiene que h(z,0) — h(z,6) < Lég = —A;(,—h(:,0)), y por lo tanto
h(z,0) + A(Q, =h(-,0)) < h(z,$), ¥6 € [0,60]. Asi,

—Au(z) = u(z)[h(z,0) + M (2, —h(-,0))] < u(z) h(z,u(z)), =€,
u(z) = 0(< 0), z € 09,

<0.

es decir, u es sub-solucion del problema (3.1).

Fécilmente se prueba que esa eleccién particular de &, garantiza que
u(z) < W(z), Yz € Q?). Gueda asi probada la existencia de solucién no
negativa y no trivial para {3.1). Ademds, como la sub-solucién encontrada
es estrictamente positiva en 2, necesariamente la solucion (clasica) obtenida
ha de ser también estrictamente positiva en 2.

(DEn el caso de que A{f2, —h{-,0)) > 0, entenderemos u, = 0. Cuando se considere
oportuno, o no esté suficientemente explicito en el contexto, notaremos ug  en lugar de
up.

(2)E] hecho de que la sub-solucién y la stiper-solucion estén convenientemente ordenadas,
como ha ocurrido en este caso, no es siempre automatico. Pero en casos como este, si
no se hubiese obtenido directamente dicha ordenacién, hubiera bastado cambiar el valor
de 8y por otro valor positive suficientemente pequeiio para obtener dicha desigualdad
{obsérvese que para & € (0, §p], la funcién us = 6¢1(22, —h(-,0)) es también subsolucidn
para el problema (3.1)).
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Para probar la unicidad, observemos que el Teorema 1.7 garantiza la
unicidad de solucién débil acotada, no negativa y no trivial. Bastard por
tanto probar que todas las soluciones débiles de (3.1) son acotadas. Efecti-
vamente, la siper-solucién que hemos tomado, % = a, es una cota a priori
sobre las soluciones débiles de (3.1). Para probarlo, consideremos una solu-
cion débil arbitraria de dicho problema, u, y observemos que

jnl\'?(u - ﬂ)+|2 = -/‘;Vu V(u—-a)t = /ﬂ uh(z,u)(u—a)* <0,

de donde ||(v —a)*||gz = 0, es decir, (u —a)t =0c.p.d. en Q, y por tanto,
toda solucién no negativa de (1.5), verifica que ||u||L= < a, y asi concluye
la demostracion de la unicidad, y del Teorema 3.1.

NOTAS.

~ Observemos que el problema (3.1) es una generalizacion de (1.5), y
por tanto el Lema 1.8 pasa a ser un caso particular del Teorema 3.1
(no olvidemos que, segiin el Lema 1.1, A1 (€, —A) = A1(R,0) — A).

- De nuevo, el hecho de disponer de una condicién necesaria y suficiente
de existencia de solucién para un problema como (3.1), no cierra el
estudio de dicho problema, ya que, como se dijo en las notas siguientes
al Lema 1.1, la estimacién de A1(£2, ¢) no es en absoluto una cuestion
simple (ver también las notas siguientes al Lema 1.8).

En los siguientes resultados (Teoremas 3.2 y 3.3) pondremos de mani-
fiesto el tipo de dependencia de uq x con respecto de h y con respecto a ,
en lo que respecta a continuidad o monotonia.

TEOREMA 3.2. (Continuidad de uy, respecto de h).

Sean hy, h:Q x IR — IR (n € IN), funciones satisfaciendo la hipdtesis (H),
para convenienles oy, aq, respectivamente, con {h,} — h uniformemente
en § x IR. Entonces {up,} — up en C'(Q).

Demostracion. Por el decrecimiento estricto de h,, y h respecto de u, y por
la convergencia uniforme, podemos deducir

Ja > 0,n0 €N : hy(z,a) <0, Yz € Q, ¥n > ny (entenderemos ¥n € IN).

a) Consideremos en primer lugar el caso en que up # 0. En virtud del
Teorema 3.1, deducimos que A;(§2, —h(-,0)) < 0, y por el apartado
v) del lema 1.1, al ser {X;($2, —ha(-,0))} — A1(S2, —h(:,0)), se obtiene
que A1 (R, —hn(-,0)) < 0 para n suficientemente grande (entenderemos
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¥n € IN), de donde u;, # 0, ¥n € IN. Por la convergencia uniforme
de hy, a h, se deduce:

360> 0 ¢ hu(-,8) 2 hal(:,0) + M (Q, —hn(-,0)) Vs € [0, &), Yn € N,

de donde se concluye (ver la demostracién del teorema anterior) que
up, 2 bod1(, —hn(:,0)), y por tanto éo < [[un,[lL=(n) < o, Vn € N.
Luego:

- Ninguna parcial de {u3,} puede converger a cero en c'[@).

— {llun.llL=} acotada, luego K > 0 : ||up hn(-, un, )|z < K,
VnelN. Asi,¥p> N, a=1- %,

lunallcre < erllun,llwar < eallun, hn(, un )l < 2192412,
y por tanto, {|lus,|lcr.a} es acotada.

Razonemos por reduccién al absurdo, y supongamos que {uy,, } no con-
verge a uy, en el espacio C'1(£2). Obtendriamos asf una parcial (a la que
seguiremos notando {uy, }) que esta fuera de un cierto C'-entorno de
up. Pero, por ser {u;, } acotada en C1*(Q), que estd compactamente
contenido en C''(Q), se obtiene una nueva parcial {un,, } convergente
en C'(Q). Ademas, su limite debe ser una funcién w € C1(R), w # 0,
w # up. Tomando limites en los problemas del tipo (3.1) correspon-
dientes a hy,, , obtenemos que w es una solucion no negativa y no trivial
del problema (3.1), distinta de u4, lo cual es una contradiccidn.

b) Consideremos ahora el caso up = 0, es decir el problema (3.1) sélo
admite como solucién no negativa la u = 0. Razonemos de nuevo
por reduccién al absurdo, y supongamos que {u;,} no converge a
cero en C''({1). Obtendriamos asi una parcial (a la que seguiremos
notando {us,}) que esta fuera de un cierto C'-entorno de 0. Pero,
por ser {uy_} acotada en C1*(f), que esta compactamente contenido
en C''(Q), se obtiene una nueva parcial {uh"*} convergente en C''(Q).
Ademas, su limite debe ser una funcién w € C'(Q), w # 9. Tomando
limites en los problemas del tipo (3.1) correspondientes a hy,, , obtene-
mos que w es una solucidn no negativa y no trivial del problema (3.1),
lo cual es una contradiccién.

TeorEMA 3.3. (Propiedades de monotonia de ug ).

a) Sean hy,hs : OxR—-R verz’ﬁcrgdo (H), respectivamente para las
constanies a1, aa, con hy < hy en @ x R. Entonces up, < up,.
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b) Sean 2y, dos dominios acotados de RN, ambos con frontera regu-
lar, y con 3 C Qq, y b : Q3 x R — IR verificando (H). Entonces
ug, h < U b, -

Demostracion.

a) Observemos que, por la ordenacién de las funciones h; y ha, y por
el estricto decrecimiento de ambas funciones respecto de wu, se tiene
que a; < ay. Ademds, veamos que uy, es sub-solucién del problema
correspondiente a uy,. En efecto,

—Aup, (z) = vh, (2)h1{z, un, (z)) < up, (2)ha(z, up,(z)), z €D,
uhl(."‘:)(z 0) S 0| T E a0.

Por tanto, como a3 es una siper-solucién para dicho problema, con
up, < @) < ag, necesariamente la iinica solucion positiva de ese pro-
blema, up, debe verificar que up, < up, < @z en .

b) Observemos que ug, » q, €5 una siiper-solucién para el problema (3.1)
1

planteado en 2;. Efectivamente,

—Aug, 4(z) = un, a(z) h(z, uq,x(z)), =€,
Un,'h(.‘t) 2 0) re 691

Teniendo en cuenta que, para & suficientemente pequefio, Ja funcién
u= 60¢l(91 [ _h('l 0))

es sub-solucién para dicho problema, y u < ug, » en 4, se deduce
por la unicidad de ug, », que ug, » < ug, s en €.

II1.2 RESULTADO GENERAL SOBRE COEXISTEN-
CIA. APLIC{\CION A DIVERSOS MODELOS DE
LA BiloLocGia

Desde los trabajos de Dancer [31], [32], sobre los modelos biolégicos del tipo
Lotka-Volterra con difusién, han sido muchos los autores que han aportado
resultados aplicables a uno u otro tipo de modelos: cooperativo, de competi-
cién, o presa-depredador. Directamente relacionados con nuestro trabajo,
cabria mencionar los trabajos de L. Li [59], [61], donde el autor estudia los
modelos del tipo presa-depredador, L. Li y R. Logan [64], que estudian mo-
delos de tipo competicién, L. Li y A. Ghoreishi [62], donde se estudian los
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modelos de tipo cooperativo, ofreciendo en algunos casos particulares condi-
ciones necesarias y suficientes de coexistenciz. También debe resefiarse el
trabajo de J. Lopez-Gémez [65], donde se estudian los tres modelos por se-
parado. Preseniamos aqui un resultado de una gran generalidad, aplicable
a los tres modelos cldsicos, y a algunos otros modelos no correspondientes
a ninguno de esos tres, bien sea porque el tipo de interaccién depende de
las distintas “zonas” del dominio, bien porque dicha interaccién varie en
funcién del mimero de individuos de cada una de las especies (ver [26]).
Estas ideas serdn tratadas con mds detalle en el desarrollo de esta Seccion.
Considérese el sisterna eliptico, con condicion de Dirichlet homogénea en
la frontera

—Au(zx) = u(z) h(z, u(z),v(z)), z €,
—Av(z) = v(z) k(z,u(z),v(z)), z€L, (3.2)

u(z) = v{z) =0, T € 09,

donde 2 es un dominio acotado de IRV con frontera regular, y las fun-
ciones h, k : Q x [0, +00) x [0, +00) — IR son localmente lipschitzianas (esta
hipdtesis se supondra en lo que sigue, salvo que explicitamente se indique lo
contrario). Estaremos interesados en encontrar estados de coexistencia
para (3.2), es decir, soluciones (u,v), con ambas componentes no negati-
vas y no triviales. Para ello, impondremos a nuestras funciones h y k las
siguientes hipdtesis:

h es estrictamente decreciente respeclo de u, y
(S1) " .
k es esiriclamente decreciente respecto de v.

(2) Eristen dos constantes reales o, 3 >0, tales que
h(z,a,8) <0, k(z,5,8) <0, Vz € 5, V5 > 0.

La hipdtesis {S1) se verifica con bastante generalidad en el tipo de mo-
delos que surgen de la Biologia (intuitivamente, es una hipétesis de autoli-
mitacién del crecimiento de las especies u y ). La hipétesis (52), que
también es verificable, como versmos, en los modelos mas usados, permite
obtener “colas a priori” sobre los estados de coexistencia del problema (3.2).

DEFINICION 3.4. Para cada funcién v, lipschitziana en Q, fija, sea u, la
solucién marimal del problema

—Au(z) = u(z) h(z,u(z),v(z)), z€Q,
u(z) =0, z € o,
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Nel mismo modo, para cada funcidn u lipschitziana en Q, fija, v, serd la
solucion mazimal del problema

—Av(z) = v(z) k(z,u(z),v(z)), z €,
v(z) =0, z € 0%,

NOTAS.

~ Obser vemos que los problemas de contorno planteados en la definicién
anterior estdn en las hipétesis del problema (3.1), y podemos por tanto
aplicarle el Teorema 3.1, por el cual sabemos que u, y v, verifican

uy =0, si (R, =h(,0,0(-))) >0,
O<u(z)<a enf, siA(R,-h(-,0,v(:))) <.
vy =0, si (2, —k(:,u(),0)) >0,

O<vy(z)< B enQ, si (R —k(- u(),0))<0.

La siguiente proposicion pone de manifiesto, respectivamente, la “buena
dependencie” de u, respecto de v, y de v, respecto de u.

PROPOSICION 3.5. Los operadores ®,®; : L(Q) — C3(Q) definidos por
®(v) = uy, ®2(u) = vy, son compaclos.

Demostracion. La continuidad de los operadores ®,,®, es consecuencia
inmediata del Teorema 3.2. Por el Teorema 3.1, sabemos que u, € C2(Q2),
con |Juyllca < f(llvllc) (f continua)(®), de modo que, usando que C2(2) estd
compactamente contenido en C(£) (ver [41]), obtenemos la compacidad de
®;. Idéntico razonamiento prueba la compacidad de ;. |l

Pasemos ya a enunciar el resultado general de sistemas, en el que damos
una condicion suficiente para que el problema (3.2) admita al menos un es-
tado de coexistencia. Para un sistema tan general como es (3.2), la condicién
del teorema siguiente es bastante satisfactoria, ya que hay casos particulares
(como la interaccion de tipo presa-depredador) en los que nuestra condicién
suficiente es también necesaria para la existencia de estados de coexistencia
de (3.2).

Daremos dos demostraciones alternativas para este teorema, ya que am-
bas son bastante ilustrativas, y posiblemente aplicables a sistemas con otro

(3)0bservemos que, de hecho, por el Teorema 3.2 obtenemos ||uuf| oz < _’f"(”v"l‘w), con
J :[0,+00) = R, continua.
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tipo de no-linealidades. La primera de ellas, en la que se usa el método de
“desacoplamiento”, estd inspirada en un resultado de Blatt y Brown [9] y re-
duce el estudio del sistema (3.2) al estudio de una ecuacion escalar, a la que
aplicar el Teorema 2.1. La segunda de las demostraciones utiliza el Teorema
del Punto Fijo, de Schauder, destacando su relevancia, por la generalidad
del resultado que demuestra, y por la multitud de aplicaciones que de él se
derivan. Ademads, al contrario que con el método de desacoplamiento, este
segundo argumento puede usarse en el tratamiento de sistemas con mas de
dos ecuaciones.

TEGREMA 3.6. Supongamos que las funciones h y k salisfacen (S1-52).
I/na condicion suficiente para que el problema (3 2) admita al menos un
estado de coexislencia es:

AR, =h(-,0,u0)) <0 g Ar(S2, —k(-, u0,0)) < 0.

Demeostracién 1. Esta primera demostracion consta de dos pasos principales
que iremos enumerando y enunciando a medida que vayan a ser tratados.

i} El sistema (3.2) admile un estado de coexislencia si, y sélo si existe
solucion no negativa y no trivial de la ecuacidn escalar

—Av(z) = v(z) k(z, uy (), |v(z)]), z€Q,

v(z) =0, z € 09. L

En efecto, si (u,v) es un estado de coexistencia para (3.2), entonces
%=ty = U}y|, ¥ POr tanto v es una solucion no negativa y no irivial
de (3.3). Reciprocamente, si v es solucion no negativa y no trivial de
la ecuacidon escalar (3.3), entonces el par (u,,v) es solucién de (3.2),
y para que sea un estado de coexistencia solo hay que comprobar que
1y # 0. Supongamos que fuera u, = 0. Entonces, v ha de ser la tinica
solucién no negativa y no trivial del problema

—Av(z) = v(2) k(z,0,v(2)), zE€Q,
v(z) =0, x € 09,
es decir, v = vy, y por tanto hemos obtenido que u,, = 0, que es

equivalente (ver la Definicion 3.4) a que A((,-h(-,0,v9)) > 0, lo
cual entra en contradiccion con la hipdtesis de este teorema.

El problema (3.3) admite una solucién no negativa y no trivial.
Consideremos la familia de problemas dada por

—Av(z) = Av(z) + v(z) k(z, uy (2), [v(2)]), z€Q,

v(z) =0, z € 092, L)
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donde A € IR. Obsérvese que (3.3) es el caso particular de (3.4), para
A = 0. Llamando

g(z) = —k(z, uo(z),0), ¥

N(v)(z) = k(z, wy)(=), [v(2)]) - k(z, uo(2),0),

el problema (3.4) resulta ser de la forma (2.1), y podemos por tanto
aplicarle el Teorema 2.1 para obtener que el cierre del conjunto de
soluciones no triviales (A, v) € IR x C}(2) del problema (3.4) contiene
un conexo C* que, a su vez, contiene al punto (A;(£2, ¢), 0), no acotado

y tal que C* \ (M(R,9),0) C Rx P, donde P es el cono de las
funciones de C}(f2) no negativas en 2 (obscrvemos que, por hipétesis,
M(R,9) <0).

Més atin, si definimos I : C+ — IR como II(A, v) = A, Y(A,v) € C*,
entonces probaremos que 0 € II(Ct).
Para ello, primero aemostraremos que T(C*) estd acotado inferior-
mente por —K;, donde K; = max k(€ x [0,a] x [0, 8]). En efecto, si
(A, v) € C* con A < —K;, obtenemos

—Av(z)=r(z), z€Q,
v(z) =0, z € 09,

donde r = vk(-, uy,v) + Av < v k(-,u,,0) — K;v < 0. Por tanto, apli-
cando el Principio del Méximo, obtendriamos que v < 0, que resulta
ser una contradiccion.

Una vez probado que II(C*) esta acotado inferiormente, demostrare-
mos que [[(C*) no estd acotado superiormente por cero. Razonemos
por reduccidn al absurdo, y supongamos que ¥(A,v) € C* se tiene
A £ 0. Entonces si llamamos € = {z € @ : v(z) > 3}, veremos que
dicho conjunto debe ser vacio. En efecto, si no lo fuera, entonces

—Av = vk(, uy,v) + N < v[k(-, uy,0) + 2] <0en .

Aplicando el Principio del Maximo, maxv(z) = max v(z) = 3, lo
'—'?E.ﬁT redtly

cual @s una contradiccion. Asi, ) es vacio y por tanto [|v||r~ < f.

Por lo tanto, v es solucion de

-—A‘l’(.‘!?) = P(Z), TE Q‘
v(z) =0, z € 09,

donde p = t:;k(-,u.,,v) + Al ¥y llpllee < B(K: + |A]) < 28K,. Por
tanto, v € Wy "?(£2), compactamente contenido en C}(Q) para ¢ > N,
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con [|v|lca £ 2¢6K; (cota independiente de v). De ahi concluimos que
el conexo Ct es acotado en R x C}(R), y eso es una contradiccion.

Asi, hemos probado que II(C*) es un conexo en IR (un intervalo),
conteniendo a A1(2,¢) < 0, y no acotado superiormente por cero.
Luego 0 € [I(C*), o lo que es igual, el problema (3.4) admite solucién
positiva para A = 0, es decir, (3.3) admite solucién no negativa y no
trivial, v. Por el apartado i), deducimos que el par (u,, v) es un estado
de coexistencia para (3.2). ]

Demostracién 2. Teniendo en cuenta la nota al pie de la pagina 47, sabemos
que existen Ry, Ry > 0 tales que tomando u,v € £(R), con 0 < u(z) < a,
0 < v(z) < B, ¥z € Q, entonces |[uy]|c < Ri, ¥ ||vulle € Ra. Observemos
que el conjunto

D = ([0,a], x [0, 8lc) N(B(0; R1) x Be(0; Ry))

es convexo, cerrado y acotado en el espacio de Banach £(82) x £(%2). Con-
sideremos el operador T : D — D, dado por

T(u,v) = (4o, v4)-

En virtud de la Definicion 3.4 sabemos que T estd bien definido, y por
la Proposicién 3.5 sabemos que T' es compacto. Asi pues, estamos en las
hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Schauder, por el cual sabemos que
T tiene un punto fijo en D, es decir

A(u,v) € D: T(u,v) = (u,v),

o lo que es igual, (u,v) = (4, vy), que significa que el par (u,v) es solu-
cién no negativa del problema (3.2). Lo que resta por probar es que dicha
solucién es un estado de coexistencia. Si alguna de las componenies fuese
cero (digamos, por ejemplo, v = 0), entonces v = v, = vg, y por tanto
0= u=u, = uy, lo cual, a la vista de la Definicién 3.4, equivale a

Al(gt _h('l 01 1?O)) 2 0:
que entra en contradiccion con la hipotesis de este teorema. Idéntico razo-

namiento prueba que v £ 0. Obtenemos asi que, efectivamente, el par (u, v)
(punto fijo del operador T') es un estado de coexistencia para (3 2). |
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NOTAS.

- El estado de coexistencia obtenido en el Teorema anterior, aunque se
entiende en sentido débil, resulta ser clasico, debido a las hipotesis de
regularidad impuestas a las funciones h y k.

- El Teorema 3.6 goza de hastante generalidad; de hecho, como se vera
en lo que sigue, la condicién suficiente dada en dicho Teorema para
tener estados de coexistencia de (3.2) engloba otras dadas por di-
versos autores separadamente para los tres modelos estindar (com-
peticion, presa-depredador y cooperativo). También permite estudiar
otros modelos que no se corresponden con ninguno de los modelos
anteriores. Asi pues, creemos que dicho Teorema es una contribucién
significativa desde el punto de vista de la unificacién de muchos resul-
tados dispersos. No obstante, resulta dificil de aplicar en la practica,
ya que, como se ha puntualizado anteriormente, no disponemos de
expresiones explicitas ni de buenas aproximaciones de las funciones
tp ¥ vo. Ademas, aunque fuesen conocidas dichas funciones, sabemos
que tampoco es facil la estimacién de A;(f2,¢q). Por ello, a menudo
sera interesante encontrar condiciones mas simples que garanticen el
cumplimiento de la condicion del Teorema. Esto es lo que haremos,
entre otros resultados, en la Seccién 3 de este Capitulo.

Una cuestion interesante, tanto desde el punto de vista matematico,
como biolégico, serd estudiar como varia la condicion suficiente del
Teorema 3.6 al cambiar el dominio §2. En la Seccion 3 haremos tam-
bién un estudio detallado de esta cuestion para los modelos de la
Biologia, y en especial para la interaccion de tipo presa-depredador.

Debe recalcarse el hecho de que en Teorema 3.6 no se ha impuesto
ningiin tipo de monotonia de h respecto de v, ni de k respecto de
u. FEsto hace que, en principio, el Teorema pueda aplicarse indis-
tintamente a cualquier tipo de modelo cldsico (competicién, presa-
depredador y cooperativo), asi como a modelos que no obedezcan a
ninguno de esos tres casos. A continuacién veremos con detenimiento
distintas aplicaciones del Teorema 3.6, entre las cuales se encuentra
el estudio de los tres modelos cldsicos en la Biologia, asi como otros
tipos de interaccion que estdn contenidos en el modelo (3.2).

Antes de comenzar a desarrollar las aplicaciones que admite el Teorema
3.6 sobre los diversos modelos de la Biologia, y dado que intentaremos tratar
dichos modelos con la mayor generalidad posible, se hace necesario presentar
en este momento el modelo “estindar” de tipo Lotka-Volterra con difusion,
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donde se recogen los tres tipos de interaccién “cldsicos” que puede haber
entre dos especies que coexisten en un dominio Q. Dicho modelo, al que
aludiremos como “modelo lineal”, es basicamente el siguiente:

—Au(z) = u(z) (a — bu(z) + cv(z)), =z €,
—Av(z) = v(z) (e - fu(z) + gu(z)), z€Q, (3.5)
u(z) = v(z) =0, r € 69,

con ) dominio acotado de IRV con froutera regular, a,b,c,e, f,g € R,
con b, f > 0. El signo de las constantes ¢ y g serd el que determine el
tipo de interaccidn a considerar entre las especies 4 y v. Asi, si c ¥ ¢ son
ambas negativas, diremos que el modelo es de tipo competicion (ello ocurre
en la Biologia, por ejemplo, cuando las dos especies consumen un mismo
alimento). Si tienen distinto signo (por ejemplo ¢ < 0 < g), diremos que
el modelo es de tipo presa-depredador, donde la especie u seria la de las
presas, y v la de los depredadores. En la Biologia, este modelo representa
a dos especies, una de las cuales se alimenta de la otra. Por iiltimo, si ambas
constantes, ¢ y g, son positivas, el modelo recibe el nombre de cooperativo
(en la Biologia, se suele denotar como un modelo “simbidtico”).

A continuacién, aplicaremos el Teorema 3.6 a modelos que generalizan
las situaciones anteriores, asi como a otros modelos en los cuales la interac-
cién no responde a ninguno de esos tres casos.

— MODELOS DE TIPO COMPETICION

El modelo de competicion es una situacién particular del problema (3.2),
donde, ademis de verificarse las hipdtesis (S1-52) de la pagina 46, la funcién
h es decreciente con respecto a v, y la funcidn k es decreciente con respecto
a u. El Teorema 3.6 es directamente aplicable a este tipo de sistemas, ya
que lo tinico que hacemos es considerar nuevas hipétesis adicionales sobre el
problema (3.2). Obtendremos por tanto una condicién suficiente para que
dicho problema admita al menos un estado de coexistencia. Este tipo de
problemas ha sido estudiado por Li y Logan [64], para un tipo concreto de
funciones h y k ;ne, entre otras particularidades, no dependen de la variable
espacial, z.

— MODELUS DE TIPO PRESA-DEPREDADOR

Un sistema del tipo presa-depredador es un problema del tipo

-Au(z) = u(z) f(z,u(z),v(z)), z€Q,
—Av(x) = v(z) g(z,u(z),v(z)), T€Q,
u(z) = v(z) = 0, z €09,
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donde 2 es un dominio acotado de R™ con frontera regular, y las funciones
f,9: 8% [0, +00) x [0, +00) — IR son localmente lipschitzianas, tales que f
es estrictamente decreciente respecto de u, y decreciente con respecto de v,
y g es estrictamente decreciente con respecto de v, y creciente con respecto
de u. Ademas, supondremos que existen a, # > 0 tales que

flz,0,0)<0 y g(z,a,8) < 0.

(Obsérvese que en el modelo lineal, con ¢ < 0 < g, podemos tomar «

i i 3 a 4
cualquier constante positiva mayor o igual que 7Y B cualquier constante

B : €+ go
positiva mayor o igual que

).

En principio, el problema (3.6) no parece ajustarse a las hipotesis (S1-
$2) impuestas al sistema (3.2). Por tanto, el Teorema 3.6 no serd direc-
tamente aplicable al problema (3.6). No obstante, bastard hacer un 1til
“runcamiento” de las funciones f y g para que todo vaya bien. Esta idea
de truncar las funciones adecuadamente para que a dichos modelos pueda
aplicarsele el Teorema 3.6 parece nueva en el contexto de los modelos bio-
l6gicos.

Al igual que en el caso del sistema (3.2), dada una funcién real v, lips-
chitziana en §I, llamaremos u, a la solucién maximal del problema en u

—Au(z) = u(z) f(z,u(z),v(r)), z€,
u(z) = 0, T € 09,

y, para u € L(§), con u(z) < @, ¥z € Q, v, serd la solucion maximal del
problema en v

—Av(z) = v(z) g(z,u(z),v(z)), =z €K,
v(z) =0, z € 9.

Observemos que, también en este caso,
1, =0, s A, —=f(-,0,0(:))) 20,
O<uy(z) <o en, si A(Q,—f(-,0,v(:))) <0,
e igualmente
vy =0, si A(82,—g(-.u(-),0)) >0,

0<vy(z) en , si A(R,—g(,u(-),0)) <0,
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TEOREMA 3.7. Una condicidn necesaria y suficiente para que el sistema
(3.6) admita al menos un estado de coezislencia es

)‘1(91_.’("0-”0('))) <0 y '\l(ﬂu "g('1uﬂ(')10)) <0

Demostracién. Para probar que la condicién del Teorema es necesaria,
supongamos que el sistema (3.6) admite un estado de coexistencia, (i, ¥).
Observemos que, en este caso, el operador ®; : £(Q) — C}(Q) definido
por ®;(v) = uy, es decreciente (véase el Teorema 3.3 teniendo en cuenta la
monotonia de f), y por un argumento similar, obtenemos que ei operador
@, : {ue L(Q): u(z) < a, Yz € R} — CL(R) definido por P2(u) = vy, es
creciente. Por tanto, teniendo en cuenta que (&, 1) = (ug, va), obtenemos
que & = u; < ug, y por lo tanto

Vuo 2 5 =0 >0, es decir, vy, >0,

que es equivalente a que Ay (§2, —g(-, #0(-),0)) < 0. Del mismo modo, pode-
mos observar que ¥ = vg > vp, ¥y por lo tanto

Uy, > g =1 >0, esdecir, u,, >0,

que es equivalent= a que A (2, —f(-,0,v0(-))) < 0. Queda asi probado que
la condicién del Teorema es necesaria.

Probemos ya que dicha condicién es también suficiente para que (3.6)
admita al menos un estado de coexistencia. Consideremos las nuevas fun-
ciones h, k : Q2 x [0, +00) x [0, +00) — IR definidas como

g(z,u,v) siu<a,
h=f, k(z,u,v)=
gle,o,v) siu>a.

Entonces, trivialmente las funciones h y k satisfacen las hipotesis (S1-52)
impuestas al sistema (3.2), y podemos aplicar ahora el Teorema 3.6 (ob-
servemos que no hay conflicto en la definicion de v,, siempre que tomemos
0 € u(z) < a en §2; mas aiin, ahora si es posible definir v, para cualquier
u € £(R)). Aplicando dicho Teorema, obtendremos que el problema (3.2)
admite un estado de coexistencia, (i, ¥), satisfaciendo (ver la segunda de-
mostracién del Teorema 3.6) 0 < @i(z) < a en Q. En particular, se deduce
que (#,%) es también un estadc de coexistencia para (3.6), quedando asi
probado el Teorema 3.7. i
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NOTAS.

- Observemos que uy y vp son las soluciones maximales respectivas de
los problemas

-Au=uf(z,u,0), en§, -Av=vg(z,0,v), en(,
u=0, en 99, y v =0, en 09,

es decir, la solucién maximal obtenida para la especie u en ausencia
de depredadores, y la solucién maximal obtenida para la especie v en
ausencia de presas. Estas soluciones, el tipo de interaccién dado por
f y g, asi como ciertas propiedades espectrales del dominio 2, son las
que determinan la existencia de estados de coexistencia para (3.6).

Este tipo de modelos, en los que la interaccion es del tipo presa-
depredadcr, ha sido estudiado, entre otros, por Li [39], donde el autor
considera un caso particular del sistema (3.6), en el que no se permite
a las funciones f y g depender de la variable espacial, z, y con hipétesis
adicionales sobre la regularidad de dichas funciones, asi como del tipo
de dependencia de g con respecto au y a v.

Observemos que en el Teorema 3.7, hemos caracterizado la existencia
de estados de coexistencia mediante las condiciones que aparecian ya
en el Teorema general 3.6. El hecho de que en este modelo particular
dichas condiciones sean, no sélo suficientes, sino también necesarias,
hace que éstas sean las “mejores postbles” (salvo equivalencia) en cier-
tos casos particulares.

En la demostracién del Teorema 3.7 hay un detalle importante que
conviene tener en cuenta antes de continuar con las demostraciones de
los préximos resultados. Observemos que la hipétesis de existencia de
las constantes o y 3 podria no ser ficilmente comprobable en la prac-
tica (aunque si lo serd en los modelos concretos que trataremos pos-
teriormente), pero una vez encontradas dichas constantes (que suelen
ser, ademas, cotas a priori para los estados de coexistencia), entonces,
aunque el sistema de partida no satisfaga la hipotesis (S2) de la pagina
46, bastard “lruncar” convenientemente las funciones de partida para
obtener un nuevo sistema del tipo (3.2) que si satisface la hipotesis
(S2), precisamente para las constantes « y /! de partida. Aplicando
entonces el Teorema 3.6, obtenemos una condicion suficiente para que
(3.2) admita un estado de coexistencia, cuyas componentes, u y v, re-
sultaran estar acotadas, respectivamente, por a y (. Esto hace que, al
no afectar los truncamientos a las funciones de partida en el compacto
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Q1 x [0,a] x [0, 8], dicho estado de coexistencia sirva también para el
sistema original. En adelante, usaremos esta “esirategia” a menudo,
para tratar sistemas que “aparentemente” no satisfacen la Lipotesis
(52) impuesta al sistema general (3.2).

- MODELOS DE TIPO COOPERATIVO

Los modelos de tipo cooperativo son aquellos similares al problema (3.2),
en los que, ademas de (51), se impone que h sea creciente con respecto de v,
¥y que k sea creciente con respecto de u. En general, no es posible encontrar
cotas a priori para las soluciones (u, v) de dicho problema, lo cual hace mas
dificil aplicar una técnica de “truncamiento” de las funciones de partida,
como se hacia en el caso presa-depredador. Por esta razon, nos reduciremos
a un caso particular en el que si serd posible obtener cotas a priori sobre las
soluciones, resultando para este caso, y de nuevo a través del Teorema 3.6,
una condicidn suficiente para la existencia de estados de coexistencia.
Consideremos el problema

—Au(z) = u(z) (a{z) - b(z)u(z) + c(z)v(z)), = €L,
—Av(z) = v(x) (e(z) — flx)v(z) + g(z)u(x)), = €1, (3.7)
u(z) = v(z) =0, z € 09,

con § dominio acotado d_e. IRY con frontera regulir. a,b,c.e, f.g € L),
con b(z), f(z) > 0, Vz €€, y ¢(r),9(z) 2 0, Yz €.
Para cada funcién r € C(£2), denotaremos

F=max{r(z):2€Q}, r=min{r(z):z€0}.

TEOREMA 3.8. Supongamos que bf —€g > 0. En tal caso, una condicién
suficiente para que el sistema (3.7) admita al menos un estado de coexisten-
cia €s

M(Q,—a(-)—e(-)vo(-)) <0 y Ar(8, —e(-) = g(-)uo(*)) < 0.

Demosiracién. Comprobaremos en primer lugar que si (%, v) es un estado
de coexistencia (en sentido cldsico) para (3.7), entonces u(z) < ay v(r) < 8
en Q, donde

ﬁ=é

s

f-t
(a partir de las hipétesis de este Teorema, se prueba ficilmente que @ > 0 y
A > 0). Efectivamente, sabiendo que (u, v) es solucion de (3.7), y signiendo
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la notacion antes indicada, se tiene

—Au(z) = u(z) (a(z) — b(x)u(z) + c(x)v(z)) < u(z)(@ - bu(z) + V).

Asi, llamando Q; = {;-: €N:uz) > l;:%-f-}, obtenemos que si §2; fuese

no vacio, entonces Yz € {4,

~Au(z) < u(z) (a e n +Eﬁ) =0.
Luego, aplicando el Principio del Mdximo, maxu{z) = max u(z), lo cual
:E{z—l €8,
&y ; _ _a+7cv :
es una contradiccion. Asi pues, U < a Razonando del mismo modo
i e+gu
f

sobre la segunda ecuacién de (3.7), se obtiene 7 < . Combinando

ambas desigualdades, obtenemos
— | —FtFE

d4er TP
b

E:f_+ E+C7T

u< 5 i

=

de donde
bfu +

luego

- tc

u< =i,
Razonando de idéntico modo obtenemos que 7 < f3.

Una vez comprobado que las constantes a y 3 son cotas a priori para los

estados de coexistencia de (3.7), tomemos h, k : 2 x [0, +00) x [0, +00) — R
definidas por

{ a(z) = b(z)u+c(x)v, siv<p,
h(z,u,v) =

a(z) - b(z)u+ c(z)B, siv>f,

{ e(z) - f(z)v + g(z)u, siu<a,
k(z,u,v) =

e(z) - f(z)v+ g(z)a, siu>a,

En este caso, se verifican las hipStesis (S1-52) para el problema (3.2). Asi,
podemos aplicar el Teorema 3.6 y obtener que una condicién suficiente para
que (3.2) admita un estado de coexistencia es

AR, —a() —e(Jro()) <Oy As(R, —e(-) — g(-)uo()) <0,
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que coincide exactamente con la hipotesis de este Teorema. Ademas, sabe-
mos que dicho estado de coexistencia (u, v) verifica (ver segunda demostra-
ci6n del Teorema 3.6) 0 < u(z) < @, 0 < v(x) < 3, en Q, y por tanto el par
(u,v) es un estado de coexistencia para (3.7).

NOTAS.

— Este tipo de sistemas ha sido considerado también por Lopez-(Gomez
[65], obteniendo las mismas conclusiones, pero usando teoria del grado
topolégico en conos (indice de punto fijo}. Asimismo, en el trabajo
de Li y Ghoreishi [62], podemos encontrar un modelo particular de
tipo cooperativo, en el que la no-linealidad no admite dependencia
espacial. En dicho trabajo, los autores dan, para ciertos casos muy
particulares, condiciones necesarias y suficientes de coexistencia, asi
como algunas consideraciones sobre la unicidad de soluciéon.

- OTROS MODELOS DE LA BIOLOGIA

Una de las mayores ventajas del Teorema 3.6 es que en su enunciado no
aparecen hipdtesis de monotonia de k respecto de v, ni de k respecto de u,
lo cual lo hace aplicable, no sdlo a los tres tipos de modelos que aparecen
clasicamente en la Biologia, como acabamos de ver, sino también a otros
modelos que no se ajustan a ninguno de esos tres casos (ver [26], [18]), ¥
sobre los cuales no conocemos que se hayan dado (con anterioridad a los
que aqui vamos a exponer) condiciones para que admitan coexistencia. A
continuacion se presentan dos ejemplos de tales modelos, que indican las
grandes posibilidades de aplicacion de Teorema 3.6

1. Influencia de la dependencia espacial en el tipo de interac-
cidn.

Estudiaremos en primer lugar un sistema en el que la dependencia es-
pacial hace que el tipo de interaccion camine en distintas zonas del dominio
2. Consideremos el sistema

—Au(z) = u(z) (a — bu(z) - cv(z)), re B,

)
=Av(z) = v(z) (e — fv(z) + g(z)u(z)), z€ B, (3.8)
u(z) = v(z) =0, z € a8,

donde B es la bola euclidea en R, de radio 1 y centrada en el origen,
a,b,c,e,f € R, con b,e,f >0,y g : B — IR viene dada por g(z) = z,,
VY = (x1,...,2n) € B (observemos que la funcién g cambia de signo en
B).
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TEOREMA 3.9. Supongamos que e > A (B,0) es dado. Sia > M (B, cv),
entonces el problema (3.8) admile un estado de coezistencia.

be +a

bf
a como se hizo en la demostracién del Teorema 3.8, podemos probar que
cualquier estado de coexistenrcia (u, v) para el problema (3.8) verifica que
u(z) < ay v(z) < fen Q. Sean h, k : B x [0, +00) x [0, 4+00) = IR definidas
por

iz a :
Demostracién. Tomemos a = R g = . De una forma analoga

h(z,u,v) =a—bu—cv

e— fv+g(z)u, siu<a,
k(z,u,v) = {

e— fo+g(z)a, siu>a.

Las funciones h y k satisfacen trivialmente las hipotesis (S1-S2) impuestas
al sisterna (3.2), y podemos por tanto aplicar el Teorema 3.6, obteniendo asi
que una condicién suficiente para que (3.8) admita un estado de coexistencia
es

AM(B,—a+cevp(:)) <0 y M(B,—e—g{-)uo()) <0

o, equivalentemente (ver Lema 1.1)

a > M(B,cvo(-)) y e> A(B,—g(-)uo(-)).

La primera desigualdad se verifica por hip6tesis. Probemos que también se
cumple la segunda desigualdad:

j (IVul? - guon?)
s B

o\l(Ba—g(')u[)(-)) =uEH111("Br;\€O} / o
H u
B

<

jB (IV61(B,0)]? = guod(B,0)?)

<
[ 61(B,0y2
JB
/ Vés(B,0)
Y
j $1(B.0)*
B

ya que, al ser ¢1(B,0) y up radialmente simétricas (ver [43]), se tiene que
/ g(z)ug(z)¢1(B,0)%(z) 4z = 0.
B

=M(B,0)<e
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En definitiva, hemos obtenido la existencia de un estado de coexistencia
(u,v) para el sistema (3.2), verificando u(z) < e y v(z) < f en Q. Asi
pues, (1, v) resulta ser un estado de coexistencia para (3.8). Esto concluye
la demostracién del Teorema 3.9. ll

NOTAS.

- Obsérvese que el sistema (3.8) es de tipo competicion en B~, y de
tipo presa-depredador en B, donde

B ={zeB:z;<0}, B*={zeB:z, >0}

Es decir, ha sido la dependencia con respecto de la variable espacial,
la que ha marcado el cambio en el tipo de interaccién.

2. Influencia del tamaifio de la poblacién en el tipo de interac-
cién.

En segundo lugar, consideraremos un sistema en el que el tipo de in-
teraccién entre las dos especies cambia en funcién del nimero de individuos.
Dicho sistema es el siguiente

—Au(z) = u(z) (a — bu(z) + cv(z)), r €,

—Av(z) = v(z) (e = fv(z) + gu(z) — hu®(z)), = €Q, (3.9)
u(z) = v(z) =0, z €09,

con © dominio acotado de IRY con frontera regular, a,b,c,e, f,g,h € IR,
con b,c, f,g,h > 0.

TEOREMA 3.10. Sia = A (2,0) y e > A1(R,0), entonces el sistema (3.9)
admite al menos un estado de coczisiencia.

Demostracion. Tomemos

4ahf + dhce + cg® 4he + g*
o = s BE

ahbf = TS

De nuevo se prueba que cualquier estado de coexistencia (u,v) para el pro-
blema (3.9) verifica u(z) <o y v(2) < 3 en Q2. Consideremos las funciones
hok:Qx [0,+0c) x [0,400) — IR definidas por

a—-bu+cv, siv<fg,
h(z,u,v) =
a--bu+c@, siv>f.

k(r,u,v)=e— fv +gu— hu?
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Las funciones h y k satisfacen las hipétesis (51-S2) impuestas al sistema
(3.2), luego una condicién suficiente (Teorema 3.6) para que (3.2) admita
un estado de coexistencia serd

MR, —a—evo(-)) <0 y A(R,—e— guo(-) + hud(-)) < 0
o, equivalentemente, (ver Lema 1.1)
a> M(Q,—cvo(")) ¥ e> (R —guol’) + hul(-)).

Veamos que las hipotesis del Teorema que estamos probando obligan a
que estas condiciones se verifiquen. Efectivamente, en virtud del Teo-
rema 3.1 sabemos que, al ser e > A1(f,0), se tiene vg > 0 en Q, luego
A1(82, —evg(1)) < M (£2,0) = ¢. Del mismo modo, por ser a = A;(1,0), sabe-
mos que ug = 0 en Q, y por tanto A;(Q, —guo(-) + hul())) = A1(Q,0) < e.
Asi, las condiciones suficientes se verifican, lo cual nos garantiza que {3.2)
admite un estado de coexistencia, (u, v), verificando u(z) < oy v(z) £ #
en . Por lo tanto, (u,v) es un estado de coexistencia para (3.9). |

NOTAS.

- Obsérvese que el sistema (3.9) es de tipo cooperativo si 0 < u(z) < %,
y de tipo presa-depredador para u(z) > % A continuacién veremos
que, de hecho, es posible escoger los coeficientes g y h apropiados para
que cualquier estado de coexistencia (u,v) de (3.9) verifique que los
conjuntos

Ql:{fegiu(ﬁ)<%} Y Qz=={a:€ﬂ:u(ar)>%}

sean ambos no vacios.

PROPOSICION 3.11. Si fomamos g y h tales que % < maxuy,(z), ) en-
; TEN
tonces, para cualguier estado de coezrisiencia (u,v) de (3.9), los conjuntos

Q1 y Qa antes definidos, son ambos no vacios.

(4)Nétese que vp no depende de g y h, y por tanto tampoco 1y, dependera de ellas, sino
exclusivameite de a,b,c,e, f. Ademas, como a = A;1(2,0) > Ai(R, —cvo(-)), sabemos
que uyy > Oen 0.
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Demostracién. En efecto, el conjunto §; debe ser no vacio debido a la
condicién homogénea de Dirichlet en la frontera de 2. Resta probar que
)3 es no vacio. Razonemos por reduccién al absurdo, y supongamos que

u(z) < %, ¥z € Q. En tal caso, teniendo en cuenta que gu(z) — hu?(z) > 0

en 2, y usando el Teorema 3.3, obtenemos que vy < v, = v en £, y por
tanto u,, < uy = u en 2, lo cual es una contradiccién con la hipétesis de
esta proposicion. Il

II1.3 COEXISTENCIA Y EXPANSION DE DOMINIOS

Debido a las aplicaciones de los anteriores resultados a problemas proce-
dentes de la Biologia, a menudo la cuestién interesante no serd la de buscar
las funciones h y k apropiadas para obtener coexistencia en un dominio dado
Q. Por ello, denotando por BR al conjunto de todos los dominios acotados
de RY con frontera regular, consideramos muy interesante el tratam ato
de la siguiente cuestion:

Dadas las funciones h,k: RN x Rx R — R (es decir, conocido
el mode de interaccidn de las especies u y v), tratemos de buscar
dominios ) € BR, para los cuales el sistema (3.2) admite un es-
tado de coeristencia. Estos dominios serdn llamados “Dominios
de coexistencia” del sistema (3.2).

En este sentido, el primer trabajo en el que hemos encontrado algunos
resultados al respecto es el de Li [61], donde para un modelo de tipo Lotka-
Volterra con difusién, con interaccién del tipo presa-depredador, de la forma

—Au(z) = u(z)(a - bu(z) — cv(z)), z€Q,
—Avfz) = v(z) (e - fo(z) + gu(z)), €D, (3.10)
u(z) =v(z) =0, z € 39,

con a,b, e, f,g > 0, el autor prueba el siguiente resultado:

Supongamos que e < 0. Si{2; € BR es un dominio de coerisiencia
para (3.10), entonces cualquier dominio Q3 € BR, conleniendo a
4, es también un dominio de coezistencia pare (3.10).

Obsérvese que el sistema (3.10) verifica las hiptesis impuestas al sistema
(3.6), donde & = 7Y B es cualquier constante real positiva mayor o igual
be + ga

bf

que
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El resultado de Li pasard a ser un caso particular del Teorema 3.12,
que demostraremos mds adelante. Observemos que en este caso, al ser
la interaccién del tipo presa-depredador, los dominios de coexistencia 2
vienen caracterizados por la condicion (en este caso necesaria y suficiente)
del Teorema 3.6. Asi, el resultado de Li podria expresarse como:

Si la condicién del Teorema 3.6 se verifica para un cierto do-
minio 8y € BR, entonces dicha condicién se verifica también
para cualquier dominio (ly € BR, conieniendo a ;.

Qué duda cabe que el estudio de la validez de esta afirmacién puede
resultar bastante interesante (aun en los casos en los que la condicién del
Teorema 3.6 sea sélo suficiente y no necesaria), para la biisqueda de dominios
de coexistencia. Del estudio de este tipo de cuestiones trataremos en esta
seccion.

- CASO GENERAL

Consideraremos el sistema (3.2) con h, k : R" x IR x IR — IR, verificando
las hipétesis (5§1-52), y estudiaremos la validez de la siguiente afirmacion

Si la condicion suficiente del Teorema 3.6 se verifica para
(A) un dominio Q) € BR, entonces dicha condicién se verifica
también en cualquier dominio €23 € BR, conteniendo a €.

Mostraremos en primer lugar dos casos en los que (A) es cierta, y mas
tarde, en el Teorema 3.14 veremos que (A) no es cierta en general, ni siquiera
en el caso en que la interaccion es del tipo presa-depredador. El problema
de conocer la situacion mas general posible donde (A) sea cierta permanece
abierto por el momento.

TEOREMA 3.12. Sean h,k : RY x IR x IR — IR, verificando las hipétesis
(S1-S2) de la pdgina 46.

t) Sik(x,0,0)<0,Vr e RN, y k(z, u,0) es creciente con respecto de u,
enfonces la afirmacion (A) es cierla.

ti) Si h(z,0,v) es creciente con respecto de v y k(zx,u,0) es crecienle con
respecio de u, entonces la afirmacion (A) es cierla.
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Demostracidn.

i) Al ser k(z,0,0)<0,Vz € RY, se tiene

M(, =k(-,0,0)) > A1(2,0) > 0, YR € BR.

Luego vg o = 0, ¥Q € BR. Por lo tanto, si §;, {3 € BR, con ; C y,
y la condicién del Teorema 3.6 se cumple en §;, usando el Lema 1.1
se tiene

A1(S22, =h(:,0,va,0(:)) = A1(Q2, -h(-,0,0)) <
S )‘l(s}l ) _h('t 0|0)) <0.

Respecto a la segunda desigualdad del Teorema 3.6, teniendo en cuen-
ta el Teorema 3.3,

ug, o(¥) 2 ug, o(z), ¥z € 2y,
de donde se deduce que
’\1(921 —k(-, uﬂ,,(}{'). 0)) S ’\I(Ql ) "'k('! Hng,n('),O)) S

< )«1(91, -—k(-,ﬂnh()('),())} < 0.

it} De nuevo, tomemos Q1,2 € BR, con & C £, tales que la condicién
del Teorema 3.6 se cumple en ©;. De nuevo, por el Teorema 3.3
sabemos que
ug, o{z) 2 ug, o), Ye €y,
va,.o(z) 2 v, o(r), Ve €y,

¥, usando otra vez el Lema 1.1 se tiene
)‘I(S)Ql “'h‘('r 0! T’ﬂ;‘ﬂ('))) S AI (Ql! _h(' 0', 'Un;,,l)('))) S

S A1(911 _h('4 Un Uﬂ],ﬂ('))) < U,

A (2, k(- uq,0(-),0)) < Ap (S, —k(: uq,0(+),0) <

S Al(szlw _k('xuﬂl.l’]{')vu}) < (.

Queda asi probado el Teorema 3.12. I
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NOTAS.

- Obsérvese que en el apartado i) del Teorema 3.12 queda contenido
el resultado de Li, mencionado anteriormente. Una posible inter-
pretacion bioldgica de dicho apartado i) podria ser la siguiente:

“Si la especie v no puede subsisiir en ausencia de la especie
u en ningin dominio, y resulla ademds beneficiada por la
presencia de dicha especie u, entonces la afirmacidn (A) es
cierta.”

- En el apartado #i) del Teorema 3.12 queda también contenido cualquier
sistema en el que la interaccién sea de tipo cooperativo, por lo que, en
particular, y con la intencién de dar una interpretacién biolégica
para dicho apartado, podemos afirmar que

“En un sistema de tipo cooperalive o simbidtico, la afirma-
cién (A) resulla ser cierta.”

- Observemos que, a la vista del Teorema anterior, hemos encontrado
dos situaciones en las que la afirmacién (A) es cierta. Claramente,
dichas situaciones no se asemejan en absoluto {observemos que, in-
cluso, la primera de ellas solamente hace mencién a una de las dos no-
linealidades del sistema, mientras que la segunda situacion alude a am-
bas no-linealidades). Parece por tanto bastante complicada (aunque
no por ello menos interesante) la hisqueda de condiciones o situa-
ciones mas generales que garanticen que (A) es cierta, asi como condi-
ciones no solo suficientes, sino también necesarias. Con la intencién
de tratar mas profundamente estos problemas, hemos optado por con-
siderar el modelo lineal, claramente menos general que (3.2), pero en
el que resulta posible afinar mas en los resultados. Dado que en el
caso cooperativo hemos concluido que la afirmacion (A) es siempre
cierta, hemos tenido que elegir entre el modelo lineal de competicion
o el modelo lineal de tipo presa-depredador. Nos hemos quedado con
este tltimo, ya que en este caso las condiciones del Teorema 3.6 no
s6lo son suficientes, sino también necesarias para obtener coexistencia,
lo cual hace alin mas atractivo el estudio de la afirmacion (A).




66 Cap. Ill. Modelos biolégicos con difusién lineal.

— SISTEMAS DE LOTKA-VOLTERRA CON DIFUSION, CON IN-
TERACCION DEL TIPO PRESA-DEPREDADOR

En lo que resta de capitulo, dedicaremos nuestra atencién al estudio de
la validez de la afirmacién (A), asi como a otras cuestiones relativas a
la biisqueda de dominios de coexistencia, para un sistema del tipo presa-
depredador de la forma

—Au(z) = u(z)(a — bu(z) — cv(z)), =€,
—Av(z) = v(z) (e — fo(z) + gu(z)), =€,
u(z) = v(z) =0, z € 09,

con § dominio de RV con frontera regular, y con a,b,c,e, f, g € R, siendo
b,c, f,g > 0. El motivo para considerar este sistema puede ser doble: por
una parte, en este caso la condicién suficiente dada en el Teorema 3.6 para
tener coexistencia es también necesaria; por otra, la simplicidad respecto de
los modelos generales presa-depredador como (3.6) permitira obtener resul-
tados a veces muy precisos. Sin embargo, como vamos a tener oportunidad
de ver, parece muy dificil extender algunos resultados que se obtendran para
este sistema particular, al caso general (3.6).

En el sistema anterior, haciendo un conveniente cambio de escala del
tipo # = Au, ¥ = pv, podemos conseguir normalizar los coeficientes b y f,
de modo que, sin pérdida de generalidad, supondremos b = f = 1. Asi, el
sistema a considerar sera

—Au(z) = u(z) (e — u(z) —cv(z)), z€Q,
—Av(z) = v(z) (e — v(z) + gu(z)), =z €Q, (3.11)
u(z) = v(z) =0, z € 01,

con a,c,e,g,€ IR, ¢,g > 0. Siguiendo la notacién introducida en el Lema
1.8, podemos escribir up = fq4, vo = 0., de modo que la condicién
necesaria y suficiente (ver Teorema 3.7) para que el sistema (3.11) admita
un estado de coexistencia en Q resulta ahora:

(C1): a > M(Q ¢bq.), v (C2): e > A(S, —gba.q).

En el desarrollo de los préximos resultados serd necesario utilizar las
propiedades de A;(£2,¢) que se demostraron en el Lema 1.1, asi como las
propiedades de la funcién fq x, que desarrollamos a continuacion.

LEMA 3.13. (Principales propiedades de fg ;).

i} Dado Q € BR, {),} una sucesién de nimeros reales convergenie a un
cierto nimero real, X. Entonces, {fax,} — Oa en C'(Q).
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ii) Dado Q€ BR, M\, € R, con X < pi, entonces Og » < fqu, en (.

it1) Dado A € R, 1, € BR, dos dominios tales que 0y C ()3, enlonces
O, 2 < 90,,A|nl.

iv) Dado 2 € BR, A€ R,

M(R,0) s A< A(9,0)

A si A > Ai(,0).

A, 8q.0) = {

v) Dado Q@ € BR, le aplicacidn X — ﬁ}\-{

mayorada por 1.

es crecienle en (0,400), ¥

0 : :
LT TN uniformemente sobre cualquier com-

vi) Dado Q € BR, ,\HTm ;)

pacto K C Q2.
vii) Si A > A1(Q,0), pu € IR, entonces

A, pul0,0) <A+ (i -

1),\j‘rﬁ—)-;
5 (52)

Demostracion. El apartado ¢) es consecuencia inmediata del Teorema 3.2,
mientras que los apartados i) y i1i) se deducen directamente del Teorema

3.3.

iv) Segiin el Leraa 1.8, sabemos que si A < A((£,0), se tiene 8y = 0.
Por tanto, en ese caso obtenemos A;(€2,0,) = A1(£2,0). En el caso

X > A (9,0), sabemos por el mismo Lema que 63 > 0 en 2. Ademas,
sabemos que de todos los valores propios del problema de valores pro-
pios
—Au(z) + Op(2)u(z) = pu(z), =€Q,
u(z) =0, r € 0%,

es A(€2,0,) el tinico cuya funcién propia asociada es estrictamente
positiva en £. Basta entonces observar que X es un valor propio de
dicho problema, con funcién propia asociada @, ya que

—AfG\(z) + 03(x) = AOx(2), z€Q,
fr(z) =0, z € J8.
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v} El hecho de que %‘— < 1 se debe (ver Lema 1.8) a que 85(z) < Aen 2.

Probemos que si A, € (0, +00), A < p, entonces GTA < % Para ello,

: ) i s o
bastara probar que u—— es sub-solucién de la ecuacién “u-logistica”.

En efecto, llamando

!£=#%A'S.“=ﬁa

tenemos que

A
—Au= -—%ABA = %a,‘(). —0)=u (,\ s ;;_q) =

= %_u(u - u) < u(p-u), en

u(=0) <0, en 012,

Asi, por el Teorema 1.3, y por la unicidad de 8, obtenemos
u<0,<u=yu, enfl

vi) Sea K C © un compacto, y sea € € (0, 1) arbitrario. Consideraremos
un abierto regular W, tal que K C W C W C Q, y una funcidn
regular, @k . € C%(R), verificando

1-¢, siz €K,
er.e(z) = 161(2)(), sizeQ\W,
0<8<pke(r)<l—€, sizeW\K,

donde & es una constante positiva, suficientemente pequeiia. Probe-
mos que para A suficientemente grande, la funcién Apg . es una sub-
solucién de la ecuacidn “A-logistica”. Para ello, habremos de conseguir
que

~A(d¢ke) < Apke(A— Apk,e) en f)

o, equivalentemente,

_A‘PK,e < ’\‘PK,s(l - ‘PK,:) en §2.
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Esta desigualdad es trivialmente cierta en K, y lo serd en W\ K, si
tomamos X > Ag, con Ag suficientemente grande. Falta por probar
que se verifica también en 2\ W. Sabiendo que, en 2\ W se tiene

1 1
—Apk,e = —5A61(0) = 5 (@)1 (R) = A (R)ek.e
simplemente habra que probar

() < M1 - @K .e)s

lo cual se consigue, por ejemplo, tomando A > 2A1(2). En definitiva,
si tomamos

A > max{Ao, 2A;(2)},

sabemos que Agg ¢ es sub-solucién de la ecuacién “A-logistica”, y como
Mpk.e < A (con A stper-solucién), por el Teorema 1.3, y por la uni-
cidad de 8, obtenemos que A¢g, < 05 < A. Por tanto, tomando A
0x(x)

T Vee K.

suficientemente grande, hemos probado que 1 —¢ <

vii} Por ser A > A;(R), sabemos que @) > 0 en . Por tanto,

/ |Vu|2+p/ 0y u?
A2, u8,) =  min L &
weHA(R\{0) j -

a

<

K

/|V9A|2+ﬂjﬂ§ /iVﬂxi2+f9§
S 9] {1 - 40 0 +(
63 %

T [CRER O

[,(3)
=A+(p-1)A
£G)

Queda asi probado el Lema 3.13. |
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NOTAS.

- La demostracion del apartado vi), y la subsolucién particular que
hemos tomado, estd inspirada en el trabajo de Li [61].

A continuacién, ta! y como se anuncié, mostraremos una situacién de
un sistema del tipo (3.11), en la que la afirmacion (A) no es cierta.

TEOREMA 3.14. Sean Q,,8Q; € BR, tales que ) C Q2, 1 # Q2. Entonces
erislen coeficientes a,c,e, g € IR tales gue 3y es un dominio de coezisiencia
para (3.11), y Q2 no lo es.

Demostracién. Fijemosc > 1, g > 0, e = A1(£1,0). Sélo queda por decidir
el valor del coeficiente a. Iremos enunciando cada uno de los apartados que
nos dispongamos a probar.

i) § es un dominio de coezistencia para (3.11) <= a > A1(,0).

Efectivamente, sabemos (ver Lema 1.8) que, por ser e = X1(£21,0), se
tiene que fg, . = 0. Por tanto, si §; es un dominio de coexistencia,
entonces en el dominio ©, se verifica la condicién (C1) que ahora se
escribe a > Ay(€2,0).

Reciprocamente, si @ > A1(€4,0), sélo falta comprobar la condicion
(C2) para que (3.11) admita un estado de coexistencia. Sabiendo
(Lema 1.8) que g, o > 0 en {2y,

A(82, —gbn, o) < A(S2,0) =e.

Queda asi probada la afirmacion i},

i1) 4 es un dominio de coezistencia para (3.11) <=> a > A1 (§22,cfq, ).

Si £23 es un dominio de coexistencia, entonces por (C1) sabemos que
a> A](Slz,fﬂghle).

Reciprocamente, si a > A1 (2, ¢fq, .), falta solamente comprobar que
se verifica (C2) en el dominio §22. Asi,

A1(Qa, -yﬂnz,a) < A1(R2,0) < A (24,0) = e.
Luego la afirmacion ii} es cierta.

i11) De los apartados anteriores, tenemos que
2, es un dominio de coexistencia si, y solo si @ > a; = A(£24,0).

25 es un dominio de coexistencia si, y sélo si @ > az = A (22, clq, ).
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iQué relacion guardan entre si los nimeros a; y ag?.

Por ser e = A;(£24,0) > A1(f23, 0), sabemos que fg, . > 0 en {23. Por
tanto, al ser ¢ > 1, y usando los Lemas 1.1 y 3.13,

ez = M(Q2,clq, ) > M(Q2,0n,,.) = e =ar.

Tomando a € (ay,az], el Teorema 3.14 estd probado, ]

NOTAS.

- Observemos que, en el Teorema anterior, para obtener coexistencia en
el dominio Q;, es necesario que la razén de crecimiento ( “béirth-rate”)
de las presas, a, sea mayor que una cierta constante a;, y para obtener
coexistencia en 23, a debe ser mayor que otra constante, az > a;.
Por ello, podemos obtener la siguiente interpretacién bioldgica del
resultado:

“Para obtener coexistencia, ‘a razén de crecimienlo de las
presas debe crecer si el dominio crece. Por lanto, si dicha
razén de crecimienio no crece “lo suficiente”, es decir,
si @ € (@1,a;), obtenemos coezislencia en §; y ro en
Q2. Ademds, s inleresanle observar que la especie de los
depredadores, v, no puede subsistir sin presas en el dominio
Qy, mientras que si puede hacerlo en Q (eriste una solu-
cién “semitrivial” de la forma (0,8q, ,), con Oq, . estricla-
mente positiva en §23).”

Obviamente, en el Teorema anterior ha sido necesario tomar la cons-
tante e positiva, ya que si hubiera sido e < 0, la afirmacion (A) seria
cierta, gracias al resultado de Li, mencionado al comienzo de esta sec-
cion. Pero el caso en que e < 0 no es el inico en que se verifica la
afirmacion (A). El siguiente Teorema ofrece una condicién suficiente

para que la afirmacién (A) sea cierta, que también generaliza el resul-
tado de Li.

TEOREMA 3.15. Consideremos el sistema (3.11).

Si a > emax{c, 1} == (A) es cierfa.
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Demeostracién. Sean §4,{: € BR, tales que ; C 3. Supongamos que
las condiciones (C1-C2) se verifican en €. En tal caso, por el Lema 3.13,
sabemos que 8g, o(z) < Oq,q(z), Yz € Q;. Usando las propiedades de
monotonia de A ({.,,; ‘Lema 1.1), obtenemos

A2, —90q,.6) < M, —900,.4) < {1, —900, ¢) < &,

que es la condicién {C2) para el dominio £2;. Respecto a la condicidn (Cl1),
en {29, distinguiremos dos casos:

a) Sie < M(2:,0).
En tal caso, fg, . = fn,. =0, y por tanto,
A[(QQ,CHQLC) = Al(Qz,U) < '\1(91,0) <a,
que es la condicion (C1) en Q5.

b) Sie > A(Sa,0).

En este caso, usando el Lema 3.13,

M(Q,c0q,.) <e+(c—1)e 5 < emax{e, 1} < a,

/ Bar, e
ﬁ: €

que es la condicion (C1) en Q.

En cualguier caso, queda demostrado que las condiciones (C1-C2) también
se verifican en el dominio 5.

NOTAS.

— Una posible interpretacién bioldgica del Teorema 3.15 (no olvide-
mos que el modelo estd normalizado), podria ser la siguiente: “5t la
razén de crecimiento (birth-rate) de las presas, a, es suficientemente
grande, o bien la razén de crecimienio de los depredadores, e, es sufi-
cientemente pequena, entonces la afirmacidin (A) es verdadera”.

En la introduccidén al anterior Teorema 3.15 hemos comentado que
dicho resultado generaliza el resultado de Li antes mencionado. Es
posible que esto no quede suficientemente claro a la vista del '» orema,
asi que vamos a intentar justificar esa afirmacion.
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Otra forma de leer la hipétesis dei Teorema 3.15 seria

a
¥ max{c, 1}’

Observemos que si el coeficiente a fuese menor o igual que cero, en-
tonces el sistema (3.11) no admitiria ningiin dominio de coexistencia,
ya que la condicién {C1) (necesaria para coexistencia en un dominio
Q) obliga a que a > 0. Por tanto, en el caso a < 0, ademds de carecer
de interés el estudio del sistema (3.11), resulta ser trivialmente cierta
la afirmacién (A). Por otra parte, en el caso realmenie interesante, es
decir, cuando a > 0, al verla escrita asi, nuestra hipctesis generaliza
claramente la condicién de Li.

La importancia del resultado anterior reside en su aplicacién para
detectar dominios de coexistencia en la prictica. Més concretamente,
si se dan las hipotesis del Teorema 3.15, y somos capaces de determinar
dominios de coexistencia “stmples”, tal y como pueden ser bolas o
rectangulos, entonces cualquier dominio 2 € BR conteniendo a tales
dominios “simples”, serd un dominio de coexistencia para (3.11). A
la bisqueda de tales dominios nos dedicaremos en la préxima seccion.

Es un problema abierto en la actualidad conocer la situacién mas
general donde (para el sistema (3.11)) la afirmacidn (A) sea cierta.

~ COEXISTENCIA EN BOLAS

En la seccién anterior aa quedado claro que la posible relacion existente
entre la coexistencia para el sistema (3.11) y la inclusién de dominios puede
ser un tanto complicada (al menos en el caso e > 0). Con la intencién de
clarificar, en la medida de lo posible, esa relacion, nos disponemos a con-
siderar dominios “simples” en los que estudiar coexistencia. En particular,
centraremos nuestra atencién en buscar bolas euclideas que sirvan como do-
minios de coexistencia para el sistema (3.11). Para ello, dado R € (0, +o0),
denotaremos
Br={zremR" :|z| < R}.

Por comodidad, entenderemos B = By.

Teniendo en cuenta que las condiciones (C1-C2) son necesarias y sufi-
cientes para que el sistema (3.11) admita un estado de coexistencia, habre-
mos de considerar esas condiciones en ¢l dominio particular @ = Bg. Dichas
condiciones se escribirdan, por tanto,

a> M(Br,cfpg.) ¥ ¢ > AM(Br,~508p,a)
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(en particular, a > 0, por lo que asi lo asumiremos en adelante).
Si llamamos F, G : (0, +00) — IR a las funciones definidas como

F(R) = \i(Br, cfpg,e), G(R) = M(Br,—g08g q)

la cuestién a estudiar ahora serd: “jpara qué valores de R se cumple que
F(R) < a y que G(R) < e?” (observemos que, en realidad, F' es una funcion
de R, cy e, y que (7 es una funcién de R, g y a).

ProOPOSICION 3.16.

Ai(B,elp pa.) Ai(B,—988 R2a)
R? R?

Demostracién. En primer lugar, nétese que si A € IR, entonces, Vr € B,

F(R) = , G(R) = L YR>0.

8p,rar(T)

R?
Ademads, dada v : Bg — IR, llamaremos % : B — IR, a la funcién definida
como ii{z) = u(Rz), Yz € B. Entonces

OB (Rz) =

w € Hi(Br) < @€ H)(B),

lo cual establece una biyeccion obvia entre H}(. ,., y Hi(B). Mas aiin,
dados A, it € IR, se tiene que para u € H)(Bgr)\ {0},

/ |V11|2+ﬂf O, au? /|Vﬁ|2+p/ 0 paait’
JBRr Br _ JB B

f u? R? / 2
Br B

¥ por tanto, minimizando estas expresiones, obtenermos que

1
M(Br,p08s2) = =M (B, 10p g2»).
R?

Aplicando lo obtenido a las expresiones que definen a las funciones I' y (i,
concluye la demostracion. |

NOTAS.

- Un resultado similar al de la Proposicion 3.16 podria obtenerse si, en
lugar de considerar los dominios B, By, considerasemos los dominios
Q, RS2, para un € BR dado (entendiendo por RS} = {Rr: r € Q}).
La eleccion de bolas enclideas no es mas que por simplicidad.
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~ La Proposicién 3.16 nos ofrece la ventaja de expresar los valores de las
funciones F y GG en términos de un dominio fijo @ = B. De hecho, esta
ventaja nos facilitara el estudio de las propiedades de dichas funciones,
tal y como veremos a continuacion.

TEOREMA 3.17. La funcidon G : (0,4+00) — IR es conlinua, esiriclamente
decreciente, y tal que

G(R) = i‘—(‘%—o) para R < A'—(f'ﬂ, ¥ RETm G(R) = —ga.
Demostracion. La continuidad de la funcién G, vista como en la Proposi-
cién 3.16, es consecuencia de los Lemas 1.1 y 3.13. Claramente, por las
propiedades de monotonia de fig 5 y de A;(§2, ¢}, que también se expusieron
en dichos Lemas, obtenemos que si Ry, Rz € (0,4+00), con Ry < Ry, en-
tonces g gz, <Oy pz2q en B, y por tanto,

M(B,—90p pza) _ M(B,—g0p p24)

G(Ry) = > -
i R}

M(B,—g0p pza)
1 92 B,R%a) — G(Ry).
T

'\I(B*O)

a

Mas aiin, si 0 < R <
0p r2qa =0, con lo que

, entonces R%a < A(B,0), y por lo tanto

M(B,—90p g2} _ Ai(B,0)
R? - R?

il(m

G(R) =

Por otro lado, tomando R > , entonces R%a > A(B,0). Asi,

a
podemos aplicar el apartado vii} del Lema 3.13, y obtener

9 3
/ ( B,n?a)
e 2
G(R) = M(B, —90p,r20) ai(-g- fais L X8

e [ (e §
B Rza

También,

, KB =gh  glli®d M(B,
G(R) = 1 ;?2 B,R?a) > A(B HQQR a) = gy I(R2 0).




76 Cap. lll. Modelos biolégicos con difusién lineal.

Usando el apartado vi) del Lema 3.13, obtenemos que
NEH)
2
K _ELE =
R—+00 [ BB,R’n
B Rzﬂ

y por tanto, tomando limites en las dos estimaciones anteriores, se deduce
ue lim G(R)=—ga.ll
9 R—400 ) y

1

El estudio de la funcién F resulta mas complicado que el de G, debido
fundamentalmente a la presencia del término ¢fg, ., en lugar del término
—905,,.a (obsérvese el cambio de signo).

TEOREMA 3.18. La funcién F : (0,400) — IR es continua, y tal que
A(B,0)
RZ

Mi{B.0) M (B,0)
—gr VRS ——

i} Sie <0, entonces F(R) = ,YR> 0.

i1) Sie > 0, enlonces '(R) =

esle caso,

. Mds aiin, en

ii-a) Sic < 1, enlonces

ce < F(R) < e, VR)\}—A—'—(-[;-’-QL Y RIiT F(R) = ce.

ti-b) Sie =1, enlonces

FR) = e, YR > | B0

€

ti-c) St ¢ > 1, enlonces

e < F(R) < ce, YR > 1/“?'“).

Demosiracién. La continuidad de la funcion F', vista como en la Proposicion
3.16, es consecuencia de los Lemas 1.1 y 3.13.

i) >ie <0, entonces sabemos que #g g2, = 0, YR > 0. Por tanto,

Ai(B el nae) _ Ai(B,0)
= e, YR >0,

F(R) =
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i) Sie>0,y R<y/ il-(——?—[)), entonces, al ser R%e < Ay(B,0), de nuevo

0p g2 = 0, y por tanto, al igual que antes,
_ M(B,0) [X:(B,0)
F(R) = —R VYR < =

o c< 1.5 k> 220
monotonia de A;(£, q), y por el apartado iv) del Lema 3.13,

, entonces R%e > X (B,0). Asi, por la

1(B,cfB Rac) & Ai(B,0p Ra.) -

A
F(R=1=g =i

Del mismo modo, por ser ¢ < 1, aplicando el Lema 1.1,

1(B,clp p2e) _ M(B, cfp,pae +(1—c)0)
R? - R? =
eA(B,0p ree) + (1 = c)\i(B,0)

(1 -c)A(B,0)
R

F(R) = 4

=ce + > ce.

Teniendo en cuenta también que

j g pie\®
B ch

F(R) = B el < e di(e=1)ek

R2 f Gﬂ.ﬂ:‘e)z'
g\ R

/\l(B.r'()B,R:,)

y que, por el apartado vi) del Lema 3.13,

L)
2
T LW A
"“‘*""/ Op R
B sz‘

resulta entonces lim F(R) = ce.
R—4

i-h} Es trivial, a partir del apartado iv) del Lema 3.13.
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’\I(BIO)

ii-c) ¢ > 1. Tomando R > , sabemos que R%e > Ay(B,0).

e

Asi, por la monotonia de A1 ({2, q), y por el apartado iv) del Lema

3.13,

M(B,clp ree) _ M(B,0p Rae) _
G

/ (aﬂ.ﬂne)a
—_—
)'I(chBB,Rﬂr) SC’+(I’.‘-1)E‘ B R.(’ <

R? j’ Op. e\’
s \ R

<e+(c—1)e =ce.

F(R) =

Por otro lado,

F(R) =

Queda asi probado el Teorema 3.18. I

NOTAS.

- QObservemos que, al contrario de lo que ocurria con la funcién (7, en
este caso no se ha mencionado nada acerca de la monotonia de F en

el intervalo \/ii?—’n-’-,ﬁ)o , ¥ también queda abierto el problema

de estudiar si existe el F!im F(R),enel caso ¢ > 1.
—00

La importancia de los Teoremas 3.17 y 3.18 reside en su aplicacion para
la biisqueda de bolas euclideas que sirvan como dominios de coexistencia
para (3.11). De hecho, estos resultados nos permitiran estudiar la validez
de la siguiente afirmacién:

(B) Erniste un Rg > 0 tal que el sistema (3.11) admi-
te un estado de coczristencia en B, VR > Rq.

Consideramos ciertamente importante el estudio de esta afirmacion, ya
que, en aquellos casos en que sea cierta también la afirmacion (A), podremos
concluir que un dominio § € BR es dominio de coexistencia si contiene holas
euclideas suficientemente grandes.

TEOREMA 3.19.

i) Sie <0, entonces

(B) es cterta < ¢ > —ga.
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i) Sie >0 yc<1, entonces

(B) es cierta <> a > ce.

iti}) Sie >0 yc> 1, enlonces

a>ce => (B) es cierta.

Demostracion.

i) e < 0. Si (B) es cierta, como sabernos que a > F(R) y e > G(R],
VR > Ry, se tendra que, al ser (7 estrictamente decreciente, entonces
e> lim G(R)= —ga.

R—+400
Reciprocamente, si ¢ > —ga = RETOO G(R), debe existir un Ry > 0

tal que e > G(R), YR > R;. Del mismo modo, como sabemos que
a>0= RliT F(R), debe existir un Rz > G tal que a > F(R),
— 400

YR > Ry. Tomando Ry = max{R,, Rz}, concluimos la demostracion

de este apartado.

e >0,c <1 Si(B)es cierta, entonces YR > Ry, e > G(R) y

a> F(R) > ce.

Reciprocamente, si @ > ce = RHT F(R), debe existir un Ry > 0
— 400

tal que @ > F(R), YR > R;. Del mismo modo, como sabemos que
e>0>—ga= R“T G(R), debe existir un Ry > 0 tal que e > G(R),
— 400

YR > Ry. Tomando Ry = max{R,, Rz}, concluimos la demostracion
de este segundo apartado.

e>0,c¢> 1. Sabemos que a > ce > F(R), VR > Ry =/ M

e
Por otro lado, como e > 0 > —ga = RHT G(R), debe existir un
— 400

Ry ~ 0 val que e > G(R), YR > R,. Tomando Ry = max{Ry, Ra},
concluye la demostracion del dltimo apartado, y del Teorema. 1

NOTAS.

~ El Teorema 3.19 muestra la gran influencia que ejerce el signo del coe-
ficiente e para obtener coexistencia en el sistema (3.11). Obsérvese
que si ¢ < U, no interviene para nada el parametro c para obtener
(B), mientras que si e > 0, el valor de ¢ es ciertar ~ite importante.
Esto pone de manifiesto que cuando estudiamos p.oblemas del tipo
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general presa-depredador (3.6) (o incluso del tipo mds general atin
(3.2)), tan importante es la generalizacion y unificacion de resultados
{en la linea del Teorema 3.6) como la especializacién (Teorema ante-
rior). Obviamente, ello dependera del problema concreto que estemos
estudiando.

- Para obtener el resultado reciproco en el apartado i1}, seria necesario
conocer Hiim F(R). Este es un problema abierto en la actualidad,

por lo que no sabemos si dicho reciproco es cierto, o no.

- Otro problema que, como hemos visto, no ha sido cerrado, es la mono-
tonia de la funcién F. Si dicho problema tuviese una respuesta po-
sitiva, ello nos podria ayudar, tanto a mejorar el apartado iti) del
Teorema anterior, como a intentar buscar el menor Ry para el cual se
cumple la afirmacion (B).




CapiTuLOo IV:

MODELOS BIOLOGICOS CON
DIFUSION NO LINEAL.
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IV.1 EL PROBLEMA DE DIRICHLET EN ECUACIO-
NES ELIPTICAS DEGENERADAS

Han sido los problemas elipticos degenerados (o con difusién no lineal) los
que han motivado para nosotros el desarrollo del método de sub-soluciones y
siper-soluciones expuesto en el Teorema 2.3. Como consecuencia, y aunque
no se trate mas que de una aplicacién de dicho Teorema, enunciaremos
ahora un método de sub-soluciones y siiper-soluciones para el problema de
Dirichlet en ecuaciones elipticas escalares degeneradas, e ilustraremos su
utilidad obteniendo condiciones suficientes de coexistencia para problemas
degenerados provenientes de la Biologia.
Consideremos el problema

—AVJ( ( ))=k( ’ ( ))' EQ,
=, r €00, ()

donde Q es un dominio acotado de IR™ con frontera regular, ¥ : IR - IR
es una funcién continua, estrictamente creciente, con ¥(0) = 0, y k es
una funcién real definida en § x IR, satisfaciendo las hipdtesis (H1-H2)
de la pagina 31 (supondremos estas hipétesis en lo que sigue, salvo que
se especifique lo contrario). En los casos en que 9 sea derivable en cero
¥(s)
5
nuestro problema es “degeneredo” o también “con difusién no lineal” (por
ejemplo, ello ocurre cuando #(s) = s™, con m > 1), y cuando dicho limite
sea mayor que cero, diremos que el problema es “no-degenerado”, o con
“difusién lineal” (por ejemplo, ¥(s) = cs, con ¢ > 0).

por la derecha (3 lir(|)1+ ), cuando dicho limite valga cero, diremos que
B —

DEFINICION 4.1. Entenderemos por solucién débil del problema (4.1) a
toda funcidn v: Q — IR, tal que ¥(v) € HY(Q) N L®(), satisfaciendo

fV’t['(‘n)-V¢=f k(z,v)é, Yo € H)(Q).
1) 1]

Una sub-solucién (o solucién inferior} del problema (4.1) es una funcién
v:Q— R, tal que ¥(v) € H(Q) N L=(R), satisfaciendo

[ 990 Vo< [ ke,06, Vo € HQ), 620, con ¥(w) S0 en 00,
o} n
Del mismo modo, una funcién 7 : @ — IR, <¢ dice que es una stiper-

solucién (o solucidn superior) cuando Y(T) € H'{Q) N L®(R), satisfa-
ciendo

/ VY(T)- Vé > f k(z,5)¢, Vo € HY(Q), ¢ >0, con $(T) > 0 en 9.
1] o
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TEOREMA 4.2. S5t 1,7 son, respectivamente, sub-solucién y stper-soluciin
del problema (4.1), con y(z) < ¥(z), c.p.d. en Q, enlonces existen v, y v*,
respectivamente solucién minimal y mazimal (débiles} del problema (4.1)
en el “intervalo” [v,7], es decir, si v € [v,7] es solucion débil del problema
(4.1), entonces vi(x) < v(z) < v*(z), c.p.d. en Q. Ademds, se tiene que
v, v* € C(Q).

Demostracién. Definiendo h(z,u) = k(z,v~'(u)), Y(z,u) € Q x ¢(IR),
obtenemos un nuevo problema eliptico del tipo de (2.6), de manera que
u € HM ) N L®(8) es solucién de (2.6) si, y sélo si ¥~!(u) es solucién
de (4.1). Es claro, por la definicion anterior, que u = ¥(v) y @ = ¥(7v)
son, respectivamente, sub-solucién y siper-solucion del problema (2.6), y la
nueva funcion h satisface también las hipétesis (H1-H2) (para comprobarlo,
considérese § : ¥(IR) — IR definida como g(s) = g(¥~'(s)), Vs € ¥(IR)).
Podemos por tanto aplicar el Teorema 2.3 para obtener u, y u*, respectiva-
mente, solucién minimal y maximal del problema (2.6) en el intervalo [u, T].
La demostracién concluye, tomando v, = ¥~ (u.) y v* = ¢~ (u*). |

NOTAS.

- El Teorema 4.2 generaliza claramente los resultados aparecidos en
el trabajo de Leung y Fan [58], en el que los autores imponen la
hipStesis de existencia de una constante positiva, M, verificando que
la aplicacion s — k(z,s) + My(s) es creciente en [0,+0c0). Dicha
hipdtesis es claramente mas restrictiva que la que nosotros suponemos,
(H2), v de hecho exiten modelos biol4gicos degenerados (casi los tinicos
interesantes) en los que la hipdtesis de Leung y Fan no se verifica.
El motivo por el que estos autores imponen estas condiciones es por
aplicar, una vez hecho el cambio de variable v = #(v), el método
clasico de sub-soluciones y stiper-soluciones, en lugar de aplicar el
Teorema 2.3, que es mas general.

Observemos que en la demostracién del Teorema 4.2, la funcidn ¢ sélo

necesita estar definida en el intervalo |ess inf v(z), esssup v(z)|.
refd refl

A continuacién, aunque no se trate mas que de una simple aplicacion
del Teorema 1.7 (previo cambio de variable u = y)(v)), por complitud en el
desarrollo de este Capitulo, mencionaremos un resultado de unicidad, cuya
demostracién omitiremos por su simplicidad, asi como por poder encontrarse
en multitud de trabajos como [58], [73] (en cualquier caso, la demostracion
que figura en los trabajos mencionados usa el Teorema de Cohen y Laetsch,




§1. El problema de Dirichlet en ecuaciones elipticas degeneradas. 85

en los que se supone la hipdtesis (innecesaria) de existencia de una solucién
maximal).

k(x,v)
P(v
(0, +00), para casi lodo « € 2, entonces el probleme (4.1) admile a lo samo,

una solucién débil acotada no negative y no trivial, v, que en caso de existir,
verifica v(z) > 0, Yz € Q.

NOTAS.

- Es necesario destacar que, aunque el Teorema anterior es tremenda-
mente 1itil e interesante en general para modelos con difusién no lineal
(e incluso en algunos modelos bioldgicos), resulta frecuente encontrar
en dinamica de poblaciones problemas en los que no se verifica la
hipétesis de dicho Teorema (ver [73]). Con e] objetivo de cubrir un
mayor abanico de casos en el tratamiento de modelos degenerados,
nosotros no vamos a imponer que la hipdtesis del Teoremna anterior se
verifique, por lo que perderemos las ventajas de la unicidad de solu-
cién no negativa y no trivial, que tan iitil ha resultado ser en otros
desarrollos de esta Memoria.,

TEOREMA 4.3. Si la funcion v — es esiriclamente decrecienle en

— APLICACIONES

A continuacién, veamos las aplicaciones que admite el Teorema 4.2 en
varios modelos biolégicos que surgen del estudio de dindmica de poblaciones,
y genética de poblaciones (ver, por ejemplo, [14], [58] y [73]).

Estaremos interesados en la existencia de soluciones no negativas y no
trivizles del problema eliptico

—Av™(z) = v(z)k(x,v(x)), T €,

(e} 0, 2 €00, (4.2)

donde € es un dominio acotado de IRV con frontera regular, m > 1 y la
funcién k satisface las hipétesis (H1-H2). Qhservemos que el problema (4.2)
es no-degenerado si m = 1, y degenerado cuando m > 1.

TEOREMA 4.4. Supongamos que Ic > 0 tal que k(z,¢) < 0, c.p.d. en .
Entonces, una condicidn suficienie para que (4.2) admila una solucidn no
negaliva y no trivial :s:

1) M (R, -k(-,0)) <0, sim =1 (caso no-degenerado).

i) 3zq € Q, 3r,6,8 > 0 tales que k(z,s) > €, c.p.d. en B(zo;r) C L,
Vs € (0,6], si m > 1 (caso degenerado).
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Demostracion.

i) m = 1. El caso no degenerado ha sido tratado en el Teorema 3.1
cuando k es localmente lipschitziana. .« misma demostracion de en-
tonces es valida ahora, tomando @ = « > 0y u = 761 (R, —k(-,0)),
con v suficientemente pequefio, y aplicar el método de sub-soluciones y

stiper-soluciones desarrollado en el Teorema 2.3 en lugar del Teorema
1.3.

m > 1. Por simplicidad, notaremos B, = B{zy;r) C , a lo largo de
la presente demostracion.

Claramente el miembro de la derecha de la ecuacion (4.2) verifica las
hipdtesis (H1-H2), y por tanto sélo tenemos que encontrar una sub-
solucion no negativa y no trivial, y una siiper-solucién mayor o igual
que ella. Trivialmente, @ = ¢ > 0 resulta ser una siper-solucién para
el problema (4.2).

Observernos también que, por la condicién #), 3y € (0,4] tal que
¥s € (0,9] se tiene A (B, )s™ < sk(z,s), Yz € B,.

Tomando
7 [6(B)(2)]) ™ paraz € B,
0 para z € 2\ B,,
y teniendo en cuenta que 0 < v(z) < 7, Yr € , obtenemos
A(Br)u(a)™ < v(@)k(z,v(2)), Y € Q.

Por tanto, V¢ € HA (", ¢ > 0,

Vo™ -Vé=9" | Véi(Br) - Vé =
1) B

Cm 941(B,)
=7 [A:(B,)]Brm(ﬂr)cs+'[m qu] <

smlmf)jﬂ b1(B.)p = Al(m[n g <

< ] gl = [ eble, g
B, J§
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Demostracidn.

i) m = 1. El caso no degenerado ha sido tratado en el Teorema 3.1
cuando k es localmente lipschitziana. La misma demostracién de en-
tonces es vailida ahora, tomando T = ¢ > 0y u = v¢:1(Q, —k(-,0)),
con v suficientemente pequetio, y aplicar el método de sub-soluciones y
siper-soluciones desarrollado en el Teorema 2.3 en lugar del Teorema

1.3.
m > 1. Por simplicidad, notaremos B, = B(zy;r) C 2, a lo largo de
la presente demostracion.

Claramente el miembro de la derecha de la ecuacién (4.2) verifica las
hipotesis (H1-H2), y por tanto sélo tenemos que encontrar una sub-
solucién no negativa y no trivial, y una siiper-solucién mayor o igual
que ella. Trivialmente, T = ¢ > 0 resulta ser una siper-solucién para
el problema (4.2).

Observemos también que, por la condicién i), 3y € (0,8] tal que
¥s € (0, 7] se tiene Ay (B, )s™ < sk(z,s), Yz € B,.

Tomando

¥ [61(B: ) ()] e parax € B,,
y(r) =
0 paraz € 2\ B,,
y teniendo en cuenta que 0 € v(x) < 7, Yz € 7, obtenemos

M(Br)u(e)™ < v(z)k(z, v(2)), Yz € Q.

Por tanto, V¢ € HN(R), ¢ > 0,

/ Vym-V¢=7'"/ Véi(Br)- Ve =
J0 B,

<

=9" [M(f?r)jn ¢1(Br)e +

ad’l(nr)‘b]

an, ﬁn,

57’%(&)]}; (B = ,\1(3,.)]3 <

< /; k()6 = fngk(z.gw;.
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Luego, ¥ es una sub-solucién no negativa y no trivial para el problema
(4.2). Como 0 < p(x) < ¥ < ¢ =7(z), Yz € Q, podemos concluir esta
demostracién aplicando el Teorema 4.2.

NOTAS.

- Dado que la sub-solucién tomada tiene su soporte estrictamente con-
tenido en @, y que el Principio del Maximo enunciado en el Lema 2.4
no es fuerte!!), puede ocurrir (y de hecho ocurre en aigunas oca-
siones, como podemos ver en [73]) que la solucién encontrada para
(4.2) no sea estrictamente positiva en todo Q. Como vimos en el
desarrollo de los capitulos anteriores, esto no ocurre en los casos no
degenerados.

Si la funcién k es continua, entonces la condicién i) del Teorema
anterior es mds general que la i) (obsérvese que en tal caso, ii) es
equivalente a la existencia de #p € § tal que k(zp,0) > 0). Sin
embargo, no es posible mejorar estas condiciones para un probiema
tan general como (4.2). De hecho, si k es, ademads, decreciente con
respecto a v, las hipétesis i} y ii) no sélo son suficientes, sino también
necesarias para obtener existencia de solucién no negativa y no trivial
de (4.2), para los casos m = 1 y m > 1, respectivamente(2).

Trivialmente, en el modelo degenerado (m > 1), el resultado que se

obtiene es el mismo cambiando ™ por ¢(v), donde % : [0, +00) = IR
es una funcion continua, estrictamente creciente, y derivable en cero,

con (0) = ¢'(0) = 0.

Este modelo degenerado ha sido tratado con anterioridad por Pozio y
Tesei en [73], donde los autores imponen que la funcién k sea Holder
continua respecto de z, y que la aplicacion v — vk(z,v) sea local-
mente lipschitziana en [0, +00), uniformemente en z € Q. Ademas,
para obtener un resultado similar al apartado i} de nuestro Teorema,
hacen un estudio detenido del problema parabdlico ascciado, anali-
zando el comportamiento asintético de las soluciones. Claramente,
nuestro resultado puede aplicarse en situaciones mas generales.

(1) Un principio del maximo se dice “frerte” cuando en su conclusién, ademas de garan-
tizar uz < up, garantiza que, o bien se da la igualdad en todo 2, o bien la designaldad
estricta en todo Q.

(2)En el caso en que k es estrictamente decreciente con respecto a v, se probd que la
condicién i) es necesaria en la demostracién del Teorema 3.1. En el caso degenerado,
observemos que si fuese k(x,0) < 0, ¥z € {2, entonces seria k(z,8) < 0, Vr € 2, Vs > 0,
por lo que aplicando el Principio del Maximo al operador Laplaciano, obtendriamos que
el problema 4.2 no admitiria soluciones no negativas y no triviales.
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- La existencia de soluciones positivas para el problema (4.2), ha sido
también estudiada por Leung y Fan [58] para el caso particular en que
m=1yk{z,v)=a(z)—bv,conb > 0yae€ L®(Q) (observemos que,
por la nota al pie (2), en este caso nuestra condicién i) es necesaria
y suficiente). En dicho trabajo, los autores dan la siguiente condicion
suficiente para obtener una solucion no negativa y no trivial:

i') Existe un subdominio regular £, C Q, tal que a(x) > A;(5,),
para casi todo z € §2,.

Claramente, por las propiedades de A;(£, ¢) vistas en el Lema 1.1, se
tiene que i’)=>i). Para probar que i)#i'), consideremos el siguiente
ejemplo: témese un subdominio regular ; C Q, ) £ Q, y sea

A(§yy) sixe,
(I(;L') =
-1 siz € Q\Q.

Entonces se verifica i), y no i').

En el mismo trabajo, los autores estudian también los modelos dege-
nerados, pero imponiendo hipétesis que les permitan usar el método
clasico de sub-soluciones y siiper-soluciones. Ello hace que no puedan
considerar problemas en los que, por ejemplo k(z,0) cambie de signo
en 2, que si pueden ser estudiados ahora aplicando el Teorema 4.4.

- En [14], Brown y Hess tratan, ademas de otros problemas diferentes
de (4.2), el caso no degenerado, cuando la funcion k es de la forma
particular k(x,v) = g(x)f(v), con g y f continuas, f(0) > 0, f(¢) =0
para un cierto ¢ > 0, y g cambia de signo en §. Usando teoria de
indice de punio fijo, los autores obtienen la misma condicion suficiente
para el caso i) del Teorema 4.4. En dicho trabajo no se trata el caso
degenerado, en el que podemos observar que la condicion 1i) se expresa
como

it’) Existe g € Q tal que g(xo) > 0.

V.2 EL’ PROBLEMA DE DIRICHLET EN SISTEMAS
ELIPTICOS DEGENERADOS

Al igual que ocurria con el caso de ecuaciones elipticas escalares, han sido
los sistemas elipticos degeneradn~s (o con difusién no lineal) los que han mo-
tivado el desarrollo del método de sub-siiper-soluciones para sistemas que se
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ha expuesto en el Teorema 2.7. Como consecuencia de dicho 'T'eorema, pode-
mos ahora enunciar un método de sub-siiper-soluciones para el problema de
Dirichlet en sistemas clipticos degenerados.

Consideremos el sistema

—AY(U(z)) = H(z,U(2),V(z)), zE€,
~Ap(V(z)) = K(2,U(z),V(z)), z€Q, (4.3)
U(z) = V(z) =0, z € 0%,

donde © es un dominio acotado de IRV con frontera regular, las funciones
H,K : Q@ x IR x IR — IR satisfacen las hipotesis (HK1-HK2) de la pagina
36, y ¥, : IR — IR son funciones continuas, estrictamente crecientes, con
P(0) = ¢(0) = 0.

DEFINICION 4.5. Entenderemos por solucién débil del sistema (4.3) a un

par de funciones reales (U, V) tal que Y(IV), p(V) € HYR) 1 L™=(RQ), veri-
Jicando, Yo € H}(R),

] VH(U) -V = / H(z,U, V),
1] JO

fw(V)-w:/ Kz, U, V)g.
1] n

Consideremos cuatro funciones reales, U, U, V., V, definidas en . Diremos
que tales funciones forman un sistema de sub-siiper-soluciones para el
sistema (4.3) cuando se verifique

a)} $(U), ¥(17), (V) (V) € H'(Q) N L=(Q).
h)

{ U(z) < U(z), V(z) < V(z), c.pd. en Q,

YU)<0<P(T), @(V)<0<p(V),  enofd.

c) Vo € H(R), ¢ >0,

/w(ﬁ)-w;zf H(z,U,V)d,
€ [..V."V]' S 4

/ Vi) - Ve < / H(z,U, V),
JO 1

447
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/ Ve(V) V¢ > / K(z,U, V)¢,
1) 1}

YU € [U,T],

f Vo(V) V< j K(z, U, 1)$.
l 1]

TROREMA 4.6. Supongamos que 3U,U,V,V, un sistema de sub-siper-
soluciones para (4.3). Entonces existe al menos una solucién débil de (4.3),

(U,V) € [U,T] x [V, V]. Ademds, (U,V) € C(2) x C(Q).

Demostracion. Al igual que en el caso escalar, haremos un cambio de va-
riables para transformar el sistema (4.3) en otro sistema del tipo (2.7).
Efectivamente, V(x, u,v) € £ x ¥(IR) x ¢(IR), definamos

h(z,u,v) = H(z, ¥~ Yu), ¢~ (v)),
e, u,v) = K(z, 9~ (u), o~ (0)).

Obtenemos asi un nuevo sistema del tipo (2.7), de manera que dado un par
de funciones (u,v) € H}(2) N L™(R), tenemos que

(u,v) es solucién de (2.7) < (¥~'(u), ¢~ 1(v)) es solucién de (4.3).

Por la definicion anterior es claro que las funciones u = $(U), @ = »(U),
v = @(V), 7 = ¢(V) forman un sistema de sub-siiper-soluciones para el
sistema (2.7). Ademas, las nuevas funciones h y k satisfacen también las
hipdtesis (HK1-HK2). Por tanto, podemos aplicar el Teorema 2.7 al sistema
(2.7), y obtener asi una solucién (u,? para dicho sistema. Para finalizar,
tomemos (I, V) = (¢~ (u), ¢~ }(v)).

NOTAS.

~ Un resultado similar al anterior aparece en el trabajo de R. Dal Passo
y P. de Mottoni [30], donde los autores imponen mayores hipdtesis de
regularidad, tanto sobre el domiinio €}, como sobre las funciones ¥ y ¢
(deben ser, o ellas o sus inversas, localmente lipschitzianas), asi como
sobre las no-linealidades del sistema (H y K deben ser localmente
lipschitzianas). En el mismo trabajo aparece ademds un resultado
de unicidad para un modelo de tipo cooperativo, verificando ciertas
condiciones de concavidad, similares a las dadas por Krasnoselskii [54].

- Leung y Fan, en [58], obtienen también un resultado similar al nuestro,
pero imponiendo, al igual que en el caso escalar, una hipétesis sobre
el crecimiento en las no-linealidades H y K, que permita el uso del
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método clasico de sub-siper-soluciones en sistemas (Teorema 1.5), en
lagar del Teorema 2.7, mds general. Dejan asi sin cubrir un importante
abanico de modelos que surgen de dindmica de poblaciones.

- Al igual que ocurria con los sistemas no degenerados que aparecen
en la Biologia, podriamos pensar en resolver los sistemas degenerados
mediante el argumento ya usado de definir, para una V dada, Uy
como la solucién maximal del problema

-AyY(U(z)) = H(z,U(2),V(z)), =€Q,
U(z) =0, r € 09,

y andloga definicién para Vy;. De este modo, podriamos buscar en-
tonces puntos fijos del operador dado por T(U,V) = (Uy,Vy). Ha-
ciendo uso de estas ideas, Pozio y Tesei, en [72] obtienen una condicién
suficiente de coexistencia para un modelo del tipo presa-depredador,
en el que imponen, ademds, ciertas condiciones de regularidad sobre
las funciones 1 y ¢, asi como sobre las no-linealidades H y K. El
principal problema que presenta este argumento es que, debido a que
no siempre hay unicidad de los problemas que sirven para definir Uy y
Vv, no podremos esperar (salvo hipétesis adicionales) la continuidad
del operador T', para las topologias adecuadas sobre los espacios conve-
nientes de funciones. Por ello, en general no siempre es posible aplicar
al operador T el Teorema del Punte Fijo, de Schauder, ni tampoco
usar teoremas de bifurcacion del tipo de 2.1, que requieren regularidad
en los operadores a considerar.

—~ APLICACIONES

Pongamos de manifiesto la utilidad del Teorema 4.6 en la biisqueda de
estados de coexistencia para el siguiente problema degenerado que aparece
en dindmica de poblaciones:

—Ay(u(z)) = u(z)h(z, u(z),v(z)), =€,
~Ap(v(z)) = v(z)k(z,u(z),v(z)), z€Q, (4.4)
u(z) = v(z) =0, r € 09,

donde © es un dominio acotado de [RN, con frontera regular, las funciones
hk : Q x R x IR — IR satisfacen las hipétesis (HK1-HK2) de la pagina
36, y ¥, : R — IR son funciones continuas, estrictamente crecientes, y
derivables en cero, con (0} = ¢(0) = ¥'(0) = ¢'(0) = 0.
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TEOREMA 4.7. Una condicidn suficiente para que el sistema (4.4) admita
un estado de coerislencia s

) 3, 3 > 0 tales que

25:3 ig Vz €Q, Vs €[0,a], VL €[0,A].

it) 4,29 € Q, 3ry,r2,€1,€2,61,02 > 0 tales que

Vs € (0,81], h(z,s,t) > €1 VYr€ Blzy;m)CQ, VEe(0,7],
¥ lambién
vt € (0,62], k(z,s,t)>¢e2 Vz € B(zz;7r2) CQ, ¥s €[0,a].

Demostracién. Por simplicidad, notaremos By = B(xy;r), B2 = B(z2;r2),
a lo largo de esta demostracion. Es inmediato comprobar que las no-
linealidades del sistema (4.4) satisfacen (HK1-HK2), por lo que bastara
encontrar un sistema de sub-siiper-soluciones para dicho sistema, y aplicar
el Teoreina 4.6, para concluir esta demostracion.

Sean U=, 7 = 3,

u(z) = { P meéi(B1)(=)], siz€ By,

01 SiIEQ\Bh
oz) = { 7' moi(Ba)(z)], iz € By,
s 19 si 2 €2\ By,

para 11, 72 > 0 suficientemente pequeios.
Probemos que las funciones u,%, v, 7 forman un sistema de sub-siiper-
soluciones para el sistema (4.4).

Teniendo en cuenta que 0 = ¢'(0) = lil’]rl] M, y usando la hipotesis ii),
=0 3§

obtenemos:

¥(s) . h(xls'_tl‘ Yz e B, CQ, vtel, 4]

371 E(Gaél]:VSG(Ov‘n]l _5___ /\1(31)

Por tanto,
M(B1)y(s) < sh(z,s,t), Ve €2, Vs € [0, 7], VL€ [0, 7).

Tomando n; = (1), obtenemos que 0 < u(z) < 71, Yz € . Por tanto,

M(Bi)meéi(Bi)2) < u(x) h(zx, u(z),?), Yz € Q,Vi € [0, 3].
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En consecuencia, V¢ € H}(Q), ¢ > 0,y Vv € [v, 7],

f V(y)- Ve = m/ Véi(B.)- Vo =
1] B,

= [M(Bu}fs 1(B1)é + Maﬁ] <

2B, Bn,
< 4\1(31)’)1/ $1(B1)¢ < /gh(z,g,v)aﬁ.
B, Ja
¥, usando la hipétesis i), V¢ € H}(Q), ¢ > 0, y Vv € [1,7],

]w(ﬁ).vqﬁ (=0) gfﬁh(z,ﬁ.um.
1] 1]

Del mismo modo se puede razonar con las funciones v y ¥, quedando asi
demostrado que las funciones u, %, »,7 € H'(2)N L*®() forman un sistema
de sub-siiper-soluciones para el sistema (4.4), con lo cual se concluye la
demostracion.

NOTAS.

~ Ohservemos que si las funciones h y k fuesen ambas continuas conjun-
tamente con respecto a sus tres variables, la hipotesis ii) del Teorema
anterior podria escribirse mas facilmente de la forma:

i’} Existen z1,xy € Q tales que

h(z1,0,t) > 0, ¥t € [0, 4],
k(zr2,8,0)> 0, Vs € {0,0].

Al igual que ocurre en el caso escalar, al haber tomado u y v tales que
sus respectivos soportes estdn contenidos estrictamente en §2, podria
ocurrir que las componentes de Ia solucién encontrada (1, v), a pesar
de ser no negativas y no triviales, pueden anularse en subconjuntos
de 2. Rigurosamente hablando, esta solucién es un estado de coexis-
tencia, pero desde el punto de vista Biolégico, si ocurriese que
sopu Nsopv = @, entonces las especies u y v no “coezisten” (biolé-
gicamente hablando) en ninguna zona de Q, por lo que la solucién
encontrada carece de interés. Una posible solucién a este problema
podria ser la de tomar z; = 24 en la hipétesis ii) de nuestro Teorema,
con lo que sopu Nsopy # @, y por tanto sopu Nsopv # 0.
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- A la vista del Teorema anterior, y en contraste con los resultados que
conocemos, podemos observar que en las hipétesis no se ha impuesto
a priori ningiin tipo de monotonia de las funciones h y k respecto
de ninguna de sus variables. Esta “venfaja” es debida al método
concreto que usamos de sub-siiper-soluciones, en sentido general, y es
itil, tanto para el estudio de los tres modelos clasicos (competicion,
presa-depredador y cooperativo), como para el estudio de modelos
bioldgicos en los que la interaccién no corresponde a ningiin case de los
estandar. No obstante, cuando en los modelos aparezcan monotonias,
esto hard mas facil la bisqueda de posibles sub-siiper-soluciones en
cada caso.

A modo de ejemplo, veremos una aplicacién del Teorema anterior a un
modelo biolégico degenerado, de tipo presa-depredador:

—Au"(z) = u(z) (a(z) — b(z)u(z) — c(z)v(z)), =z €K,
—Av"(z) = v(z) (e(z) - f(z)v(z) + g(z)u(z)), z€Q, (4.5)
u(z) = v(z) = 0, z € 09,

donde Q es un dqininio acotado de IRY, con frontera regular, m,n > 1, y
a,b,c.e, f,9 € C(Q), con b(z), f(z) > 0, e(z),g(x) > 0, ¥z € Q. Usaremos
la notacion 7, r introducida en la pagina 56.

TEOREMA 4.8. Una condicién suficiente para que el sistema (4.5) admita
un estado de coezislencia en Q) es
e+ga

i >0

Iz, € Q:a(zy) — c(zy)

y ademds
Iz €Q:e(ap) >0

Demostracion. Teniendo en cuenta la primera nota del grupo anterior, re-
duciremos esta demostracién a probar que ocurren i) y #i’). Para ello,
consideraremos las funciones h, k : @ x IR x IR — IR, definidas como

h(zx,s,t) = a(z) = b(x)s — (),

¥(z,5,1) €0 x R x R.
k(z,s,1) = e(z)+ g(z)s — f(z)t,
be+ga

bf

_ﬁ_
b f
Observemos que Y € Q, Vs € [0,a], Vi € [0, 4],

Seana=—>0,yp8= > 0.

h(z,o,t) = a(z) — b(z)a — c(2)t <0,

k(z,s,0) = e(z) + g(z)s ~ f(x)3 <0,
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que es exactamente la condicién i) del Teorema 4.7. Comprobaremos a
continuacion la condicién i’). En efecto,

vt € [0,4], h(z1,0,1) = a(xy) — c(x1)t > a(z1) —c(z1)B > 0,

Vs € [0,a], k(z2,5,0) = e(z2) + g(22)5 2 e(z2) > 0.

Queda asi probado el Teorema 4.8. I

NOTAS.

- Aligual que en el caso escalar, Leung y Fan [58] estudian sistemas elip-
ticos degenerados, pero imponiendo hipétesis que les permitan aplicar
el método cldsico de sub-siiper-soluciones expuesto en el Teorema 1.5,
en lugar del método desarrollado en el Teorema 2.7. Esto hace que,
en dicho trabajo, no puedan considerarse problemas del tipo (4.5) en
los que, por ejemplo, a(x) cambie de signo en 2, o bien m 6 n sean
mayores o iguales que 2.




NOTAS FINALES Y POSIBLES
LINEAS DE CONTINUACION DE LA
INVESTIGACION.

Esta iiltima parte de la Memoria estara dedicada a la exposicién de algunos
problemas que pueden plantearse tras una detenida lectura del contenido.
Los interrogantes que surgen son numerosos; no obstante hemos procurado
seleccionar sélo los mas significativos desde nuestro punto de vista. Algunos
de ellos se plantean simplemente como cuestiones abiertas (a las que hemos
dedicado tiempo y esfuerzo sin conseguir tener, hasta el momento, una res-
puesta satisfactoria); otras son posibles lineas en las que puede vertebrarse
el futuro de nuestra investigacion.

- Debido al gran juego que ha proporcionado el Teorema 3.6 para sis-
temas de dos ecuaciones elipticas, modelando la interaccién de dos es-
pecies bioldgicas, y teniendo en cuenta que, desde un punto de vista
Biolégico, en cualquier sistema bicldgico se suelen presentar mas de
dos especies a considerar, resulta atractivo intentar formular un Teo-
rema similar que dé condiciones suficientes para que un sistema de
n-ecuaciones elipticas (n € IN) admita un estado de coexistencia. En
esta linea podemos encontrar los trabajos de L. Liy Y. Liu [63], o P.N.
Brown [16], aunque nos patrece que, aplicando las ideas contenidas en
la segunda demostracion del Teorema 3.6, podrian obtenerse mejoras
considerables con respecto a dichos trabajos.

- Es conocido que, para un sistema tan general como es (3.2), no cabe
esperar resultados de unicidad, ya que se conocen casos particulares
en los que hay unicidad de estado de coexistencia (ver, por gjemplo,
[17], [30], [32], [33], [42]), ¥ casos en los que no la hay (ver [62]).
Un interesantisimo problema, tanto por la simplicidad de su enuncia-
do, como por la escasez de respuestas existentes hasta el momento,
es el de resolver si hay o no unicidad para un modelo del tipo de
(3.5), cuando la interaccion es de tipo presa-depredador (¢ < 0 < g).
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Por supuesto, en la interaccién de tipo presa-depredador para el caso
general (3.6), la cuestién de la unicidad estd también sin resolver.
Respuestas parciales a esta cuestion pueden encontrarse en [34], [60],
[67]). Asimismo, el estudio de propiedades cualitativas de los estados
de coexistencia (dependencia respecto de los parimetros, “tamano”
de las poblaciones, etc.), es una cuestién que no hemos abordado aqui
en profundidad.

El hecho de haber obtenido en algunos cascs, como en los de interac-
cion presa-depredador, condiciones necesarias y suficientes para que
exista al menos un estado de coexistencia, no es necesariamente un
final satisfactorio del estudio de dichos problemas. La dificultad que
existe en la practica para comprouar si dichas condiciones se verifican
o no, hace que, en algunos cases, resulte complicado decidir si existird
o no algin estado de coexistencia. Un ejemplo tan elemental como
ilustrativo para estas consideraciones podria ser el sistema (3.11), si
consideramos los coeficientes a,c,e,g > 0, con e < a < ce. ;Existe
algiin dominio de coexistencia para dicho sistema?. Desafortunada-
mente, no tenemos la respuesta a esta pregunta, aunque un mejor
conocimiento de la funcion I definida en la seccién final del Capitulo
111, nos proporcionaria una respuesta, al menos con dominios que sean
holas euclideas.

En la Seccion 3 del tercer Capitulo nos hemos ocupado de una cuestién
que presentabamos como “muy interesante” desde el punto de vista
de la Biologia. Fsta cuestién es la bisqueda de dominios de coexis-
tencia para dos especies cuya forma de interaccidn es conocida. En
nuestro estudio hemos inientado busear situaciones en las que fueran
ciertas las afirmaciones (A) 6 (B) (afirmaciones que nos han pare-
cido interesantes), pero es claro que hay muchas otras cuestiones que
pueden plantearse y cuya respuesta (afirmativa ¢ negativa) puede ser
de un gran interés en cada caso particular. Por ejemplo, la bisqueda
de “bandas de coeristencia”, en las que el “greser” de }a banda no
puede ser demasiado grande, asi como otras posibles propiedades cua-
litativas a exigir a los dominios de coexistencia, en cuanto a su volu-
men, diametro, forma, etc. No obstante, ni siquiera en el caso presa-
depredador ha quedado totalmente concluido el estudio de la validez de
la afirmacion (A). Queda pendiente el reto de encontrar (si es posible)
una situacion mas general que la expuesta en el Teorema 3.15 donde
la afirmacion (A) sea cierta. Asimismo, se puede intentar obiener
resultados similares para los modclos de tipo “lineal”, cuya interac-
cion es de tipo competicidn, asi como los otros modelos concretos con
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interaccion de tipo “mirto” que se han presentado en la Seccién 111.2.

En el conocimiento de que, en el modelo lineal de tipo presa-depre-
dador, la afirmacién (A) no es siempre cierta (ver Teorema 3.14),
podemos plantear otra cuestién para la que no parece existir una facil
respuesta, ni siquiera en el caso en que solamente considerernos do-
minios que sean bolas euclideas. Dicha cuestion es la de estudiar la
validez de la siguiente afirmacion:

51 0y,Q3 € BR son dominios de coeristencia para (3.11),
(C)  entonces, cualguier dominio Q, € BR, con Q1 C 25 C 23,
es también un dominio de coexisiencia para (3.10).

Un estudio de la menotonia de F en el intervalo [ ’\—’—‘-f—'rﬂ, +00), ayu-
daria a clarificar esta cuestién, ya que si F siempre fuese monétona
en dicho intervalo, un resultado al respecto (que en el caso de do-
minios que son holas euclideas centradas en el origen, seria entonces
inmediato demostrar) podria ser el siguiente:

TEOREMA.
a} Sie <0, la afirmacién (A) (y por tanto, la (C)) es cierta (este
es ¢l resuliado de L. Li mencionado en el Capitulo 111).
b) Sie >0, ¢< 1, laafirmacién (A) (y por tanto, lu (C)} es cierta.
¢} Sie >0, c>1, la afirmacién (C) es cierta, y no lo es necesa-

riamente la afirmacidn (A).

Como vemos, el estudio detallado del comportamiento de la funcién
F resolveria mas de una cuestion abierta. En concreto, queda por
decidir la monotonia de F' cuando e > 0.y ¢ > 0, ¢ # 1. Asimismo,
ha quedado sin resolver la existencia de RETm F(R),en el casoe > 0,

c > 1. A la visia de los resultados conocidos, creemos que F debe

; : [y ;
ser mondtona en el intervalo [ —'—[-;R-—l +00), ¥ que en cualquier caso,
cvando e > 0, debe ser R[im F(R) = ce, con lo cual, el reciproco del
— 400

apartado #ii) del Teorema 3.19 seria cierto, quedando caracterizada la
afirmacion (B), en términos de los coeficientes del sistema.

Las nuevas aportaciones al método de sub-soluciones y siiper-solu-
ciones que aparecen en esta Memoria pueden resultar bastante iitiles
para aplicar en ciertos problemas elipticos no lineales que no se hayan
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podido estudiar por este método, debido, por ejemplo, a la falta de re-
gularidad en la no-linealidad. Seria, por tanto, interesante buscar apli-
caciones del nuevo método en variedad de problemas, lo cual podria
proporcionar nuevos resultados de existencia de solucién para proble-
mas que hayan sido estudiados mediante otros métodos. Del mismo
modo, habria que observar que aqui, para el estudio de problemas
con difusion no lineal (o degenerados) sélo hemos usado los métodos
de sub-soluciones y siiper-soluciones, que han resultado ser bastante
satisfactorios en algunos casos, como el escalar. Sin embargo, seria
interesante emprender la biisqueda de otros métodos aplicables al es-
tudio de tales problemas (no olvidemos que en el caso de sistemas con
difusidn lineal, los “mejores” resultados se han obtenido por técnicas
distintas de las de sub-soluciones y siiper-soluciones).

Otra posibilidad en el futuro desarrollo de nuestro trabajo es la de
estudiar las implicaciones que nuestros resultados puedan tener en
el estudio del problema parabélico asociado, como por ejemplo, el
comportamiento asintotico de las soluciones del problema parabdlico,
y su relacion con las soluciones de equilibrio. También considera-
mos interesante cambiar el “omnipresente” operador Laplaciano, por
otro operador eliptico mas general, L. Incluso podemos considerar
otros operadores en forma de divergencia, como puede ser el operador
“p-Laplaciano” (Apu = div (|Vu[P~2Vu), con p > 1). Como adelanto
de esta 1iltima posibilidad, hemos desarrollado un trabajo en coope-
racion con el Prof. P. Drdbek, de la Universidad de Bohemia-Oeste,
Pilsen, Repiiblica Checa [19], donde se obtienen resultados de existen-
cia que son también aplicables a modelos con difusion del tipo —Au™,
para valores de m < 1.
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