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Introduccion

La teoria de torres de Postnikov de un espacio nos proporciona por una parte una
forma de analizar un espacio desde el punto de vista de sus grupos de homotopia,
y por otra, una receta para la construccién de espacios con grupos de homotopia
especificos en cada dimensién. Dado un espacio X su torre de Postnikov es un
diagrama conmutativo de espacios

/X
s On §2l \51 %
/ N\
. Xnt1 - Xn T T X5 . X1 o Xo .

tal que para cada n > 0:
1. El espacio X,, es un n-tipo, esto es, m;(X,) = 0 para i > n + 1.

2. La aplicacién np41 @ Xp+1 — X, es una fibracién cuya fibra, en cada
punto z, tiene el tipo de homotopia del espacio de Eilenberg-Mac Lane
K(mp41(X,x),n+1).

3. Las aplicaciones 6, : X — X, inducen isomorfismos en los grupos de homo-
topia en dimensiones < n.

La torre de Postnikov de X nos permite reconstruir el tipo de homotopia de X ya
que el morfismo inducido X — @{Xn} resulta ser una equivalencia homotdpica
débil. Esta torre nos da una descomposicién del espacio en cierto sentido dual a
su descomposicién celular ya que, si pensamos en el espacio como una molécula,
los espacios del tipo de un K(II,n) son “atdmicos” desde el punto de vista de
los grupos de homotopia (en contrapunto con los espacios de Moore M (II, n),
entre los que estan las esferas, que son atémicos desde el punto de vista de los
grupos de homologia), ya que dichos espacios sélo tienen un grupo de homotopia
(homologia) no trivial. Las fibraciones que forman la torre de Postnikov llevan
consigo la informacién de como estos “atomos” se tuercen y se pegan para formar
la “molécula” que es el espacio. De hecho, las fibraciones en la torre de Postnikov
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de un espacio determinan elementos de cohomologia, los invariantes de Postnikov
del espacio, los cuales proporcionan la informacién necesaria para reconstruir la
torre de Postnikov de X piso por piso. Asi el invariante de Postnikov k,,, asociado a
la fibracién 7, nos dice cémo pegar espacios K (II,n) al espacio X,,_1 para formar
el espacio X,,. De manera que estos invariantes determinan completamente el tipo
de homotopia del espacio.

La aproximacién usual al estudio de la homotopia de tipos de espacios pasa por
sustituir dichos espacios por modelos algebraicos, de manera que dichos modelos
conserven toda la informacién homotdpica de los espacios pero resulte méas simple
el estudio de estos modelos que el de los propios espacios. En este proceso se
sustituyen las herramientas topoldgicas necesarias para el estudio de los espacios
por herramientas algebraicas.

Asi por ejemplo, la aproximacion usual a la definiciéon y construccion de la
torre de Postnikov y el cédlculo de los invariantes de Postnikov de un espacio uti-
liza herramientas topolégicas muy especificas cémo son los procesos de adjuntar
celdas para eliminar parte de la homotopia o la construcciéon de recubrimientos
universales, procesos que a veces resultan poco familiares para los algebristas.

Nuestro objetivo en esta memoria serd hacer un tratamiento pura-
mente algebraico de la teoria de torres de Postnikov. Este tratamiento
pasard por sustituir las categorias de espacios, que pretendamos estu-
diar, por categorias “algebraicas” cuyos objetos modelen tipos de ho-
motopia de dichos espacios. Utilizaremos entonces herramientas al-
gebraicas como la construccion de cocientes o la formacion de resolu-
citones libres en lugar de las herramientas topoldgicas que nos permitian
obtener la torre de un espacio.

A parte de hacer el procedimiento de la construccién de torres de Postnikov
mas transparente para un algebrista, la principal ventaja de nuestro tratamiento
algebraico de esta teoria es

la forma “universal” en que se obtiene la torre de Postnikov de un
modelo algebraico.

Pensamos que el tratamiento universal que damos a esta teoria nos permitird (en
un futuro) trasladarla a contextos mas complicados, por ejemplo a contextos equi-
variantes. Un primer paso en esta direccién ya fue dado en el trabajo [18], donde
se calcula el tercer invariante de Postnikov equivariante de un G-espacio mediante
métodos puramente algebraicos de la misma naturaleza de los que presentamos
aqui.

Otra de las ventajas que muestra nuestro tratamiento es la de eliminar condi-
ciones, del tipo de ser conexo, 1-conexo o nilpotente, sobre los espacios a los que
podemos calcular la torre o los invariantes de Postnikov. El hecho que hace posi-
ble el eliminar tales condiciones es el que hemos sustituido los coeficientes para
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la cohomologia en la que viven los invariantes, que clasicamente eran sistemas de
coeficientes triviales, por sistemas de coeficientes locales. Esta sustitucion requiere
teoremas de representacion para la cohomologia con tales coeficientes, teoremas
que hemos tenido que desarrollar. Pensamos que el esfuerzo que hemos hecho en
esta direccién se compensa al no tener que utilizar argumentos del tipo:

todo espacio es del tipo de homotopia de una unién de espa-
cios conexos,

argumentos que en cierto sentido estan en contradiccién con el caracter universal
en que se obtienen las torres de Postnikov.

Aunque en espiritu el tratamiento algebraico de la teoria de torres de Postnikov
es bastante simple, el llevar a término este tratamiento pasa por un estudio pro-
fundo de las categorias de modelos algebraicos. El desarrollo de dicho estudio es
lo que ocupa gran parte de esta memoria. Se observard que una vez analizadas las
caracteristicas de las categorias de modelos algebraicos la obtencién de las torres e
invariantes de Postnikov resulta natural. Hemos elegido dos contextos algebraicos
para mostrar nuestra teoria:

e GRUPOIDES SIMPLICIALES.
e COMPLEJOS CRUZADOS.

El contexto de grupoides simpliciales es totalmente general, en el sentido de
que éstos modelan la homotopia de todos los tipos de espacios. Aunque no es
cierto que cualquier espacio tenga el tipo de homotopia de un complejo cruzado,
el contexto de complejos cruzados es, por un lado, suficientemente simple como
para que se pueda desarrollar completamente la teoria de torres de Postnikov vy,
por otro, suficientemente rico como para que el desarrollo de la teoria en este
contexto nos proporcione una guia para el desarrollo de la teoria en un contexto
mas general (como el de grupoides simpliciales). Fue en el contexto de complejos
cruzados donde primero pudimos realizar completamente el tratamiento algebraico
de la teoria de Postnikov. Una vez terminada esta tarea nos pusimos a la obra
en el contexto de grupoides simpliciales. Puede observarse que esta tarea no esta
totalmente finalizada, razones de tiempo y extensién nos han obligado a dejar el
estudio de los invariantes de Postnikov de un grupoide simplicial algo incompleto.
Esperamos que lo que incluimos en esta memoria sea suficiente para mostrar tanto
la utilidad de nuestra aproximacion como la viabilidad de esta teoria en el contexto
de grupoides simpliciales.

En lineas generales, nuestra aproximacién a la torre de Postnikov y a los in-
variantes de Postnikov de un espacio en una categoria T tiene como escenario
un lugar comin en topologia algebraica pues estd basada en la existencia de una
categoria algebraica S, con estructura de modelos de Quillen, junto con un par
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de funtores IT : T — S, “modelo algebraico fundamental” y B :' S — T “espacio
clasificador” que inducen una equivalencia entre la correspondientes categorias de
homotopia.

De esta forma S es una categoria de modelos algebraicos para los tipos de
homotopia de los espacios en T. En esta situacion,

reduciremos el cdlculo de las torres de Postnikov de los espacios en T
al calculo de las torres de Postnikov de objetos en S,

con tal de que el funtor espacio clasificador B conserve tanto fibraciones como el
tipo de homotopia de sus fibras.

Como antes hemos comentado en esta memoria tomaremos dos categorias de
modelos algebraicos S = Gd, la categoria de grupoides simpliciales, y S = Crs,
la categoria de complejos cruzados. Los grupoides simpliciales modelan todos los
tipos de homotopia de espacios, por lo que en este caso como categoria T podemos
tomar la categoria Top de todos los espacios o la categoria CGHaus de todos
los espacios Hausdorff compactamente generados (entre los que se encuentran los
CW-complejos). Los complejos cruzados no modelan todos los espacios, asi que
para S = Crs la correspondiente categoria T serd una categoria de espacios con
el tipo de homotopia de un complejo cruzado (entre estos espacios se encuentran
los J-espacios en el sentido de Whitehead [70]). En ambos casos los funtores IT y
B factorizan por la categoria SSet de conjuntos simpliciales. Tendremos pares de
funtores adjuntos

G :SSet __~ Gd: Ner
grupoide de lazos = G 4 Ner = nervio,

m: SSet _ Crs : Ner
complejo cruzado fundamental = m 4 Ner = nervio,

‘ ’ : SSet T:S
realizacion geométrica = | | 4.S = complejo singular,

que nos permiten definir el espacio clasificador de un grupoide simplicial o de un
complejo cruzado como la realizacién geométrica de su nervio, B = |Ner|, y el mo-
delo fundamental (grupoide simplicial fundamental o médulo cruzado fundamental,
respectivamente) de un espacio como el grupoide de lazos o el complejo cruzado
fundamental de su complejo singular, IT = GS 6 II = w5 respectivamente. En
ambos casos tendremos, para cada espacio X € T, una equivalencia homotépica
(débil) X ~ BII(X) que nos permite reducir la construccién de la torre o los
invariantes de Postnikov de X a la construccién de los andlogos para BII(X).
Finalmente, la torre o los invariantes de Postnikov de espacios de la forma BIT(X)
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se obtendran a partir de la torre o de los correspondientes invariantes algebraicos
para el modelo algebraico IT(X).

El calculo de las torres de Postnikov de los modelos algebraicos, objetos de S,
esta basado en el siguiente esquema general:

Para cada entero n > 0 buscamos una subcategoria plena y reflexiva i, : S, — S
cuyos objetos modelen todos los “n-tipos de homotopia” de S, y tal que S,, esté
contenida en S, 41. El hallazgo de estas subcategorias dard lugar a una cadena de
inclusiones de subcategorias reflexivas

(.]0 S(Jl S(.]2 (]nl

Si denotamos an :S — S, a la reflexién (adjunto izquierda) de la inclusion i, :
S, —= Sy jn: Sy — Spy1 ala correspondiente restriccién de i,, se cumplen las
siguientes identidades

n+1

P, i, = Ids, (reflexividad), (1)

int1n = in (contenido), (2)

de las que se deduce

Pn+1 Zn = ]n

Que indican la conmutatividad de los siguientes diagramas:

S, —* =5 Snt1
\ A \ Al
S,

n+1

\ /ﬂ

Ademas los endofuntores idempotentes de S, P, = inl, cumpliran las identi-
dades

Pn+1Pn = Pn y PnPn+1 = Pn (3)

X
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y de esta forma podremos obtener una cadena de transformaciones naturales

Ids
(n+1) ©
g /5(n>/5<2>l \5(1> J
Pt b B Pl By

(donde 7,41 es la imagen por P, de la unidad s . ds — P, de la adjuncién

P, Hip).
Esta cadena de trasformaciones naturales serd la

“torre de Postnikov universal”

en S, en el sentido de que la evaluacion de la cadena anterior en un objeto C' € S
nos proporcionard su torre de Postnikov

4
sty <n)/C\ ) 58 W
/50 53 3¢ “
. P, ——P, — s o P ——P —— P, )
+1(0)(nn+1)c (©) (mn)c 2(C) (m2)c 1(C) (m)c b(C)

Probaremos que, en nuestros contextos algebraicos, la torre de Postnikov de C
determina a C' totalmente (no sélo su tipo de homotopia) ya que podremos recons-
truir C' como el limite del diagrama anterior, cosa que ocurre en el caso topoldgico
sélo para ciertos tipos de espacios.

Una vez determinada la torre de Postnikov universal en S, para obtener la torre
de Postnikov de un espacio X € T, calcularemos la torre de Postnikov de su modelo
algebraico II(X) € S, aplicaremos entonces el funtor espacio clasificador B a esta
torre algebraica y utilizaremos la equivalencia homotépica (débil) X ~ BII(X)
para conectar con X,

); (5)
5

(n+1) BII(X) (0)
Bticn) ——— N Bliyx))
B(0n(x)) B(on(x))
Ve AN
. BPyiII(X) — > BPII(X) — > BPII(X) — > BRII(X).
B(nn+1)m(x) (m)r(x)

Recalquemos de nuevo que hemos de hacer una eleccién de las subcategorias S,,
de n-tipos, una vez hecha esta eleccion podremos determinar si disponemos o no
de una torre de Postnikov universal que tenga a éstas como categorias de n-tipos.
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Si la respuesta es afirmativa, la construccién de la torre para cada objeto en S es
natural (en sentido categorico).

En los dos contextos en que se desarrolla esta memoria, grupoides simpliciales
S = Gd y complejos cruzados S = Crs, las categorias de n-tipos que hemos elegido
son, respectivamente:

e la categoria de n-grupoides simpliciales Gd,,, con objetos aquellos grupoides
simpliciales cuyo complejo de Moore es trivial en dimensiones > n. Esta
categoria es equivalente a la categoria de grupoides enriquecidos en la cate-
gorfa de (n — 1)-hipergrupoides. Asi por ejemplo un 1-grupoide simplicial es
precisamente un grupoide, un 2-grupoide simplicial es siempre el nervio de
un 2-grupoide (esto es, un grupoide enriquecido en la categoria de grupoides
o 1-hipergrupoides) y en general un n-grupoide simplicial serd siempre el
nervio de un grupoide enriquecido en la categoria de (n — 1)-hipergrupoides.

e la categoria Crs,, de n-complejos cruzados, esto es, complejos cruzados cuyas
componentes en dimensiones > n + 1 son triviales.

Una vez desarrollada la teoria de las torres de Postnikov, pasaremos a obtener
los invariantes de Postnikov. La principal diferencia de procedimiento sera el que
no se dispondra de un método universal que permita obtener estos invariantes de
forma natural.

En el caso topoldgico cldsico (espacios 1-conexos y coeficientes triviales), la
obtencién de los invariantes de Postnikov pasa primero por una representacién de
la cohomologia de espacios en términos de aplicaciones a espacios de Eilenberg-
Mac Lane y después por una interpretacion de esta cohomologia en términos de
fibraciones principales. Las aplicaciones 1 en la torre de Postnikov de un espacio
X seran fibraciones principales que daran lugar a los invariantes del espacio.

En nuestro contexto algebraico tendremos que seguir un procedimiento parale-
lo. Elegiremos primero una cohomologia algebraica en la categoria S,,, si es posible
esta cohomologia estard asociada a un cotriple. La eleccién de este cotriple se
hard en funcién de las propiedades de las fibraciones 7 en la torre de Postnikov
universal. Trataremos después de representar esta cohomologia en términos de
morfismos simpliciales a objetos de Eilenberg-Mac Lane, si la cohomologia elegida
es la de cierto cotriple, utilizaremos los teoremas de representacion para dicha coho-
mologia. Pasaremos entonces a interpretar esta cohomologia, primero en términos
de torsores y luego, en el caso de complejos cruzados, en términos de extensiones.
Finalmente, solo quedara asociar a cada fibracién 1 un torsor o una extensién, cuya
clase determinara el invariante algebraico correspondiente. Como dato a destacar,
observamos que

el contexto en el que estas cohomologias se han elegido en esta memo-
ria nos permite obtener estos invariantes siempre en términos de 2-
torsores o 2-extensiones.

xi
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Esta reduccion no es algo que ocurre de forma particular en este contexto, sino
que mas bien es consecuencia de lo que podriamos calificar como una regla general
tacita y que podriamos vagamente enunciar de la siguiente forma:

Cohomologia m-dimensional en una categoria de n-tipos esta relacionada
con cohomologia (m + n)-dimensional en la categoria de todos los tipos.

Asi por ejemplo m-cohomologia en la categoria de grupoides (o grupos) estd rela-
cionada con (m + 1)-cohomologia en la categoria de espacios, m-cohomologia en
2-grupoides (o mdédulos cruzados) esta relacionada con (m + 1)-cohomologia en
grupoides y ésta con (m + 2)-cohomologia de espacios y asi sucesivamente.

Estas relaciones nos permitirdn obtener, a partir de los que llamaremos “in-
variantes algebraicos” y que viviran siempre en una 2-cohomologia, los invariantes
que llamaremos topolégicos y que viviran en una (n + 2)-cohomologia. Nos parece
que este hecho explica en cierto modo el juego de indices para los invariantes de
Postnikov en la teoria clésica.

Hemos podido concretar esta relacién sélo en el contexto de complejos cruzados
y el esfuerzo invertido en ésto ha sido considerable. Una vez establecida esta
relacion podremos pasar de los invariantes algebraicos a los topoldgicos y esto nos
permitira recuperar los invariantes de Postnikov clasicos de cualquier espacio con
el tipo de homotopia de un complejo cruzado.

En el contexto de grupoides simpliciales sélo hemos obtenido los invariantes
algebraicos, que estdn dados en términos de 2-torsores y en tales términos estd
definida la cohomologia algebraica que utilizamos. Para que el estudio estuviese
completo en este contexto de forma satisfactoria seria suficiente encontrar un
cotriple cuya cohomologia pudiese ser interpretada en términos de tales torsores
y después intentar relacionar dicha cohomologia en un n-tipo con la cohomologia
singular de su espacio clasificador.

Como ya hemos indicado el desarrollo de la teoria de torres de Postnikov en
el contexto de complejos cruzados es bastante mas simple que el tratamiento de
esta teoria en el contexto de grupoides simpliciales. Esta simplicidad se manifi-
esta de forma especial a la hora de obtener los invariantes de Postnikov. Es casi
inmediato obtener 2-extensiones a partir de las fibraciones dadas por las n’s en la
torre de Postnikov de un complejo cruzado. No ocurre asi en el caso de grupoides
simpliciales, en este caso el proceso de obtencién de un 2-torsor a partir de una
fibracién en la torre de Postnikov de un grupoide simplicial es méas laborioso. Lo
que facilita la obtencién de los invariantes de Postnikov en la categoria Crs es la
siguiente propiedad de los funtores truncacion T,:

la n-truncacién T, (C) de un complejo cruzado C es un n-complejo
cruzado que se encaja canénicamente en C, T,,(C) — C.

Esta propiedad no es cierta para grupoides simpliciales, esto es:
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no tiene porqué existir una estructura de n-grupoide simplicial en la n-
truncacion T,,(G), de un grupoide simplicial G, de forma que se pueda
encajar canonicamente T, (G) en G.

Esta diferencia en el comportamiento de los funtores truncacién en las cate-
gorias Crs y Gd es la que marca las diferencias en la obtencion de los invariantes
de Postnikov de un complejo cruzado y un grupoide simplicial.

Trasladando resultados de [54] a nuestro contexto podemos decir que:

basicamente los complejos cruzados pueden identificarse con los grupoi-
des simpliciales que admiten una estructura de n-grupoide simplicial en
su n-truncacion, para todo n > 1.

Esta memoria estd dividida en cinco capitulos. A continuacién damos una
breve descripcién de los contenidos de cada uno de ellos.

En el primer Capitulo establecemos los conceptos y terminologia bésica que se
utiliza a lo largo de la memoria, de esta forma en este capitulo preliminar aparecen
una serie de resultados, unos bien conocidos que pueden encontrarse en la litera-
tura, otros aunque también conocidos, que usualmente no se encuentran de forma
explicita en la bibliografia bésica y, por ultimo, también establecemos algunos
resultados nuevos (sobre todo en la Seccién 1.5) que se usaran con frecuencia a
lo largo de la memoria. De cualquier forma hemos considerado importante la
inclusién en la memoria de este capitulo con el fin de que fuese, en la medida de
lo posible, autosuficiente en contenidos.

Después de recordar conceptos basicos de categorias internas y de tripleabili-
dad, pasamos en este primer Capitulo a hacer un repaso de la terminologia sim-
plicial. En la Seccién 1.4, sobre Hipergrupoides, observamos cémo la axiomatica
de grupoide (categoria en la que toda flecha es invertible) puede ser reescrita en
términos de una operacién corchete

(f.9l=T1""g.

Con ésta como operacion basica grupoides son renombrados cémo I-hipergrupoides.
Vemos entonces cémo la axiomética para 1-hipergrupoides tiene una facil extensién
a dimension n simplicial, dando lugar al concepto de n-hipergrupoide. Dedicamos
también un espacio en esta seccién para recordar la construccién del nervio de una
categoria y un hipergrupoide, caracterizandose los objetos simpliciales que son
nervios de m-hipergrupoides. Por ultimo caracterizamos también los morfismos
simpliciales con codominio el nervio de un n-hipergrupoide y las homotopias entre
ellos.

xiii



Introduccion

Para terminar este primer Capitulo, en la Seccién 1.5, recordamos la definicién
de colimite homotépico de funtores a conjuntos simpliciales y la descripcion alter-
nativa de este concepto debida a Bousfield y Kan [9], dedicando nuestra atencién
a probar que cuando tomamos funtores desde un grupoide, las categorias de n-
hipergrupoides son cerradas para colimites homotépicos (Proposicién 1.5.1). Des-
pués en la Seccién 1.5.2 introducimos los conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac
Lane generalizados que en el Capitulo 4 usaremos para representar las coho-
mologias con coeficientes locales, lo que ya aparece publicado en nuestro trabajo
[20].

Terminamos esta seccién con la introduccién de la construccién producto semi-
directo de Grothendieck y el estudio de fibraciones plenas y escindidas de grupoides,
un estudio paralelo al de epimorfismos escindidos de grupos, en el que se susti-
tuye la construccion de grupo producto semidirecto por la de grupoide producto
semidirecto. Notemos que la Proposiciéon 1.5.1 da pie a pensar que el teorema
de colimite homotépico de Thomason [66] tiene una extensién al contexto de n-
hipergrupoides. Nos aventuramos a sugerir que puede hacerse una construccion
de colimites débiles de funtores a m-hipergrupoides (andloga a la construccion
de Grothendieck) de forma que el funtor nervio transforme colimites débiles de
funtores desde un grupoide a la categoria de m-hipergrupoides en colimites ho-
motdpicos. Este es un problema al que no hemos dedicado suficiente tiempo y que
consideramos como problema abierto.

El objetivo de los Capitulos 2 y 3 es la realizaciéon del esquema general para
el tratamiento algebraico de la teoria de torres de Postnikov en los contextos de
grupoides simpliciales (Capitulo 2) y complejos cruzados (Capitulo 3). Esta rea-
lizacién pasa por un estudio bastante exhaustivo de estas categorias asi como por
la eleccion de las subcategorias de n-tipos. Queremos hacer constar que las cate-
gorias de grupos simpliciales y de complejos cruzados reducidos estan extensamente
tratadas en la literatura, no ocurre asi con las categorias de grupoides simpliciales
y complejos cruzados (sobre un grupoide base en lugar de un grupo) de manera
que muchos de los resultados presentados en estos capitulos son traslaciones a estos
contextos (no reducidos, mas de un objeto) de resultados andlogos en los contex-
tos reducidos (un unico objeto). Estas traslaciones hay que hacerlas con cuidado
(muchas de ellas no son obvias), buscando demostraciones naturales que por su
naturalidad sean validas (o trasladables) a un contexto de multiples objetos.

El segundo Capitulo constituye el desarrollo del esquema general del calculo
de las torres de Postnikov de los modelos algebraicos en el escenario ideal, es
decir, en el contexto algebraico que tiene como S a la categoria de grupoides
simpliciales y como T a la categoria de todos los espacios. Nos ocupamos de
presentar la categoria de grupoides simpliciales en las dos primeras secciones del
Capitulo para posteriormente en las dos siguientes comprobar que el escenario
satisface las condiciones necesarias para aplicar la teoria, dando para terminar tal
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desarrollo en la tltima seccién.

De esta forma en la Seccién 2.1 presentamos la categoria de grupoides simpli-
ciales Gd como la categoria de grupoides enriquecidos en la categoria de conjuntos
simpliciales SSet, observando posteriormente como sus objetos pueden ser anali-
zados desde otros dos puntos de vista: como objetos de una subcategoria plena de
la categoria de objetos simpliciales sobre la categoria de grupoides y como objetos
de una subcategoria plena de la categoria de grupoides internos en SSet.

En la segunda seccién, seguimos presentado construcciones y repasando concep-
tos que necesitamos de la categoria de grupoides simpliciales como es el complejo
de Moore y los grupos de homotopia de un grupoide simplicial. Prestamos espe-
cial dedicacion a trasladar al contexto de grupoides simpliciales el hecho de que
todo grupo simplicial satisface la condicién de Kan, lo que se traduce en que los
morfismos canénicos K! a las caras abiertas sean sobreyectivos, de hecho en la
Proposicion 2.2.3 probamos que también todo grupoide simplicial satisface esta
dltima propiedad.

En la Seccién 2.3 usamos el funtor nervio de una categoria, introducido en
la Seccién 1.1, y el funtor diagonal de Artin-Mazur, definido en la Seccién 1.3.4,
para asociar (como Dwyer y Kan en [29]) un conjunto simplicial a un grupoide
simplicial. Definimos asi el funtor nervio de un grupoide simplicial y recordamos
también cémo actia su adjunto izquierda, el funtor grupoide de lazos. Dichos
funtores fueron usados por Dwyer y Kan para levantar la estructura de mode-
los de Quillen de SSet hasta la categoria de grupoides simpliciales. Teniendo
en cuenta el comportamiento de dichos funtores respecto a los grupos de homo-
topia (Proposicién 2.3.1), al componer estos funtores con los funtores realizacién
geométrica y complejo singular se obtienen los funtores espacio clasificador B (de
un grupoide simplicial) y grupoide simplicial fundamental II (de un espacio) que
inducen una equivalencia entre las correspondientes categorias de homotopia, lo
que permite asegurar que los grupoides simpliciales son modelos para todos los
tipos de homotopia de espacios. Ademds el funtor B lleva fibraciones en fibra-
ciones y conserva fibras. Todo esto nos demuestra que la categoria de grupoides
simpliciales es un escenario algebraico adecuado para aplicar el esquema que nos
permita la construccién de la torre de Postnikov universal.

En la Seccién 2.4.1, con la vista puesta en presentar las subcategorias de n-tipos
en Gd, comenzamos considerando la categoria GnH de grupoides enriquecidos en
la categoria de n-hipergrupoides que, via el funtor nervio, puede verse como una
subcategoria de Gd. Daremos, al igual que se hizo en la Seccién 2.1, dos inter-
pretaciones distintas de dicha categoria, primero como una subcategoria plena de la
categoria de n-hipergrupoides internos en Gpd y después como una subcategoria
plena de la categoria de grupoides internos en la categoria de n-hipergrupoides.

Posteriormente se introduce la subcategoria Gd,, de n-tipos de Gd como aque-
lla formada por los grupoides simpliciales con complejo de Moore trivial en di-
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mensién > n. Observamos la existencia de un isomorfismo entre dicha categoria
y la categoria de grupoides enriquecidos en la categoria de (n — 1)-hipergrupoides
que se acaba de introducir, de manera que todo n-tipo es el nervio de un grupoide
enriquecido en (n — 1)-hipergrupoides. A continuacién se presenta un ejemplo de
grupoide simplicial n-dimensional, analogo al de los n-hipergrupoides K (II, n). Fi-
nalmente se hace un traspaso de los resultados probados por Conduché en [25], so-
bre grupos simpliciales con complejo de Moore trivial a partir de cierta dimension,
a grupoides simpliciales. Sacando ademas algunas consecuencias extra.

Veremos entonces que los funtores inclusién i, : Gd,, — Gd tienen adjunto
izquierda, ﬁn, que la imagen por el funtor clasificador B de la unidad de la ad-
juncién induce isomorfismos en los grupos de homotopia, y comprobaremos que se
satisfacen las condiciones (1),(2) y (3). Probaremos entonces el principal teorema
de este Capitulo, Teorema 2.5.7, que nos da la torre de Postnikov de un grupoide
simplicial.

En la Seccién 2.6 se prueban algunos lemas técnicos que se usan a la hora de
construir los invariantes de Postnikov de un grupoide simplicial en la Seccién 5.2.1.
Acabamos el Capitulo deduciendo, en la Seccién 2.7, la torre de Postnikov de un
espacio X a partir de la torre de su grupoide simplicial fundamental IT(X).

En el Capitulo 3, se hace un estudio paralelo al desarrollado en el Capitulo
anterior aunque en un escenario mas simple. De hecho, construimos la torre de
Postnikov tomando como escenario la categoria de complejos cruzados Crs. Este
fue el escenario donde primero pudimos hacer la traslacién completa construyendo
no sélo la torre de Postnikov sino también los invariantes. Aunque como es sabido,
dicha categoria no modela todos los tipos de homotopia, los resultados que se
obtiene en este caso particular ilustran los métodos algebraicos para hallar la torre
de Postnikov de un espacio en un contexto donde los cdlculos no son de gran
dificultad. Esto compensa la limitacion de que en este contexto sélo podemos
calcular la torre de Postnikov de un espacio que tenga el mismo tipo de homotopia
que un complejo cruzado.

En la Seccion 3.1, damos la definicion y estudiamos las principales propieda-
des de los moédulos cruzados, concepto en el que se basa la definicién de complejo
cruzado. Todos los resultados de esta seccién pueden encontrarse en la literatura,
s6lo que se presentan en una manera ligeramente no convencional con un énfasis
en el aspecto funtorial de las definiciones. Comenzamos introduciendo un médulo
cruzado como un pre-médulo cruzado que ademads satisface la condicién de Peiffer.
Ademas se da explicitamente la equivalencia entre la categoria de mdédulos cruzados
y la categoria de grupoides enriquecidos en 1-hipergrupoides (2-grupoides) y como
consecuencia se prueba un isomorfismo entre la categoria de médulos cruzados y
la categoria de grupoides simpliciales Gds lo cual permite definir el nervio de un
médulo cruzado. Para terminar la seccion se prueba que la categoria de moédulos
cruzados es una categoria de algebras sobre la categoria AGpd de “flechas a
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grupoides”, lo que nos permitira en el Capitulo 4 considerar una cohomologia del
cotriple en Xm. Sera en esta cohomologia donde vivird el tercer invariante de
Postnikov algebraico asociado a un complejo cruzado.

La Seccion 3.2 esta dedicada a introducir la categoria de complejos cruzados
y desarrollar en ella las herramientas necesarias para la construccién de la torre
de Postnikov universal. La definicion que damos de complejo cruzado no es en
absoluto convencional y puede parecer extrana a un especialista en la materia.
Hemos adoptado como concepto béasico para definir un complejo cruzado el de
médulo cruzado, en lugar de grupoide como es costumbre. Esta eleccién produce
una reduccién de la complejidad. Al ser el concepto de médulo cruzado (base para
nuestra definicién) mas rico que el de grupoide (base para la definicién clésica) la
definicién de complejo cruzado que aqui adoptamos parece méas simple (aparecen
menos axiomas) que la cldsica. Pensamos que el ver un complejo cruzado como
un complejo de médulos cruzados en lugar de como un complejo de grupoides
con estructura adicional facilita el tratamiento de estos objetos y nos permite
razonamientos y demostraciones mas simples y claras.

Después de recordar la definicién de los grupos de homotopia de un com-
plejo cruzado, observaremos la existencia de funtores complejo cruzado funda-
mental I y espacio clasificador B, fijaremos las subcategorias Crs,, de n-tipos
en Crs (Seccién 3.2.2), identificando las dimensiones bajas con categorias cono-
cidas como Crsy = Set,Crs; = Gpd y Crso = Xm y viendo que la inclusion
in : Crs,, — Crs es reflexiva. Terminamos esta seccién comprobando que la cate-
goria de n-tipos Crs,, es una categoria de algebras sobre la categoria ACrs,,_1 de
“flechas a (n — 1)-complejos cruzados”. Esto generaliza lo visto en la seccién ante-
rior para la categoria de médulos cruzados y nos permitird considerar también en
estas categorias Crs,, una cohomologia del cotriple en la que viviran los invariantes
de Postnikov algebraicos de un complejo cruzado.

Dedicamos la Seccién 3.3 a construir la torre de Postnikov universal de un
complejo cruzado. Para ello primero comprobamos que los funtores inclusion %, :
Crs,, — Crs y sus reflectores satisfacen las identidades (1),(2) y (3), con lo cual
podemos probar el principal teorema de este Capitulo, Teorema 3.3.5, que nos
proporciona la torre de Postnikov de cualquier complejo cruzado.

En la Seccién 3.4 introducimos algunos funtores que usaremos més adelante
y extendemos los resultados probados en la Proposicién 3.1.9 al contexto de n-
complejos cruzados mostrando que las categorias de n-complejos cruzados son
equivalentes a una subcategoria plena de la categoria de grupoides internos en la
categoria de (n — 1)-complejos cruzados. Dedicamos la tltima seccién del Capitulo
a deducir la torre de Postnikov de un espacio X con tipo de homotopia de un
complejo cruzado a partir de la torre de su complejo cruzado fundamental TT(X).

La segunda parte de esta memoria que comprende los dos iltimos Capitulos
estd dedicada a la obtencién de los k-invariantes de Postnikov: los invariantes

xvii



Introduccion

algebraicos y los topoldgicos. Teniendo en cuenta que ambos tipos de invariantes
son elementos de ciertas cohomologias, los primeros de una cohomologia algebraica
definida en las categorias de m-tipos algebraicos (en nuestros casos particulares
Crs, y Gd,,) y los segundos en una cohomologia singular de espacios que son n-
tipos, dedicamos el Capitulo 4 a hacer un repaso sobre las diferentes cohomologias
que vamos a utilizar, dando al final un morfismo que nos conecte la cohomologia
algebraica con la cohomologia singular (en el caso de complejos cruzados). Dichos
morfismos seran los que nos permitan obtener los k-invariantes topolégicos a partir
de los algebraicos.

La principal diferencia con la teoria de torres de Postnikov clésica es el uso de
sistemas de coeficientes locales, en lugar de coeficientes triviales. Este uso ademas
de facilitarnos el tratamiento universal que damos a esta teoria nos permitira evitar
condiciones del tipo 1-conexién o nilpotencia sobre los espacios a los que podremos
calcular los invariantes.

En la Seccién 4.1 hacemos un repaso de la cohomologia singular y represen-
tamos esta cohomologia en términos de aplicaciones simpliciales a espacios de
Eilenberg-Mac Lane generalizados (Teorema 4.1.6). Terminamos esta seccién par-
ticularizando los resultados a la cohomologia singular de complejos cruzados con
coeficientes locales.

Dedicamos la Seccién 4.2 a la cohomologia del cotriple, comenzamos con una
exposicién rapida de la cohomologia del cotriple recordando el teorema de repre-
sentacién de Duskin para esta cohomologia. En 4.2.1 reformulamos el concepto de
2-torsor de Duskin, tomando como base para su definicién la nocién de grupoide
fibra y también recordamos la interpretacién del segundo grupo de cohomologia
del cotriple en términos de 2-torsores. A continuacién particularizamos tanto la
cohomologia del cotriple como el concepto de 2-torsor al contexto de la categoria de
n-tipos de complejos cruzados. Primero introducimos los sistemas de coeficientes
que usaremos para estas cohomologias y después particularizaremos los teoremas
de representacion e interpretacion de la cohomologia del cotriple a las categorias
Crs,. Con lo anterior tenemos el camino preparado para, en la siguiente Seccion
4.2.4, dar una nueva interpretacién de dichos grupos de cohomologia ahora en
términos de extensiones.

El desarrollo de la Seccién 4.3 ha representado un gran esfuerzo, esta seccién
estd dominada por la idea que presentamos en la pagina xii como “regla general
tdcita”. Tratamos aqui de representar la cohomologia singular de un espacio (o un
conjunto simplicial) no en la categoria SSet (de objetos simpliciales en la categoria
Set de 0-tipos) sino en la categoria SCrs,, (de objetos simpliciales en la categoria
Crs,, de n-tipos). Obsérvese el juego de indices en los teoremas de representacién.
Estos teoremas de representacién nos proporcionaran los que hemos llamado mor-
fismos de conexién, que nos relacionan las cohomologias algebraicas (asociadas a
los cotriples) con la cohomologia singular. Vemos en el juego de indices para es-
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tos morfismos cierta explicacién para el juego de indices que aparece en la teoria
clasica,
2
kn+1 € Hn+ (Xn77rn+1(X))-

En la dltima seccién del Capitulo 4 se presentan las cohomologias con las que
trabajamos en el contexto de grupoides simpliciales como es la cohomologia sin-
gular de un grupoide simplicial y cierta cohomologia algebraica con coeficientes
locales definida en términos de 2-torsores. Lamentamos no haber podido dar mor-
fismos que nos conecten estas cohomologias, este es un problema atn abierto que
dejamos planteado.

El Capitulo 5 aborda el problema del calculo de los invariantes de Postnikov
tanto de los invariantes algebraicos como los topoldgicos. Todo el trabajo previo
hace de éste un trabajo casi trivial. En el contexto de complejos cruzados, ve-
mos como cada fibraciéon n en la torre de Postnikov de un complejo cruzado da
lugar a una 2-extension la cual determinard el invariante de Postnikov algebraico
correspondiente. Una vez obtenidos los invariantes algebraicos, los morfismos de
conexién nos proporcionaran los invariantes topoldgicos.

Como ya hemos comentado, el caso de grupoides simpliciales es algo mas com-
plejo. Las fibraciones en la torre de Postnikov de un grupoide simplicial no dan de
forma tan inmediata, como en el caso de complejos cruzados, un 2-torsor y asi un
invariante algebraico. En la obtencién de estos invariantes algebraicos hemos ido
utilizando, paso a paso, la mayor parte de los resultados sobre grupoides simpli-
ciales que hemos desarrollado. Sin embargo, como hemos dicho, no hemos podido,
aun, obtener unos invariantes topoldgicos (en cohomologias singulares de los espa-
cios clasificadores) a partir de estos invariantes algebraicos.

Una puntualizacién sobre la notacion

A lo largo de esta memoria hemos distinguido la naturaleza de los objetos
utilizando distintas tipografias para nombrarlos y para ello hemos intentado seguir
el siguiente criterio:

Utilizaremos el tipo de letra “negrita” para nombrar objetos que estan
formados por familias cuyos elementos seran nombrados por el mismo
tipo de letra pero sin resaltar en negrita. As{ por ejemplo:

e Usaremos X para nombrar a un conjunto simplicial cuyo conjunto
de n-simplices serd nombrado X,,.

e Usaremos G para nombrar a un grupoide simplicial cuyo grupoide
de n-simplices serd nombrado G,.
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e Usaremos C para nombrar a un complejo cruzado cuyo médulo
cruzado en dimensién n serd nombrado C,,.

Es dificil seguir este criterio cuando los objetos estan formados por familias
cuyos elementos estdn a su vez formados por familias. Por ejemplo un conjunto
simplicial doble ha sido notado por X, su conjunto simplicial horizontal (vertical)
de n-simplices por X" (X?) y su conjunto de (p,q)-simplices como X, ,. Sin
embargo en este caso la regla tiene sus excepciones.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se realiza una exposicion de las nociones y resultados estandar
con los que trabajaremos, y a la vez, se introduce la notaciéon que vamos a utilizar
a lo largo de esta memoria.

En toda esta memoria cuando nos refiramos a una categoria base £, ésta serd
una categoria suficientemente buena, en la que por ejemplo supondremos la exis-
tencia de limites finitos y coigualadores de pares nicleos. Cuando hablemos de
elementos de un objeto de £ entenderemos elementos de Yoneda.

1.1 Categorias y grupoides internos en una categoria
base

Una categoria pequena o categoria interna en la categoria de conjuntos es una
categoria en la que la coleccién de todos los objetos constituye un conjunto. Esto
implica que la coleccion de todas las flechas también constituye un conjunto. El
concepto de categoria pequenia puede definirse mediante axiomas de primer orden
en términos de conjuntos, aplicaciones y composicién de aplicaciones. Si en esos
axiomas se sustituye la palabra conjunto por “objeto de £”, elemento por “ele-
mento de Yoneda” y par componible por “elemento de un pullback”, se obtienen los
axiomas que definen el concepto de categoria interna en £: Una categoria interna
C en &£ consiste en los siguientes datos:

e un objeto O € &, cuyos elementos de Yoneda son llamados objetos de C,
e un objeto A € &, cuyos elementos de Yoneda son llamados flechas de C,
e los siguientes cuatro morfismos en &:

— morfismos dominio y codominio s,t: A — O,

— morfismo identidad id : O — A, y
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— morfismo composicién ¢ : A xg A — A, donde A xp A = pbk(t,s)

es el objeto pullback del diagrama A Lo& A, u objeto de pares
(f,9) € A x A tales que t(f) = s(g).

sujetos a los siguientes axiomas, que no son mas que los axiomas de categorias
pequenas expresados en términos de elementos de Yoneda:

1. Axiomas de intendencia:

(a) Cada objeto de C, z € O, es tanto el dominio como el codominio de su
identidad, es decir,

s(id(z)) = x = t(id(z)),

(b) El dominio y codominio de una composicién son respectivamente el
dominio de la primera componente y el codominio de la segunda, es
decir, para cada par componible (f,g) € A xo A,

s(c(f,9)) = s(f) y t(e(f,9)) = t(9),

2. Identidades: La identidad de cualquier objeto x € O es neutro por la
derecha y por la izquierda. Dicho de otra forma, cualquier flecha f € A se
puede componer con la identidad de su dominio y con la identidad de su
codominio y el resultado siempre es f, es decir,

c(id(s(f)), ) = f = c(f,id(t(f)))-
3. Asociatividad: Para cualquier terna componible, (f,g,h) € A xp A xp A

C(C(fv g)a h) = C(f, C(Q: h’))

En ocasiones es més 1til expresar estos axiomas como diagramas conmutativos
o ecuaciones de flechas en £, en cuyo caso toman esta forma:

1. Axiomas de intendencia:
(a) La flecha id es una seccién comin a sy ¢, es decir,

sid =10 = tid, A< oy

RN
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(b) Sip1,p2: AxoA— Ason las dos proyecciones candnicas

sc=sp y tc=1tpa,

AxoAS—s4 AxpgA=— A
p1i ls p2l lt
O 0O O 0.

2. Identidades:
c(ids,14) =14 = ¢(1a,idt),

id s, jid
Axp A (ids,14) A (1a,id?) Axo A

\A/

cle,14) = c(14,0),

(e,14)

3. Asociatividad:

A X0 A X0 A A
(IA’C)\L \Lc
A XoA A.

C

Representaremos a una categoria interna C en £ mediante un diagrama

PN

S

C: AxpA—5+ A 0, (1.1)

o simplemente, mediante C : A = O.

Un funtor interno F : C — C’, entre categorias internas, consiste en un par de
morfismos Fp: O — Oy F; : A — A’ en £ que hacen conmutativos los diagramas
obvios con s,t,id y tal que Fi(g f) = Fi(g)F1(f) para cada par (f,g) € A xp A,

id

s

AXoAgA

t
F1><F1l F1 FO
s

A X O A ,H'A,
c S~V

id’

La categoria de categorias y funtores internos en £ la denotaremos Cat(E).
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Dada la categoria interna en £ (1.1) se puede construir un objeto Ajs, en £
llamado el objeto de pares de isomorfia de C, definido como el objeto de aquellos
pares componibles (f,g) € A xp A tales que:

1. (g9,f) € Axp A,
2. ¢(f,g) =id(s(f)),
3. (g, f) =1id(s(g)).

Este objeto verifica las siguientes propiedades:

1. Cada elemento de un par de isomorfia determina al otro, es decir, las proyec-
ciones canodnicas Ajso = A son monomorfismos. Elegimos la primera proyec-

cién, que denotamos j : Ajo < A para referirnos a Ajs, como subobjeto de
A.

2. Todas las identidades de C estan en Ais,. Es decir: existe una inclusién
id : O — A cuya composicién con j : Ao < A es el morfismo de
identidades id.

3. La composiciéon de elementos de Ajs, da como resultado otro elemento de
Aiso-

Como consecuencia de ello el diagrama

TN

!
c
Aiso X0 Aiso = Aiso

0, (1.2)

E)

donde §', t/, y ¢’ son las restricciones obvias de s, t a Ajso y de ¢ a Ajso X0 Ajso,
determina una categoria denotada Iso(C) que se llama la categoria de isomorfismos
de C. El par de flechas j : Ao — A, 1o : O — O define un funtor interno
J : Iso(C) — C que prueba que Iso(C) es una subcategoria interna de C.

Un grupoide interno en £ es una categoria interna en &, C, tal que Iso(C) = C.

Para todo funtor interno F : C — C’, entre categorias internas en &£, la restric-
cién de la componente de flechas F} : A — A’ al objeto de isomorfismos Ajs, de C se
factoriza por el correspondiente objeto de isomorfismos A, de C’. En consecuencia
la construccién de la categoria interna de isomorfismos realmente proporciona la
funcién de objetos de un endofuntor Iso : Cat(€£) — Cat(£). Se puede comprobar
que este funtor es idempotente (Iso? = Iso) y por lo tanto, para toda categoria
interna, C, Iso(C) es un grupoide interno en .

Denotaremos por Gpd(€) a la subcategoria plena de Cat(€) con los grupoides
internos como objetos.



1.1 Categorias y grupoides internos 5

En el caso de tomar £ = Set, escribiremos Cat y Gpd en lugar de Cat(Set)
y Gpd(Set), respectivamente.

Veamos ahora algunas definiciones y construcciones en la categoria de grupoides
que necesitaremos a lo largo de esta memoria.

Dado un grupoide interno en &,

id
Cc /g\
Q:AXOAHA:t;O, (1.3)

el objeto de componentes conexas de G, my(G), se define como el coigualador del par
de flechas dominio s y codominio ¢, esto es, mo(G) = coeq(s,t). Diremos que dos
objetos x,y de G estan en la misma componente conexa si determinan el mismo
elemento de my(G).

Dado un funtor entre grupoides internos F : G — G', mo(F) es la aplicacién
inducida obvia, por lo que tenemos un funtor mp : Gpd(£) — £. Diremos que G
es un grupoide sobre T si mo(G) =T.

Si mo(G) es el objeto terminal de £ diremos que G es un grupoide conezo vy, si
por el contrario, mp(G) = O diremos que G es un grupoide totalmente disconezo,
en cuyo caso todo morfismo de G serd un endomorfismo. Usaremos la siguiente
notacion:

e TdGpd(€) serd la subcategoria plena de Gpd(€) con objetos los grupoides
totalmente disconexos.

e Para cada objeto O € £, TdGpd,(€) serd la subcategoria de TdGpd(E)
cuyos objetos son los grupoides totalmente disconexos que tienen a O como
objeto de objetos, y cuyas flechas son funtores que son la identidad sobre
objetos.

Por otro lado, dado un grupoide G, denotaremos End(G) al igualador del par
de flechas s, t,
End(G) = eq(s,t) — A = O.

Es claro que la composicién en G restringe a una composicién en End(G), de manera
que s =t : End(G) — O tiene una estructura de grupoide totalmente disconexo,
que denotaremos End(G). Dado z € 7O, un objeto de G, denotaremos Endg(z) a
la fibra de End(G) en x, esto es, el objeto pullback

Endg(z) ——T

|k

s= :

Claramente Endg(z) es un grupo interno en £/7.
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El grupoide totalmente disconexo End(G) tiene ademds una estructura adi-
cional de G-grupo interno en &£, de la que es un ejemplo basico. Recordemos que

un G-grupo interno en £ consta de un grupoide totalmente disconexo H : H =40
sobre los objetos de G, junto con una accién de G sobre H, esto es, un morfismo

a:AxpH— H; (f,h) — a(f,h) =7'h,
donde A xo H es el objeto pullback del diagrama A = O < H, satisfaciendo

los axiomas usuales de accién de grupos. En términos de diagramas, éstos se
expresarian con la conmutatividad de los diagramas:

AXoH*a>H

prl lst

A—F7—0
OXOH%AXOH AXOAXOHgAXOH
Nla CX1\L la
H Axo H a H
AXOOﬂAXOH AXOHXOHiAXOH
prm la axal la
H HxpoH H

C

donde pr indica proyeccién al correspondiente factor y ¢ es el morfismo composicion
de G o 'H indistintamente.

Notemos que un elemento de A xp H sobre T' es un par de flechas (f : T —
Ah T — H) tal que s(f) = s(h), asi los axiomas anteriores en términos de
elementos se expresan cémo sigue:

L s(*h) =t(f),
2. id(s(h))h =h,
3. g(fh) — gfh,
4. Jid(s(f)) = id(t(f)), y

5. F(W'h) =T 'h,
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para todo h,h' : T — Hy f,g: T — A tal que s(f) = s(h) =s(h') y t(f) = s(g).

Un morfismo de G-grupos internos F : H — H' es un funtor interno equiva-
riante, esto es, que respeta la accién o lo que es igual tal que el siguiente diagrama
es conmutativo

AxoHZE Axo H

H H'.

F

En términos de elementos, esto se expresa mediante la ecuacién:
F('h) = F(h),

cierta para todo elemento h de H y f de A tal que s(f) = s(h).

La categoria de G-grupos internos y morfismos entre ellos la denotamos por
Gp(£)Y. En el caso de que & sea la categorfa de conjuntos, escribiremos simple-
mente GpY. Esta categoria GpY es precisamente la categoria de funtores de G en
Gp.

Un primer ejemplo de G-grupo interno en £ esta dado por End(G) con la accién
dada por conjugacién en G, esto es:

a:AxpEnd(G) — End(G); (f,u) — a(f,u) = Tu= fuf,

a este G-grupo lo llamaremos grupo de endomorfismos de G.

Otro G-grupo importante es el objeto cero en Gp(é’)g, que denotaremos por
0g. Este G-grupo estd dado por el grupoide discreto O con O como objeto de
objetos, con accién trivial.

Notemos ahora que cualquier funtor F : ¢ — G’ induce un funtor F* :

Gp(€)Y — Gp(£)°.
La siguiente proposicion es clara:

Proposicion 1.1.1. Para cada objeto O € £ las siguientes categorias son isomor-
fas:

e La categoria TdGpdy(E), de grupoides totalmente disconexos con objeto de
objetos O,

e la categoria Gp(E/O), de grupos internos en la categoria coma £/0O y

e la categoria Gp(E)©, de O-grupos internos (donde O es la categoria discreta
con objeto de objetos O).

Todo funtor F : G — G’ induce un morfismo de G-grupos
End(F') : Endg — Endg/ F,

donde el G-grupo Endg F asocia cada objeto x de G a la fibra Endg/ (F'(x)). Ademas,
en caso de ser £ = Set se tiene:
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Proposicién 1.1.2. Sea G y G' grupoides (en conjuntos) y F : G — G' un funtor
entre ellos. Entonces F es una equivalencia de categoria si, y solo si, mo(F) es
biyectiva y End(F) es una equivalencia natural.

De forma andloga a como hemos hecho para definir G-grupo interno, podemos
dar el concepto de G-mddulo interno, o G-grupo interno abeliano, bastard con
sustituir grupo por grupo abeliano. Obtenemos asi la categoria Ab(é’)g7 de G-
médulos internos en €, como una subcategorfa plena de Gp(€)Y. Si tomamos £
como la categoria de conjuntos, denotaremos simplemente por AbY ala categoria
de G-mdédulos internos en Set.

Por otra parte, tenemos un funtor olvido obvio

P

():Gp(€)Y — TdGpd(E)

de la categoria de G-grupos a la categoria de grupoides totalmente disconexos.
Observamos como este funtor tiene su imagen contenida en TdGpd,,g), por lo
que lo podemos considerar como funtor

—

() : Gp(€)Y — TdGpd,g)(£)-

Este funtor refleja objetos cero y aplicaciones cero, por tanto solo el objeto cero es
aplicado al objeto cero y F es la aplicacién cero si y sélo si F' es la aplicacién cero.
Como consecuencia, una cadena

e Cy = Cyg — -

en GpY es un complejo de cadenas (sucesién exacta) si y sélo si su imagen
NG R R

es un complejo de cadenas (sucesién exacta) en TdGpd,p;g)-

Otro concepto que necesitaremos es el de subgrupoide normal y el de grupoide
cociente que repasamos a continuacion.
Diremos que un subgrupoide H de un grupoide G es un subgrupoide normal si:

(i) H contiene a todas las identidades, es decir, obj(H) = obj(G).

(ii) Para cada morfismo f : * — y en G y cada g € Endy(x), el morfismo
fgf~" € Endy(y).

Dados dos grupoides G : A = Oy G : A/ = O y un funtor F : G — G,
un ejemplo de subgrupoide normal de G es el subgrupoide ker(F'), que se obtiene
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como el objeto pullback en Gpd(€),

T

G———0.
donde O es el grupoide discreto que tiene como objeto de objetos a O’ y o : O —
G’ es el morfismo de grupoides canénico que es la identidad sobre objetos y actiia
como id’ sobre flechas.

Tal grupoide ker(F') tiene como objeto de objetos a O y su objeto de flechas
es el subobjeto del objeto de flechas A de G cuyos elementos son aquellas flechas
f € A tales que F(f) es una identidad en G'.

Sea G : A = O un grupoide interno en £ y H : A’ = O un subgrupoide normal
suyo. El grupoide cociente G/H de G por el subgrupoide normal H viene dado
cémo sigue:

e El objeto O” de objetos del grupoide cociente G/H es mo(H), el coigualador
de s,t: A" — O,

t
A—=0 LT(Q(H) =0".
e El objeto A” de morfismos del grupoide cociente es el siguiente coigualador

! , P P = = "
A'xo Axo Al =—= A —— coeq(po, p1) = A”,
donde A’ xp A xp A’ es el objeto pullback cuyos elementos son ternas
(h,g,h') € A’ x Ax A, tales que t(h) = s(g) y t(g) = s(h’) y los morfismos py
y p1 estan dados por po(h, g,h') = h' ghy p1(h,g,h’) = g. En otras palabras
dos flechas g y ¢’ en G determinan la misma flecha en el cociente G/H si y
solo si existen flechas h, h’ € H haciendo conmutar el diagrama

x Y
hl \Lh’
/

x'

H

Tenemos asi un diagrama:

A/(;A*»AN

IRY
’\f\{ id sllitlid
Yy /
O*»O”
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e Teniendo en cuenta que los morfismos pg s, pot : A — O” coigualan a pg y py,

podemos asegurar la existencia de dos tinicos morfismos s,t : A” — 0" de
forma que s p; = po sy tp1 = pot. Por otra parte, el morfismo py id : O — A”
coiguala a los morfismos s,t : A — O, luego existe un tinico morfismo
id : O" — A” tal que py id = id po.

Veamos ahora cdémo se define el morfismo composicién del grupoide cociente.
Consideramos el diagrama

/ / / n P1xp1 o,y "
(A XoAXOA)Xo(A X()AXOA)T)AXOAHA XO//A
0 :

cl e

v
A A/l

P

donde los elementos de (A’ xp Axp A') xo (A’ xp A xo A’) serén de la forma

t(h1) = s(g1),
o) = s(hh),
((h1,91,h7), (ha, g, hy)) con i((}}g; z ZEZ;?:
t(g2) = s(hy),
t(g1) = s(g2),

y los morfismos ¢g, g1 vienen dados por

qU((hlaglahll)7(h27927h/2)) =
q1((h1, g1, h1), (h2, 92, hy)) =

(hig1h1, Rg2h2)
(91, 92) .

Entonces como py X p es el coigualador del par (qo, ¢1) y la flecha composicién
prc: AxoA— A” coiguala a dicho par, podemos asegurar la existencia de
un unico morfismo

c: A/I XO” A/I _ A/I
tal que ¢(p1 x p1) = p1c. Con elementos, este morfismo viene dado cémo
sigue: Dados (g,g') € A” xon A” con g, € A tales que pi1(9) = g vy
p1(g’) = 7', se tiene que
«(9.9)=99=pi(g"hy),

donde h es cualquier flecha de H tal que s(h) = t(g) y t(h) = s(¢’). Notemos
que si g € A”, con g € A tal que p1(g) = g, entonces ! = p1(g7 ).

Observamos que los morfismos (pg, p1) determinan un funtor P : G — G/H al

que llamaremos proyeccion (candnica).
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Observaciéon 1.1.3. Notemos que si el subgrupoide normal H es totalmente dis-
conexo, los grupoides G y G/H tienen el mismo objeto de objetos y la proyeccion
candnica es la identidad en objetos. Ademds, es de inmediata comprobacion que
dos flechas f,g en G determinan la misma flecha en el cociente si y solamente
si, tienen el mismo dominio y codominio y la composicion gf " estd en H. Este
hecho generaliza lo que ocurre con la construccion de grupos cocientes y para que
sea cierto es imprescindible que toda flecha de H sea un endomorfismo, esto es,
que 'H sea totalmente disconexo.

El siguiente lema nos caracteriza los isomorfismos de grupoides.

Lema 1.1.4. Un funtor F : G — G’ entre grupoides es un isomorfismo si y
solamente si, es sobreyectivo (en objetos y flechas), inyectivo en objetos y tiene
nicleo trivial.

Demostracién: Claramente todo isomorfismo cumple las condiciones en el enun-
ciado. Para demostrar el reciproco, bastara con probar que el funtor F' también
es inyectivo en flechas. Por ser F' una biyeccién en objetos, dos flechas f y g con
la misma imagen por F' han de tener el mismo dominio y codominio y por tanto
podremos considerar la flecha fg~!. Esta ha de estar en el nicleo de F que es
trivial, de donde se deduce que f = g, siendo asi F' inyectivo también en flechas.

Dado un conjunto O, denotaremos por Gpd, la subcategoria de Gpd con
objetos los grupoides cuyo conjunto de objetos es O y flechas los funtores que son
la identidad en O. La categoria Gpd(Gpdp) de grupoides internos en Gpdp
puede identificarse con la categoria de 2-grupoides que tienen a O como conjunto
de objetos y flechas los 2-funtores que son la identidad en objetos y también con la
categoria Cat(Gpd,) de categorias internas en Gpdg. Este hecho bien conocido
es consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1.5. Un grafo interno en la categoria Gpdp

1d
LN

G —S; Yo (1.5)

es el grafo subyacente a una categoria interna en Gpdy si y solamente si, el
subgrupoide conmutador [ker(S), ker(T')] < Gy es trivial. En este caso, el funtor
composicion

0:G1 Xg, 61 — G1

estd totalmente determinado por la formula

Boa=aldT(a)'8=p1d(S(8) a, (1.6)
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donde yuztaposicion indica composicion en el grupoide Gi. Ademds toda flecha
«a € Gy tiene una inversa para esta composicion, por lo que toda categoria interna
en Gpdy es un grupoide.

Demostracién: Dada una flecha a en G; hemos denotado s(«) y t(«) a los objetos
dominio y codominio de oy S(«),T () a las flechas en Gy dominio y codominio,
por tanto « podria representarse mediante un diagrama

T(a)

Observamos en primer lugar, que las composiciones en la férmula (1.6) tienen
sentido pues, dadas «, 3 flechas en G; tales que S(3) = T'(«), entonces (por la
funtorialidad de S y T') s(8) = s(a) y t(8) = t(«), es decir, a y (3 son flechas de

un mismo objeto x en un mismo objeto y,

S(a)

Jo

T —SB)=T(e)—=Y .
I8
7(8)

Supongamos que el conmutador [ker(S), ker(T')] < G; es trivial, entonces la igual-
dad

o Id(T(a))™'8 = BId(S(8) o

es cierta ya que o Id(T'(«)) ™! es una flechas en ker(T) y 31d(S(8))~! es una flecha
en ker(.S) por lo que conmutan

aId(T(a))™! BId(S(B)) " = BId(S(8)) ™" aId(T(a)) ™!
= B1d(S(8)~" aId(S(8))""
y simplificando Id(S())~! se tiene la igualdad buscada.
Es fécil comprobar que una composicién dada por la férmula (1.6) satisface los

axiomas de categoria por lo que probar que el grafo (1.5) es el grafo subyacente a
una categorfa reduce a probar que la férmula (1.6) define un funtor

o:Gy xg, 61 — G1.

Supongamos entonces dos pares (a, 3), (¢, 5’) de flechas componibles en G; xg, G1
(es decir, a, f:x = yy o, 3 :y — z tales que S(B) = T(a) y S(F') =T()) las
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flechas Id(T(o/))~'3 vy ald(T(a))~! estdn en ker(S) y ker(T), respectivamente,
por lo que conmutan entre si de manera que:
(ﬁoa)woa) (o' Id(T(a") ™' 3") (e 1d(T ()" 6)
o (Id(T(a') ™' ') (@ Id(T(a)™H)B
o/ (a Id(T(a)) ™) (Id(T(a")~'3")5
= d'ald(T(da)) " F'8 = (8'B) o (o' a),

por lo que la composicién dada por la férmula (1.6) conserva composiciones. El
comprobar que o conserva identidades es inmediato.

Reciprocamente, supongamos que el grafo (1.5) es el grafo subyacente a una
categoria, entonces la ley de Godement, que nos dice que (povy)(Boa) = (ufB)o(ya)
en el diagrama

S(o)

TN TN
x T(a) y Y
W W

T(a) T(8)S(8) "

donde v = a Id(T(a))~t y p = BId(S(B))~!, nos asegura que la composicién estd
determinada por la férmula (1.6).

Por otra parte, dada a € ker(S) y 5 € ker(T'), como S(a) = T(B) = idy
podemos calcular la composiciéon « o 3 que en este caso coincide con

aof = BId(id;) o = fa
ao B =ald(id,)"'8 = ap,

por lo que el conmutador [ker(S), ker(T)] es trivial.
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Ademas toda flecha o € Gy tiene una inversa para esta composicién que viene
dada por la flecha 3 = Id(T(a)) @~ ! Id(S(c)) pues dicha flecha verifica:

Ba = ald(T(a))"" (Id(T()) o™ 1d(S(a))) = Id(S(a)) ¥

afB = (Id(T(a)) ot 1d(S(a))) Id(T(Td(T(a))a 1d(S(a)))) '
= (Id(T(a)) a1 Id(S())) Id(S(a)) L a = Id(T(a)).
|
Para finalizar esta seccion notamos que la categoria de grupoides Gpd tiene
colimites. En particular tiene coigualadores. Estos se calculan de la siguiente
formas:

Sean Gy : A1 = O1y Go : Ag = Oq dos grupoides y F, F' : G — Gy dos
funtores entre ellos. El coigualador de 'y F’ es el grupoide

coeq(F,F')=G: A= 0

con O = coeq(Fy, F}) el coigualador en conjuntos y A es el conjunto cociente
del conjunto cuyos elementos son sucesiones (f1, fo, ..., fn) con f; € Ay tales que
[t(fi)] = [s(fi+1)] en O por la relacién de equivalencia generada por

(f17 "'7fi7fi+17 7fTL) ~ (f17 "'7fi—17 fi+1fi7 fi-‘r?: "'7f7l)7 si existe fi-‘rlfi?
(f17'-~7fia-[d7fi+1a"'afn) ~ (fla"'afn)v
(f17 "'7fi7Flg7 fi+17 ey fn) ~ (fh ) fzaF{gv fi+17 "'7fn)7 para g € Al-

Las aplicaciones dominio y codominio estan definidas por

slfv, o fal = [s(] vy S ful = [E(f)]

y se puede observar con facilidad que no depende del representante elegido.
Dados dos elementos componibles en A, con representantes

(frsenfa) vy (91, 9m)

tales que [t(gm)] = [s(f1)], la composicién se define mediante

[glv 7gTTL] [f17 ceey fn] = [917 <y Gm,y fla (XY} fn]

Hay un caso particular en el que la construccion de coigualadores es mas facil,
reflejamos esto en el siguiente lema:

Lema 1.1.6. Sean F, F' : G1 — Gg un par reflexivo de funtores que son la identidad
en objetos, sea N = ker(F) y sea 0 : N — Gy la restriccion de F' a N'. Entonces
im(9) es un subgrupoide normal de Gy y la proyeccion candnica Go — Go/im(0) es
el coigualador de F y F'.
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Demostracién: Comencemos primero viendo que en esta situacién im(d) es un
subgrupoide normal de Gy. Como F' y F’ son la identidad en objetos y obj(N) =
obj(G1) = obj(Gp) (ver pagina 9), obviamente obj(im(9)) = obj(Gp) y sblo tenemos
que probar que para cada flecha f : z — y en Gy y cada u € Ending(7), la flecha
fuf~te Endim9)(y). En efecto:

Si S : Gy — Gi eslaseccién comin a F'y F' y v € ker(F) tal que u = d(v) se
tiene:

fuf=™ =FS(HOW)F'S(f)~ = F(S(fHus(f)~) = aS(fvS(H™)
ya que S(f)vS(f)~! € ker(F).

Veamos ahora que la proyeccién candénica Gy — Go/im(9) es el coigualador
de F' 'y F'. Como los grupoides G; y Gp tienen el mismo conjunto de objetos y
los funtores F' y F’ son la identidad en objetos, el coigualador a nivel de objetos
coincide con el conjunto obj(Gyp), que es el conjunto de objetos del grupoide cociente
Go/im(0). Por otra parte, las flechas del grupoide cociente son clases de flechas
de Gy de forma que dos flechas f,g : * — y en Gy estdn relacionadas, f ~ g si y
s6lo si, existen u € Endiym(g)(7) y v € Endimg)(y) tal que u f = gv. Teniendo esto
en cuenta podemos deducir que la proyecciéon al cociente coiguala a los funtores
F y F’ también a nivel de flechas ya que dada una flecha o : x — y en G; como
Id, y SF(a)a~! son flechas de N = ker(F), podemos asegurar la existencia de las
flechas u = O(SF(a)a™t) y v = 9(Id,) en im(9), tales que

uF'(a) = 9(SF(a)a M F'(a) = F(a) = F(a)d(Id,) = F(a)v,

es decir, F'(a) ~ F(a) o lo que es igual las clases de las flechas F(«a) y F'(«) son
iguales.

Por tdltimo, veamos que la proyeccién al cociente tiene la propiedad universal
que hace que sea el coigualador de F'y F’. Esto ser4 equivalente (por la propiedad
universal del grupoide cociente) a probar que todo funtor H : Gy — H, tal que

HF = H F' lleva todas las flechas de im(9) en identidades de H. En efecto, si
u = 0(v) con v € Endyer(r)(z) se tiene:

H(u) = H(A(v)) = HF'(v) = HF (v) = H(Idy) = Idy s

1.2 Tripleabilidad

Repasaremos en esta seccion el concepto de triple y recordaremos el teorema de
tripleabilidad de Beck que usaremos en secciones posteriores.

Sea S una categoria. Un triple en S consiste en una terna

T = (T,n, 1)
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formada por un endofuntor T : § — S y dos transformaciones naturales, la unidad
n : Ids — T y la multiplicacion pu : TT = T? — T, satisfaciendo las leyes de
identidades y de asociatividad siguientes:

p(nT) = p(Tn) = Idr, (1.7)
o (uT) = pu (Th).

Un cotriple en S, G = (G, ¢, ), es un triple en S°.
Recordemos también, que todo par de funtores adjuntos

F:S__B:U, FAU

da lugar a un triple T = (UF,n,UeF) en S, y a un cotriple G = (FU, ¢, FnU) en
B,donde n:1Ids — UF y e: FU — Idg son la unidad y counidad de la adjuncién
F 4 U respectivamente.

Eilenberg y Moore por una parte y Kleisli por otra probaron, casi simultianea-
mente, la conjetura hecha por Hilton que sugeria que todo triple proviene de una
adjuncién. Dado un triple T = (T, 7, 1) en S, Eilenberg y Moore construyeron una
nueva categoria, la categoria de T-algebras ST. Una T-dlgebra es un par (X, &)
donde X es un objeto de S y £ : T(X) — X es una flecha en S satisfaciendo las
condiciones:

(a) Enx = Idx,
(b) €T(§) =& ux.

En tal caso al objeto X de S se le dice que esta dotado de estructura de T-dlgebra
mediante la aplicaciéon €. Si X e Y tienen estructura de T-dlgebras dadas por
Ex e &y respectivamente, entonces una flecha f: X — Y en S se dice que es un
morfismo de T-dlgebras si el siguiente diagrama conmuta:

T(x) —2L 1(v)
€Xl lgy
X——V

La categoria ST de T-dlgebras tiene a las T-algebras como objetos y a los morfis-
mos de T-algebras como flechas. A partir de esta categoria tenemos una situacién
de adjunciéon FT : S & ST : UT cuyo triple asociado es T, donde FT(X) =
(T(X), ux) para cada objeto X de Sy FT(f) = T(f) para cada flecha X Ly
en Sy donde UT(X,¢x) = X y UT(f) = f para cada T-dlgebra (X,{x) y cada
morfismo de T-dlgebras f: (X,{x) — (Y, &y).
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Recordemos ademas que la categoria ST es final entre todas las posibles adjun-
ciones cuyo triple asociado sea T. De esta forma, el par de funtores FT 4 UT es
universal en el sentido de que dado cualquier otro par adjunto F': S = B : U tal
que el triple inducido por esta situacion de adjuncion es también T, entonces existe
un tnico funtor ® : B — ST, llamado funtor de comparacion de Eilenberg-Moore,
tal que:

uvte=u y @F=r"

Entre todos los funtores U : B — S que tienen un adjunto izquierda vamos a
quedarnos con aquellos que tienen la propiedad de que la categoria de Eilenberg-
Moore para el correspondiente triple es esencialmente la misma que B. De forma
precisa, decimos que un funtor U : B — § es tripleable si tiene un adjunto por la
izquierda y el correspondiente funtor de comparacién de Eilenberg-Moore es una
equivalencia de categorias. Con frecuencia se dice que B es tripleable sobre S si se
sobrentiende el funtor de olvido U : B — S.

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que un
funtor sea tripleable (ver [5, Teorema 10]):

Teorema 1.2.1 (Teorema de Beck). Un funtor U : B — S es tripleable si y sélo
St

(i) U tiene un adjunto izquierda.
(i1) U refleja isomorfismos.

(i1i) B tiene coigualadores de pares reflexivos U -contrdctiles y U los conserva.

1.3 Objetos simpliciales

Denotaremos por A a la categoria simplicial, sus objetos son todos los ntimeros or-
dinales [n] = {0,1,...,n}, n > 0y sus morfismos f : [n] — [m] son las aplicaciones
(débilmente) mondtonas, es decir, todas las funciones f tales que si0<i<j<n
entonces f(i) < f(j).

En esta categoria destacamos los morfismos ¢; : [n| — [n+1] y 0; : [n] — [n—1],
definidos respectivamente por

) sij <1 ) sij <zt
M”_{j+1mjzi mm_{j—lﬁj>i

los cuales son exactamente los n + 1 morfismos inyectivos con dominio [n] y codo-
minio [n + 1] y los (n — 1) morfismos sobreyectivos con dominio [n] y codominio
[n — 1] respectivamente.
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Tales morfismos d; y o; generan la categoria A, en el sentido de que cualquier
otro morfismo en A se puede expresar como composicién finita de ellos [51].
Adems4s las aplicaciones anteriores satisfacen las siguientes identidades:

( 5]52 = 5@‘5]‘—1 1< jv
0j0; = 040541 1 < j,
51'0]'_1 1< g, (18)
O'jéi = Id 1=74,1=7+1,
(51'_10]' 1>74+1,

y la categoria A es universal respecto de estas relaciones.
La categoria de objetos simpliciales sobre una categoria base £ es la categoria
de funtores de A° en &,
Simpl(&) = 47,

Haremos un uso extensivo en esta memoria de las categorias SSet y SimplGpd
de objetos simpliciales sobre conjuntos (conjuntos simpliciales) y sobre grupoides,
respectivamente.

Dado un objeto simplicial X : A°? — £ escribiremos:

_ 4= X(6) : X — X1,
Xn — X([TL]) y { S; = X(UZ) : Xn e Xn+1'

Estos morfismos son llamados morfismos cara y degeneracion, respectivamente.
Los elementos de Yoneda del objeto X,, son llamados n-simplices de X. Un n-
simplice z € X, se dice degenerado si es de la forma s;(y), para algin y € X,,_1 y
0<7<n.

El hecho de que cualquier morfismo en A sea una composicién de §’s y o’s
nos prueba que el objeto simplicial X esta totalmente determinado por sus objetos
de n-simplices y sus morfismos cara y degeneracién. Estos iltimos tendran que
satisfacer las identidades simpliciales, deducidas de las identidades (1.8) anteriores:

didj = dj_ldi 1< g,

SiSj = Sj+1Si 1< 7,
Sj_ldi 1< g, (1'9)
deifl 1> 7+ 1.

Representaremos al objeto simplicial X € Simpl(£) como un diagrama:

Sn—1

/sn\ / S1

- 80 80 s s

LN AN LN

X: .- Xn+1 """""""" Xn 'Xn—l cee X2 X1 Xo.
do do do do
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Un morfismo simplicial f : X — Y es una transformacion natural y, por tanto,
es equivalente a dar una familia de morfismos

f={fn: X, — Y, n>0},
que conmutan con los operadores cara y degeneracion, esto es:

{ fndi = di fni1,

frnt18i = Sifn.

Dados dos morfismos simpliciales f,g : X — Y una homotopia h : f ~~ g, de
f a g, es una familia de morfismos {h} : X;, — Yj,41,0 < j < n} satisfaciendo las
identidades de homotopia :

( doh§ = fn,
d;h" = h"~ld;, | < 7,
L] R j—1" . ? J Sih;b—l — h?_i_lsia ZS]’
dihy =iy, >+, v g
dni1hy = gn,

En tal caso decimos que f es homotodpico a g.

Notemos que la relacién de homotopia, en general, no es una relacién de e-
quivalencia, aunque si lo sera en el caso de que el objeto simplicial Y satisfaga la
condicién de Kan (ver Seccién 1.3.1)[53]. Dados X,Y € Simpl(E), si llamamos
R a la menor relacién de equivalencia en Homgimpi(e)(X, Y) que contiene a la
relacién de homotopia (relacién de equivalencia generada por la relacién de ho-
motopia), denotaremos por [X,Y] o bien [X, Y]gimpi(s) al conjunto cociente de
Homgimpe) (X,Y) por la relacién de equivalencia R.

Dado un morfismo simplicial f : X — Y, un inverso homotdpico para f es
un morfismo g : Y — X tal que las composiciones fg y gf son homotdpicas a
las correspondientes identidades. Un morfismo simplicial f es una equivalencia
homotdpica si tiene un inverso homotopico.

Notemos también que la relacién de homotopia es compatible con la com-
posicién de morfismos simpliciales.

Para todo objeto simplicial X en &£ el par de morfismos (dy,d;) : X1 — Xo
admite un coigualador, que se denota my(X) y se llama el objeto de componentes
conexas de X. Notemos que esta construccion define un funtor

mo : Simpl(§) — &
que es adjunto izquierda del funtor diagonal

Diag : £ — Simpl(&),
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que asocia a cada objeto X en £ el objeto simplicial constante Diag(X) = K(X,0).
Este funtor diagonal tiene a su vez un adjunto derecha, el funtor

vert : Simpl(€) — &£

que lleva cada objeto simplicial X en el objeto de sus vértices, vert(X) = Xj.
Tenemos entonces un diagrama:

™0
Diag—— Simp](g) — ngp con o - Dlag - vert.

vert

&

1.3.1 Asfericidad y Condiciéon de Kan

Para cada n > 0, sea A,, la subcategoria plena de A con objetos los [m] tales que
m < n. La categoria de objetos simpliciales truncados a nivel n es la categoria de
funtores Simpl,, (£) = 247", La inclusién A,, — A induce un funtor

tr, : Simpl(£) — Simpl, (£),

al que llamaremos funtor truncacion a nivel n, y que consiste en olvidar de cada
objeto y cada morfismo simplicial la parte en dimensiones mayores que n.

Este funtor truncacion tiene adjuntos por la izquierda sk™ (si £ tiene colimites)
y por la derecha cosk™ llamados funtor n-esqueleto y funtor n-coesqueleto respec-
tivamente (ver [39]) . Estos se calculan mediante las construcciones de conticleos
y nucleos simpliciales respectivamente.

Sea X un objeto simplicial en £ y n un entero mayor que cero, el n-ésimo
nicleo simplicial de X es un objeto A, (X) en la categoria £ junto con morfismos

Pos -3 Pn ¢ An(X) n—1,
satisfaciendo:
dipj = dj—1pi, i <7,
y que es universal respecto a estas ecuaciones, esto es: Para cada familia de mor-

fismos qo,...,qn : T — X,—1 tales que d;q; = d;_1¢;, para ¢ < j, existe un tnico
morfismo g = (qo, ..., qn) : T — A, (X) tal que p;q = ¢,

= Xn—l

Dicho de otra forma, en términos de elementos de Yoneda, dar un elemento x
en A, (X) es equivalente a dar una (n + 1)-upla x = (zg,x1, ..., ) de elementos
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x; € Xp_1, tales que d;i(z;) = dj—1(x;), para i < j. Siendo p;(xo,...,Tn) = ;.
La existencia de los nicleos simpliciales esta garantizada por las propiedades de
exactitud impuestas a £.

Para cada 0 < j <n — 1, los morfismos s; : X,—1 — A,(X) definidos por:

sj(:c) = (S]‘_ldo(l'), ceny Sj_ldj_1($>, xT,T, dej+1($), cony den_l(w)),

para cualquier elemento x € X, _1, hacen de

Sn—1 Sn—2 S1
A Lsp— Y /7 s0-0\ so\\ S0
f" pnx U//dn_l\\ V%@\\ /dl\
AH(X) """"" p """"""" anl *)T> Xn—2 e XQ y Xl y X()
0 0 o o

un objeto simplicial truncado. El funtor
cosk™ : Simpl, (£) — Simpl(E)

se obtiene asociando a cada objeto simplicial truncado el objeto simplicial obtenido
por sucesivas iteraciones de ntcleos simpliciales a partir de dimension n + 1.

De forma anéloga se definen los contcleos simpliciales, que son universales para
las degeneraciones (y que existen siempre que en £ existan colimites), y el funtor
n-esqueleto sk™ : Simpl,, (£) — Simpl(E).

Consideraremos también los endofuntores Sk™ y Cosk™ obtenidos componiendo
sk™ y cosk™ con el funtor truncacién en dimensién n. Tenemos entonces un dia-
grama

Sk~
/ sk™
Simpl(€) tr,— Simpl,, (£) con sk™ A tr"™ 4 cosk™.
N cosk™
Coskn~’

De forma andaloga a la definiciéon de ntcleo simplicial se puede definir la i-ésima
cara abierta en dimension n, A’ (X), asociada a un objeto simplicial (truncado en
dimensién n — 1) X. Este serd un objeto en £ junto con morfismos

Po, -3 Pi—1,Pi+1y -+ Pn * A%(X) — Ap—1,

tales que djpy, = dp—1pj, para j < ky j,k # 1, y que es universal respecto a estas
ecuaciones, esto es: Para cada familia de morfismos qo, ..., ¢i—1, Git1; s Gn : T —
Xp—1 tales que djqr = di—1q;, para j < k'y j,k # i, existe un tnico morfismo
q= (qoa vy Gi—15 = 4i+1, 7qn) T — A;L%(X) tal que p;q = gy,
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En otras palabras, un elemento x € A% (X) consiste en una n-upla
Tr = (SUQ, vy Li—1y 5 Lif1y -y lln)7

con zp € X,y verificando d;(xy) = dy_1(z;) cuando j < k y k,j # i. Por
extensién, identificaremos las caras abiertas en dimensién 1, A{(X); 0 < i < 1,
con el objeto X de cero simplices.

Notemos que para cada objeto simplicial X se tiene un diagrama conmutativo

Xn
L

An(X) AL(X)

(1.11)

;,

donde los morfismos D,,, K y H! son los tinicos morfismos inducidos por dy, ..., d, :
Xn — Xp-1, doy oy dim1,dig1,oidp 2 Xyy — Xn1 Y Pos-- 3 Dic1, Pitds - -5 P
A, (X) — X,,, respectivamente, esto es:

Dn(x) = (do(x),...,dn(l')),
Ki(z) = (do(x),....,di—1(x), —, dir1(2), ..., dn()),

H%(:L'(), ,:L'n) = (:Eo, ceey Lj—1y — 9y Ljg1y eees :L‘n)

Un objeto simplicial X satisface la condicion de Kan (o simplemente es de
Kan) si, para cada n > 1y cada 0 < i < n, los morfismos K’ son epimorfismos
regulares.

Un objeto simplicial X se dice asferical si, para cada n > 1, el morfismo D,, es
un epimorfismo regular.

Un morfismo simplicial p : X — Y es una fibracion (de Kan) si la flecha
punteada al objeto pullback en el siguiente diagrama

Xn -

es un epimorfismo regular, para cadan > 1y 0 < i <n. Notemos que un objeto
simplicial X es de Kan si, y sélo si, el inico morfismo X — 1 es una fibracién de
Kan, donde 1 es el objeto simplicial terminal en Simpl(£).
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Para finalizar esta seccién vamos a hacer un analisis de los objetos simpliciales
X que tienen la propiedad
X = Cosk" 1(X),

es decir, objetos simpliciales que son nicleos simpliciales en dimensiones > n.
Dado X en las condiciones anteriores, debido a que X;,+1 = Apy1(X), m > n,
deducimos que cada (m + 1)-simplice € X,,+1 es una (m + 2)-upla

xr = ($0,...,$‘j,...,$m+1),

donde cada z; € X,,, = A, (X) y por tanto z; estd determinado por sus caras,
esto es,
Tj = (l’jo,l’jl, .. ,l’jm); Tj; = d,(a:j) S Xm—l-
Las identidades simpliciales
{ dl(a:]) = djfl(l‘i) si < 7,
di(zj) = dj(ziy1) sij <i,

se traducen ahora en las identidades

{ v =i sii<j, (1.12)

Tj = xiy1j sij <.
Representaremos entonces a un elemento x € X,,4+1, con m > n, por una matriz
de dimensién (m +2) x (m + 1)

200 01 02 .. Tom
10 11 12 .. T1im
20 21 22 e Tom
Tm0 Tml Tm?2 Tmm
Tm4+10| Tm+411 ‘ Tm+12 Tm+1m
con entradas en X,, 1 y satisfaciendo la identidad x;; = xj-1, j < @ que es

equivalente a las identidades (1.12). Esta propiedad se ha reflejado en la matriz
dibujando rectangulos, siendo iguales los elementos que estan en dos rectangulos
con el mismo niimero de elementos.

Por ejemplo, si tomamos m = n = 2 un elemento x € X3 estard representado
por una matriz

a b ¢

a d e
d| f

c e| f]

Asi, cada componente x; de = estd totalmente determinada por el resto de las
componentes x; de x, con i # j. Deducimos entonces:
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Lema 1.3.1. Si X es un objeto simplicial tal que X = Cosk™ 1(X), entonces
los morfismos candnicos van+1 X1 — Aﬁn_H(X) son isomorfismos, para todo
m>n ytodo0<j<m+1.

1.3.2 Nervios de categorias y grupoides

Recordamos en esta seccion la definicion del funtor nervio de categorias, asi como
algunas de sus propiedades. Comenzaremos introduciendo el nervio de una cate-
goria interna en conjuntos y veremos luego como este funtor se puede generalizar
a categorias internas en £.

Cada objeto [n] de A es un conjunto parcialmente ordenado y por tanto puede
considerarse como una categoria con objetos sus elementos y con una tnica flecha
1 — j sii < j. Se tiene asi un encaje canénico pleno

i: A — Cat.
Por otro lado, el “encaje de Yoneda”
y : Cat — Set®2t”"
asocia a cada categoria pequena C, el funtor representable definido por ella
y(C) : Cat®” — Set, D +— Homcat(D,C).

El funtor nervio se define como la composicién
Ner(—) : Cat — > getCat” — = SetA” = SSet, (1.13)

esto es, el nervio de una categoria pequena C es la restriccién del funtor y(C) a
AP,

Ner(C)
AP Set
N
Cat? .

Podemos describir facilmente los simplices de Ner(C):

e Un funtor [0] — C es precisamente un objeto de C, asi los 0-simplices de
Ner(C) son los objetos de C.

e La categorfa [1] tiene dos objetos y una unica flecha (aparte de las identi-
dades)

01,

asi un funtor [1] — C es precisamente una flecha de C y por tanto los 1-
simplices de Ner(C) son las flechas de C.
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e La categoria [2] puede representarse por el diagrama

I
fl Y
v’ BB e,

que esta totalmente determinado por el par de flechas componibles
f1 fa
rog — X1 — 9.

La cara 7 del 2-simplice anterior se obtiene borrando del diagrama el objeto
x; v todas las flechas que salgan o lleguen a él.

e En dimensién 3, un 3-simplice de Ner(C) serd un diagrama en C con la forma
del 1-esqueleto de un tetraedro conmutativo

T3

:7’/ A y

A
r1

en el que las flechas punteadas se obtienen por composicién. La cara i se
obtiene eliminando el objeto x; y todas las flechas que salgan o lleguen a él. Se
puede entonces identificar los 3-simplices de Ner(C) con ternas componibles,

f1 f2 f3
To — T1 — T2 — I3,

de flechas de C.

e Para n > 3 un n-simplice de Ner(C) es un diagrama en C, con la forma del
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1-esqueleto de un n-simplice

&g e > Tn

"7 A
xT; -
fz+li E
r.
Tit+1

SR 2N

Tjp2 — Ti+3
i+3

donde las flechas entre objetos con indices no consecutivos (dibujadas como
flechas punteadas en el diagrama) se obtienen por composicién. El operador
cara d; se obtiene eliminando del diagrama el objeto z; y todas las flechas
que lleguen o salgan de él y el operador degeneracion s; se obtiene anadiendo
la flecha identidad del correspondiente objeto x;. Es ficil comprobar que
dar un n-simplice de Ner(C) es equivalente a dar una sucesién de flechas
componibles en C,

fi fo fn
xo > X1 —> X2 — o > Ip—1 Tn,

y que, en términos de sucesiones de flechas componibles, los operadores cara
y degeneracién del Ner(C) estan dados por las férmulas:

f1 f2 In f2 In
do(ro == T1 == +++ =5 Ty) =T1 Ty — - Tpo1 T T,
f1 In f fir1fi In
di($0—>x1—>-..—>1‘n):x0—>x1..._>xi_1—>xi+1..._>xn’
0<t<n,
fl fn _ fl frn—1
d”(gjo_)‘rl_>“'—>$n)—$0—>171—’"'—>l'n,2 Tn_1,
f1 fn f1 i lds, fi+1 In
Si(l’oHx1—>-..—>g’)n):x0—>$1..._>:L'Z-_>aji_>..._>xn
0<1<n.

A partir de esta descripcion es facil observar que, para dimensiones n > 3, cada
n-simplice de Ner(C) estd univocamente determinado por sus caras, y concluir que:

Ner(C) = Cosk*(Ner(C)).

Este funtor nervio Ner : Cat — SSet tiene un adjunto izquierda ¢ : SSet —
Cat llamado categorizacion o realizacion categorica (ver [36]; pg. 33). De este
hecho se deduce que el funtor nervio conserva todos los limites.
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Notemos, que como la categoria Gpd de grupoides es una subcategoria reflexiva
de Cat, el funtor “nervio de un grupoide” Ner : Gpd — SSet también tiene un
adjunto izquierda, éste coincide con el funtor “grupoide fundamental” definido en
(1.19). Ya que si G es un grupoide y X es un conjunto simplicial, dar un funtor F' :
m1(X) — G es equivalente a dar un morfismo simplicial truncado trq (f) : try (X) —
tri(Ner(G)), con fo = Fo, fi(z) = Fi([z]) y tal que fido(y)fida2(y) = fidi(y),
para todo 3-simplice y de X, condicién que determina que este morfismo truncado
pueda extenderse a un morfismo simplicial f : X — Ner(G), de manera que la
componente n-ésima estd definida por

fal) = (fidy™ (@), frdy 2 do (@), ..., frdady 2 (@), f1dy " (2)) € Nery(G)

para cada n-simplice *x € X,. Por tanto, si restringimos nuestra atencién a
grupoides, tenemos un par adjunto,

m : SSet <= Gpd : Ner, m1 -1 Ner. (1.14)

Esta ultima descripcién del nervio de una categoria puede ser facilmente gene-
ralizada a categorias internas sobre £, de manera que podemos extender el concepto
anterior y obtener un funtor nervio:

Ner : Cat(€) — Simpl(€),

cuya descripcion es andloga a la dada para el nervio de una categoria (interna en
conjuntos). Esto es, dada una categoria C interna en &, el nervio de C, Ner(C) es
el objeto simplicial dado por Nerg(C) = O, Ner(C) = A, y en general, Ner,(C) =
A xp AXp... Xpo A es el objeto de sucesiones de n flechas componibles con
operadores cara y degeneracion dados como en el caso de categorias en conjuntos.

Es fécil de observar, a partir de la definiciéon del nervio de un grupoide, que el
objeto de componentes conexas de un grupoide G € Gpd(€) coincide con el objeto
de componentes conexas de su nervio, es decir, mo(G) = mo(Ner(G)).

En el caso de que cada flecha de C tenga un inverso; es decir, en el caso de
que la categoria C sea un grupoide, es facil de comprobar que cada n-simplice de
Ner(C), n > 2, estéd totalmente determinado por n cualquiera de sus (n + 1)-caras.
El reciproco de este resultado también es cierto, como nos lo muestra la siguiente
proposiciéon:

Proposicion 1.3.2. Un objeto simplicial X es el nervio de un grupoide si y so-
lamente si las proyecciones candnicas K: : X, — A% (X) son isomorfismos para
todon > 2 y todo 0 <i<n.

Demostracién: Como hemos dicho anteriormente, es claro que los nervios de
grupoides tienen la propiedad enunciada en la proposicién. Reciprocamente, dado
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un objeto simplicial X de forma que las proyecciones K! son isomorfismos, para
n > 2y todo 0 < i < n. Consideramos el diagrama conmutativo

Xo (1.15)

As(X)

2

en el que K3 es un isomorfismo. Deducimos entonces que D es un monomorfismo,
por tanto, podemos identificar los elementos de X5 como elementos en la imagen
de Ds. Asi, un elemento z € X5 serd identificado con la terna z = (xg,x1,22) €
Ay(X), con x; = di(x). Ademas, por ser cada Ki, 0 < i < 2 isomorfismos, cada
uno de los z; estan determinados univocamente por los dos restantes. En particular
x1 estd determinado por xg,z2. Denotaremos por z1 = c(x2, xo) = To 2.

De esta forma tenemos definido un morfismo “composicion”

(B3~ d
c=di(K}) ™ X1 xx, X1 2 AYX) == Xy —=X1; (f,9) —gf (116)

donde el isomorfismo X7 x x, X1 = A}(X) estd dado por (y,x) — (z,—, 7).
Esto es, dado un par componible (f,g), la composicién de (f,g) es h, i.e.
g f =h,siy sélo sf existe un 2-sfmplice z = (K3)"!(g, —, f) € X» tal que:

dO(Z) =9, dl(Z) = h7 dQ(Z) = f
Entonces, la 1-truncacién de X,

so=1id

Yoo\

Xl —_— XO
do=t

junto con este morfismo composicién ¢ (1.16) tiene estructura de grupoide, en
efecto:

1. La identidades simpliciales nos aseguran que para todo z € X; se tiene:
sid(z) = x = tid(x).
2. Para cada par componible (f,g) € X; x x, X1 se tiene que (g, gf, f) € Aa(X)

y por tanto:
s(gf)=di(gf)=di(f)
t(g f) = do(g f) = do(g)

S~

s(f),
t(9)-



1.3 Objetos simpliciales 29

3. El hecho de que las proyecciones K! son isomorfismos paran > 2y 0 < i < n,
implica que X = Cosk?(X), ya que para m > 3 dar un elemento de X, serd
equivalente a dar un elemento de A! (X) que no serd mas que una matriz
en la que no aparece la fila i; ahora bien, por ser K! isomorfismos para
0 <4 < nlafila que no aparece en dicha matriz estd determinada de forma
Unica por las restantes y debe estar en X,,,_1.

De esta forma un elemento de X3 es una matriz cuyas filas estdan en Xo, de

la forma
To T1 X2
To X3 T4
Ty X3 Ts

T2 T4 Ts

Asi, cada terna de elementos (f,g,h) en X; componibles (s(g) = t(f) v
s(h) =t(g)), determina 4 elementos de X2 que, a su vez, generan un elemento
en X3 representado por la matriz

I 9f g
| f u gh
“Tlgr v ok

g gh h

y teniendo en cuenta que dyds = dyd; se tiene:

h(gf) =v = di(gf,v,h) = didz(a) = drd1(a) = di(f,u,gh) = u = (gh)f.

4. Dado f € Xu, so(f) = (f, f,s0di(f)) y s1(f) = (sodo(f), f, f) € A2(X). De
hecho f sody(f) = f v sodo(f) f = f, es decir,

fldyypy = fid(s(f)=f vy  Idyy f=14dt(f) f=T[

5. Ademds, para cada elemento f € X1, podemos encontrar f~! usando que el
elemento (f, sodo(f), —) € A3(X), es decir, existe un inverso respecto de esta
operacion.

Denotemos X al grupoide descrito anteriormente. Tenemos entonces que:

Ner;(X) = X; parai=0,1,
Neray(X) = X7 xx, X1 & AI(X) = X,

e inductivamente, para n > 2,

Ner, (X) = Ay (tr,_1(Ner(X)) = Ay (tr,_1 (X)) =2 AL (X) 2 X,
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es decir, el nervio del grupoide X,

Sn—1 S2 S1
80— /s\ s\ s
AN N N
CAX) T2 A (X)) As(X) T2 AAX) == X4 Xo,
PO do pri do
“coincide” con el conjunto simplicial de partida X. |

1.3.3 Objetos simpliciales aumentados y el funtor Dec

Si ahora anadimos a la categoria A un objeto inicial (el conjunto vacio) y las
correspondientes aplicaciones, y llamamos A, a la categoria resultante, un fun-
tor Xt : A% — & es llamado un objeto simplicial aumentado. Este estard de-
terminado por el objeto X_; = X1 ((), un objeto simplicial X y un morfismo
do : Xo — X_1, la aumentacion, tal que dody = dod;. Un morfismo de objetos
simpliciales aumentados f* : XT — YT es un morfismo de objetos simpliciales
f : X — Y junto con un morfismo entre las aumentaciones f_; : X_1 — Y_q,
haciendo conmutar el correspondiente diagrama. Tales morfismos seran represen-
tados como diagramas conmutativos

Sn—1
80— s
% 2\\ /d?\ do
Xt: o Xy X o X T T Xo— > X
d() dO
f+l fni lfn—1 fli lfo lf—l
dn dl
Y+ --- Yn—d>Yn*1 Y : Yy do Y 1
Nt/ o
Sn—1

La categoria de objetos simpliciales aumentados en £ es, pues, la categoria de
funtores

AuSimpl(€) = €247,

Notemos que, para cada objeto X € &, la categoria de objetos simpliciales
internos en la categoria coma £/X puede ser identificada con la coma categoria
Simpl(£)/K(X,0), donde K(X,0) es el objeto simplicial constante determinado
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por X. Por otra parte, esta categoria puede ser considerada como la subcategoria
de la categoria AuSimpl(&) de los objetos simpliciales aumentados por X siendo
los morfismos, aquellos que son la identidad en la aumentacion.

La inclusién 2 : A — A™ induce un funtor

" : AuSimpl(€) — Simpl(E)

que consiste simplemente en olvidar la aumentaciéon. Este funtor tiene un adjunto
izquierda que asocia a cada objeto simplicial X el objeto simplicial aumentado por
el objeto my(X), es decir, X — mp(X), donde la aumentacién Xy — mp(X) es el
coigualador del par de morfismos (dg, d;) : X1 — Xp.

Un objeto simplicial aumentado X se dice que es escindido o contrdctil si
podemos encontrar una degeneracién extra en cada dimension, esto es, si existe
una familia de morfismos

{sn+1: Xn — Xnt1; n >0},

verificando las identidades simpliciales. Notemos que dar una degeneracién extra,
como la anterior, es equivalente a dar una contraccién homotépica del morfismo
simplicial d : X — Diag(X_1), inducido por la aumentacién, es decir, una apli-
cacién simplicial s : Diag(X_;) — X tal que ds y sd son homotdpicas a las
correspondientes aplicaciones simpliciales identidad. Por este motivo, a la fa-
milia de morfismos {s,1}, como la anterior, se le llama usualmente contraccion
homotopica. Denotaremos por CoherAuSimpl(£) a la categoria cuyos objetos
son objetos simpliciales aumentados y escindidos con una contraccién fija y cuyos
morfismos son morfismos de complejos simpliciales aumentados que respetan las
contracciones, ver [30].
Haremos también uso del funtor “decalage” de Illusie [48],

Dec™ : Simpl(€) — CoherAuSimpl (&),

que se obtiene olvidando el ultimo operador cara en cada dimensiéon y reenu-
merando las dimensiones, es decir, este funtor asocia a un objeto simplicial X el
objeto simplicial aumentado sobre los cero simplices de X, cuyos n simplices son
los (n + 1)-simplices de X y cuyos operadores cara y degeneracion son los de X,
olvidando el iltimo operador en cada dimension:

Sn

N

S1

Sn—1 S0
[\ AN\ TN
Dec™(X) ¢ -+ Koo SoE X, e XX, Xy

d() dO

Este funtor tiene un adjunto izquierda, que denotaremos también +*, que con-
siste en olvidar la aumentacién y la degeneracién extra, ver [30]. Denotaremos
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Dec(X) al objeto simplicial obtenido al olvidar la aumentacién de Dec™ (X), esto
es:

Dec(X) = 1* Dect(X).
La counidad de la adjuncién 2* 4 Dec™, Dec(X) — X est4 dada en cada dimensién

por el tltimo operador cara. Notemos que el funtor Dec™ es tripleable con cotriple
asociado, dado por el funtor Dec.

1.3.4 Objetos simpliciales dobles. Los funtores W y TDec

Tomaremos ahora como categoria base la categoria Simpl(€) de objetos sim-
pliciales y pasaremos a considerar la categorfa SSimpl(£) = Simpl(£)2” =
(EA)A™ de objetos simpliciales sobre Simpl(€). El isomorfismo de categorias

(EAT)AT o gAPXAP

nos permitird identificar un objeto X € SSimpl(€) con un objeto simplicial doble,
esto es, veremos X como un funtor

X AP X A% — & ([pl, lg]) = X([p], la]) = Xpq-

Asociaremos la componente p con la direccién vertical y la componente g con
la horizontal y denotaremos

X(idp, 5i) = di : Xpq — Xpg—1,
X(9;,1dq) = dlh 1 Xpg — Xp—1.0,

X(idy, 04) = s

i Xpg = Xpgt1,

X(oy,idy) = st

it Xpg = Xprig

a los correspondientes operadores cara y degeneracién. Por ello representaremos
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X mediante un diagrama

n—1
PETRN i
W dh N\ PEETIRN
X Xp=—=zX,q - Xi X5
dh dh
0 0

P
Xl,n [— XO,n

e

N AN sl
X7 Xn1 T Xn_11 X1 —Z Xon
g | |dv ) sy

N N e
XO T Xn,O - Xn—l,(] A XLO > X070.

Por otra parte, los funtores diagonal y suma ordinal, [19]

A-PoAaxaFrA

)

donde el funtor suma ordinal sobre objetos viene dado por +..([pl, [¢]) = [p+q+1]
y

+or(idpv(5i):5i:[p+Q+1]_>[p+Q+2]v OSZSQ+1>
For(0iyidg) = 0qrit1: [p+a+1] —[p+q+2], 0<i<p+]1,
+or(tdp,0i) =0; : [p+q+ 1 — [p+4], 0<i<q-—1,
tor(04,idg) = oqyiv1 : [P+ q+1] = [p+4q], 0<i<p-—-1,
inducen funtores
Simpl(&) =" §Simpl(€) —2¢ =" Simpl(€). (1.17)

El funtor total dec, TDec toma el aspecto, para cada objeto simplicial X, de la
resolucién del cotriple Dec : Simpl(€) — Simpl(€) en X (ver Seccién 4.2), esto
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es,
h
s; 88
7 I N N
TDec(X): -+ Dec?(X) == Dec?(X) Dec(X)
dh dh
: : . :
e e di T~
X5 X4 X3
ds
do [d1] d do [d1| d9 59 1
52
X4 X3 X2
d2
do d1] so do d1) so
51
o YV dy
X3 X2 Xl.
dy

Haremos uso especialmente del funtor TDec y de su adjunto por la izquierda
el funtor diagonal de Artin-Mazur [1],

W : SSimpl(£) — Simpl(&), (1.18)

que asocia a cada objeto simplicial doble X, el objeto simplicial W (X) definido
cémo sigue:

Cada objeto W (X),, viene dado por el subobjeto del producto []
elementos

W(X) = {(20, 21, s ) 3 @5 € Xi—s, di(i) = dffy(wi1), 0 < i <m— 1},

ptg=n Xp 4 con

Los operadores cara y degeneracién

Sj - d; -

W(X)pp1 <— W(X)y —= W(X)p1
estan dados por:

di(wo, 1, ..., xn) = (dY (z0), dV_1 (@1), ..., dY (wi1), P (ig1), AP (ig2), -.r d (@),

5j(x0, 21, ...y ) = (s;?(xo), s?_l(ajl), o 85(xj), sy(xj), s?(a:jﬂ), - s?(mn))

Esto es, la i-ésima cara actda sobre la (n + 1)-upla (zo, 21, ..., z,) aplicando df_,
a la k-ésima componente con k < i, d? a la k-ésima componente con k > i
y olvidando la i-ésima componente. De forma similar, la j-ésima degeneracién
repite la j-ésima componente, aplica s;?_ i sobre la k-ésima componente con k < j
y s? sobre la k-ésima componente con k > j.
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1.3.5 La categoria de conjuntos simpliciales. Grupos de homo-
topia. Los funtores realizacion geométrica y complejo sin-
gular

En esta seccion tomaremos como categoria base £ la categoria Set de conjuntos.
Los objetos simpliciales sobre & = Set son llamados conjuntos simpliciales y de-
notaremos por SSet a la categorfa de conjuntos simpliciales, i.e. SSet = Set®”.
Haremos aqui un rapido repaso de algunas definiciones y resultados en la categoria
SSet, para mas detalles ver [26, 53].

Comenzamos por recordar la definicién de grupos de homotopia de un conjunto
simplicial de Kan. Sea X un conjunto simplicial. Dos n-simplices x,z’ € X,, son

homotépicos, x ~ x', si:
o dix =d;x’, 0<i<n,

e existe un (n + 1)-simplice y € X, 11 tal que

dn(y) =
dnt1(y) = o,
di(y) = spodi(z), 0<i<n-—1

El elemento y se dice que es una homotopia de x a z'.
Si el conjunto simplicial X satisface la condicién de Kan entonces la relacion
de homotopia en el conjunto de n-simplices de X es una relacién de equivalencia.
Se define el grupoide fundamental de X, m1(X), como el grupoide que tiene
como objetos el conjunto de 0-simplices Xy y como objeto de flechas el conjunto
de las clases de homotopia de 1-simplices, o arcos, de X, que denotamos por [X1],

graficamente
id
PN

m(X) = [Xi] /= Xo (1.19)

donde, denotando por [z] a la clase de equivalencia en [X;] de un arco z € X; y
g € Xo,
s([z]) = di(x), t([z]) = do(), id(zo) = [s0(z0)]-

La composicién de dos flechas [z] : ©p — =1 e [y] : ©1 — x2 componibles
en 71(X) vendrd dada por [y][x] = [di1(z)] donde z es un elemento de Xy tal
que do(z) = y y da2(2) = z, cuya existencia queda asegurada, ya que por ser X
un conjunto simplicial de Kan, la aplicacién K3 : Xo — A3(X) es sobreyectiva,
y por tanto, dado (y, —,x) € AL(X), existe z € Xy verificando lo anterior. Esta
construccién es funtorial y aplica equivalencias homotoépicas simpliciales f : X — Y
en equivalencias 7 (f) : m1(X) — m1(Y) entre los correspondientes grupoides de
homotopia.
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Por otra parte, dado X un conjunto simplicial de Kan y xg € Xy. El n-ésimo
grupo de homotopia de X en ¢ m,(X,xg), n > 1, se define como

Wn(Xv .730) = Yn/ ~

donde X,, denota al conjunto de n-simplices z € X,, tal que d;(x) = s,_2...50(z0)
y ~ es la relacién de homotopia restringida a los elementos de X,. Notemos
que el primer grupo de homotopia de un conjunto simplicial X en zg, m (X, zo),
coincide con el grupo de endomorfismos End (x)(7o) del grupoide fundamental
7m1(X) en el objeto xg. Denotamos por [z] a la clase de homotopia del n-simplice
x € X,. Dados [z],[y] € m.(X,x0), se tiene que la (n + 1)-upla de n-sfmplices
(Sn—1---50(20), -+, Sn—1---50(Z0), ¢, — y) € A} 1(X) y como X es un conjunto sim-
plicial de Kan, la aplicacién K\ | : X1 1 — A} (X) es sobreyectiva, luego existe
z € Xp+1, tal que

Sp—1-.-50(x0) 0<i<n-—2,
di(z) =4 = i=n-—1,
Y i=n+1.

De esta forma podemos definir una operacién en 7, (X, z9) para n > 1,

que hace que el conjunto m,(X, zg) tenga estructura de grupo para n > 1, siendo
ademds un grupo abeliano para n > 2 (ver [53]). Ademas, la asignacién zy —
(X, o) es funtorial desde el grupoide fundamental m1(X), teniéndose asi los
funtores grupos de homotopia

mn(X) : m1(X) = Gp; 9 — (X, z9).

Por 1ltimo, nétese que my(X) el conjunto de componentes coneras de X, coin-
cide con el conjunto de clases de homotopia de vértices de X. Diremos que X es
conezxo si mp(X) es terminal (es decir, tiene un solo elemento).

La definiciéon de grupos de homotopia se puede también expresar en términos
de homotopias de aplicaciones. Para n > 0, el n-simplice estandar (simplicial)
A|[n] es el conjunto simplicial representado por [n], esto es,

Aln] = Homa(—,[n]) : A? — Set

que tienen por tanto como conjunto de m-simplices A[n],, = Homa([m],[n]) al
conjunto de aplicaciones de [m] en [n] en la categoria A°. Se puede entonces
identificar un m-simplice de A[n] con una (m + 1)-upla de enteros (ag, ai, ..., am ),
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tales que 0 < ag < ... < ayy, < n, siendo los operadores cara y degeneracién las
aplicaciones definidas por

di(ag, ...,am) = (a0, ., Gi—1,Qig1, ..., Am),

Si(ao, ceey (lm) = (ao, ceey gy Ay Aj4-1, ...,am).

El Lema de Yoneda nos asegura que para cualquier conjunto simplicial X las
aplicaciones simpliciales A[n] — X estdn en correspondencia biyectiva con los
n-simplices de X, es decir, existe una biyecciéon natural

Homgget (A[n], X) =2 X,,.

De forma que a cada = € X, le corresponde la unica aplicacién simplicial T :
A[n] — X tal que Zp(1,)) = z, donde 1, es la aplicacién identidad en [n] que se
identifica con la (n 4 1)-upla (0,1, ...,n). Si llamamos dA[n] al menor subobjeto
de A[n] que contiene las caras d;j(1f,)), 0 < j < n, dos elementos x,y € X,, son
homotodpicos si y sélo si, existe una homotopia entre los morfismos T e 7 relativa a
0A[n]. Esto nos permite identificar, para cada vértice z¢ € Xy, el grupo (X, o)
con el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales de A[n] en X
que aplican OA[n] en xg.

Si T : A[n] — X es el representante de un elemento [x] € 7,(X,z¢) y w :
A[l] — X es el representante de una flecha en Hom,, (x)(xo, Yo), entonces w,T es
el representante de un elemento del grupo m,(X,y0). Ademds, la correspondencia
[x] +— [ws«T] es un morfismo de grupos que es funtorial en [w], y por tanto, para
n > 2 la asignacién zg — m,(X,xg), determina un funtor de 7;(X) en Ab. Es
decir, para cada n > 2, tenemos un funtor

7 (X) : m(X) — Ab,
en otras palabras, m,(X) es un 1 (X)-médulo (ver [41]).

Notamos ahora que el caracter cartesiano cerrado de la categoria de conjuntos
se traslada a la categoria de conjuntos simpliciales. Dados X,Y € SSet el objeto
exponencial YX se construye de la siguiente forma:

(i) (YX), = Homgset(X x A[n],Y), es decir, los n-simplices son aplicaciones
simpliciales f : X x A[n] =Y,

(ii) Los operadores cara y degeneracion (YX),41 <= (YX), %, (YX),,_1 vienen
dados por d;(f) = f(Idx x d;) y s;(f) = f(Idx X s;).

Para finalizar esta seccién vamos a relacionar la categoria de conjuntos simpli-
ciales con la categoria de espacios. Denotaremos por Top a la categoria de espacios
topoldgicos.
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Las categorias SSet y Top estan relacionadas mediante los funtores complejo
singular total Sy su adjunto por la izquierda el funtor realizacion geométrica | |,

|| : SSet Top: S, || S. (1.20)

Recordemos como estan definidos estos funtores. El n-simplice estandar topoldgico
es el subespacio

An = {(t07t17 ,tn) /O S tl S 17 Ztl — 1} C RTLJrl.
=0

Se tienen aplicaciones continuas (caras y degeneraciones geométricas)

o 8 1
An-i-l —— A" <~— A" ,

definidas por

5¢(t0,t1,...,tn_1) = (to,...,ti_l,o,ti,...,tn_l),
gi(to,t1, .oy tngr1) = (o, tict,ti +tig1, .oy bng).

Dado X € Top, un n-simplice singular de X es una aplicaciéon continua f :
A" — X. El complejo singular total de X [53] es el conjunto simplicial S(X),
cuyo conjunto de n-simplices es el conjunto de n-simplices singulares de X y cuyos
operadores cara y degeneracion estan dados por:

(dif)(to,tl, ---,tn—l) = f(si(to,tl, ...,tn_l) = f(to, e tiz1,0, 1, ...,tn_l),
(sif)(tost1, ooy tng1) = foi(to, ti, .., tnsr) = f(to, s tiz1, ti + tiv1, oo tng1),

para cada f: A" — X € S,(X). Esta construccion es funtorial, de forma que se
tiene un funtor:

S : Top — SSet; X — S(X).

Por otra parte, dado un conjunto simplicial X, viendo cada conjunto de n-
simplices como un espacio con la topologia discreta y considerando en la unién
disjunta

X = J(Xnx A,

n>0

la relacién de equivalencia ~ definida por:
(ditn, un—1) = (Tn,diun—1) Yy  (8i%n,Unt1) ® (Tn, Oillng1),
con x, € Xp, Up_1 € A1 YV Upt1 € AL el espacio cociente

X| =X/~
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es la realizacion geométrica de Milnor de X [53]. Esta construccién es también
funtorial, de manera que se tiene un funtor

|| : SSet — Top; X — |X].

Noétese que para cada conjunto simplicial X, su realizacién geométrica |X| es un
CW-complejo, y en particular, un espacio Hausdorff compactamente generado en-
tre los cuales estan los CW-complejos (ver [41], [65]). De hecho, el funtor rea-
lizacién geométrica toma valores en la categoria CGHaus de todos los espacios
Hausdorff compactamente generados. En lo que sigue interpretamos este funtor
como un funtor de SSet en esta nueva categoria CGHaus ya que no perdemos
informacién homotépica, y sin embargo, conseguimos que conserve limites finitos
(ver [36]), propiedad que no es cierta al considerar la realizaciéon geométrica como
un funtor sobre la categoria Top de todos los espacios topoldgicos.
Destacaremos las siguientes propiedades de estos funtores:

e La realizacién geométrica conserva productos.

e La realizaciéon geométrica conserva homotopias, esto es: si f y g son dos
aplicaciones simpliciales homotépicas, entonces |f| y |g| son dos aplicaciones
continuas homotdpicas.

e Si K es un conjunto simplicial, |K| es un CW-complejo, que tiene una n-
celda por cada n-simplice no degenerado de K. Como ningtn 0-simplice es
degenerado, por cada 0-simplice tenemos un punto en |K].

e Si f: X — Y es una fibracién, entonces |f| : |X| — |[Y]| también lo es.
Ademés la realizacién geométrica conserva fibras (ver [9], pagina 240).

e S(X) es un conjunto simplicial de Kan.
o m;(S(X),x0) = mi(X,xp)-
e S5i K es de Kan, m;(K, zo) = m(|K]|, z0).

e Para cada espacio X la componente de la unidad de la adjuncién | | 4 S en
X, X — |SX| es una equivalencia homotdpica débil (ver [9], pagina 237),
esto es, induce isomorfismos en los grupos de homotopfa.

e Para cada conjunto simplicial X la componente de la counidad de la ad-
juncién | | 4.5 en X, S|X| — X es una equivalencia homotdpica débil (ver
[9], pagina 237).

e Los funtores realizacién geométrica y complejo singular inducen una equiva-
lencia entre las correspondientes teorias de homotopia.
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Lo anterior nos sugiere la definicién de los grupos de homotopia de un conjunto
simplicial X que no sea de Kan, como los grupos de homotopia de su realizacion
geométrica, es decir, para cada 0-simplice x¢ definimos

mi(X, z9) = m(SX], z0),

estando bien definido debido a que S|X| es un conjunto simplicial de Kan.
A partir de la adjuncién (1.20) se dota a la categoria SSet de conjuntos sim-
pliciales de una estructura de categoria de modelos de Quillen con:

e fibraciones, las fibraciones de Kan,

e cquivalencias débiles, los morfismos f : X — Y tales que 71(f) es una e-
quivalencia de categorias y m,(f) son isomorfismos naturales para n > 1,

y

e cofibraciones, las aplicaciones simpliciales inyectivas.

1.4 Hipergrupoides

1.4.1 1-Hipergrupoides

Daremos en esta seccion una definicién alternativa de grupoide, que sera facil de
generalizar para obtener el concepto de n-hipergrupoide.
Recordemos de nuevo que estamos trabajando internamente en una categoria

£.

Definicion 1.4.1. Un 1-hipergrupoide G consta de un objeto simplicial truncado

a nivel uno
s0

L

do

Junto con una operacion corchete (morfismo en &)
[] : A%(g) - Gl ;(anfla _) = [an fl]
satisfaciendo los siguientes axiomas:

(H1) Para todo (fo, f1,—) € A3(G), la terna (fo, f1, [fo, f1]) € Aa(G), es decir,
do([fo. f1]) = di(fo) v di([fo. f1]) = di(f1).

(H2) Identidades;
[f, 1= s0di(f) y  [sodo(f), [l =T,

para todo f € G.
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(H3) Asociatividad;
Para todos los elementos f,g,h € X1 tales que do(f) = do(g) = do(h) se
tiene

[l 9], [f, W) = g, R

(H4) Existencia de inversos;
Dado un elemento (—, f1, f2) € AS(G), existe un tnico elemento g € Gy tal
que [g, f1] = f2 y dado (fo,—, f2) € AY(G), existe un inico elemento h € Gy
tal que [fo, h] = fo.

Denotaremos por Hiper; (€) a la categoria de 1-hipergrupoides internos en &,
donde un morfismo de 1-hipergrupoides es un morfismo simplicial truncado que
respeta la operacién corchete. En el caso de ser £ = Set escribiremos simple-
mente Hiper;. Dado un 1-hipergrupoide G, el axioma (i) nos permite definir una
inclusion

71 A3(G) = DG, (fo, fr,—) — (fo, f1, Lfo, f1]).
Por otra parte, la condicién de identidades, axioma (ii), nos aseguran que las
degeneraciones canénicas s; : G — Ay(G), 0 < i < 1, factorizan por j. Estas
observaciones nos permiten definir el nervio de un 1-hipergrupoide G como el objeto
simplicial Ner(G) que tienen la misma 1-truncacién que G, esto es,

Ner;i(G) = G, 0<i <1,

que en dimensién 2 tiene la imagen del morfismo j (con operadores cara las proyec-
ciones y las degeneraciones las mismas que las del nticleo simplicial) y que en
dimensiones mayores tiene ntcleos simpliciales, esto es,

Ner(G) = Cosk?(Ner(G)).

Si representamos los 1-simplices de Ner(G) como flechas, los 2-simplices de
Ner(G) pueden ser representados por diagramas

1
Lo.f1] 7 w{
l’o# o

cuya cara i se obtiene, al igual que para el nervio de una categoria, eliminando el
objeto x; y todas las flechas que lleguen o salgan de él.
Un 3-simplice de Ner(G), se representard entonces por un diagrama

€3
2
1
[ 570 JREIEETIETERRRLORY EEPLSETPPIEES > T2
i 7
N

xy
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en el que las flechas punteadas se obtienen utilizando la operacién corchete. La
cara i se obtiene eliminando el objeto x; y todas las flechas que salgan o lleguen a
él. Se puede entonces identificar un 3-simplice de Ner(G) con una terna de flechas
con el mismo final,

€3
N
Zo fi 2
I .

Para n > 4, un n-simplice de Ner(G) puede representarse por un diagrama

‘Y

Tp—1

fnfl

Trg —— Tp

en el que las flechas punteadas se obtienen a partir de las de trazo continuo uti-
lizando la operacién corchete. De nuevo la cara ¢ de un n-simplice se obtiene
eliminando el objeto x; y todas las flechas que salgan o lleguen a él. Es claro
entonces que dar un n-simplice de Ner(G) es equivalente a dar una sucesién de
flechas (fo, f1,..., fn—1) con el mismo final

fnfl
rg —— Tp

xi////;;fjfl 1rn—1
fn—k—l fn—l—l :

Zj

Tp T

y que, en términos de estas familias, los operadores cara y degeneracién estan
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dados por las férmulas:

di(fo, f1,- s fam1) = (fo,- oy fami=2 famis- -5 fa1), 0<i<n-—1,
dn(fo, f1,-- -5 fu1) = ([fo, f1l, [fo, fal, - -+ [fo, fa—1]),

87,'(f0> f17 sy fnfl) = (f07 cee fnfifla fnfifla fnfi sy fnfl)-
(1.21)
De forma analoga a la Proposicién 1.3.2 tenemos

Proposicion 1.4.2. Un objeto simplicial X es el nervio de un 1-hipergrupoide si
y solamente si, las proyecciones candnicas K, : X, — AL (X) son isomorfismos
para todo n > 2 y todo 0 < i < n.

Demostracién: Supongamos primero que X = Ner(G) es el nervio de un 1-hiper-
grupoide. De las férmulas (1.21) para las caras de Ner(G) es inmediato deducir
que cualquier n-simplice de X, para n > 2, estd totalmente determinado por n de
sus (n+ 1) caras y ésto es claramente equivalente a que los morfismos K! : X,, —
A% (X), n > 2y 0<i<n sean isomorfismos.

La demostracion del reciproco es analoga a la demostracién de la Proposicién
1.3.2. En efecto: Sea X objeto simplicial tal que K son isomorfismos para todo
n > 2y cada 0 <i < n. En particular, el morfismo canénico K2 : Xo — A2(X) es
un isomorfismo y cémo antes, todo elemento x € X5 puede identificarse con una
terna = (xg,x1,x2) € Ay(X) con x; = d;(x) con cada uno de los x; determinados
univocamente por los restantes. En particular, xo estd determinado por zg, x1,
escribiremos z9 = [z9, z1]. De esta forma tenemos definido un morfismo:

(K3)~" d
[]=da(K3)™ " : A3(X) 2> Xg —> X7 . (1.22)

Entonces, la 1-truncacién de X,

S0

/u

Xl e XO
do

junto con la aplicacién [ ] en (1.22) determinan un 1-hipergrupoide que escribiremos
por X. Veamos que en efecto se satisfacen los axiomas:

(i) Dado (xg,z1,—) € A2(X) por ser K2 un isomorfismo, podemos asegurar la
existencia de un tinico elemento z € X» tal que K3(x) = (w9, 21, —), 0 lo que
es igual, tal que xg = dop(z) y x1 = di(z), luego se tiene:

di([zo, 1)) = di(d2(K3) ™ (w0, 21, —)) = didi(K3) " (2o, 11, —) = da (),

para todo 0 <17 <1,
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(ii) Dado = € X, el elemento (sodo(x),x,—) € A3(X), y por ser K2 un isomor-
fismo, podemos asegurar la existencia de un elemento y = si(z) € Xy tal
que K2(y) = (sodo(z),z, —), luego se tiene

[sodo(x), z] = do(K2) L (sodo(x), x, —) = dasi(z) = .

Por otra parte, dado © € X7, el elemento (z,7,—) € A3(X), por lo que
podemos asegurar que existe y = so(r) € X» tal que K3(y) = (v,z,—) v,
por tanto,

[z, 2] = do(K2) " (2,2, —) = doso(x) = sody (2).

(iii) Como para n > 2, las proyecciones K/ son isomorfismos, se tiene que X,, =
A, (X) para n > 2 como ocurria en la demostracién de la Proposicién 1.3.2.
Dados z,y,z € X; tal que do(z) = do(y) = do(z) tenemos un elemento en
X3 que vendra dado por la matriz

x y [, Y]
x z [z, z]
y z ly, 2] ’

[z,9] [z,2] [z, 9], [, 2]]
y como dads = dady se tiene que [[z,y], [z, z]] = [y, 2].
(iv) Por tltimo, dados (—,z1,72) € AYX) v (z0, —, 22) € AJ(X) por ser K y

K3 isomorfismos podemos asegurar que existen 2,y € X3 tal que K9(2') =
(=, 21,72) y Ki(y') = (w0, —, x2), luego se tiene que los elementos

(do(a”)sz1, =)y (wo,di(y), —) € A(X),
luego existen x = dp(z’) e y = d1(y') tales que

[z, 21] = da(K3) ™ (do(a”), 21, —) = da(2') = a2,

[z0.y] = da(K3) " (w0, d1(y), =) = da(y) = w2

Es inmediato comprobar que el nervio de este 1-hipergrupoide X coincide con el
conjunto simplicial X. |

Como consecuencia de las Proposiciones 1.3.2 y 1.4.2 deducimos que las ca-
tegorias de grupoides y 1-hipergrupoides son isomorfas, mediante un isomorfismo
que ademas hace conmutar el siguiente diagrama:

[

Gpd(é) Hiper; (£)

Ner Ner
Simpl(€).
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Explicitamente, este isomorfismo viene dado cémo sigue: Dado un grupoide C :
A = O tenemos un 1-hipergrupoide G cuya truncacién es el grafo del grupoide:

so=1id

k/dl:s\

do=t

A @)

y cuya operacién corchete estd dada por:

[1:A35(G) — 4 (fo, fr, =) = [fo. il = fo L fr.

Reciprocamente, cada 1-hipergrupoide G : G1 = Gy define un grupoide cuyo ob-
jeto de objetos es Gy, su objeto de flechas es G, los morfismos dominio, codominio
e identidad vienen dados por s = dy, t = dy y id = sg y la composicién viene dada
por:

yr=z<y, 2] =z,

donde sabemos que tal elemento z existe por el axioma de existencia de inversos
(iv) de la definicién de 1-hipergrupoide. Con esta definicién, dado un objeto z €
G su inverso respecto de esta composicién viene dado por [z, sodo(z)]. Es facil
comprobar que estas dos correspondencias son funtoriales y que una es la inversa
de la otra.

1.4.2 n-Hipergrupoides

En esta seccién daremos la definicién de n-hipergrupoide que se obtiene generali-
zando la definicién 1.4.1 de 1-hipergrupoide, ver [39].

Definicion 1.4.3. Por un n-hipergrupoide en £ entenderemos un objeto simplicial
truncado a nivel n, G, junto con una operacién corchete (morfismo en &)

[ ATEHG) — Gui (30,2 m, =) = [0, 0]
que satisface las siguientes condiciones:
(H1) di([zo,...,zn]) = du(x;), 0 <i<mn,
(H2) Identidades;
[si—1do(x), ..., si—1di—1(x), 2, x, $idiv1(x), ..., sidp_1(x)] = sidp(x),
[Sn—1do(x), ..., Spn—1dn—1(x),z] = x,

para todo 0 <i<n—1yxeGy,.
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(H3) Asociatividad;
[[200, - - s Ton], [T105 - -+, T1als - - 5 [Tno, - - - s Tan)] = [Ton, T1ns - - - Tanl,
para (Tio, ..., Tin, —) € AZﬁ(Q) tales que x;; = xjq1;.

(H4) Existencia de inversos;
Para cada (zo,...,%i-1, = Tit1,...,Tny1) € A 1(G) y cada 0 < i < n,
existe un unico elemento x € G, tal que

[:E[)a sy L1, L, Lit1, - - ,l‘n} = Tn+1

Denotaremos por Hyper,(€) a la categoria de n-hipergrupoides en £, donde
un morfismo de n-hipergrupoides es un morfismo simplicial truncado que respeta
las operaciones corchete. En el caso de ser £ = Set escribiremos simplemente
Hypery.

Ejemplo 1.4.4.

(1) En un objeto simplicial truncado a nivel n, X, tal que X,, = A,(X) eziste
una unica operacion corchete que lo dota de estructura de n-hipergrupoide. En
efecto, puesto que un elemento en X, = A, (X) estd determinado de forma unica
por sus caras, la condicion (H1) en la definicion de hipergrupoide nos determina
totalmente la operacion corchete, que ha de ser:

[z0, ..., zn] = (dn(20), .-, dn(zp)). (1.23)

Es facil, por otro lado, comprobar que una operacion definida por la formula (1.23)
satisface el resto de las condiciones de n-hipergrupoide.

(2) Como un caso particular del ejemplo anterior tenemos que para cada objeto O
en la categoria &, si denotamos por O al objeto simplicial truncado a nivel n que
en cada dimension k < n tiene al objeto O como objeto de k-simplices y todos
los operadores cara y degeneracion son la identidad (lo que hace que AZE(O) =
{(z,z,....2,—) / x € O}), para este objeto simplicial truncado existe una unica

estructura de n-hipergrupoide, cuya operacion corchete viene dada por
[]: AZI{(O) — O; [z, x,.., 2] = .

Este serd el n-hipergrupoide constante sobre el objeto O.

(8) Dado un objeto grupo abeliano I interno en &, podemos considerar para n > 1
el objeto simplicial truncado en dimension n,
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donde 1 denota al objeto terminal en £. El objeto de caras abiertas AZI% es el

producto TI"1 | entonces la operacién corchete definida por la formula

n

[0, T1, ..., Tn] = Z(—l)nHm

1=0

dota a este objeto simplicial truncado de una estructura de n-hipergrupoide. Note-
mos que st m > 1 la asociatividad requiere del cardcter abeliano de 11 pudiendo
eliminar esta condicion en el caso n = 1.

Observemos también que la operacion suma, + : Il x II — 11, induce un mor-
fismo de n-hipergrupoides “suma” de forma que el n-hipergrupoide anterior tiene
una estructura de objeto grupo abeliano interno en la categoria Hypery (E). Ndtese
que tanto aqui como en lo que sigue hemos utilizado notacion aditiva para la ope-
racion del grupo abeliano I1.

Como hicimos en la seccién anterior, Proposicion 1.4.2, vamos ahora a identi-
ficar la categoria Hypery(€) de n-hipergrupoides en € con una subcategoria plena
de la categoria Simpl(€) de objetos simpliciales en £. Haremos esto via la nocién
de nervio de un n-hipergrupoide.

Observamos primero que la condicién (HI) en la definicién de n-hipergrupoide
nos permite definir un monomorfismo en £

j: AZI%(Q) — Apt1(G9), (zo,...,xn,—) — (T0,. .., Tn, [To,- .., Tn]), (1.24)

por lo que podemos identificar el objeto de caras abiertas AZI%

de An11(9),

(G) con un subobjeto

AZi}(g) = {(370,.1'1, ...,.I'n,l‘n+1) € ATH—l(g) /l‘n+1 = [$0, 7$TJ}

Por otra parte, teniendo en cuenta que los morfismos degeneracion candnica
si Gy — Apt+1(G), 0 <i < n, vienen dados por:

si(z) = (si—1do(x), .oy Si—1di—1(x), T, 2, $idig1(X), ...y Sidp(T)),

la condicién (H2) nos dice que estos operadores factorizan a través de j. Ademas,
la condicién (H4) nos permite definir isomorfismos

AL 1(G) — AT(9),
(l‘o, ey Ly—1y =y Lj41y - - - ,xn+1) = (CEQ, e s i1y Ly L4149+ 5Ly *),

siendo x € Gy, el Unico elemento tal que [xg,...,Ti—1,Z, Tit1, ..., Tn] = Tnt+1, Para
todo 0 < i < n.
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Estas observaciones nos permiten definir el nervio de un n-hipergrupoide G
como el objeto simplicial en £ que denotamos por Ner(G), que tiene la misma
n-truncacion que G, esto es,

Ner;(G) = G;, 0 <i < n,

que en dimensién n+ 1 es la imagen de j, Ner,+1(G) = im(j), con operadores cara
las proyecciones y operadores degeneracion los mismos que los del niicleo simplicial,
v que en dimensiones mayores tiene niicleos simpliciales, es decir,

Ner(G) = Cosk™(Ner(G)).

Esta construccion nervio es funtorial, de manera que tenemos un funtor
Ner : Hypery, (£) — Simpl(€) (1.25)

que claramente es fiel y pleno (ver Corolario 1.4.7). Podemos identificar entonces
la categoria Hypery(€) con una subcategoria de la categoria Simpl(E).

La siguiente proposiciéon es una generalizacién de la Proposicién 1.4.2 y nos
caracteriza los objetos simpliciales que son nervios de n-hipergrupoides:

Proposicion 1.4.5. Un objeto simplicial X es el nervio de un n-hipergrupoide
si y sélo si, las proyecciones candnicas Ki : X,, — AL (X), 0 < i < m, son
isomorfismos para todo m > n + 1.

Demostracién: De forma andloga a la demostraciéon de la Proposicién 1.4.2, su-
pongamos primero que X = Ner(G) es el nervio de un n-hipergrupoide. Teniendo
en cuenta que

Ner(G) = Cosk™ ! (Ner(G)),

el Lema 1.3.1 nos asegura que los morfismos K son isomorfismos para m > n+ 3
y todo 0 <t < m.
Por otro lado, tenemos que

Ner,,11(G) = im(j) = A7T1(G),

de donde Kﬁjrrll es un isomorfismo. Ademds la condicién (H4) de existencia de
inversos nos permite definir isomorfismos, para cada 0 < i < n,

A} (G) — ARTH(9),

(.CL‘(], ey Lj—15 =y Lj41, ...,a?n+1) > (.CL‘(], ey Lj—15Ljs L1y o0y Lmyy —),
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siendo x; € Gy, el tnico elemento tal que [zg, ..., Ti—1, Ti, Tit1, ..., Tn] = Tny1, qUe
hacen conmutar el diagrama

Ner,,+1(G)

i n+1

n41(9) - AR

luego también se tiene que K} 41 es un isomorfismo para 0 <i <n.

Finalmente, en dimensién (n + 2) se tiene Nerp412(G) = Apt2(Ner(G)) por lo
que un (n + 2)-simplice x de Ner(G) estd totalmente determinado por sus caras
que a su vez estan determinadas por sus caras, asi pues x puede identificarse con
una matriz

00 o1 e Ton [Z00, - - - Ton)

Z10 x11 . Tin [3310, s ,fb’ln]
(1.26)

Tno Tnl tee Tnn [xn07 cee am'rm]

(00, ---sTon] [Z10,---sZ1n] -+ [@n—10,--sTn—1n] [Tno,--- s Tnnl

con x;; = dj(x;) = di—1(xj) = xji—1 € Gp, 0 < j <i < n. Es entonces inmediato
comprobar que (n + 2) cualesquiera de las (n + 3) filas de la matriz la determinan
totalmente y, por tanto, cada (n + 2)-simplice de Ner(G) estd totalmente determi-
nado por (n +2) de sus (n + 3) caras, lo que nos asegura que los morfismos K 19
son isomorfismos, para 0 < ¢ < n 4+ 2. Nétese que la condicién de asociatividad
(H3) nos asegura que la tltima fila de la matriz anterior es del mismo tipo que las
anteriores, esto es

[[‘TOO;‘- . 7x0n]7 [37107'” 7«T1n]7"‘ 7[xn—107-‘ . 7xn—1n“ = [J;nOa--wmnn]'

Reciprocamente, sea X € Simpl(£) un objeto simplicial tal que las proyec-
ciones K}, son isomorfismos para m > n+ 1y todo 0 < ¢ < m. Teniendo en
cuenta que el siguiente diagrama es conmutativo

X1 (1.27)
N
An-‘rl(X) Hntl AZi%(X) ?
n+1

v que Kgill es un isomorfismo, deducimos que D,,4+1 es monomorfismo. Asi, pode-

mos identificar los elementos = € X,, ;1 con (n + 2)-uplas

r = (20, %1, ey Tnt1) € Apy1(X), con x; = di(z).
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Ademss, puesto que cada K} 41 es también un isomorfismo, cada uno de los x;
estan determinados univocamente por los restantes. En particular, x,1 esta de-
terminado por xg, ..., Z,, por lo que podemos denotar x,11 = [xg,Z1,...,Zs]. De
esta forma tenemos definido un morfismo

(Kni) ™!

nt1 dnt1

H — dn+1(Kn+1)_1 :AnJrl(X)

n+1 n+1 X”"‘l

X,. (1.28)

Entonces la n-truncacion tr,(X) de X junto con el morfismo [ ] en (1.28) determi-
nan un n-hipergrupoide que denotaremos X. En efecto, veamos que se cumplen
los axiomas:

(H1) La (n + 2)-upla (xq, ..., Zn, [To,- .., Zn]) € Apy1(X) y por tanto
di([xo, ..., Tn]) = dn(x;),
para todo 0 <7 < n.
(H2) Para cada x € X,,, el elemento s;(z) € X, 41 estd identificado con
si(x) = (si—1do(x), vy Si—1di—1(x), 2, 2, $idiv1(x), . . ., Sidp—_1(x), s;dp(x)) ,
si0<i<n—1ysii=mncon
sn(x) = (sp—1do(x), ..., Sp—1dn—1(x), x, ),
y por tanto
[si—1do(x), ..., si—1di—1(x), x, z, $;dit1(x), ..., Sidn—1(2)] = sidp(z),
paral0<i:<n-—-1y
[Sn—1do(Z), ..., Sp—1dn—1(x), 2] = .

(H3) Por ser K:ZLIQZ un isomorfismo cada elemento x € X,,42 estd determinado por
sus (n + 2) primeras caras y éstas a su vez por sus (n + 1)-primeras caras.
Asi podemos identificar un elemento de X,,+2 con una matriz como (1.26),
cuyas caras estan dadas por las columnas. Las identidades simpliciales en
las caras de x implican que

[[xO(]a e 7$On]> [xl(]a e ,$1n], Ty [$n—107 ceey Tp— ln]] — [xn07 ey xnn]
(H4) Hemos identificado los elementos de X,,+1 con (n + 2)-uplas de la forma

(0,1, .oy Ty [T0, -+, Tn)) € Apyi1(X),

el hecho de ser cada morfismo K¢, 1 un isomorfismo nos dice que tal elemento
estd determinado por (n + 1) cualquiera de sus (n + 2) componentes y esto
es equivalente al axioma (H4).
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Por ltimo, observamos que ya hemos identificado X,,11 con Ner,,+1(X) y que,
por razonamientos analogos, del hecho de ser K}, : X, — A% (X) isomorfismos
para m > n + 1, podemos deducir que X = Cosk™!(X). Concluimos entonces
que

Ner(X) = X.

Pero ademas, podemos caracterizar los morfismos simpliciales con codominio
el nervio de un n-hipergrupoide, como nos muestra la siguiente proposicion:

Proposicién 1.4.6 (La condicién de cociclo). Sea G un n-hipergrupoide en & y
X un objeto simplicial cualquiera en €. Entonces un morfismo simplicial £ : X —
Ner(G) estd totalmente determinado por su n-truncacion tr,(f) y reciprocamente,
una truncacion tr,(f) : tr,(X) — G determina un morfismo simplicial £ : X —
Ner(G) si y sdlo si, satisface la siguiente condicién de cociclo

fndn+1(x) = [fndﬂ(x)v ) fndn(x)]’

para cualquier (n + 1)-simplice x de X.

Demostracién: Teniendo en cuenta que Ner(G) = Cosk™ ! (Ner(G)), un morfismo
simplicial truncado a nivel n + 1, trp41(f) : tr,41(X) — trp+1(Ner(G)) se extiende
de forma tnica a un morfismo simplicial f : X — Ner(G). Luego para demostrar
esta proposicién bastara con ver que la truncacion tr,(f) : tr,(X) — G se extiende
una dimensiéon mas si y sélo si, satisface la condicién de cociclo.

Puesto que Ner,,+1(G) € A,11(G), el morfismo f,, 1 estard totalmente deter-
minado por f, mediante la férmula

fn-i—l(x) - (fndO(x>v fnd1($)7 cey fndn—i-l(x))a

para todo z € X, 1. Asi tr,(f) extiende una dimensién més si y sélo si, el elemento
frnt1(x) esté en

Ner,+1(9) = im (j : Ap1(G) — Ans1(9))
que es precisamente la condicién de cociclo dada en la proposicion. |

Como consecuencia inmediata tenemos:
Corolario 1.4.7. El funtor Ner : Hypery(£) — Simpl(€) es pleno.

Notamos ahora que no sélo podemos caracterizar, por sus n-truncaciones, los
morfismos simpliciales con codominio el nervio de un n-hipergrupoide sino también
podemos caracterizar las homotopias entre ellos. Damos esta caracterizacién en la
siguiente proposicion:
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Proposicién 1.4.8 (La condicién de homotopia). Sea G un n-hipergrupoide en €
y X un objeto simplicial cualquiera. Dada una homotopia truncada

tro(h) = {h} : Xi — Giy1; 0<i <j <n}:try(f) ~ tr(f) : tro(X) — G,
para cada 1 < j < n, definimos morfismos x; : X, — G, de forma inductiva por:

e para cada x € X, x1(x) es el unico elemento de Gy, que satisface
ho " dn(2) = [fa(@), x1(2), By~ i (2), s G dpa ()],
e ypara k € {2,...,n}, xx(x) es el dnico elemento de Gy, que satisface
h 1 dn () =[P "53do (), oo By d—a(), Xpo1 (), Xk (), B di (), -
Ry tdn—1(z)).

Entonces la homotopia truncada tr,(h) extiende a una homotopia h : £ ~~ f' :
X — Ner(G) si y sdlo si, satisface la siguiente condicién de homotopia:

fa(@) = [hyZydo(@), -.o; by dn—1(2), Xn(2)]- (1.29)

Demostracién: De forma andloga a lo ocurrido en la Proposicion 1.4.6, como a
partir de la dimensién n+ 2, el nervio de un n-hipergrupoide estéd dado por nicleos
simpliciales, es facil comprobar que una homotopia h : f ~ f’ estd determinada
de forma tnica por su truncacién a nivel n + 1. Luego serd suficiente comprobar
que tr,(h) extiende a una homotopia a nivel n + 1, si y sélo si, tr,(h) cumple la
condicién de homotopia (1.29).

Ahora bien, para extender ¢r,(h) a dimensién n+1 hemos de definir morfismos

B : X — Nerny1(G), 0<i <,
satisfaciendo las correspondientes identidades de homotopia. Puesto que
Nern41(G) = im(j),

ver (1.24), para cada « € X, los elementos h}'(z) € Ner,11(G) vendran dados por
(n 4 2)-uplas de la forma:

h?('%) = (XiO(x)a "'7Xin(‘r)7 [XiO(x)7 7Xln(m)]) € An-i-l(g)

De las identidades de homotopia (1.10) que h{ ha de satisfacer, obtenemos

Xoogfﬁ) = fn(),

Xoi(x) = hg_ldi_l(x), para 2 < i < n,
[X00(®), .o xon(2)] = hg'dn(a),
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esto es:

hg(.%) :(fn(x)7 Xo1 (-r)? hgildl (l‘), ey hgfldnq(x), [fn(x)a Xo1 (33), h871d1 (:I")a ooy
hg ™ o1 (),

y asi, de la identidad dp,+1hj = hg_ldn, obtenemos

[fn<‘r)7 XOl(x>v hg_ldl (‘r)a ) hg_ldn—l(x)] = hg_ldn<m)7

esta ecuacién determina de forma tnica xo1(z), de manera que xo1(z) = x1(z).
Concluimos que el morfismo h{j estd totalmente determinado por la truncaciones
try(h) y tr,(f).

Podemos construir de forma recursiva morfismos h'*

*, 1 < n, que vendran dados
por

W (x) =(hP " tdo(x), . .., ki (2), xi(@), Xita (), AP i (), - .
Rty (), [hP ] do(2), . . . R dia (%), X (@), Xt (),
R i (), . B N (2)]).

De igual forma, las identidades de homotopia d;hl* = h?_ldi, 0<s<n—1,
determinan, de forma unica, h] por la férmula:

hy(z) = (thdo(x), ...,hﬁjdn,l(l‘),xn(x), [thdg(a:), e h’fljdnfl(x),xn(a:)]).

La tltima identidad de homotopia d,,+1h]} = f} quedaria

que es precisamente la condicién de homotopia. |

Observacion 1.4.9. Observamos por ultimo, que el nervio del n-hipergrupoide
del ejemplo 1.4.4 (1) es el objeto simplicial Cosk™ 1 (X) y que el nervio del n-
hipergrupoide definido en el ejemplo 1.4.4 (3) es el objeto simplicial de Eilenberg-
Mac Lane K(I1,n), asociado a un objeto grupo abeliano, que estudiaremos con mds
detalle en la Seccion 1.5.2. Recordemos que para cada n > 0 y para cada objeto
grupo abeliano 11, se define el objeto simplicial de Eilenberg-Mac Lane, K(II,n),
como el objeto simplicial cuya (n + 1)-truncacion estd dada por:

1 stm < n,
K({I,n), =< II sim=n,
ot sim=n+1,

stendo los operadores cara y degeneracion en dimensiones n los morfismos al ter-
minal o desde el terminal respectivamente, y en dimension n + 1 las distintas
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proyecciones excepto el ultimo operador que vendrd dado por la suma alternada de
todas las proyecciones, es decir:

d; = pry - TIPS T0, 0<17<n,
dnt1 = Y imo(=1)" pr;
Los operadores degeneracion en dimension n + 1 son:
s; =(0,...,0,1d,1d,0,...,0), 0<i<n-—1,
sn=(0,0,...,0,Id).
En dimensiones mayores K(II,n) estd dado por nicleos simpliciales,
K(II,n) = Cosk™ (K (II,n)).

Podemos representar a dicho objeto simplicial mediante el diagrama

/so
N AN
K(In)= - T+l = E— 1dj)1, (1.30)

Como consecuencia, de que el objeto simplicial de Eilenberg-Mac Lane K (11, n)
es el nervio de un n-hipergrupoide, cualquier morfismo simplicial u : X — K (II, n)
estd determinado por su truncacién tr,(u), ademds, tal truncacién extiende a
un morfismo simplicial si y sélo si, ésta verifica la “condicién de cociclo”, ver
Proposicion 1.4.6, que en este caso seria:

Proposicién 1.4.10 (Condicién de cociclo para morfismos a un K(II,n)). La
condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion truncada

trp(u) : tr,(X) — tr, (K1, n)),

es decir, un morfismo u, : X, — Il tal que u, s; = s;, extienda a una aplicacion
simplicial u : X — K(II,n) es que uy, satisfaga la siguiente “condicidn de cociclo”:

Undpir (2) = Z(—l)””undi(x), (1.31)

para todo x € Xp41.
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1.5 Colimites Homotoépicos

1.5.1 Colimites Homotdpicos en SSet

En esta seccion vamos a recordar la definicion de colimite homotépico en la cate-
goria SSet de conjuntos simpliciales.

Dada una categoria pequena C y un objeto = en C, la categoria de elementos
o coma categoria x /C es la categoria cuyos objetos son flechas f :x — yenCy
sus morfismos de f : x — y en g : * — z son flechas h : y — z en C tales que el

tridngulo
x
N
Yy N z

conmuta. La composicién en esta categoria es la inducida por la composicién de
la categoria C. Notamos que cada flecha g : + — y induce, por composicién, un
funtor ¢/C : y/C — x/C. De hecho, la construccién de categoria de elementos nos
define un funtor

(—=)/C:C” — Cat.

Dada una categoria pequena C, denotaremos por N¢ : C? — SSet a la com-
posicién del funtor Ner, ver (1.13), y el funtor anterior, (—) /C : C°? — Cat, esto
es:

Ne¢(x) = Ner(xz /C).

Dado un funtor F' : C — SSet, el colimite homotdpico de F' es el coend del
funtor Ng x F : C°? x C — SSet, esto es,

zeC xeC
hocolim¢ F :/ Ne(x) x F(x) :/ Ner(xz / C) x F(z).

Notemos que si F' es un objeto final en SSet®, es decir, C =1, §Set es el funtor
constante con imagen el conjunto simplicial final. Entonces el colimite homotépico
de F es el nervio de C, es decir, hocolimg1 = Ner(C).

Como consecuencia, la Unica transformacién natural F = 1 induce, para
cualquier funtor F': C — SSet, una aplicacién simplicial canénica

¢ = hocolim¢(F = 1) : hocolim¢F — Ner(C). (1.32)

Usaremos la siguiente descripcién alternativa de colimite homotépico de un
funtor ' : C — SSet debida a Bousfield y Kan [9].

Asociado al funtor F' tenemos el conjunto simplicial doble, ¥(F'), llamado
“reemplazo simplicial” cuyos (p,q)-simplices son pares (£, a) con

¢ (o ELN Tl — .. = Tp_1 EN xp) € Ner,(C) y a € F(zo)q-
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Las caras y degeneraciones verticales de un (p, ¢)-simplice (&, a) estan definidas en
funcién de los operadores cara y degeneracion en el conjunto simplicial F'(xg), es
decir,

di(§,a) = (§,di(a)), 0<i<yq,
s; (& a) = (&,8i(a)), 0<i<yg,

y los operadores cara y degeneracién horizontales son los del Ner(C),

d?(ﬁ,a) = (zo ELTGN Tj] T mig — b, Tp, @), 0<j<p,

f fp—
dZ(ﬁ,a) = (x0 a1 — oo = Tp g b 1y 1, a),

: Id; . .
S?(g’a’):(moﬂfi)x]%‘qhﬂf—p)x}?? a’)7 Og.jgpv

excepto dl(} que se define mediante

dg(ﬁ,a) = (xl f_2> Ty — .. — Tp_1 f_;;) Tp, fla)’
donde aqui y en lo que sigue denotamos

Ta=F(f)qa),

para cada flecha f:x — y en C y cada g-simplice a € F(x).
Entonces el colimite homotoépico de F' se puede calcular como la diagonal de
este conjunto bisimplicial, esto es,

hocolim¢ F = Diag(V(F)), (1.33)

ver [9] o [67].
De acuerdo con la descripciéon anterior, el conjunto de m-celdas de hocolim¢ F
esta dado por:

(hocolimeF)m = [ Fldy..dm&)m = 11 F(x0)m.
£eNern, (C) 20— ...—TmENery, (C)

Mientras que las caras y degeneraciones de hocolim¢F' vienen dadas por las
formulas:

fi Ca
dga) = { [ 0 B0y s = (g,

donde & = xg f—1>x1 — ... = &y, € Nerp,(C) y a € F(x0)m.
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A partir de esta descripcién del colimite homotdpico, es inmediato comprobar
que la proyeccién £ viene dada por

En(f? a) =,

y es un tipo de “fibracion singular” (ver [28], pg. 22). Ademds, la fibra de ¢ en
cada z € C es el conjunto simplicial F(z).

La siguiente proposicién nos muestra que, cuando tomemos funtores desde
un grupoide, las categorias de n-hipergrupoides son cerradas para colimites ho-
motdpicos (comparar con el teorema del colimite homotépico de Thomason [66],
ver Teorema 1.5.4).

Proposiciéon 1.5.1. Sea G un grupoide y F' : G — SSet un funtor que factoriza
por la categoria Hypery de n-hipergrupoides

G- a SSet

N
Hypery,.

Entonces hocolimgF' es también el nervio de un n-hipergrupoide.

Demostracién: Por la Proposicién 1.4.5, bastarda con probar que las aplicaciones
candnicos

Ki : (hocolimgF),, — A% (hocolimgF),
(Eaa) — (do(gaa)a"'adifl(é-aa’)v_ad’i+1(€aa)7"'adm(§v Cl)),

son biyecciones paratodom >n+1y 0 << m.
Veamos primero que estas aplicaciones son sobreyectivas. Dado

((507 a’O), (EX3} (5@'*17 aifl)7 B (£i+17 aiJrl)v XX (gma am)) € A;n(hOCOlZ’I?’LgF)

entonces, (£0, .., &1, — Eit1y -, Em) € AL Ner(G) y como el nervio de un grupoide
verifica que los morfismos canénicos K, : Ner,,(G) — A! Ner(G) son isomorfismos
para todo m > 2 y 0 < ¢ < m, entonces existe

5 = (Kin)71<€07 "'7€i—17 _7§i+17 75771) € Nerm(g)

tal que d;(§) = &; para todo 0 < j < m y j # i. Supongamos

fl m
§=20 —T1— ... = Tm—1 — T,

entonces:
{ ag € F(x1)m—1,
aj; EF(xO)mfh ]Zl}"]?’éz
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Ademas la condicién do(&;, a;) = dj—1(&o, ao) implica:
dj-1(ag) = Tdo(ay),
0 equivalentemente
dj—l(fl_la0) = fl_ldj—l(aﬂ) = do(ay),

para 0 < j < m, y junto con las condiciones d;(&;,a;) = dj—1(&,ai), 1 <i<j <
m, implican:

-1 .
(fl ap, a1, ...,ai_l,—,aiﬂ,...,am) S AinF(SUQ)

Ahora bien, como F' factoriza por la categoria Hypery, para cada objeto x de
G se tiene que F(z) es el nervio de un n-hipergrupoide, en particular, F'(zg) es
el nervio de un n-hipergrupoide, luego los morfismos canénicos K¢ : F(xg)m —
A! F(xg) son isomorfismos, y asi podemos asegurar que existe

. 1
a= (K.Y ag, a1, e @ity —, ity ooy @) € F(20)m

tal que do(a) = fflao y dj(a) = aj para cada 0 < j < my j # i. De esta forma
tenemos un par (§,a) € (hocolimgF'),, y es inmediato comprobar que d;(&,a) =
(&j,a;) para todo j # i, y por tanto, K}, es sobreyectivo.

La inyectividad se deduce de forma inmediata a partir de la inyectividad de
los morfismos K : Ner,,(G) — Al (Ner(G)) y K! : F(x),, — A! F(z) para cada
objeto x € G.

De esta forma hemos demostrado que hocolimgF' es el nervio del n-hipergru-
poide cuya n-truncacién ha de ser tr, (hocolimgF') y cuya operacién corchete

[]: AZﬁ(hocolimgF) — (hocolimgF),,
debe estar dada por:

[(§0a aO)v X (gna an)] = (dnJrl(g)v [fl_la0> A1y eeey an]) (1'34)

donde £ = xg ELN ] — ... = Tyl € Nerpt1(G), tal que d;(€) =& para 0 < i < n,
y [t 1ao, ai, ..., an) es la operacién corchete del n-hipergrupoide asociado al objeto
xg de G por F. [ |

1.5.2 Los conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac Lane
generalizados

Una de las principales utilidades de los conjuntos de Eilenberg-Mac Lane K (II,n)
es que “representan” grupos de cohomologia. En particular, si X es un espacio
topolégico y II es un grupo abeliano, el n-ésimo grupo de cohomologia singular
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H™(X,II) puede calcularse en términos de clases de homotopia de aplicaciones
simpliciales desde el complejo singular S(X) en el complejo de Eilenberg-Mac Lane
K(II,n), esto es:

H"(X,II) = [S(X), K(II,n)]. (1.35)

Si en lugar de tomar coeficientes triviales tomamos coeficientes locales, es de-
cir, si sustituimos el grupo abeliano II por un 71(X)-médulo que también de-
notamos por II, el papel que juegan los complejos de Eilenberg-Mac Lane en la
representacion de la cohomologia singular de X serdn jugados ahora por lo que
llamaremos fibraciones de Eilenberg-Mac Lane generalizadas. El dominio de estas
fibraciones es lo que Baues llamé conjuntos simpliciales de FEilenberg-Mac Lane
generalizados, ver [6] o [7].

En esta seccién introduciremos estos conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac
Lane generalizados, estudiando algunas de sus propiedades, y en la Seccién 4.1.1
daremos una generalizacién del teorema de representacién (1.35) para las coho-
mologias con coeficientes locales. La novedad que presentamos en esta seccién es
que vamos a dar estos conjuntos simpliciales generalizados en términos de colimites
homotépicos. De esta forma, obtendremos las fibraciones de Eilenberg-Mac Lane
generalizadas como los morfismos canénicos desde un colimite homotdpico al nervio
de la categoria dominio del funtor, al que le aplicamos el colimite homotépico.

Aunque como se dice en [20] los conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac Lane
generalizados se pueden definir para cualquier C-moédulo con C una categoria
pequena arbitraria, en su dia en dicho trabajo y hoy aqui, nos restringimos al
caso en el cual C es un grupoide, pues sélo en este caso podremos probar la gene-
ralizacién del teorema de representacién (1.35).

Definicion 1.5.2. Sea G un grupoide, II : G — Ab un G-mddulo y n > 0 un
entero. El m-ésimo conjunto simplicial de Eilenberg-Mac Lane generalizado de G
con coeficientes en 11, que denotaremos por Lg(II,n), es el conjunto simplicial que
se obtiene como el colimite homotdpico del funtor K(II(—),n) : G — SSet dado

por K(II(=),n)(z) = K(II(z),n). En otras palabras:
z€G
Lg(II,n) = hocolimg K (II(—),n) = / Ner(z/G) x K(II(z),n). (1.36)

La fibracion de Filenberg-Mac Lane generalizada, definida a partir del G-modulo
II, es la proyeccion candnica

¢: Lg(II,n) = hocolimg K (I1(—),n) — Ner(G).

Vamos ahora a utilizar la descripcién dada en (1.33) del colimite homotépico
como la diagonal del funtor reemplazo simplicial, para describir completamente los
complejos Lg(II, n).
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Observamos primero que puesto que K (II(z),n) es el nervio de un n-hipergru-
poide para cada objeto x € G, la Proposicién 1.5.1 nos asegura que Lg(II,n) es el
nervio de un n-hipergrupoide. En particular deducimos que

Lg(I1,n) = Cosk™ Y (Lg(IL, n)).

Por otro lado, mediante un célculo inmediato observamos que la (n — 1)-
truncacién de Lg(II,n) coincide con la (n — 1)-truncacién del nervio de G, esto
es,

trn—1(Lg(Il,n)) = trp,—1(Ner(G)).

En dimensién n,

Lg(Il,n), = 11 I1(z),
£:x0f—1>x1—>,..f—n>:cn€Nern(Q)
con caras d; : Lg(Il,n), — Ner,_1(G) actuando sélo sobre el nervio, es decir,
d;(§,a) = d;€. Las aplicaciones degeneracién s; : Ner,,_1(G) — Lg(II, n), actian
mediante s;(§) = (s;£,0) donde 0 denota el elemento neutro del grupo II(xg) con
Trog = dl...dn,l(g).
Por ultimo, en dimensién n + 1,

Lg(ILn)ps1 = 11 ()",

f1 f’n,+1
E=xo—x1—...——Tp4+1ENerp1+1(9)

con caras dadas por

(dogy fla(]) sitz=0
di( &, (ag,a1,...,a,)) = (di&, a;) A si0<i<n+1 |
(dn+1€7 Z?:()(_l)n—"_]aj) sit=n +1

donde f1ag = II(f1)(ag). Los operadores degeneracién
si: Lg(Il,n)y, — Lg(IL,n)n41

estan dados por s;(&,a) = (si(§), si(a)).

Tenemos por tanto a Lg(II,n) totalmente descrito.

Siguiendo la expresién (1.34), podemos calcular la operacién corchete en la
n-truncacién de Lg(II,n), ésta viene dada a partir de las operaciones corchete en
K(II(z),n), con x € G, que esta descrita en el Ejemplo 1.4.4 (3). Asi obtenemos
que Lg(II, n) es el nervio de un n-hipergrupoide cuyo operador corchete viene dado
por

[ (€Oa aO)v (51, al)a ) (gna an) ] = (dnJrl(g) ’ (_1)77, fl_lao + Z(_l)n+iai> )
i=1
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donde £ € Nerp4+1(G) es el tnico elemento cuyas n primeras caras son d;(§) =
&, 0<i<n.

Notemos que los conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac Lane clasicos se pue-
den ver como conjuntos simpliciales de Eilenberg-Mac Lane generalizados. Para
ello, bastard considerar un grupo abeliano II como 1-médulo, con 1 = [0] el
grupoide de un solo objeto y una sola flecha. Entonces

K(II,n) = L1(II,n), n > 0. (1.37)

Por otra parte, por ser Lg(Il,n) el nervio de un n-hipergrupoide, cualquier
morfismo simplicial u : X — Lg(II,n) estd determinado por su truncacién tr,(u),
ademads, tal truncacion extiende a un morfismo simplicial si y sélo si, ésta verifica
la “condicién de cociclo”, ver Proposicién 1.4.6, que en este caso seria:

Proposicién 1.5.3 (La condicién de cociclo). La condicion necesaria y suficiente
para que una aplicacion truncada

trp(u) @ tr(X) — tr,(Lg(II, n))

extienda a una aplicacion simplicial u : X — Lg(II,n) es que u, satisfaga la
stguiente “condicion de cociclo”:

-1
i q(undo (@) = qundi (2)) —q(unda (@) 4+ 4(=1)"q(undni1(2)) , 2 € Xpy1,
(1.38)

donde q es la funcion que asocia a cada n-celda (§,a) en Lg(Il,n) la componente

a € (dy...dn(€)) y fr = d...dp(bn (tndni1(z))).

1.5.3 La construcciéon producto semidirecto de Grothendieck

La Proposicién 1.5.1 nos asegura que la categoria Hyper, de n-hipergrupoides,
como subcategoria de la categoria SSet, es cerrada para colimites homotépicos de
funtores con dominio un grupoide. Este resultado es también basicamente cierto
para la categoria Cat, esto es: la categoria Cat, vista como una subcategoria plena
de la categoria SSet (via el funtor nervio), es cerrada para colimites homotépicos.
En el sentido de que cualquier colimite homotdpico de un funtor F' : C — SSet
que factoriza por el funtor Ner : Cat — SSet, es homotépicamente equivalente al
nervio de una categoria (ver Teorema 1.5.4). La demostracion de este resultado se
basa en la llamada construccidn producto semidirecto o integral de Grothendieck
(ver [42], [52]), que debido a su utilidad en el desarrollo de esta memoria recor-
daremos en esta seccion.

Notemos que el problema de la existencia de una construccién interna en
Hyper,, andloga a la construccion de Grothendieck, que nos permita calcular,
salvo equivalencia homotodpica, colimites homotépicos de funtores definidos sobre
grupoides permanece abierto.
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Como en secciones anteriores, dada una categoria pequena C y un funtor F' :
C — Cat, para cada flecha f : # — y en C denotaremos F(f) = /(—) : F(z) —
F(y), esto es:

F(f)ay='a vy  F(HO)='A

para cada objeto a y cada flecha A en la categoria F'(x).

La categorfa producto semidirecto de Grothendieck C[F, tiene por objetos los
pares (z,a), donde x es un objeto de C y a es un objeto en la categoria pequena
F(z). Una flechaen C [F de (z,a) en (2/,d’), es también un par (f, ) con f : z —
2’ un morfismo en C y A : fa — @/ un morfismo en la categorfa F(z'). Dados dos
morfismos componibles en C f F,

(az,a)ﬂ(x’,a

/) (g:1) (x// a//)

su composicién esta dada por la formula:

(g, 1)(f;A) = (gf, IN).

Observamos que una transformacién natural 7 : ' = F’ entre dos funtores
F,F":C — Cat induce un funtor C [7: C[F — C[F’ definido por

CI)(x,a) = (z,7:(a)),
CIT)SN) = (7 (V)

para cada objeto (z,a) y cada morfismo (f,\) : (z,a) — (2/,a’) en C[F.
Ademds, existe una proyeccién obvia C [F — C, inducida por la tnica trans-
formacién natural F' = 1, que nos sugiere que la construccién de Grothendieck
C[(—) puede ser vista como un funtor de la categoria de funtores CatC a la coma
categoria Cat/C,
C[(-): Cat’ — Cat/C.

Dicho funtor tiene un adjunto izquierda, ver [42].
Un caso particular de esta construccion lo encontramos al considerar funtores

F:C— Gp,

donde cada grupo es considerado como categoria con un solo objeto, con flechas
los elementos de dicho grupo y composicién dada por la operacién del grupo. Si
aplicamos la construcciéon del producto semidirecto a este funtor obtenemos una
nueva categoria C [ F' cuyos objetos los podemos identificar con los objetos de C y
cuyas flechas son pares (f,a) con f : x — y una flecha de C y a es un elemento del
grupo F(y). Es claro que en este caso la proyeccién canénica F [C — C tiene una
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seccion candnica. Si ademas F' es un funtor desde un grupoide, es decir, C = G es
un grupoide entonces G [ F es también un grupoide.

Ademas, en el caso en que F sea un C-médulo, esto es, factorice por la categoria
de grupos abelianos, entonces el diagrama

AN
C[F——¢

representa un objeto grupo abeliano en la coma categoria Cat/C. Notemos tam-
bién que el producto de dicho objeto consigo mismo en la categoria Cat/C, que se
obtiene como el pullback

C[F
I

es C[F? — C. En general se tiene:
(C/[F—C)"=Cc[F"—C.

Notemos ahora que la construccién de Grothendieck puede verse como un
colimite débil calculado en la 2-categoria Cat, ver [66]. Esto es:

e Existe una familia de funtores, uno para cada objeto x en C,

. ) Jx(a) = (x,a),
Jz ¢ F(l‘) - CfF’ { .]ac()‘) = (Idx,)\),

para cada objeto a y cada flecha A en F'(z), y una familia de transformaciones
naturales, una para cada flecha f : x — 2’ en C,

F(’)
) Ja
/ s \
)

B(f
F( C[F

Ja
cuya componente en un objeto a € F(x) es el morfismo
(i)a : (z.0) = (&, Ta)
en C [ F determinado por el par (jr)a = (f, Idp ().
e Tales que

(a) Jidz) = Lja>
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. f g .
(b) para cada par de morfismos componibles z = 2’ = z” en C el siguiente
diagrama de transformaciones naturales conmuta

jor F(g)F(f) ~—20 5 p(p)

jgf %

Ja-

e Ademads estos datos son universales en el sentido usual de colimites débiles,
esto es:

Dada una categoria D (no necesariamente pequena), junto con una familia
de funtores

{t, : F(z) > D; v €C}
y una familia de transformaciones naturales

{t;:ty =t F(f); f:a—a' €C},

satisfaciendo las propiedades (a) y (b) anteriores, existe un tnico funtor 7" :
C[F — D que determina todos los funtores t, y todas las transformaciones
naturales ty en funcién de j, y jy, esto es, tal que el siguiente diagrama
conmuta a nivel de funtores y también de transformaciones naturales:

C[F.

Esta propiedad universal nos permite identificar la construcciéon de Grothen-
dieck con un colimite débil calculado en la 2-categoria Cat. Como dijimos al prin-
cipio de esta seccion, el siguiente teorema (del colimite homotépico de Thomason
[66]) nos prueba que la categoria Cat, vista como una subcategoria plena de la
categoria SSet (via el funtor nervio), es cerrada para colimites homotopicos, o en
otras palabras, que el funtor nervio lleva colimites débiles calculados en Cat en
colimites homotdpicos calculados en SSet:

Teorema 1.5.4 (Teorema del colimite homotépico). Sea F' : C — Cat un funtor.
Entonces existe una equivalencia homotopica

n : hocolime(Ner F') — Ner(C [ F)

entre el colimite homotopico de la composicion Ner F' : C — SSet y el nervio de la
construccion de Grothendieck.
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1.5.4 Fibraciones de grupoides y fibraciones plenas escindidas

El principal uso de la construccién producto semidirecto de Grothendieck es el
estudio y clasificacién de las fibraciones de categorias. Basicamente, Grothendieck
[44] prob6 que toda fibracién de categorias es equivalente a una de la forma C [F —
C, para F' un “seudofuntor” de C a la 2-categoria Cat de categorias, generalizando
asi la teoria de Schreier al contexto de categorias pequeinias. No utilizaremos en esta
memoria el estudio hecho por Grothendieck en su total generalidad sino solamente
su particularizacién al caso de fibraciones de grupoides escindidas, no obstante,
vamos a hacer aqui un pequeno recordatorio de cémo va esta teoria, centrandonos
posteriormente en el contexto que nos interesa.

Sea F': £ — F un funtor entre dos categorias. Dado un objeto I € F, la fibra
de F sobre I es una subcategoria & de £ definida cémo sigue:

e Un objeto X € € estd en &7 si F(X) = I;

e si X,Y son objetos en &, un morfismo f: X — Y de £ estd en & cuando
F(f)=Id;.

Dada « : J — I una flecha en F. Una flecha f : Y — X de £ es un morfismo
a-cartesiano sobre F' si:

L F(f) = o

2. dado g : Z — X un morfismo de & tal que F(g) factoriza como « 3, entonces
existe un tnico morfismo h: Z — Y en & tal que F(h) =By g=fh

g F(g)
/-—_\

2z~ xR F(X)
axﬁ' N / F(h)¥ /
Y F(Y).

Obsérvese que si F' es un funtor entre grupoides, teniendo en cuenta que en
un grupoide toda flecha tiene inversa, el que un morfismo f sea cartesiano sobre
otro « se reduce a la primera condicién, es decir, F(f) = a, pues dado g : Z — X
un morfismo de € tal que F(g) = a3 siempre existe un tnico h = f~!g tal que

F(h)=Byg=fh

Definicion 1.5.5. Un funtor F' : £ — F es una fibraciéon cuando para toda flecha
a:J — I enF y todo objeto X en la fibra sobre I, existe en £ un morfismo
cartesiano f 1Y — X sobre a. En tal caso también se dice que £ es una categoria

fibrada sobre F.
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Nos centramos ahora en el contexto de fibraciones de grupoides.

Notemos que en tal caso, teniendo en cuenta la observacién anterior sobre
morfismos cartesianos, la definicién de fibracion entre grupoides se reduce a lo
sigue:

Un funtor P : £ — G entre grupoides, es una fibracion si para cada
objeto y € £ y cada flecha g € Homg(z, P(y)), existe una flecha f €
Home(y',y), tal que P(f) = g.

Definicién 1.5.6. Una fibracion de grupoides escindida es un par (P,S), con
P wuna fibracion y S una escision de P, esto es, un funtor S : G — &, tal que

PS = Idg.

Si el funtor P es pleno, diremos que el par (P,S) es una fibracion plena es-
cindida, notamos que en presencia de una escisién, la condicion de fibracion se
deduce de la condicién de plenitud del funtor P.

Nuestro préximo objetivo es clasificar la fibraciones plenas escindidas de gru-
poides.

Dada una fibracién escindida (P, S) definimos el funtor fibra

como el funtor que asocia:

e A cada objeto x de G el subgrupo N(z) C Endg(S(x)), del grupo de endo-
morfismos de S(z) en &, con elementos los endomorfismos de S(x) que por
P van a la identidad en z,

N(z) = {f € Endg(S(x)); P(f) = Ida}.

e A cada flecha g : # — 2’ el morfismo de grupos obtenido por conjugacién en
& via S(g), es decir,

N(g): N(z) — N(2'); u— 9u = S(g)uS(g)~".

Teniendo en cuenta que S es un funtor, es facil ver que N también lo es.
Entonces se tiene:

Proposicién 1.5.7. Dada una fibracion plena escindida (P,S) : € — G, sea
N : G — Gp el funtor fibra. Entonces la proyeccion candnica G[N — G es una
fibracion plena que tiene una escision candnica S’. Ademds existe una equivalencia
de categorias G : G[N =5 & que hace conmutativo el siguiente diagrama

G[N —C £

PNSZ
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a nivel tanto de fibraciones como de sus escisiones. En el caso de que la fibracion P
sea la identidad en objetos, la equivalencia anterior es un isomorfismo de categorias
que actia como la identidad en objetos.

Demostracién: Puesto que para cada objeto x de G, N(z) es un grupo, podemos
identificar los objetos de la categorfa G [N con los objetos de G y sus flechas con
pares (g,u) : © — 2/ donde g : x — 2’ es una flecha de G y u € N(2'), es decir,
u: S(z') — S(2’) es un endomorfismo en & tal que P(u) = Id, (ver pagina 62).

La escisién canénica S’ : G — G f N vendra dada por la identidad sobre objetos
y sobre morfismos g : x — x' mediante S’(g) = (g, Idg(,)). Claramente S es una
escisién para la proyeccién candnica pr: G [N — G, que es una fibracién plena.

Definimos el funtor G : G [N — & sobre objetos como el funtor Sy sobre flechas
mediante G(g,u) = u.S(g). Asi definido es un funtor, pues dados dos morfismos
(g,u) y (h,v) componibles en G [ N, es decir, de forma que g : & — 2’ y h: 2’ — 2”
con u € N(z') y v € N(2"), se tiene:

G((h,v) (g,u)) = G(hg,v"u)=v"uS(hg)=vN(h)(u)S(h)S(g)
v (S(h)uS(h)~1)S(h)S(g) = (v S(h)) (uS(g))
G(h,v) G(g,u).

Ademsds este funtor hace conmutar el diagrama correspondiente a nivel de
fibraciones:

PG(g,u) = P(uS(g)) = P(u)PS(g) = Idyg = g = pr(g,u)
y a nivel de escisiones pues para cada flecha g : © — 2’ en G se tiene:

Veamos ademds que G es una equivalencia de categorias. Para ello bastard con
ver que el funtor G es fiel, pleno y denso.

Para ver que G es denso (es decir, cada objeto i € £ es isomorfo a algiin objeto
de la forma G(z) con z € obj(G[N)), dado i € £ consideramos SP(i) € &, por
ser P pleno el morfismo P : Homg(i, SP(i)) — Homg(P(i), P(i)) es sobreyectivo
y por tanto existe una flecha u : i — SP(i), tal que P(u) = Idp(;. Tenemos
entonces que i y SP(i) = GP(i) estan conectados en £ que es un grupoide, y por
tanto ¢ y GP(i) son isomorfos. Asi el funtor G es denso.

Veamos ahora que G es fiel y pleno, es decir, que para cada par de objetos z, z’
en G la aplicacion inducida

G: Homng(x,:r’) — Home(S(z),S(2")), (g,u) — G(g,u) = uS(g)

es una biyeccién, pero dada f € Homg(S(z), S(2)), la flecha
(P(f). £ SP(F)™") € Homy (2.
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es la tnica tal que G(P(f), f SP(f)~!) = f.

Por dltimo, notamos que si ademéas P es la identidad en objetos, entonces S
y por tanto G también son la identidad en objetos. Pero una equivalencia de
categorias que es la identidad en objetos es un isomorfismo. |

Nota 1.5.8. Para finalizar obsérvese que un funtor P : £ — G escindido que es
la identidad en objetos siempre es pleno y por tanto es una fibracion plena.



Capitulo 2

La torre de Postnikov de un
grupoide simplicial

2.1 La categoria Gd de grupoides simpliciales

La categoria SSet de conjuntos simpliciales es una categoria cartesiana cerrada,
por tanto puede considerarse como una categoria monoidal cerrada con producto
tensor dado por el producto. Podemos asi considerar categorias enriquecidas sobre
ella.

Por un grupoide simplicial G entenderemos un grupoide (pequeno) enriquecido
en la categoria de conjuntos simpliciales. Por tanto, G consta de:

e un conjunto de objetos O,
e un conjunto simplicial G(z,y), para cada par de objetos x,y € O, y

e una aplicacién simplicial “composicion” para cada terna de objetos z,y, z €
0,
G(z,y) x G(y,2) — G(z,2),

. ; . . f g P .
que asocia a cada par de n-simplices componibles x — y = z el n-simplice
composicién gf : x — z,

satisfaciendo los axiomas de asociatividad, unidades y existencia de inversos. La
categoria Gd serd la categoria de grupoides y funtores enriquecidos en conjuntos
simpliciales.

Vamos a continuacién a observar como un grupoide simplicial puede ser anali-
zado desde otros dos puntos de vista.

e En primer lugar, veremos como la categoria Gd de grupoides simpliciales
puede ser identificada con una subcategoria plena de la categoria Gpda™
de objetos simpliciales sobre la categoria de grupoides.

69
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e En segundo lugar, veremos como Gd puede ser considerada como una sub-
categoria plena de la categoria Gpd(SSet) de grupoides internos en la cate-
goria de conjuntos simpliciales.

Para cada entero n > 0, consideramos el conjunto

Gn: H gn(xyy)7

z,ye0

coproducto (unién disjunta) de los conjuntos de n-simplices de G(z,y), la com-
posicién en G restringida a los n-simplices nos determina un grupoide G, con
conjunto de objetos O y conjunto de flechas GG,,. Ademads los operadores cara y
degeneracién de cada conjunto simplicial G(z,y) determinan funtores
i d; .
gn+1 S%gn Hg’n—lu O S 2 S n,

respectivamente, que son la identidad en objetos.

El reciproco también es cierto, de manera que podemos identificar cada gru-
poide simplicial G con el objeto simplicial interno en la categoria de grupoides

PR o~ 50
dn% %dz\ PR
g= - n T ZGn1 - G 1 Jo
d() dO dO
87;;1 V . .. Z(l)\ .. . ..
X\ AN N
Gn = n—l - G2 Gl GO (21)
d() d() dO
S S| |
O———0 - O o) 9,

que tiene la propiedad de que los grupoides G,,, de n-simplices, tienen todos el
mismo conjunto de objetos O y los operadores cara y degeneracién son la identidad
en objetos. Andlogamente, un funtor enriquecido corresponde, via la identificacién
anterior, biunivocamente con un morfismo simplicial interno en grupoides. En
resumen tenemos:

Proposicion 2.1.1. La categoria Gd puede identificarse con la subcategoria plena
de la categoria SimplGpd = Gpd2”, de objetos simpliciales internos en grupoi-
des, con objetos aquellos objetos simpliciales tales que todos los funtores cara y
degeneracion son la identidad en objetos.

La segunda visién, que podemos tener de un grupoide simplicial, esta basada
en el isomorfismo

SimplGpd = Gpd(SSet),
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que se tiene entre la categoria de objetos simpliciales sobre grupoides y la categoria
de grupoides internos en la categoria de conjuntos simpliciales. Asi, el hecho de ser
la composicién en un grupoide simplicial un morfismo de grupoides, nos permite
identificar un grupoide simplicial G, como el anterior, con un grupoide interno en
la categoria de conjuntos simpliciales, con objetos el conjunto simplicial constante
O = K(0,0), y con flechas el conjunto simplicial

Sn—1 S1
/ S\ y s \ S
N\ e Waaa
G=- G,—/—/—/—xZGp1 -+ Gy Gy Go -
dO do dO

El reciproco también es cierto, de manera que tenemos:

Proposicion 2.1.2. La categoria de grupoides simpliciales Gd puede ser con-
siderada como la subcategoria plena de la categoria de grupoides internos en la
categoria de conjuntos simpliciales Gpd(SSet), con objetos aquellos grupoides
con objeto de objetos un conjunto simplicial constante.

Notemos que en este caso el funtor “categoria subyacente” desde la categoria
de grupoides simpliciales factoriza por la categoria de grupoides. Ademds, puesto
que la unidad u (para el producto cartesiano) en SSet es el objeto terminal, el
grupoide subyacente de un grupoide simplicial G es precisamente el grupoide Gy
de cero simplices. Asi el funtor “categoria subyacente”

U=(-):Gd — Gpd

es el funtor truncacion a nivel cero.

Notemos también que Gd como subcategoria de SimplGpd o de Gpd(SSet)
es cerrada para limites. En particular, para cada G € Gd, se tiene que Cosk™(G) €
Gd para cualquier n > 1.

Obsérvese el uso de tipos de letra que hemos utilizado y que utilizaremos a lo
largo de esta memoria:

e G denotard un grupoide simplicial, a cuyo conjunto de objetos normalmente
denotaremos como O.

G,, denotara el grupoide de n-simplices de G.

G, denotara el conjunto de flechas del grupoide G,.

G denotara al conjunto simplicial de flechas de G.

O = K(0,0) denotara al conjunto simplicial de objetos de G que tiene al
conjunto O en todas las dimensiones con caras y degeneraciones la identidad
en O.
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2.2 El complejo de Moore y los grupos de homotopia
de un grupoide simplicial.

Sea G un grupoide simplicial como el representado por el diagrama (2.1). Para
cada n > 1, sea AJ(G) el grupoide correspondiente de caras abiertas en dimensién
n. Entonces el conjunto de objetos de A7'(G) es también O y una flecha de A} (G)
consiste en una n-upla

(f07f17 "'7fn717 *)

de flechas f; en G,_1, tales que d;(fx) = dx—1(f;), cuando j < k y k,j # n.
Recordemos que Af(G) = Gy (ver Seccién 1.3.1).

Observamos como dada una n-upla (fo, fi,..., fu—1, —) en A}(G), la condicién
d;(fx) = di—1(f;) asegura que todas las flechas f; de dicha n-upla tienen el mismo
dominio y codominio, pues en particular do(fx) = di—1(fo), para 0 < k <n — 1,
lo cual implica que s(do(fx)) = s(dk—1(fo)) ¥ t(do(fr)) = t(dk-1(fo)). Ahora bien,
sd; = sy td; =t, luego s(fx) = s(fo) y t(fx) = t(fo) para 0 < k <n — 1. Ademads
la composicién en AJ'(G) estd dada componente a componente.

Denotaremos por NV, (G), n > 1, al grupoide totalmente disconexo niicleo del
funtor canénico

K] :G, — ANG); fr (do(f),...,dn-1(f),—), en flechas f € G,,

ver (1.11). Puesto que el funtor K es la identidad en objetos el grupoide NV,,(G) es
totalmente disconexo con objeto de objetos O. Para n = 0 escribiremos Ny(G) =
Go-

El ultimo operador cara d,, : G, — G,_1 en cada dimensién induce, por restric-
cién, un funtor (que es la identidad en objetos)

8n Nn(g) — nfl(g)a

de manera que se tiene una sucesién de grupoides (todos ellos totalmente dis-
conexos salvo quizds Gy) y morfismos de grupoides que son la identidad en objetos

aﬂ n
N(G) = .. N1 () 225 Nou(G) 25 Ny 1(G) = ... — Mi(G) 2 No(G) = Go,
(2.2)
con la propiedad de que cualquier composicién 9,,0,,+1 lleva cada flecha de N, 11(G)
en una identidad. En efecto, dada u : x — z en N,4+1(G), la condicién d;(u) = Id,
para 0 < ¢ < n, implica:

OnOns (1) = O (dng1 (1)) = dndsr (0) = dpdp() = dp(Idy) = Idsy.

El complejo de grupoides N (G) (2.2) es el complejo de Moore del grupoide sim-
plicial G.
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Ademds, el complejo N (G) tiene la siguiente estructura adicional. Para cada
objeto z € O y cada n > 1 denotemos por N,(G)(z) al grupo de endomorfismos
del grupoide totalmente disconexo N, (G) en el objeto z, esto es,

Nn(G)(x) = Endy;, (g)(2)-

Puesto que NV,,(G) es un subgrupoide normal de G, ya que es el nicleo de un
funtor (ver (1.4)), la conjugacién en G,, nos permite definir un funtor

Np(G) : G — Gp; = N,(G)(x),

esto es, N, (G) es un G,-grupo con accién dada por conjugacién. Ahora bien, el
unico morfismo s} : Go — Gy, determinado por los operadores degeneracién, nos
permite considerar a cada N, (G) como un Gp-grupo, via composicién con sg, esto
es, podemos considerar el funtor

Nn(G) : Go — Gp,

que asocia a cada objeto x de Go el grupo Ny, (G)(z) = Endy;, (g)(z) y a cada flecha
t:x — y en Goy, el morfismo de grupos

Nu(G)(t) : Nn(G)(2) — Nu(G)(y)

que asocia a cada u € Ny, (G)(x) el endomorfismo sB(t) u s§(t)~! en N,(G)(y).
Notemos ademds que los funtores 0y, : N;,(G) — Np—1(G) inducen trasforma-
ciones naturales

an : Nn(g) — n—l(g)a

que asocian a cada objeto x el morfismo de grupos
(On)z : Nn(G)(2) = Np-1(G)(2); ur (Op)a(u) = On(u) = dn(u).

Asi definida esta aplicacion 0,, es efectivamente natural pues, dada una flecha
t:x — yen Gyy dado un objeto u € N, (G)(x), se tiene:

Na=1(G)(O)((9n)z (1) = No=1(G) (1) (dn(w)) = 55" (H)dn(u)sg " ()
= dn (5 ()usg (1)) = dn(Na(G)(1)(u))
= (On)y(Nn(G)(t)(u)),

siendo entonces el cuadrado

8nw
o NJ(Q)(x) 2N, (6)(x)
tl Nn(g)(t)i Nn—1(G)(t)
(
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conmutativo.
De esta manera obtenemos una sucesién de Gg-grupos
N©G): ... — Nus1(G) 255 Nu(G) 2% Nyl i(G) — ... — Ny(G) 2 Endg,,
(2.3)
tal que 0,0,41 es trivial. A la sucesién de Gp-grupos (2.3) anterior también la
llamaremos complejo de Moore del grupoide simplicial G.
Notamos ahora que las construcciones N (—) y N(—) son ambas funtoriales.

Recordemos también que la condicién de Kan para grupos simpliciales se tra-
duce en que los morfismos canénicos K} a las caras abiertas sean sobreyectivos.
La Proposicién 2.2.3 nos va a trasladar al contexto de grupoides simpliciales el he-
cho de que todo grupo simplicial satisface la condicién de Kan. Para demostrarla
necesitaremos los siguientes lemas previos:

Lema 2.2.1. Sea G un grupoide simplicial, para cada n > 1 y cada (m + 1)-upla
de flechas (fo, f1,-..,fm) en Gy, con 0 < m < n, tales que d;i(f;) = dj—1(fi) si
0 <1i < j <m, definimos recursivamente

[fol = Jfo,
[fo, fil = Fffytsodi(fo),
fos fise oo fm) = Fnlfor oo frne1)  sm—1dm(f0), s Sm—1dm(fm—1)]- (2.4)

FEntonces

dilfo, fr, - fm] = dm(fi)

para todo 0 < ¢ < m.

Demostracién: Observamos primero que, como antes ya comentamos, la condicién
di(fj) = dj—1(fi) para 0 < i < j < m, hace que cada una de las flechas de la
(m + 1)-upla tengan el mismo dominio y codominio, por lo que las composiciones
que utilizamos para definir los corchetes anteriores pueden realizarse. Ademds,
cada uno de estos corchetes es una flecha en G,, de igual dominio y codominio que
cada una de las f; de la (m + 1)-upla con la que operamos.

Vamos ahora a demostrar el resultado por inducciéon sobre m. Es obvio el
resultado para m = 0 y veamos cémo también es cierto para m = 1:

do[fo, f1] = do(f1.fy "sodi(fo)) = do(f1)do(fo) " dosodi(fo) = di(fo),
d1[fo, 1] = di(f1fy 'sodi(fo)) = di(f1)dr(fo) " disodi(fo) = di(f1)-

Supongamos ahora cierto el resultado para k < m — 1, es decir,

di[fovfla“'afk] = dk(fl)v 0 < { < ky k <m-— 11
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y demostremos que es también cierto para k = m:

dilfos f1s s fm] = di( [ fos ooy frna1]) " [Sm—1dm(f0), s Sm—1dim(frm—1)])
= di(fm)di([fo, s frn— 1])71 i([sm—1dm(£0), s Sm—1dm(fm-1)])
= di(fm)dm—1(fi) " dm-1(sm-1dm(fi)) = dm(fi), 0 <i <m—1,
Am[fos f1s s fm] = Ao (Fin[for s Fna1] ™ [Sm—1dm (f0), -y Sm—1dm (fm—1)])
= d(fm)dm([fo, -, fm—l])_ldm([sm—ldm(fo)a s
$m—1am(fm—-1)]) = dm(fm),

donde la dltima igualdad es cierta, pues

dm[sm—ldm(fO)a---ysm—ldm(fm—l)] :[ mSm— ldm(fO) mSm 1d (fm—l)]
:[ m(fO) 7dm(fm 1)] [foa"'7fm—1]7

por el apartado 1 del siguiente Lema 2.2.2. |

Los corchetes definidos recursivamente por las férmulas (2.4) satisfacen las
siguientes propiedades que usaremos posteriormente.

Lema 2.2.2. En las condiciones del Lema anterior se tiene:
1. dilfos -y fm] = [di(fo)s -y dk(fin)] para todo m < k < n.

2. 8j[fos e, fm] = [55(f0) -, $§(fm)] para todo m < j < n.

Demostraciéon: Vamos a demostrar estas propiedades por induccién sobre m.
La primera propiedad es cierta para m = 0, pues

di[fo] = di(fo) = [dk(f0)]-

Supongamos que es cierta para cualquier ¢ < m — 1 y veamos cémo también lo es
para ¢ = m:

A fo, o fml = de(fm [fos oo Fn1) " [smo1dm(f0), s Sm—1dm (fm—1)])
= di(fm) [de(f0), oo die( frn-1)]
[dism—1dm(fo); s diSm—1dm (fm—-1)]
= di(fm) [k (fo), -oos (1)) ™"
[Sm—1dmdi(f0);s s Sm—1dmdg(frn—1)]
= [dk(fo), s dx(fm)]-

Por lo que la primera propiedad es cierta.
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Por otra parte, la propiedad 2 también es cierta para m = O:

sjlfol = sj(fo) = [s;(fo)]-

Si es cierta para cualquier ¢ < m — 1, también lo es para i = m:

Sj[fo,--.,fm] = Sj(fm[va---afmfl]_l[smfldm(fo)a-'-asmfldm(fmfl)])
= 55(fm) [55(f0)s s 55 (fmn-1)] "
[8j8m—1dm(f0); -+, 8j8m—1dm (fim—1)]
= 5i(fm) [85(fo)s s 85 (fm—1)] !
[Sm—1dmS;(f0)s -er Sm—1dmS;(fm—1)]
= [5i(fo); s 85(fm)]-

Por tanto, también se cumple la propiedad 2. |

Proposicion 2.2.3. Todo grupoide simplicial G satisface la siguiente condicion:
Para todon > 1 y para 0 < i <n, los funtores
KrzL :Gn — A:‘L(g)
son sobreyectivos a nivel de objetos y flechas.

Demostraciéon: Notemos que los funtores anteriores a nivel de objetos son todos la
identidad, luego sélo tenemos que ver que son sobreyectivos a nivel de flechas.
Comencemos viendo que K : G, — AJ'(G) es sobreyectivo en flechas.
Dada una flecha (fo,..., fn—1,—) € A}(G), la n-upla, de flechas en G,,

(Sn—l(fO)a ce aSn—l(fn—l))

cumple:
disn—1(f;) = sn—2di(fj) = sn—2dj—1(fi) = dj—15n-1(fi),

para i < j < n — 1. De esta forma, estamos en las condiciones del Lema 2.2.1 y
podemos encontrar una flecha de G,

f = [Snfl(fO)a ce 78n71(fn71)]

tal que d;(f) = dp—15n—1(fi) = fi para 0 < i < n — 1. En otras palabras

Kg(f) = (foa‘ . '7fn—17_)7

y por tanto, K es sobreyectivo en flechas.
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Veamos ahora cémo K~! es sobreyectivo en flechas. Dado

(an () fana ) fn) € AZ_I(g)v

la (n — 1)-upla, de flechas de G,

(8n—2(f0)s s Sn—2(fn—2))

cumple:
disn—2(fj) = sn—3di(fj) = sn—3dj—1(fi) = dj—15n—2(fi).

para i < j < n — 2. De nuevo estamos en las condiciones del Lema 2.2.1 por lo
que podemos construir una flecha

g = [Sn—Q(fO)a DRI 7$n—2(fn—2)]
en G,, satisfaciendo que
di(g) = dn—28n—2(fi) = fi, para0 <i<n-—2,

Ahora bien, la composicién

f=sn-1(fn (dn(g))_l) g

sera una flecha de G, tal que:
e Para0<i<nei#n-—1,
di(f) = di (sn-1(fa(dn(9) ™) 9) = disn—1 (ful(dn(9))™") dil9)
= sn—2 (di(fn) di(dn(9))™") fi = sn—2 (di(fn) (dn-1di(9))™") fi
= Sp—2 (di(fn)dn—l(fi)_l)) fi = fi,
ya que dz(fn) = dnfl(fz)

e Yparai=n
dn(f) = dn(snfl(fn(dn(g))_l)g) =Jn dn(g)_l dn(g) = fn-

Por tanto,
Kz_l(f) = (foa ) fn—27 ) fn)

y asf, el morfismo candénico K1 es sobreyectivo en flechas.
Por 1ltimo, generalizando lo anterior vamos a demostrar que K, : G, — A} (G)
es también sobreyectivo en flechas, para 0 <r <n — 2.
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Dado (fo, s fre—1s—, fr+1y s fn) € AL(G), donde f; : x - ypara0 <i<ne
i # r, consideremos la r-upla de flechas de G,

(8r—1(f0)s s Sr—1(fr-1))

ésta satisface, como en los casos anteriores, que d;s,—1(f;) = d;j—15—1(fi), para
i< j<r—1, porlo que estd en las condiciones del Lema 2.2.1 y de esta forma

gr = [Sr—l(.fO)a s 73T—1(fr—1)]

es una flecha de G, satisfaciendo que d;(g,) = dr—18,—1(fi) = fi, 0 < i <r —1.
Vamos ahora a encontrar, para cada 1 < p < n — r, una flecha h,, de G,, tal
que di(hyp) = fisi0 <i <ryn-—p<i<n (nétese que la flecha f del caso
anterior, donde r =n —1, es hy—11 = hyp—r). Daremos estas flechas h,.,, de forma
inductiva: Definimos

hr1 = sp—1(fn (dn(gr))il) Gr
que claramente satisface las condiciones buscadas pues para 0 < i < r se tiene:
di(hr1) = di(sn-1(fn (dn(gr))_l) 9r) = disn—1(fn (dn(gr))_l) di(gr)
= 5n—2di(fn) (Sn—Zdn—ldi(gr))_l di(gr) = 5n—2di(fn) (Sn—2dn—1(fi))_1 fz
= fi,

yparati=mn

dn(hr1) = dp(sn-1(fn (dn(gr))_l) 9r) = fn(dn(gr))_ldn(gr) = fn-

Supuesto definida la flecha h;,—1 con 0 < p < n — r, definimos

hrp = Sn—p(fn—p+1 (dnfpﬂ(hrpfl))_l) hrp-1.

Asi definida satisface las condiciones requeridas pues para 0 < i < r, se tiene

di(hrp) = di(Sn—p(fr—p+1 (dn—p+1(h7’p—1))_l) hrp—1)
= disp—p(fn—p+1 (dnfpﬂ(hrpfl))_l)di(hrpfl)
= Sn—p—ldi(fn—p-i-l)(Sn—p—ldn—pdi(hrp—l))_ldi(hrp—l)
= Sn—p—ldi(fn—p-i-l)(Sn—p—ldn—p(fi))ilfi = fis

paran —p+ 1 < i < n, se tiene

di(hyp) = di(sn—p(frn—p+1 (dnprrl(hrpfl))_l) hrp—1)
= disn—p(frn—p+1 (dn—p+1(hrp—l))il)di(hrp—l)
= Sn—pdi—l(fn—p+1)(Sn—pdn—p+1di(hrp—l)rldihrp—l
= sn—pdi—1 (fu—p+1) Sn—ptn—p1 (1)) " fi = [
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y para i =n — p+ 1, también tenemos:

d—p1(hrp) = du—ps1(Sn—p(Fa—pt1 (dnpt1(hrp-1)) ") Brp-1)
= fnprrl (dnprrl(hrpfl))_ldnfp+1(hrp71) = fnfp+1-
Por tanto, si tomamos f = h,,—, se tiene que d;(f) = f; para 0 < i < mn e
i # r, es decir,

K:L(f) = (f07 ceey f7‘—17 ) fT-i—ly ceey fn)?

y por tanto, K es sobreyectivo en flechas.

Por 1iltimo, veamos que K° : G, — A%(G) es también sobreyectivo en flechas.
Dada una flecha (—, fi, ..., fn) € A%(G), siguiendo con la misma filosoffa de los
casos anteriores vamos a encontrar morfismos h, para 1 < p < n tales que d;(hy) =
fi sin—p <i<n. Definimos

hl = Snfl(fn)

que claramente satisface d,,(h1) = f,. Supuesta definida h,_; tal que d;(hp—1) = f;
sin—p+4+1<i<n, definimos

hy = sn—p(fn—pr1(dn—pt1 (hp—l))_l)hp—l

y asi definida paran —p+ 1 < i < n se tiene:

di(hp) = di(snfp(fnprrl(dnfpﬂ(hpfl))_l)hpfl)
= disn—p(fn—p+1(dn—p+1(hp—l))il)dihp—l
= sn—pdi—1(fn—p+1) (Sn—pdn—pr1di(hp-1)) " di(hp_1)
= Sn—pdi—1(fa—p+1) Sn—pdn—p+1(£) " fi = fi,

y también parai=n —p+ 1

dn—p+1(hp) - dn—p+1(Sn—p(fn—p-i-l(dn—p+1(hp—1))_l>hp—1)
= fnpr(dnfpﬂ(hpfl))_ldnfpﬂ(hpfl) = fa—p+1;

como querfamos. Tomando f = h, se tiene que d;(f) = f; para 0 < i < n, es
decir,

Kg(f) = (_7 flv ceey fn)a
y por tanto, KU también es sobreyectivo en flechas. |
Otro resultado de grupos simpliciales que podemos trasladar al contexto de

grupoides simpliciales y que nos serd de gran utilidad viene dado en la siguiente
proposicion:
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Proposiciéon 2.2.4. En un grupoide simplicial G, los nicleos de los morfismos
K : G, — A (G) son biyectivos para cada 0 < i < n.

Demostracién: Este resultado es un corolario inmediato del Lema 1.6.1 de [22], en
él que se demuestra un enunciado analogo al de esta proposicion pero restringido
al contexto de grupos simpliciales. Basta con observar que los funtores K! son
todos la identidad en objetos, y por tanto, sus nicleos son grupoides totalmente
disconexos. Por tanto, para probar que ker(K") = ker(K}) para cada 0 < i <
n — 1, basta con ver que para cada elemento € O los grupos Endyer(xn)(z) y
Endyer(k: ) () son isomorfos, pero estos nticleos son precisamente los nticleos de los
morfismos de grupos K” : G, (z,7) — A%(G(x,2)) v K¢ : Guo(x,7) — AL(G(z, 7))
que son isomorfos por el Lema 1.6.1 de [22]. [ ]

Como consecuencia de la Proposicion anterior obtenemos el siguiente resultado
que usaremos mas adelante.

Corolario 2.2.5. Sea G un grupoide simplicial y n > 0. Si el nicleo del morfismo
K" : G, — AN(G) es trivial, entonces el nicleo del morfismo K! : G, — A% (G) es

trivial para cada 0 < i <n — 1.

Pasamos ahora a definir la “homotopia” de un grupoide simplicial G.
El “grupoide de componentes conexas” my(G) es el coigualador de los funtores
do, dy,
do

g1 g g04q>7fo(g) -

dy
Puesto que los funtores dy y di son la identidad en objetos, podemos aplicar el
Lema 1.1.6 para deducir que

m0(G) = Go/im(0h)

con 01 : N1(G) — No(G) = Gp el primer morfismo en el complejo de Moore de
G, ver (2.2). Ademads, puesto que 0; es un funtor desde un grupoide totalmente
disconexo N7(G) en Gy, im(9;) es también un grupoide totalmente disconexo, asf
mo(G) tiene los mismos objetos que G y la proyeccién canédnica q : Go — mp(G) es
la identidad en objetos.

La construccién del grupoide de componentes conexas es funtorial de manera
que tenemos un funtor

mo : Gd — Gpd.

Para n > 1, la homotopia de G se define basicamente como la homologia de su
complejo de Moore N(G) (2.3). Més concretamente, si consideramos el complejo
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de Gy grupos N(G), su homologia en dimensién n serd un Gy-grupo

_ ker(0n)
H,N(G) = O Go — Gp

que sobre cada objeto x € Gy actiia como

ker(On )z

HaN(G)] () = Ha [N(9)(@)] = HaN [G(a )] = =2

Se tiene entonces que la homologia de N(G) en un objeto x € Gy es la homotopia del
grupo simplicial G(z, z) por lo que H, N(G)(x) es un grupo abeliano. Observamos
ahora que estos Gop-grupos H,(N(G)) factorizan de forma tnica a través de la
proyeccién canédnica g,

do
(o _ o : m0(9) (2.5)
d1
HnN%\ L m™(9)

Ab.
Se define el “n-ésimo grupo de homotopia de G” m,(G) como el inico m(G)-mddulo

que hace conmutar el tridngulo en el diagrama (2.5) anterior.

2.3 Los funtores nervio-espacio clasificador y grupoide
de lazos-grupoide simplicial fundamental

En esta seccién utilizaremos el funtor nervio
Ner : Cat — SSet,
introducido en la Seccién 1.1, y el funtor diagonal de Artin-Mazur
W : SSimpl(Set) — SSet,

definido en la Seccién 1.3.4, para asociar, como Dwyer y Kan en [29], un conjunto
simplicial a un grupoide simplicial al que llamaremos su nervio.

El funtor nervio Ner : Cat — SSet, introducido en la Seccién 1.1, induce,
aplicandolo en cada dimensién o via composiciéon

AP

e

Gpd W SSet,
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un funtor
Ner, : SimplGpd — SSimpl(Set).

De esta forma para cada grupoide simplicial G, como el dado por el diagrama (2.1),
tenemos un conjunto simplicial doble

Ner.(G): --- Ner3(G) — Ners(G) G o)

’
dg (i) d3
dy | [y 0
Ner(Go): - Ner3(g0®0 xo(&% j O
6

(2.6)
donde los operadores cara y degeneracién horizontales son los del nervio de cada
uno de los grupoides G; y los operadores cara y degeneracion verticales son los
inducidos por los funtores cara y degeneracién del grupoide simplicial.

Definimos el nervio de un grupoide simplicial G como el conjunto simplicial

Ner(G) = WNer*(g), (2.7)

donde W es funtor diagonal de Artin-Mazur definido en la Seccién 1.3.4.
El funtor nervio desde la categoria de grupoides simpliciales se define entonces
como la composicién

Ner,

Ner : Gd — SimplGpd SSimpl(Set) —~ SSet .

Vamos ahora a hacer una descripcién explicita del nervio de un grupoide simplicial
g. o

Teniendo en cuenta la definicion de los funtores nervio y W es obvio que
Nerp(G) = O y que Ner;(G) = Go. Vamos a estudiar con detalle quienes serfan
los 2-simplices de este conjunto simplicial para luego generalizando obtener los
n-simplices.

Un 2-simplice de Ner(G) estard formado por una terna (z, g1, (h1,h2)) con
v €0, g1 €Gyy (hi,hs) € Gy xo Gy verificando que dj(x) = d?(g1) vy d(g1) =



2.3. Nervio-espacio clasificador y grupoide de lazos-grupoide fundamental 83

dé‘(hl,hg), es decir, = s(g1) y do(91) = h1. Podemos observar que h; estd
totalmente determinada por ¢g; y ademds s(ha) = t(g1), asi identificaremos un 2-

simplice de Ner(G) con un par de morfismos x By b2, de forma que g1 € G1 y
ho € Gp. Renombrando estos morfismos haremos la identificacion:

Nery(G) = {(fl, fg) i fi € Gay, t(fl) = S(fQ)}v

es decir, Nery(G) es el conjunto de pares de morfismos z ELN 1 ELN 2o donde f; €
G2_;. Teniendo ahora en cuenta la definicién de los operadores cara y degeneracién
del conjunto simplicial W(Ner,(G)) y la identificacién anterior, obtenemos los
siguientes operadores cara:

do(f1, f2) = do(xo, f1, (do(f1), f2)) = (5 (f1), di(do(f1), f2)) = (t(f1), f2) = fa,
di(f1, f2) = di(wo, f1, (do(f1), f2)) = (d}(w0), d} (do(f1), f2)) = (w0, fado(f1))
= fado(f1),
da(f1, f2) = da(zo, f1, (do(f1), f2)) = (d3(x0), di(f1)) = (z0,d1(f1)) = d1(f1),
y degeneracion:
so(f) = s0(s(f), £) = (s§(s())s 56 (5(1))s s6(F) = (s(f), Ida(pys (L), 1))
= (Idy(p), f)s
s1(f) = s1(s(f), £) = (s1(s()s 56(): 8T () = (5(f)s 50(f)s (f: Tely(p)))
= (so(f), Idyy))-
En general,
Nery(G) = {(f1, f2, ., fn) 3 fi € Gni, t(fiz1) = s(fi)},
es decir, Ner,,(G) es el conjunto de sucesiones de morfismos

f2 fnfl fn

fi
To—T] — ... —— Tp_1 — Tn,

donde f; € G;,—;. Los operadores cara y degeneracién

Nern41(G) <= Ner,(G) 2 Ner,_1(G)
estan definidos por:

do(fr, f2, s fn) = (f2s s fn),

di(f1, f2, s ) = (dica(f1), - di(fim1), fivado(fi)s fir2s o S,
dn(f1s f25 o fn) = (dn-1(f1), - d2(fr2), d1(fn-1));

$0(f15 f25 oo ) = (Lds(p)s f15 f2s oo fin),

si(f1s for oo fn) = (8i=1(f1)s e S0(fi), Ldy(g)s fi1s ooy fn)-
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. . f f :
Es decir, si kg — 21 — ... — xp_1 — x, € Ner,(G), su imagen por dj es
f2 fn
T1 > Xy — ... — Tp_1 — Tnp,

pord;,conl <i<n-—1,es

di—1(f1) di(fi-1) Ji+1do(fi)

Jit2 n
ro ———— L1 — ... > T;-2 Ti—1 Ti+1 Ti42 — oo — Tp,

y por d, su imagen es

dn-1(f1) da(frn—2) di(frn-1)
ro — X1 — .- =7 Tp-3 Tn—2 Tn—1,

. fl fn
y la imagen de zg — 1 — ... — T,_1 — T, POr Sp €s

Id fl n
o —y) — 1 — ... > Tp-1 — Tn,
y por s; es
si—1(f1) s0(fs) Id fit1 fo
00— %] — ... 2 Tj—] — X — X — > Tip] — ... = Ty — L0

Este funtor nervio tiene un adjunto izquierda, el funtor grupoide de lazos
G : SSet — Gd.

Dado un conjunto simplicial X, el grupoide de lazos G(X) estd dado por el grupoide
simplicial que tiene como objetos el conjunto Xy de vértices de X, y en dimension
n, G(X), : Gp, = Xj es el grupoide libre con un generador

T: dldg...dn+1(.7}) — dodg...dn+1(x)

para cada x € X,,41, dividido por la relaciéon 50y = Hdl...dn(y) para cada y € X,,.
Los operadores cara estan definidos

y las degeneraciones
S$iT = S;+1Z.

Estos dos funtores, Ner y G, son usados por Dwyer y Kan [29] para levan-
tar la estructura de modelos de Quillen establecida en SSet hasta la categoria
de grupoides simpliciales. En particular usaremos el concepto de fibracion de
grupoides simpliciales:

Un morfismo de grupoides simpliciales f : G — G’ es una fibracion si
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(1) la aplicacién inducida entre los grupoides Gy : Go =% Oy G( : Gjj = O es
una fibracién, y

(2) para cada z € O, el morfismo inducido G(z,z) — G'(f(x), f(z)) es una fi-
bracién de grupos simpliciales (o equivalentemente de conjuntos simpliciales).

Otra propiedad interesante de los funtores nervio y lazos es su comportamiento
respecto a los grupos de homotopia, reflejamos este comportamiento en la siguiente
proposicién cuya demostracion es andloga a la dada en [53] para grupos simpliciales
(ver también [29]).

Proposiciéon 2.3.1. Para cualquier grupoide simplicial G se tiene un isomorfismo
(natural) de grupoides
Wo(g) = Wl(Ner(g)),

que nos permitird identificar el grupoide de componentes conexas de un grupoide
simplicial con el grupoide fundamental de su nervio. Ademds, usando la identifi-
cacion anterior, para todo n > 0 se tienen isomorfismos de mo(G) = m1(Ner(G))-
modulos

Tn(G) = Tnt1(Ner(G)).

Andlogamente, para cualquier conjunto simplicial X se tienen isomorfismos
naturales
Tnt1(X) = m (G(X)),

para todo n > 0, que para n =0 serd de grupoides y para n > 0 de mddulos.

Al componer los funtores Ner y G con los funtores realizaciéon geométrica y
complejo singular (ver Seccién 1.3.5), respectivamente, obtenemos los funtores es-
pacio clasificador B (de un grupoide simplicial) y grupoide simplicial fundamental
IT (de un espacio),

= GS : Top = SSet & Gd,

B = [Ner(—)| : Gd X%, SSet 1 Top .
Teniendo en cuenta que por una parte los funtores realizacion geométrica y com-
plejo singular [9] y por otra los funtores Ner y G [29] inducen equivalencias entre
las categorias de homotopia, tenemos que los funtores IT y B también inducen una
equivalencia entre las correspondientes categorias de homotopia. Esto nos permite
asegurar que los grupoides simpliciales son modelos para todos los tipos de ho-
motopia de espacios. Ademads, el funtor espacio clasificador B lleva fibraciones en
fibraciones y conserva fibras de fibraciones, pues tanto la realizacion geométrica
(ver [9]) como el funtor G (ver [29]) llevan fibraciones en fibraciones y conservan
fibras de fibraciones.
Como corolario inmediato de la Proposiciéon anterior tenemos
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Corolario 2.3.2. Para cada grupoide simplicial G se tiene un isomorfismo natural
de grupoides
m(B(G)) = m0(9),

e isomorfismos naturales de 71 (B(G))-mddulos

Tnt1(B(G)) = mn(9),

para todon > 1.

2.4 Las categorias Gd,, de n-tipos

2.4.1 Grupoides enriquecidos en n-hipergrupoides

Recordemos que la categoria Hyper, de n-hipergrupoides puede verse, via el
funtor nervio (1.25), como una subcategoria plena y cerrada para productos de la
categoria SSet de conjuntos simpliciales. Vamos a considerar ahora la categoria
GnH de grupoides enriquecidos en la categoria Hyper,. Asi pues, podremos
considerar de nuevo via el funtor nervio a GnH como una subcategoria plena de
la categoria Gd de grupoides simpliciales. Mds concretamente, un objeto H de
GnH, al que llamaremos grupotde enriquecido en n-hipergrupoides, consta de:

e un conjunto de objetos O,
e un n-hipergrupoide H(z,y), para cada par de objetos x,y € O, y
e un morfismo de n-hipergrupoides, composicion,

H(z,y) x H(y,z) — H(z,2),

para cada terna de objetos z,y, z € O, que asocia a cada par de m-simplices

: f g . . C
componibles x = y = z el m-simplice composicién gf : x — z.

Satisfaciendo los correspondientes axiomas de asociatividad, unidades y existencia
de inversos.

De forma andloga a como hicimos en la seccién 2.1, podemos reestructurar
los datos en un grupoide enriquecido en n-hipergrupoides . Obteniendo dos
visiones diferentes del concepto de grupoide enriquecido en n-hipergrupoides. Para
conseguir esto, denotamos

z,yeO

al coproducto (unién disjunta) de los conjuntos de m-simplices de H(z,y), para
cada entero 0 < m < n. La composicién en H restringida a los m-simplices nos
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determina un grupoide H,,, con conjunto de objetos O y conjunto de flechas H,,,
de manera que los operadores cara y degeneracién de cada n-hipergrupoide H(zx, y)
determinan funtores

i d; .
Huns1 < Hyp —>Hpm—1, 0<i<m <n,

que son la identidad en objetos. De esta forma H determina un objeto simpli-
cial truncado interno en la categoria de grupoides, al que también denotaremos
‘H, haciendo abuso del lenguaje. Ademads las operaciones corchete en cada n-
hipergrupoide H(x,y) determinan un funtor corchete

(=] ARE (H) — Ha,

que de nuevo es la identidad en objetos. De esta forma H es un n-hipergrupoide
interno en la categoria de grupoides. En la siguiente Proposicién 2.4.1 completamos
esta visién:

Proposicion 2.4.1. La categoria GnH puede ser identificada con:

e La subcategoria plena de la categoria de n-hipergrupoides internos en la cate-
goria de grupoides con objetos aquellos n-hipergrupoides cuyos funtores cara,
degeneracion y corchete son la identidad en objetos.

o La subcategoria plena de la categoria de grupoides internos en la categoria
de n-hipergrupoides con objetos aquellos grupoides con objeto de objetos un
n-hipergrupoide constante.

Demostracion: Esta proposicién se obtiene mediante un traslado a este contexto
de los resultados establecidos en las Proposiciones 2.1.1 y 2.1.2.

Dado un grupoide enriquecido en n-hipergrupoides ‘H, consideremos los grupoi-
des Hy, 0 < m < n, definidos anteriormente. Obtenemos asi un objeto simplicial
truncado a nivel n interno en Gpd,

Sn—1 S1
/ S0\ s s
0N\ V%di\ PN
2

H = Hn _ n—1 e H Hl HO
dO do dO
. Sn—1 .. .. S1 . ..
/ 5'0" \ / 50\ S0
dn% /dg\\ /dl\
Hn = H,_4 H2 Hl HO

I T

O———0 - O O O
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de manera que todos los grupoides H,, tienen el mismo conjunto de objetos O y los
operadores cara y degeneracion son la identidad en objetos. Ademads la operacién
corchete en cada uno de los n-hipergrupoides H(z,y), z,y € O, nos permite definir
un funtor
(=] ART1(H) — Ha

que sera la identidad en objetos y sobre morfismos actia puntualmente. Esto es,
si (fo,. frr—) € AIT1(H) la condicién d;(f;) = dj—1(f;) para 0 < i < j < n,
implica que s(f;) = s(f;) y t(fi) =t(f;) ,0 <i < j <n,conloque (fo,..., fn,—) €
AZﬁ(’H(x, y)) con z = s(fo), y = t(fo) por lo que podemos construir el corchete
[fo, s fn] que serd una flecha de H,,.

Asi definida esta operacién, es rutinario comprobar que satisface las condi-
ciones (H1), (H2), (H3) y (H4), por lo que hemos construido un n-hipergrupoide
interno en Gpd a partir de un grupoide enriquecido en n-hipergrupoides. De
forma andloga se puede comprobar que el reciproco también es cierto. Ademsds,
un funtor enriquecido corresponde, via la identificacién anterior, biunivocamente
con un morfismo de n-hipergrupoides internos en grupoides.

Por otra parte, la segunda identificacién se basa en el isomorfismo

SimplGpd = Gpd(SSet)

y en particular, en el isomorfismo que existe entre la categoria de objetos simpli-
ciales truncados a nivel n internos en grupoides y la categoria de grupoides internos
en la categoria de conjuntos simpliciales truncados a nivel n, es decir,

Simpl,,(Gpd) = Gpd(Simpl,, (Set)).

Asi, el hecho de que la composicién de un grupoide enriquecido en n-hipergrupoides
es un morfismo de grupoides, nos permite identificar un grupoide enriquecido en
n-hipergrupoides H, como el anterior, con un grupoide interno en la categoria de
n-hipergrupoides, con objeto de objetos el n-hipergrupoide O constante O (ver
1.4.4 (2)), con objeto de flechas el n-hipergrupoide con n-truncacién

/STV_I\ /31\

80~ S0 \ S0

‘/dn\\ /dz\ /d1\

H= H, HT n-1 - Hy ™= —= H, y Hy
0 0 0

y con operador corchete dado, como antes, por los operadores corchete de cada
uno de los n-hipergrupoides H(zx,y), z,y € O. |

Hagamos constar ahora que, tomando n = 1, la categoria G1H de grupoides
enriquecidos en la categoria de 1-hipergrupoides es isomorfa a la categoria de
2-grupoides 6 grupoides enriquecidos en grupoides, via el isomorfismo entre las
categorias de 1-hipergrupoides y grupoides.

El siguiente resultado técnico lo usaremos més adelante
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Lema 2.4.2. Sea H € GnH un grupoide enriquecido en n-hipergrupoides con
conjunto de objetos O y sea f : O' — O wuna aplicacion. Entonces existe un
grupoide enriquecido en n-hipergrupoides H' con conjunto de objetos O’ y un funtor
enriquecido £ : H' — H que en objetos es f.

Demostracién: El grupoide H’ enriquecido en n-hipergrupoides tiene a O’ como
conjunto de objetos y, para cada par de elementos x,y € O/,

H' (2,y) = H(f(x), f(y)),

la composicién en ‘H' es inducida por la composicién de H, esto es, dados z,y, z €
O’ el morfismo composicién en H’ esté definido por

H (2, y)xH(y, 2) = H(f(2), f () xH(f(y), f(2)) — H(f(2), f(2)) = H(,2).

Es inmediato deducir que esta composicién es un morfismo de n-hipergrupoides
de manera que H’ es un grupoide enriquecido en grupoides. Adem4s la aplicacién
f: 0" — O y laidentidad determinan un funtor enriquecido H' — H. [ |

2.4.2 Las categorias Gd,

Definimos la categoria Gd,, como la subcategoria plena de la categoria Gd (i, :
Gd,, — Gd) con objetos los grupoides simpliciales que tienen complejo de Moore
trivial en dimensiones m > n. A los elementos de Gd,, los llamaremos grupoides
simpliciales n-dimensionales (o simplemente n-grupoides simpliciales) .

Notemos que al ser el complejo de Moore de cada G € Gd,, trivial en dimen-
siones m > n, sus grupos de homotopia también seran triviales en dimensiones
m > n. La igualdad

Tm+1(B(G)) = mn(9),

nos muestra que el espacio clasificador B(G) tiene entonces grupos de homotopia
triviales en dimensiones m > n y por tanto, B(G) es un n-tipo. En este sen-
tido diremos que los elementos de Gd,, son n-tipos. Probaremos posteriormente
(ver Proposicién 2.5.3) que todo n-tipo es homotdpicamente equivalente al espacio
clasificador de un grupoide simplicial n-dimensional.

Como corolario inmediato del Lema 1.1.4, del Corolario 2.2.5 y de la Proposi-
cién 2.2.3 tenemos:

Corolario 2.4.3. Un grupoide simplicial G es un objeto de Gd,, si y solamente
si los funtores candnicos K., : G — AL (G) son isomorfismos para todo m > n y
0<1<m.

Demostracién: Sea G € Gd,,, recordemos que el grupoide N,,(G) en el complejo
de Moore de G es el nicleo del funtor K] : G, — A(G). Asi, si G € Gd,,



90 Capitulo 2. La torre de Postnikov de un grupoide simplicial

N (G) es el grupoide trivial para m > n. Ahora bien, por el Corolario 2.2.5, se
tiene que el nicleo de K! es también trivial para cada 0 < i < m — 1. Ademas,
la Proposicién 2.2.3 nos asegura que los funtores K’ son sobreyectivos, y por otro
lado, son la identidad sobre objetos, asf por el Lema 1.1.4 estos funtores K, seran
isomorfismos. El reciproco es inmediato. |

Como dijimos al principio de la seccién 2.4.1, el funtor nervio (1.25) nos per-
mite ver la categoria Hyper, como una subcategoria plena de la categoria SSet
de conjuntos simpliciales. Ademds, la Proposiciéon 1.4.5 nos caracteriza que con-
juntos simpliciales son el nervio de un n-hipergrupoide. Estos hechos junto con el
Corolario 2.4.3 nos muestran:

Proposicion 2.4.4. FEl funtor Ner : Hyper, — SSet induce un isomorfismo de
categorias

Ner : GnH — Gd, 41 .
Observacion 2.4.5. Nos tomaremos a partir de ahora la libertad de identificar los
stguientes conceptos equivalentes, utilizando en cada momento la definicion mds
apropiada:

1. Un grupoide simplicial (n + 1)-dimensional, esto es, un grupoide simplicial
H con complejo de Moore trivial en dimensiones > n—+1 o equivalentemente
un grupoide simplicial tal que los funtores candnicos K!, : Hy — AL (H)
son isomorfismos, para todom >n+1y 0 <i<m.

2. Un grupoide enriquecido en la categoria de n-hipergrupoides.

3. Un n-hipergrupoide interno en la categoria de grupoides tal que sus funtores
cara, degeneracion y corchete son la identidad en objetos.

4. Un grupoide interno en la categoria de n-hipergrupoides con n-hipergrupoide
de objetos constante.

Como consecuencia de lo anterior, teniendo en cuenta que el nervio de cualquier
(n — 1)-hipergrupoide es un Cosk™, ver definicién en la pdgina 48, tenemos:

Corolario 2.4.6. Si G € Gd,, entonces G = Cosk™(G).

Una consecuencia, que posteriormente usaremos, del Corolario 2.4.3 viene dada
en el siguiente:

Lema 2.4.7. El funtor Ner : Gd,, — SSet factoriza por la categoria Hypery de
n-hipergrupoides

Gd, Ner SSet

N Ner
Hypery,.
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Demostracién: Dado G € Gd,, veamos cémo Ner(G) es el nervio de un n-hipergru-
poide. Esto, usando la caracterizacién dada por la Proposicién 1.4.5, es equivalente
a probar que las proyecciones candnicas

K! : Ner,,(G) — Al (Ner(G)), 0 <i <m,

son isomorfismos para todo m > n+ 1. O lo que también es equivalente, que cada
elemento & = (fi1, fa2,..., fm) € Ner,,(G), m > n + 1 estd totalmente determinado
por cualesquiera m de sus m + 1 caras. Ahora bien:

1. Si conocemos todas las caras de £ excepto la tltima, como

dO(&) = (f27 ceey fm)v

conocemos todas las componentes de £ excepto fi1 € arr(Gy,—1). Pero, como

di(&) = (fado f1, f35 s fm)

y conocemos fo también conocemos do(f1) y para 2 < i < m — 1 a partir de
d;(§) conoceremos d;_1 f1, por tanto, a partir de todas las caras de £ menos
la dltima podemos construir la sucesién (fa,. .., fi) v el elemento

(dof1,dif1,.sdm—af1,—) € ATH(G)

que por ser G un elemento de Gd,, determina univocamente a f; (ya que
el Corolario 2.4.3 nos asegura que el morfismo candnico K:’,}:ll : Gme1 —
A™~1(G) es un isomorfismo). Tenemos asf que todas las caras de ¢ salvo la
dltima determinan univocamente a &

2. Si suponemos ahora que conocemos todas las caras de £ excepto la cara @
con 1 <i < m —1, a partir de la cara dy(§) conocemos de nuevo todas las
componentes de £ excepto fi. Ahora bien, de nuevo, a partir de las demés
caras dj con 1 < j < my j # i conocemos todas las caras dj_i fi (excepto
la (i — 1)) y por tanto, tenemos un elemento

(dofi1 oy dicafry = dif1s oy dm—1f1) € A 1L(G)

que, de nuevo por el Corolario 2.4.3, nos determina univocamente a f; y asi

a k.
3. Por tltimo, si conocemos todas las caras de £ excepto dy(§), la cara

d1(§) = (fado f1, f35 -0 frs1),

nos permite conocer todas las componentes de £ excepto la dos primeras,
aunque conociendo la componente f; a partir de d;(§) también tendriamos
determinada la componente fo. Ahora bien, las caras d;(§) con 2 < i < m
determinan las caras d;_j f1 y por tanto, un elemento (—,d; f1,...,dm—1f1) €
A% 1(G) que de nuevo determina univocamente la componente f; de &.
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En dimensiones bajas es facil identificar estas subcategorias Gd,, con categorias
conocidas.

e Asi Gdy puede ser identificada con la categoria Set de conjuntos, pues en
un grupoide simplicial 0-dimensional, su grupoide de O-simplices tiene que
ser discreto, su grupoide de 1-simplices tiene que coincidir con las caras
abiertas en dimensién 1 que a su vez coinciden con el grupoide de 0-simplices
y ha de ser un Cosk?. De esta forma la inclusién iy : Gdg — Gd puede
ser identificada con el funtor Set «— Gd que asocia a cada conjunto O el
grupoide simplicial io(O), con O como conjunto de objetos y con conjunto
simplicial de flechas O = K(O,0), el constante determinado por O, es decir,
ip(O) es el grupoide simplicial constante O:

O———0 - O (@) (@]
O——0 -+ O O O
O———0 - O O 0.

e Por otra parte, en un grupoide simplicial 1-dimensional de nuevo el grupoide
de 1-simplices ha de coincidir con las caras abiertas en dimensiéon 1 que
a su vez coinciden con el grupoide de O-simplices y ademés ha de ser un
Cosk!. Por tanto un grupoide 1-dimensional estd totalmente determinado
por su grupoide de O-simplices. De esta forma podemos identificar la cate-
goria de grupoides simpliciales 1-dimensionales Gd; con la categoria Gpd de
grupoides y la inclusién 4; : Gd; — Gd con el funtor diagonal Gpd — Gd
que asocia a un grupoide G : A = O el grupoide simplicial con los mismos
objetos que G y cuyo conjunto simplicial de flechas es el constante A, esto
es, 11(G) es el grupoide simplicial constante G:

I~

Veamos un ejemplo de grupoide simplicial n-dimensional analogo a los n-
hipergrupoides K (II,n) asociados a un grupo abeliano II.



2.4. Las categorias Gd,, de n-tipos 93

Ejemplo 2.4.8. Sea G un grupoide y I : G — Ab un G-mddulo, la categoria G [1I
estd dotada de una proyeccion escindida candnica

~ L
Hl: ng?g7

que es la identidad en objetos. La estructura de G-mddulo de 11 convierte a este
funtor en un objeto grupo abeliano en la coma categoria Gpd/G. Podemos por
tanto construir un n-hipergrupoide interno en Gpd/G, cuya truncacion es

A\

Gl =z G—— ——G——

pr
"|
g

g g g.

y cuya operacion corchete
[ g,

(ndtese que hemos identificado el grupoide de (n + 1)-caras abiertas en dimension
n—+1 con Q’fl‘[”“), es la identidad en objetos y en flechas estd dada por

[(f7 (xovxlv 7:671))] = (f7 [xo,:vl, 7xn]) = (va(_l)n+ixi)v
=0

(ver ejemplo 1.4.4 (3)). Obsérvese que todos los elementos x; estan en el mismo
grupo I1(s(f)). Esta operacion corchete es un funtor sobre G.

Puesto que la proyeccion pr : G[II — G es la identidad en objetos, si nos
quedamos con el “dominio” del n-hipergrupoide anterior obtenemos un objeto en
GnH que, por el isomorfismo de categorias Ner : GnH — Gdyq1 de la Pro-
posicion 2.4.4, nos determina un (n + 1)-grupoide simplicial que denotaremos

/18)(1_[, n). Grdficamente este (n + 1)-grupoide simplicial es

AN A

kg (I1,n) = Cosk™*! ( G T == g Hp zg === >

con caras d; : G [TI"1 — G [1I las proyecciones, para 0 < i <n, y d,11 = []. Las
degeneraciones s; : G [II — ng”“ estan dadas, para cada f:x — y flecha de G
y a € II(y), por la expresion s;(f,a) = (f£,0,...,0,a,a,0,...,0) con a en la posicion
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Jjyj+1. Este (n+ 1)-grupoide simplicial viene equipado con una proyeccion
candnica a K(G,0),
kG (ILm) — K(G,0)

ademds la estructura de grupo abeliano de ﬁ1 : ng — G se traslada a este
morfismo, de forma que /{(gl)(H, n) — K(G,0) es un objeto grupo abeliano en la
coma categoria Gd,+1/G, donde hemos identificado G con K(G,0).

Tenemos ademas

Proposicion 2.4.9. Para cualquier grupoide G, cualquier G-mdodulo I1 y cualquier
n > 1 se tiene un isomorfismo natural

Ner(k) (I, n)) 2 Lg(IL,n + 1),

Ademds este isomorfismo es compatible con la fibracion £ : Lg(II,n+1)) — Ner(G)

y la proyeccion Ner(/i(gl)(ﬂ,n)) — Ner(G) por lo que realmente éste determina un
isomorfismo
Ner(ﬁ(gl)(l'[, n)) = Lg(II,n+1)

Ner(G)

en la coma categoria SSet /Ner(G).

Demostracién: Comencemos describiendo los m-simplices de Ner(mé})(l—[, n)).
Teniendo en cuenta la definicién de los m-simplices de Ner dada en la Seccién
2.3, se tiene:

. Nerm(/{(gl)(l'[, n)) = Ner,,(G) para todo m < n,

e un n-simplice en Ner(n(gl)(ﬂ, n)) es una sucesion

fl n
(xg — a1 — ... = Tp_1 — Tp)
en G, es decir, de nuevo Nern(/i(gl)(l_[, n)) = Ner,(G),
U (1) :
e un (n + 1)-simplice en Ner(rg (I, 1)), teniendo en cuenta que
kG (I, n), = G [T,
es una sucesion

(xo (f1,a) f2

fn+1
Tl =Ty — ... — Ty —— Tpt1)
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donde f; son flechas de G y xg M z1 es una flecha en G f II. De hecho,

podemos identificar

Ner(/i(gl)(ﬂ, n))nt1 = H (1),

1
E=xo—x1—...—Tny1ENern11(G)

e un (n + 2)-simplice en Ner(/@(gl)(ﬂ, n)), teniendo en cuenta que

1 1
'V”'(g)(Hv n)n+1 - ngn+ )
es una sucesion

(flva) (f27a)
(:L‘O T

fn+2
Ty — . — Tppl —— Tpi2)

donde f; son flechas en G, ademads x M x1 es una flecha de G f o+t y

T M 9 una flecha en G f II. De hecho, podemos identificar un elemento

en Nern+2(/<c(gl)(ﬂ, n)) con una terna (£, «,a) con:

fn
-) €= (zo L NN LR Tnt2) € Nerp12(G),

-) a=(a1,...,ant1) € H(xl)n—‘rl y
-) a € (xz2).

e Finalmente, un m-simplice en Ner(/@(gl)(ﬂ,n)) con m > n + 2, teniendo en
(1) . , . . .
cuenta que kg (IT,n) tiene ntcleos simpliciales en dimensiones mayores a

n + 1, es una sucesion

¢ ¢2 Cm
(xg == 21 5Ty — ... = Tyl — Ty)

con

arr(Am_i(m(l)(H,n))) sil<i<m-—n-—2,
Ge arr(nger%) sii=m-n-—1,
’ (G /1) siit=m-—n,y
arr(G) sim—n+1<:<m.

Respecto a los operadores cara y degeneracién de la n-truncacién del conjunto
simplicial Ner(ﬁ;g) (IT,n)), es obvio que coinciden con los del Ner(G). Ademads para

cada (§,a) € Nern+1(/£(gl)(1_[,n)) con & = (g ELN x1— ... Intt, ZTnt1) € Nerp41(9)

y a € II(x1), los operadores cara

d; : Nern+1(n(gl)(H, n)) — Nern(m(gl)(ﬂ, n))
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vienen dados por

dO(éaa) = dO((fl,a)7f27 "'7fn+1) = (f?v '--7fn+1) = dO(g)a

di(gva) = di((flva)7f27 ) fn-‘rl)
= (di—1(f1,a),....d1 fi—1, fixado fi, fivas s fua1)
= (f1, o Jic1, fix1 fir fiv2s oo fng1) = di(€),

dnJrl(fa a) = dn+1((f17 a)a f27 eney fn+1)

= (dn(fha)a "-ad2fn717d1fn)
= (fb "'7fn71)fn) = dn+1(§)7

y las degeneraciones

55 Nern(/i(gl)(ﬂ,n)) — Nern+1(/<c(gl)(ﬂ,n)),

para cada § = (g ELN T — ... ELR xp) € Nery(G) vienen dadas por:

Sg(f) = (ijlfla "'ﬂSofj7ld$]')fj+17"‘7fn) = ((f170)7f2a '--afjaldzjafj+17 afn)
= (5;(£),0).

De forma andloga, dado (£, a,a) € Nern+2(/<;(gl)(ﬂ, n)) con & = (zg EiR Ty —
Frt2

. xpqe) € Nerpyo(G), a = (a1, ant1) € (x1)" ™ y a € H(z2) los
operadores cara

d; : Nerpyo (k3 (T, n)) — Nern 41 (x5 (T, n)),
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vienen dados por
d0(57aaa) = dO((flaa)a (f2aa)af3a "'afnJrQ) = ((f2aa)af3a ---afn+2)) = (d0(§)7a)7

di(§, o a) = di((f1, ), (f2,a), f3, ..., fuy2) = ((f2,a)do(f1, ), f3, ..y fri2)
= ((fo,a)(fr,a1), f3s - frr1) = ((fofr,a +2 1)), f3, ey fas2)
= (d;(&),a +% ay),

di(&, a,a) = di((f1, @), (f2,a), f3, o0y frr2) = (dic1(f1, @), di—2(f2, @), ..., d1 fi1,
fixrdofis fixa, s fuy2) = ((f1,@i)s fos s fict, fiv1 fis fivos oo frg1)

= (di(§), i),
dn+2(€)a7 CL) = dn+2((f17 Oé), (f27 a’)? f37 ey fn+2) = (dn—l—l(fl; a)v dn(f27 a)v ey
n+1
difas1) = ((fr. (1" ), fay ooy fas1)
. 1:14
= (dny2(€), Y (=)™ 1ay),
=1

v las degeneraciones
o N D11 — N D11
Sj ¢ ernJrl(’%g (ILn)) erTLJrQ(’%g (IL,n)),

para cada & = (xg ELN T — ... ELLEN ZTnt1) € Nerp41(G) v a € I(zp), vienen

dadas por:

so(f,a) = 80((f17a)7f27 "'7fn+1) = (Ids(fl,a)7 (flaa)a f2, ~"7fn+1)
= ((Idyy,0,...,0), (f1,a), f2, s frt1) = (s0(€), (0, ...,0),a),

s1(§,a) = s1((f1,a), f2, - fut1) = (So(flaa)vldt(fl,a)7f27 coos fnt1)
= ((f1,a,a,0,...,,0), (Ids,,0), f2, ..., fat1) = (51(§), (a,a,0,...,0),0),

Sj(gaa) (ijl(flv CL), ij2f2a ) Sijaldzja fj+17 XS fnJrl)
((f1707 ...,O,CL, a, 07 ceey 0)7 (an 0)3 f3a ceey f]a Idmj7 fj+17 ceey fn+1)

(s;(6),(0,...,0,a,q,0,...,0),0).

Por otra parte sabemos que Lg(II, n+1) es el nervio de un (n+1)-hipergrupoide
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(ver Seccién 1.5.2) con (n + 1)-truncacién dada por

Ner,,(9) sim < n,
Lg(II 1), =
Q( 1t )m H H(dl...dn+1§) sim=n+1.
§€Ner,1+1(9)

y cuyo operador corchete viene dado por:

n+1

1 .
[(€0,0), (€1, 1), s (nr1, @1 1)] = (dnya(€), (~1)"F 1 ag + 37 (=1)"++a,)
i=1
con & € Ner,42(G) tal que d;§ =& con 0 <i <n+1.
Asi, para dar el morfismo
g: Ner(/f(gl)(l_[,n)) = Lg(II,n+1)

(que a posteriori serd el isomorfismo buscado) serd suficiente con dar un morfismo
simplicial truncado en dimensién n + 1

trs1(g) ¢ trn1 (Ner(kG (T, n))) — g1 (Lo(I,n + 1))
satisfaciendo la condicion de cociclo. Definimos este morfismo mediante
9m = LdNer,,(g) PaTa m < n, y

gnr1(€,a) = (£, 7" a) para cada par (¢,a) € Ner,41(k5 (11, 1)) con

E=1xp I, Tl — ... — Tp f”iwvnﬂ € Ner,,+1(G)
y a € II(xq).

Noétese que todas las componentes de este morfismo truncado son isomorfismos.
Ademss es simplicial pues hace que los siguientes diagramas sean conmutativos:

Lg (H, n + 1)n+1 ez Lg(H, n 4+ 1)n.

En efecto, se tiene:

dign—l-l(é.a CL) = dz(é.a ffla) = dzg = gn(dlg) = gndl(§> a)>
In+155(§) = gn+1(556,0) = (85§,0) = 5;(§) = s;jgn(§)-
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Ademsds, esta aplicacién simplicial truncada satisface la “condicién de cociclo”
(1.38), pues dado v = (§,a,a) € Nern+2(n(gl)(ﬂ,n)) se tiene:

n+2
) _ -1 1 -1
Z(—l)z_IQ(Qani(V)) = R4 gy I a4+ (=)™ ang)
i=1
n+1
+ (_l)n-i-l ffl (Z(_l)n—ki—lai) _ fflfgla
=1

= fflq(d0§7 f271a) = fle(gn+1 (dof,a))

= g(gns1do(7)).

Por tanto, la Proposicién 1.5.3 nos asegura que la truncacion tr,+1(g) extiende a
una unica aplicacién simplicial g : Ner(m(gl)(l'[, n)) — Lg(Il,n + 1).

Para demostrar que esta aplicaciéon simplicial g es un isomorfismo basta con
ver que todas sus componentes son biyecciones. Ya hemos notado que todas las
componentes de la truncacién tr,1(g) son isomorfismos.

Por otra parte, como ﬁ(gl)(H,n) es un (n + 1)-grupoide simplicial, su nervio

Ner(/i(gl)(ﬂ, n)) es el nervio de un (n + 1)-hipergrupoide (ver Lema 2.4.7), al igual
que ocurre con Lg(II,n+1), por tanto un morfismo g entre ellos es un isomorfismo
si y solamente si su (n + 1)-truncacion tr,41(g) es un isomorfismo. Hecho que ya
hemos probado.

De la definicién de g se deduce inmediatamente su compatibilidad con las

proyecciones al Ner(G) y asi que g es realmente un isomorfismo en la coma categoria
SSet/Ner(G). [ |

Como consecuencia inmediata del Lema 2.4.2 obtenemos

Lema 2.4.10. Sea G un n-grupoide simplicial con conjunto de objetos O y sea
f: O — O una aplicacion cualquiera. Entonces existe un n-grupoide simplicial
G’ con conjunto de objetos O' y un morfismo de grupoides simpliciales f : G' — G
que en objetos es f.

Demostracién: Por el isomorfismo de categorias de la Proposicién 2.4.4, el n-
grupoide simplicial G con conjunto de objetos O puede ser visto como un grupoide
enriquecido en (n — 1)-hipergrupoides con conjunto de objetos O, G = Ner(H) con
H € G(n—1)H. El Lema 2.4.2 nos asegura que en estas condiciones existe un
grupoide enriquecido en (n — 1)-hipergrupoides H' con conjunto de objetos O’ y
un morfismo de grupoides enriquecidos f : H' — H que en objetos actiia como f.
Bastard con tomar G’ = Ner(H'). [ ]

A continuacién haremos un traspaso de los resultados probados por Conduché
en [25], sobre los grupos simpliciales con complejo de Moore trivial a partir de
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cierta dimension, a grupoides simpliciales. Sacando ademaés algunas consecuencias
extra.

Teorema 2.4.11 (Conduché [25] Teorema 1.5). Sea G, un grupoide simplicial
truncado en dimension n. Entonces existe un grupoide simplicial G € Gd,, tal
que tr,(G) = G, si y solo si, el grupoide G, satisface la siguiente condicion:

(CC) Para cualesquiera subconjuntos no vacios I,J de [n] = {0,...,n} tales que
INJ=0elIUJ = [n] los subgrupoides (\;c s ker(d;) y (\;cr ker(d;) conmu-
tan, es decir,

[(1) ker(d;), () ker(di)] = O,

jeJ i€l
donde O es el grupoide discreto sobre el conjunto O, de objetos de cada
grupoide G,.

Ademds, el grupoide simplicial asi obtenido es unico salvo isomorfismo.
Este Teorema 2.4.11 es basicamente equivalente a la siguiente:

Proposicion 2.4.12. En un grupoide simplicial truncado en dimension n, G,
existe a lo sumo una estructura de n-hipergrupoide (interno en Gpd) cuya ope-
racion corchete es la identidad en objetos y en flechas estd dada inductivamente
por las formulas en (2.4). Ademds una operacion corchete definida por la férmula
anterior determina una estructura de n-hipergrupoide en G, si y sdlo si, se da la
condicion (CC).

Demostracién: Para demostrar la primera parte, supongamos que en G, existe
una estructura de n-hipergrupoide, esto es, que existe una operacion corchete

(=] AR(Gn) — Gn

que es funtorial, la identidad en objetos y satisface las condiciones de n-hipergru-
poide en 1.4.3. Veamos como esta operacion corchete esta dada en flechas por la
formula (2.4), es decir, veamos como para cada (n + 1)-upla (fo, ..., fn) de flechas
en Gy, tales que d;(f;) = d;—1(f;) con 0 <i < j <mn, se tiene:

[f07 f17 ceey fn] = fn [an ceey fn—l]il[sn—ldn(fO)a ceey Sn—ldn(fn—l)]' (29)

Para ello en primer lugar vamos a deducir, de la funtorialidad de [—], que para
cada n-upla (fo, ..., fn—1) en Gy, tales que d;(fj) = dj—1(fi) con 0 <i<j<n-—1
se tiene:

[fos s fn—1, [fo, - f=1]] = [Sn—2dn—1(f0), s Sn—2dn—1(fn-1))-
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En efecto:

[fos wvs Fre1s [fos wos fra]) = [fos ooos Frmts a1 [fos oons fra]

[sn—2dn—1(f0); -+ Sn—2dn—1(fa—2)]] = [sn—2do(fn—1) Sn—adn—2(fo) " fo, -
Sn—2dn—2(fn—1) Sn—2dn—2(fn=2)"" fa—2s fa1lfos s fa—a] " [fo - fr—2],
Fna1lfo s fr2) M sn—2dn—1(f0), .- Sn—2dn—1(fn—2)]]

= [sn—2do(fu—-1), - Sn—2dn—2(fu-1), fu-1, fn-1]
[sn—2dn—2(f0), s $n—2dn—2(fu—2), [fo, - fu—2l; [fo, s fu2]] ™"
[fo, s fn—2s [fo, s fa—2l, [Sn—2dn—1(f0), s Sn—2dn—1(fn—2)]]

= sn—1dn(fn-1) [Sn—2do([fo, ---s fn—2])s --s Sn—2dn—2([fo, -, fn—2]),
[fos oes Frals [fos oo Fa2)] 7! [fos oo Fu2s [for oo 2l
[$n—2dn-1(f0); s Sn—2dn—1(fn-2)]] = sn-1dn(fn-1)
Sn1dn([foy s Frn—2]) " sn_2dn(£0), s Sn_2dn(fr_2)]

= Sp-1dn(fn-1) [Sn-1dn(f0), ---, Snfldn(fan)}_l
[$n—2dn(f0); s Sn—2dn(fn—2)] = [sn-1dn(fo), s Sn—1dn(fn-1)]-

donde hemos usado las propiedades de la operacién corchete, el Lema 2.2.2 y la
identidad:

[f0s oy fre2s [foy s f—2];s [Sn—2dn—1(f0), -, Sn—2dn—1(frn-2)]]
= [Sn—2dn(f0), -, Sn—2dn(fn—2)]-

De hecho, esta identidad es un caso particular de una propiedad més fuerte que
satisface el operador corchete de la estructura de n-hipergrupoide que tenemos en
Gn, dicha propiedad nos asegura que para cada (k + 1)-upla (fo, ..., fx) en G, tal
que di(f;) = dj—1(fi) con 0 <i < j <kyk<n, se tiene:

[fosoos fies [fos ooos fi]s o [86An—1(f0), - skdn—1(fr)]] = [skdn(f0), -, Skdn(fr)].

En efecto, para k = 1 la identidad anterior es cierta ya que:

[fo, f1, [fo, f1]; [s1d2(fo), s1d2(f1)], -, [$1dn—1(f0), s1dn-1(f1)]]
= [sodo(f1)sodo(fo) ™" fo, frfo " fo, F1f5  soda(fo),
s1da(f1)s1da(fo) ™ sod2(fo)s s s1dn—1(f1)s1dn-1(fo) " s0dn—1(fo)]
= [sodo(f1), f1, f1, 51d2(f1), -+, s1dn—1(f1)][S0d0(fo), fo, fo, s1d2(fo), -
s1dn—1(f0)] " [fo. fo, s0d1(f0), s Sodn—1(fo)]
= s1dn(f1) s1dn(f0) ™" S0dn(fo) = [s1dn(fo), s1dn(f1)]-
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Si suponemos que la propiedad es cierta para cualquier k£ < 7, veamos como también
es cierta para k = i:
(o coos fir Lfos oo fils oo [Sidn=1(f0), -y Sidn—1(f3)]] = [si—1do(fi)si—1di—1(fo) " fo,
oo Sicadica (fi)sidic1 (fim1) ™ fimts filfos s fimt]) ™ L fos ooos fimt),
filfor s fimt] Msicadic1(fo), .-y si—adi—1 (fim1)], s
Sidn—1(fi)[sidn—1(f0); s sidn—1(fi-1)][si-1dn-1(f0), -, Si—1dn—1(fi-1)]]
= [si—1do(fi), s si—1di-1(fi), fi, fi sidig1(fi), s Sidn—1(f3)]
[si—1do([fo, - fim1])s s sicadiza ([fo, s fi1]), [fos s fical,
[fos s fimls sicia ([foy oos fimt])s s sidn—1([foy s fima])] ™
[fos ooy fim1, [fos oons fiz1]s oos [Sic1dn—1(f0) s oovs Sic1dn—1(fi=1)]]
= sidp(fi) sidn([fo, -, fim1]) " [8i-1dn(fo), ooy Sic1dn(fim1)]
= sidn(fi) [8idn(f0), s Sidn(fim1)] " [8i—1dn(f0), --os Sic1dn(fi1)]
= [8¢dn(f0)s -y Sidn (f3)]

Por tanto,

[an ceey fnfla {an ooy fnfl]] = [Sandnfl(fO)a ceey 5n72dn71(fn71)]a

y utilizando este resultado podemos ya demostrar que la operacién corchete viene
dada por la férmula (2.9), en efecto:

[an J1, s fn] :[Snfldo(fn)snfld()(fn)_lf& ooy Snfldnfl(fn)snfldnfl(fn)_lfnfla
f’n[fOJ seey fn—l]il[f07 ceey fn—l]]
:[Sn—ldO(fn)Sn—ldO([f07 aeey fn—l])ilf(b ceey
Snfldnfl(fn)snfldnfl([f07 ceey fnfl])_lfnfla
fn[an ceey fnfl]_l[f(b ceey fn,]_]]
:[Sn—ldO(fn)a ceey Sn—ldn—l(fn), fTL] [Sn—ldO([fbu ceey fn—l])) ceey
Sn—ldn—l([f07 ceey f’n—l])7 [fO? ceey fn—l“il[f(b sy fTL—17 [fO') sy fn—l“
:fn[f()a [RXX) fnfl]_l[snfldn(fO)v sy Snfldn(fnfl)]-
Asi si en G, existe una estructura de n-hipergrupoide su operacion corchete estd
totalmente determinada por la composicién en G,.
La segunda parte de esta proposicién, es decir, que la condicién (CC) es equiva-
lente a la existencia de una estructura de n-hipergrupoide en G,,, es consecuencia
inmediata del Teorema 2.4.11 y del isomorfismo en la Proposicion 2.4.4. Puesto

que este resultado no es relevante para el desarrollo de esta memoria dejamos su

demostracion al lector.
[ |
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2.5 La construccion de la torre

La categoria Gd,, de grupoides simpliciales n-dimensionales es una subcategoria
plena de Gd, es decir, el funtor inclusion i, : Gd,, — Gd es pleno. Vamos a ver
que ademads dicho funtor es reflexivo.

Para describir el adjunto por la izquierda de este funtor inclusién notamos
primero que para cualquier G € Gd, como en el diagrama (2.1), el subgrupoide de
Gn

Bn(g) = dn+1(Nn+1(g)) C gn

es normal y que para cada 0 < ¢ < n el subgrupoide

imagen inversa de B, (G) por d;, también es normal en G, y por tanto, también
lo es el subgrupoide interseccién

() & (Bu(9)) C Gs1-
=0

Podemos asi considerar los correspondientes grupoides cocientes que denotaremos:
. . n
Gn = gn/Bn(g) y Gni1 = gn+1/ ﬂ d: (Bn(g))a (2'10)
i=0

respectivamente. Nétese que los subgrupoides By (G) y (i, di (Bn(G)) son total-
mente disconexos y por tanto, los grupoides cocientes G,, y §n+1 tienen los mismos
objetos que G, v Gn+1 respectivamente y las correspondientes proyecciones son la
identidad en objetos.

Observamos ahora que los funtores cara d; : G, — G,_1, 0 < i < n, llevan las
flechas de B,,(G) en identidades, en efecto: dada una flecha f € N,,;+1(G), entonces
didp1(f) =dndi(f) =1 ds( - Por tanto inducen funtores desde el cociente

B,(G) Gn ——> Gy

Ve
d; -
l L7 3ld;

gn—l‘

Por otro lado, los funtores d; : G,,+1 — G, llevan las flechas de (i, d¥(B,(G))

1=0 "
en flechas de B, (G). Esto es claro para todo d; con 0 < i < n. Veamoslo para
dn+1l
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Tomemos una flecha f € (N, d(B,(G)), entonces d;(f) € Bn(G), 0 <
i < m, y por tanto, existen flechas f; € N,11(G) tales que d;(f) =
dp+1(fi). Consideremos la flecha (fo,..., fn,—, f) € Agi;(g) y sea

f" € Gpio una flecha tal que K3 (f) = (fo,-. .. fn,—, f) (ésta exis-
te por la Proposicién 2.2.3). Entonces la flecha f,11 = dny1(f) es

una flecha de NV,41(G) (para 0 < i < n, di(fay1) = didpt1(f') =
(') = do(f;) = 1d) tal que

dpi1(frv1) = dngrdn1(f') = dngrdny2(f) = dusa(f)
y por tanto, dn+1(f) € Bn(G).

Como consecuencia, las gomposigiones prd; : Guny1 — Gny, 0 <0 < n+1,
inducen funtores tnicos d; : G,+1 — G, haciendo conmutativo el diagrama

Anélogamente, las degeneraciones s; : G, — Gn+1, 0 < i < n, llevan todas las
flechas de B,,(G) en flechas de (i df (Bn(G)), pues dada f € N;+1(G), entonces
para 0 < 7,7 < n se tiene d; (Szdn_i'_l(f)) = d;(dn+25i(f)) = dnt1(djsi(f)) € Bn(G),
y por tanto, las composiciones prs; : G, — §n+1, 0 <i < n, inducen funtores que
también denotamos s; : G, — §n+1, haciendo conmutativo el diagrama

pr

Bn(G)© Gn Gn

|
|
y or
ﬂz Od:(Bn( )) g’fl-‘rl gnJrl-
Es facil comprobar que el diagrama

y?dji\ / 0 \ VAW

Gt =2 Gy T 925391?90

representa un grupoide simplicial truncado, donde las degeneraciones s; : G,—1 —
G, estdn dadas por las composiciones

gn lign—>§n

Tenemos entonces
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Proposicion 2.5.1. Para cada n > 0, el funtor inclusion i, : Gd, — Gd es
reflexivo, es decir, tiene un adjunto izquierda que denotaremos por P, : Gd —
Gd,.

Demostracién: Para n = 0, teniendo en cuenta que hemos identificado Gdg con la
categoria de conjuntos, el funtor ]50 serd el adjunto del funtor inclusién Set — Gd.
Entonces, este funtor ]50 asocia a cada grupoide simplicial G € Gd el conjunto de
componentes conexas de su grupoide de componentes conexas, es decir:

Py(G) = momo(G). (2.11)

Es facil probar la adjuncién ﬁo = 1.

Por otra parte, para n = 1, hemos identificado Gd; con la categoria de
grupoides. Asi el funtor Py serd el adjunto izquierda del funtor diagonal Gpd —
Gd. Este asocia a cada grupoide simplicial G € Gd el grupoide de componentes
conexas my(G), esto es:

Pi(G) = 7m(G). (2.12)

Para n > 1, el funtor ﬁn+1 asocia a cada grupoide simplicial G € Gd, como en

el diagrama (2.1), el (n + 1)-grupoide simplicial:
Sn /‘?"51\ S1
AR AN AN
Poi1(G) = cosk™ (G, === Gp /% On-1 Go=—%G1 HT) Go )-
0 0

do do d
(2.13)

En principio, ﬁn+1(g) es un objeto de SimplGpd pero teniendo en cuenta que
cosk™! en esta categoria se construye haciendo limites, y éstos se calculan punto
a punto en este contexto, es decir, haciendo limites en objetos y en flechas, y como
cosk™ (0 =0 = ... = 0) = K(0,0), se deduce que P,11(G) € Gd, es decir, el
conjunto de objetos es el mismo en todas las dimensiones.

Veamos ahora que realmente ﬁn+1(g) es un (n + 1)-grupoide simplicial, para
ello tenemos que demostrar que el grupoide Nmﬁnﬂ(g) es el grupoide discreto O
sobre el conjunto O, para m > n + 1.

En primer lugar, obsérvese que si f € G,+1 es una flecha tal que d;(f) €
B,(G), 0 <i < n, entonces su clase en §n+1 es trivial. Este hecho nos prueba que
toda flecha de NV, 1 ﬁnH (G) es una identidad o, equivalentemente, que el morfismo
candnico

K3 Paa(9) — AR (Paga(9))

es un isomorfismo. Deducimos entonces que P, 11(G) tiene caras abiertas en di-
mensién n + 1 y de este hecho, al ser P,11(G) un cosk™!, utilizando un razo-
namiento analogo al hecho en la demostraciéon del Lema 1.3.1 deducimos que en
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dimensiéon m > n + 2 cualquier m-simplice esta determinado por m-cualquiera de
sus caras y por tanto, toda flecha de NmﬁnH(Q) es una identidad.

Veamos ahora que realmente ﬁnﬂ : Gd — Gd, 41 es el adjunto izquierda del
funtor inclusion 4,4 1.

En lo que sigue, identificaremos %,+1(G) con G.

Para probar esta adjuncién veamos que se tiene un morfismo canénico (com-
ponente de la unidad de la adjuncién en G)

557 G — Poia(9)
con la siguiente propiedad universal:

Cualquier morfismo en Gd de G en un ‘H € Gd,, 1 factoriza de forma
Unica por 5(gn+1)

Pui1(9) (2.14)

El morfismo 527”“) tiene:

e funtores identidad en dimensiones i < n — 1,

e las proyecciones canodnicas

OF D =pr:G—=Gn v 6§ i1 =pr i Guir = Guia,

en dimensiones n y n + 1,

e los tUnicos funtores determinados por la propiedad universal de los nicleos
simpliciales en dimensiones mayores que n + 1.

Dado entonces un morfismo g : G — 4,41(H) = H en la categoria Gd, el
morfismo h : P, 1(G) — H que hace conmutar el diagrama (2.14) tiene como
(n — 1)-truncacién igual a g, esto es, tr,_1(h) = tr,—1(g). En dimensién n,
observamos que cualquier flecha en B,(G) es llevada a una identidad por g,, ya
que gndn+1(Nnt+1(9)) = dut19n+1(Nnt+1(9)) € dnr1(Nnt1(H)) que es trivial por
H € Gd,,;1. Asi, por la propiedad universal del grupoide cociente, g, induce un
unico funtor h, haciendo conmutar el triangulo

X P

Gn Gn

v
v
gn k/ hn

H,,
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En dimensién (n + 1) de nuevo observamos que el funtor g, lleva las flechas de
Nie d(Bn(G)) € Gnt1 en identidades, en efecto, dada una flecha

7 e )& (Ba9)).
=0

para probar que g,+1(f) es una identidad bastara con que probemos que sus (n+1)
primeras caras son identidades, pero d;gn+1(f) = gndi(f), 0 < i < n, que es una
identidad pues d;(f) € Bn(G) y gn lleva las flechas de B,,(G) en identidades. Asi
gn+1 induce un tnico funtor h,41 haciendo conmutar el tridngulo

(G .
gn+1 gn—i—l

-
-
-
gn+1 ;/ hn+1

Hi1 -

Es inmediato comprobar que los funtores h,, y hy,+1 nos permiten definir un mor-
fismo simplicial truncado

trn—&-l(h) : trn—&-lﬁn—i—l(g) - trn-{—l(H)v

que extiende a un tnico morfismo simplicial h por ser H = Cosk™ "1 (H).

Notemos finalmente que la asociacién G +— 5(g"+1) es natural y corresponde a

la unidad de la adjuncién P, - 4. [

Denotamos en lo que sigue, por P, al endofuntor idempotente de Gd que se
obtiene componiendo el correspondiente par inclusién-reflector, es decir, P, =

in P
Proposicion 2.5.2. Para cada grupoide simplicial G, la componente en G de la

unidad 8 de la adjuncién P, - 4, induce isomorfismos naturales de grupoides y

maodulos
m0(G) E mo (), 1<mn,
Wm(g)gﬂ'mpn(g)v I1<m<n-—1

Concluimos entonces que la aplicacion continua
B(53”) : B(G) — BP.(9)
induce isomorfismos en los grupos de homotopia en dimensiones < n.

Demostracién: Puesto que Pi(G) es el grupoide simplicial constante my(G), es
claro que my(G) = moP1(G). Ademds teniendo en cuenta la definicién de P,(G)
claramente se tiene también mo(G) = mo P, (G) para n > 2.
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Supongamos ahora que n > 1y que 1 <m <n.

Los grupoides simpliciales G y P,(G) tienen igual (n — 2)-truncacién y 6
tiene a la identidad como (n — 2)-truncacién. Entonces, para cada objeto x de
m0(G) = moPn(G) (0 equivalentemente, de G o de P,(G)), la componente en x de

(5; induce un morfismo de complejos de cadenas de grupos

8n T an— x
N(Q)(x): o —>= N (9)(x) On)s Nn-1<g)(x>(# Np—2(9)(x) — - (2.15)
leé”))z an@gan an_uagm

NP,(G)(x):

que claramente induce un isomorfismo en los correspondientes grupos de homologia
. . n . .

en dimensiones < n — 3, por tanto, 5(g) induce un isomorfismo en los grupos de
homotopia en dimensiones < n — 3. Ademads, es facil comprobar, a partir de la

definicién de los operadores cara de G y P, (G) respectivamente, que el morfismo
Nn_l(é(gn))x es sobreyectivo. Deducimos entonces que el morfismo de complejos
anterior también induce isomorfismo en la homologia en dimensién n —2 y asi 5(;)
también induce un isomorfismo en la homotopia en dimension n — 2.

Para ver que ocurre en dimension n — 1 introducimos en el diagrama 2.15
anterior la homologia en dimensiéon n — 1, obtenemos asi un diagrama

(8")1 (8n71)z
Nn(G)(z) - / Nn-1(9)(2) —— Nn—2(9)(z)
ker(On—1)z
Na(65)a T — Nu—1(65")a
. [ mn—1(9)(z)
Np—1(857)z | -7
0 ! ° : } —= Np—1Pn(G)(x) —— Np_2(G)(x) .
T vV 27— (On—1)e

ker(On—1)e=mn—1Pn(G)(z)
Observamos que, de la sobreyectividad del morfismo Nn_l(d(gn))z y de la conmu-

tatividad del cuadrado de la derecha en el diagrama anterior, se deduce que la
.y (n) ;
restriccién de Np—1(g ")z a los nicleos

Nuo1 (65 + ker(On—1)z — ma1 Pa(G)(2)
es también sobreyectiva y asi lo serd el morfismo inducido

mn-1(9)(2) = Tn—1Pn(G)(2).

Nos resta comprobar que este morfismo es también inyectivo.
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Sea [f] € mp—1(G)(x) tal que su imagen por el morfismo anterior, que denota-
mos por

fT € anlpn(g)(x)a

sea trivial. Entonces,
f € Nery1P,(G)(2) € Gni(z,2) = (Gn—1/Bn-1(9)) (2, )

y deducimos que f es la clase en el cociente de una flecha f € B,_1(G)(z,z), o lo
que es igual f = d,(g) con g € N,,(G)(z), de donde f € im(d,), y por tanto, [f]
es trivial. De esta forma el morfismo inducido entre m,—1(G)(x) y mn—1Pn(G)(x)
también es inyectivo.

La conclusion sobre los grupos de homotopia de los espacios clasificadores de
Gy P,(G) es clara, utilizando el Corolario 2.3.2. [ |

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.5.2 y 2.3.1 se tiene:

Proposicién 2.5.3. Todo n-tipo es débilmente homotopicamente equivalente al
espacio clasificador de un grupoide simplicial n-dimensional.

Demostracién: Dado X € Top un n-tipo, el grupoide simplicial fundamental de
X, II(X) = GS(X) es un n-tipo (su espacio clasificador tiene el mismo tipo que X,
Proposicién 2.3.1), por tanto, la proyeccién canénica GS(X) — P,GS(X) induce
equivalencias naturales en homotopia

T IL(X) & 7, P II(X), para todo m > 0.
De donde deducimos que la composicién
X — BII(X) — BP,II(X)
es una equivalencia homotoépica débil. |

Veamos para acabar esta seccion como los funtores P, : Gd — Gd satis-
facen las condiciones necesarias para desarrollar nuestra construccién de la torre
de Postnikov de manera algebraica (ver pagina ix):

Lema 2.5.4. Para cadan > 0, se tienen las siguientes relaciones entre los funtores
inclusion jy, : Gd,, — Gdp41, &, : Gd,, — Gd, y los funtores reflexion P, : Gd —
Gd,,:

Pyin = Idgd,, (2.16)
in"rl.j’n = i’m (217)
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las cuales implican

grdficamente, los tridngulos siguientes conmutan:

Gd, n Gd Gd, on Gd,
Gd, Gd
gn G,

Gd,
N A
Gd.

Demostracion: Si G es un grupoide simplicial n-dimensional, sabemos que N (G) =
O, de donde Pn(G)n-1 = Gn-1, Pu(G)n = Gn, luego Pin(G) = Cosk"™(G), y por
el Corolario 2.4.6, se tiene que P,i,(G) = G. La tercera igualdad (2.18) es trivial
y a partir de las dos primeras (2.16) y (2.17). [ |

Otras identidades que satisfacen los funtores idempotentes P, estdn dadas en
la siguiente

Proposicion 2.5.5. Los funtores idempotentes P, : Gd — Gd satisfacen las
identidades
Pn+1Pn:Pn Y PnPn—ﬁ-l:Pn‘

Demostracién: La primera identidad es consecuencia inmediata de las igualdades
del Lema 2.5.4. En efecto, dado un grupoide simplicial G € Gd tenemos:

Po1Pa(9) = ini1Pat1inPa(§) = ing13nPa(G) = inPa(G) = Pa(9).
Para probar la segunda identidad volvemos a observar que el morfismo inducido
Ner,,(G) — Ner, P,+1(G)

es la identidad en objetos y sobreyectivo a nivel de flechas, por lo que, debido a la
conmutatividad del cuadrado

d

gn —_— gn—l

|

Pn+1(g>n T Gn—l;
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se tiene que

dn(Nern(g)) = dn(NernPn—l-l(g))

y por tanto
(PnPrs1(9)) -1 = (Pa(9)) 1 -
De aqui es inmediato concluir el resto de la identidad P, P,,+1(G) = P,(9). [

Tomemos ahora
nh+1 = Pn+15(n) : Pn+1 — P,

la composicion de P41 con la unidad 6" de la adjuncién 15n - 4,. Entonces, para
n > 1y cada grupoide simplicial G, el morfismo

(Mnt1)g : Pat1(G) — Pu(9)
consiste en:
e Los funtores identidad /dg, en dimensiones 0 <17 <n — 2.
e El funtor proyecciéon G,,—1 — Gp—1/Bn—-1(G) en dimensién n — 1.

e En dimensién n, observamos que se tiene una inclusién de grupoides
n—1
Bn(G) € () diBu-1(G)
i=0

y por tanto, un funtor (sobre en flechas)

n—1

((Mny1)g)n gn/Bn(g) — gn/ ﬂ d;an_1(g).

=0

e En dimensiones superiores, el inico morfismo que existe utilizando el hecho
de que P,(G) = Cosk™(P,(9)).

En resumen (7,41)g : Pnt1(G) — P,(G) viene representado por el diagrama:

G Ot 2 g T dn AT dnmd
T4 B(G) W Bn(G) - On-1 . Gn—o
((77n+1)g)n+1 ((nn""l)g)”t J{((nn-‘rl)g)n—l
dn+1 Gn L On—1 L)
A1 (Pn(9)) = —— NiZ d; 'Bu-1(9) — = Bu-1(9) ? On—g -
\SU _— S /0/ S, 0
\52/ 773’7':1/ \sngz/

Adems3s se tiene:
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Proposicién 2.5.6. Para cada grupoide simplicial G € Gd, y para cada n > 0,
la componente de np+1 en G,

(Mn+1)g = Pry1(G) — Pu(G)

es una fibracion cuya fibra tiene el tipo de homotopia de un K(II,n 4+ 1). En
concreto:

e Para n > 1, la fibra de (nn41)g sobre cada objeto = € O tiene tipo de
homotopia de K(mn+1B(G)(x),n+ 1) = K(7m,(G)(z),n + 1).

e Para n = 0, la fibra de (m)g para cada componente conexa T € momo(G)
tiene tipo de homotopia del grupo mB(G)(x).

Demostracién: La igualdad P,P,+1 = P, probada en la Proposicién 2.5.5 y el
hecho de ser P, la identidad sobre la categoria Gd,+1 (Lema 2.5.4) nos permiten
reducirnos al caso en que G sea un objeto de Gd,+1, en cuyo caso (1,+1)g coincide
con la proyeccién canénica G — P,(G), esto es, la componente en G de la unidad
de la adjuncién ]Ajn 1.

Vamos a probar entonces que, en el caso de ser G un grupoide simplicial (n+1)-
dimensional, n > 1, la proyeccién candnica anterior es una fibracién con fibra en
cada objeto = del tipo de homotopia de K(m,+1B(G)(x),n + 1).

Una vez probado que (7,41)g es una fibracién, la segunda parte de la de-
mostracién para n > 1 es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.5.2, bastara
con considerar la sucesion en homotopia asociada a la fibracién

(Mn41)g(@) - G(2,2) — Pr(G)(z, ),

el hecho de que esta fibracion induce isomorfismos en los grupos de homotopia
Tm(G) () = TP (G) () para m < n — 1 (Proposicién 2.5.2) y el hecho de ser G
y P,(G) grupoides simpliciales (n + 1) y n-dimensionales respectivamente (y por
tanto mn(G)(z) = 0 para m > n+ 1y 7, P,(G)(x) = 0 para m > n) implican
que la fibra F de (n,+1)g en z es un grupo simplicial (por ser (1,+1)g la iden-
tidad en objetos) que tiene grupos de homotopia triviales en todas dimensiones
salvo en dimensién n, y en esta dimensién 7, (F) = m,(G)(x), o equivalentemente
Tnt1B(F) = mp41B(G)(x). Se tiene entonces que F tiene el tipo de homotopia
de K(m,11B(G)(z),n+ 1) = K(m,(G)(x),n + 1).

Analicemos el caso n = 0. Puesto que hemos identificado la categoria Gd; con
la categoria de grupoides y es claro que, via esta identificacién, fibraciones entre
grupoides simpliciales 1-dimensionales corresponden a fibraciones de grupoides.
Hemos de probar que para todo grupoide G, la proyeccién canénica G — Py(G) =
m(G) es una fibracién de grupoides (donde 7y(G) es considerado como un grupoide
discreto), con fibra en cada componente conexa Z del tipo de homotopia del grupo
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mB(G)(z) = Endg(z). Ahora bien, esta proyeccién es sobreyectiva en objetos y
su codominio es un grupoide discreto, por tanto es una fibracién, su fibra en cada
componente conexa es claramente un grupoide conexo y por tanto, del tipo de
homotopia de un grupo, el grupo de endomorfismos en G de cualquier objeto en
dicha componente.

Veamos que ocurre en la siguiente dimensién, n = 1. Supongamos entonces
que G es un grupoide simplicial 2-dimensional, esto es, G es el nervio de un 2-
grupoide, P;(G) es el grupoide de componentes conexas de G y la proyeccién
G — Pi(G) = mp(G) es la proyeccién candnica al grupoide de componentes conexas
(visto éste como grupoide simplicial discreto o constante). Este morfismo a nivel
cero tiene la proyeccién candnica Gy — m(G) que es la identidad en objetos y
sobreyectivo en flechas y por tanto, es una fibraciéon de grupoides. Ademas, por
estar considerando a P;(G) como grupoide simplicial discreto, para cada objeto x
de G (o equivalentemente de P;(G)) el grupo simplicial P;(G)(x,x) es constante,

P(G)(z,z) = K(Endp(g)(2),0) v Endp(g)(z) =m(G(z,z)),

y el morfismo inducido G(z,z) — Pi(G)(x, z) es el morfismo canénico de un grupo
simplicial al grupo simplicial constante de sus componentes conexas que es siem-
pre una fibracién. Concluimos entonces que (12)g es una fibracién de grupoides
simpliciales.

Puesto que la categoria Gdy es cerrada para limites, la fibra F de (n2)g : G —
Pi(G) = m(G) sobre un objeto = de my(G), es decir, sobre un objeto = de G, es
de nuevo un grupoide simplicial 2-dimensional. Pero como (12)g es la identidad
en objetos, F tiene solo un objeto y por tanto, serd un grupoide simplicial 2-
dimensional con un solo objeto, esto es, un grupoide interno en grupos. Este
grupoide tiene como grupo de objetos a aquellas endomorfismos f € Endg,(x)
conectados con el endomorfismo Id, € Gy (esto es, los f € Endg,(x) tales que
existe a: f — Id, flecha en G1) y como grupo de flechas todos los endomorfismos
B en Gy,

f

T
z 48 T .

\\“//

g

Es claro entonces que dos flechas f,g € F; estan siempre conectadas por una
flecha 8 € F» ya que ambas estdn conectadas a la identidad Id, y por tanto
mB(F)(z) = mo(F) es trivial asi B(F) tiene sélo un grupo de homotopia no
trivial

mB(F)(z) = m(F)(z) = m(G)(x),

para ver la dltima igualdad basta con identificar los elementos de ambos grupos
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con flechas en G; de la forma

Idy

T

v

Id,

En general, para n > 1, supuesto G un grupoide simplicial (n+ 1)-dimensional,
la proyeccién canénica (,41)g : G — P, (G) es la identidad en dimensiones < n—1
y por tanto, en dimensién cero es una fibraciéon de grupoides. Para concluir que
es una fibraciéon de grupoides simpliciales sélo resta probar que, para cada objeto
x, el morfismo de grupos simpliciales

(Mn+1)g(@) : G2, 2) — Pu(G)(2, x)

es una fibraciéon de Kan. Es claro que este morfismo es un epimorfismo en todas
dimensiones. El hecho de ser G, = A},(G), para todo m > n + 2, P, (G),, =
AL (P(G)), para todo m > n+ 1, y (u41)g(z) épico implican la condicién de
fibracién para (7,+1)g(x) en dimensiones m > n + 2. La condicién de fibracién
en dimensién n + 1 se deduce del isomorfismo (P,(G))n+1 = Ai 11(Pa(G)) v del
hecho de ser (7,41)g(x) y cada morfismo K7, : Gny1 — A}, ,(G) epimorfismos.
La condicién de fibracién en dimensién n se deduce de ser Al (G) = AL(P.(G)) v
((Mn+1)g(z))n épico. En dimensiones inferiores la condicién de fibracién es clara
ya que ((7n+1)g(x))m es una identidad para m <n — 1. [ |

Podemos ya probar el principal teorema de este capitulo.

Teorema 2.5.7 (La torre de Postnikov algebraica de un grupoide simplicial). Para
cada grupoide simplicial G € Gd el diagrama

g 2.19
65 <n>/<z> N .
/% % l " \
Paal(@) = BlG) o PG) = B9 > A(G)

obtenido a partir de las unidades de las adjunciones ﬁn = i,, es la torre de
Postnikov de G.

Demostracién: Comprobemos primero la conmutatividad del diagrama, esto es,
que para todo n > 0, se tiene:

(n+1)

Estos dos morfismos de grupoides simpliciales § (n) Y (Mnt1)g 6g '~ en dimensiones
menores a n— 1 vienen dados ambos por los funtores identidad, en dimensién n— 1
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por el funtor proyecciéon de G,,_1 — 671:1 y en dimensién n ambos morfismos estan
dados por el funtor proyeccién G, — G,. En dimensiones superiores ambos son el
dnico morfismo a un coesqueleto.

Concluimos entonces que el diagrama (2.19) es un diagrama cono sobre

e p gy @ee, gy e, (Rl p gy s, pgy - (9.90)

Ademas, {G, 5(gn)} es universal en el sentido de que dado otro cono {¢™ : G’ —
P,(G)} sobre (2.20) existe una tnica forma de definir un morfismo de grupoides
simpliciales

d) : gl I g7
tal que 5(gn)¢ = ¢ para todo n > 0. Basta con que observemos que los funtores

(5(gn))m son la identidad para todo m < n — 1, con lo cual
b, = gbfq?), param <n — 1.

Tomando cualquier n > m + 1 tendremos determinado ¢,,, de forma tnica.
Concluimos entonces que el diagrama (2.19) es un diagrama limite.
La Proposicion 2.5.6 completa la demostracién de este teorema. |

2.6 Algunos resultados técnicos sobre n-grupoides sim-
pliciales

En esta seccién probaremos algunos lemas técnicos que usaremos a la hora de

construir los invariantes de Postnikov de un grupoide simplicial, Seccién 5.2.1. El

primer resultado que probaremos en la Proposicién 2.6.2 nos muestra cémo actia

el funtor P, : Gd — Gd,, sobre grupoides simpliciales que tienen una contraccién

homotopica, esto es, una degeneracion extra. Para probar este resultado necesita-
mos el siguiente lema.

Lema 2.6.1. Si G es un grupoide simplicial n-dimensional, n > 2, con una con-
traccion homotdpica entonces G = Cosk™ %(G).

Demostracién: La existencia de una contraccién homotépica, esto es, una degene-
racion extra, nos permite probar que el funtor candnico

Dy, G — An(G), m > 1,
que es la identidad en objetos y sobre flechas actiia como

es sobreyectivo para todo m > 1. En efecto:
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Dada una flecha (fo, f1,..., fm) € An(G), por la Proposicién 2.2.3,
como K™~ es sobreyectivo, podemos asegurar la existencia de una
flecha f € G, tal que d;(f) = f; para 0 < ¢ < m — 1. Utilizando la
degeneracién adicional s, : G,—1 — G, construimos la flecha

g = fsmdm(f)_lsm(fm) €Gnm.
Esta flecha satisface Dy, (g) = (fo, f1,-.-» fm), pues para 0 < i <m — 1
se tiene:
di(f Smdm(f)_lsm(fm)) = di(f) dismdm(f)_ldism(fm)
fi sm—1didm (f) " Sm—1di(fm)
fi Smfldmfl(fi)_lsmfldmfl(fi) = fi)

y para ¢ = m se tiene:

dm(f Smdm(f)ilsm(fm)) =

m(f) dmsmdm(f)ildmsm(fm)

d
din(f) dra(F) ™" fin = fon-

Por otra parte, para m > n, el funtor D,, tiene niucleo trivial ya que:

Dada una flecha f en ker(D,,), f es una flecha en G,, tal que d;(f)
es la identidad para todo 0 < i < m, en particular, f es una flecha
del grupoide N, (G) que es trivial, pues G es un grupoide simplicial
n-dimensional y m > n.

Asi, por el Lema 1.1.4, los morfismos D, son isomorfismos para m > n y, por
tanto, G = Cosk™ 1(G). Pero hemos de probar que G = Cosk™ 2(G), de esta
forma nos resta ver que el morfismo canénico D,,_1 : G,—1 — A,—1(G) es también
un isomorfismo. Por ser éste sobre y la identidad en objetos, bastaria con probar
que es inyectivo en flechas. La Proposicién 2.4.4 nos asegura que G es el nervio
de un (n — 1)-hipergrupoide, luego tenemos que el morfismo canénico K : G, —
A(G) es un isomorfismo pero hemos probado que también el morfismo D,, : G,, —
A, (G) es un isomorfismo, por tanto la inclusién candénica A'(G) — A, (G) es
un isomorfismo (esto es, dos elementos del nicleo simplicial A,,(G) coinciden si
y s6lo si sus primeras n-componentes son iguales). Dadas entonces flechas f, g €
Gn—1 tales que D,,_1(f) = Dn—_1(g), tenemos que (sp—2dof,...,Sn—2dn-1f, f,9)
y (Sn—2dof, ..., Sn—2dn—1f, f, f) son dos elementos de A, (G) con sus n primeras
componentes iguales y por tanto, han de coincidir, lo que implica f = g. |

Podemos entonces probar:

Proposicion 2.6.2. Si G es un grupoide simplicial con una contraccion homoto-
pica, entonces _
Po(G) = Cosk"2%(G), n > 2.
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Demostracién: Observaremos primero que si G tiene una degeneracion extra, en-
tonces también la tiene P,(G). Bastard entonces aplicar el Lema 2.6.1 anterior
para concluir esta demostraciéon. La degeneracién extra de P, (G) estd dada por:

1. El mismo funtor s; : G;_1 — G;, degeneracién extra de G, para 1 <i <n—2.

2. La degeneracién s,_1 : Gn,—2 — Gn_1 vendra dada por la composicién de la
degeneracién de G y la proyeccién

GG n1

gnfl-

Sn—1
gn72 . gnfl

3. La degeneracién extra s, : G,_1 — QNn, estd inducida por la degeneracién
extra s, : G,_1 — G,. Bastara con observar que este funtor lleva las flechas
de B,,—1(G) en flechas de ﬂ?z_ol d¥(Bn-1(G)). En efecto:

Dada una flecha f € B,,_1(G), existe g € N,(G) tal que f = d,,(g).
Entonces

dlsn(f) = disndn(g) = didnsn—i-l(.g) = d”—ldisn"'l(g)
= dp-15ndi(g9) = dn-18n(Id) = Id,

para 0 <i <n —1y por tanto, claramente d;s,(f) € Bn,-1(9).

Entonces s, : G,—1 — Gy, es la tinica flecha que hace conmutativo el diagrama

(5("))717 .

Bn_1(G)¢ Gy — 2 On—1

| |
| Sn | Sn

A N

n—1 =
L df (Ba(9)) = G .

ml—(] 7 ( (g)) g (5(gn))n gn

4. En dimensiones m > n + 1 las degeneraciones extra se obtienen utilizando
que P,(G) = Cosk™(Pn(G)).

La comprobacion de que esta degeneracion extra satisface las correspondientes
identidades simpliciales es un mero ejercicio. Tenemos entonces que P,(G) es un
grupoide simplicial n-dimensional con una degeneracién extra, el Lema 2.6.1 nos
asegura

P,(G) = Cosk™ 2(P,(G)) = Cosk™ %(G).
|
El siguiente resultado técnico que necesitaremos es que los funtores inclusion 4, :

Gd,, — Gd conservan coigualadores al menos de pares de flechas reflexivas que
son la identidad en objetos.
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Lema 2.6.3. Para todo n < 0 los funtores inclusion i, : Gd,, — Gd conservan
coigualadores de pares reflexivos de flechas que son la igualdad en objetos.

Demostracién: Supongamos (f, g) un par reflexivo de morfismos de grupoides sim-

pliciales,
S

/0

H—=G
g

tales que f y g son la identidad en objetos y G, H € Gd,,. El coigualador del par
(f,g) en Gd se calcula haciendo coigualadores en Gpd dimensién a dimensién.
Podemos utilizar el Lema 1.1.6 para encontrar subgrupoides normales IC; C G;, 0 <
i, tales que coeq(f;, g;) = G;/K;. Notamos que, por ser f y g la identidad en objetos,
los subgrupoides K; son todos totalmente disconexos y asi el grupoide cociente
Gi/K; tiene los mismos objetos que el grupoide G;. Ademads los subgrupoides K;
son estables para los funtores cara y degeneracién de G, de forma que obtenemos
un grupoide simplicial IC (que en cada dimensién tiene al grupoide K; y cuyas
caras y degeneraciones son las restricciones de las caras y degeneraciones de G). Si
denotamos G/IC al grupoide simplicial que en cada dimensién i tiene al grupoide
cociente G;/K; y cuyas caras y degeneraciones son inducidas por las de G, entonces
coeq(f,g) = G/K (nétese que este cociente es efectivamente un objeto de Gd por
ser todos los grupoides IC; totalmente disconexos). Nuestro objetivo es probar que
este grupoide cociente G/IC estd en Gd,,, esto es, tiene complejo de Moore trivial
en dimensiones m > n. Esto serd equivalente a probar que si tenemos una flecha
a € G, tal que d;(a) € K1, para todo 0 < i < m — 1, entonces la flecha a € Iy,
(ver Observacion 1.1.3). Para ver esto observamos que:

o= (a [$Sm—1doct, Spp—1d1 0, . . ., sm_ldm_la]*l)
[Sm—1doct, Spm—1d1x, . .., Sp—1dm—10],
pero
o [$m_1doa, Sm_1d1cv, . .., S 1dm_10] "t € N n(G),
que es trivial, y
[Sm—1doct, Sp—1d1x, . .., Sp—1dm—10] € Ky,

por di(a) € Kpp—1, 0 < i < m —1,y 8,1 llevar flechas de I,,—1 en flechas de
K.n. Los corchetes que hemos utilizado vienen dados por las féormulas del Lema
2.2.1 que a su vez estan dadas en términos de las composiciones en /Cy,. |

Y como corolario inmediato, por tener el funtor P, un adjunto derecha, tenemos:

Corolario 2.6.4. Para todo n < 0 los funtores P, : Gd — Gd conservan coigua-
ladores de pares reflexivos de flechas que son la identidad en objetos.
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El siguiente resultado técnico nos probaréd que los funtores P, conmutan entre
ellos en el siguiente sentido. Consideremos la categoria

SSimplGpd = GpdA™"*A”

de objetos simpliciales dobles en la categoria Gpd de grupoides y la subcategoria
SGd C SSimplGpd de aquellos grupoides simpliciales dobles tales que los fun-
tores cara y degeneracion tanto horizontales como verticales son la identidad en
objetos. Esta categoria SGd es precisamente la categoria de grupoides enrique-
cidos en la categoria de conjuntos simpliciales dobles. Un objeto en SGd sera
representado por un diagrama

v [
G n4> nl 14>g0
dg dj
LN

: gn,n—l ‘; gn—l,n—l cee gl,n—l ‘>‘> gO,n—l
L D e
Gr: o Gn1T—=Z0n-11 -0 G110 T—Z G0,
dg | | di | sg
h o e
goi gn0*>gn 1,0 - glO goo

en el que cada G, , representa un grupoide. Ademds todos los grupoides en el
diagrama anterior tiene un mismo conjunto de objetos y todas las caras (horizon-
tales y verticales) son funtores que actiian como la identidad en objetos. Para
cada n > 0 denotaremos SGd! (SGdY) a la subcategorfa plena de SGd con ob-
jetos aquellos grupoides simpliciales dobles G tales que los grupoides simpliciales
g’; € Gd,, (respectivamente g’; € Gd,) para todo ¢ > 0 (respectivamente p > 0).
Claramente SGd" es una categorfa reflexiva de SGd el reflector

P! :SGd — SGd"
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se obtiene aplicando el funtor B, en la direccién horizontal. Anéalogamente SGd;,
es una categoria reflexiva de SGd en este caso, el reflector

P’ :SGd — SGd!,

se obtiene aplicando el funtor P, en la direccién vertical. Denotaremos Phy PV a
los correspondientes endofuntores de SGd.

Proposicién 2.6.5. Para cadan,m > 0, la categoria interseccion SGd” SGdY,
es reflexiva en SGd! (SGd?, ).

Demostracién: Para probar esta proposicién bastard con ver que si G € SGde,
entonces PY(G) € SGA!. La mayor dificultad para probar que P (G) € SGd"
consistird en ver que (P%(G))" , € SGd,, ya que en dimensiones menores que
(m — 1) el funtor PY deja invariante a G y en dimensiones mayores que (m — 1),
el grupoide simplicial PY(G) consiste en caras abiertas. Veamos entonces que
(PY(G))h | € SGd,, es decir, que el grupoide simplicial (P?(G))" ; tiene com-
plejo de Moore trivial en dimensiones > n. Representemos este grupoide simplicial

mediante el diagrama

h
KN N )
(S0 S0 S0
Y N Z A NN
(PG 1t Grma1 ZGntm-1" Gom1 =% G1m-1 —ZGom1,
dg dg dg

donde Ep,m_l indica el grupoide cociente de G, ,,—1 por el subgrupoide normal
cuyas flechas son de la forma d},(f), para flechas f € G, ,, tales que dY(f) =
Id, 0 < i < m —1. Notemos que, por G € SGdZ, dos flechas en Gy, ,—1 son
iguales si y sélo si n cualesquiera de sus (n + 1) caras son iguales. Supongamos
entonces que u € Gy, ,—1 es una flecha tal que su clase en el grupoide cociente
u e ?nym,l tiene:

dj(u) =di(u) =Id € Gn1m1, 0<j<n—1 (2.21)

Hemos de probar que u = Id, esto es, hemos de encontrar una flecha w € G, p,
tal que df(w) = Id, 0 <i<m—1,yd})(w) =u. La identidad (2.21) implica la
existencia de flechas f; € G,_1,m, 0 < j <n — 1, tales que:

d(f;)=1d, 0<i<m-—1,
dy, (f5) = d(u) .

Si la n-upla (fo, f1,-.., fa_1,—) representase un elemento en A”(G") podrfamos
asegurar la existencia de un elemento w € G,, ,,, tal que d;-l (w)=1f;,0<j<n—1,
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y tendriamos
Ay (w) = u,
di(w)=1d, 0<i<m—1.

La primera de estas dos ultimas identidades es cierta ya que
drdy,(w) = di,dl (w) = d,(f;) = d(u), 0< j <n—1,
v la segunda se deduce de las igualdades
didY(w) = djd}(w) = d}(f;) =Id, 0<j<n—1.

El problema es que no tiene por que ser cierto que la n-upla (fo, f1,..., fa—1,—)
pertenezca a AZ(gfn), es decir, no tienen porqué satisfacerse las identidades

dp(f))=dl (fa), 0Sk<j<n-—L
Veamos como podemos modificar las flechas f; para obtener otras g; cumpliendo:
d?(g;) = 1d, 0<i<m-—1,
dy,(95) = d} (u),
di(gs) =dt_1(gr), 0<k<j<n—1,
y el problema estaria resuelto. Tomaremos por induccién:

g0 = fo,
g1 = f1 (shdl f1)~t (shdhgo),
g2 = fa ([shdfy fa, st} fo]") " shdlgo, stdligr])"

y supuesto definidas las flechas g; con j < k <n — 1 tomamos
9k =Jk ([Szfld(})bfk» Szfld?fka <. 75z71d271fk]h)_1
[SZ—1dll$—190a 32—1d2—1917 ce 32—1d2—19k71]h

donde [ ]h indica la operacion corchete correspondiente, definida segin las formulas
del Lema 2.2.1, para el grupoide simplicial gg.
|

2.7 La torre de Postnikov de un espacio

En esta seccién construiremos la torre de Postnikov de un espacio X a partir de
la torre de su grupoide simplicial fundamental IT(X).
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Usaremos la conexion entre las categorias de espacios y de grupoides simpli-
ciales dada por los funtores “grupoide simplicial fundamental” y “espacio clasifi-
cador”

= GS: Top > SSet % Gd ,

B = |Ner(—)| : Gd Ner, g5t L, Top ,

que hemos recordado en la Seccién 2.3. Observamos que:

e El funtor nervio Ner : Gd — SSet lleva fibraciones en fibraciones (ver
[29] Teorema 3.3) y como tiene un adjunto izquierda conserva limites, en
particular, conserva fibras.

e El funtor realizacién geométrica | | : SSet — Top también conserva fibra-
ciones y fibras, ver pagina 39. No conserva limites en general pero si lleva
limites en limites homotdpicos.

Concluimos entonces que el funtor B conserva fibraciones y fibras y lleva limites
en limites homotopicos.

Dado entonces un espacio X, consideramos su grupoide simplicial fundamental
IT(X) y construimos su torre de Postnikov (ver 2.19)

(X)

5("+1) 6(0)

5(”) 5(2L 5(1)

nx) ‘mx) ‘mx
TR

o Py TI(X) —— PuII(X) o PII(X) —— PITI(X) —> PyIL(X).
(Mn+1)11(X) (n2)11(x) (m)rex)

Aplicamos ahora el funtor B al diagrama anterior y obtenemos un diagrama
de espacios

BII(X) (2.22)

‘ (0)
BOn(x))
B(ég()X))B(éng))B(éﬁgX))

B (5;?&1; )

BPu i II(X) — > BP,II(X) - BPII(X) —> BPTI(X) —> BP,II(X).
B((nn+1)11(xX)) B((n2)r(x)) B((n1)r(x))

En el que cada flecha B(7,)m(x) es una fibracién y su fibra en cada punto z tiene
el tipo de homotopia de K(mp+1(X)(z),n + 1). Ademds BP,II(X) conserva el
n-tipo de X, o equivalentemente de BII(X), las componentes de la unidad de la
adjuncién ]3n - 4, nos dan una aplicacion

BII(X) — BP,II(X)
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que induce isomorfismos en la homotopia hasta dimension n. Deducimos entonces
que el diagrama 2.22 es la torre de Postnikov del espacio BII(X).

Nota 2.7.1. Aunque no lo hemos podido probar, nos parece que el diagrama (2.22)
es un diagrama limite al menos en la categoria CGHaus, lo que si es cierto en
general es que el morfismo candnico desde BII(X) en el limite de dicho diagrama
induce isomorfismos en los grupos de homotopia y por tanto, es una equivalencia
homotépica débil por lo que BII(X) es el limite homotdpico del diagrama.

Para construir la torre de X bastard con conectar X con el espacio BII(X),
esta conexion la hacemos via la counidad y unidad de las adjunciones | | 4 .Sy
G - Ner respectivamente, cuyas componentes en X y S(X) dardn equivalencias
homotopicas débiles

X <~ [S(X)] — |NerGS(X)| = BIL(X)

(y por tanto, isomorfismos en la categoria de homotopia). Si nos restringimos,
por ejemplo, a CTW-complejos podremos encontrar (aunque no de forma natural)
una inversa homotépica para el morfismo [S(X)| — X y estd nos permitira dar
una conexién directa X — BII(X) (que es un isomorfismo en la categoria de
homotopia). En general escribiremos X ~ BII(X) para indicar la conexién entre
ambos espacios. Tenemos entonces:

Teorema 2.7.2. El diagrama

(2.23)

A~ 4

BII(X)

BT,y B

n(x)’

(n) (2) (1)
Br(x)BCr(x) BCnix))
. BPy1II(X) —> BP,II(X) -~ BPII(X) — BPII(X) —> BRIL(X)
B((n+1)11(x)) B((n2)m(x)) B((m)mx))

es la torre de Postnikov del espacio X.






Capitulo 3

La torre de Postnikov de un
complejo cruzado

En este capitulo haremos un estudio paralelo al desarrollado en el capitulo ante-
rior aunque en un escenario mas simple. Asi, construimos la torre de Postnikov
tomando como contexto base & = Crs, la categoria de complejos cruzados. Fue
en este escenario donde primero pudimos hacer la traslacién completa de la teoria
de Postnikov, construyendo no sélo la torre de Postnikov de un complejo cruzado
sino también sus invariantes. A pesar de que, como es sabido, la categoria Crs
no modela todos los tipos de homotopia, los resultados aqui obtenidos tienen el
interés de ilustrar los métodos algebraicos para hallar la torre de Postnikov de
un espacio en un contexto particular en que los calculos se pueden llevar a cabo
sin grandes dificultades. Evidentemente los resultados de este capitulo sélo sirven
para hallar la torre de Postnikov de espacios que tengan el tipo de homotopia de
un complejo cruzado. Pero esta limitacién (que no existe, por ejemplo, en el caso
de los grupoides simpliciales) queda compensada por una mayor sencillez de los
calculos.

Comenzamos el capitulo dando un resumen de los elementos de la teoria de
complejos cruzados que vamos a necesitar, para més detalle sobre esta teoria ver
[12] y [14]

Primero haremos una introduccién del concepto en el que se basa la definicién
de complejo cruzado: el moédulo cruzado. Es ésta una estructura que ha sido ge-
neralizada en muchas direcciones desde que fue introducida por Whitehead, como
la estructura algebraica que modela los 2-tipos de homotopia de forma andloga a
como los grupoides (grupos) modelan los 1-tipos (1-tipos conexos). En topologia se
acostumbra a reducir el estudio de los tipos de homotopia a espacios conexos. Esto
simplifica los razonamientos “topolégicos” sin perder generalidad y lleva a estruc-
turas algebraicas “mas simples”. Sin embargo, desde el punto de vista categorico
que hemos adoptado en esta memoria, trabajar con la categoria de grupoides (los

125
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modelos genuinos de 1-tipos de homotopia, cuando no se lleva a cabo la reduccién a
espacios conexos) es mas natural, nos lleva a razonamientos categdricos més trans-
parentes y no ofrece mayor dificultad que la de tratar con grupos. De acuerdo con
esto, la definicién de modulo cruzado que aqui manejaremos no se basa en acciones
de grupos sobre grupos, sino en acciones de grupoides sobre grupos. Vamos a dar
una definiciéon funtorial simple de médulo cruzado y de complejo cruzado, indi-
cando también la forma usual bajo la cual esas definiciones se pueden encontrar
en la literatura.

3.1 Mobdulos cruzados

En todo este capitulo G denotard un grupoide base fijo. Como se dijo en la Seccién
1.1 un G-grupo es un funtor C : G — Gp, y la categoria de G-grupos es la categoria
de funtores GpY. Recuérdese que con cada G-grupo C podemos asociar:

e Un grupoide totalmente disconexo, que denotamos por é, que tiene como
conjunto de objetos los de G y como grupo de endomorfismos de z € obj(G)
el grupo Ends(z) = C().

e Una “accién” de (las flechas de) G en (las flechas de) C, que hemos denotado
por

fu = C(t)(u)
para cada flecha z >y en Gy u € C(x) (y por tanto tu € C(y)).

Se tiene un funtor olvido .
(): GpY — TdGpd,

que toma valores en la subcategoria TdGpdgpg), cuyos objetos son grupoides
totalmente disconexos que tienen como conjunto de objetos al conjunto obj(G) y
cuyas flechas son funtores que son la identidad sobre objetos. Dicho funtor de
olvido no sélo conserva, sino que ademas refleja el objeto cero y por tanto también
los morfismos cero. Es decir, sélo un objeto cero es aplicado a un objeto cero y f
es un morfismo cero si y sélo si, f es un morfismo cero. Como consecuencia, dicho
funtor también refleja complejos de cadenas, es decir, un diagrama

= Oy = Choy — ...
en GpY es un complejo de cadenas si y s6lo si su imagen por el funtor (),

o Ch—Chq — ...

es un complejo de cadenas en TdGpd,(g)-
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Recordemos también que el funtor “grupo de endomorfismos”
Endg : 6 — Gp

es un tipo especial de G-grupo. Este asocia a cada objeto x en G el grupo de

endomorfismo en G de x, Endg(z), y a cada flecha x I, y el morfismo de grupos
dado por conjugacién, es decir,

Endg(f)(u) = fuf™",

para cada u € Endg(z). Su grupoide totalmente disconexo es la subcategoria
End(G) = Endg

de G que consta de todos los endomorfismos de G, ver pagina 6. Otro G-grupo
importante es el objeto cero en GpY, que lo hemos denotado por Og y viene dado
por el funtor constante cero G — Gp, siendo su grupoide totalmente disconexo
0g, el grupoide discreto sobre obj(G), ver pagina 7.

Definicién 3.1.1. Un G-pre-médulo cruzado, es un par (C,d) donde C es un
G-grupo y 6 : C — Endg es una transformacion natural (llamada morfismo de
conexién ).

La categoria Pxmg de pre-mdédulos cruzados sobre un grupoide fijo G es la
coma categoria Gp¥ /Endg. Segun esto, los morfismos de G-pre-mdédulos cruzados
son las transformaciones naturales compatibles con los morfismos de conexion, es
decir, un morfismo en esta categoria de 6! : C; — Endg en 6% : Co — Endg es
una transformacién natural 7 : C7 — (5, de forma que para cada objeto x en G,
62 7, = 0L, esto es, el siguiente diagrama conmuta:

Cy(x) T Cy ()

51 52
Endg(z).

Un pre-médulo cruzado (C, §) se dice que es abeliano si C' es abeliano como G-
grupo, es decir, si C' es un G-médulo (esto es, un funtor C' : G — Ab a la categoria
de grupos abelianos).

Nota 3.1.2. Aplicando el funtor olvido GpY Q TdedOb_](g) a la transformacion
natural § : C — Endg, obtenemos un funtor 5:C — End(G) en TdGpd,g),

que es equivalente a un funtor C — G debido a que C es totalmente disconezo.
Reciprocamente, cada funtor C — G que es la identidad sobre objetos y tiene
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la propiedad de “preservar la accion” (condicion expresada mediante la ecuacion
§(tu) = td(u)t™1), nos define un pre-mddulo cruzado sobre G. Esta iltima es la
definicion cldsica de pre-mddulo cruzado (para el caso punteado se puede ver en

[16]).

Nota 3.1.3. Como ocurre con toda coma categoria de una categoria con productos,
el funtor olvido de Pxmg a GpY, tiene un adjunto derecha. Este adjunto lleva el
objeto cero en GpY, 0g, al objeto final de Pxmg que denotaremos por 1g y que
estd dado por el par (Endg,[dE,,dg), donde Idgnq, es la transformacién natural
identidad Endg — Endg. Este objeto final en Pxmg serd el objeto al que nos
referiremos cuando consideremos a Endg como un pre-mddulo cruzado. Por otra
parte, cada G-grupo C € GpY tiene una estructura de pre-mddulo cruzado “trivial”
sobre G dada por la transformacion natural cero C AN Endg (para cada objeto x de
G el morfismo de grupos 05 : C(x) — Endg(x) estd definido por 0,(u) = Idy, para
todo u € C(z)). Esto define un funtor

zero : GpY — Pxmyg
que tiene un adjunto derecha
ker : Pxmg — GpY

definido sobre objetos por ker(C,d)(x) = ker(0;) y sobre flechas por restriccion. Es

evidente que el objeto inicial en Pxmg es zero(Og) = (0Og N Endg). FEste objeto,
que denotaremos también por Og, es el pre-mddulo cruzado dado por el par (0g,0)
y no es igual al objeto final 1g, excepto cuando G es un grupoide discreto, esto es,
un conjunto. De aqui deducimos que en general la categoria Pxmg no tiene objeto
cero.

La categoria de G-pre-moddulos cruzados es muy semejante a la categoria de
modulos sobre un anillo. De hecho, aunque la categoria de G-pre-médulos cruzados
se puede ver como la coma categoria Gp¥ /Endg, podemos considerar morfismos de
“cambio de escalares” (funtores entre grupoides) para definir morfismos de un G-
pre-modulo cruzado a un H-pre-médulo cruzado. De esta forma podemos definir un
pre-mdédulo cruzado como una terna (G, C,0) donde G es un grupoide (el grupoide
base), y (C,d) es un G-pre-mdédulo cruzado. Si C = (G,C,0) y C' = (G',C",d") son
pre-moédulos cruzados, un morfismo de pre-mddulos cruzados de C en C' es un par
(F,a) donde F : G — G’ es un funtor (funtor cambio de base) y a: C — C'F es
una transformacién natural, tal que

(8o F)a=F§, (3.1)
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donde F es el funtor F visto como una transformacién natural de Endg a Endg/ F,

«

C C'F

| e

Endg —_— Endg/F.
F

Si especificamos la accién de un elemento u € C(z) para algin objeto z en G, la
condicién (3.1) dice
F(02(u)) = Oy (0 (u)). (3.2)

Estos morfismos (F,«) son las flechas de la categoria de todos los pre-médulos
cruzados, que denotamos por Pxm. Claramente las subcategorias Pxmg =
GpY /Endg de “pre-médulos cruzados sobre G” no son subcategorias plenas de
Pxm.

Por un pre-médulo cruzado reducido entendemos uno en el cual el grupoide
base es un grupo.

La siguiente proposicién nos proporciona la definicién del grupoide fundamental
de un pre-moédulo cruzado.

Proposicion 3.1.4. La categoria Pxmg es la fibra en G de la fibracion “grupoide
base de un pre-modulo cruzado”,

base : Pxm — Gpd.

Este funtor tiene adjuntos izquierda y derecha, discr 4 base - codiscr, que aso-
ctan a cada grupoide respectivamente el objeto inicial y el objeto terminal en la
fibra correspondiente. Ademds el adjunto izquierda discr tiene a su vez un adjunto
izquierda llamado el funtor “grupoide fundamental” w1 < discr.

Demostracién: En primer lugar, veamos que el funtor base es una fibracién.
Dado un pre-médulo cruzado C = (G, C,¢) y un funtor F : G — G = base(C)
hemos de encontrar un morfismo ¢’ — C en Pxm cuya imagen por base sea F'.
Construimos entonces un pre-médulo cruzado C' = (G',C’,d"), definiendo C’ :
G’ — Gp como el funtor que a cada objeto x en G’ le asocia el pullback de grupos:

Qg

C'(x) CF(x)

6;l l%u)

Endg/ () —5 Endg(F(x))

siendo claro como C” actia sobre flechas. La transformacién natural ¢’ : C' —
Endg: asocia a cada objeto x en G’ la proyeccién canénica ¢, : C'(x) — Endg/(x)
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del pullback a la primera componente. De esta forma el par (F,«), donde «, :
C’'(x) — CF(x) es la proyeccién del pullback a la segunda componente, determina
un morfismo de pre-médulos cruzados (F,«a) : C' — C.

Hemos de probar ahora que este morfismo es cartesiano sobre el funtor base.
Supongamos entonces un morfismo (F’,a’) : (G”,C",§") — (G,C,§) en Pxm tal
que su imagen por el funtor base, F’ : G” — G, se factoriza a través de F,

g" F’ G, F =FF"

Entonces claramente s6lo tenemos una forma de definir una factorizacién de (F”, o)
a través de (F,«), que viene dada por (F',o') = (F,«)(F”,a"), donde o : C" —
C'F" es la transformacién natural que asocia a cada objeto 2 en G” la tinica flecha
oy tal que o, = apr(gyal y O, (x)ag = F"¢§ definida por la propiedad universal
del pullback:

C// (x)

I nlll /
C'F"(x) e CF'(x)

la}//(x) l‘SF’(x)

Endg (F"(z)) = Endg(F'(x)).

ﬁ//(s//
x

Con esto se tiene que base es una fibracion.

Ademsds claramente se tiene que el funtor discr que asocia a cada grupoide G
el pre-mdédulo cruzado inicial Og es adjunto izquierda del funtor base, ya que para
cada grupoide G, el funtor identidad en G es universal desde G al funtor base y el
funtor codiscr, que asocia a cada grupoide G el pre-médulo cruzado terminal 1g,
es adjunto derecha del funtor base, pues para cada pre-médulo cruzado (G, C,0),
el morfismo de pre-médulos cruzados dado por el par (Idg,d) es universal desde
(G,C,9) al funtor codiscr.

Para la ultima afirmacién observamos que el grupoide fundamental de un pre-
médulo cruzado C = (G, C, 6) se calcula como el coigualador de grupoides:

A—>G6—1>m(C).

Noétese que todos los funtores del diagrama anterior son la identidad en objetos.
De esta forma, el grupoide fundamental define un funtor 7 : Pxm — Gpd que es
adjunto izquierda del funtor discr, pues dado un pre-médulo cruzado C = (G, C, d),
el morfismo de pre-médulos cruzados dado por el par (¢,0) donde 0 es la tnica
transformacion natural de C' en O, (¢) ¢ es universal desde C al funtor discr. |
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En la bibliografia clasica (ver [12], [10]) se dice que un mddulo cruzado sobre
un grupoide G o un G-mddulo cruzado viene dado por:

1. Un grupoide totalmente disconexo C, con los mismos objetos que G,

2. una accién de G sobre C, de forma que para cada v € C(z) = Endc(z) y

para cada morfismo x ERN y en G se tiene que fu € C(y) = Endc(y),

3. un morfismo de grupoides ¢ : C — G que es la identidad sobre objetos y que
preserva la accién de G, donde G actiia sobre cada Endg(x) por conjugacion,
es decir, en términos de elementos § es un funtor que satisface:

§(tu) = to(u)t ™, (3.3)
para cada u € C(x) y cada flecha t : x — y de G.

Estos datos han de satisfacer ademas la siguiente condicién, conocida como iden-
tidad de Peiffer: Para todo x € obj(G) y para todo u,v € C(z) se tiene

02y = you~t. (3.4)

Usando la definicién que aqui hemos dado de pre-médulo cruzado podemos
compactar esta definicién y obtenemos:

Definicién 3.1.5. Un médulo cruzado es un pre-mddulo cruzado C = (G, C,9)
que ademds cumple la siguiente identidad:

Identidad de Peiffer: El siguiente diagrama de funtores conmuta

Enda

N

g

Gp, Cé = End. (3.5)

La categoria de modulos cruzados, que denotaremos por Xm, es la correspon-
diente subcategoria plena de la categoria de pre-mddulos cruzados.

La categoria de médulos cruzados sobre un grupoide G (o G-médulos cruzados),
que denotamos por Xmyg, es la correspondiente subcategoria plena de la de pre-
moédulos cruzados sobre G. Estas subcategorias de médulos cruzados Xmyg sobre
un grupoide fijo serdn las que jueguen un papel fundamental en la definicién de
complejos cruzados (ver Seccién 3.2). Notemos que los objetos inicial y final en
Pxmg, Og y 1g siguen siendo los objetos inicial y final en Xmg.
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Nota 3.1.6. Dados C = (G,C,6) y C' = (G,C",d") dos G-mddulos cruzados y un
morfismo de G-mddulos cruzados 9:C"—C, la terna (C,C"4,0) es un C-mddulo
cruzado, donde C'§ es el C-grupo dado por el funtor composicion

¢ Endg —¢ % ap

y 0 : 5 — Endz es la transformacion natural que asocia a cada objeto x el
morfismo 0 : C'(z) — C(z). La asociacién d — (C, C's, 0) es funtorial de forma
que tenemos un funtor

Xmg/C — Xmg (3.6)

que usSaremos en Secciones posteriores.

Nota 3.1.7. Como consecuencia de la identidad de Peiffer (3.4) o (3.5), en un
mddulo cruzado (G,C,6), el nicleo de cada morfismo 05 es centralizador, es decir,
estd contenido en el centro de su dominio, C(z), ya que dados u € ker(dy) y

v e C(x), se tiene

1

Fa W)y — 1.

v =

Este hecho tiene tres consecuencias importantes:

(1) Para un G-grupo C, el pre-mddulo cruzado zero(C) = (C 2 Endg) es un
mddulo cruzado si y sélo si, C(x) es un grupo abeliano para todo x € obj(G),
esto es, C' es un G-mddulo.

(2) El niicleo de § (visto como una flecha en la categoria GpY) es un funtor
cuyas imdgenes caen en la categoria Ab de grupos abelianos, es decir, es un
G-mddulo. Por la observacion previa se tiene entonces que zero(ker(d)) =
(ker(9),0) es un G-mddulo cruzado. Notemos que este mddulo cruzado es
precisamente el nicleo de § como aplicacion de (C,6) — 1lg en Xmg (la
unica aplicacion al objeto final). Esto nos proporciona el siguiente diagrama
conmutativo entre pares adjuntos:

Xmg —  _ ARY zero  ker (3.7)
E ker
zero
Pxmg GpY zero - ker
ker

donde las flechas verticales son inclusiones plenas y las composiciones zero ker
son funtores idempotentes.
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(8) La accién de im(3) sobre ker(d) es trivial, es decir, el funtor ker(d) lleva cada
flecha en G de la forma 6,(u) al endomorfismo identidad del grupo ker(d;),
para cada objeto x de G. Dicho de otro modo, la composicion

)

a9, ker(8)

g Ab

es trivial. Como consecuencia, y en vista de que ker(d) es centralizador (ver
pagina anterior), im(§) es normal en G (es decir, para cada x € G, im(d,) es
un subgrupo normal de Endg(x)) y por tanto el coigualador

~ 5

CT>Q$'7T1(C)

viene dado por un grupoide cociente:
m1(C) = G/im(9),
ver también Lema 1.1.6.

Los adjuntos izquierda de los funtores plenos reflexivos Xmg — Pxmg se
pueden unir (ver por ejemplo, [8], sec. 8.4) para darnos el adjunto izquierda del
funtor inclusién Xm — Pxm, hecho que se usarda mas tarde pero que recordamos
aqui.

Proposicion 3.1.8. El funtor inclusion Xm — Pxm tiene un adjunto izquierda,
el funtor “mdodulo cruzado libre generado por un pre-mddulo cruzado”.

Demostracién: En efecto, el funtor inclusién tiene como adjunto izquierda el funtor
G :Pxm — Xm
que asocia a un pre-médulo cruzado (G, C, ) el médulo cruzado
G(G.C.6) =(G,C.9),
donde C es el G-grupo definido sobre objetos z en G como el cociente
C(z) = C(2)/Sa,
siendo S, el subgrupo de C'(x) generado por los elementos de la forma

{u,v} = Wy o=yt u,v € C(x).
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Notemos que S, es un subgrupo normal, ya que dado {u,v} € S, y dado w € C(x)
se tiene:

w {u, viw = w ! C®puruNw

—w ! 6(u)vw (5(w*1)(6(u)v))—1 S(wflu)vw—luv—lu—lw
_ (é(wfl)(6(u)v)w—1(5(u)v)—1w)—1(6(w*1u)vw—1uv—1u—1w)

= {w™, Wy} Hw v} € S,

Por otro lado es claro que, para cada flecha x &R y en G, el morfismo de grupos
C(t) : C(x) — C(y) lleva los generadores {u,v} de S, en generadores de Sy,

C’(t){u,v} — t{u7v} — t(é(u)vuvflufl) — té(u),v ty t(vfl) t(ufl)

_ té(u)t_ltv ty, (tv)fl (tu)fl _ 5(tu)(t,u) ty (t,v)fl (tu)fl _ {tu’ t’U},

por tanto induce un morfismo de grupos C(¢) : C(x) — C(y),

S, C(z) C(z)/S: = C(x)
|

l lc(t) J/ C(t)

Sy——=C(y) C(y)/Sy =C(y)

De esta forma C es un nuevo G-grupo.
Ademas la componente de la transformacién natural § en cada objeto = € G
lleva los generadores de S, en la identidad en z,

6z {u, v} = 0, (% Wyuv ™) = 6,(% W), 1)y (v) 10, (w)
= 00 (1)02 (V)0 (1) 100 ()00 (v) L0, (u) ™t = Id,.

Por tanto induce un tinico morfismo de grupos &, : C(x) — Endg(z),

SC C(x) C’(:E)/Sgc = C(x)
\?\\ e i
Endg(x).

Que, debido a la unicidad, induce una transformacién natural § : C' — Endg. Es
facil comprobar que G(G,C,d) = (G, C, ) cumple los axiomas de médulo cruzado.

Supongamos ahora un morfismo (F,a) : (G,C1,6') — (G',C2,5?) en la cate-
goria Pxm. Entonces, para cada objeto = € G el morfismo «,, : Ci(x) — CoF(x)
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lleva los generadores de S, en generadores de Sp(,),

ag{u, v} = ap(*®our ) = ay (W) ag (w)ag (v) o (u) !
= PO o (v) g (w) ot (v) Larg () !
= 612"(1')(az(u))agp(U)O‘x(u)a:c(v)ilaoc(u)il = {aﬁv(u)’aﬂﬁ(v)}’

y por tanto induce un morfismo (tinico) @ : C1(x) — CoF(x),

S;EC—> Cl({E) Cl(x)/Sm = 61(.@)

e

La unicidad en la existencia de este morfismo hace que la correspondencia x — @,
sea natural de manera que

G(F,a) = (F,a): G(G,C1,8") — G(G', Cy, 6%)

es un morfismo de médulos cruzados.
Notamos ahora que la proyeccién canénica C(z) — C(x) = C(z)/S; es natural
en x y nos determina un morfismo de pre-mdédulos cruzados

e : (g707 6) - (gaa7 5_)7

que es la identidad a nivel del grupoide base y que tiene la siguiente propiedad
universal:

Dado un médulo cruzado (G’,C’;¢") y un morfismo de pre-médulos
cruzados

(F,a):(G,C,08) — (¢',C", )
existe un tnico morfismo de médulos cruzados (F, o) : (G,C,0) —
(G',C",0") tal que el siguiente diagrama conmuta en Pxm:

(g, C7 5) L) (g’é’ 5)

Fo
(F,ar) V( )

g,cd) .

Nétese que, para cada z € obj(G), el morfismo «ay : C(z) — C'F(z) lleva
generadores de S, en cero,

az{u,v} = ax(‘sz(")vuvflufl) = ozx(‘sl(“)v)ozx(u)ax(v)flax(u)fl

Féy (u)ax(v)ax(u)ax(v)_laz (u)™!

= %@ (0)ag(u)ag (v) Lag(u) Tt = 0 € O'F(x),
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y por tanto induce un tnico morfismo o, : C(z) — C'F(x),

S, C(x) C(@)/S: = Tla) -
X [
C'F ()

que es natural en .
Esta propiedad universal nos muestra que este funtor G es adjunto izquierda
del funtor inclusion. |

Todo médulo cruzado se puede obtener como el mddulo cruzado asociado a un
2-grupoide segun la siguiente construccién funtorial. Recuérdese primero que la
categoria de grupoides es isomorfa a la categoria de 1-hipergrupoides y que hemos
denotado por G1H a la categoria de grupoides enriquecidos en 1-hipergrupoides
o de forma equivalente la categoria de grupoides enriquecidos en grupoides o 2-
grupoides. Se tiene entonces un funtor

xm: G1IH — Xm,

que esta definido cémo sigue: dado un 2-grupoide
id

GG z:; Go, (3.8)

el funtor s es la identidad en objetos y por tanto el par (s, id) es una fibracién plena
escindida, podemos entonces considerar el funtor fibra (ver (1.39)) N = N(,q) :
Go — Gp. Este funtor asocia a cada objeto x € Gy el subgrupo N(z) C Endg, (z)
formado por las flechas v € G; (deformaciones) con dominio s(u) la identidad en
x’

Id,

T

u: Idy — t(u) graficamente x Ju x.
\..,_,,./
t(u)

Definimos entonces xm(G) = (Gp, N, ), donde la transformacién natural ¢ :
N — Endg, esta inducida por el funtor “codominio” ¢, esto es,

9z : N(z) — Endg, () ; u — t(u).

Ademas, esta transformacién natural verifica la identidad de Peiffer, pues para
cada x € obj(G) y para cada u,v € N(x) se tiene:

Se()y = Wy = N(t(u))(v) = id(t(u)) vid(t(u)) " = wou™",
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donde la 1dltima igualdad es consecuencia de la Proposicién 1.1.5, ya que G puede
verse como un grupoide interno en Gpdgg,) ¥ por tanto el conmutador

[ker(s), ker(t)]

es trivial, pero si u,v € N(x), entonces u,v € ker(s), ademés u~'id(t(u)) es una
flecha de ker(t), de donde

v(u tid(t(w))) = (utid(t(u))) v

y de aqui
wou™t = id(t(u)) vid(t(u)) !

como queriamos.

Reciprocamente, dado un médulo cruzado C = (G, C,d), la construccién del
producto semidirecto de Grothendieck nos determina un grupoide G [C' con los
mismos objetos que G (ya que C' se factoriza por grupos). Ademds, la proyeccién
canénica s : G [C' — G tiene una seccién id que es la identidad en objetos y asocia a
cada flecha f : ¥ — y en G la flecha (f,0¢(y)), donde O¢y) es el elemento neutro del
grupo C(y). Este funtor id resulta ser también una seccién para un segundo funtor
t:G[C — G que al igual que s es la identidad sobre objetos y estd determinado
por 0 sobre morfismos mediante la férmula

t(f,u) = 0y (u)f,

para cada flecha x EN yen Gy cadau e C(y).

Estos funtores determinan un grafo (G [C, G, s,t,id) interno en Gpd,p(g). De
la condicién de Peiffer se deduce inmediatamente que el conmutador [ker(s), ker(t)]
es trivial por lo que, aplicando de nuevo la Proposicién 1.1.5, existe una tinica com-
posicion en el grafo anterior que lo dota de estructura de 2-grupoide. Denotaremos
a éste por 2gd(C). Esta construccién es funtorial por lo que tenemos

2gd : Xm — G1H. (3.9)

Notemos que un par de flechas ((g,v), (f,u)) es un par componible en 2gd(C)
sif,g:x—y, u,veC(y)y dy(u)f = g. Entonces el funtor composicion

0:G[CxgG[C—G[C
en 2gd(C) estd dada por la férmula:
(9:v) o (f,u) = (g, v)id(s(g,v)) " (f,u) = (g,0)(97", Oc(a))(f )
-1

= (9:0)(97" £, 00()Clg™ ") (W) = (g,v) (g7 f,Clg™")(w)
= (9(g™"£),vC(9)(C(9) " (w))) = (f,vu).
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Ademds, la inversa para esta composicién de una flecha (f,u) en G [C viene dada

por (3,(u)f,u).

Podemos ahora utilizar la Proposicion 1.5.7 para probar el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.9. El funtor xm : G1H — Xm es una equivalencia de cate-
gorias, con quasi-inverso dado por el funtor 2gd. Ademds, estos funtores se res-
tringen a una equivalencia entre Xmg y la subcategoria G1Hg de G1H formada
por los 2-grupoides que tiene a G como grupoide de objetos y los funtores internos
que son la identidad a nivel del grupoide de objetos.

Demostracién: Dado un 2-grupoide G como (3.8), la Proposicién 1.5.7 nos muestra
la existencia de un isomorfismo G : Gy f N — G1, que es la identidad en objetos
y en flechas estd dado por G(f,u) = uid(f). Es inmediato que el par (G, Idg,)
es un isomorfismo de grafos internos en grupoides y por tanto un isomorfismo de
2-grupoides. ]

Como corolario inmediato de las Proposiciones 3.1.9 y 2.4.4 tenemos

Corolario 3.1.10. Las categorias Xm de mddulos cruzados y Gda de grupoides
simpliciales con complejo de Moore trivial en dimensiones > 2 son isomorfas.

Definimos el nervio de un médulo cruzado C = (G, C,d), como el nervio (2.7)
del grupoide simplicial 2-dimensional asociado a C segin el Corolario 3.1.10. Esto
es, el funtor nervio desde la categoria de médulos cruzados viene dado por la
composicion

2 d er er
Ner : Xm —— > G1H — o> Gdy“—> Gd — > SSet.

Maés concretamente, el nervio del médulo cruzado C tiene la forma

AR AN i

Ner(C) = cosk?( Ner3(C) —=% —= Nersy(C EE arr(G) —= obj(g) )s
d

0 0

donde Nery(C) es el pullback del diagrama arr(G [C) LN obj(G) <> arr(G), es decir,
un 2-simplice es un par de flechas

IR

K — X2,

donde (f1,u) es un flecha de G [C'y fo es una flecha de G. Ahora bien, podemos
notar que dar el par de flechas ((f1,u), f2) es equivalente a dar el par ((f1,v), f2)

conv ="y y de esta forma podemos identificar Nerg(C) con el conjunto de pares
(&,v) con € € Nera(G) y v € C(xg = did2(§)).
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Los operadores cara y degeneracién en dimension dos, y teniendo en cuenta la
identificacién anterior, vienen dados por:

do(&,v) = do((f1,Mv), f2) = fo = do(£),

di(&,v) = di((f1,"), f2) = fado(f1,70) = fo s, (T0) fi
= folf1 020 (V) 7)1 = f2 1620 (v) = d1(E) Gy (v),

d2(§7v) = d2((f17flv)af2) = dl(flaflv) = fl = d2(£)7
so(fo) = (Ldsy(s) Jo) = ((Ldwg: Oc(ao))s fo) = (s0(f0), 0c(ap))

s1(fo) = (s0(fo), Idy(sy)) = ((fo,0¢(21))s Ldzy) = ((fo,0¢/(a0))s Ldzy )
= (51(f0); Oc(zo))-

De igual forma, un 3-simplice es una terna de flechas

donde ¢1 = ((f1,u0), (0z, (uo) f1,u1)) es una flecha del grupoide G [C x¢g G[C,
(f2,u2) es un flecha de G[C y f3 es una flecha de G, es decir, Nerg(C) es el

conjunto

arr(G [C xg G[C) X obj(G) arr(G [C) Xobj(g) Arr(G).

Ahora bien, igual que antes podemos notar que dar la terna

(((fla Uo), (51‘1 (UO)fl, ul))’ (fg,Ug), f3)

es equivalente a dar un par (£, «) donde £ € Ner3(G) y o = (vo,v1,v2) € C(zg =
d1d2d3(§))3 siendo

f:l‘o f—1>£L‘1 12—>x2 f—3>$3 GNerg(g)

a= (ffluo,fflul, (1)) € C(x0)>.
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En esta dimensién las caras d; : Nerg(C) — Nerg(C) vienen dadas para cada
elemento (£, @) en Ner3(C) mediante:

dﬂ(fa a)

di (57 Od)

d2(£7 Od)

d3(§7 a)

30(55’0)

Sl(gv U)

52 (fa U)

do(((f1, 1o

)7 (6961 (flvo)fla flvl))v (f27 f2f1U2)7 f3) = ((f?z f2f1'U2)7 f3)

(d0(§)7f51f2flv2) _ (d0(€)7fl,v2)’

(((f1,

(
(
(d1(8) 0x
(d1(§) 0z

d2(((f17

(dl((fb

((f1,"rwo 1), f3 0,

1), 8z, (o) f1, 7 01)), (fo, 21 02), f5)

1
(f2 f2f102)d0((f1,flvo) (0a; (Pvo) f1, 71 01)), £3)
(f2

8o (v0) f1, 210y 22(F1)), f3) = (21020 (v0), 271 (va201)), f3)
o (v0), 20 (O (20 (g0 )))
)

o (v0), 2700 ) (u301)) = (d1(€) 62 (v0), vy w2 01 w0),

M), (0, (Mg
fI,UO) (5901 (f1

) f1, T vn), (fo, 2T102), f3)
v0).f1, M v1)), f3 do( f2, 21 0g))
(27105) f2) = ((f1, 7 (vov1)), f3f202, (F102))

(G0 (F102) da(€), 71 (11 (0001))) = (8 (M102) d2(€), w0 1),

(d2((f1,

100), 8z, (o) f1, 1)), di (f2, 2 T102)) = ((f1, o), f2)

(d3(€), 1 (F1vg)) = (d3(€), wo),

y las degeneraciones s; : Nery(C) — Ners(C) vienen dadas por:

so((f1,7

(50(8),

s1((f1,”
(s1(8),

sa((f1,

(s2(6),

U)an) = (((IdeovOC(a;o))a (Idwov a:o))) (fhfl )an)
(OC(azo)aoC(zo)vv))a

1), f2) = (1. 00(z9))> (f1.710)), (Iday, 0c(ay))s f2)
(0c(20)> ¥, 0 (20)))

v), f2) = (((fhflv)? (0z, (u) f1700(x1)))7 (f2, 00(:172))7Idx2)
(v, 0¢(20), 0 (o)) -

Para n > 3, cada n-simplice de Ner(C) estd univocamente determinado por sus
caras pues a partir de esta dimensién Ner,(C) estd dado por nicleos simpliciales.

Nota 3.1.11. Dado un G-mddulo 11, si tomamos el mddulo cruzado C = (G,11,0)
es facil observar que los conjuntos simpliciales Ner(C) y Lg(I1,2) son isomorfos y
este isomorfismo f : Ner(C) — Lg(I1,2) viene dado por la identidad en dimensiones
menores a 3 y en dimension 3 viene dado por:

f3 : Ner3(C) — Lg(I1,2)3, f3(§,v0,v1,v2) = (&, v2,v2v1,v0 V1)



3.1. Moédulos cruzados 141

stendo su inverso el morfismo simplicial g que viene dado por la identidad en
dimensiones menores a 3 y en dimension 3 por:

g3 : Lg(I1,2)3 — Ner3(C), g3(¢, ao, a1, az) = (£, a0 aj ‘az, ag a1, ag).

Notemos ademds que este isomorfismo es compatible con las proyecciones candnicas
al Ner(G), esto es, el tridngulo

Ner(C) Lg(I1,2)

o~ A

Ner(G)

es conmutativo, o equivalentemente £ es un morfismo en la categoria SSet/Ner(G),
donde el morfismo Ner(C) — Ner(G) es inducido por el morfismo cero C — Og
(nétese que Ner(0g) = Ner(G) ).

La categoria de médulos cruzados estd relacionada con la categoria de grupoides
de forma similar a como la categoria de grupoides esta relacionada con la categoria
de conjuntos. Recuérdese que existe una fibracion de categorias

obj : Gpd — Set,
“conjunto de objetos”, que tiene tanto adjunto por la izquierda como por la derecha
discr - obj - codiscr,

donde el adjunto izquierda, discr, ademés tiene un adjunto izquierda, 7y ( “conjunto
de componentes conexas”)
1o 1 discr.

De forma similar, existe una fibracién de categorias
base : Xm — Gpd, (3.10)
“grupoide base”, la cual tiene tanto adjunto a la izquierda como a la derecha
discr - base - triv

dados por discr(G) = Og y triv(G) = 1g, por tanto base conserva tanto limites
como colimites. En este caso de nuevo se verifica que el adjunto por la izquierda
también tiene un adjunto izquierda,

71 1 discr,
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“grupoide fundamental”, que calculamos mas abajo.

Primero definamos el conjunto de componentes conexas de un modulo cruzado,
éste viene dado a partir del correspondiente concepto para grupoides, de hecho 7 :
Xm — Set es el funtor composicién my base, es decir, el conjunto de componentes
conexas de un modulo cruzado se obtiene calculando el conjunto de componentes
conexas de su grupoide base, asi para un médulo cruzado C = (G, C, 6) se tiene

m0(C) = m(G).
Para calcular el funtor grupoide fundamental
m : Xm — Gpd,

dado un médulo cruzado C = (G, C, ), consideramos el funtor composicién

5 éi End(G) — G

inducido por la transformacién natural ¢ (ver 3.1.2). Al definir 7; como adjunto
izquierda a discr se esta diciendo que dar un funtor 71(C) — G’ es lo mismo que
dar un morfismo de médulos cruzados C' — discr(G’) que es equivalente a dar un
funtor G — G’ tal que fg = 0. Esto, a su vez, nos dice que m; (C) (junto a la unidad
de la adjuncién, ¢ : G — 71 (C)) es el coigualador de los funtores Sy “0 (véase la
parte horizontal del diagrama (3.11)), donde 0 denota al funtor trivial que es la
identidad sobre objetos y lleva cada flecha a una identidad. Asi pues, m1(C) es el
grupoide cociente

-~

m1(C) = G/im(9).
De hecho, los objetos de 71 (C) son los mismos que los de G, la proyeccién canénica

q:G — m(C) es la identidad sobre objetos, y una flecha z — y en m1(C) es una
clase de flechas © — y en G bajo la relacién de equivalencia

f~g<e flg=6,(u) para algin u € C(x),

ver pagina 11.
Esta construccién es funtorial pues todo morfismo de médulos cruzados (F, o) :
C =(G,C0) — C = (g,C"0d) lleva im(g) en im(g’). Tenemos asi definido un
funtor
w1 : Xm — Gpd.

Pasemos ahora a definir el segundo “grupo de homotopia” de un médulo cruzado
m2(C). Por la observacién (3) de la Nota 3.1.7, el funtor composicién ker(d) J es
trivial (es decir, lleva cada flecha en la identidad), de esta forma el funtor ker(d) :
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G — Ab factoriza a través de ¢, y asi obtenemos un funtor m(C) : m(C) — Ab
tal que m2(C) g = ker(9):

5
6==6 " m(© @.11)
|
m2(C
ker(d) lv 2(C)
Ab.

Se tiene ademsés el siguiente resultado conocido (ver [14]):

Proposicion 3.1.12. Para cualquier mdédulo cruzado C se tienen isomorfismos
(de conjuntos, grupoides y mddulos respectivamente)

Para terminar con esta revisiéon de mddulos cruzados, dedicaremos el resto
de esta seccién a probar que la categoria de médulos cruzados es una categoria
de algebras sobre la categoria AGpd, que definiremos a continuaciéon. Este re-
sultado nos permitird considerar en Xm una cohomologia del cotriple, que sera
interpretada en términos, primero de torsores y luego de extensiones. Serd en esta
cohomologia donde vivira el tercer invariante de Postnikov (algebraico) asociado
a un complejo cruzado.

La categoria AGpd de “flechas a grupoides” tiene como objetos las ternas

(X, 1,9)

donde G es un grupoide, X es un conjunto y f : X — End(G) es una aplicacién de
X en el conjunto de endomorfismos del grupoide G.

Una flecha (X, f,G) — (X', f/,G’) en AGpd es un par (F,g) donde F' : G — G’
es un funtor y g : X — X’ es una aplicacién tal que F f = f'g,

g

X X'

1

End(G) — End(G).
Existe un funtor olvido obvio

U:Pxm — AGpd

-~

que lleva cada pre-mdédulo cruzado (G, C,¢) a la terna (arr(a), 9,G).
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Proposicién 3.1.13. El funtor olvido U : Pxm — AGpd tiene un adjunto
1zquierda F'.

Demostracién: Sea (X, f,G) un objeto en AGpd. Para cada objeto = en G con-
sideremos el grupo

Cx(z) = Fyp H Homg(z,x) X H for(f,v)| |,

z€obj(G) vEG(2,2)

donde Fy, es el funtor grupo libre, y fbr(f,v) es la fibra de f sobre v. Es decir,
Cx (z) es el grupo libre generado por todos los pares (t,u) donde ¢ : z — = es una
flecha en G (con la dnica restriccién de que su codominio es z), y u es un elemento
de X tal que f(u) es un endomorfismo en G de z (el dominio de ¢). Dada una
flecha © 2 y en G, sea Cx(s) el morfismo definido sobre generadores de Cx (x)
mediante

Cx (s)(t,u) = (st,u).

Claramente esta construccion es funtorial pues para cada par de flechas com-
ponibles (s,s") en G y cada (f,u) € Cx(z) se tiene:

o Cx(s's){t,u) = ((s's)t,u) = (s'(st),u) = Cx (s')(st,u) = Cx(s')Cx (s)(t, u),
o Ox(Idy)(t,u) = (Idst,u) = (t,u) = Loy (2)(t ).
Definimos ahora una transformacién natural
0x : Cx — Endg

especificando que para cada objeto = en G la componente (dx ), es el homomorfismo
de grupos
(0x)s : Cx(x) — Endg(x)

definido sobre los generadores por
(6x )t u) =t fu) t™".

’ . .z S
Asi definido dx es una transformacion natural pues, dada una flecha = y en G,
el siguiente diagrama conmuta:

x Cx(x) (0 Endg(x)

s cx(s)l J{Endg(s)

y Cx (y) ————Endg(y).
(6x )y
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En efecto, dado un generador (t,u) € Cx(x) se tiene:

5 (0x)a(tu) s71 = s(tf(u)t™)s™! = (st) f(u)(st) ™! = (Ox)y(st, w)
= (9x)yCx (s)(t, w).

Asi pues (G, Cx,dx) es un pre-médulo cruzado y podemos definir F' sobre objetos
como:

F(thag) = (gcha(sX)
Dada una flecha (F,g) : (X, f,G) — (X', f',G’) en AGpd, definimos

F(Fag) = (Fa a) : (gach(sX) - (g/7CX’75X/)7

donde o : Cx — Cx/ F es la transformacién natural cuya componente en cada
objeto x de G viene dada sobre generadores por:

am<t7u> - <F(t)7g<u)>

Noétese que estd bien definida, pues dada ¢ : z — x cualquier flecha en G,
entonces F(t) : F(z) — F(z) y como u € X, se tiene que g(u) es un elemento en
X' de forma que f'g(u) = F(f(u)), luego f'g(u) es un endomorfismo de F(z) en
G, y por tanto a,(t,u) € Cx/(F(x)).

Veamos que la asociacion x +— «, es natural, para ello hemos de ver que para
cada morfismo s : x — y en G el diagrama siguiente conmuta

(%)

x Cx(x) Cx/F(x)
s CX(S)\L \LCX/F(S)
Yy Cx(y) —5= Cx F(y),

pero, sobre generadores (t,u) en Cx(z), se tiene
CxrF(s)ag(t,u) = Cx F(s)(F(t), g(w)) = (F(s)F(t), g(u)) = (F(st), g(w))
= oy (st,u) = a,Cx(s)(t, u).
Ademads para cada x € 0bj(G) y para cada generador (t,u) en Cx(x) se tiene:
((Oxr 0 F) a)e(t, u) = (Ox) pa)a(t, u) = (0x7) p(a) (F(£), g(w))
= F(t)f'g()F)~" = FOF(f(w)F()~" = F(t f(u)t™")
= F((8x)a{t,u)) = F(0x)a(t,u),

es decir, (F, «) es un morfismo de pre-mddulos cruzados.
Esta construccion es claramente funtorial.



146 Capitulo 3. La torre de Postnikov de un complejo cruzado

Nos queda probar que F es el adjunto izquierda del funtor olvido U. La unidad
de la adjuncién 7 : Idagpa — UF asocia a cada objeto (X, f,G) en AGpd el
morfismo

nx,t0) = (Idg, h)

donde h : X — arr(@) es la aplicacién definida por h(u) = (Id,,u), para cada
u € X tal que f(u) € Endg(z). Asi definida, n es una transformacién natural, en
efecto: Dado un morfismo (F,g) : (X, f,G) — (X', f',G’) en AGpd el siguiente
diagrama conmuta:

nx,f,9)

(X, £.9) (X, f,9) UF (X, f.G)

(F,g)l (F,g)l UF(F,9)=(F,g")

n(X/,f/,g/)
[

(X', 1.6 (X", 1.9 UF(X', f',G")

donde ¢ : arr(a)\() — arr(C/’;) viene dado, sobre generadores, por ¢'(t,u) =
(F(t),g(u)). Claramente para cada u € X tal que f(u) € Endg(x) se tiene:

g'h(u) = g'(Idy, u) = (F(Idy), g(u)) = (Idp(z), 9(u)) = P g(w),
luego
UF(Fv g) nNX,f,6) = (F7 gl) (Idg,h) = (Fvg/ h) = (F7 h/g) = (‘[dg’v hl)(Fv g)
=6 (£, 9).

Ademds nx f,g) es universal desde (X, f,G) a UF(X, f,G), es decir, para cada
pre-médulo cruzado (G, C7,¢') y cada flecha (F,g) : (X, f,G) — U(G',C", ') existe
una tnica flecha (F,a) : F(X,f,G) — (G',C",§) en Pxm tal que el siguiente
diagrama conmuta:

NX,f,9)

F(X. 1,9) (X, 1.9) UF(X, f,0) (3.12)
é(F,oz) (Fo) éU(F’a)
(g, C",0) ug,c',s).

En efecto, la flecha (F, ) : F(X, f,G) — (G',C’,§') en Pxm estd determinada por
el funtor F' y la transformacién natural o : Cx — C’ F cuya componente en un
objeto x viene dada, sobre generadores de Cx(z), por

az((t,u)) = C"F(t)(g(u))-
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Claramente « es natural pues para cada flecha z = y en G y para cada generador
(t,u) en Cx(x) se tiene:
C'F(s) ax({t,u)) = C'F(s)(C"F(t)(g(u))) = C'F(st)(g(u)) = ay({st,u))
— a, C(s)((t,u)).

Ademsds el diagrama

Cx C'F

5X\L l&’oF

Endg —_— Endg/F
F

conmuta pues para cada x € 0bj(G) y para cada generador (t,u) en Cx(x) se tiene:

~

F(0x)((t.u) = F(tf(u)i™") = F(OF f(u)F(t)"" = F(£)d'g(u) F(t)~
= F(t)dp) (g(w)F(t)~" = 4] @)(C F( 9(w)))
= (0" 0 F)o(C'F(t)(g(w))) = (0" 0 F)zora((t, ).

Deducimos entonces que (F, ) es un morfismo de pre-mdédulos cruzados que hace
conmutar el diagrama (3.12) pues, dado v € X tal que f(u) € Endg(z), se tiene:

g'h(u) = g'{lde,u) = az((Idy, u)) = C'F(Ids)(g(u)) = g(u),
y asi
U(F,a)nx,pg) = (F.g) (Idg, h) = (F,g'h) = (F\g).
Por otra parte, esta flecha (F,«) tal que
(Fa g) = U(Fa 04)77(X,f,g)

es Unica: Dada otra flecha

F(x, £,9) 5 g ¢ 8

en Pxm tal que (F,g) = U(F',a’)nx,sg) entonces, si denotamos U(F',a') =
(F',g"), la aplicacién g” actia sobre generadores (t,u) € Cx(z) como

g"(t,u) = ()a(t,w)
y tenemos que (F, g) = (F',¢") (Idg, h) implica F' = F y ¢"h = g. De esta forma,
9(uw) = g"h(u) = ¢"(Ids,u) = o/ (Idy, u)

para cada u € X tal que f(u) € Endg(z). Asi, para cada objeto x en G y cada
generador (t,u) en Cx(x) se tiene:

al (t,u) = a,Cx(t)(Id,,u) = C'F(t)al,(Id,,u) = C'F(t)(g(u)) = az(t,u)
con lo que (F',a/) = (F, ). [ |
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Como corolario inmediato de las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.13 tenemos:

Corolario 3.1.14. El funtor de olvido composicion
Us; : Xm Y pxm & AGpd

tiene un adjunto izquierda, el funtor composicion

F,: AGpd LN Pxm % Xm.

La siguiente proposicion nos asegura que el funtor de olvido anterior es triplea-
ble.

Proposicion 3.1.15. El funtor olvido Us : Xm — AGpd es tripleable.

Demostracién: Usando el Teorema 1.2.1 (de Beck) y después del Corolario 3.1.14,
sélo resta por probar que Us refleja isomorfismos y conserva los coigualadores de
pares reflexivos Us-contractiles.

Lo primero es claro, pues dado (F,«) : (G,C,d) — (G',C’,¢") un morfismo de
modulos cruzados tal que su imagen por Us, Us(F,a) = (&, F) : (arr(a),g, G) —
(arr(/C’\’),g’ ,G') es un isomorfismo, entonces F es un isomorfismo de grupoides y
a: arr(é) — arr(é\’) es una aplicacion biyectiva y por tanto para cada = € obj(G),
el morfismo de grupos «, : C(x) — CF(x) es biyectivo considerado como una
aplicacién entre conjuntos y por tanto, es un isomorfismo.

Respecto a la segunda parte, supongamos que tenemos un par reflexivo de
morfismos de médulos cruzados

(F#’O)
(G1,C1,61) =Ci —————= Co = (G0, Co, 00),
(Flv(»ol)

apliquémosle el funtor olvido U; y supongamos que resulta un par contractil (nece-
sariamente reflexivo). Si hallamos el coigualador (Pr,pr) : (arr(Cp),d0,Go) —
(X,9,G) del par obtenido en AGpd, tendremos el siguiente diagrama de conjun-
tos y aplicaciones:

t s

N 5y T~ N /’*‘\7
arr(Ch) /< arr(Cy) o X
o T b S1 /
£ B
Gy — Go Pry G /a
i AT
m /\i
O Oo (@)

Pr
Fy 0
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con X = coeq(Pp, 1) en conjuntos, d inducida por 61, oy G : G = O el grupoide
coigualador de F, F’ (ver pagina 14). Ademés tenemos dos funtores S : G — Gy y
T:Gy— Gy tales que FT = Id, F'T = SPr =1dy PrS = Id, y aplicaciones
s: X —arr(Co) y t: arr(ao) — arr(Ch) tales que ¢ot = Id, 1t = spr = Id y
prs = Id. Ademss (S,s) y (7,t) son morfismos en AGpd.

Vamos ahora a construir un médulo cruzado (G, X, d) y un morfismo de médulos
cruzados (Pr,pr) : (Go, Co,%0) — (G, X,0) tales que Uz(Pr,pr) = (Pr,pr) y de-
mostraremos que (Pr,pr) es el coigualador de (F,pq) y (F', ¢1).

Primero hagamos la siguiente observacién: los elementos de O = coeq(Fy, Fy))
seran clases [z] de elementos x € Oy médulo la relacién de equivalencia generada
por Fy y F). Por ser Sy una seccién se tiene que en cada clase de O hay un repre-
sentante de la forma Sp[z]. Las flechas de G serdn también clases de equivalencia

[f1,.-., fn] donde
fl f2 fn
T10 = L11 ~ 20 — X21 ~Y T30 — -+ 7 Tp—11 "~ Tpo — Tnl

con x;1 ~ Tiy10 relacionados en O. De nuevo, como S; es una seccién, en cada
clase [f1,..., fn] de flechas de G hay una de la forma Si[f1,..., fn] : © — y, que
serd una flecha de Gy con = = Sy[x10] € y = So[zn1]-

Por 1ltimo, los elementos de X son clases [c] con ¢ € arr(
las clases hay un representante que es de la forma s[c| € arr(

Qg) y en cada una de
Cp) y se tiene que
8[s[c]] = [dos|c]] = [S16]c]],

o también

d[sc]] = [dos|c]] = [Sod|c]].
Definimos X : G — Gp sobre objetos mediante:
X([2]) = {lc] € X /d[c] = [a]},

con estructura de grupo definida por el hecho de que para cualquier [¢] € X|[z],
s[e] € Co(Sp[x]) que es un grupo pues

dos[c] = Sod[c] = So[z].

Asi dados [c], [¢] € X[z] definimos el producto

Por otra parte, para definir X sobre flechas, dada una flecha en G que como hemos
visto es de la forma

[S1lfv, -5 ful) = [Sol]] — [Solyl]
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con S1[f1,..., fn] : So[x] — So[y] una flecha en Gy, tenemos que definir un morfismo
de grupos
XI[S1[f1s--, fo]] : Xz] = X[y],

y teniendo en cuenta de nuevo que dado [c] € X|[z], s[c] € Cyp(So[x]) podemos hacer

actuar S1[f1,..., fn] sobre s[c|, luego definimos
X[S1lfr, oo full([e]) S Pl o] o= 1Tl sfe]] = [Co(S1[frs o ) (s[e)):
Asi definido X[S1[f1,.-., fn]] es un morfismo de grupos lo que se deduce de que

también lo es Co(Si[f1,.-., fn]). Ademas la funtorialidad de X se deduce de la
funtorialidad de S.

Por otra parte, teniendo en cuenta que (.5, s) es un morfismo de médulos cruza-
dos podemos definir un morfismo de grupos para cada [z] € O

Op) : X[a] — Endgla],  dpy([c]) = dle] = [(0) 5[z (s[c])]-

De hecho, tenemos definida una transformacién natural § : X — Endz pues para
cada flecha [S1[f1,-- ., fa]] : [Solx]] — [So[y]] en G el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

X[So[z]] @]kndg( S

[Sol
X[sl[fl,...,fn}]l l

X[Solyl] o ]Fndg([so D),

z]])
]

es decir, para cada [c] € X [Sp[x]] se tiene:

Sl X [S11f1, - s Fall([e]) = s (10 Pls[e]) = [(80) sy gy (P11l [e])]
= [S1[f1 -+ Fal (60) sofa] (SN ST [f1s -5 fu] 1)
= [S1lf1s - Fall[(00) sofa) (SIS [frs - S]]
= [S1[f1s - Fall 0o (D[S f1, - s ful) 7
Con esto, la terna (G, X, ) nos define un pre-médulo cruzado. Ademés para cada
[], [¢'] € X[z] se tiene
5[1;][6}[ ‘] —[(00)5¢ (2] (s[e])] (] = [(50)50@ 1(sle]) s|d]]
= [slels[c]sl] 7] = [slecde ] = [ed'e ] = [][][d] 7,
es decir, satisface la identidad de Peiffer, y por tanto, (G, X,8) es un mdédulo
cruzado. Por otra parte es claro que pr determina una transformacién natural

pr: Co — X y si tomamos Pif = Pr, la definicién de 6 nos asegura que el par
(Pr,pr) : (Go, Co,d0) — (G, X,0) es un morfismo de médulos cruzados.
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Es claro que Uz(G, X, 8) = (X,4,G), de hecho:

arr(X) = H X[z =X
[x]eO

yo=24: arr()A() — End(G). Ademés, evidentemente, Us(Pr,pr) = (Pr,pr) con
lo cual sélo falta demostrar que efectivamente (Pr,p7) : (Go, Co,60) — (G, X,0) es
el coigualador de (F,¢g) y (F',¢1) en mddulos cruzados. Antes de nada digamos
que dejamos la distincién notacional entre (Pr,pr) considerada como una flecha
en AGpd y considerada como una flecha de mddulos cruzados. Como pr es el
coigualador de @g y 1, es claro que para cada = € obj(G1) se tiene (pr) pz)(v0)z =
(pr) pr(z)(¢1)2 y pOT tanto (Pr,pr) coiguala (F,¢o) y (F',¢1). Ademas si (G, ) :
Co — D = (H,D,d") es un morfismo de médulos cruzados que también coiguala
(Fy00)y (F' 1), (G,a)(F,p0) = (G,a)(F', 1), es obvio que (G, &) es una flecha
en AGpd que coiguala a las flechas Us(F, o) y U2(F’, 1), es decir, G coiguala en
Gpd a los funtores F'y F’ y & coiguala en conjuntos a las aplicaciones @p y @1. Por
tanto podemos asegurar la existencia de un funtor G’ : G — H tal que G’ Pr = G
y la existencia de una aplicacién ¢ : X — arr(D) tal que gpr = &. Con estos
datos definimos un morfismo (G’,’) en Xm de (G, X,d) — D donde para cada
[7] € obj(G) la componente en [z] de o’ es o/[x}([c]) = ¢|c] tal que (G', &) (Pr,pr) =
(G, a), es decir, (Pr,pr) tiene la propiedad universal del coigualador. |

Denotamos por 2G al cotriple asociado a la adjuncién Fs 4 Us. Ademads, dado
un médulo cruzado C = (G, C,d), también tenemos un par adjunto

Fy: AGpd/Uy(C) = Xm/C : Uy

entre las correspondientes coma categorias. Como consecuencia de la proposicién
anterior tenemos que el correspondiente funtor olvido es tripleable.

Corolario 3.1.16. Para cada mddulo cruzado C, el funtor olvido Uy : Xm/C —
AGpd/Us(C) entre las coma categorias es tripleable.

Denotaremos también por 2G al correspondiente cotriple en la coma categoria
Xm/C.

3.2 Complejos cruzados

La definiciéon de complejo cruzado sobre un grupoide fue dada por R. Brown y
P.J. Higgins en [12] generalizando el trabajo de Whitehead [69], en el que bajo
el nombre de “sistemas de homotopia” estudiaba las propiedades formales de la
sucesion

SIS BN NP LN )
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que se obtiene a partir de los grupos de homotopia relativa C,, = m, (X, Xp—1, *)
de un espacio filtrado X, con punto base, sobre el cual actia C; = 71(Xy,*). Si
el punto-base varia en un subespacio discreto Xy, obtenemos una sucesién como
la anterior para cada punto de Xy, y el grupoide fundamental 7; (X1, Xo) actia
sobre todas las sucesiones formando un “complejo cruzado” w(X).

En esta seccién vamos a dar una definicién de complejo cruzado algo distinta
de la dada por R. Brown y P.J. Higgins, aunque facilmente se ve que es equivalente
a ella. Nuestra definicion estd en la linea que hemos adoptado en el desarrollo de
esta memoria. Su principal diferencia con la definicién clasica es que adopta como
concepto basico el de médulo cruzado (en lugar de grupo o grupoide, cémo se hace
cldsicamente). Asi, el concepto de complejo cruzado estd aqui dado internamente
en la categoria de mddulos cruzados, con esto se simplifican los axiomas de la
definicién ya que gran parte de la complejidad de la definicién clasica queda ahora
relegada a la propia definicion de mddulo cruzado.

Dado un grupoide G, por un complejo de cadenas (sucesion eracta) de G-
médulos cruzados entendemos un diagrama

Ciooim Gy 20 20 (3.13)

en la categoria Xmg de moédulos cruzados sobre G, cuya imagen por el funtor
olvido Xmg — GpY es un complejo de cadenas (sucesién exacta) de G-grupos.
Notemos que él que la sucesién anterior sea un complejo de cadenas (sucesién
exacta) de médulos cruzados es equivalente a que, para cada objeto x € 0bj(G), la
sucesién

(8n+1)z (an)z
e —_—

C(LL‘) e — Cn-i—l (SU) Cn([L‘) Cn—l(x) — .

sea un complejo de cadenas (sucesién exacta) de grupos.

Definicion 3.2.1. Si G es un grupoide, un G-complejo cruzado es un complejo de
cadenas en Xmg de la forma

On+1 0, On—1
—

c. ... Co 2y 2Ny 2 (3.14)

tal que para n > 3 la accion de im(0y) sobre én es trivial. En otras palabras, el
funtor composicion

~ o Chn
Co 42>g—>Gp (3.15)

lleva toda flecha de 62 a una identidad (aqui estamos usando la notacion C, =
(Ch,0n) para n > 2, para los G-mddulos cruzados de C).

Al grupoide G y al médulo cruzado Co los llamaremos respectivamente grupoide
base y médulo cruzado base del complejo cruzado.
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Nota 3.2.2. Para obtener la definicion cldsica de complejo cruzado a partir de la
nuestra basta considerar la sucesion de grupoides

o 5n+1 o 5n ~ 5n,1 53 ~ 5A2
s n+1—>cn—> n—l—’"'_>c2_>

, (3.16)

todos los cuales tienen los mismos objetos, y donde todos los funtores son la identi-
dad en objetos. Ademds, todos los Cy,, n > 2 son grupoides totalmente disconezos.

Nota 3.2.3. En un “complejo de cadenas” en Xmg como el representado en
(3.14), el morfismo de G-mddulos cruzados Jo (el unico que hay de Cs a 1g, objeto
final en Xmg) es necesariamente el morfismo de estructura del modulo cruzado
Co = (G,C4,02), esto es, D2 = 0. En efecto, puesto que Oy : Co = (Ca,02) —
(Endg, Id) es un morfismo de G-mddulos cruzados y, por tanto, 92 : 63 — Id es una
transformacion natural, tenemos que, para cada objeto x en G, Id;(02)z = (02)4,
es decir, Jy = do.

Nota 3.2.4. Notemos también que para n > 3, la aplicacion de estructura 6, del
mddulo cruzado C,, coincide con la composicion Oy - - - Op, (por induccion: sidp—1 =
Oy -+ On_1, On es una transformacion natural de 6, a 6,_1, luego para cada x €
obj(G), se tiene que (9p—1)z (On)z = (0n)z Yy, por tanto, &, = O2---0y). Teniendo
en cuenta que un complejo cruzado es un complejo de cadenas, tal composicion
es trivial, es decir, 6, = Oo---0p = 0, para n > 3 y de esta forma la identidad
de Peiffer fuerza a que C, sea un G-mddulo, esto es, C,(x) € Ab, para todo
x € obj(G).

Nota 3.2.5. Al igual que ocurre con im(02) = im(d2) (ver Nota 3.1.7, (3)),
también para n > 2, im(9,) es normal en C,, (es decir, la imagen de cada (Op)x
es un subgrupo normal de Cy(x)). Esto es evidente para n > 3 porque las com-
ponentes de 0, son homomorfismos de grupos abelianos. Pero también es cierto
para n = 3 porque im(03) estd contenida en ker(O2) = ker(d2), que es centralizador
en Cy (Nota 3.1.7). Como consecuencia, el siguiente coigualador en Xmg (que,
teniendo en cuenta el hecho de que ambos morfismos coigualados tienen cambio
de base trivial, también es un coigualador en Xm y en realidad se reduce a un
coigualador en G-grupos) viene dado por un cociente para todo n > 2:

On+1_ an .
Cn+1 5 S Cn —>Cn//m(8n+1).

Nota 3.2.6. Finalmente, ndtese que él que la accion de im(d3) sobre Cy, para
n > 3, sea trivial, implica que, para n > 3, el funtor C,, se factoriza a través del
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funtor candnico q : G — m1(Ca),

62 *>g WI(CQ) (317)

0 -
e
[

Cn L7 Cn

Ab.

Ademds, como la composicion O 03 es trivial, la transformacion natural 03 : C3 —
Cy es equivalente a una transformacion natural de Cs en ker(92) = ker(d2), con
lo cual a partir de la transformacion natural O3 obtenemos una transformacion
natural 05 del m1(C2)-mddulo C3 al mo(Ca).

Por otro lado, para n > 3, a partir de la transformacion natural 0,, entre los
G-mddulos Cy, y Cr_1, obtenemos otra transformacion natural 8,, entre los 7, (Ca)-
médulos Cp, y Cp,_1 de manera que para cada objeto x del grupoide fundamental
m1(C2), le asigna el morfismo de grupos:

(On)z : Cn() = Cro1(x), (On)a(w) = (9n)a(u)
para cada u € Cp(x).

Como consecuencia de la tltima observacién (Nota 3.2.6), cada complejo cru-
zado C nos proporciona un complejo de cadenas

— gn -~ 5n Val 5"1_ 0 ral 5
C Cee. —+1> Cn - CTL—l —1> e —4> C3 —3> 7'('2(62) — 07‘(‘1(62) — OWI(CQ)’

(3.18)
en la correspondiente categoria Ab™ (@) de (C2)-médulos, cuya homologia se
utilizard mas abajo (en relacién con esta homologfa, nétese que Hy(C) = 0, ) Y
HQ(C) = 7T2(C2)/im83).

Reciprocamente, supongamos que C = (G, C, ) es un médulo cruzado y sea
II; = m(C) y Iy = m(C), entonces todo complejo de cadenas positivo de IT;-
modulos terminado en IIy es el complejo de cadenas (3.18) de un tnico complejo
cruzado C que tiene a C como médulo cruzado base.

Un morfismo de G-complejos cruzados ¢ : C — C’ es un morfismo de complejos
de cadenas, esto es, una familia {¢,, : C,, — C,,} de morfismos de médulos cruzados

sobre G tal que ¢y Opy1 = 0,1 Ppy1, Paran > 1,

8n+1
Cn—i—l

Cn
¢n+1 i \L(bn
Cl

/
n+1
8;-5-1
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Notemos que en tal morfismo ¢, el morfismo de médulos cruzados ¢; : C; = 1g —
1g = C{ ha de ser la identidad del objeto final 1g.

La categoria de complejos cruzados sobre el grupoide G la denotamos por Crsg.

Un complejo cruzado es un par (G,C) con G un grupoide y C un G-complejo
cruzado. La categoria Crs de todos los complejos cruzados se obtiene admitiendo
la posibilidad de cambio de base en los morfismos de complejos cruzados de forma
andloga a cémo se hizo para moédulos cruzados. Notemos igualmente que en esta
ultima categoria, dado un morfismo ¢ entre dos complejos cruzados C y C’ con
grupoides base G y G’, respectivamente, el morfismo de médulos cruzados ¢; :
C1 = 1g — 1g = Cj estd completamente determinado por el funtor cambio de
base (necesariamente el mismo para todos los ¢,), que puede ser la identidad en
el caso de que ambos complejos cruzados tengan el mismo grupoide base. Por ello,
identificaremos con ¢; dicho funtor de cambio de base.

Existen funtores de olvido obvios “grupoide base” Crs — Gpd y “mddulo
cruzado base” Crs — Xm. La categoria de complejos cruzados sobre un grupoide
G, Crsg, es la fibra sobre G de este funtor “grupoide base”. Si C es un mdédulo
cruzado, Crse denota la fibra sobre C del funtor “mddulo cruzado base”.

Un morfismo ¢ : C — C' de complejos cruzados es un fibracion de complejos
cruzados (ver por ejemplo [47] o [14]) si cada componente ¢,, es una fibracién de
médulos cruzados, esto es, si el funtor ¢; : G — G’ de cambio de base es una
fibracién de grupoides y la transformacion natural olvido para cada una de los
morfismos de médulos cruzados ¢, : C,, — C}, es sobreyectiva.

Recordemos ahora cémo se definen los grupos de homotopia de un complejo
cruzado.

El conjunto de componentes conexas de un G-complejo cruzado C se define
como el conjunto de componentes conexas del grupoide base G, es decir,

7T0(C) = Wo(g).

De forma similar, el “grupoide fundamental” de C se define como el grupoide
fundamental del médulo cruzado base de C, esto es

7T1(C) = 7T1(CQ) = Q/im(ég).

Nétese que mom1(C) = m(C) ya que el grupoide cociente 71 (C) tiene el mismo
conjunto de objetos que G y la proyeccién al cociente g : G — m1(C) es la identidad
en objetos por lo si dos objetos x,y € obj(m(C)) = obj(G) estdn en la misma
componente conexa de 71(C), es decir, si existe una flecha [f] : © — y con dominio
x y codominio y en el cociente, cualquier representante de esa clase serd una flecha
con dominio x y codominio y en G, y por tanto, x e y estan en la misma componente
conexa de G, el reciproco es obvio.
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Los grupos de homotopia de orden superior de un complejo cruzado C se definen
como los 71 (C)-médulos de homologia

7(C) = Hy(C) : m(C) — Ab, n > 2,

del complejo de cadenas de 71 (C)-médulos C asociado a C, ver (3.18). Asi, m(C) =
HQ(C) = 7T2(C2)/im(83), 7['3(C) = Hg(C) = ker(ag)/im(84), etc.

Es evidente, que si C es un complejo cruzado sobre G, para cada n > 2,
A= (m(C),0)

es un G-médulo cruzado, considerando m,(C) como G-médulo via la proyeccién
canénica ¢ : G — 71 (C). Precisamente éste es el niicleo del morfismo canénico

Cn/im(an—l—l) — Cn1

inducido por el hecho de que 0,,0,,41 es trivial.

3.2.1 Los funtores nervio y complejo cruzado fundamental

Un ejemplo bésico de complejo cruzado es el complejo cruzado fundamental C =
m(Xs) de un espacio filtrado X, = (X,,)nen. El grupoide base de este complejo
cruzado es G = m1(X1, Xp), el grupoide fundamental de clases de homotopia de
caminos en X; con extremos en Xo; y paran > 2,y x € Xy = obj(G), Cyp(x)
es el grupo de homotopia relativa m,(X,, X,,—1,2) con base en el punto z. Los
bordes y las acciones son los bordes usuales para los grupos de homotopia relativa
y el cambio de punto base respectivamente, ver [14]. De esta forma se obtiene un
funtor
7 : Filt — Crs,

de la categoria de espacios filtrados a la categoria de complejos cruzados.

La definiciéon de complejo cruzado fundamental puede extenderse a conjuntos
simpliciales, basta con definir el complejo cruzado fundamental de un conjunto
simplicial X como el complejo cruzado fundamental de su realizacién geométrica,
considerando en este CW-complejo la filtracion dada por sus esqueletos, tenemos
asi el funtor

7 : SSet — Crs.

Este funtor tiene un adjunto derecha, el funtor nervio de un complejo cruzado, ver
[14]. Dado un complejo cruzado C, su nervio, que lo denotamos por Ner(C), es
un conjunto simplicial cuyo conjunto de n-simplices es el conjunto de elementos
(generalizados) de C definidos sobre m(A™), esto es:

Nel"n(C) = Homcrys (W(An)7 C)’
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los morfismos cara y degeneracién se obtienen de la forma usual a partir de las
aplicaciones simpliciales candénicas A"t! — A" « A"l Esta construccién es
funtorial, teniéndose asi un funtor

Ner : Crs — SSet (3.19)

que, por su definicién, es adjunto derecha al funtor .

Una propiedad interesante del funtor nervio es su comportamiento respecto
a los grupos de homotopia, reflejamos esta propiedad en la siguiente proposicion
cuya demostracién puede verse en [14].

Proposicion 3.2.7. Para cualquier complejo cruzado C se tienen un tsomorfismo
(de conjuntos, grupoides y mddulos, respectivamente):

mo(C) = mo(Ner(C)),
m1(C) = m(Ner(C)),
™ (C) = m,(Ner(C)), n>1
El espacio clasificador B(C) de un complejo cruzado C se define como la rea-

lizacién geométrica de su nervio:
B(C) = [Ner(C)|,
es decir, el funtor espacio clasificador serd por tanto la composicion:

B: Crs Ner SSet i Top .

Andlogamente, el complejo cruzado fundamental de un espacio X se define como
el complejo cruzado fundamental de su complejo singular

II(X) = 75(X),
es decir, el funtor complejo cruzado fundamental estd dado por la composicién
IT: Top 2, 8Set = Crs.

Como corolario inmediato de la Proposiciéon anterior tenemos

Corolario 3.2.8. Para cada complejo cruzado C, existen isomorfismos naturales
(de conjuntos, grupoides y mddulos, respectivamente)

mo(B(C)) = mo(C),
m1(B(C)) = m(C),
mn(B(C)) 2 m,(C), n > 1.

Por una “equivalencia homotdpica débil” entre complejos cruzados entendere-
mos un morfismo de complejos cruzados que induzca isomorfismos en la homotopia.
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3.2.2 Las categorias Crs, de n-tipos

Un complejo cruzado n-dimensional o simplemente un n-complejo cruzado (tam-
bién llamado complejo cruzado n-truncado [12], y complejo cruzado de rango n,
[11]) es aquel para el cual todos los médulos cruzados C,,, para m > n son iguales
al G-mdédulo cruzado inicial Og, donde G es el grupoide base. En general, cuando
representemos los morfismos borde de un complejo cruzado n-dimensional, omi-
tiremos los médulos cruzados triviales C,,, = Og, m > n, por tanto representaremos
sélo la parte no trivial de C,

On 0: 1o,
C:Cn—> n71—>"'—>C3—3>CQ—2>1g.

Los complejos cruzados n-dimensionales determinan una subcategoria plena de
Crs, que denotaremos por i, : Crs,, — Crs.

Observemos que en dimensiones bajas es facil identificar estas subcategorias
con categorias conocidas, asi

Crsg=Xm y Crs;g=Xmg.

Por otra parte, para cada grupoide base G hay un solo G-complejo cruzado 1-
dimensional y todo morfismo entre dos complejos cruzados 1-dimensionales esta
completamente determinado por el funtor cambio de base. Podemos asi identificar
la categoria de complejos cruzados 1-dimensionales con la categoria de grupoides

Crs; = Gpd,
y la inclusién 4; : Crs; — Crs con la inclusion discreta Gpd — Xm compuesta
con 1g,
71 : Crs; = Gpd diset Xm = Crso —2> Crs.
Podemos observar también que si C es un complejo cruzado 0-dimensional, su
grupoide base G = base(C) tiene que ser discreto, ya que tiene que verificar:

Og :Cl - 1g,

(ver Nota 3.1.3). De acuerdo con esto, podemos identificar Crsy con la categoria
Set de conjuntos y la inclusién iy : Crsg <— Crs con la inclusién discreta Set —
Gpd (compuesta con iy).

Noétese que como cada n-complejo cruzado C tiene médulos cruzados C,, = Og
en dimensiones m > n + 1, los grupos de homotopia de C también seran triviales
en dimensiones m > n + 1. La igualdad

™ (B(C)) = ma(C)
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nos muestra que el espacio clasificador B(C) tiene grupos de homotopia triviales
en dimensiones m > n y por tanto B(C) es un n-tipo.

Veremos que ademads cualquier complejo cruzado que sea un n-tipo es débilmen-
te homotépicamente equivalente a un n-complejo cruzado (ver Corolario 3.3.3). En
este sentido diremos que los elementos de Crs,, son n-tipos.

Proposicién 3.2.9. Para cada n > 0, la inclusion plena i, : Cr~sn — Crs es
reflexiva, tiene por tanto un adjunto izquierda al que denotaremos Pj,.

Demostracién: Para n = 0, teniendo en cuenta que el funtor “conjunto de compo-
nentes conexas” de un grupoide es adjunto izquierda de la inclusién discreta Set —
Gpd (ver pdgina 141), se deduce que el adjunto izquierda a i : Crsyg = Set — Crs
es Py = mg base, el funtor “conjunto de componentes conexas del grupoide base”.

Para n = 1, teniendo en cuenta que el “grupoide fundamental” de un moédulo
cruzado es el adjunto izquierda de la inclusién “discreta” Gpd — XmN(Ver pagina
141), se tiene que el adjunto izquierda de 7; : Crs; = Gpd — Crs es P, = 7 base,
el funtor “grupoide fundamental del médulo cruzado base”.

Para dimensiones superiores, el funtor reflector B, : Crs — Crs, de la in-
clusién i, se calcula en C € Crs en términos del siguiente coigualador en Xm (ver
Nota 3.2.5):

87L+1 Gn .
CTH-I 04> Ch—— Cn/'m(8n+1)'

Nétese que existe un morfismo
gn : Cn/im(anH) — Cnfl

inducido por el hecho de que 9, coiguala 0y Ona1, es decir, d,, es el inico morfismo
de médulos cruzados tal que 9, = 0pq, (y viene dado para cada objeto x € G por
(On)z(1) = (On)z(u)), asi que podemos definir el complejo cruzado n-dimensional,
P,(C) como:
jg . gn 81171 82
P,(C):Cn/im(Opt1) —= Cpo1 —— -+ — Co — 1g. (3.20)
La definicién de ﬁn en morfismos es evidente de forma que tenemos un funtor de
Crs en Crs,.
Notamos ahora que se tiene un morfismo canénico (5(cn)

On+1 On %)
C: Crnt1 Cn Crn-1 Co 2 1g
6én>l i in
~ On 15)
in Ba(C): 0g Cn/im(Dn1) Co1 Co —>1g

que hereda de ¢, la siguiente propiedad universal que nos prueba que realmente
P, es adjunto izquierda de 4,:
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Cualquier morfismo ¢ : C — C’ en Crs con codominio un n-complejo
cruzado C’ se factoriza de forma tinica por el morfismo anterior.

5(")
¢ o~
C— i, P,(C).
® /'7
R

C/

Para simplificar notacién hemos hecho la identificacién i,(C’) = C’. En efecto,

dado un n-complejo cruzado
o 8;, o
c:c = 2SSy

con grupoide base G’ y dado un morfismo ¢ : C — C’ en Crs, el morfismo ¢ :
P,(C) — C' en Crs, tal que $5(cn) = ¢ estd dado por ¢; = ¢i : C; — Cl,
en dimensiones i < n, y ,en dimensién n, ¢,, : Cp/Im(dp+1) — C), es el tnico
morfismo inducido por ¢,, teniendo en cuenta que el cuadrado

On+1
Cn+1 L>Cn

¢n+1l \L(Zﬁn

/
Ogr —— Cn
es conmutativo. [ ]

Para terminar esta seccion dedicada a la presentacion de las categorias Crs,,,
al igual que en la Secciéon 3.1 donde probamos que la categoria Crsy; = Xm
de médulos cruzados era una categoria de algebras sobre la categoria AGpd de
“flechas a grupoides”, veremos ahora que la categoria Crs,;1 es una categoria
de algebras sobre la categoria ACrs, de “flechas a n-complejos cruzados”. Este
resultado nos permitira considerar una cohomologia del cotriple en estas categorias
de (n + 1)-complejos cruzados que podré ser interpretada en términos de torsores
y extensiones y en la que vivira el invariante de Postnikov algebraico k,42 de un
complejo cruzado.

Para cada k > 2 sea ACrs; la categoria cuyos objetos son ternas (X, f,C)
donde C es un complejo cruzado k-dimensional

Cicka—k>ck71—>”'—>c2a—2>c1=197

X es un conjunto, y

f:X— H Ci(a) = arr(Cy)

acobj(G)
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es una aplicacién tal que 5/% f =0 (es decir, f es simplemente una aplicacién de X
en ker(8y)).

Una flecha (X, f,C) — (X', f’,C) en ACrsy, es un par (¢, g) donde ¢ : C — C’
es una aplicacién en Crs, y g : X — X’ es una aplicacién tal que el siguiente
cuadrado es conmutativo

Existe un funtor de olvido obvio
Upy1: Crsyi1 — ACrs,,

que asocia a cada complejo cruzado (n + 1)-dimensional C la terna

~ ~

(arr(Cn41)s Ont1, Tn(C))

(que claramente cumple los requisitos para ser un objeto de ACrs, ) donde
T, : Crs — Crs,

es el funtor truncacién a nivel n que asocia, a cada complejo cruzado el n-complejo
cruzado obtenido olvidando las dimensiones mayores que n. Es decir, sélo nos
quedamos con la n-cola del complejo cruzado de partida, funtor del que estudiare-
mos algunas propiedades més adelante, en la Seccién 3.3.

Proposicion 3.2.10. Paran > 2, el funtor olvido U, 41 : Crs,+1 — ACrs, tiene
un adjunto por la izquierda, Fpi1.

Demostracién: La primera parte de esta demostraciéon es muy similar a la de-
mostracién de la Proposiciéon 3.1.13 aunque algo méas simple debido al carécter
abeliano de los médulos cruzados que aparecen en dimensiones > 2 en un com-
plejo cruzado.

Vamos pues a dar la definicién del adjunto izquierda F, 1.

Sea (X, f,C) un objeto en ACrs,, con

n 10,
C:C M Chy == B0 = 1g,

y Ci = (G,C4,0;), 2 < i <n. En primer lugar, necesitamos definir un G-médulo
cruzado Cpy1 = (G,Cpy1,0) sobre el que actie trivialmente im(d2). Definimos
Cra1 : G — Ab sobre objetos x € G como:

Cnt1(z) = Fop H Homy, (¢)(z,x) X H for(f,v) ,

z€obj(G) veker(dn)=
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es decir, Cp11(z) es el grupo abeliano libre generado por todos los pares de e-
lementos (t,u) donde ¢ : z — x es una flecha en 7;(C) con la tnica restriccién
de que su codominio es z, y u es un elemento en X tal que f(u) es un elemento

~

de ker(0y)z, 0 sea, (On):(f(u)) = Id,. Sobre flechas s : x — y en G, definimos
Crnt1(s) @ Cpti(x) — Cpi1(y) como el homomorfismo de grupos abelianos que
sobre generadores estd dado por:

Cri1(s)({t,w)) = (q(s) t, ),

donde ¢ : G — m1(C) es la proyeccién canénica.
Es claro que im(d2) actia trivialmente sobre C,11, ya que para cada objeto
x € obj(G) y cada v € Cy(x)

Crnt1((02)2(v))((t, w)) = (q((02)2(v)) t,u) = (Tde t,u) = (L, u).

Consideremos entonces el médulo cruzado Cpi1 = (G, Cry1,0). La transfor-
macién natural
8n—}-l :Chy1 — Cp

la definimos diciendo que su componente en cada objeto x € G es el morfismo de
grupos
(anJrl)x : Cn+1($) - Cn(gj)

que actia sobre generadores de Cp41 () mediante

(Ons1)a((t,w) = "W f(u) = Culo()(f(w)),

donde o : m(C) — G es una seccion, a nivel de grafos subyacentes, de la proyeccién
canénica ¢, es decir, o(t) es un representante en G de la flecha t. Nétese que esta
definicién no depende de la seccién o elegida pues, por la Nota 3.2.6, C,, factoriza
a través del funtor ¢ : G — 71(C). Ademads 0,41 es natural, pues dado un morfismo
s:x — yen Gy dado un generador se tiene:

Cn(8)(On1)a({t u)) = Cu()(Cu(a(£))(f (w))) = Culs o(1))(f(w)) = 711 f(u)
= Ont1)y((q(s) t, 1)) = (Fn41)yCnra (8)({E, w))-

Ademss asi definido se tiene que 0,011 es trivial, pues para cada objeto z en
G y cada generador (t,u) € Cp11(x) se tiene:

(On)2(Ont1)x((t,u)) = (an)x(a(t)f(u)) = U(t)((an)z(f(u))) = U(t)(IdZ) = Id,.

Concluimos entonces que

On n
Foi1(X, £,C) : Cogr 225 2 Gy — - — G 2501 = 16.
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es un (n + 1)-complejo cruzado.
Tenemos ahora que definir F;,;1 sobre flechas. Dada una flecha

(#,9): (X, f.€) — (X', f.C)
en ACrs,, el morfismo

n+1(¢a ): n+1(X fv )_> n+1(X,af,aC,)

tiene a ¢ : C — C’ como n-truncacién y en dimensién n + 1 estéd determinado por
la transformacion natural

¢n+1 : Cn+1 - C;H-lgblv

(donde aqui ¢; denota el funtor inducido por ¢ a nivel de grupoides base), cuya
componente en cada objeto z € G actiia sobre generadores de Cy,41(x) como:

(Pn+1)e(t, w) = (m(P)(1), g(u)),

donde 71(¢) : m(C) — m1(C’) es el morfismo inducido por ¢ en los grupoides
fundamentales. Es claro que (¢n11):(t,u) € C;,161(x) ya que

(03)=(F(9(w)) = (03)=(Sn(F())) = ()= ((¢n)=(F(®))) = (bn-1)=(Dn)=(f (w)
= (¢n—1)z(1dz) = Id¢1(z)'

Adema&s dado un morfismo s : x — y en G y dado un generador (t,u) en Cyy1(z)
se tiene:

Cri1(61(8))(Pnt1)x ({8 1) = C7p1 (61(5)) ((m1 (D) (£), 9 (w)))
= (' (¢1(s5))m1(9) (1), 9(u))
= (m(9)a(s)m1()(1), 9(w)) = (mi(@)(q(s)t), 9(u))
= (Dnt1)y((q(s)t,w)) = (Pn41)yCrra (s)((E, ),

donde ¢’ : G — m1(C’) es la proyeccién candnica. Con esto ¢,,11 es una transfor-
macién natural de Cpq1 en C} é1.

(
)

Nos queda probar que el siguiente diagrama

0, +1
Cn+1 nH' C

¢n+li \L(bn

c . —C,
15
e
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conmuta. Pero, para cada objeto = en G y cada generador (t,u) de Cp4+1(x) se
tiene:

(én)a (Onr1)2((t, 1)) = (D)2 ("W f(w)) = ($0)Cr( (1)) (f(w)

(
= Cr(61(a(0))(@n)=(f () = CL(0" (m1(6) (1)) (Sn(f (w))
= Cp (o (m1 (@) (1)) (f'9(u)) = (041)a ((T1L(@) (1), 9(u)))
= (a’;b+l)$(¢n+1>$(< ) >)a
donde ¢’ : m(C') — G’ es una seccién correspondiente a la proyeccién ¢’ : G’ —
m1(C').
Es facil ver que asi definido F,,41 es un funtor de ACrs,, — Crs, 1.

Veamos por ultimo que este funtor es adjunto izquierda del funtor olvido U, 1.
En efecto, para cada objeto (X, f,C) en ACrs,, consideremos el morfismo

nx,f,e) : (X, fac) - n+1Fn+1(X7 f,C)

definido por el par (Ide,h) con h : X — arr(anH(X )) la aplicacién que asocia
cada elemento u € X tal que f(u) € an(x) con (Op)z(f(u)) = Id,, al elemento
h(u) = (Idg,u) € Cpyi(x).

La correspondencia (X, f,C) = n(x fc) es natural pues dado un morfismo
(,9): (X, f,C) — (X', f',C") en ACrs,, el siguiente diagrama conmuta:

n(x,f,c)=dc,h)

(X,fvc) (X,f,C) Un+1Fn+1(X7fvc)
(¢>,9)i (¢,9)l J/Un+1Fn+1(¢g) (¢'.9")
(leflvc/) (lef/vcl) U’ﬂ+1F’ﬂ+1(X,7flvcl)

n(X’,f’,C’):(IdC’vh/)

donde ¢’ : arr(Cpy1) — arr(Cn +1) viene dado sobre generadores por

g'({t, ) = (m(B)(1), g(w)).
De hecho, para cada u € X tal que f(u) € Cp(z) se tiene:
g'h(w) =g ({Ide, ) = (m1($)(Ida), g(u)) = (Idy, (), 9(u)) = Bg(w),
luego
Un+1Fn+1(¢7g) XfC (¢ g ) (Id07h’) - (¢7g/ h) - (¢7 h/g) = (Idg/, h,)(¢7g)
=nx,p.e (@, 9).

Ademas 7 x ¢y es universal desde (X, f,C) a Up11Fn41(X, f,C), es decir, para
cada complejo cruzado (n + 1)-dimensional C’ y cada flecha

(d)vg) : (X> fac) - n+1(cl)
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existe una unica flecha @' : F,,11(X, f,C) — C’ en Crs, 1 haciendo conmutar el
tridngulo

n(x,f.c)

(X7 f,C> Un+1Fn+1(X7 f,C) (321)

Up, N=(Tpn(¢'),g'
(b ; +1(9")=(Tn(9').9")

Upsr (C).

En efecto: para cada k < n, ¢;, = ¢, y la transformacién natural ¢}, | : Cpy1 —
C/., actia sobre cada objeto x € G y cada generador (t,u) € C,41(x) como

(¢%+1)x<ta u) = CLH((?I(U@)))(Q(U)),

donde o(t) es una flecha en G que representa a la flecha t : 2 — z en el co-
ciente y u € X es un elemento tal que g(u) : ¢1(2) — ¢1(z) € arr(C’nH) luego
(¢l 1)z((t,u)) € Ch 1 (¢1(x)). Ademds es natural pues para cada flecha z = y en
G y cada generador (t,u) en Cypy1(x) se tiene:

1 (91(9)) (D4 (8 w)) = Cropa (61(5))Crpa (91 (0 (1)) (9())
= Chi(d1(so(1))(g(w) = Crpa (d1(o(a(s) 1)) (g(w))
= (¢nr1)y((a(s)t, ) = (B 1)y(Crra(s)((t,w)))
= (¢n11)yCnra(s)({t ).

Ademaés hace conmutar el diagrama:

0, +1
Cn_|_1 L> C

S

c! c,

’I’L-’rl 6/
n+1

es decir, para cada objeto x en G y cada generador (t,u) en ) se tiene:

+1(z
(01)2 (On11)a((t, 1)) = (¢),)2(Cu(a(t))(f(w))) = Cr (¢ (o ()))( n)z(f(w))
= Ch($1(0(t)d(f(u) = C}(¢1(a(£))) (D y19(u))
= Cr(d1(a () (041)g1(2) (9(u)
= (9h41)é1(x) Crgr (D1(0 (1)) (9(u))
= (6;z+1)¢1(:c)(¢;z+1)z(<tau>)-

Para ver que el tridngulo 3.21 conmuta, sea u € X tal que f(u) € Cpn(z) se
tiene entonces

g'hu) = g ((Idz,u)) = ($11)e((Ide, u)) = Cp iy ($1(1da))(9(u) = g(u),
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y asi
U(@) nix,re) = (Tu(@'), g') (Idg, h) = (¢,9'h) = (¢, 9).

Ademis la factorizacién (¢,g) = U(¢') N(x,f,c) €S Unica pues si existe otra
flecha ,
Fu (X, £,€) £ €
en Crs,41 tal que

(#,9) =U(®")nx.10)
y denotamos U,+1(¢") = (T(¢"),g"), entonces

9" ({t,u)) = (Dy1)a((t ),

para cada (t,u) € Cp41(x), de la igualdad

(Tn((b”)’g”) (Idg, h) = (¢7 g)

deducimos T, (¢") = ¢ y ¢"h = g. De esta forma, dado u € X tal que f(u) € Cy(z)
se tiene:

g(u) = g"h(u) = ¢"((Idy, u)) = (¢41)=({Ida, ),

observamos entonces que, para cada objeto x € G y cada generador (t,u) en
Crt1(x), se tiene

(@4 )2((t1) = (D41)2Crr1 (0 () ((Tdz, w)) = Cpy101(0()) (D41)=({d2, 1))
= Cr191(0(t)(g(w) = (Sh41)a((t,w),

con lo que ¢” = ¢'. [ |

Nétese, respecto a la adjuncion F,, - U,, que acaba de ser establecida, que la
counidad
ec: F,U,(C)—C

es una identidad en dimensiones distintas de n. Lo mismo ocurre con la unidad

y con su imagen por Fj,.

De la misma forma que en la Proposiciéon 3.1.15 demostramos que el funtor
olvido Us : Crsy — AGpd es tripleable, podemos probar que el funtor olvido
U, es tripleable, la demostracién de este hecho (que destacamos en la siguiente
proposicién) es rutinaria.

Proposicion 3.2.11. El funtor olvido U, : Crs, — ACrs,_1 paran > 2 es
tripleable.
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Denotamos por "G al cotriple asociado a la adjunciéon F,, 4 U, anterior.
Ademsds, dado un complejo cruzado n-dimensional C como en la péagina 158,
también tenemos un par adjunto

F, : ACrs,_1/U,(C) —Crs,/C: U, ,

entre las correspondientes coma categorias y como consecuencia de la Proposicion
3.2.11 se tiene

Corolario 3.2.12. FEl funtor olvido U, : Crs, /C — ACrs,,_1/U,(C) es tripleable.

Denotamos también por "G al cotriple asociado a la adjuncién anterior.

3.3 La construccion de la torre

Los funtores ]Sn, in, jn entre las subcategorias Crs,, y Crs satisfacen las relaciones:

Pyin, = Idcys, (3.22)
in+1Jn = fn, (3.23)

las cuales implican
Poi1in = jn. (3.24)

Gréficamente, los diagramas siguientes conmutan:

i J
Crsy, - Crs Crs, = Crs,11
A/ﬁ" X %
Crs, Crs
J
Crs, i Crs, 11
k\ 4
Crs.

Como consecuencia, los endofuntgres P, =1, ]3n : Crs — Crs son idempo-
tentes (P2 = i, Pyin Py = iy Idcys, Pn = P,) y ademas se tiene:

Proposicion 3.3.1. Los funtores idempotentes P, : Crs — Crs satisfacen las
identidades
PP, =P, Yy PP, = P,.
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Demostracién: La primera igualdad es inmediata
Poi1Py = tny1 Pry1tn P = ini1 jn Pr =t P = Py

La segunda igualdad es consecuencia de que im(d,11) = im(9,,41) (ver pagina
159). n

Asi, obtenemos una cadena de transformaciones naturales
Tn+-2 Tn+1 U 2 s
—= Py — P, ... = P — Py,

donde 7,41 = Pny1 06 es la composicién (horizontal) de (la identidad de) P11
con la unidad 6 : I dcrs — Py de la adjuncién ﬁn - 4,. Notese que de la
identidad (3.22) se deduce

P,oé6™ =1Idp (3.25)

y que ademéas P41 o 5 = 5 o w+1, de donde, para cada complejo cruzado
C € Crs, la componente en C de la transformacién natural 7,41 viene dada por

(1) = Pasa(08") = 5. o)
Adems4s se tiene:

Proposicion 3.3.2. Para cada complejo cruzado C, la componente en C de la
unidad 8 de la adjuncidn P, - i, inducen isomorfismos naturales de conjuntos,
grupoides y maodulos

m0(C) = P, (C),
ﬂl(C)gﬂlpn(C), 1 S?’L,
Tm(C) = 1 Pr(C), 2<m<n

Concluimos entonces que la aplicacion continua
B(s3Y) : B(C) - BP,(C)
inducen isomorfismos en los grupos de homotopia en dimensiones < n.

Demostracién: Puesto que Py = mg, es claro que mo(C) = moFPy(C). Por otro
lado, como P; = 71, si n = 1, entonces 71 (C) = m P1(C) y como consecuencia de
m0(C) = mom1(C) (ver pagina 155) tenemos que m(C) = moP1(C).

Supongamos n > 2. Teniendo en cuenta que el morfismo 5gL) tiene:

e Morfismos de médulos cruzados identidad en dimensiones < n — 1.
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e El morfismo de G-mddulos cruzados
(66")n : Co = Cufim(r41)
en dimensioén n, y
e morfismos triviales C,, — Og en dimensiones m > n.
Es claro que 71(C) = m1 P,(C) y por tanto también m(C) = mo P, (C).

Al calcular los correspondientes complejos de cadenas (3.18) en la categoria
Ab™(©) obtenemos un morfismo de complejos de cadenas de 71(C)-médulos

58" €~ P,(C)

que de nuevo vendrd dado por la transformacion identidad en dimensiones menores
a n y mediante la transformacion inducida por la transformacién asociada al mor-
fismo de moédulos cruzados proyeccién en dimensién n. Este morfismo, clara-
mente, induce la igualdad de los 71 (C)-médulos 7, (C) y mm (P (C)) para todo
2 < m < n—2. Sélo nos resta probar que también induce un isomorfismo natural
en dimensiones n — 1 y n.

Para cada objeto x obtenemos un morfismo de complejos de cadenas de grupos

= O () = C() —— > O () —> Cps) —> -

(On)e — —

——0 Cn/im(On41)(2) — > Cn-1(2) —> Cha(x) —

y por ser (5én))n el morfismo de médulos cruzados asociado a la transformacion na-
tural Cy, — C),/im(0p41) cuya componente en x € obj(G) es el morfismo proyeccién

a un grupo cociente, el morfismo (5((371)):0 es sobreyectivo y por tanto las imagenes

de los morfismos _ o
(8n)m : Cn(x) — Ch1(z) y

(@) = Co/im(Dp11) (@) — Ca (@)
coinciden. De esta forma, el morfismo inducido
Tn-1(C)(z) — Tn-1P0(C)(x)

es un isomorfismo.
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Por 1ltimo, si consideramos el diagrama conmutativo

_ — (On)e  —

ker(On)z Ch(z) Cn—1(x)
ker(9,)y — Ch /im(Dp11)(x) Wén_l(:z:)

5(n)

por ser (6 )z sobreyectivo, el morfismo inducido entre los nticleos también es
sobreyectivo. Tenemos entonces

im(Opy1)e — ker(9p) e — ™ (C) ()

| | |

0o— ker(gil)x == mp, P (C)(z)

y por tanto el morfismo inducido m,(C)(x) — 7, P,(C)(x) también es sobreyec-
tivo. Ademas si [f] € m,(C)(x) es tal que su imagen por el morfismo m,(C)(x) —
1P (C)(x) = ker(0,)z, que escribimos por f, es trivial, entonces como f €
Cn(2)/im(Op41)z se deduce que f € im(d,11)s, de donde [f] es trivial. De esta
forma el morfismo inducido entre m,(C)(z) y 7, P, (C)(x) también es inyectivo. W

Como corolario inmediato de esta Proposicion 3.3.2 tenemos:

Corolario 3.3.3. Todo complejo cruzado que sea un n-tipo es débilmente ho-
motopicamente equivalente a un n-complejo cruzado.

Proposicion 3.3.4. Para cada complejo cruzado C € Crs, y para cadan > 0, la
aplicacion

(Mn+1)e : Pat1(C) — Po(C)

es una fibracion cuya fibra tiene el tipo de homotopia de un K(II,n + 1). Mas
concretamente, para n > 1, la fibra de (n,+1)c sobre cada objeto x en G tiene tipo
de homotopia de K(mp4+1(C)(x),n+1).

Demostracién: Consideremos primero (71)¢ que no es mas que la proyeccién
canénica qg : m(C) — mp(C), un funtor sobreyectivo en objetos a un grupoide
discreto y de esta forma es una fibracién de grupoides. La fibra sobre una com-
ponente conexa T € 7my(C) es un grupoide conexo y de esta forma tiene tipo de
homotopia de un K (II, 1) tomando como II el grupo de endomorfismos de cualquier
objeto x en la componente conexa Z, esto es, II = 71(C)(z).

Consideremos ahora (12)¢ : P2(C) — P1(C) que viene dada por la proyeccion
canénica ¢ : G — w1(C), este funtor es la identidad en objetos y sobreyectivo en
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flechas, y por tanto, es una fibracién de grupoides. La fibra de (12)¢ sobre un
objeto x de P;(C), es decir, sobre un objeto x del grupoide base G del complejo
cruzado C es el médulo cruzado (2-complejo cruzado)

(Cg/lm(ag))(a}) : Cg(x)/im(ag))m — im(ag)x.

Este médulo cruzado es un médulo cruzado reducido pues su grupoide base es un
grupo, el grupo im(dz),, y tiene mp = 0. Como la aplicacién anterior es sobreyec-
tiva, este modulo cruzado tiene w1 = 0, mientras que 7o es precisamente el grupo
abeliano m2(C)(x). Para n > 2, los grupos de homotopia de la fibra en dimensién n
son triviales (por ser ésta un 2-complejo cruzado), de hecho (72)¢ es una fibracién
cuya fibra sobre z € P;(C) tiene el tipo de homotopia de K (m2(C)(z),2).

Para n > 1, todas las (np+1)c : Pnt1(C) — P, (C) constan de:

e la aplicacién trivial Cp,/im(Op4+1) — Og en dimensién n + 1,
e la “proyeccién al cociente”, g, : C,, — Cp/im(0p41), en dimensioén n, y
e la aplicacion identidad en todas las demas dimensiones.

Expresamos esto graficamente en el siguiente diagrama:

Poii(C): -+ 0Og 0g T e Cn Coy -+
(Mn+1)e

De hecho la aplicaciéon (7,+1)c del diagrama (3.26) estd determinada esencial-
mente por la proyeccién candnica ¢, que a su vez esta determinada por el n-ésimo
morfismo de conexién, 0,, de C. De esta forma, a nivel de grupoides (1,+1)c
es la identidad luego trivialmente es una fibracion de grupoides. Ademds para
2 <m < n—1, dado un objeto = € 0bj(G), el morfismo de grupos

((Mnt1)e)m)z : Cm(z) — Cm(z)

es la identidad, luego es sobreyectivo. Para m = n, este morfismo es la proyeccién
sobre el cociente y por tanto es sobreyectivo y en dimensiones mayores la sobreyec-
tividad es obvia, con lo que (7,+1)c es un fibracién.

Concluimos entonces que la fibra de (1,+1)c en un objeto z € G es el complejo
cruzado reducido

=0 —>Cpp1(2)/im(Ont2)s —>=IM(Ipt1)s —= 00—+~
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De esta forma, todos los grupos de homotopia de este complejo cruzado son triviales
en dimensiones distintas de n + 1, en la que es igual a

Tn1(C)(x) = ker (Cpi1(2)/im(Ont2)e — iM(Ont1)a) -
De esta forma la fibra de (1,+1)c en x tiene el tipo de homotopia de
K(mp41(C)(z),n +1).
[ |

Estamos ya en disposicién de probar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.3.5 (La torre de Postnikov algebraica de un complejo cruzado). Para
cada complejo cruzado C, el diagrama

c (3.26)
5+ 5(”)/(2)l \5(1> 5
6,
/ C c C
. Ppt1(C) ——= P, (C) —— - Py(C) ——= P1(C) 0(C)

(Mm+1)e

es la torre de Postnikov algebraica de C.

Demostracién: El diagrama (3.26) es conmutativo, pues para todo n > 0, se tiene:

o) = mmsr)ede ™,

yva que los morfismos de complejos cruzados 5((:71) Yy (Mn+1)e 5((:71“) en dimensiones
menores a n vienen dados ambos por la transformacién natural identidad, en di-
mensiones mayores a n por la tunica transformacion natural C; — Og y en di-
mension n ambos morfismos estdan dados por la transformaciéon natural inducida
por la “proyeccion al cociente” C,, — C,, /im0y 1.

Después de las Proposiciones 3.3.2 y 3.3.4 bastard con probar que (3.26) es el
diagrama limite de

L Amee poe) e, p ey e, e pe). 327)
Sabemos que {C, 5(cn)} es universal en el sentido de que dado otro cono {¢(") :C—
P,(C)} sobre (3.27) existe una unica forma de definir una aplicacién de complejos

cruzados ¢ : C' — C tal que para todo n, 6én)qb = ¢ basta con que nos demos

cuenta de que ((5(cn))m viene dada por la transformacién natural identidad para

todo m < n, con lo cual ¢, = gZ)?(ff) para m < n, ademés ¢ = (9,11)cd" Y

y para m < n, el morfismo (7,4+1)c también viene dado por la transformacién
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natural identidad, de donde deducimos que ¢£:Z) = ¢$ﬁ“) para todo m < n. De

esta forma podemos definir ¢, = gb%nﬂ). Asi definido 5én)qb = ¢, ya que si
m < n, se tiene:

(5(cn)¢)m = (6én))m¢m = ¢m = ¢$£”+1) = ¢1(771L),

si m = n se tiene:

(5" $)n = (3¢ )ndn = (00D = (ns1)e)n(0g ol
= ((m1)e)ns Y = 0,

y para m > n claramente se da la igualdad ya que tanto (5(Cn)¢> como ¢ en estas
dimensiones son triviales. |

Notemos que todos los complejos cruzados P,(C) para n > 2 en el diagrama
(3.26) tienen el mismo grupoide base, G, y que todos los morfismos

et Pasi(€) = Pa(€)  y 080 C— P(C)

son morfismos de G-complejos cruzados (es decir, sus funtores cambio de base son
la identidad en G). De esta forma, todos los complejos cruzados P,(C) paran > 1
tienen el mismo grupoide fundamental que C, como se puede deducir aplicando P
a la identidad (3.25) y del hecho de que P;(C) = m1(C).

3.4 Algunos resultados técnicos sobre complejos cruza-
dos

Comenzamos esta seccién introduciendo dos funtores que necesitaremos mas ade-
lante.
El funtor

techog = techo : Xmg — GpY (3.28)

asocia a cada mdédulo cruzado C = (G, C,6) sobre G, el G-grupo C' y a cada mor-
fismo de moédulos cruzados sobre G, la correspondiente transformacién natural.
Obsérvese que este funtor conserva limites finitos y coigualadores.
Para n > 2, el funtor
techo,, : Crs,, g — AbY (3.29)

asocia a cada n-complejo cruzado C con G como grupoide base, el G-mddulo
techo, (C) = techo(C,). Notese que, al igual que el funtor techo este funtor con-
serva limites finitos y coigualadores.
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Ademds del funtor ]3n existe una segunda forma de obtener un m-complejo
cruzado a partir de un complejo cruzado: si n > 1, la “truncacién simple” nos
define un funtor 7, : Crs — Crs, tomando las n primeras dimensiones del com-
plejo cruzado dado, asi T» es el “mdédulo cruzado base” y T} es el “grupoide base”.
Para n = 0 tenemos el “conjunto de objetos del grupoide base”, Ty = objT}.
Para todo n = 0,1,..., el funtor T, resulta ser adjunto derecha a la inclusién
in : Crs, — Crs. Para comprobarlo, supongamos dados un n-complejo cruzado
C con grupoide base G y un complejo cruzado C’ con grupoide base G’. Vamos a
comprobar que dar un morfismo de C a T,,(C’) en Crs,, es equivalente a dar un
morfismo de 4,(C) a C’ en Crs, graficamente:

C — T,(C)
in(C) — C'’

Dado ¢ : C — T,(C’), definimos ¢ : i,(C) — C’, de forma que coincida con ¢
hasta la dimensién n, es decir, ¢, = ¢ para k < n, y en dimensién k > n el
morfismo de médulos cruzados ¢, : 0g — C;., teniendo en cuenta que el funtor
cambio de grupoide base F' tiene que ser igual en todas la dimensiones, viene dado
por la transformacién natural 75, : 0g — C; F' que asocia a cada objeto = € obj(G) el
morfismo trivial de grupos (4 )z : Og(x) — C,.(F(x)), es decir, (14)z(Idz) = Idp(y),
pues como Og es el G-médulo cruzado inicial, no tiene morfismos distintos de la
identidad. Asf definida la correspondencia ¢ — ¢ es obviamente natural y hace
conmutar los cuadrados:

0g ——C, 0g ——0g
fn+1l ifn fk+1l J/fk Vk>n-+1.
C;L+1 PR Cr l/c+1 Y Cl/c
8n+1 dk+1

Reciprocamente, dado un morfismo ¢ : i,(C) — C’ tenemos otro en Crs,, que
no es mas que la n-truncaciéon de ¢, es decir, T,,(¢) : C — T,(C’). Es sencillo
observar que estas dos correspondencias son una la inversa de la otra, y por tanto,
in 1 Th.

El funtor T, tiene ademéas un adjunto derecha que en dimensiones bajas es
esencialmente codiscr (n = 0) y triv (n = 1). En dimensiones n > 1, el adjunto
derecha a 7T, es el funtor cosk, : Crs,, — Crs, que asigna a cada n-complejo
cruzado

Ci..m0g—Cp25Ch1—...—C—1g

el siguiente (n + 1)-complejo cruzado

cosk,(C) : ... — 0g — ker(0,) — Cp On, Cho1— ...~ Co— 1g.
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El hecho de que T}, tenga adjuntos derecha e izquierda nos permite asegurar
que este funtor conserva limites y colimites. También podemos asegurar que estos
funtores se extienden a las categorias de grupos o grupoides internos en Crs, esto
es, llevan un grupo o grupoide interno en Crs en un grupo o grupoide interno en
Crs,,. Denotaremos también T, al funtor truncacién a nivel n desde la categoria
Crs,,, con m > n.

Vamos a continuacién a extender los resultados probados en la Proposicién 3.1.9
al contexto de complejos cruzados n-dimensionales. Comenzaremos introduciendo
las categorias GCrs,. Para cada n > 0, ésta serd la subcategoria plena de la ca-
tegoria Gpd(Crs,) de grupoides internos en Crs,, con objetos aquellos grupoides
G € Gpd(Crs,,) tales que su (n — 1)-truncacién 7;,_1(G) es un grupoide discreto,
esto es, los n-complejos cruzados de objetos y flechas de G tienen la misma (n—1)-
truncacion y los morfismos dominio, codominio, identidades y composicién tienen
identidades como (n — 1)-truncacién. Representaremos a un grupoide G € GCrs,,
mediante un diagrama

i
CLxgo Ct —>— >l ———>¢0. (3.30)
\ J/ ¢ /
oL /

3%‘ Cn—1 f/dg

\Lan—l

Cn—2
v

!
Ca
o
1g

Sin =1, la categoria GCrs; es la categoria de 2-grupoides equivalente a la
categoria G1H. En la Proposicion 3.1.9 probamos la existencia de una equivalencia
de categorias

2gd
Crsy = Xm : G1H = GCrs;.
xm
FEn la siguiente proposicion extendemos este resultado a las categorias GCrs,, para
n > 1.

Proposicion 3.4.1. Las categorias Crs,y1 y GCrs, son equivalentes paran > 1.
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Demostracién: La equivalencia buscada viene dada por los funtores
N, : Crs,+1 — GCrs, y crs, : GCrs, — Crs; 41

definidos cémo sigue.
Dado un complejo cruzado (n+1)-dimensional C el grupoide N,,(C) tiene como
objeto de objetos a F° = T,,(C) y como objeto de flechas el n-complejo cruzado

.7:1 ch+1@ch> n—1 871—71>...—>CQ—>1g,

donde Cp41 ®Cp, = (G, Crp1 ® Ch, 0) es el G-mbdulo cruzado asociado al G-médulo
Crnt1 D Cr ypo:Cpy1 ®Cp — Cy es la proyecciéon canodnica.

La aplicacién dominio s : F! — FY es la inducida por la proyeccién pg : Cpipq @
C,, — Cn, v la aplicacién codominio ¢t : F' — F? es la inducida por el morfismo
de G-médulos Cp 1 @ C,, — C), que en cada = € obj(G) tiene como componente
en z el morfismo de grupos abelianos que asocia a cada (u,v) € Cpy1(z) @ Cp(x)
el producto (Op+1)z(u)v € Cp(z). Ademads la inclusiéon candnica de G-mddulos
Cyn — Cpy1 @ C,, determina una seccién comin para s y ¢, y obtenemos un grafo

id

7\

Fl—= F0 (3.31)
t

interno en la categorfa (Crs,,)7,_, ¢y de n-complejos cruzados con (n — 1)-trunca-
cién igual a T),_1(C).
Aplicando el funtor techo,, al grafo anterior obtenemos un grafo

id
N

Crir & Cp —2C, (3.32)
t

en la categoria AbY de G-médulos. En este grafo existe una tnica estructura
de grupoide interno en AbY, cuya composicién estd dada por la transformacién
natural que en cada x € obj(G), actia como

(Crpa(2) & Cu(2)) X0y (2) (Crr(2) & Cn(@)) —— Crga (2) ® Cp(2)

((u,v), (0, (Ont1)z(u) v)) (ud/,v).

Esta féormula se obtiene a partir de la féormula (1.6) en la Proposicién 1.1.5 pues
tomando el grupo Cy11(z) @ C,(x) como un grupoide discreto, sus flechas seran
los elementos de dicho grupo y se tiene:

(ulv Ul) o (uv U) = (u/> U,)id(s(ul7 U/))_l (ua U) = (ul> U,)(OCn+1(a:)’ U/)_l(u> U)

= (u/7v,)(00n+1(x)7 (Ul)il)(uvv) = (uluv v) = (u u’,v).
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La estructura de grupoide interno en AbY del grafo (3.32) determina una es-
tructura de grupoide interno en (Crsy, )7, () en el grafo (3.31), a este grupoide
interno en Crs,, lo denotaremos como N, (C). Es facil comprobar que esta cons-
truccion es funtorial por lo que tenemos definido el funtor

N, : Crs,;1 — GCrs,,. (3.33)

Vamos ahora a definir su cuasi-inverso crs,, : GCrs,, — Crs;,11.

Consideremos un objeto
id

7\

G: clﬂfc0

en GCrs,,, como en (3.30), y apliquemos el funtor techo,, al morfismo s : C! — C?,
obtenemos entonces un morfismo de G-modulos

s = techo,(s) : techo,(C!) = C} — C? = techo,(C°).

El niicleo de este morfismo es un nuevo G-médulo K = ker(s) : G — Ab que
asocia a cada objeto x € G el subgrupo K (z) de C}(z) formado por los elementos
u € Cl(z) tales que s, (u) = Oco(y) con accién inducida por la accién de Cl.
Ademds este G-mddulo define un médulo cruzado K = (G, K,0) de forma que la
imagen de Oz actia trivialmente sobre el grupoide totalmente disconexo K. De
hecho, tenemos un (n + 1)-complejo cruzado

0
ersn(G) = (K 25500 200y — o= 0 201g),

donde 9y 41 : K — Cg es un morfismo de G-médulos inducido por el morfismo de
G-médulos ¢t = techo,(t) : O — €Y asociado al codominio de G, es decir, para
cada objeto x € G, la componente de 0,41 en x viene dada por

(Ons+1)e + K (2) = C(x), (Ong1)a(u) = ta(w).

Nétese que realmente crs,(G) es un complejo de cadenas. En efecto, dado x €
obj(G) y u € K() como 8%t = 9} = 99 s se tiene:

(828n+1)m(u) = (82)mtx(u) = (ag)wsm(u) = (8711)3:(003(95)) = OC'n_l(:c)'
La construccién de crs,(G) también es funtorial, por lo que tenemos un funtor
crs, : GCrs,, — Crs;41. (3.34)

Veamos que los funtores crs,, y N, son cuasi-inversos uno del otro.
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Dado un grupoide G € GCrs,, como el representado en (3.30), techo,(G) es
un grupoide interno en la categoria de G-mdédulos, luego para cada z € obj(G)
tenemos un grupoide interno en la categoria de grupos abelianos

idy

1 1 /;I\
Ch(x) Xog(a) Chl@) —= Ch(w) == Clx)
Considerando cada uno de los grupos C%(z) como grupoides con un solo objeto

y cuyas flechas vienen dadas por los elementos de dichos grupos, la Proposicion
1.5.7 nos muestra la existencia de un isomorfismo de grupos abelianos

Gr: C(@) [N(s, ia) = K(2)  Cfl(2) = Cp(2); Galu,v) = widy(v),

donde juxtaposicion indica producto en el grupo C}(z). Teniendo en cuenta que
el isomorfismo anterior es natural, es inmediato que el par (G, I dcg) es un isomor-
fismo de grafos en AbY que nos induce un isomorfismo de grafos en Crs, y por
tanto un isomorfismo en GCrs,, entre los grupoides N, crs,(G) y G. Reciproca-
mente, sea C un (n + 1)-complejo cruzado entonces

0
crsn(No(C) = (K 245 ¢, 2 ey — o= 2 1g),

donde K = (G, K,0) con K = ker(Cpy1 & C,, 2 Cp). Como s es la proyeccién
canonica, estd claro que K = Cp11 y K = Cpy1. Observando los morfismos de

conexién en crs,(IN,(C)) se comprueba inmediatamente que crs,(N,(C)) = C.
]

Las dos proposiciones siguientes son una extension de la Proposiciéon 3.1.12.

Proposicion 3.4.2. Los siguientes diagramas de funtores son conmutativos

Int1 In41
Crsp11 — Crs Crsp41 — Crs
Nni lﬁn crsnT iﬁn
GCrs, o Crs,, GCrs,, o Crs,,,

en otras palabras, para cualquier (n + 1)-complejo cruzado C y cada grupoide G €
GCrs,, se tiene:

P,(C) = moN,(C) y m0(G) = Pycrs,(G),

donde hemos identificando cada m-complejo cruzado con su imagen por el funtor
T -
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Demostracién: Puesto que crs, (N, (C)) = C, es suficiente verificar el cuadrado de
la derecha, es decir, mo(G) = P,crs,(G). Estos dos complejos cruzados coinciden
en dimensiones menores que n. Ahora bien, my(G) es, en dimensién n, el coigua-
lador de s y t (ver diagrama 3.30). Por otro lado, P,crs,(G) es, en dimensién n,
el cociente de CY por la imagen de 0,4 1(= t) : ker(s) — CY. Que este cociente
es igual al coigualador anterior es una consecuencia inmediata del hecho general
de que el coigualador de un par de homomorfismos de grupos, s,t : G — H que
tienen una seccién comun es el cociente de H por t(ker(s)). [ |

Usando ahora el funtor techo,, (3.29), se tiene

Proposicién 3.4.3. Para cualquier grupoide G € GCrs,, y cualquier (n + 1)-
complejo cruzado C se tienen isomorfismos naturales:

techo, End(G) = techo,,0bj(G) X (mn+icrs,(G) o q) y

techo, End(IN,,(C)) = techo, T,,(C) X (mp+1(C) o q),

donde hemos denotado G indistintamente al grupoide base de obj(G) y de C y por
q a las proyecciones candnicas G — m10bj(G) y G — m1(C).

Demostracién: Teniendo en cuenta que obj(N,,(C)) = T,,(C) y que crs,N,,(C) = C,
basta con probar el primer isomorfismo.

Ahora bien, techo,End(G) es el igualador en la categoria de G-médulos de
techo,(s) y techo,(t) (ver diagrama 3.30). Para cada objeto z € G, el isomorfismo
techo, End(G)(z) — techo,obj(G)(z) X (mpiicrs,(G) o q(z))

asocia a cada u € techo,End(G)(x) el par
(s(u) =t(u), u—1id(s(u))) € techo,obj(G)(z) X (mpi1crs,(G) o q(x)).
[ ]

3.5 La torre de Postnikov de un espacio con el tipo de
homotopia de un complejo cruzado

Vamos ahora a obtener la torre de Postnikov de un espacio con el tipo de homotopia

de un complejo cruzado. Para ello, como en el Capitulo 2, usaremos la conexién

entre las categorias de espacios y de complejos cruzados dada por los funtores
“complejo cruzado fundamental” y “espacio clasificador” de un complejo cruzado

H:wS:TopiSSetLCrs,

B = |Ner(—)| : Crs Net, g5t s Top ,
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que hemos recordado en la Seccién 3.2.1. Observamos que el hecho de que el
espacio X sea del tipo de homotopia de un complejo cruzado (es decir, que su
complejo cruzado fundamental II(X) tenga el mismo tipo de homotopia que X)
es equivalente a que exista una equivalencia homotépica débil X ~ BII(X).

A partir del complejo cruzado fundamental IT(X) podemos obtener la torre de
Postnikov de TI(X) (ver 3.26)

I(X)

(n+1) (0)
Srr(x) R {2) i \6(1) Or1(x)
I(x) °“ri(x (X
— (X) ( )\

o Py TI(X) —— PoII(X) —— o PTI(X) —— PII(X) — PyII(X),
Nn)TI(X) (n2)m(x) (m)m(x)

y aplicando al diagrama anterior el funtor espacio clasificador B obtenemos el
diagrama

BII(X) (3.35)

(n) (2) (1)
BO(x))BOIT x)BCr(x))

(n+1))

B xy

B(égzx))

TI(X TI(X
. BPy1TI(X) —> BP,II(X) - BPII(X) — > BPII(X) —> BP,II(X).
B((n+1)11(x)) B((n2)m(x)) B((m)m(x))

Si tenemos en cuenta que el funtor B se obtiene como la composicién del
funtor Ner : Crs — SSet y de la realizacién geométrica || : SSet — Top, que
el funtor Ner conserva fibraciones (ver [14], Proposicién 6.2), y como tiene un
adjunto izquierda lleva fibras en fibras, deducimos que el funtor B también conserva
fibraciones y lleva fibras en fibras pues es composicién de dos funtores a los que
les ocurre esto. De lo anterior se tiene que las flechas B(nn)l—[( x) son fibraciones
y sus fibras tienen el tipo de homotopia de un K (II,n + 1). Deducimos entonces
que el diagrama (3.35) es la torre de Postnikov del espacio BII(X).

Para construir la torre de X bastard con conectar X con el espacio BII(X),
esta conexion la hacemos via la counidad y unidad de las adjunciones | | 4 Sy
7 - Ner respectivamente, cuyas componentes en X y S(X) dardn equivalencias
homotoépicas débiles

X <—|S(X)| —— |NernS(X)| = BII(X)

(y por tanto isomorfismos en la categoria de homotopia). En general escribiremos
X ~ BII(X) para indicar la conexién entre ambos espacios. Tenemos entonces:
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Teorema 3.5.1. El diagrama

(3.36)

A~

BII(X)

N

(0)
- B(r1(x))

B(6!

2 1
n(x)>B<5(r[2x>>B(5§12x)>
. BPy1TI(X) —> BP,II(X) -~ BPII(X) — = BPII(X) — BRIL(X)
B((mn+1)11(x)) B((m2)m(x)) B((m)mx))

es la torre de Postnikov del espacio X.

Obsérvese que para cualquier espacio X el morfismo de conexién X ~ BII(X)
no es en general una equivalencia homotépica y de esta forma el diagrama 3.36 nos
daré la torre de Postnikov de X sélo cuando X tiene el tipo de homotopia de un

complejo cruzado (por ejemplo, si X es un J-espacio en el sentido de Whitehead
[70]).






Capitulo 4

Cohomologias

La segunda parte de esta memoria estd dedicada a la obtencién de los k-invariantes
de Postnikov. Distinguiremos entre dos tipos de k-invariantes:

e Algebraicos
e Topoldgicos

Los invariantes algebraicos serdn elementos de cohomologias algebraicas defi-
nidas en las categorias de n-tipos algebraicos (en nuestro caso las categorias Crs,,
o Gd,,). Los invariantes topoldgicos seréan elementos en cohomologias singulares
de espacios que son n-tipos.

En este capitulo haremos un repaso sobre las diferentes cohomologias que va-
mos a utilizar y ademés daremos un morfismo que nos conecte cohomologias alge-
braicas con cohomologias singulares. Estos morfismos nos permitirdn obtener los
k-invariantes topoldgicos a partir de los algebraicos.

Notamos también que los coeficientes que usaremos para definir estas coho-
mologias, en las que vivirdan los k-invariantes, seran sistemas de coeficientes locales.
El uso de estos sistemas (en lugar de usar sistemas de coeficientes triviales, como
es comun en las teorfas de torres de Postnikov cldsicas) nos permitira evitar condi-
ciones del tipo de 1-conexién o nilpotencia en los espacios o modelos algebraicos.
Esta puede ser otra de las ventajas del tratamiento universal que a esta teoria se
le estd dando en esta memoria.

4.1 Cohomologia singular con coeficientes locales
En esta seccién haremos un repaso de la cohomologia singular, ver [71], y probare-

mos el Lema 4.1.1 que nos permite interpretar los cociclos para la cohomologia
singular con coeficientes locales en términos de aplicaciones simpliciales.

183
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Sea X un conjunto simplicial, G un grupoide y ¢ : X — Ner(G) una aplicacién
simplicial. Esta aplicacion simplicial determina un objeto, que denotaremos X,
en la coma categoria SSet/Ner(G). Notemos que para cada n-simplice z € X,

si pp(x) = x0 f—1> x1 — ... — x, € Ner,(G) entonces el objeto xg en G se puede
calcular como xg = dj...dppn(x) v la flecha fi es fi = da...dppn(x).

Recordamos que una (p, n)-cocadena singular de X con coeficientes en un G-
médulo IT es una funcién

c: X, — H II(zo)
zo€obj(G)

que asigna a cada n-simplice z € X, un elemento c(x) € II(d;...dppn(x)).

Una cocadena singular normalizada es una cocadena singular tal que ¢(x) es
trivial para cada n-simplice degenerado x € X, es decir, ¢(s;(y)) = 0 para cada
0<j<n—-1leye X,_1.

El conjunto CZ(X,II) de todas las (¢,n)-cocadenas singulares normalizadas
es un grupo abeliano con la suma de funcionales y cero la aplicacién “constante”
cero.

Podemos usar el hecho de que cada flecha en el grupoide G tienen una inversa
para definir un operador coborde:

§: CR(X, 1) — C2HH (X, 1)
que vendra dado para cada x € X, 41 mediante la suma alternada:

de(z) = fflc(do(:c)) —c(di(z)) + .. + (1) e(dpir (2)) (4.1)

siendo fl = d2 dn‘Pn( )
Una (¢, n)-cocadena singular ¢ € CZ(X, II) tal que 6(c) = 0 es llamada cociclo.
Asi deﬁmdo el operador coborde & (4 1) es un morfismo de grupos y 62 = 0 pues

para cada x € X, 19 si ppi2(x) = x0 ELN 1 ELN Ty — ... — Tpio € Neryy2(G), se
tiene:

(520(33) = ffl(éc(do(a;))) —dc(di(x)) + dc(de(x)) + ... + (—1)"+25c(dn+2(1’))
= (ke 1C(dod0(9€)) — e(dido(x)) + . + (~1)" e(dns1do()))

(2107 e(dody () — e(drdi (2)) + oo+ (—1)" e(dny1da ()

+ (7 e(doda(x)) — e(drda(x)) + ...+ (1) e(dni1da())) + ..

(~1)" (1 e(dodnsa(x)) — e(didnia(z)) + ...

(~1)" e(dnr1dnsa(x))) = 0.

Tenemos asi definido un complejo de cocadenas de grupos abelianos

_|_

* _ 0 4 1 n 4 n+1
Co(X, ) = Co(X, D) = Cu (X)) — -+ — CZ(X D) — O (X IT) —
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Denotaremos por Zg(X,H) al grupo de m-cociclos del complejo anterior y por
HZ(X,II) a sus grupos de homologfa.
En particular, si G = m1(X) es el grupoide fundamental de X, IT es un 1 (X)-
moédulo y
¢ =nx : X — Ner(m1(X))

es el morfismo canénico, dado por la unidad de la adjuncién m; - Ner (1.14), los
grupos de cohomologia correspondientes a esta aplicacién ¢ son por definicion los
grupos de cohomologia singular de X con coeficientes en II, que denotaremos por
H™(X, 1), (ver [71]).

Como vimos en la Seccion 1.5.2, el n-ésimo conjunto simplicial de Eilenberg-
Mac Lane generalizado de G con coeficientes en I, Lg(II,n), puede ser considera-
do como un elemento en la coma categoria SSet/Ner(G) mediante la proyeccién
canénica £ : Lg(II,n) — Ner(G). En lo que sigue denotaremos por Lg(II,n) tanto
al dominio de ¢ como al objeto Lg(II, n)y en la categoria coma SSet/Ner(G).

El siguiente lema nos muestra como los cociclos en el complejo de cocadenas
C5(X,1I) se pueden interpretar como aplicaciones de X, en Lg(IL,n) en la coma
categoria SSet/Ner(G).

Lema 4.1.1. Los n-cociclos en el complejo de cocadenas C;(X,H) corresponden
biyectivamente a aplicaciones simpliciales u : X — Lg(Il,n) tales que {u = o,

X o > Lg(IT,n) (4.2)

En otras palabras, existe una biyeccion natural
Z3(X, ) — Homgget/Ner(g) (X, Lg (I, n)).

Demostraciéon: Como la aplicacion £ es la identidad en dimensiones menores que n,
las componentes bajas ug, ..., u,—1 de una aplicacién simplicial u : X — Lg(II, n),
tal que £ u = ¢ estdn completamente determinadas por ¢ (ellas son ug = @g).
De hecho dar una aplicacién simplicial u : X — Lg(II,n) tal que £ u = ¢ es
equivalente a dar una aplicacion

Ut Xp = Lg(n)y = [ T(ds...dn())
&€Ner, (C)

tal que:

a.- Ly Up = @,
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b.- diup = op-_1d;, 0 <i < n,
Cm UpSj = 8jpp—1, 0 < j<n—1,
d.- satisface la condicién de cociclo (1.38).

Si ¢ es una funcién tal que u,(z) = ({(x), c¢(x)) para z € X, entonces la condicién
(a) implica que &£(z) = pu(z) y de esta forma c(z) € II(d;...dnpn(x)) de donde ¢
es una (p,n)-cocadena singular de X con coeficientes en II. Ademds, la condicién
UpS; = Sjun—1, 0 < j < n —1, implica que ¢ es normalizada y la condicién de
cociclo (1.38) para wu, establece precisamente la condicién de que esta cocadena
singular es un cociclo.

Reciprocamente, si ¢ € C’g(X,H) es un cociclo. Definimos la aplicacién u,, :
X, — Lg(II,n), como u,(x) = (¢n(x), c(x)) por lo que autométicamente satisface
la condicién de cociclo y £, u, = ¢y. El hecho de ser ¢ normalizado implica que
(©0y -y ©n—1,uy) es una aplicacién simplicial truncada. Por la Proposicién 1.5.3
podemos extenderla a una aplicacién simplicial u : X — Lg(II, n) tal que £ u = .

[ |

4.1.1 Un teorema de representacion de la cohomologia singular
con coeficiente locales

En esta seccién vamos a presentar un teorema de representacion de la cohomologia
singular con coeficientes locales. Para ello, comenzamos estableciendo una carac-
terizacién de las homotopias entre aplicaciones de X, en Lg(A,n) en la categoria
coma SSet/Ner(G), que serd andloga a la dada en la Proposicién 1.5.3 para apli-
caciones simpliciales. Esta caracterizacién se basa en que Lg(II,n) es el nervio
de un n-hipergrupoide y por tanto cualquier homotopia h entre morfismos simpli-
ciales con codominio Lg(II,n) estd completamente determinada por su truncacién
tr,(h), ademds una tal truncacién se extiende a una homotopia si y sélo si verifica
la “condicién de homotopia”, ver Proposicién 1.4.8.

Sean u,v : X, — Lg(II,n) dos morfismos en SSet/Ner(G). Estos estardn
dados por aplicaciones simpliciales u,v : X — Lg(II,n). Por una homotopia de
u a v en SSet/Ner(G) entendemos una homotopia h : u ~» v satisfaciendo la
condicién adicional

€m+1 h;ﬂ = 5 Pm (43)

para todo m > 0 y para cada ¢ = 0, 1, ..., m. Notemos que esta propiedad adicional
implica que para m <n — 1, A" = s; .

Proposicién 4.1.2 (La condicién de homotopia). Sean u,v : X, — Lg(II,n) dos
morfismos en la categoria coma SSet/Ner(G). Una homotopia truncada

tro(h) = {hg;O <i<j<n}:tr(u)~ tr(v),
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se extiende a una homotopia h : u ~ v : X, — Lg(II,n) en SSet/Ner(G) si y
solo si satisface la siguiente condicién de homotopia sobre los n-simplices x € X, :

qun () = qun (v +Z 1)k (fl qh}do(x ) Z DI gy~ d; ()

(4.4)
donde q es la funcion que asocia con cada n-simplice (§,a) en Lg(I1,n) la compo-
nente a € II(d;...dp(§)).

Demostracién: Teniendo en cuenta que Lg(I1, n) es el nervio de un n-hipergrupoide
con operador corchete dado por la expresion:

[(go’ao)’(gl’al)"”’ (fn,an) ] = (dnJrl(g) 9 ( 1 nfl ag + Z n—H )

donde ¢ € Ner,4+1(G) es el tnico elemento tal que d;(§) = & para 0 < ¢ < n
y f1 = da...dp1(§), por la Proposicién 1.4.8, la homotopia truncada tr,(h) se
extiende a una homotopia h : u ~ v : X, — Lg(II,n) si y sélo si satisface, para
cada = € X,,, la condicién de homotopia (1.29):

vn(t) = [hpZ1do(2), . Ay dn1(2), X (2)] (4.5)

donde yx; : X;,, — Lg(II,n), son aplicaciones definidas de forma recursiva por las
identidades

W (@) = [ xa (), B (2), o 1 (),
h’?ildn(l‘) = [hgild()(x)?)(l(x)aXQ(x)vh?ildQ(x)) ...,h?ildn,]_(.'ﬁ)]?
W) = Bhdo(a), o KM s (@)@,

para cada x € X,,. La condicién adicional (4.3), que la homotopia debe satisfacer,
nos permite calcular la componente en Ner,,;1(G) de cada una de las y;. Aplicando
entonces la funcién ¢ a las identidades anteriores y despejando tenemos que

axi(z) = quu(z) + 30, (1) ghg~ di(x),
po@) = = (7 gk do()) + quaa) + S0, (1) ghy~ di(w) +
Y (—1) 2k (),

Pon(@) = qualw) + P25 (DR (g do () +
RS (DR (S (- ) gk di(@)) + (<1 gh (o).
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Asi de la identidad de homotopia (4.5) se deduce,

qun(z) = q([hp"1do(®), o, hyZ1dn1(2), Xn(2)])
n—1
= (1" (5 ghi o)) + D0 (—1)" g di(x) + qxn (@),
i=1
y usando la expresion (4.1.1), obtenemos la condicién de homotopia (4.4). [ |

Como caso particular de la Proposicién anterior si tomamos por v la aplicacion
simplicial cero 0 : X, — Lg(II,n) en SSet/Ner(G), obtenemos:

Lema 4.1.3. Una aplicacion u : X, — Lg(II,n) es homotdpica a la aplicacion
cero si y solo si para cada k € {0,1,...,n — 1} existe una funcion & que asigna
a cada y € X,_1 un elemento c*(y) € T(dy...dpspen_1(y)) y tal que, para cada
r € X, se cumple:

e +Z 1)k+ (f1 Fdo(z )+i DIk ()| =0, (4.6)
7j=1

Demostracién: Si existe una homotopia h : u ~» 0 definimos ¢* = qhzfl. Entonces,
para cada x € X,,_1, se tiene c*(z) = qhz_l(x) € II(d;...dnsppn—1(x)) ya que por
la condicién (4.3), sabemos que ¢, hzfl = Sk pn—1. Tales funciones satisfacen la
condicién (4.6), basta con sustituir en (4.4) gh}~* por c¥.

Reciprocamente, sean c¢* funciones verificando la condicién (4.6). Definimos
entonces una homotopia truncada try,(h) : tr,(u) ~ tr,(0) como la tinica determi-
nada por la condicién (4.3) en las dimensiones menores a n—1, esto es, hi' = spm

para todom <n—1y 0 <k <m,y que en dimension n — 1 tiene:

hp M (z) = (s pn1(), F(z))

para cada x € X,,_1, estas aplicaciones tienen su codominio en Lg(II,n), ya que
por hipétesis ¢*(z) € T(dy...dnspon_1(z)).

Por (4.6) las (h}~")}Z; satisfacen la condicién de homotopia, y por tanto, por
la Proposicién 4.1.2, u y 0 son homotépicas. |

De este lema es inmediato obtener:
Teorema 4.1.4. FExiste una biyeccion natural
H:Z (X7 H) = [lea Lg (Hv n)]SSet/Ner(g)7

entre los elementos del n-ésimo grupo de cohomologia de X, con coeficientes en
II y las clases de homotopia de aplicaciones simpliciales en la coma categoria

SSet/Ner(G) de X, a Lg(II, n).
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Demostraciéon: Después del Lema 4.1.1, sélo tenemos que ver que las aplicaciones
que corresponden a cociclos cohomélogos son homotépicas y viceversa, o lo que
es igual, solo tenemos que probar que un cociclo es un coborde si y solo si la
aplicacion correspondiente u : X, — Lg(II,n) es homotépica a la aplicacién cero
0:X, — Lg(IL,n).

Supongamos primero que el n-cociclo ¢ € C”(X IT) es un coborde. Entonces
existe ¢ € GV L(X,10) tal que 6c = ¢, esto es, para cada x € X,,, por definicién
tenemos (tomando f1 =da...dppn(x)):

c(z) = 6d(z) = e (do(z)) + Z x)). (4.7)
Definimos funciones 2, ...,¢" ! en X,,_; mediante
- A=y
- (x) =0¢c(d...dyspp()) para k > 0,

y sea u la aplicacion simplicial que corresponde al cociclo c¢. Entonces se tiene la
condicién de homotopia (4.6) del Lema anterior ya que se reduce a (4.7), y asi u
es homotopica a cero.

Reciprocamente, sea u : X, — Lg(II,n) una aplicacién homotépica a 0,
supongamos u, () = (on(x),c(x)), es decir, qu,(x) = c¢(x), para cada = € X,,
y consideremos funciones cF como en el Lema 4.1.3,0 <k <n—1. Entonces c es
un n-cociclo como hemos visto en el Lema 4.1.1. Adem4ds si tomamos ¢’ la funcién
definida por

n—1
d(y) = (-1)FcF(y),
k=0

para cada y € X,,_1, se tiene que ¢’ € C;L*l(X, IT) y por la condicién (4.6)

n—1 n
o) = qua(z) = Y (1R (1 P (do())) + D (= 1) ck(ds(2))]
k=0 7j=1

que en términos de ¢/, nos dice

e(x) =1 (do(x)) — & (da(2)) + .. + (=1)"¢ (dn(x)),
es decir, ¢ = dc’ es un coborde. |

Un sistema de coeficientes locales en un conjunto simplicial X es un G-médulo
IT: G — Ab donde G es el grupoide fundamental de X, G = 7;(X). De acuerdo
con el Teorema 4.1.4, como corolario inmediato, obtenemos que el n-ésimo es-
pacio generalizado de Eilenberg-Mac Lane de X con coeficientes en II, Lg(II, n)
(como un objeto en SSet/Ner(7;(X)) via la proyeccién candnica £) representa la
cohomologia singular de X, con coeficientes en II en el sentido:
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Teorema 4.1.5 (Teorema de representacién de la cohomologia singular con coe-
ficientes locales). Para cada conjunto simplicial X y cada sistema de coeficientes
locales 11 para X, existe una biyeccion natural,

H"(X,1IT) = [Xyx 5 Ly (x) (I, 1) 886t /Ner (71 (X)) »

entre los elementos del n-ésimo grupo de cohomologia singular de X,y con coe-
ficientes en 11 y las clases de homotopia de aplicaciones en SSet/Ner(m1(X)) de
X a LTrl(X) (H, n)

nx

Si X es un espacio, un sistema de coeficientes locales para X es un mq(X)-
moédulo. La cohomologia singular de X con coeficientes locales en un 7y (X)-
médulo IT se define como la cohomologia singular del complejo singular S(X) con

coeficientes en II:
H"(X,II) := H"(S(X),II). (4.8)

Tenemos, como consecuencia inmediata del Teorema 4.1.5:

Teorema 4.1.6 (Teorema de representaciéon de la cohomologia singular con coefi-
cientes locales de un espacio). Para cada espacio X y cada sistema de coeficientes
locales 11 para X, se tiene una biyeccion natural

Hn(X7 H) = [S(X)ns(x) 3 Lm(X) (Ha n)]SSet/Ner(m(X))-

4.1.2 Cohomologia singular de complejos cruzados con coeficien-
tes locales

Vamos a aplicar los teoremas anteriores al caso particular de la categoria de los
complejos cruzados.
Dado un complejo cruzado C y un 71 (C)-médulo IT la cohomologia singular de
C con coeficientes locales en 11 es la cohomologia singular de su espacio clasificador
B(C) (ver pégina 157) con coeficientes locales en II, es decir,
HZ (C1II):= H"(B(C),1I).

sing
Notemos que como la cohomologia singular de espacios se puede obtener como la
cohomologia singular en SSet del complejo singular del espacio (ver 4.8) se tiene:

H" (C,II) = H"(SB(C),II).

sing

Ahora bien, teniendo en cuenta que SB(C) = S|Ner(C)| y que la componente en

cualquier conjunto simplicial X de la counidad de la adjuncién || 4 S es una e-

quivalencia homotdpica, en particular la componente en Ner(C) de la counidad de

dicha adjuncién S|Ner(C)| — Ner(C) es una equivalencia homotépica y por tanto
HZ, (C,II) = H"(SB(C),II) = H"(Ner(C),II).

sing
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Nétese que dado un m-complejo cruzado C, su espacio clasificador B(C) lo
obtenemos también como la realizacién geométrica del nervio de dicho n-complejo
cruzado,

B(C) = [Nex(C)|

donde el funtor Ner : Crs,, — SSet no es mas que la composiciéon del funtor
inclusién iy, : Crs, — Crs con el funtor Ner (3.19) de un complejo cruzado. Asf,
en particular si C € Crs, es un n-complejo cruzado definimos la cohomologia
singular de C con coeficientes locales en un m1(C)-mddulo II de la misma manera,
es decir, como la cohomologia singular de su espacio clasificador que es isomorfa a
la cohomologia singular del Ner(C) con coeficientes en II

Hg,,(C, 1) := H"(B(C), ) = H"(Ner(C),II).

Vamos a usar el teorema de representacién para la cohomologia singular con
coeficientes locales (Teorema (4.1.5)) para calcular esta cohomologia en términos
de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales. De esta forma tomando
X = Ner(C) y como m1(Ner(C)) = m1(C) podemos asegurar la existencia de un
isomorfismo natural

Hsnmg(cv H) = Hn(Ner(C)v H) = [Ner(c)ﬁNer(c) ) L7r1(C) (Ha n)}SSet/Ner(m (€))»
donde [Ner(C)yy.,c)» L (€) (I, )|sSet /Ner(ry (¢)) €5 €l conjunto de clases de ho-
motopia de aplicaciones en la coma categoria SSet/Ner(7;(C)) desde el nervio
del complejo cruzado Ner(C)nNer<c), visto como un objeto en la coma categoria
SSet/Ner(m(C)) via la aplicacién candnica Ner(C) — Ner(m1(C)) dada por la
componente en Ner(C) de la unidad de la adjuncién m; 4 Ner, a la fibracién
Seccién 1.5.2 hemos llamado fibracién de Eilenberg-Mac Lane generalizada.

4.2 Cohomologias del cotriple

Comenzamos esta seccion haciendo un breve repaso de la cohomologia de un
cotriple en una categoria (equivalente a la categoria) de dlgebras para un triple.
Recordaremos también el teorema de representacién de Duskin para la cohomologia
del cotriple en términos de clases de homotopia de morfismos simpliciales. Las re-
ferencias [4], [30] y [51] han sido nuestra guia para esta seccién y de ellas hemos
tomado la terminologia.

Dado un funtor tripleable U : B — S, con adjunto izquierda F' y unidad y
counidad de la adjuncién 7 y € respectivamente, el cotriple asociado G = (G =
FU,e,6 = FnU) (ver Seccién 1.2) da lugar a un teorfa de cohomologia en 5, la
teoria de cohomologia del cotriple.
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Para cada objeto X de B, la resolucion del cotriple de X es el conjunto sim-
plicial aumentado

,//20 SN ey
Ga(X): -+ GHI(X) G TR G (X) - GAX) 2 6(X) Pe X

cuyos operadores cara y degeneracion estan dados en términos de la unidad y
counidad de la adjuncién F' < U por:

di : G"H(X) - GM(X);  di=G'(egn-i(x)) 0<i<n,
s;: GM(X) — G"H(X); sy = G/ (dgn-i-1(x)) 0<j<n-—1,
y cuya aumentacién viene dada por la counidad, es decir, dy = ex : G(X) — X.

Por otra parte, para cada objeto grupo abeliano en B, II, a partir la resolucién
del cotriple de X se obtiene el siguiente complejo de cocadenas de grupos abelianos:

CO(X, 1) 25 CL(X, 1) 2 CA(X,10) ... — on (X, 1) 2 on(x, o) 2
que en dimension n tiene
CR(X,I) = Homp(G" " (X), )

y cuya diferencial estda dada por

On : CE X)) - CR(X,T), 9y =) (~1)'Homp(d;,1I).
=0

La cohomologia del cotriple H{(X,II), de un objeto X con coeficientes en el
objeto grupo abeliano II, se define como la homologia del complejo de cocadenas
anterior. Esto es,

ker(01), n =0,

Hg(X, 1) = { ker(Ops1)/im(Bn), n > 1. (4.9)

El teorema de representacién de Duskin [30, Corolario 3.8] nos representa esta
cohomologia en términos de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales:

Teorema 4.2.1 (Teorema de representaciéon de la cohomologia del cotriple). Si B
es una categoria tripleable sobre S, para cada objeto X € B y cada objeto grupo
abeliano 11 en B se tienen isomorfismos naturales

H(E(Xa I) = [G(X)v K(H7 n)]Simpl(B):

donde [—,—]Simpl(B) denota el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
simpliciales en la categoria Simpl(B) de objetos simpliciales en B.
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4.2.1 2-Torsores. Interpretacion del segundo grupo de cohomolo-
gia del cotriple

Los torsores fueron desarrollados por Duskin como las estructuras algebraicas
apropiadas para “representar” la cohomologia del cotriple. En esta seccién va-
mos a revisar el concepto de 2-torsor asi como la interpretacién del segundo grupo
de cohomologia del cotriple utilizando estas estructuras.

Revisemos el concepto de 2-torsor dando primero la definicién clasica de Duskin
[30] o [39], para después reformular este concepto tomando como base para nuestra
definicién la nocién de grupoide fibra de un torsor, ver [18].

Sea £ una categoria, X un objeto en £ y II un objeto grupo abeliano en &,
cuya operaciéon denotaremos +. Por un (II, 2)-torsor sobre X entendemos una
par (X, &) que consta de un objeto simplicial X — X aumentado sobre X y una
aplicacién simplicial £ : X — K (II, 2) satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. El objeto simplicial aumentado es asferical.
2. La aplicacién canénica d : X — Cosk!(X) es un isomorfismo.

3. El cuadrado conmutativo

X, — " K(I,2),
K;i in} (4.10)
AL (X) —— AL (K(IL, 2))

es un pullback paratodon >2y 0 <1< n.

Notemos que la condicién de asfericidad en dimension 0 nos dice que el mor-
fismo aumentacién Xy — X es un epimorfismo regular, de hecho es el coigualdor
del par de morfismos do,d; : X1 — Xp. La condicién (2) nos permitird identificar
X con Cosk!(X), ademés la condicién (3) en presencia de las dos anteriores es
equivalente a que el cuadrado

Xo = Ay (X) &2 11

Kél \LKé (4.11)
A5(X) 1 = Ay (K (I1,2))

sea un pullback para todo 0 < i < 2. Esto es, un elemento (zg,x1,z2) € Ag(X)
estard totalmente determinado por dos cualquiera de sus componentes junto con
el elemento &(zg, z1,x2) € II.
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La fibra de un (II, 2)-torsor sobre X, (X, &), se define como el objeto simplicial
pullback

G =G(X,¢) 1
l lo (4.12)
X — K(IL2),

donde 0 : 1 — K(II, 2) es la aplicacién simplicial que en cada dimensién tiene a la
aplicacién cero 1 — K(II, 2),,. Tenemos entonces:

o Go = X,
° G1:X17

e (G5 consiste en ternas (zg,z1,22) € Ag(x) tales que & (xg,x1,22) = 0. El
hecho de ser pullback los cuadrados (4.11) y (4.12) implica que el rectdngulo

Go 1
X, &2 H
i
Ay(X) —1

es un pulback y por tanto Go = AL (X) = AL(G).

e En dimensiones n > 2, G,, consiste en los elementos (zg, 1, ..., z,) € Ap(X)
tales que &, (20,1, ..,2,) = 0. Ahora bien, por ser ambos X = Cosk!(X)
y K(II,2) nervios de 2-hipergrupoides se tiene que los morfismos candénicos
K!: X, — A(X) y K} : K(I1,2) — AL (K(IL,2)) son isomorfismos, en-
tonces la condicién (3) en la definicién de torsor implica que los morfismos
canénicos K! : G, — A% (G) son isomorfismos.

Resulta entonces que G es el nervio de un grupoide G = G(X, &) (el grupoide
fibra del 2-torsor). Este grupoide tiene como objetos los 0-simplices de X, flechas
los 1-simplices f de X

/
di(f) = do(f),
composicién la dada por la condicién

gf:h<:>£2(gvhaf)zov

y objeto de componentes conexas a X.
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Notemos ademds que la condicién de cociclo para & (ver 1.4.10) nos asegura
que para cualquier elemento

f g h
A= g Z ’rlTL €X3:A3(X)
h I m
se tiene
§ad3(A) = &adp(A) — &2d1(A) + E2da(A), (4.13)
es decir,
§Q(h7 lam) = 62(f797 h) - é2(f7 kvl) + 52(97 ka m) (414)

Ademss la condicién &os; = s;£1 = 0 implica que para cualquier flecha f:x — y
se tiene

g?(f? f7 80(.%')) = 52(80(3/)7 f) f) =0.

Si suponemos que f : z — x es un endomorfismo en G, considerando los elementos

5] L) [

solx f so(T so(z f so(x B
Pt s | (s sele) | €T A8
[ so(x) so(x) [ so(x) so(x)

se tienen las igualdades

§2(s0(2), £, s0(z)) = —&a(f, s0(x), s0(x)) = —&2(s0(x), s0(7), f)-

Deducimos entonces que para cada objeto x € G la aplicacién
o : Endg(z) — II;
[ &(s0(@), fos0(2)) = —=&(f, s0(2), s0(2)) = —&2(s0(2), s0(2), f)

es un isomorfismo de grupos natural en z, donde II es considerado como G-grupo
constante II (con accién trivial). Tenemos asi una equivalencia natural

[0 Endg — II.

El proceso anterior puede invertirse, de manera que el grupoide fibra G(X,§)
junto con la transformacion natural a determinan totalmente al torsor. En esto se
basa la definicién de 2-torsor que adoptamos:

Definicion 4.2.2. Sea X € £ un objeto y Il un objeto grupo abeliano en £. Un
(IT, 2)-torsor sobre X consiste en un par (G,«) donde G es un grupoide interno
en £ con X como objeto de componentes conexas, llamado fibra del 2-torsor, y
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a1 Endg — 11 es una equivalencia natural de G-mddulos, llamada cociclo del 2-
torsor, donde II es considerado como G-mddulo constante con accion trivial. En
otras palabras, o : End(G) — II es un morfismo haciendo pullback el siguiente
diagrama:

End(G) *—

I
o

obj(G) —1
y satisfaciendo:

e Para cada objeto x y cada par u,v de endomorfismos componibles en G

a(ldy) =0 y a(uv) = a(u) + a(v). (4.15)

e Para cada flecha f y todo endomorfismo u en G tal que s(f) = s(u)
a(fu) =a(fuf™) =a(u). (4.16)

Un morfismo de (II, 2)-torsores sobre X, F : (G,a) — (G',d’) es un funtor
interno F' : G — G’ que induce la identidad en componentes conexas y que es
compatible con los correspondientes cociclos, esto es, F' hace conmutativos los
siguientes diagramas

obj(G) X x| End(G) >—1I. (4.17)
) A d
obj(G’) End(G)

La categoria de (II,2)-torsores sobre X la denotamos por Tor?(X,II) y al
conjunto de componentes conexas de esta categorfa lo denotamos por Tor?[X,II].

Veamos cémo un 2-torsor (G, a) sobre X segun la definicién 4.2.2 da lugar a
un 2-torsor segun la definicién de Duskin:

Consideremos el objeto simplicial X = Cosk!(G). Por ser X el objeto de com-
ponentes conexas de G podemos considerar a X como objeto simplicial aumentado
sobre X y como tal es claramente asferical. Consideramos entonces el morfismo
simplicial 2-truncado

AQ(X)*)GI:;GO*)T
-1,

"
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donde & : Ay(G) — II asocia a cada objeto (f,g,h) € Az(G),

N
o (o .

z2 ,

el objeto &(f, g,h) = a(g~'fh) € II. Teniendo en cuenta que K (II,2) es el nervio
de un 2-hipergrupoide, el morfismo truncado anterior se extiende a un morfismo
simplicial £ : X — K(II,2) si y sélo si & satisface la condicién de cociclo de la
Proposicion 1.5.3, que en este caso queda reducida a que para cada

T3

ZIN

€ X3 = A3(X) o graficamente %o — T2

h
l
m
g

z1

>

[
>R
eI RS

se satisfaga la ecuacion (4.14) que en este caso reduce a:
a(l7thm) = a(g7 fh) — a(k~1f1) + a(k~tgm).

En efecto, tenemos:

a(™ im) a7 hgT k) + atk " gm) "2V a(* U hgT k) + alk gm)
U9 (g ) + alk—gm) "2 alg7 fR) + a(h~ k)
+a(kgm) "2 a(g fh) + o (TRTY) + a(k T gm)
“a(g7 ) + ol R + alkigm) "2V alg fh) — a(tk™lf)
+a<k tgm) "2V a(g T fh) — o IR ) + a(k gm)
(9

5 LR — a(k7LFD) + a(k7tgm).

Para concluir que el par (X, £) es un 2-torsor en el sentido de Duskin, sélo resta
ver que cada elemento (f,g,h) € Ag(X) estd determinado por dos cualesquiera de
sus componentes y el elemento u = &(f,g,h) = a(g 'hf) € II. Pero, por ser a
un isomorfismo, a(g~1hf) determina univocamente el endomorfismo g 'hf € G y
éste, junto con dos componentes cualesquiera de la terna (f, g, h), determinan (por
composicién) a la tercera.

SilIl:II = X es un objeto grupo abeliano en la coma categoria £/X, por un
(I1, 2)-torsor sobre X entenderemos un (II, 2)-torsor en la categoria £/X sobre el
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objeto Idx. Este constard de un par (G,a) donde G es un grupoide interno en &€
con X como objeto de componentes conexas y « es un morfismo en &, haciendo
del cuadrado conmutativo

End(G) —*—1I

N

obj(G) X

un pullback y satisfaciendo las condiciones (4.15) y (4.16). Nétese que la condicién
en (4.15) sobre la imagen de las identidades por « implica la conmutatividad del
diagrama

End(G) —°

T

obj(G)

que a partir de ahora sobrentenderemos.

Si suponemos ahora que tenemos un funtor tripleable U : £ — S, donde la
categoria S tiene limites finitos, un 2-torsor U-escindido sobre X con coeficientes
en un objeto grupo abeliano I es un 2-torsor (G, a) sobre X tal que la proyeccién
canénica pr : obj(G) — X y el morfismo canénico (s,t) : arr(G) — obj(G) xx
obj(G) son morfismos U-escindidos, donde obj(G) x x obj(G) es el par nicleo de pr :
obj(G) — X y un morfismo U-escindido es un morfismo cuya imagen por U tiene
una seccién. La categoria de (II,2)-torsores U-escindidos sobre X la denotamos
por Tor?,(X,II). El conjunto de componentes conexas de la categorfa Torf (X, II)
lo denotaremos mediante Torg, [ X, II].

Nos centramos en estos torsores U-escindidos puesto que la cohomologia del
cotriple puede interpretarse en términos de ellos como nos muestra el siguiente
teorema de interpretacién (ver [30]).

Teorema 4.2.3 (Teorema de interpretaciéon de Duskin). Sea S una categoria con
limites finitos y sea U : €& — S un funtor tripleable, con cotriple asociado G =
(G,€,9). Para cada objeto X € € y cada objeto grupo abeliano I1 en £ existe una
biyeccion natural

HE(X,TD) = Tor [ X, 1)

entre el sequndo grupo de cohomologia del cotriple de X con coeficientes en I1 y el
conjunto de componentes conexas de la categoria de (I1,2)-torsores U-escindidos
sobre X .

La siguiente proposicion nos serd de utilidad posteriormente.
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Proposicién 4.2.4. El funtor olvido “objeto de objetos”, obj : Gpd(E) — & es
una fibracion, y su composicion con el funtor olvido “grupoide fibra”

fib: Tor*(X, ) — Gpd(£), (G,a) — G

es de nuevo una fibracion. De forma mds explicita, si (G,«) es un (IL,2)-torsor
sobre X con objeto de objetos O, y f : O' — O es un morfismo en £, podemos
obtener un (I1,2)-torsor (G', &) sobre X y un morfismo de torsores F : (G',a') —

(G, ) tal que:

e FEl objeto de objetos de G' es O y el funtor F' en objetos es f,
e la proyeccion ¢ : O' — X es igual a la composicion O’ o4 X, ¢d=qf.

Ademds, si (G,a) es U-escindido para algin funtor exacto izquierda U : € — S,
entonces (G',a') es también U-escindido si y sdlo si q' es U-escindido.

Demostraciéon: En primer lugar, veamos que el funtor obj es una fibracion. En
efecto, dado un grupoide G : A = O interno en £ y dada una flecha f : O —
O = obj(G) en &€ podemos construir otro grupoide G’ cuyo objeto de objetos sea
O’, para cada par de objetos x,y € O, Homg/(z,y) = Homg(f(z), f(y)) y la
identidad de un objeto x en O’ es la identidad de f(x) en el grupoide G. Nétese
que la composicién en G’ claramente es la inducida por la composicién de G. De
hecho, el objeto de flechas de G’, junto con las aplicaciones dominio y codominio

!
S
A—=z0
t

se pueden definir mediante el siguiente pullback:

A/i’:b/ XX 0,

l |1

AmO XXO

donde O xx O y O xx O’ son los pares nticleo de las proyecciones candnicas
q:0—-Xyqd=qf:0 — X.

La construccién de G’ anterior nos proporciona un funtor interno F : G/ — G
cuya componente sobre flechas es la proyeccién u : A’ — A y que actia como f
sobre objetos. Para probar que obj es una fibracién bastara con probar que F' es
un funtor obj-cartesiano de grupoides (internos). Para ello, sea G : G” — G un
morfismo de grupoides internos en £ tal que sus imdgenes por obj, gg : O” — O, se
factoriza a través de f como gg = f h. Entonces, sélo tenemos una forma de definir
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una factorizacién de G = F' H tal que obj(H) = h. Esta condicién determina H
sobre objetos y G lo determina sobre flechas. Con esto se tiene que obj es una
fibracién.
Si ahora consideramos el funtor composiciéon del funtor fib con el funtor obj:
9 fib obj
Tor*(X,II) — Gpd(§) — &

de nuevo es una fibracién, pues si (G, ) es un (II, 2)-torsor sobre X con obj(G) = O
y f: O' — O es una morfismo en &, existe un (I, 2)-torsor (G’,a’) sobre X
y un morfismo (objfib)-cartesiano de 2-torsores F' : (G',a’) — (G, «) sobre f.
En efecto, basta con tomar G’ y F' : G’ — G como antes, y teniendo en cuenta
que el funtor inducido F* : Gp(£)Y — Gp(€)Y satisface F*(Endg) = Endg/, la
aplicacion cociclo o sera la imagen por « del funtor inducido, esto es, o/ = F* .
Si suponemos ahora que (G, a) es un 2-torsor U-escindido, para que (G',a’) sea
U-escindido es condicién necesaria y suficiente que ¢ = q f : O’ — X sea U-
escindido. La condicién es necesaria por definicién y también es suficiente pues
a partir de la exactitud de U y como el morfismos U(s,t) es escindido se tiene
también que (s',t’) es U-escindido. [ ]

Como un corolario inmediato de esta proposicién tenemos:

Corolario 4.2.5. Sea U : £ — § un funtor tripleable, X un objeto y I un objeto
grupo abeliano en £. Para cada (I1,2)-torsor U-escindido sobre X, (G, «), existe
un (11, 2)-torsor U-escindido sobre X, (G', ) cuyo objeto de objetos es G(X) (el
valor del cotriple G en X ) y cuya proyeccion es la componente en X de la counidad
ex 1 G(X) — X.

Ademds (G, ') estd en la misma componente coneza de Tor,(X,1I) que (G, ).

Demostracién: Sea O = obj(G) y s : U(X) — U(O) una U-seccién de la proyeccién
q:0 — X de (G,a). Tomando como f el morfismo composicién

9, go) < 0

f:G(X)
(con F : § — & el adjunto izquierda de U) y aplicando la Proposicién 4.2.4,
obtenemos un 2-torsor sobre X con coeficientes en II, (G', /) cuya proyeccién ¢’
viene dada por la composicién

qf=qeoF(s) =exFU(q)F(s) =exF(Ul(q) s) = exFldy(x) = ex : G(X) — X.

Como ey es una aplicacién U-escindida (su U-seccién es 1oy la componente en
U(O) de la unidad de la adjuncién) se tiene que (G, ') es U-escindido. Ademés
como existe un morfismo F : (G', /) — (G, @), los dos 2-torsores estan en la misma
componente conexa de Tord (X, II). [ |
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Por un razonamiento similar al dado en [39, Theorem 5.7.5] podemos probar:

Lema 4.2.6. Dado un diagrama
(g’ Oé) (gl/’ O[//)
CACO

en Tor?,(X,I1). Eziste un torsor (G,d) € Tory(X,1I) junto con morfismos de
torsores
(G,a)
/ T
(g’ O[) (g//’ O//) .

Demostracién: Tomaremos como grupoide G la coma categoria de los funtores F
y G,
(F

G=(ra)
. / \ g//
con las proyecciones canénicas a G y G” respectivamente. Entonces:

e los objetos de G seran ternas (x, F(x) LN G(y),y) conz € obj(G), y € obj(G")
objetos y h una flecha en G’,

e las flechas de G serdn pares de flechas

(f,9): (&, F(z) I Gy),y) — (@, F') 25 Q). o)

en G x G” tales que el cuadrado siguiente es conmutativo

F(x) G(y)

F(f) iG(g)

_h
Fa') —=G(y),

e la composicién en G estd dada componente a componente.

Es facil deducir, a partir del hecho de que G, G' y G” son grupoides, que G es
un grupoide.

Ademss si (z, h,y) es un objeto de G, entonces los objetos z,y, F(z) y F(y)
determinan un unico elemento de X, que corresponde a la componente conexa
de z en G, de y en G”" o de F(z) y F(y) en G’. De forma que dos objetos
(z,h,y), (/0 ,y) € G estdn en la misma componente conexa si y solamente si
se da una de las siguientes condiciones equivalentes:
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e z y 2 estdn en la misma componente conexa de G,
/ 4 : "
e y e 7y estan en la misma componente conexa de G,
e F(x)y F(a') estdn en la misma componente conexa de G’ o
e G(y) y G(¢') estén en la misma componente conexa de G'.

Concluimos que el objeto de componentes conexas de Ges X v que las proyecciones
canonicas (j -Gy § — G" son compatibles con las proyecciones a X, esto es,
los tridngulos correspondientes al tridngulo en la izquierda del diagrama (4.17)
conmutan.

Para definir el cociclo o observamos que un endomorfismo

(f,9): (z, F(z) & G(y),y) — (z, F(z) & Gly), y)

en G estd univocamente determinado por su dominio (z, h,y) junto con uno cual-
quiera de los endomorfismos f € G, g € G”, F(f) o G(g) € G'. Por ejemplo, f
claramente determina a F(f) y a G(g) = hF(f)h~! y G(g) determina a g como el
unico endomorfismo tal que o’(g) = o/(G(g)). Asi la aplicacién

Qg hy Endfgv(x,h, y) — II;
(f,9) = a(f) = (F(f)) = & (hF(f)h") = /(G(g)) = &"(g)

establece una equivalencia natural & : Endg~ — II que satisface las condiciones
(4.15) y (4.16) en la definicién de torsor. Es inmediato también observar que las
proyecciones canénicas G — G y G — G” inducen morfismos de torsores

(G,a) — (G,a) — (G".a").

Por ultimo, observamos que puesto que el funtor U conserva limites, entonces
U(G)=U(F,G)=(U(F),U(Q)) es también una coma categoria. Es entonces facil

levantar las escisiones de los grupoides U(G),U(G") y U(G") a U(G) por lo que el
torsor (G, @) seguird siendo U-escidido. [ |

Como consecuencia inmediata del Lema anterior obtenemos

Corolario 4.2.7. Dos 2-torsores U-escindidos (G, «) y (G', ') estdn en la misma
componente conexa de Tor?(X,11) si y solamente si existe un torsor (G",a") y
morfismos
(g// a//)
— T~ .
(G, ) (G )

en Tor? (X, 11).
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Sea Tor?;(X,II) la subcategorfa plena de Tor? (X,II) determinada por los 2-
torsores cuyo objeto de objetos es G(X) y cuya proyeccién candnica es la counidad
ex : G(X) — X y sea Tor}[X,1I] el correspondiente conjunto de componentes
conexas. Entonces los Corolarios 4.2.5 y 4.2.7 implica la siguiente:

Proposicién 4.2.8. Sea ® : E — Tor% (X, I1) un funtor pleno tal que la inclusién
Torty (X, IT) — Torgy (X, II)

se factoriza a través de ®. Entonces ® establece una biyeccion entre el comjunto
mo(E) de componentes conezas de E y Tord,[X,1].

Demostracién: Sean FEi,Ey € E tales que ®(E;) y ®(F2) estdn en la misma
componente conexa de TorZU(X ,IT). Tenemos que demostrar que F; y Fo estan
en la misma componente conexa en E. Por el Corolario 4.2.7 existe un 2-torsor
(G, ) y un morfismo de (G, ) a cada uno de las imégenes, es decir, obtenemos un
diagrama

(B L (G.a) L B(E,). (4.18)

Por el Corolario 4.2.5 existe un torsor (G', a’) en Tor# (X, 1) que estd en la misma
componente conexa que (G, a), lo cual nos da flechas de (G’,a/) a cada una de
las imégenes de E; y Ey. Teniendo en cuenta que la inclusién de Tor? (X, TI) se
factoriza a través de ® existe un objeto E en E cuya imagen por ® es (G', ') y
por ser @ un funtor pleno obtenemos una flecha de E a cada uno de los objetos
Evy E

E1 — F — E2

que nos prueba que E; y Fs estdn en la misma componente conexa. |

Corolario 4.2.9. Si ® : E — Tor?,(X,II) es un funtor pleno tal que la inclusion
Tor} (X, 1) — Tor}, (X, 1)

se factoriza a través de ® entonces existe una biyeccion

HE(X,T1) = my(E).

4.2.2 Cohomologia del cotriple de un complejo cruzado n-dimen-
sional con coeficientes locales

Particularizaremos en esta seccién el estudio de las cohomologias del cotriple al
caso £ = Crs,,, la categoria de n-tipos de complejos cruzados.

Estas categorias Crs,, son tripleables sobre diversas categorias, nuestra eleccién
del funtor de olvido y asi del cotriple y en ultimo caso de la cohomologia que
consideramos en Crs,, estd determinada por nuestro principal objetivo en esta
segunda parte de la memoria
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“ la obtencién, a partir de las fibraciones 7,11 en la torre de Postnikov
de un complejo cruzado, de los invariantes algebraicos k41 que seran
elementos en ciertos grupos de cohomologia”

La naturaleza de tales fibraciones es la que determina la cohomologia a usar.
Recordemos a continuacion los diferentes funtores de olvido U,, desde las cate-
gorias Crs,,. Las identificaciones que hemos hecho de las categorias Crs,, cuando
n = 1,2 nos hacen tratar estos dos casos independientemente.
Hemos identificado la categoria Crs; de 1-complejos con la categoria de gru-
poides. Es bien conocido que esta categoria es tripleable sobre la categoria de
grafos Gph siendo el funtor olvido

Ui : Gpd — Gph

el funtor “grafo subyacente”. Denotaremos 'G al correspondiente cotriple en Crs;.
La tripleabilidad de este funtor de olvido pasa a cualquier coma categoria, mas
concretamente, dado 7 un grupoide el funtor de olvido inducido por U; en las
correspondientes coma categorias

Uy : Gpd/T — Gph/Uy(T)

es también tripleable. Denotaremos también por 'G al correspondiente cotriple en
la coma categoria Gpd/7.

Nota 4.2.10. Obsérvese que si F' : G — T es un objeto en Gpd/7T entonces se
tiene 'G(F) es el objeto dado por la diagonal del cuadrado

€

lG(g) g G
1G(F)J/ N lF
1 R
Por ello a menudo haremos la identificacion 'G(F) = 'G(G) sobrentendiendo el

morfismo a T .

En la Seccion 3.1 vimos que el funtor de olvido
Us : Crsy = Xm — AGpd

a la categorfa de flechas a grupoides AGpd es tripleable. Denotaremos por G
al correspondiente cotriple en Xm. Esta situacion se traslada a cualquier coma
categoria, asi, para cualquier médulo cruzado C, denotaremos también por

U2 : CI‘SQ/C — AGpd/UQ(C)
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al correspondiente funtor de olvido entre las coma categorias y 2G al correspon-
diente cotriple.
Por 1ltimo, en la Seccién 3.2.2, definimos para n > 2 el funtor de olvido

U, : Crs,, — ACrs,_1

y probamos que era tripleable. Denotaremos "G al correspondiente cotriple en
Crs,. De forma aniloga, para cada n-complejo cruzado C, denotaremos también

U, : Crs,/C — ACrs,,_1/U,(C)

al correspondiente funtor entre las coma categorias y "G al correspondiente cotri-
ple.

La cohomologia del cotriple, que consideraremos aqui, de un n-complejo cru-
zado C con coeficientes en un 71 (C)-médulo IT serd una cohomologia definida en
la coma categoria Crs,/71(C). Donde 7 (C) es considerado como n-complejo
cruzado via la inclusién 4; : Gpd = Crs; — Crs,,, esto es, estamos identificando
el grupoide 71 (C) con el n-complejo cruzado 4 (m1(C)),

7T1(C) = i1(7T1(C)) : Om(c) — Om(C) I 4 Om(C) — 17r1(C)7 (4.19)

cuando n > 2. Para definir la cohomologia del cotriple de un n-complejo cruzado
C con coeficientes locales vamos primero a asociar un objeto grupo abeliano IL, en
Crs,,/m1(C) a cualquier m1(C)-médulo II. De nuevo, haremos esta asociacién en
dimensiones 1, 2 y luego en general para n > 2.

e Para n = 1, un l-complejo cruzado es un grupoide. Sea 7 un grupoide,
entonces un sistema de coeficientes locales en este caso es justamente un
T-médulo, esto es, un funtor Il : 7 — Ab. Aplicando la construccion
producto semidirecto de Grothendieck a este funtor obtenemos un objeto
grupo abeliano en la coma categoria Gpd/7 = Crsy/7:

I, : 7[TI=——=s7 e Ab(Crs,/T). (4.20)

e Para n = 2, un 2-complejo cruzado es un médulo cruzado. Sea C = (G, C, )
un médulo cruzado y II : m1(C) — Ab un 71(C)-médulo. Consideremos el
funtor

insy : Ab™(©) — Xm /7(C)

que asocia a cada 71 (C)-médulo II el médulo cruzado sobre m1(C) dado por
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el morfismo candnico

insa(I1) : zero(Il) — 41 (71 (C))

II 0., (c)
t |
1 () =———1x0)

Este funtor conserva productos y por tanto lleva todos los objetos de Ab™ ©
(los cuales tienen una estructura candnica de grupo abeliano interno) en
objetos grupo abeliano en Xm /7 (C). Para simplificar denotaremos

Ily = insy(II) : zero(I) — 71 (C) € Ab(Crsy/m(C)). (4.21)

e De forma analoga, para n > 2 dado un n-complejo cruzado C € Crs, y un
71(C)-mdédulo II, consideramos el funtor

ins, : Ab™(©) — Crs, /m(C)

que asocia a cada m1(C)-médulo II el n-complejo cruzado sobre 4, (71 (C))
dado por el morfismo de n-complejos cruzados

ins,, (IT)
zero, (1) : zero(Il) —= O ) —— - ——= Oy c) ——1ny(0)
m1(C) : Or¢) —=Om@) — - ——=0r ) —1ri(0)

Este funtor conserva productos y por tanto lleva todo 71(C)-médulo en un
objeto grupo abeliano en Crs,, /71 (C). Para simplificar denotaremos

I1,, = ins, (II) = zero, (II) — m1(C) € Ab(Crs,/m1(C)). (4.22)

Estamos ya en posiciéon de introducir la cohomologia del cotriple de un n-
complejo cruzado C con coeficientes locales en un 71 (C)-médulo II, esta viene
definida por

N =~
HIL(C,TL) = HI (69 11,.),

donde "G es el cotriple asociado al funtor de olvido

U, : Crs,/m1(C) — ACrs,, /U, (m1(C)),
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II, es el objeto grupo abeliano dado en (4.20), (4.21) y (4.22) respectivamente y
el morfismo

s& e — PiC)=m(0),

es la componente de la unidad de la adjuncién Py 4 i; en C (ver diagrama (3.26)).
Siguiendo el convenio dado en la Nota 4.2.10 haremos la identificacion

n 1 —n
G(©Y)) ="G(C)
entendiendo este ultimo como un objeto en Crs, /71 (C) via el morfismo candnico

"ge) ¢
— C — m(C).

Anélogamente haremos la identificacién ”G.(é(cl)) ="G4(C).

El teorema de representacién de Duskin 4.2.1 nos permitird representar esta
cohomologia como clases de homotopia de aplicaciones simpliciales en la coma
categoria Crs,, /71 (C):

Corolario 4.2.11 (Teorema de representacién para la cohomologia del cotriple en
Crs,, con coeficientes locales). Para cada n > 1, dado un n-complejo cruzado C y
un w1 (C)-mddulo 11 se tienen isomorfismos naturales

%(67 H) = [nG. (C)’ K(ﬁnv m)]Simpl(Crsn/m (©))>

donde [—, —]Simpl(CrSn/m(c)) denota el conjunto de clases de homotopia de mor-
fismos simpliciales en Crsy/m1(C).

4.2.3 2-Torsores con coeficientes locales sobre n-complejos cruza-
dos

FEn este apartado vamos a particularizar la definicion de 2-torsor al contexto de
n-complejos cruzados. Daremos el concepto de 2-torsor (Up-escindido) de un n-
complejo cruzado C con coeficientes en un 71 (C)-médulo IT y veremos cémo estos
torsores representan la cohomologia Hyi,(C,II) de C con coeficientes en II.

Por un 2-torsor (U,-escindido) del n-complejo cruzado C con coeficientes en
un 71 (C)-médulo IT entenderemos un 2-torsor (Uy,-escindido) en la coma categoria
Crs,/m1(C) de (58) : C — m1(C) con coeficientes en el objeto grupo abeliano II,,
(ver (4.20),(4.21) y (4.22) paran = 1,2 y n > 2 respectivamente). Denotaremos
Tor?*(C,II) (Torg (C,1I)) a la correspondiente categorfa de 2-torsores, también
denotaremos

q= base(é((zl)) : base(C) = G — m1(G).

Pasaremos a continuacion a analizar este concepto detenidamente. Debido a
las particularidades de las categorias Crs; = Gpd y Crss = Xm trataremos,
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como hemos hecho hasta ahora, estos dos casos separadamente. Asi, analizaremos
los conceptos de 2-torsor con coeficientes locales de un grupoide, de un modulo
cruzado, y por dltimo, de un n-complejo cruzado con n > 2.

2-Torsores sobre grupoides

Comencemos analizando el caso de grupoides. Un grupoide interno G en la
categoria de grupoides, es decir, un grupoide doble, se puede representar mediante

un diagrama:
Id
g O\

G1 Xg, 61 —— G —T; Go

/Id1 (4.23)
A1 X Ao A1 A1 AO

I -

01 X0, O1 O
To

en el cual tanto las filas como las columnas representan grupoides y los morfismos
S, T, Id y o son funtores.

Consideramos el funtor de olvido U; : Gpd — Gph que es tripleable. Dado
un grupoide 7, un sistema de coeficientes locales Il para 7 es precisamente un
7T -médulo. El grupo abeliano II; est4 dado por

TRl e—

Un torsor sobre 7 con coeficientes en II consistird por tanto de un par (G, «),
donde G es un grupoide, interno en Gpd como el representado en (4.23), sobre
T, esto es, con 7 como grupoide de componentes conexas, y « es un morfismo en
Gpd, haciendo el cuadrado

End(G) T[T

stl lpr

obj(G) = Go a7 T

un pullback. La condicién de ser Uj-escindido se reduce a que los morfismos
canodnicos q : Go — 7 y G1 — Go X7 Gg sean sobreyectivos a nivel de objetos y
flechas. Supongamos que O y A son los objetos de objetos y flechas de 7 respec-
tivamente. Entonces el grupoide 7 [II tiene también a O como objeto de objetos
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y la proyeccién 7 [II — T es la identidad en O. Podemos entonces representar un
2-torsor sobre 7 con coeficientes en Il mediante el diagrama

End(A arr(7 [1I)
Sl /
Ay A A
s || s| |t End(O
So H/
O1 Oo O
To

donde End(A) — Ag y End(O) — Oy son los grupos (sobre Ay y Og respectiva-
mente) de endomorfismos de los grupoides

51 SO
A:A14>A0, O:OlHOO
T1 TO

respectivamente y los cuadrados horizontales

End(A) — arr(7 [TI), End(0) 22— (4.24)
] |
A A Oo

son pullbacks. Notemos que esta tltima condicién implica que el grupo End(O) —
Oyp es trivial y por tanto el grupoide O es el grupoide asociado a una relacién de
equivalencia, concretamente al par nicleo del morfismo Oy — O. Identificaremos
entonces End(O) con Oy, esta identificacién hace que el morfismo « esté totalmente
determinado por su componente en flechas a; (y claro esté la proyeccién Oy — O).

Utilizamos ahora el Corolario 4.2.5 para asegurarnos que en la componente
conexa de cualquier torsor sobre 7 hay uno cuyo grupoide fibra tiene a *G(7") como
grupoide de objetos y a la counidad de la adjuncién como proyeccién 'G(7) — T,
notemos que esta proyeccién es la identidad en objetos (1G(7) es el grupoide libre
sobre el grafo subyacente a 7') y por tanto el grupoide O en un torsor de este tipo
es el grupoide asociado al par ntcleo de la identidad. Deducimos entonces que en
la clase de cualquier 2-torsor sobre 7 con coeficientes en II existe uno en el que el
grupoide fibra es un 2-grupoide (y no solamente un grupoide doble).

Vamos a denotar como T?(7,1II) a la subcategoria plena de Tor?(7,1I) con
objetos aquellos 2-torsores cuyo grupoide fibra es un 2-grupoide. Un 2-torsor(G, «)
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en T?(T,1I) estar4 representado por un diagrama

End(A) o arr(T [TI)
N
s | s||t O 0
0 0/ O/-

Notemos que al ser los funtores S y T la identidad en objetos, su coigualador es
un grupo cociente (ver Lema 1.1.6) y la proyeccién obj(G) — 7 es la identidad
en objetos y sobreyectiva en flechas. Deducimos entonces que en este caso tal
proyeccion es siempre Up-escindida. Igualmente ocurre con la proyeccién arr(G) —
obj(G) x7 obj(G). Por tanto todo torsor en T?(7,1II) es U;-escindido.

Si para cada objeto z € O denotamos Endg(x) al grupo formado por aquellos
elementos u € A; (deformaciones) tales que S(u) =T (u) = Idy,

entonces la asociacién x — Endg(x) nos define un funtor
Endg : Go — Gp,
donde las flechas actian por conjugacion. Es facil comprobar que el grupoide
eq(S,T) = End(G) : End(A) —= 0O

es precisamente End(G) = Gy [Endg. Dar entonces un funtor a : End(G) — 7 [1I
haciendo pullback el cuadrado de la izquierda del diagrama (4.24) y cumpliendo las
condiciones de torsor (4.15) y (4.16) es equivalente a dar una equivalencia natural
a:

Endg

G =obi(@) Lo Gp. (1.25)

ITq

Identificaremos entonces un 2-torsor en T?(7,1I) con un par (G, a) donde G es un
2-grupoide y « es una transformacién natural como en (4.25).
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Claramente tenemos un diagrama conmutativo de inclusiones

MQUI (T, HK Tor?h (T,10)
"

T?(7,11)

por lo que podemos aplicar la Proposicién 4.2.8 para concluir lo siguiente:

Teorema 4.2.12 (Interpretacién de la cohomologia del cotriple de un grupoide
con coeficientes locales). Para cada grupoide T y cada T-mdédulo 11 se tiene un

isomorfismo natural
Hi(T,10) = T?(7,11]

entre la cohomologia del cotriple de T con coeficientes locales y las clases de com-
ponentes coneras de 2-torsores en T2(T,1I).

2-Torsores sobre modulos cruzados

Consideremos ahora la categoria de mddulos cruzados y el funtor de olvido
Uz : Xm — AGpd. Sea C = (G,C,d) un médulo cruzado, II : m(C) — Ab
un sistema de coeficientes locales y Iy : zero(II) — m1(C) el grupo abeliano en
Xm/m;(C) asociado a II. Un 2-torsor sobre C con coeficientes en II consistird
de un par (G,a) donde G es un grupoide interno en Xm con C como médulo
cruzado de componentes conexas y « : End(G) — zero(II) es un morfismo de
moédulos cruzados que satisface las condiciones de torsor, graficamente tenemos un
diagrama en la categoria Xm

End(G) zero(I)
1d S=T J{
G:Cxe G —=C——=0Co C— 5 m(C)

[

en el que el cuadrado es un pullback. Si aplicamos el funtor base : Xm — Gpd
(3.10), que conserva limites y coigualadores, al diagrama anterior obtenemos un
diagrama en grupoides

base(End(G)) — =) (C)
] g O\ l
base(G) : G1 xg, 1 —= G1 ———= Go G o m(C),
T q=base(d; ")

(4.26)
(donde hemos denotado G; = base(C;), i = 0,1 y hemos identificado S,T,Id y o
con base(S), base(T), base(Id) y base(o) respectivamente), en el que:
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e ¢l cuadrado es un pullback,

e base(G) es un grupoide interno en grupoides con G = base(C) como grupoide
de componentes conexas y

e base(End(G)) — Gp es el grupo (interno en grupoides) sobre Gy de endomor-
fismos de base(G).

Del hecho de ser el lado derecho del pullback en (4.26) una identidad, deduci-
mos que también lo serd el lado izquierdo, y concluimos que End(base(G)) =
base(End(G)) es un grupo trivial y por tanto base(G) es el grupoide asociado a
una relacién de equivalencia (concretamente al par nicleo del morfismo Gy — G).

Utilizamos ahora el Corolario 4.2.5 para asegurarnos que en la componente
conexa de cualquier torsor sobre C hay uno cuyo grupoide fibra tiene a 2G(C)
como modulo cruzado de objetos y a la counidad de la adjuncién como proyeccion
2G(C) — C, notemos que esta proyeccion es la identidad a nivel de grupoides base.
Podemos entonces asegurar, utilizando el razonamiento anterior, que en la clase de
cada 2-torsor sobre C con coeficientes en II existe uno (G, «) en el que el grupoide
interno en grupoides base(G) es el grupoide discreto con grupoide de objetos G.
Denotaremos T?(C,II) a la subcategorfa plena de T'or?(C, 1) con objetos aquellos
2-torsores (G,a) cuyo grupoide fibra G tiene base(G) el grupoide discreto con
objetos G = base(C), en otras palabras G es un grupoide interno en Xmg. Al igual
que ocurre en el caso de grupoides, del hecho de ser la proyeccién obj(G) — C la
identidad a nivel de grupoides base, podemos deducir que todo torsor en T?(C, II)
es Us-escindido.

Claramente tenemos un diagrama conmutativo de inclusiones

Torg, (C, HK Torg, (C,1I)
—

T2(C,1I)

por lo que podemos aplicar la Proposicién 4.2.8 para concluir:

Teorema 4.2.13 (Interpretacién de la cohomologia del cotriple de un médulo
cruzado con coeficientes locales). Para cada mdédulo cruzado C y cada C-mddulo TT
se tiene un isomorfismo natural

H3,(C,TI) = T?[C, 1]

entre la cohomologia del cotriple de C con coeficientes locales y las clases de com-
ponentes coneras de 2-torsores en T2(C,1I).

Nos resta analizar lo que ocurre a nivel de G-grupos.
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Supongamos (G, a) € T?(C,II), tenemos entonces que G es un grupoide interno
en Xmg y por tanto podemos aplicar el funtor techo : Xmg — GpY (ver (3.28),
que conserva limites finitos y coigualadores) para obtener un grupoide interno
techo(G) en la categoria GpY. Ademas este grupoide techo(G) tiene a techo(C) = C'
como objeto de componentes conexas. Haciendo un abuso notacional podemos
dibujar un diagrama

techo(End(G)) techol®) I
Id S=T J/
. g N i 0
techo(g) : Cl X Co Cl E—— Cl S C() C O7r1(C)7

donde hemos denotado C; = techo(C;) y hemos identificado T,S,Id y o con
techo(T'), techo(S), techo(Id) y techo(o) respectivamente. Notemos que todo el
diagrama anterior esta en la categoria de G-mddulos salvo la flecha vertical en la
derecha. Reescribimos este diagrama completamente en la categoria de G-mddulos

techo(a)

techo(End(G))

C x (IIq)

Id S=T J{pr
PR l
Co C

techo(G) : Cy x¢, C1 ——= C4

(4.27)
y observamos que el cuadrado ha de ser un pullback por lo que este diagrama
representa un 2-torsor en la categoria GpY sobre C' con coeficientes en el objeto

grupo abeliano
pr:C x (Ilq) — C.

Concluimos entonces que un 2-torsor en T?(C, II) consiste en un par (G, «) donde
G es un grupoide interno en Xmg, G = base(C), con C como médulo cruzado de
componentes conexas y (techo(G),techo(«)) es un 2-torsor sobre C' = techo(C) en
la categoria GpY con coeficientes en el objeto grupo abeliano pr : C x (Ilq) — C.
Notemos que, con la notacién utilizada en el diagrama (4.27), para cada objeto
r € Gy para cada elemento u € Cy(x), el grupo Endiecho(g)(x) (1) es isomorfo, via
techo(«),, al grupo abeliano I1(z) ademés este isomorfismo ha de ser natural tanto
en los objetos x de G como en los objetos u de techo(G)(z) (ndtese que el funtor
proyeccién q : G — 71(C) es la identidad en objetos).

2-Torsores sobre n-complejos cruzados, con n > 2

Por dltimo consideramos la categoria de n-complejos cruzados para n > 2
y el funtor de olvido U, : Crs, — ACrs,_;. Sea C un n-complejo cruzado,
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II € Ab™(©) un sistema de coeficientes locales para C y

IL, : zero,(II) m1(C)

el objeto grupo abeliano en Crs, /71 (C) asociado a II.

Un 2-torsor (U,-escindido) sobre C con coeficientes en II consiste en un par
(G,) con G un grupoide interno en Crs,, sobre C y « : End(G) — zero,(II) un
morfismo en Crs,, satisfaciendo las condiciones de torsor. Gréaficamente tenemos
un diagrama en la categoria Crs,

End(G) = zerop (II) (4.28)
Id S=T J{
G:Ci xc, C1 —=C4 ——=Co C— m1(C)

C

en el que el cuadrado es un pullback. Aplicamos el funtor T}, _1, truncacion a nivel
n — 1, al diagrama anterior y obtenemos

T2 (End(G)) Tno1(@) | (reron (1)) =1 (€)

1d l .

R

T-1(9)Th—1(C1) T Z Th-1(Co) ——> Tp—1(C) —————— > 11 (C).
T (65Y)

Este funtor conserva limites y colimites (ver pagina 174) y por tanto T,,_1(G)
es un grupoide en Crs,_; con T,_1(C) como (n — 1)-complejo cruzado de compo-
nentes conexas y que el cuadrado en el diagrama anterior es un pullback. Del hecho
de ser el morfismo vertical en la derecha del diagrama anterior una igualdad, de-
ducimos que el grupo End(7,,—1(G)) = T,—1(End(G)) — T,,—1(Co) sobre T,,_1(Co)
es trivial y por tanto el grupoide T,,_1(G) es el grupoide asociado a una relacién
de equivalencia, concretamente al par nicleo del morfismo 7,,—1(Co) — T,,—1(C).

Utilizamos de nuevo el Corolario 4.2.5 para asegurarnos que en la componente
conexa de cualquier torsor sobre C hay uno cuyo grupoide fibra tiene a "G(C) como
n-complejo cruzado de objetos y a la counidad de la adjunciéon como proyeccion
"G(C) — C, notemos que esta proyeccién tienen a la identidad como (n — 1)-
truncacién. Podemos entonces asegurar, utilizando el razonamiento anterior, que
en la clase de cada 2-torsor sobre C con coeficientes en II existe uno (G, «) en el
que el grupoide T,_1(G), interno en (n — 1)-complejos cruzados, es el grupoide
discreto con objetos T;,_1(C). Denotaremos T?(C,II) a la subcategoria plena de
Tor?(C,1I) con objetos aquellos 2-torsores (G, ) cuyo grupoide fibra G tiene como
(n — 1)-truncacién al grupoide discreto con objetos T;,—1(C). De nuevo, del hecho
de tener la proyeccién obj(G) — C la identidad como (n—1)-truncacién, deducimos
que todo torsor en T?(C,TI) es U,-escindido.



4.1. Cohomologias del cotriple 215

Claramente tenemos un diagrama conmutativo de inclusiones

Tor?, <c,HK Tory, (C,1I)
(/

T2(C,10)

por lo que podemos aplicar la Proposiciéon 4.2.8 para concluir:

Teorema 4.2.14 (Interpretacién de la cohomologia del cotriple de un n-complejo
cruzado con coeficientes locales). Para cada n-complejo cruzado C y cada 71(C)-
modulo 11 se tiene un isomorfismo natural

H2(C,II) = T?[C, 11

entre la cohomologia del cotriple de C con coeficientes locales y las clases de com-
ponentes coneras de 2-torsores en T?(C,1I).

Analicemos por tltimo qué ocurre a nivel n. Supongamos (G, a) € T?(C,II)
un 2-torsor, entonces G es un grupoide interno en Crs,, g al que podemos aplicar
el funtor techo,, ver (3.29), obtenemos entonces un diagrama

techon, (o)

techo, (End(G)) I

/’ES\ iSZT l

techo, (G) : techo,, (C1) ——% techo, (Cy) — techo,(C) - 0 ()
T

en el que todas las flechas estan en la categoria ADbY salvo la vertical en la derecha
que estd en la categoria Ab™ (€©) Reescribimos este diagrama completamente en
la categorfa de G-modulos levantando por pullback el morfismo II — O ¢) ¥y
obtenemos

techon (End(G)) —="Y_techo, (€) x (TTq)
Id S=T pr
/_S\
techo,,(G) : techo,,(C1) ———= techo, (Cy) techo,,(C)
T

que nos representa un 2-torsor en la categoria Ab¥ sobre techo,,(C) con coeficientes
en el objeto grupo abeliano techo,,(C) x (Il ¢) — techo,(C).

Concluimos entonces que un 2-torsor en T2(C,II) consiste en un par (G, )
tal que G es un grupoide interno en Crs,, con truncaciéon T,_1(G) el grupoide
discreto sobre T,,_1(C) y con (techo,(G),techo,(«)) un 2-torsor en la categoria
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AbY de G-médulos (con G el grupoide base de C) sobre techo,,(C) con coeficientes
en techo,(C) x (Ilq) — techo,(C). Entonces para cada objeto z € G y cada
elemento u € techo,(Co)(x) el grupo Endiecho, (g)(x) () s isomorfo, via techo, (),
al grupo abeliano II(z) ademds este isomorfismo ha de ser natural tanto en los
objetos x de G como en los objetos u de techo(G)(x) (de nuevo usamos que el
funtor proyeccién ¢ : G — 71(C) es la identidad en objetos).

4.2.4 2-Torsores y extensiones en Crs,. Interpretacion de las co-
homologias del cotriple con coeficientes locales en Crs, en
términos de extensiones

En este apartado, vamos a interpretar los grupos de cohomologia del cotriple
H?2.(C,II) en términos de extensiones. Para ello utilizaremos los Teoremas 4.2.12,
4.2.13 y 4.2.14 que nos dan una interpretaciéon de dichos grupos de cohomologia
como clases de componentes conexas de 2-torsores en T?(C, II).

Serd entonces suficiente con dar una interpretacién de los elementos de T?(C, IT)
en términos de extensiones. Para hacer esta interpretacién distinguiremos el caso
de grupoide, tratandose todos los demads casos al mismo tiempo.

Comencemos analizando el caso de grupoides. Dado un grupoide 7 y un
T-médulo II, como comentamos en la subseccién anterior 4.2.3 un 2-torsor en
T?(7,1I) consta de un par (G, a) donde el grupoide fibra G (interno en Gpd) es
un 2-grupoide con 7 como grupoide de componentes conexas y « : Endg — (Il q)
es una equivalencia natural (ver (4.25)), donde ¢ : obj(G) — 7 es la proyeccién
canodnica. Para obtener el concepto de 2-extension de 7 por II utilizaremos la
equivalencia entre la categoria de 2-grupoides y la de mddulos cruzados (ver
Proposicién 3.1.9). Por esta equivalencia, dar el 2-grupoide G es equivalente a
dar el médulo cruzado xm(G) = (Go, N, 0), ademads el hecho de ser 7 el grupoide
de componentes conexas de G es equivalente a decir 7 = 71(xm(G)). Por otra
parte el cociclo « es una equivalencia natural « : Endg — (Il ¢) que en términos
de médulos cruzados es equivalente a dar una equivalencia « : mo(xm(G)) — II de
7T-médulos (es decir, 71 (xm(G))-mdédulos).

A partir de estas observaciones damos la siguiente definicion:

Definicion 4.2.15. Una 2-extension de un grupoide T por un T-mddulo TI :
T — Ab es un par (C,a) con C = (G,C,d) un mddulo cruzado, llamado la fibra
de la extensién, que tiene a T como grupoide fundamental (i.e. 7 (C) = T) y
a:ma(C) — II es una equivalencia natural de T-mddulos, llamada cociclo.

Notemos que dada una extension como en la definiciéon anterior, para cada
objeto x € G, se tiene una 2-extensién (singular) de grupos (ver definicién en [27])

0 — II(z) — C(z) 2 Endg(z) — Ends(z) — 1



4.1. Cohomologias del cotriple 217

—1
donde el morfismo II(x) — C(z) es la composicién II(z) =2 mo(C)(x) — C(z).
Un morfismo @ : (C, ) — (C',&’) de 2-extensiones de 7 por II es un morfismo
de médulos cruzados @ : C — C’ que hace conmutativos los triangulos:

base(C) m2(C)
pr e}
base(®) \ T y Wz(@)‘/ \ II
base(C’) ma(C') .

Denotaremos Ext?(7,1I) a la correspondiente categoria de 2-extensiones de 7°
por II y como Ext?[T,1I] al correspondiente conjunto de componentes conexas.
De forma inmediata podemos concluir:

Teorema 4.2.16. Dado un grupoide T y un T -mddulo 11 : T — Ab, las categorias
T?(7T,11) y Ext?(T,1I) son equivalentes.

Es evidente que los resultados anteriores implican la siguiente interpretacién
de la cohomologia del cotriple en grupoides en términos de extensiones

Hio(T,1) = Ext?[T,11], (4.29)

resultado que es bien conocido en el caso de grupos.

Analicemos ahora el caso general.

Sea C un n-complejo cruzado, n > 2, I un m1(C)-médulo y (G, o) un 2-torsor
en T2(C,II). Entonces G es un grupoide interno en Crs,, con (n — 1)-truncacién el
grupoide discreto con objetos 7;,—1(C), se tienen por tanto que G es un objeto en
GCrs,. Podemos aplicar el funtor crs,, : GCrs,, — Crs, 1, ver Proposicion 3.4.1,
y obtener un (n+1)-complejo cruzado crs, (G) que tiene las siguientes propiedades:

e N,crs,(G) =G,
e P,(crs,(G)) =m(G) = C, Proposicién 3.4.2, y

e techo,End(G) = techo,0bj(G) X (mp+1¢rs,(G) q), donde ¢ : base(C) — 71 (C)
es la proyeccién canoénica, Proposicién 3.4.3.

Deducimos entonces que el cociclo « induce un isomorfismo de 71(G)-mdédulos
Tn+1(crsp(G)) = I1. Estos hechos nos dan pie a la siguiente definicion:

Definicién 4.2.17. Sea C un n-complejo cruzado y II un 71(C)-mddulo. Una 2-
extension de C sobre I1 es un par (€, ) formado por un (n+1)-complejo cruzado €
tal que Py (E) = C y un isomorfismo o : mp41(€) =11 de m1(E) = m1(C)-mddulos.
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Notemos que para cada objeto x € base(£) = base(C) se tiene una 2-extensién
de grupos

(7™ Ont1)z On)z
0 —> II(z) ——— techo(Ep41)(x) % techo(&rn ) (z) L> techo, (C)(z) — 0,

donde &, y &,+1 denotan los médulos cruzados en dimensiones n y n + 1 respecti-

vamente de &£ y el morfismo a, estd definido en funcién de «; de la forma obvia.
Un morfismo @ : (€,a) — (€',a’) de 2-extensiones de C por II es un morfismo

de (n + 1)-complejos cruzados ® : € — £’ que hace conmutativos los tridangulos:

E 50 Tnt1(E) N
\ \
® C y Tn+1(P) II.
g /5;) /%
7rn+1(£ )

Denotaremos Ext?(C,1I) a la correspondiente categoria de 2-extensiones de C
por II y por Ext?[C,TI] al correspondiente conjunto de componentes conexas. De
forma inmediata podemos concluir:

Teorema 4.2.18. Dado un n-complejo cruzado C y un w1 (C)-mddulo 11 : w1 (C) —
Ab, la categoria T%(C,11) es equivalente a la categoria Ext?(C,II) de 2-extensiones
de C por II.

Como consecuencia del teorema anterior 4.2.18 y del teorema de interpretacién
4.2.14 obtenemos

Teorema 4.2.19 (Interpretacién de la cohomologia del cotriple de n-complejos
cruzados en términos de extensiones). Para cada n-complejo cruzado C y cada
7m1(C)-mddulo I existe un isomorfismo natural

n(C, 1) = Ext?[C, 11|
entre la cohomologia del cotriple de C con coeficientes locales y las clases de com-

ponentes conezxas de 2-extensiones de C por 11.

4.3 Representacion de la cohomologia singular en sub-
categorias de n-complejos cruzados simpliciales

Sea X un conjunto simplicial y IT : 71 (X) — Ab un sistema de coeficientes locales
para X. En la Seccién 4.1.4, Teorema 4.1.5, representamos la cohomologia singular
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de X con coeficientes en Il en términos de clases de homotopia de aplicaciones
simpliciales
Hm(Xa H) = [an7 L7r1 (X) (Hv n)]SSet/Ner(wl (X))-

Esta es una interpretacion de la cohomologia singular en la categoria SSet =
Simpl(Set) = Simpl(Crsy). El objetivo de esta seccién es representar esta coho-
mologia singular en subcategorias de objetos simpliciales internos en Crs,. M4as
concretamente, representaremos la cohomologfa H™ " (X, II) como clases de ho-
motopia de morfismos entre objetos simpliciales internos en Crs,,.

Teniendo en cuenta las particularidades de las categorias Crs; = Gpd y
Crsy; = Xm trataremos estos dos casos por separado, al igual que hemos venido
haciendo a lo largo de toda esta memoria.

Asi, en primer lugar, representaremos la cohomologia H™!(X,II) en la cate-
goria Gd que es una subcategoria de la categoria SimplGpd, de objetos simpli-
ciales en Gpd. Después veremos cémo la cohomologia H™+2(X, II) puede repre-
sentarse en la subcategoria Sxm de la categoria Simpl(Xm) de médulos cruzados
simpliciales, que se obtiene imponiendo a los mdédulos cruzados simpliciales una
restriccién andloga a la que se le impone a los grupoides simpliciales para que
determinen objetos de Gd. Para n > 2 daremos una representacién de la coho-
mologia H™*"(X,II) en una subcategoria, SCrs,,, de la categoria Simpl(Crs,,)
de n-complejos cruzados simpliciales. Notemos que las restricciones impuestas so-
bre los n-complejos cruzados simpliciales (para todos los n > 1) para que sean
objetos en SCrs,, vienen determinadas por las particularidades de las resoluciones
de los cotriples "G.

El mecanismo por el cual obtendremos estas representaciones consistird en
establecer una cadena de adjunciones

F1=G Fo Fn
SSet Gd SCrsy e SCrs,,_1 SCrs,

— S—

W =Ner Wo Wn

F; 4 Wi, que nos permitird levantar la representacién dada en el Teorema 4.1.5
hasta SCrs,,.

Representacién de la cohomologia H™!(X,II) en la categoria Gd.
En la Seccién 2.3, introdujimos el par de funtores adjuntos
G : SSet = Gd : Ner, G - Ner,

que ya usaron Dwyer y Kan en [29] con el nombre de funtor “complejo clasificador”
W y su adjunto izquierda “grupoide de lazos” y que extienden a los funtores clésicos
G : SSet, = Gp2A” : W de [33] y [53].
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En lo que sigue nos referiremos al funtor Ner (ver pagina 82) como W1 : Gd —
SSet.

Si G es un grupoide visto como un grupoide simplicial constante, es evidente
que los n-simplices de W1(G) son precisamente los n-simplices de Ner(G) y de
hecho se tiene que W1(G) = Ner(G). Por tanto, W también induce un funtor

W1 :Gd/G — SSet/Ner(G).

Corolario 4.3.1. Sea G un grupoide, II : G — Ab un G-mddulo y I el objeto
grupo abeliano en la coma categoria Gpd/G asociado a 11 (ver Ejemplo 2.4.8
y también (4.20)). Entonces el objeto simplicial K(II;,n) € (Gpd/G)2” =
GpdAoP/g realmente estd en Gd /G (donde G lo vemos como el grupoide simplicial
constante) y ademds se tiene un isomorfismo en la coma categoria SSet/Ner(G),

Wi(K(Iy,n)) = Lg(I,n + 1). (4.30)
Demostracién: Es evidente que K(II1,n) € Gd/G. Ademés se tiene que
W1 (K (I, n)) = Nex(sy (I1, n)) — Nex(G)

por lo que el isomorfismo (4.30) es justamente el isomorfismo en la Proposicién
2.4.9. |

Una simple extensién del Teorema 3.3 en [29] nos proporciona sin dificultad la
siguiente

Proposicién 4.3.2. El funtor W1 : Gd/G — SSet/Ner(G) y el correspondiente
adjunto izquierda que llamaremos F1 preservan fibraciones y equivalencias débiles
y para cada par de objetos G € Gd/G y X € SSet/Ner(G) una aplicacion X —
W1(G) es una equivalencia débil si y solo si su adjunta F(X) — G lo es.

De lo anterior se tiene que la adjuncién se mantiene en las correspondientes
categorias de homotopia y como consecuencia el conjunto de clases de homotopia
de aplicaciones X — W1(G) en SSet/Ner(G) es biyectivo con el conjunto de clases
de homotopia de aplicaciones F1(X) — G en Gd/G, (ver [29], pagina 383).

Teorema 4.3.3 (Representacién de la cohomologia H™+1(X,II) en Gd). Para
cada congunto simplicial X y cada sistema de coeficientes locales I para X existe
una biyeccion natural

H™ (X 2 [F X, K (I, m)]Gam (%)

donde T1; es el objeto grupo abeliano en Gpd/m(X) asociado a II.
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Demostracién: El teorema de representacion de la cohomologia singular 4.1.5, el
isomorfismo en la Proposicién 4.3.1 y la Proposicién 4.3.2 anterior nos determinan
isomorfismos:

H™ (X, = X, Loy () (I m + 1)] g0t /Ner(m (X))
= [Xyx, W1 K (T, m)]sSet /Nex(r1 (X))
= [FiXox, K, m)lgd/m (x)-

Si tomamos como conjunto simplicial X al nervio de un complejo cruzado C,
obtenemos

Corolario 4.3.4 (Representacion de la cohomologia singular H;?,;;l (C,1II) en GA).
Para cada complejo cruzado C y cada 71(C)-mddulo 11 se tiene una biyeccion nat-
ural

Hm+1(C,H) = [leer(C)vK(ﬁlvm)]Gd/ﬂl(C)'

sing

Representacién de la cohomologia H™*2(X,II) en la categoria Sxm

En la categorfa Xm de médulos cruzados hemos considerado el cotriple 2G.
Observamos que para cada médulo cruzado C, el médulo cruzado 2G(C) tiene como
grupoide base al mismo que C y ademas la counidad € de la adjuncion Us - F5 es
la identidad a nivel de grupoides bases:

base(e) = Id : base(*G(C)) — base(C).

Deducimos entonces que la resolucién del cotriple 2G,4(C) es la identidad a nivel
de grupoides base, esto es

base. (*G4(C))

es un grupoide simplicial constante, donde base, : Xm2” — Gpd2” es el funtor
inducido por el funtor base : Xm — Gpd.

La categorfa Sxm serd la subcategoria plena de la categoria XmA” de médulos
cruzados simpliciales cuyos objetos son médulos cruzados simpliciales Co tales que
los morfismos cara y degeneracién son la identidad a nivel de grupoides base. O
equivalentemente, tales que base,(Co) es un grupoide simplicial constante.

Podemos describir la categoria Sxm desde los siguientes dos puntos de vista
alternativos:

e Dar un objeto de Sxm es equivalente a dar un par (G,3) donde G es un

grupoide y ¥ € (Xmg)2™ es un objeto simplicial en G-médulos cruzados.
Un morfismo de (G,X%) a (G',¥’) en Sxm vendrd dado por un par (F,«)
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donde F' : G — G’ es un funtor (cambio de base) y a : ¥ — ¥’ es un morfismo
simplicial que tiene en todas las dimensiones el mismo funtor cambio de base
F.

De forma alternativa podemos describir un objeto de Sxm como un par
(C,C) con C = (G,C,d) un médulo cruzado, y C € (GpY)2” un G-grupo
simplicial tal que:

1. Chy=0C,
2. §:Cy = C — Endg coiguala los dos morfismos cara dg,d; : C; — Cy,

3. la terna (G,Cy,6), con § : C,, — Endg el tinico morfismo dado por la
composicién de las caras C,, — Cp y ¢ : Cy — Endg, es un mdédulo
cruzado (o equivalentemente, satisface la condicién de Peiffer).

Segtin esta descripcién, un morfismo de (C,C) en (C’,C’) vendra dado por
un par ((F,«),3) donde (F,«) : C — C’ es un morfismo de mddulos cruzados
y B:C — F*C' es un morfismo simplicial de G-grupos donde F™* : Gpg, —
GpY es el funtor de la categorfa de G'-grupos en la categoria de G-grupos
inducido por F. Noétese que la componente en dimensién 0 del morfismo
simplicial 3 coincide con la transformacién «. De hecho podemos simplificar
denotando un morfismo de (C,C) en (C’,C’) como el par (F, 3).

Representaremos a un objeto de Sxm mediante un diagrama

Sn 1 /
/;:\\ 14/22\ a N
Ch, = ZCphq - ) (4.31)
o s W B W a w

Vamos ahora a construir el par de funtores adjuntos

Fo: Gd Sxm : W -

Comenzaremos definiendo Ws.

Recordemos que en la Seccién 2.6 habiamos visto la categoria SGd (de gru-

poides enriquecidos en conjuntos simpliciales dobles) como subcategoria plena de
la categoria SSimplGpd = Gpd2”*A” de grupoides simpliciales dobles (ver
pagina 119). Observamos ahora que el funtor diagonal de Artin-Mazur (1.18) lleva
objetos de la categoria SGd en objetos de Gd,

SSimplGpd " SimplGpd .
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Por otro lado el Corolario 3.1.10 nos mostraba un isomorfismo de categorias
Xm = Gds,
que al componerlo con la inclusion Gds «— Gd induce un funtor
Xm?”" — Gd*”

cuya restriccién a la categoria Sxm cae dentro de la categoria SGd,

Sxm - - - >~ SGd

Xm2” —= GdA” .
El funtor Wy se define como la composicién

W, :Sxm 2 sad ¥ ad.

Vamos a describir la accién de este funtor sobre un objeto (G, %) € Sxm.

Para cada n > 0, supongamos %, = (G, Cy, o).

El grupoide simplicial W5 (G, X) tiene como objetos a los objetos de G y como
grupoide de 0-simplices al propio G, esto es:

Wa(G, %) =G.

El grupoide W3(G,X); de 1-sfmplices tiene como flechas entre dos objetos = e y
a los pares (f,(g,a0)) con f € Homg(x,y) y (g,a0) € Homgfco(x,y) tales que

d3(f) = d(g,ap), es decir, que f = g. Identificando el par (f,(g,a0)) con (f,aon)
se tiene que

W(G,%)1 = G[Co.
Con morfismos cara y degeneracion dados por las féormulas:
dO(fa aO) dO(fa (fv ao

dl(fa ao) dl(fa (fv ag
so(f) = (s§(f),s6(f)) = (f. (f:0co())) = (f, 000 ())-

En dimensién 2, una flecha de z en y de W3(G, X)s estarfa formada por una
terna

(fa (gaal) ) ((h,ao),((éo)y(ao)h, bU)))
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con f, (g9,a1) y ((h,ao), ((do)y(ao)h, bp)) flechas de = en y en los grupoides G, G [C4
y G[Co xg G [Cy respectivamente, satisfaciendo las identidades

dg(f) = d?(gv al)a

dg(gv a1) = dg((hv aO)? (<5O)y<a0)h7 bU))

0 equivalentemente

f=9 v (g9,doar) = (h,ag).

Podemos entonces identificar la terna (f,(g,a1), ((h,ao), ((do0)y(ao)h,bo))) con la
terna (f,ag,a1) con f € Homg(z,y), ap € Co(y) y a1 € C1(y), es decir:

HOng(g,E)Z (1"73/) = Homg(azjy) X CO(y) X Cl (y)
Escribiremos entonces o
Wg(g, 2)2 = g * CO * Cl,

donde el grupoide G x Cy * (1 tiene como objetos los de G, flechas las ternas
(f,a0,a1) como antes y composicién dada por la férmula:

(gab()abl)(fu CL[),CLl) = (gf7 bO + (51)Z(b1)ga07b1 +ga1)7

noétese que este grupoide es una especie de producto semidirecto. Con estas iden-
tificaciones, los operadores cara estan dados por las férmulas:

do(f, a0, a1) (f, (fsa1), ((f,doar), (01(a1)f, ao)
dg(f,a1), dg((f,doar), (61 (a1) f, ao)
1)y(ar) f, ((01)y(a1) f,

di(f, (f,a1), ((f, doar), (61
= (Y (f), d}((f,doar), (d1(
= (f,ap + dpar),
dsy
= (f,

do
= (
((

di(f,a0,a1) ;
faa)) (fa(faa0+d0al))

dQ(fv aop, al) (f’ (fa al) ((fv dOal)? (51(a1)f7 ao))) = (dg(f)’ d'll)(fv al))

(f,drar)) = (f, drar),

v los degeneracién por:

so(f,a0) = so(f, (f,a0)) = (s§(f), s6(f), 56(f, a0))
= (f, (f, 0cyy))s ((f, Oco(y))s (f1 a0))) = (f, a0, 0cy(y))
s1(f,a0) = s1(f, (f,a0)) = (s7(f), s5(f, a), s (f, an))
= (f, (f: s0a0), ((f, a0), ((d0)y(a0) f,0c()))) = (f,0¢, (y): S0a0)-
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En general, para n > 3, es facil comprobar que el conjunto de flechas de = a y
del grupoide de n-simplices de Ws(G, X) estda dado por

Homyy, g 5, (#,y) = Homg(z,y) x Co(y) x ... x Cn_1(y). (4.32)

Denotaremos entonces
WQ(Q, 2)71 = g * CO * ...k Cn—l

al grupoide de n-simplices de W5(G,X). La composicién en este grupoide estd
dada por la féormula:

(9,00, b1, ey bu—1) (f, @0, @1, oovy A1) =(gf, b + OV2(b)Cn1)2n=1)g g -

bp—2 + (5n71)z(bn71)gan727 bp—1 + ganfl)a

obsérvese de nuevo que este grupoide es una especie de producto semidirecto. Los
operadores cara y degeneracion

(WG, 5))ns1 <L (Wa(G,X))n 25 (Wa(G, E))ns
estan dados por:

do(f ((0n—-1)y(an—1)f, a0, .-, an—2),

(f aQy «evy Ap—i—2, Ap—j— 1+d0an udlan z+17-‘-7di—1an—1)7
(f,diay, ..., dp10n1),
(

fra0, s an—j—1,0c,_;(y)s S0@n—j, -y Sj—1an—1).

(f,a0,a1,...;an_1) =
di(f,a0,a1,....,an—1) =
dn(f,a0,a1,.cc;ap_1) =
si(f,a0,a1,...,an-1) =

(4.33)

Notamos ahora que si G es un grupoide visto como médulo cruzado simplicial
que en cada dimensién tiene al médulo cruzado discreto discr(G) = Og, entonces
Wo(G) es igual a K(G,0), es decir, el grupoide G visto como grupoide simplicial
constante. Como consecuencia, el funtor Wy induce un funtor

Wy : Sxm/G — Gd/G.

Lema 4.3.5. Supongamos que (C, C) representa un médulo cruzado simplicial en
Sxm y que C es un G-grupo simplicial (G = base(C)) cuyo complejo de Moore es
trivial en dimensiones > m (o equivalentemente, C es el nervio de un (m — 1)-
hipergrupoide de G-grupos). Entonces Wa(C,C) € Gdpy1.

Demostracién:
Nétese primero que para un G-grupo simplicial C € (Gp9)2”, el que su com-
plejo de Moore sea trivial en dimensiones > m es equivalente a que para cualquier
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objeto = € obj(G), el grupo simplicial C(z) € Gp2”™ tenga también complejo
de Moore trivial en dimensiones > m o equivalentemente que las proyecciones
canénicas K : Cp(z) — A% C(z) sean isomorfismos para todon >my 0 <i < n.

Usando el Corolario 2.4.3, probar que W3(C,C) € Gd,,;1 es equivalente a
demostrar que los funtores

K. :Wy(C,C), — AL (Wo(C,C)), 0<i<n,

son isomorfismos para todo n > m + 1. Ahora bien, como los funtores K son la
identidad en objetos, solo tenemos que ver que K es isomorfismo a nivel de flechas
o lo que es equivalente, que cada flecha ¢ = (f, ag, a1,...,an_1) € Wo(C,C),, n >
m + 1 estd totalmente determinada por cualesquiera n de sus n + 1 caras. En
efecto, supongamos f : x — y, entonces:

1. Si conocemos todas las caras de £ excepto la ultima, a partir de la cara

d(](f7 agp, at, ..., a‘n—l) = ((5n—1)y(an—1)fa agy ..., an—2)7

podemos determinar todas las componentes de £ excepto f € arr(G) y an—1 €

Cr—1(y). Ahora bien,

dl(f7 ag, iy ..., an—l) = (fa aQy -y Ap—3, Gpn—2 + d(](an—l))

y por tanto podemos determinar f y, ya que conocemos a,_o, también
do(an—1). De forma andloga, las demds caras d;(§) con 2 < i < n—1
determinan también las caras d;_q(a,—1). Por tanto, hemos determinado
todas la componentes de £ menos el elemento a,—1 € Cy,_1(y), pero de este
elemento conocemos todas sus caras excepto d,,—1(a,—1), es decir conocemos

(do(an-1),di(an—1), -, dn-2(an-1),—) € An~1C(y)

que, por ser el morfismo K"~ : Cy,_1(y) — A""1(C(y)) un isomorfismo (por
hipétesis), determina completamente a a,_1.

Asi, todas las caras de £ salvo la iltima determinan univocamente a &

2. Supongamos ahora que conocemos todas las caras de £ excepto la cara ¢, con
1 <i<n—1,a partir de la cara dy(£) de nuevo podemos determinar todas
las componentes de £ excepto la flecha f € arr(G), que obtenemos a partir de
la cara d,,(§), y el elemento a,—1 € C,—1(y). Ahora bien, de nuevo, a partir
de las demés caras d; con 1 < j < ny j # i podremos determinar todas las
caras d;j_1(an—1) (excepto la cara (i — 1)) y por tanto tenemos un elemento

(dO(an—1)7 ey di—2(an—1)7 I di(an—l)a ceey dn—l(an—l)) € A;_,llc(y)

que, por ser K"7' : Cp_1(y) — ALY (C(y)) un isomorfismo, nos determina
unfvocamente a a,_1 y asf a &.
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3. Por dltimo, si conocemos todas las caras de £ excepto dy(§), la cara

dl (fa Qg -, an—l) = (fa ag, ..., Ap—3,ap—2 + dO(an—l))a

nos permite determinar todas las componentes de £ excepto an—2 ¥ ap—1.
Ademas si conociéramos a,—1 a partir de d;(§) también tendriamos deter-
minada la componente a,_s. Ahora bien, las caras d;(§) con 2 < i < n
determinan las caras d;—1(a,—1) y por tanto un elemento

(= di(an—1), s dn-1(an-1)) € A)_;C(y)(= Cr1(y))

que de nuevo, por ser K§ ' : C,_; — AY_,(C(y)) un isomorfismo, determina
univocamente la componente a,,_1 de &.

Ejemplo 4.3.6. Sea G un grupoide y11 : G — Ab un G-mddulo, el modulo cruzado
zero(IT) = (G,11,0) estd dotado de una aplicacion al médulo cruzado asociado al
grupoide G

Il = zero(Il) — i1(G)
y la estructura de G-mdodulo de I1 convierte a este morfismo de maodulos cruzados
en un objeto grupo abeliano en la coma categoria Xm/G (ver (4.20)). Podemos
por tanto construir el objeto simplicial de Eilenberg-Mac Lane

K(ﬁg, m) € (Xm/g)A‘”’,

donde hemos identificado G con el mddulo cruzado i1(G). Es facil comprobar que
este objeto simplicial puede ser considerado como un objeto en Sxm/G, donde
ahora estamos identificando G con el objeto K (i1(G),0) en Sxm. Vamos a denotar

l'ig) (I1,m) al médulo cruzado simplicial en Sxm dominio de K (Ila,m), esto es
K (Tly,m) = 5§ (ILm) — K(i1(9).0).

Notese que (segin la sequnda descripcion de los objetos de Sxm) n(gQ)(H, m) estd
dado por el par (0g, K (II,m)), donde K (II,m) es el objeto simplicial (en G-grupos)
de FEilenberg-Mac Lane asociado al G-mddulo 11.

Puesto que K(I1, m) es un G-grupo simplicial cuyo complejo de Moore es trivial
en dimensiones > m+1, el Lema 4.3.5 nos asegura que WQ(H(QZ) (I, m)) € Gdyt2
por lo que WQ(K(Q2) (I,m)) = C’oskm+2W2(ﬂéQ) (I, m)). Para describir entonces

completamente Wg(ka(;) (IT,m)) bastard con que demos su (m + 2)-truncacion. Un
calculo directo mos permite describir esta truncacion como sigue:

g sin <m,
Wo( (Mm), = G sin=m+1,
G Imt2 sin=m+2,
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con operadores cara y degeneracion en la dimension significativa:
G u L g &g
dados por las formulas (4.33), que en este caso son
do(f; a0, amy1) = (f a0),

dl(f)a0)°")am+l) = (f’a0+d0(a17"'7GM+1)) = (f7a0+al)a

di(f,a0,samy1) = (f,dica(ar, .. ami1)) = (f,a0), 2<i<m+1,
ds2(f a0, oy @my1) = (frdmr1(a, .., ams1)) = (f, 04 (=1)m+i-la,)
so(f,a) = (f,a,0,..,0),
5i(f.0) = (f.87-1(@) = (f,0my s 0,0,0,0,...,0), 1 < j <m,

Sme1(fya) = (fysm(a)) = (f,0,...,0,a).

Notese que el isomorfismo

K42 Wa (k) (T, m)) sz = G [T — G [TI™ 2 = A 2(Wo (xS (1T, m))

estd dado por

m—+42 —
Km+2 (f, ap, 41,09, ..., am+1) = (f, ap,ao +ai,ag, ..., am+1).
Es inmediato entonces comprobar la siguiente proposiciéon que es andloga a la
Proposicion 2.4.9.

Proposicion 4.3.7. Para cualquier grupoide G, cualquier G-mddulo I1 y cualquier
m > 1 existe un isomorfismo natural

Wo (k2 (T, m)) = k) (T, m + 1).

Ademds dicho isomorfismo hace conmutar el diagrama

[a)

Wa (xS (11,m)) k) (I,m + 1)

K(G,0).

De forma andloga a la Proposicién 4.3.1 y como consecuencia de la Proposicién
4.3.7 anterior tenemos:
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Corolario 4.3.8. Para cualquier grupoide G, cualquier G-mddulo 11 y cualquier
m > 1 sill el objeto grupo abeliano en la coma categoria Gpd/G y Ila, el ob-
jeto grupo abeliano en la coma categoria Xm/G. Entonces existe un isomorfismo

natural o N _
Wao(K(Ilg,m)) = K11, m + 1) (4.34)

en la coma categoria Gd/G

Vamos ahora a adaptar el funtor G “grupoide de lazos” a este contexto para

obtener un funtor
Fy: Gd — Sxm

que sea el adjunto izquierda de Ws. Demos una descripcién explicita de este funtor
Fa.
Dado un grupoide simplicial G como el representado en (2.1)

d §7;01', /So S50
u// n\\ V/dz\ PRI

do dO dO

N /so\

RN

Gpn=z Gy - Gy=m ~G1 Go
do do do
O
O———0 - O O 0

denotamos por K, a los grupoides totalmente disconexos definidos por

ICO = ker(d1 : gl — go),
ICn = ker(dldg...dn+1 : gn+1 — go), n Z 1.

Asociados a cada uno de estos grupoides tenemos Gy-grupos
K, :Gy— Gp

que asocian a cada objeto x € obj(Gp) = O el grupo Endy, () con accién dada por
conjugacién via $p,8p—1..-50 : Go — Gp+1. Ademas la transformacién natural

d: Kn — Endg0
cuya componente en z € O viene dada por

0z : Kp(z) — Endg, (), 0(u) = doda...dn+1(u)
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determina un pre-médulo cruzado, que representaremos por la terna (Go, K, ).
Si tenemos ahora en cuenta que, para cada objeto z € O, la componente en x de
los operadores cara d;, 2 <1i < n+ 1,y degeneracién s;, 1 < j < n+ 1, restringen
a Kp(x), es decir, para cada v € K,(x), di(u) € Kn_1(x) y sj(u) € Kni1(z),
observamos que tenemos un objeto simplicial aumentado y escindido de Gg-grupos

n S2
LA LN
Kn=sken o0 K=K Ko

2 d2 da

Por otra parte, para 2 <t <n+1y 1< 75 <n+1 se tiene

0z (diu) = doda...dpdiu = dods...didpy1u = dods...d;id;dito...dpy1u
= dodz...dp+1u = 65(u),
dz(sju) = doda...dpr2sju = dods...sjdpr1u = doda...dj1155dj41...dp 1
= dody...dpt1u = §;(u),
para cada objeto x € O y cada u € K,,(z), es decir, los operadores cara y degene-
racién del diagrama anterior son morfismos de pre-médulos cruzados y por tanto

dicho diagrama de Gy-grupos nos proporciona un diagrama simplicial aumentado
y escindido de pre-médulos cruzados

On—1 o1
A PN o
K,=—ZKp Koa—/—/—ZTK; Ky
o1 51 o1
5l lé 5i i(s l(s
Endg, == Endg, s Endg, == Endg, —— Endg,,

(4.35)
donde §; : K, — K,,—1y 0 : K,_1 — K, son transformaciones naturales cuyas
componentes para cada objeto x € O vienen dadas por restricciones de las compo-
nentes en x de las caras di11 : Gp41 — Gp y de las degeneraciones s; 1 : G, — Gpi1
respectivamente.

Vamos a construir un médulo cruzado simplicial a partir del diagrama (4.35).
Para ello haremos un cociente en cada Gg-mdédulo, eliminando elementos Peiffer y
los que sean imagenes por sg. Mas concretamente:

Para cada n > 0 consideremos el Gy subgrupo p, C K, que a cada objeto
x € O asocia el subgrupo g (z) C K, (z) generado por los elementos de la forma

{u, v} = S=Wpyy=ty ™1 y Sow ,

con u,v € Kp(z) y w € K,—1(x). Nbtese que si w € K, _1(x), entonces sow €
K, (z) pues:

dldg...dn+1(80w) = dldg...Sanw = d180d1...dnw = dl...dnw = Idx.
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Ademés claramente la accién de las flechas de Gy sobre K, restringe a g, ya que
Hu,o} = {fufo} y T (sow) = so(fw),

para todo flecha f en Gy con dominio x.
Por otro lado el subgrupo g, (z) C K,(z) es normal pues:

e dados {u,v} € pn(x) y w € K,(x) se tiene:
w{u, v}w "t = {w,(sz(“) v}y Hwu,v} € pu(x),

e ydadow € K,_1(z) y u € Kp(z) como

02(W) g0 (w) = $0(Sp—1...500z (W) Wsn_1...500% (1) ™) € pn(x),

se tiene:
uso(w)u™" = uso(w)u™ (s (w)) T (%o (w))
= {u, 50(w)} 7 (= so(w)) € pu(x).
Por tanto podemos construir el Gy-grupo cociente
Ky : Gy — Gp, @ = Ku(2) = Ky (2)/pn(2).

Notamos ahora que la transformacién natural ¢ : K,, — Endg, lleva g, en el
Go-grupo trivial, en efecto:
Para cada objeto x € O, cada w € K,,_1(x) y cada par (v,w) € K, (z) se tiene

5x(80w) = dodg...dn+1(80w) = dodg...SOdn(w) = dOSle...dn(w)
=dy...dp(w) = Id,,

6 ({v, w}) = 0, wow o) = 0, (% w)8,v(8,w) " (T,v) !
= 5¢C((sn...soéxv)w(sn...s()éxv)_l)(L;U((Sacw)_l(5501))_1
= 5,00, w(0,v) L 0,v(8,w) " (8,0) "t = Id,.
Asf la transformacién natural 6 : K,, — Endg, induce otra en el cociente

0

K, Enng
7

\ Ve
s
R

K.
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Es facil comprobar que la terna (Qg,f(n,é) representa un moédulo cruzado.
Ademsis cada morfismo d; y o; en el diagrama (4.35) lleva el sub Go-grupo @,
en En-1 vV ©Pn+1 respectivamente, en efecto, dado un objeto x € O y dados
{u, v}, sop(w) € pp(x) se tiene:

di({u, v}

oj({u,v}
di(so(w)
(

aj(so(w)

{dit1(u),diy1(v)} € pp-1(z),

= {5j+1(“)’5j+ ( )} € ont1(2),
dit180(w) = ( ) € pn—1(z),
sj+180(w) = s08;(w) € Pnt1(2),

)=
)=
)=
)=

por tanto se tiene un diagrama de Gg-moédulos cruzados

On—1 01
N N S
K, 5 1 Ky 5 Ky — 7 Ko
5\L \L(S 6i id \Lé
Endg, == Endg, e Endg, == Endg, == Endg,.
(4.36)

Vamos a completar el diagrama anterior (4.36) anadiendo en cada dimensién un
nuevo morfismos de médulos cruzados

So: Ky — Ko 1,

de manera que el diagrama resultante represente un médulo cruzado simplicial que
serd por definiciéon F2(G).

Para definir la transformacién natural dg comenzamos considerando la trans-
formacién

[do,d1] : Ky, — Kp_1,

cuya componente en un objeto x € O estd dada por la aplicaciéon [do,d1],
K, (z) — K,—1(z) dada por la férmula

w— [do, di]e (1) = [(do)a(w), (d1)2(w)] = (d1)e(u) (do)e(u) ™ (sodrdo)a (w),

segin la féormula para el corchete en el Lema 2.2.1. Para simplificar notacion
eliminaremos el indice x, sobrentendiéndolo en cada momento.

Nétese que [dp,d1], no es un morfismo de grupos y también que [dy,d;] no
es natural en x aunque si que lo es a nivel de los conjuntos subyacentes (ver la
propiedad (P2) siguiente). Sin embargo esta transformacién tiene las siguientes
propiedades:

(P1) Para cada u € K,(z) se tiene que efectivamente

[do, dl](u) c anl(ﬂf).
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(P2) Para cada flecha f: x — y en Gy y cada u € K, () se tiene
[do, da](u) = 7 ([do, di](w).
(P3) Para cada par de elementos u,v € K, (x) se tiene

[do, d1](uv) [do, da](v) ™" [do, da](u) ™" € pn_1().

(P4) Cada generador de p,(x) es llevado por [dy,d1], a un elemento de p,_1(z).

(P5) Para cada u € K,(z) se tiene
([do, d1]s2(w)) ™" s1[do, di](u) € pn(z).

En efecto:
Demostracién de (P1).-

dydy...dy([do, d1](w)) = dids...dy(dyu (dou) ™ sodydou)
= dydy...dpdyu(dydy...dypdou) “rdyds...dysodydou
= dydyds...dy 1 u(dydods...dpy1u) "y sodidods...dp g
=dy...dp1u(dods...dpy1u) "t dods...dy1u = Id,.

Demostracién de (P2).-

[do, d1](Vw) = di(Tu) do(Fu) " sodido(Fu) = di(sp--50(f) wsn.-50(f) )
do(sn...so(f)usn...so(f)_1)_1sod1do(sn...so(f)usn...so(f)_l)
= 5p_1...50(f) dru sp_1...50(f) " (Sn—1...50(f) dott Sp—1...50(f) 1)
Sn_1.--50(f) sod1dott $,,—1...50(f) !
= sp_1...50(f) dru(dou) ' sodidou s, —1...50(f)
= T(dyu(dou) " sodidou) = 1 ([do, d1](u)).

Demostracién de (P3).-

[do, d1](uv) [do, d1](v) " do, di](u) ™ = dy (uv) do(uv) Lsedido(uv)(dyv (dov) ™
sod1dov) " (dyu (dou) ~Lsodidou)
= diudyv (dov)fl(dou)flsodldou dov
(dyv) Y (sodidou) tdou (dyu) ™!
= dyuf{a, b} " Hdu) ™t € pp_1(x)
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pues diu € Kp_1(z) y {a,b} € pn—1(z) que es un subgrupo normal de K,_1(z),
donde a,b € K,,_1(x) son los elementos

a = dlv(dov)fl(Sn_l...SQdon...dn+1v),
b = (Sn_l...Sododg...dn+11})_1(dou)_lSodldou(Sn_l...SOdeg...dn+1v).

Demostracién de (P4).- Para cada w € K,,_i(x) y cada par u,v € Ky(z)
se tiene

[do, d1](sow) = disow dosow tsodidpsow = ww Lsgdiw = spdiw € on—1(x),

[do, di]({u, v}) = [do, di] *=“vuv ™ u™) = [do, d1]((n...50021) V(sy...500,u) tuv™?
u™t) = di((5p...5002) V(8p...500,u)  Tuv " ut)
do((Sn-..500.1) V(sp...500,u) tuv~tu 1)L
sod1do((sp..-S00z 1) v(sn...soéxu)_luv_lu_l)

= (sp—1...500zu) d1v (sn_l...soéxu)*ldlu div Y dyu™ dou dyv dgu™?!

(Sn—1...S00zu) dov™! (sod1dov) (sn_l...soéxu)_l(sodldou)
(sod1dov) ™t (sodidou) ™ = {c, d} (dyu)(dou)
(sn_l...sododz...dnHU)(dlv)(dov)fl(sn_l...sododg...dnHU)
dy (uwv) L do(uv)sp_1...50dods...dp 11 (wv) " {a, b} “tso(a’)

= {c,d}(dru){e, FH{g, h}(dru)~{a, b} 'so(d) € pu-1(2),

donde a,b,c,d, e, f,g,h € K,_1(x) son los elementos

a = Sn_l...SQdodz...dn+1(UU) do(uv)’ldl(uv),

b = (Sn_1...Sodgdg...dn+1v)_1(d()v) (Sn_l...Sododg...dn+1u)_1(dou),

c = (dlu)(dou)_l(Snfl...SOdon...dn+1u),

d = dlv,

e = (dl’U)(dov)_l(Snfl...Sodon...dnJrlU),

f = (Sn_l...Sododg...dn_;_lv)*l(dou)fl(Sn_l...SOdon...dTH_lu)
(Snfl...SOdOdQ...dnJrlU)’

g = (d1u>(dou)fl(Sn_l...SOdodg...dn+1u),

h = (sp_1...50dodz...dps1u)(dou) ™,

y a' € K,,_o(z) es el elemento

CL/ Z(Sn_g...SOdon...dn+1u) (dld()'l}) (Sn_g...Sodng...dn_;_lu)il (dldou)
(dld(ﬂ})_l (dldou)_l.
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Demostracién de (P5).-
([do, dl]SQ(u))_l S1 [do, dl](u) = (dlsgu (dOSQU)_lsodldOSQU)_l sl(dlu (dou)_l
Sodldou) = (80d1d052u)_1d082u (dlsgu)_lsldlu
(sldou)*lslsodldou = (Sodlsldou)ilsosodldou
= so((dou) ' sodidou) € pn(z)
pues
dy...dp((douw) Lsodidou) = (dy...dpdou) ~1dy...dysod1dou
= (dody...dpy1u) Ldody...dpyu = Id,,
es decir, (dou)_lsodldgu S Kn_l(x).
Estas propiedades de [do, d1] nos permiten construir una tnica transformacién

natural
0o : K — Kpn1

haciendo, para cada objeto x € O, conmutar el cuadrado

Ko(2) 2% ()

L

Kn(x) (To).: anl(ac),

a nivel de conjuntos subyacentes, siendo los morfismos verticales las proyecciones
candnicas a los correspondientes cocientes.

Otras propiedades de la transformacion [dg, d1], que se deducen de las propie-
dades anteriores y de las propiedades del corchete dadas en los Lemas 2.2.1 y 2.2.2,
son las siguientes (en las siguientes igualdades yuxtaposicién indica composicién
de transformaciones):

e Para 1 < i < n, se tiene
dit1[do, d1] = [di+1do, diy1d1] = [dodiy2, d1dita] = [do, d1]dit2
y por tanto d;00 = dpd;it1-
e Para 1 < i < n, se tiene
sit1[do, d1] = [si+1do, siv1d1] = [dosita, disiv2] = [do, d1]sit2

y por tanto ;00 = 6g0i41-
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e Ademads,
[do[do, d1], di[do, d1]] = [didp, di1d1] = [doda, d1da] = [do, d1]d2
y por tanto (50(50 = 50(51.

e También

[dosl, dlsl] = [Sodo, Id] =1Id
y por tanto dpog = Id.
e Ademads como consecuencia de (P5) se tiene 0¢dp = dpoy.

e Por ultimo,

dods . .. dy[do, di] = do[do . .. dndy , ds ... dnd:]
= doldods ... dpi1 , dids...dns]
= didods . .. dpyy = dodads . . . dni

y por tanto el tridngulo

~ 5o ~

Kn Kn—l

dodz...dnk Adg...dn

Endg,

es conmutativo.

De esta forma obtenemos un diagrama simplicial en la categoria Xmyg,

On—1
AP\ N
KnHKn—l K1%K0
50 60
5l ld (5i l(;
Endg, == Endg, e Endg, == Endg,

que representa un moédulo cruzado simplicial F»2(G).
Es rutinario comprobar que la asociacion G — F2(G) es funtorial, ademas
tenemos:

Proposicién 4.3.9. El funtor F5 : Gd — Sxm es el adjunto izquierda de Ws.
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Demostracién: Dado un grupoide simplicial G € Gd como el representado en (2.1)
y un médulo cruzado simplicial (G, ¥) € Sxm veamos que existe una biyeccién
natural entre

g — WQ(Q,Z)
F(G) — (G,%)

Supongamos dado un morfismo de grupoides simpliciales

F={F,:G,— W3(G,%),, n>0}
Llamemos F = Fy : Go — W2(G,X)o = G, ademds para n > 0 tenemos el funtor
Foi1:Gni1 = Wo(G,X) i1 =G+ Cox Cp -+ % Cp.
Puesto que el diagrama

d1d2.,.dn+1

On+t1 Go
Fn+1l lFFo

Q*CO*Cl*-~~*Cn pr g

es conmutativo, la composicién

Fy
Kn = Gni1 —>GxCoxCyx--%Cp ——>G
es trivial y por tanto (en vista de la definicién de producto en GxCy* Cy - --xC),)
la composicién
Frnt n A
Ony1 —=G*CoxCrx---xCp, —=C,, ,

con ¢y, la proyeccién canénica (que no es funtor ya que no conserva composiciones),
induce un funtor

K, St & (4.37)

que es la identidad en objetos y sobre flechas (que son siempre endomorfismos)
u € K, actia como

u— gnFpi1(u).

Ademss de la conmutacién de Fj, 1 con las degeneraciones se deduce que, para
cualquiera flechas f € Gy y v € K,, ambas con el mismo dominio, se tiene

QnFnJrl( fu) = QnFnJrl(Sn e SO(f) U Sp - SU(f)_l) = B (annJrl(u))a

nétese que sy, ---so(f) = (F(f),0,---,0). Por tanto el funtor (4.37) induce una
transformacién natural

ap : Ky — C,F, uw— (an)x(u) = QnFn+1(u)>
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para cada x € obj(Gp) y v € K(z) = Endg, (z). De nuevo es rutinario probar que
el par (F,ay,) establece un morfismo de pre-mdédulos cruzados

(F,ap) : (Go, Kpny0) — (G, Ch,9).
Por otro lado, si w € K,,_1, entonces

GnFni1(sow) = gnsoFn(w) = Op(y),

por tanto «, restringida a g, es trivial (nétese que (G, Cy,, 0) es un médulo cruzado
y por tanto cumple la identidad de Peiffer, de modo que el otro tipo de generadores
de g, son anulados por ay), de~ donde «, induce una transformacién natural (a
la que denotamos igual) oy, : K,, — CpF, y un morfismo de mdédulos cruzados
(F,a) : (Go, Kp,8) — (G,Ch,d), el tinico que hace conmutativo el diagrama de
pre-médulos cruzados

(Go, Kn,0) (Go, Kn,6) .
m R ﬁ!?F,an)
(G,Chn,0)

Sera de nuevo rutinario probar que la familia de morfismos de médulos cruzados
{(F,an) : (Go, Kn,8) = (G, Cny4), m = 0},

todos con el mismo funtor cambio de base, determina un morfismo de moédulos
cruzados simpliciales de F2(G) en (G, X).
Reciprocamente, dado un morfismo de moédulos cruzados simpliciales

(F'.B) : F2(G) — (6, %),
es decir, una familia de morfismos de mdédulos cruzados
{(F/HB'II) : (g07}?{—7‘b76) - (g7Cn75n)7 n Z 07}

todos con el mismo funtor cambio de base F’ : Gy — G, que satisfacen las corres-
pondientes identidades simpliciales, consideramos la familia de funtores

{F), : Gn — W2(G,%),, n >0}
con:

.F(S:F/:g()_>g7
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o F|: G — W3(G,%)1 = G[Cj el funtor que actia como el funtor F” sobre
objetos y sobre morfismos f : © — y en G; actia como sigue, teniendo en
cuenta que dy f es una flecha de Gy y que f(sod1f)~! € Ko(y), la imagen por
F{ de f viene dada por

F{(f) = (F'(dvf), (Bo)y(f(sodrf)~1))-

donde % indica la clase en Ky(y) del elemento k € Ko(y).

Esta correspondencia es efectivamente funtorial, pues dados x EN Y 9, 2 dos
flechas componibles en G; se tiene:

Fi(gf) = (F'di(gf), (Bo)=(gf (s0d1(gf)) 1))
= (F'(d1gd1 ), (B0)=(9(s0d19) " (s0d1g) f (sod1 f)~ (sod19) "))
= (F'(d1g)F'(d1 ), (6o)=(g(s0d19)~")
+ (B0)=(s0d19f (s0d1f) " (s0d1g)~1))
= (F'(d1g)F'(d1 £), (Bo)-(g(s0d19) 1) + (Bo)=(“9 f(s0dr )~ 1))
= (F'(d19), (B0)=(g(sod1g)~))(F'(d1f), (Bo)y(f(sod1 ) 1))
= Fi(9)Fi(f).

o F):Gy — W3y(G,X)2 =G xCy + Cy actia de nuevo como el funtor F” sobre
objetos y sobre flechas f : ¥ — y en G, d3f es una flecha de Gy, teniendo en
cuenta que dof(sodidof)™t € Ko(y) y f(s3d2f)~! € Ki(y), la imagen por
F} viene dada por

F3(f) = (F'(di ), (Bo)y(dof(sodido f) 1), (B1)y(f(s5d1 f)~1)),

donde de nuevo barras indican clases en los correspondientes cocientes.

Esta correspondencia es también funtorial pues dados z EN Y 9, 2 dos flechas
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componibles en Gy se tiene:

F'di(gf), (Bo)=(do(gf)(sodido(gf)) 1), (B)=(9f (s3d3(gf))~ 1))
F'(d3gd3f),

B0)=(dog(sodidog)~ (sodidog)do f (sodido f)~ (sod1dog) 1),
B1):(9(s3dig) " (s3dig) f(s§di )~ (sgdTg) 1))
F'(d3g)F'(d3 f), (Bo)=(dog(sodidog) 1)

Bo)=((sod1dog)do f(sodido f) = (sod1dog) 1),

Fy(gf) =(
=(F'(
(6o)
(61)
(F'(
(6o)
(B0)=(g(s3dig) ™) + (Bo)=(sgdiaf (s5dif)~*(sgdig) "))
(F'(
(Bo)- (
(61)
(61)
(61)

+

F'(d3g)F'(d3 f), (Bo)=(dog(sodidog) 1)

B0)=(1%9dy f(sodrdo f) 1), (51)-(g(s3d3g) )
B1)=(9 f(s3d3 ) 1)) = (F'(d3g), (Bo)=(dog(s0didog) ),
51)=(9(s3d3g)~1)) = (F'(d7 ), (Bo)y(dof(sodidof)~T),
By (F(s3d3f)~1)) = F3(9) F3(f).

_l’_

_l’_

e En general, para n > 3 el funtor F, : G, — W2(G, %), = G x Cy x C *
-+ % C,_1 actiia de nuevo como el funtor F’ sobre objetos y sobre flechas

J iz — y en Gy, teniendo en cuenta que dff es una flecha de Gy y que
dy ' f(shdidy~" )™t € Ki—1(y), su imagen por F, viene dada por

Fy(f) = (F'(d7'f), (Bo)y(dg ™ f(sodudg ™" f)7), ey
(Bim1)y(dg ™" f (sididy ™)), s (Bu1)y (f (s ) 71),

de nuevo barras indican clases en los correspondientes cocientes.

Esta correspondencia también es funtorial pues dadas z EN Y 9, 2 dos flechas
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componibles en G,, se tiene:

Fy(gf) =(F'd}(gf), (Bo)=(dg ™" () (sodvdy " (9f)) 1), -,

(B 1>( fspdi(gf))~h) = (F'(dig)F'(d7 ),
(Bo)=(dg~ " g(sodrdy " g)~1)
(B0)=((sodadg ' g)dg " f(sodady ™" )~ (sodrdg ' g) =), ...,
(Bn-1)=(g(s5d79) 1) + (Bu-1)=((sidig) f(sidi ) (sdig) 1))
(F’(d?g)F’(d?f) (Bo)=(dy " g(sod1dy g)~1)

+(B0)x(h % D gL f(sodydg L f) ), o
(Bn-1)=(g(s5dg) 1) + (Bu-1)=(M9f(shdp /)~T))
=(F'(d}g), (50)=(dg " g(sodrdy ™" g)~1), .., (Bu-1)=(g(s5dTg) 1))
(F'(d7 £), (Bo)y(dy " f(sodady ™ )1, s (Bu1)y (F(s5di £)~T))

=F(9)Fy(f)-

Tenemos que comprobar que asi definidos estos funtores conmutan con los
operadores cara y degeneracién, es decir, que los siguientes cuadrados conmutan:

snl

ZZ\
o =G
W2<g,2)nT*W2(g,z)n_1

En efecto, a nivel de objetos esta claro y dada una flecha f :x — y en G,:
e para ¢ = 0 se tiene:
doFy,(f) =do(F'(d}'f), (Bo)y(dg " f(sodrdy " )71, ...

B0y (F (5N ™) = ((On-1)y (Bu—1)y (f (s5d7 )1 F' (7 f),
(Bo)y(dg ™" f(sodrdg ™ F)1), ., (Bu—2)y(dof (sg~ i~ dof) 1))
=(F'0,(f(spdy /)1 E'(df), (Bo)y(dg " f(sodrdy ™' )71, ...,
(Bn—2)y(dof (s di ™" do f) ")) = (F'(dodz-..dn ),
(
(
(

f(
Bo)y(dy " fsodrdy ™ £)1), s (Bue2)y(dof (5§ di o f)1))
F'dy= (dof), (Bo)y(dy > (dof)(sodrdg > (dof))1), ...y

Bn—2)y(dof(sy~ di dof)~1) = Fy_y(dof) = Fj_ydo(f),
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e para 0 < 7 < n se tiene:

diFy (f) =di(F'(d7 £), (Bo)y(dy " f(sodidy ™ f)™1), ey (Bua—1)y (f(s5d7 F)1))
=(F"(d3 f), (Bo)y(dg " f(sodidg ™' )~1), .
( —ia)y dH— f( n—i— ldn i— ldz—i—lf) ),

)y(
(Bu—i-1)y(dhf (55" d7 " dp f)")
)
(

+do(Bn_i y(d’ lf( n— z—i—ldn H—ldz 1f) b,
A1 (Br—ig 1)y (d572 f(sB7F2d0 20572 £)=1) ..,
di—1(Bn— 1)y(W>)

"(d}'f), (Bo)y(dg~" f(sodudg " )71, -

/an2ydz+1 (nz ldnzldz—i—lf) )7

=(F
(
(Bn—i-1)y(dyf (s5~"di " dhf) =)
+(Bu—i-1)ydo(dg " f(sp T g )Y,
(
(

Bn—i)yd1(dy 2 f(sg~ T 2dy =2 dg 2 )71, e

Brn—2)ySi—1(f(s§dy f)~1))

= (F’(d’ff) (Bo)y(dy =" f(sodady )1, ...,

(B—i-2)y(do f(sg ™ty gt )71,

(Bri—1)y(di f(sy~ dy " diy f) = 00(dfy " fsg~Fray " £)~ 1)),
(Bns)yOr(dly 2 f(sg™ 2dy " 2di 2 )71, oy

(Bu—2)y0i1 (f(sgdi f)~1))

(F’(d?f),( Bo)y(dy~ f(sodvdy " f)~1), .,

(Bri-2)y(dgT f(sp™ " ap gt )71,
(

(

(

(

=(

(

)y
B )y (di f(sg~ di " di f) =)
B )y(dadly " f(diy f)~ sodyd) f (s~ dy g )=,
Br—i)y(dody * f(dosy ™ F2dy ™ 2dg 2 )71,
Ba)y(dif (disiyd ) ~T))
F'(d} ), (Bo)y(dy " f(sodudy " £)~1), ...
ﬁn i 2)y(dl+1f( n—i— ldn i— ldz—i-lf) )
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(Br—i—1)y (dudy " f(sg ™ dy ™ dh )~ sodadl f (sg " dy ™ )71,
(Br—i)y(dadl 2 f(dasg F2dy—"2dg 2 £)71), ..,
(Brn—2)y(dif(disgdy f)~1))

=(F'dy N (dif), (Bo)y(dg2di f (sodvdydif)~1), ...,
(Bn—i—a)y(dodif (s~ 1y ™" diydi f)=),
( )
(
(

Bri1)y(dy  (di f)(s§ " di " dy (dif)) ™),
Br—i)y(d 2d; f (s~ Ty a2 d )1, ..y
Br—a)y(dif(s§ 1y di f)=1)) = Froa(dif) = Fuadi(f),

donde hemos usado que

(dpf)(sg~"dy " f) = (chdy  F)(df )~ = (dadi™ f)(s5 7 dy " dj )~

y que (sp~'dy"d f)~ (sod1d f) = Id pues
(s5'dy " dy )" (sodid f) = so((sg ™" i~ dg.f) " (didy )
con (s§ 7t L £) 7N (dydh f) € Kp—i—2(x), y por tltimo

e para ¢ = n tenemos:

dn Fy,(f) =dn (F'(d} £), (Bo)y(dg " f (sodady ™" £)71), ey (Bu1)y(F(s5dT F)~T))
=(F'(d3 f), d1(Br)y(dg 2 f(s3d3dg =2 £)~ 1), ...,
dp1(Ba-1)y (fF(shdi )~1))
F/(d} f), (Bo)y01(dg 2 f(s3d3dG 2 )1, ..

=(

(Bn—2)yOn—1(f(shdi f)~1)) = (F'(d}~ 1dnf>,

(Bo (d2d" 2 f(dos3ddg 2 £)1), s (Bu2)y(dnf (dnsidi f)~T))
=(

(

Jy
F'd = (dn f), (Bo)y (df 2 dn f (sodrdy2dn f) 1), ..
/Bn 2)( (81dn ldnf) ))* n— (nf) nld (f)

Veamos que también conmutan con las degeneraciones. Para cada flecha f :
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r — yen G, 1 se tiene:

Fusi(f) =(F'(d}'s; f), (Bo)y(dg " s; f(sodudy " s5£)71), .oy
Br—j1)y(dhs; f(sq 7y dls; f)=1),
By s f (s 7y T T s 1)),

=(
(
(
(Bn-1)y(sif (sgdis; F)~1)) =
=(
(
(
(

FI(d=1f), (Bo)y(dg 2 f(sodadg 2 F)71), -
Bnj- l)y(Sod Fsg 2 dy ™7 )=,
B J)y(s (5150 ]dn de lf) b, ..,
Bn-1)y(sif (sjsg~di " )71)
= ("7 1), (Bo)y(dg > F(sodady > F)1), ...,
(B 1)y (Td), (Bus)yoo(d) " f(sg 7 dyd) " )1, o
(Boe1)yoj1 (f(sp 1))

=(F"(d7 7" £), (Bo)y(dy > f(sodady 2 £)~1), ..., 0,
50(Bu—j1)y(d) " F(sg Ay T )Y,
$j—1(Bn—2)y(f(sg 7 dT ™ )™1) = s Fp_1(f),

(
(

donde hemos usado que sod)f(s¢ 7 d} 7 d) f)=1 = Td pues
sodf f(sp 7 dy I g )Tt = so(dh f(sp 0TI G )Y
con df(s5 I ) € Ko ja(a).
Podemos entonces concluir que la familia de funtores {F),} determina un mor-

fismo simplicial F’ : G — W1(G, X).
Finalmente dejamos como comprobacion rutinaria que las asociaciones

F{(Fon),n=0 y (F,B)—F

que acabamos de definir son naturales y una es inversa de la otra. Esto concluird
esta demostracion. [ ]

Si consideramos ahora un grupoide G primero como un grupoide simplicial con-
stante y después como un moédulo cruzado simplicial constante. Es facil comprobar
que F2(G) = G y por tanto el par adjunto que acabamos de construir

Fo: Gd Sxm : W,
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induce un nuevo par adjunto, entre las correspondientes coma categorias
Fr: Gd/G Sxm/G : W,

Obsérvese las distintas interpretaciones que el simbolo G adopta.

Nuestro préximo objetivo serd ver como en algunos casos los funtores Fo y Wo
conservan clases de homotopia.

Previamente particularizaremos la definicién de homotopia a la categoria Sxm.

Observamos primero que el funtor base, : Xm2” — Gpd&” restringido a
Sxm lleva homotopias en homotopias. En particular si

h:(Fa)~(G,B):(G,%) — (¢,%)

es una homotopia, entonces base,(h) : F' ~» G es una homotopia entre dos mor-
fismos constantes entre grupoides simpliciales constantes (caras y degeneraciones
identidades). Por tanto base. (k) es una homotopia trivial, esto es

base.(h) = F = G.

En otras palabras, para que dos morfismos en Sxm sean homotépicos han de
tener el mismo funtor a nivel de grupoides base. Representaremos entonces a una
homotopia h : (F,a) ~ (F,3) como un par

h=(F,h)
con
h= {7 : (G, Cn,6) = (G, Clyr ) 0<j<m}ia—B: T -

una homotopia entre morfismos de médulos cruzados simpliciales con la propiedad
de que todos los morfismos de médulos cruzados h? tienen a F' como funtor cambio
de base, escribiremos entonces

h} = (F,7}).
Siendo la familia de transformaciones naturales
vy={:Cn— C, F}

una homotopia entre morfismos simpliciales en la categoria (Gpg)ADP. Ademsds
las identidades de homotopia para A reducen a las identidades de homotopia para
la familia ~.

Podemos ahora probar

Lema 4.3.10. El funtor Wy conserva clases de homotopia de morfismos simpli-
ciales.
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Demostracién: Sean (F,a),(F,3) : (G,X) — (G',¥’) dos morfismos homotépicos
en Sxm y sea h = (F,h) una homotopia entre ellos, con

h = {hj :(G,Cn,0) = (¢",C111,0"); 0<j<n}:a~B: T3

donde h? = (F,~} : Cy — Cy, 1 F) como antes.

Denotemos F = W (F,a) y F' = Wy(F, 3), entonces las componentes de F y
F’ en dimensién 0 vienen dadas por el funtor Fy = F} = F y en dimensién n por
los funtores

Fo,F,:GxCo*..xCp_1 — G xCh*...xCl_,

que sobre objetos actiian como el funtor F'y sobre una flecha (f,ao,...,an—1) con
codominio y actian como:

Fn(f; a0, an1) = (F(f), (a0)y(a0), -+ (an-1)y(an-1)),

EL(f, a0, s an—1) = (F(f), (Bo)y(ao), -, (Bn-1)y(an-1)).
Vamos a definir una homotopfa H : F ~ F/ : W(G, ) — Ws(G',X') con
H={H}:GxCox..xCh 1 —G xChx..xC; 0<j<n}
Definimos H}' : G+ Cp * ... ¥ Cpm1 — G % C)x...xCJ, para 0 < j <n, como el
funtor F sobre objetos y para cada flecha (f, ag, ..., an—1) con codominio y mediante
H (£,00, -+, an1) =(F(f), (@0)y(@0), -+ (o )y(an—51); 0, (0 )y(an—), -
(7771 y(an—1)).

Como consecuencia de que v = {fy;2 : Cp — C), 1 F, 0 < j < n} determina
una homotopia entre morfismo simpliciales en (Gpg)Aop, vamos a deducir las
identidades de homotopia para H a partir de las identidades satisfechas por . En
efecto, para cada flecha (f,ag, ...,an—1) en W5 (G, X),, con codominio y se tiene:

o doHY = F,,
dng(f, U’Ov"'vanfl) d (F(f) (aO) ( 0)""’(an*1)y(an*1)’0)
= (

F(f), (a0)y(ao), -, (an—1)y(an—1))
F.(f,a0,...,an-1),

o dny1Hy = Frlu

st Hyy (f, 00, ooy 1) = dg1 (F(F), 0, (00 (@0) - (321)y (an-1))
= (F(/), dl(%) (@0)s -y dn (1 =7)y (an-1))
= (F(f), (Bo)y(ao), -, (Bn-1)y(an—1))
Ey(f, a0, an-1),
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e Ademés d;H} = H'"'d;, para i < j,

H}(f,a0,...;an—1) =di(F(f), (20)y(ao), -, (an—j-1)y(@n—j-1), 0,
(’Yg_j)y(an—j)v e (’7;1:11>y(an—1)) = (F(f), (a0)y(ao),
s (@nj1)y(an—5-1),0, (70 )y(an—s), -
(’Yf S y(an—iz2), (g (an—ic)
+do (V) y(an—i), di (v Dy (@n—in), -y
di1(V} 1 )y(an-1)) = (F(f), (a0)y(ao), ---
(- —j— l)y(an —j— 1)707( 0 ])y(an J)
(’Y}l ; 22)y(an—i—2)a (’an ; 11)y(an—i—1 + doan—i),
(VD (dran—i1)s s (V7 75)y(dim1an-1))
H" 1(f A0, vy Op—i—2, Gp—i—1 + doQn—i, d1Gp—it1, ..\

di—lan—l) - ]n:lldi(fv AQ,y -y an—l)a

o d;H"

7

=d;H! |,

H (f, a0, an—1) =di(F(f), (@0)y(a0); s (n—i—1)y(an—i-1),0,
(6 Vylan—i)s - (7 y(@n-1)) = (F(f); (a0)y(ao),
o (an—i1)y(an—i1),do(3g ™ Vy(an—i), -
di1 (77 y(an-1)) = (F(f), (a0)y(a0), -
(an—i—l)y(an—i—l)v (O‘n—i)y(an—i)a
A (" )y (@nit1)s o dic1 (775 )y (@n-1))
=d;(F(f), (a0)y(ao), --., (an—i)y(an—i), 0,
(6 Dy (an—it1), o (75 )y(an—1))
=d;H' {(f,a0,...,an—1),
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oy diH}' = H!' 'dj 1, parai > j+1,

diHj (f, a0, ..., an—1) =di(F(f), (a0)y(ao), ..., (an—j—1)y(an—j-1),0,
(W Vylan—5), -y (1 )ylan-1)) = (F(S),
(a0)y(ao), -, (an—i—1)y(an—i-1), (Qn—i)y(an—:)
+do(an—it1)y(an—i+1), di(0n—it2)y(an—iy2); ...,
di—j—o(an—j—1)y(an—j-1),0,di; (70 7 )y(an—;), ...
di 1 (V' )y(an—1)) = (F(f), (@0)y(a0), --.,
(an—i1)y(an—i-1), (@n—i)y(an—i + doan—iy1),
(an—it1)y(d1an—i+2), ., (On—j—2)y(dij—2an—j-1),
0, (% 7 y(dimj1n3), s (V1) (di-20n-1))
=H} (F(f), (@0)y(a0), - (n—i-1)y(an—i-1),
an—i + doGn—iy1,d1an—i12,...,di 20 1)
:H;hldi,l(f, g, -y Ap—1),

e para las degeneraciones siH]ﬁ*l = H?, s, sii <,

siH} (f, 00, an—2) =si(F(f), (@0)y(a0), -, (@n—j-2)y(an—j2),0,
(7 ™ ylan—jm1)s s (G )ylan—2)) = (F(f),
(a0)y(ao), -, (an—j—2)y(an—j—2),0,
(7 Ny @nmjm)s s (VD) (aniz2), 0,
5007} Dy(an—ic1), - si1 (V)1 )y(an—2))
=(F(f), (a0)y(ao), .., (an—j—2)y(an—j-2),0,
(6 7 y(@n—j1)s e (V5T )y (ani-2), 0,
(’Y;L—_z‘l;i-l)yso(an—i—l)v I (’Y;b_l)ysi—l(an—Q))
=HD1(F(f),a0, ., an-i-2,0,80an—i-1, ..., $i—1an—2)

= }l+18i<f7 aQ,y .-y an—Q)a
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oy siH!'™' = H's;i 1, sii>j,

siH} 1 (f, a0, -, an—2) =si(F(f), (@0)y(ao), -, (n—j-2)y(an—j-2),0,

('Yg_j_l)y(an—j—l)v e (')’;‘1—_12)31(@71—2)) = (F(f),
(a0)y(a0), ---; (n—i-1)y(an—i-1),0,
80(Qn—i)y(an—i), .- Si—j—2(n—j—2)y(an—j-2),0,
sici(10 7 ylan—j1), - i1 (V) )y (an—2))

=(F(f); (a0)y(ao), .-, (an—i-1)y(an—i-1),0,
(an—i+1)ySo(@n—i), -, (n—j-1)ySi—j—2(an—j-2),0,
(W0 ysicj1(an—j-1), -, (VP ysi-a(an—2))

=H}(F(f), a0, an—i-1,0, 80(an—i), -, Si—2(an—2))

:Hjnsi—l(f7 ag, .. an—2)-

Por tanto podemos concluir asegurando que F y F’ son homotdpicos, con homo-
topia dada por H. |

No es cierto en general que el funtor F» se comporte como Wy respecto a
homotopias, por ejemplo para que las imagenes por Fy de dos morfismos F y F/
sean homotépicas al menos F y F/ han de tener igual componente a nivel de cero
sfmplices. Sin embargo, en ciertos casos si que es cierto que el funtor Fs lleva
morfismos homotoépicos en morfismos homotdpicos. Analizamos alguno de estos
casos en el lema siguiente.

Lema 4.3.11. Sean F,F': G — G’ dos morfismos en Gd tales que
Fy=F}
y sea H: F ~ F una homotopia de F a ¥’ tal que
H)=soFy y Hl =sF; sii<j

(ndtese que HJJ es arbitrario para j > 0), entonces los morfismos de mddulos
cruzados simpliciales Fo(F) y Fo(F') en Sxm son homotdpicos.

Demostracién: Supongamos que H : F ~~ F’ es una homotopia en las condiciones
del enunciado.

Denotemos F3(G) = (Go, X), con X el médulo cruzado simplicial que en di-
mensién n tiene %, = (G, I?n, dp) donde K, es el Go-grupo definido como en la
construcciéon del funtor F». Como en dicha construccion denotaremos también por
0; y 0 a las transformaciones naturales que determinan los operadores cara y de-
generacion, respectivamente, de 3. Andlogamente, denotaremos F»(G’) = (G, ¥)
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con ¥, = (Gy, T 00) y Ty el Gy-grupo cociente asociado al correspondiente G-

grupo J,, por el Gy-subgrupo ¢f,. También, J;, o’ denotaran las correspondientes

transformaciones naturales que determinan las caras y degeneraciones de X'
Supongamos por otro lado que los morfismos de médulos cruzados simpliciales

Fo(F), Fo(F') : Fo(G) = (G0, B) — F2(G') = (G5, %)
tienen como componente en dimensién n los morfismos de médulos cruzados
(Fo, @), (Fo, Ba) = (Go, Ky 6n) — (Gos T, 51,)

respectivamente, donde «y, v Gy, : IN(n — jnFo son las transformaciones naturales
inducidas por las transformaciones naturales que también llamaremos o, y Gy :
K, — J,Fp cuyas componentes en x € obj(Gy) actiian sobre un objeto u € K;(x)
como (an)e(u) = Fry1(u) y (Bn)e(u) = F 1 (u) (ndtese que si u € K,(x) entonces
Fry1(u), Fy 1 (u) € JoFy(x)). Estas transformaciones inducen a las primeras pues
para cada = € obj(Gp) llevan los generadores de p,(x) en elementos de @, (Fo(x)).
En efecto, dados w € K,,—1(z) y u,v € K, () se tiene:

o (an)a(so(w)) = Fns150(w) = soFn(w) € ol (Fo(z)), y

o (n)e({w,0}) = Fri({w, v}) = {Fnpa(u), Faga(v)} € g, (Fo()).
Definimos h = (Fp, h) : Fo(F) ~ Fo(F') con

h = {h} = (F0,7}) : (Go, K, 0n) = (Gps ni1,041), 0 < j < n}

donde la transformacién natural 7;7 : IN(n — jn+1Fo viene dada por 'ygl = o*;-ozn
si0 < j <ny~. eslatransformacién natural inducida por la transformacién
natural 7 : K,, — Jy+1Fy cuya componente en x € obj(Gp) actiia sobre un objeto
u € Ky,(z) mediante (7))z(u) = Hgill(u) De hecho, el morfismo de médulos
cruzados h}, para 0 < j < n, viene dado por la composicién de la componente n

de F5(F) y la degeneracién j de médulo cruzado simplicial F2(G'), es decir,
h} = (Id, 0%)(Fo, o).

Por otra parte, nétese que 7, estd bien definida pues para cada = € obj(Gp) el
funtor H;‘Ll : Gng1 — G, lleva los elementos de K, (z) = Endg,, (2) a Jyq1Fo(x)
pues si u € K, (x), entonces

didy...dpoHIF (0) = dida...dny1 F) g (u) = Fi(dy...dny1 (w) = Fo(Idy)
= IdFO(fE)?

es decir, H"[{ (u) € Joq1Fp(z). De esta forma podemos asegura que existe una
transformacién ;' : K,, — Ju4+1Fp cuya componente en x € obj(Gp) viene dada
por

() Kn(2) = Jup1Fo(z), (v)e(u) = Hyly (u).
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Ademas es natural, para cada flecha f:x — y en Gy y cada u € K, (x) se tiene:

Yy Ko () (W) = (1) (8n-50(fusn-..s0(£) ™) = H;‘i%( cs0(fusn--s0(f) ")
:sn...sng(f)Hgill( )Sn.- soHo(f)
= $p...5050F0(f )H;;‘Ill(u)sn s050Fo(f)™ 1
= Snt1--50F0(f) HI (W) sngr..s0Fo (f) 7 =10 HIH ()
= Jnp 1 Fo(f)(H 1 (w) = T Fo(f) () (),

y de hecho, el par (Fp,~,") es un morfismo de pre-mddulos cruzados pues para cada
u € K, () se tiene:

1 () (u) =0, (I (0) = doda-dpi2 Hy (u) = doda...dnia Fryyq (u)
:Fo(dgdg...dn+1u) = F05n(u)
y lleva el Go-grupo g, en g, en efecto, dado un objeto = € obj(Gp) y dados
{u,v}, so(w) € pp(x) con u,v € Ky(x) y w e Ky—1(x) se tiene:
o (7m)a(u) = Hyfyiso(w) = so(Hy(w)) € @41 (Fo(x)), debido a que Hyp(w) €
Jn(FO( ))7 y
o (7m)e({u,v}) = Hyfi({u,0}) = {Hy 1 (v), Hyfi ()} € o4 (Fo(x)).

De esta forma podemos asegurar que este morfismo de pre-mdédulos cruzados induce
un morfismo de médulos cruzados que llamamos

hg — (F()v’yg) : (g0>j€n35n) - (Hoajn+136%+1)'

Por dltimo, como las identidades de homotopia para A se reducen a las iden-
tidades de homotopia para la familia v = {7} : Ky — Jpi1Fp, 0<j < n} en
la categoria (Gng)Aop bastara con ver que -y es una homotopia. En efecto, para
cada 2 € obj(Go) y cada @ € K, (z) se tiene:

o (56)x(78)x(a) = (56):,0(06)90(04”)95(@) = (an)z (),

o (041)a(M)a(@) = (8,41)e (H 5 (W) = dnyo Hy Ly (w) = F oy (u)
= (Bn) (1),

e para i < j, se tiene que 517] = 'yj 1151,

— Si j < n se tiene:

(5;):6(7?):3(@) = (5;)116(0;)96(0471)1’(@) = (03_1)$(5£)$(an)$(22)
— . § . ,a)
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—sii=0yj=n,

(66 (Vi) (@) =(0)(HI 1 ()
=di Hyyty (u)(doHyy () ~sodido Hyy i (u)
:Hgdl( )(Hﬁdou) 1H"80d1d0u

=H (dyu(dou)sodidou) = (V1Z1)e(80)a (),

—ysil<i<j=mn,

(07)a () (@) =(8)2(Hy 11 (w) = disi Hyf (u) = Hdi (u)
(’Yn—l) 5 (’L_L),

e Ademais 5§+1% 5/+1%+1

(041)2 (71" (@) =(8741)a () (an)e (@) = (an)z(1)
= (034 1)e(0ig1) (0n)2 () = (0741)a (V1) (D),
(0)z (v -1)2 (@) = (8)z(071)a ()2 (@) = (on)2(w) = Fria(u)
= dpy15nFpy1(u) —dnJrll_InJr (u —dnJrngill( )

)
= (8)2 (H () = (8)a (i) (1),

:1/‘\

e ysit>j+1, (5/-7? = ’Y;L_l(sz‘—h

(01)a (7] )z (@) =(67)2(07)e (0m)o (@) = (05)2 (0 —1)a(0n)2 ()
= (‘7;) (an—1)2(0i-1)2(0) = (7? 1)36(51'*1):0(@)7

e y para la degeneraciones, si i < 7,

(0D)2(v) ™D (@) =(01)2(0))2(@n-1)2(0) = (0511)a(0])2(@n-1)2 (W)

= (U;‘+1) (an)z(0:)o(0) = ('Y;L+1)x(0i)x(ﬂ),

u) =(07)o (Hj (w) = sip Hif(u) = H) s (u)
(

’Yg)x(m) = (Yn)a(04)2(1),

(012 (1 =1)= (@)

q

e y para i > j,

(0)2(v) Dz (@) =(01)2(0))2(@n-1)2(1) = (05)2(0]_1)z(n-1)2 (W)
(U;)x(an)x(azfl)x( u) = ('Y;‘I)x(aifl)x(@)-

Por tanto, tenemos que -« define una homotopia en (Gng)AOP. |
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Observamos ahora que los dos Lemas 4.3.10 y 4.3.11 anteriores pueden trasla-
darse al contexto de coma categorias. Mds concretamente se tienen los siguientes
resultados, cuyas demostraciones son andlogas a las de los Lemas 4.3.10 y 4.3.11
respectivamente:

Lema 4.3.12. Para cada grupoide G, el funtor Wy : Sxm/G — Gd/G conserva
clases de homotopia de morfismos simpliciales en las correspondientes coma cate-
gorias.

Lema 4.3.13. Sea G un grupoide, F y ¥ dos morfismos en Gd/G

F
—
g

tales que Fy = Fj y sea H : F ~~ F’ una homotopia en Gd/G de F a ¥’ tal que

g

HY=s0Fy y Hl =sFj, sii<j.

Entonces los morfismos de mddulos cruzados simpliciales Fo(F) y Fo(F') en la
coma categoria Sxm/G son homotdpicos.

Veamos ahora que si tomamos como G’, en el Lema 4.3.13, el objeto
K(I,n) : k5 (IL,n) — G € Gd/G

asociado a cualquier G-médulo II, para cualesquiera dos morfismos homotépicos

F
g S —— H(gl) (H, TL)
\ 1‘;/
g
en Gd/G siempre existe una homotopia H en las condiciones de dicho Lema y

por tanto podremos concluir que el funtor F» conserva clases de homotopia de
morfismos con codominio K (I1y,n).

Nota 4.3.14. Observamos primero que un morfismo ¢ : G — G = K(G,0) estd
totalmente determinado por un funtor F' : Gy — G, que coiguala a los operadores
cara do,dy : G1 — Go. La componente en dimension i de @ estd dada por la
composicion

. d?
@i:Fdéigi—O)gOig-
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Por otro lado, si F,

kG (I, n) (4.38)

BN

g

es un morfismo en Gd/G con codominio K (I, n), entonces las componentes en
dimensiones i < n de F coinciden con las componentes de p, esto es

para todo t < n.
Ast, usando la Proposicion 1.4.6, tenemos que el morfismo F estd totalmente
determinado por su componente en dimension n,

que ademads cumple la siguiente condicion de cociclo:

n

4(Fadn1(f) = Y (=1 a(Fadi(f)), (4.39)

1=0

para toda flecha f en Gni1, donde q es la funcion que asocia a cada flecha (f,a)
en G [1I la componente a € I1(dy f).

En resumen, dar un morfismo F como el del diagrama (4.38) es equivalente a
dar un funtor F,, : G, — G [1I que hace conmutar el tridngulo

y que cumpla la condicion de cociclo (4.39).

Nota 4.3.15. Supongamos ahora que tenemos dos morfismos en Gd/G

kG (I, n)
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que estdan determinados por funtores F,, y F) que hacen conmutar los tridngulos

F,

G G/m
F},
G

y que H : F ~ F' es una homotopia. Entonces las identidades de homotopia
implican que las componentes de H en dimensiones < n — 1 son triviales, esto es

; ; &
H] = Fdj: G; =% Gy = G = “(gl)(Ha”)ij

para todo j < n—1y0 <1< j. Tenemos entonces, utilizando la Proposicion 1.4.8,
que la homotopia H estd totalmente determinada por una familia de funtores

HZhl:gnfl — G, 0<i<n-1,
que hacen conmutar los triangulos

n—1
Hi

gn—l ng
G

y que ademds cumplen la siguiente condicion de homotopia:

a(F(f)) - = V)" q(H;Z dif), (4.40)

n n

J 11=0

para cada flecha f en G, donde q es como antes la funcion que asocia a cada flecha
(f,a) en G[II la componente a € I(dyf).

Es entonces facil comprobar, después de la nota 4.3.15, que a partir de una
homotopia H : F ~~ F' como antes podemos construir otra K : F ~ F' que estd
determinada por los funtores Ki”_l 1 Gp_1 — ng que sobre objetos actian como
F y que sobre fechas f en G,_1 estdn dados por:

SiFn_l(f) = (Fn_l(f),()) 510 S 7 S n — 1,

(Fn-1(f), Z?:1(—1)n+iﬂzn:11 (f)) sii=n-—1.

En particular la homotopia K estd en las condiciones del Lema 4.3.13 y por

tanto deducimos que el funtor Fa conserva clases de homotopias de morfismos a
K(Ilg,n), n > 1.

K7 () =
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Como consecuencia podemos probar:
Proposicion 4.3.16. Sea G un grupoide, 11 un G-mddulo y G un grupoide sim-
plicial en Gd/G. Entonces la adjuncion
Fo:GA/G ___~ Sxm/G: W,
induce un isomorfismo
[F2(G), K (o, m)]sxem/g = (G, Wa(K (T2, m)]ca/g

donde [—, —]sxm/g ¥ [~ —]ad/g denotan clases de homotopia de morfismos en las
correspondientes coma categorias.

Demostracion: La demostracion de esta proposicién es inmediata a partir del Lema
4.3.12, de la Nota 4.3.15 y del hecho de que los isomorfismos de la adjuncién
W4 - Fs se obtienen aplicando los funtores W y F2 y componiendo con la unidad
y counidad de dicha adjuncién. |

Consideremos ahora la composiciéon de funtores
So = FoF; : SSet/Ner(G ) Gd/g % Sxm/G .

Entonces, para cada objeto X,, : X % Ner(G) en la categoria SSet/Ner(G), cada
Gg-médulo II y cada m > 1, tenemos isomorfismos inducidos por las adjunciones
Fo b Woy Fi - Wiy los isomorfismos (4.30) y (4.34)

82Xy, K (g, m)|sxm/g = [F1X, WoK (Ily, m)lca/g
= [F1 Xy, K(I1,m + 1)]ga/g
[Xgo WIK(HL m + 1)]SSet/Ner( g)

= [Xyp, Lg(IL, m + 2)]sset /Ner(G)

y como consecuencia:

Teorema 4.3.17 (Representacién de la cohomologia H™2(X, II) en Sxm). Para
cada conjunto simplicial X y cada sistema de coeficientes locales I1 para X existe
una biyeccion natural

H™ (X, 10) 22 [§2 X K (T2, 1) |$0m 1 () -
Y como corolario:

Corolario 4.3.18 (Representaciéon de la cohomologia singular H;?; 2(c,1) e

Sxm). Para cada complejo cruzado C € Crs y cada m1(C)-mddulo H existe un
isomorfismo natural

H 2 (C H) [S'QNGI‘(C), K(ﬁ2a m)]Sxm/m(C)‘

sing
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Representacién de la cohomologia H™""(X,1I) en la categoria SCrs,

En la categoria Crs,, de complejos cruzados n-dimensionales con n > 2, hemos
considerado el cotriple "G. Observamos que para cada complejo cruzado n-di-
mensional C, el complejo cruzado n-dimensional "G(C) tiene la misma (n — 1)-
truncacién que C y ademaés la counidad € de la adjuncién F,, 4 U,, es la identidad
a nivel de la (n — 1)-truncacién:

Tn-1(e) =1d : T,—1("G(C)) — T,—1(C).

Deducimos entonces que la resolucién del cotriple "G4(C) es la identidad a nivel
de la (n — 1)-truncacién, esto es

(Tn-1)+ ("Ge(C))

es un (n — 1)-complejo cruzado simplicial constante, donde (T},_1)s : Crs2®™ —
CrsAol es el funtor inducido por el funtor truncacién 7;,_; : Crs,, — Crsn 1.

La categoria SCrs,, serd la subcategoria plena de la categoria Crsf de n-
complejos cruzados simpliciales cuyos objetos son n-complejos cruzados simpli-
ciales C, tales que los morfismos cara y degeneracion son la identidad a nivel de
la (n — 1)-truncacién. O equivalentemente, tales que (T5,—1)«(Cs) €s un (n — 1)-
complejo cruzado simplicial constante.

Representaremos a un objeto C4 € SCrs,, mediante un diagrama

Sz 1
W 20§\ PN
Cﬁl—>CZ Lo C1—>62.

Q\ j_/
o}, ilan )

Cn72
v

(4.41)

}
Ca
o
1g

Observamos que dar tal objeto es equivalente a dar un (n—1)-complejo cruzado

C=(Cot 27 Coy == € 2 1)

junto con un complejo simplicial aumentado sobre C,_; = techo,_1(C) de G =
base(C)-médulos

o
C, = Ch
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tal que las composiciones

On A Cn
C'O—> PN o S y C28—2>g—>Ab

son triviales. Notese que estas dos condiciones hacen que

C (CZ—>C 1—>Cn 2—>...—>Cga—2>1g)

sea un n-complejo cruzado, donde Ci = (g, C!,0)y 0 : Ct — Cyp_q es el morfismo

dado por la composicién C? —% CY N n—1-

Representaremos al n-complejo simplicial anterior mediante un par (C,C,,) o
bien mediante una terna (G,C, C,) si queremos distinguir el grupoide base.

Un morfismo simplicial de (G,C,C,,) a (G’,C’, C.)) en SCrs,, vendra dado por
una terna (F,f, a) donde F : G — G’ es un funtor, f : C — C’ es un morfismo de
(n — 1)-complejos cruzados con F' = base(f) y a : C,, — F*C!, es un morfismo
simplicial de G-mddulos donde F™* : AbY — AbY es el funtor de la categoria de
G’-moédulos en la categoria de G-mddulos inducido por F.

Como se comento al principio de esta seccion, el mecanismo necesario para
obtener la representacién de H™ (X, II) en la categoria SCrs,, pasa por estable-
cer una adjuncién

Fn : SCrs;_1 SCrs,, : W, -

La definicién del funtor W, puede hacerse de forma andloga a como se definié
el funtor Wy en la Seccién 4.3, utilizando el funtor diagonal de Artin-Mazur, sin
embargo es mas facil en este caso hacer una descripcién explicita de este funtor
sin necesidad de anadir la complejidad que supone el pasar por la categoria de
n-complejos simpliciales dobles.

Dado entonces (G,C,C,,) € SCrs,,, definimos

Wn(Qv C, Cn) = (g7 Tn—?(c)u Cn—l) ’

0
donde C,_1 —% C,_9 es el G-médulo simplicial aumentado sobre Cp_o =

techo,,_2(C) dado por
Cg—lzcn—l y n1—CZ1EB @C ® Cph_1, para 1 < i,

con aumentacién 82_1 = 0Op_1:Cph_1 — C,_2 y operadores cara y degeneracién

i 0 5 i—1 dj o 0
Clo..0C,dC, 1~=—C 1 d..0C,1—>C°d...0C, ®Ch_y
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las transformaciones naturales cuyas componentes en x € G vienen dadas por:

(do)z(ti—1,.oyug, ) = (Ui—2,...,u0, 00 H(ui—1) +u),

(di)e(Wiz1,eyup,u) = (dim1Ui—1,...,d1us, u),

(dj)e(wiz1, .y uo,u) = (dic1Ui—1, ..., diUi—jq1, doWi—j + Ui—j—1, ..., Up, W),
si, 1< <,

(8j)a(tizt1,..;u0,u) = (Sj—1Ui=1, - SOUi—j, 0, Uj—j_1, ..., Uy, U),

si, 0<y5 <.
(4.42)
La accién del funtor W,, sobre morfismos en SCrs,, es clara.
Notamos ahora que cada grupoide G determina un n-complejo cruzado simpli-
cial, que identificaremos con el propio G,

G=(9,6,0)

donde G en la segunda componente de la terna indica el (n — 1)-complejo cruzado
Th-1(i1(G)) y ademads se tiene

Wa(G) =W,(G,6,0) =(G,G,0) =G.
Entonces el funtor W, induce un funtor
W : SCrs,,/G — SCrs;,_1/G,

entre las correspondientes coma categorias.

El siguiente lema es andlogo al Lema 4.3.5 y como tal mostrara su utilidad
posteriormente.
Lema 4.3.19. Si (G,C, C,) representa un n-complejo cruzado simplicial en SCrs,
tal que el G-mddulo simplicial C,, tiene complejo de Moore trivial en dimensiones
> m (o equivalentemente, C,, es el nervio de un (m—1)-hipergrupoide simplicial de
G-mddulos) y W,(G,C,C,) = (G, Th_2(C),Cy_1), entonces C,_1 tiene complejo
de Moore trivial en dimension > m+1 (o equivalentemente, C,,_1 es el nervio de
un m-hipergrupoide simplicial de G-mddulos).

Demostracion: La demostraciéon de este lema es totalmente analoga a la del Lema
4.3.5 y no tiene complejidad adicional alguna por lo que la dejamos como un
ejercicio. |

Ejemplo 4.3.20. Sea G un grupoide y Il : G — Ab un G-mddulo, para cadam > 1
podemos entonces construir el n-complejo cruzado simplicial determinado por la
terna

(G,G,K(II,m)) € SCrs,,
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donde, de nuevo, G en la seqgunda componente de la terna indica Ty,—1(i1(G)). FEste
n-complejo cruzado simplicial tiene una proyeccion canonica a G y por tanto puede
considerarse como un objeto en SCrs,,/G. Es facil comprobar (utilizando el Lema
4.3.19 anterior) que

Wi(G.G,K(Il,m)) = (G,G, K(Il,m + 1)),

notese aqui, que la sequnda componente de ambas ternas no representan al mismo
objeto pues en la primera G representa a T,,—1(i1(G)) y en la seqgunda a T,—2(11(G)).
Por otro lado, es inmediato comprobar que

K(I,,m) = (G,G, K(II,m))

vistos ambos como objetos en SCrs,, /G y por tanto se tiene el siguiente isomor-
fismo (en la coma categoria SCrs, /G ):

WK (I, m)) = Wn(G,G, K(IL,m)) = (G, G, K(IL,m + 1)) = K(Il,_1,m+ 1).
(4.43)

Vamos ahora a generalizar la definicion del funtor F5 a este contexto, es decir,
para n > 2 vamos a obtener un funtor

Fn : SCrs,_1 — SCrs,

que sea el adjunto izquierda de W ,. Demos una descripcién explicita de este funtor
Fn-
Sea (G,C,C,_1) € SCrs;_1 con

C=(Ch2—Ch3—...>Cy— 1g) € Crs,_»
o 1
y Cp—1 —— C,,_o un complejo simplicial aumentado de G-mddulos. Denotemos
por K; a los G-mo6dulos

Ko =ker(dy : C} |, — CY_)),

Ki = ker(dldg...di+1 : Cztll — 02—1)7 ) > 1.

n

Es claro que, para cada i > 1, los operadores cara d; : C’Zill — C! | y degeneracién

Sj-1: ci | — Ci:ll, para 2 < j < ¢+ 1, inducen operadores d; : K; — K;_1y
sj—1 : Ki—1 — K; de manera que tenemos un complejo simplicial aumentado y
escindido de G-médulos
Sn 52
AN N e
K, —/=K; s Ko —Z K, T) Ky . (444)
d2 d2 2
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Observamos ademds que la imagen por sg : C¢_; — C’;Ltll de K;_1 estd contenida

en K; por lo que podemos considerar el G-mdédulo cociente
Ki = Ki/S()(Ki_l).

Es claro también que los operadores cara y degeneracién del diagrama (4.44)
inducen operadores cara y degeneracion entre los correspondientes cocientes, de
forma que obtenemos un complejo de G-mddulos

On—1 g1
AN N oo
K1*>45>Kz71 K2*>T>K1TK0.
1 1

donde hemos denotado ¢; y o; a los operadores inducidos en los correspondientes
cocientes por los djy1 y sj41 respectivamente. Consideramos ahora la transfor-
macion natural

[do,d1] : K; — K1,

cuya componente en un objeto x € obj(G) estd dada por la aplicacién [do, d1], :
K;(z) — K;_1(z) dada por la férmula

u > [do, di]o(u) = [(do)a(u), (d1)e(u)] = (d1)z(w) (do)x(w) ™ (sodrdo)s(u),

segun la féormula para el corchete en el Lema 2.2.1. Para simplificar notacién
eliminaremos el indice x, sobrentendiéndolo en cada momento.

Nétese que en este caso [do,di], es un morfismo de grupos y también que
[do, d1] es natural en z (ver (P2)). Por lo que tenemos una transformacién natural
de G-modulos que ademas tiene las siguientes propiedades:

(P1) Para cada u € K;(z) se tiene que efectivamente
[do, d1](u) € Ki—1(z).
(P2) Para cada flecha f: z — y en G y cada u € K,,(z) se tiene
[do, di](Fu) = 7 ([do, du] (w).

(P3) Cada elemento de so(K;—1(z)) es llevado por [dy,di], a un elemento de
So(KZ’,Q(w)).

(P4) Para cada u € K;(z) se tiene
([do, du]s2(u)) ™" s1]do, di](u)

pertenece a la imagen por sg : C%_;(z) — C: (z) de K;_1(2).
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En efecto:
Demostracién de (P1).-

dydy...d;([do, di](w)) = dids...d;(dyu (dou) " sodidou)
— dydy...dsdvu(dda...didou)~dyds...d;sodr dou
= dydydy...diru(dydods...diru) " dysodydods...di ()
=dy...dis1u(dods...diy1u) " tdody...dip1u = 0.
Demostraciéon de (P2).-
[do, di)(Vu) =dy(Fu) do(Tu) " sodido(Tu) = di(si...50(f) wsi-s0(f) ")
do(si---s0(f) wsi-.s0(f) ™) " sodido(si-.-s0(f) usi-..s0(f) ™)
=si—1...50(f) diusi—1...50(f) ' (si1...8 (f) dou si—1...50(f) ")~
so(f) sodidou si—1...s0(f) ™"
=s;_1...50(f) dru(dou) sodidou si_1...50(f) "
= (dlu(dou) Ysodidou) = ¥ ([do, d1](u)) .
Demostracién de (P3).- Para cada w € K;_1(z) se tiene
[do, d1](sow) = dysow dosow ™ sodidosow = ww ™t sodiw = sodyw € so(Ki_o(x)).
Demostracién de (P4).-

([do, d1]s2(w)) ™t s1[do, di](w) =(disau (dosau) Lsodidosau) L s1(dyu (dou) ™t
sod1dou) = (sod1d082u)*1d032u (dlsgu)*l
s1diu (sldou)_lslsodldou = (sodlsldou)_l
sosodidou = so((dou) tsodidou) € so(Ki_1(x)),

pues
dy...di((dow) Lsodidou) =(dy...didou) ~tdy...d;sodrdou = (dodsy...diy1u)
dods...dis1u =0,

es decir, (dou) tsodidou € K;_1(x).
Estas propiedades de [dy, d1] nos permiten construir una transformacién natural

8o : Ki — Ki1,

la inica haciendo conmutar el cuadrado

do,d
K [0 ’1]Kz 1

]

Ki= 57 Kia,
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siendo los morfismos verticales las proyecciones candnicas a los correspondientes
cocientes.

Otras propiedades de la transformacién [do,d;], que se deducen de las pro-
piedades del corchete dadas en los Lemas 2.2.1 y 2.2.2, son las siguientes (en las
siguientes igualdades yuxtaposicién indica composicién de transformaciones):

e Para 1 < j <1, se tiene
dji1]do, di] = [dj+1do, djr1di] = [dodjt2, didjta] = [do, di]dj12

y por tanto ;00 = dpdj41.

Para 1 < j <4, se tiene

sj+1[do, d1] = [sj41do, sj41d1] = [dosjr2, d1Sj+2] = [do, d1]sjy2
y por tanto o0y = 0p0j4+1.
e Ademads,

[do[do, d1], d1[do, d1]] = [d1do, d1d:1] = [doda, d1dz] = [do, d1]d2
y por tanto dpdg = dg91.

También

[dosl, dlsl] = [Sodo, Id] =1Id
y por tanto dopog = Id.

Adema&s como consecuencia de (P4) se tiene 0¢dy = dpoy.

Por ultimo

dods . .. d;ldo, di] = doldy . .. dido , dy ... didy]
= doldods . .. di1 , dids ... di]
= dydods . .. di1
= dodads . .. di 1.

Deducimos entonces que el diagrama

0i—1 01

N Ry AN
0 0 0

representa un complejo simplicial de G-médulos. Si ademds consideramos el ope-

rador cara dy : C} | — C%_, restringido a Kp,

1 do  ~0
Ky — Cn—l - Cn—l?
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7 . ~ ~ o0
observamos que éste induce un morfismo 9 : Ko — CY_; de forma que K,, —

CY% | es un G-médulo simplicial aumentado.
Definimos entonces

fn(gacv C?’L—l) = (gacg—lvkn)v

donde CY_; como antes es el (n — 1)-complejo cruzado tal que Tp,_1(C2_;) =Cy
techon,l(Cg_l) = 02_1.

Es rutinario comprobar que la asociacién (G,C,C,—_1) — F,(G,C,C,_1) es
funtorial, ademéas tenemos:

Proposiciéon 4.3.21. FEl funtor F, : SCrs,,_1 — SCrs,, es el adjunto izquierda
de W,.

Demostracién: Supongamos que (G,C,C,—1) y (G',C’, Cl,) representan un (n—1)-
complejo y un n-complejo cruzado simplicial respectivamente. Veamos que existe
una biyeccién natural

(g,C,Cn_1) - Wn(glvclac;J
g c Cn—l) — (g/acla C;l)

Supongamos ademas
Fa(G.€.Co1) = (G.C) 1 Kn) vy Wa(G.€.C)) = (G Tha(C),C ).
Dado un morfismo de (n — 1)-complejos cruzados simpliciales

(F.f,0) 1 (G,C,Cpy) — (G, Tna(C'),Cl ) = Wa(G,C',C).

Entonces

F:G6—-¢

es el funtor cambio de base del morfismo de (n — 2)-complejos cruzados
£f:C—T,5(C),
cuya componente j es

fj:(F,aj):Cj—>C;~, 0<j<n-2

a:C, 1 —~C!_,

es el morfismo simplicial de G-mdédulos cuya componente 7 es

ap1:Chy —C ' F o 0 C F & CyyF, i >0.
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Teniendo en cuenta que tanto C/%, para i > 0, como C’,_; son G’-médulos, el
producto C'®...®C,°®C/! | es de nuevo un G-médulo. Ademds las proyecciones
a cualquiera de sus componentes

pri:Crie...eCleC, | —CF 0<j<i
son morfismos de G’-mdédulos. Por tanto, para cada i > 0, la composicién

141

i+1 -1 i 10
c,t———=Cl'Fa...eC"FeCp, F

n

pri

ClF,

es un morfismo de G-modulos cuya restriccion al G-mdédulo K; nos da una trans-
formacion natural asociada

B K; — Cl'F

con componente en un objeto x € obj(G) dada por el morfismo
(B)a = Ki(w) — Cp'F(x), w i (pro)a(oy,™y)a ().

Por otro lado, si w € K;_1(z), como sg acttia sobre un elemento de C,%(x) @
L ®Cz)® C!_(z) afiadiendo el elemento neutro del grupo C,*1(z), es decir,
S0(i—1, ..oy ug,u) = (0,ui—1, ..., ug, u) entonces

priay,” (sow) = prisoay,™ (w) = 0,

y por tanto la transformacién natural B induce una transformacién natural (a la
que denotamos igual) 37 : K; — C/'F, la inica que hace conmutativo el diagrama
de G-médulos

K;

K;.
7
7

B 7 3B
Cli
n

Por lo anterior podemos definir una terna (F, g, 3) donde g : C0_; — C’ es un
morfismo de (n — 1)-complejos cruzados tal que T,,—2(g) = f y gn—1 = (F,ad_;)
y B es un morfismo simplicial de G-mdédulos cuya componente ¢ viene dada por la
transformacién natural g : K; — C/'F.

Serd de nuevo rutinario probar que dicha terna (F, g, 3) determina un morfismo
de n-complejos cruzados simpliciales de F,,(G,C, C,—1) en (G',C’, C.,).

Reciprocamente, dado un morfismo de n-complejos cruzados simpliciales

(G7g716) : fn(g7c7 Cn—l) = (g7cg—17ﬁn) — (g/7CI7C;1)7

cong:CY_; — €' un morfismo de (n — 1)-complejos cruzados cuyo funtor cambio
de base es G = base(g) y cuya componente en dimensién j viene dada por el
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morfismo de médulos cruzados g; = (G,3;), 2<j<n—-1yB: K, — G*C/!,
es un morfismo simplicial de G-médulos cuya componente i denotamos por 3 :
K; — C/iG, i > 0.

A partir de lo anterior construimos la terna (G, f,«) con f : C — T,,_o(C’) el
morfismo de (n—2)-complejos cruzados dado por T;,_2(g), la (n —2)-truncacién de
g, v @ el morfismo simplicial de G-médulos cuya componente ¢ es la transformacién
natural

of :C - ClT P, eCFaC! | F

dada por:
e ad | =0p1:C)_ —C)_|F,

eal :C! | - C/OF @ C!_|F la transformacién natural cuya componente
en un objeto x de G es el morfismo de grupos

Ch_1(x) = C°F(z) @ C,_ F(x)

que actia sobre un elemento u € C!_(z), teniendo en cuenta que dju €
O (z ue u — sodiu € Ko(x), como
1\r)yq

a1 (u) = (B3 (u = sodiu), B (diu)),

donde % indica la clase en Ko(z) del elemento k € Ko(z).

2 ,:C2 - CrFeC°F ®C)_ | F la transformacién natural cuya com-

ponente en un objeto x de G actia sobre cada elemento u € C2_,(x), te-
niendo en cuenta que d2u € C9 (), que dou — sodidou € Ko(x) y que
u — sidiu € Ki(z), mediante

e

ap_y(u) = (B (u — s3diu), By (dou — sodidou), Ba—1(dTu)),
donde de nuevo barras indican clases en los correspondientes cocientes.

e En general, para i > 3, la transformacién natural aflfl tiene como com-
ponente en un objeto = € obj(G) el morfismo de grupos que asocia a cada
elemento u € C%_,(x), teniendo en cuenta que diu € CY_; y que dy ‘u —
shdidyu € Kj_i(x), el elemento

o1 (u) = (85 Hu — shdiu), ...,5%_1(dé_ju - séd{dé_ju), s

n—1
B(dl ™ u — sodidy ), B (dju)),

donde de nuevo barras indican clases en los correspondientes cocientes.
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Tenemos que comprobar que estas transformaciones naturales conmutan con
las asociadas a los operadores cara y degeneracién, es decir, que los siguientes
cuadrados de transformaciones naturales conmutan:

0
aj_y ‘ 0‘:;711
Cli-1F@... aCOF®C!_F=———2Cl2F®.. . aCOFa&C _|F.

do

En efecto, para cada objeto z en G y cada u € C%_,(z), se tiene:

e Para j =0,

doc, 1 (u) =do(B57 (u — shdiu), ..., B(dYy  u — sodidly tu), Bt (diu))

=(B52(dou — syt dou), ..., BA(dS T — sodrdly ),
OB (u — shdiw)) + Bu1(diu))

=(B52(dou — syt Y dou), ..., B (G *dou — sodadfy *dou),
Bn104 " (u — shdiu) + Bn1(dju))

=(B52(dou — syt Y dou), ..., B2(dS 2 dou — sodydyy 2dou),
Bn-1(doda...d;(u — shdiu) + (diu)))

=(B52(dou — sty td Y dou), ..., B2(d 2 dou — sodydyy 2dou),
5n_1(d§_1dou — ’1u + dzlu)) = oz;il__lldou ,
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e para 0 < j <1,

iy () =d; (0 (u = i), s A0 = s0dady ), fomr (d10)
—(d; 185w — shdiw), ..., dy BTN ()P — s IT2d IR ),
doBi () u — s T AT ) )
L e i )
(

i—j—2(git1,, —j—1 ji—j—1 7j+1
B dy dy d) u)

g eeey

50
Buldyu— sodidy ), Bo1(dju))
:(ﬁf;%j_l(u — sidiu), ..., ﬁ;‘jdl(dg)_Qu — sé_j+2d§_j+2d%_2u),
B;L"L_j_l(so(d{)flu _ ngj+1difj+1d{)flu)
+8T N du — sh T d T du),
BT (d) o — sy T T ) ),
ﬁg(dé‘lu - sodld L), Br_1(diu))
=By (dju — sy 'dy " dju), ..

B () dju — 86_]+1d11_]+1d6_2dju),
BN dy (&) u — sy AT ) T )
—sz_j (d (dj 1u—50 J+1dl J+1dj 1 )
+B19 7 (sodado(d)u — sp 0Ty ) )
+3079 1(d u— 30 sz de)u)

B;iz—j z(dg+1 - z Jj= ldll Jj— 1d%+1 ),
Baldy tu— sod1d5‘1u>, Bu-1(diu)) = (8, (dju — s 'dy ' dju),
o B P dju — sh T T R d ),
BN @ dju — s d T ) d ),
B (d dju — s AT T A dju),
B2 dju — sodrdly 2dju), Br—1(di dju)) = o

Y

1
1

ceey

-1
n— 1d u,
donde en la dltima igualdad hemos usado que

sodidu — sh 7 di T dhu = so(dydbu — sh 7T d T )

con dldju — 36 = 1dll_jd%u € K;_j_2(z) por lo que su clase es trivial.
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e para j =1,
dia,_y (u) =d;(B, ' (u = shdiw), ..., Bp(dy 'u = sodidy w), B—1(dju))
=(di-18y,  (u = shdiu), oo, di B, (dy 20 — s3didy *u), Bu-1(diw))
=85, 2851 (u — shdiu), ..., Bpo1 (dy *u — sgdidy *u), Ba—1(diu))
=(B52(dyu — syt N ), ., BO(dS 2 diu — sodidly 2diu),
ﬁn_l(dzfldiu)) = ozfl__lldiu .

Veamos que también conmutan con las degeneraciones. Para cada objeto z de
G y cada elemento u € C’fl__ll (x), se tiene:

sj0 (u) =85 (0372w — sy "5 M), B (dy = sodadl ), Bua (M)
=(sj185 2 (u — si td M), o, soﬁf;_j_l(dé_lu — sf)_jﬂdi_jﬂd%_lu), 0,
B (du — sy d ddu), ..., BUAS 2w — sodidy ), Bt (di )
=(Bi o1 (u — sy T ), e B oo (d T — s T AT ) ), 0,
ﬁfl_j_Q(d%u — sé_jdi_jdgu), ey BUE 20 — spdydly ), Br—1(d )
=85 (sju — shdisju), ..., ﬁfl_j(déflsju - séﬁjﬂdi*jﬂdgflsju),
B dgsju — sg 'y dysju),
ﬁ;ﬁj”(déﬂsju - sé_j_ldi_j_ldéﬂsju), ces
Buldy ' sju — sodady ' sju), Bn1(disju))
=(B5 Y (sju — shdisju), ..., ﬁg(déﬁlsju - sodldf)*lsju), Br—1(disju))

:Odil_lSj (U) ’

donde hemos usado que

J . i=J 7i=J 37 o . J t—j—=1 gi—=j 15
dysju— sy “dy T dysju = so(dyu — sy 7 dy T dysju),
con didlu — sb I T Wy e Ky (z) or tanto su clase es trivial
1&q 0 1 0 i—j—2 yp .

Podemos entonces concluir que la terna (G,f, ) determina un morfismo de
Fn(G,C,Cpr_1) = (G,C%_,,K,) en (G',C',C!) en la categoria SCrs,,_1.

Finalmente dejamos como comprobacién rutinaria que las asociaciones que
acabamos de definir son naturales y una es inversa de la otra. Esto concluird esta
demostracién. |

Nota 4.3.22. Se puede comprobar que el par de funtores anteriores establece una
equivalencia entre las categorias SCrs,, y SCrs,,_1 paran > 3 y como consecuen-
cia, para n > 3, la categoria SCrs,, es equivalente a SCrss.
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Si consideramos ahora un grupoide G = (G,G,0) primero como un (n — 1)-
complejo cruzado simplicial y después como un n-complejo cruzado simplicial. Es
facil comprobar que F,(G) = G y por tanto el par adjunto que acabamos de
construir

Fn : SCrs,_1 SCrs,, : W,

induce un nuevo par adjunto, entre las correspondientes coma categorias
Fn :SCrs;,—1/G SCrs,, /G : W, .

Obsérvese las distintas interpretaciones que adopta el simbolo G.

Nuestro préximo objetivo serd ver como en algunos casos los funtores 7, y W,
conservan clases de homotopia.

Previamente vamos a particularizar la definicién de homotopia a la categoria
SCrs,.

Ob i | funtor (T, : Crs5*” — CrsiY’| restringid

servamos primero que el funtor (7;,—1). : Crs;' — Crs;,. ;| restringido a

SCrs,, lleva homotopias en homotopias. En particular si

he(Ff,a)~(G.gB8):(G,C,Cn) — (G.C,Cy)

es una homotopia entonces (T;,—1).(h) : f ~> g es una homotopia entre dos morfis-
mos constantes entre (n — 1)-complejos cruzados simpliciales constantes (caras y
degeneraciones identidades). Por tanto (7),—1)«(h) es una homotopia trivial, esto
es

(Th-1)«(h) =f =g,

asi para que dos morfismos en SCrs,, sean homotodpicos han de tener el mismo
morfismo a nivel de (n — 1)-complejos cruzados. Representaremos entonces a una
homotopia h: (F,f,a) ~ (F,f,3) como un par

h=(f,h)
con
h={h:C,—C/"F,0<j<i}:a~pB:C,— FC),

una homotopia entre morfismos simpliciales en la categoria (Abg)ADP. Ademsds
las identidades de homotopia para A reducen a las identidades de homotopia para
h.

Podemos ahora probar

Lema 4.3.23. El funtor W,, conserva clases de homotopia de morfismos simpli-
ciales.
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Demostracién: Sean (F,f, o), (F,f,8) : (G,C,C,) — (¢/,C’,C!) dos morfismos
homotépicos en SCrs,, y sea i = (f,h) una homotopia entre ellos como antes.
Supongamos ademas que

Wn(Fa £, a) = (F’ Tn*Q(f)aa/) y WTL(Fa fa:@) = (F’ TH*Q(f)aﬁ,)a

/ . . . , . .« . .
donde  y 3’ son morfismos simpliciales de G-médulos que en dimensién i vienen
dados por las transformaciones naturales

a8 e o C — C/ T P Lo C'FoC)_ | F

cuyas componentes en cada objeto = actian sobre un elemento (u;_1,...,up,u) €
Ci-l(2)@...® Cx) ® Cp_1(x) mediante:

ag_l(ui,l, e tig, ) = (@ N (w 1), ey (ug), a1 (),

ﬁ%i_l(ui—l, cees UQ, U) = (ﬁ%ﬁl(ui—l)a ceey ﬁg(u())a ﬁn—l(u))

Nétese que para simplificar notacién eliminamos el indice x, sobrentendiendo en
cada momento en la componente en la que trabajamos.

Vamos a definir una homotopia &' = (T},_2(f),h) con h : &’ ~ B’ dada por la
familia

Cle. . . eCaC, 1 —Cl'Fe...eC/°FaC |F;0<j<i}.

Jjn

Asi pues, para 0 < j < i, definimos ﬁ; como la transformacién natural cuya
componente en un objeto x de G actda, para cada elemento (u;_1,...,up,u) €
Col(z)® ... ® CYz) ® Cp_1(x), mediante

E;(ui—lu -5 U, u) :(h;:ll (u’i—l)v ey hz)_‘j (ui—j)a 07 azijilﬂufi—j—l% ey

ap (o), an—1(u)).
Usando el hecho de que la familia h = {hz :CY — CJLR 0 < j < i} determina

, . .. op . . .,
una homotopia entre morfismo simpliciales en (Abg)A , deducimos a continuacién
las identidades de homotopia para A’ las cuales, como hemos comentado antes,

reducen a las identidades de homotopia para h = {E;-, 0 < j < i}. En efecto, para
cada objeto z en G y cada elemento (u;_1,...,up,u) en C:=1(2) @ ... & CY(z) @
Cr—1(x) se tiene:

® doﬁé = O‘;mi—la
dohg(Wi—1, ..., ug,u) = do(0, & (ui_1), ..., @2 (ug), a1 (1))

= (o M (ti-1), -y o) (u0), D1 (0) + 1 (u))

= ag_l(ui_l, ey U, W)
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b di-i-lﬁz: = ;LZ;17
di+1ﬁj(uifla oo ttg, ) =dig1 (L1 (Wi—1), ooy KO (0), 0, tn—1 (1))
=(dih{_1(ti1), ..., d1hg(uo), an—1(u))
=85 (wiz1), s Bn(u0), Bp—1(w))

= 7/7,7'_1(7111'—1)"'7“07“))
, j i—1 .
e Ademas dkﬁz = E},ldk, para k < 7,

el (i1, ooy o, 1) = (R4 (1), ooy By (i), 0, 007 (g 1), o
ag(uo),an_l(u)) = (dk,lhé-:ll(ui_l), -
dlhé:]z_‘_‘_ll(uifwrl)a dOh;:]Z(uifk) + hé:]fcill(uifk71),
h;ﬁiﬁ%(ui—k—z)’ oy by (ui— ), 0,

g I (Wi jo1),s ey g (ug), a1 (1))
:<h§-:22dlcfl(ui—1), - h;‘-:]]zdl(uiflwrl)a

hj:’,z:ll(do(uifk) + ui—g—1), h;:];;:22<uifk72)a .

ho 7 (wimg), 0, T (w—j 1), ooy @2 (ug),

1 (1)) = By (1 (1), ooy di (W5 11),

do(Ui—k) + Ui—k—1, Ui—k—2, -+, U, U)
:Ej-:lldk(ui,l, ey U, U)

[ ] d]E; = djﬁé—la

-1

diy (i1, ooy uoyu) =dj (W52} (wic1), oo b (ui), 0,067 (i 1), o
ap (o), an—1(u)) = (dj—1hj"] (wim1), ...,
il (ui1), dohg ? (ui) 40,
g T (Wi jo1)s ey )y (u0), a1 (w))
=(dj-1 B (i), ey dibg T (i), @l (i),
g T (Wi jo1),s sy (u0), a1 (w))

=d;(h: (i 1), oo by 7T (i j41),0, 047 (uig), oy

ag(u0)7 an—l(u)) = djﬁzfl(ui—17 ”'7“07“) )
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oy dkﬁé = E;_ldk_l, para k > j + 1,

A (wim1, oey w0, w) =dg(RE3 (wim1), ooy b (wimg), 0, 07 (i j1), o
ap (o), an—1(w)) = (dp—1hj=] (wi1), oo

dp—iht 7 (wimj), 0,dy—j—20b I Y ui—j_1), oy

d1ab 2 (wy o), docdy M (i gy 1)
+a:l_k(ui—k)’ a;—kﬁ—l (ui—k‘—l)7 sy Oé% (u0)7 Qp—1 (U)>

- o
Z(hz_%dk—2(ui—1),--'7h6 T 1 (uimg),
0,07 P dij o (i j 1), ey T (Ui gy2),

QR (do(wi—pr1) + wig), @b F N ug g 1), oy @ (ug),

—ie1
an-1(v)) = h; (dr—a(ti-1), s d1(Ui—g12), do(Ui—g+1)

—i—1
FU—foy Wi—k—1, "'7“07“) - h] dkfl(ui—b "'7“07“) )

. —i—1 i . .
e para las degeneraciones sph; = = hj sk, si k < j,

skﬁjfl(ui_g, ceey U, W) :sk(h;:% (Wi—2), eny hé_j_l(ui_j_l), 0, a2 (ui—j_a),
...,ag(uo),an,l(u)) = (sk_lhé-:%(ui,g), e
Sohj-f_’;fl (i—k—1),0, hz-:l;ij(ui—k—z), -
ho 7 (wimgo1), 0,057 (ui o), s 0 (uo),
an—1(u)) = (hz-_lsk,l(ui_g), s hj.:’,zﬂso(ui,k,l),
0, W3 (uimg—2), oo hg 7 (uij 1), 0,
T (i j—2), ..., Ay (up), a1 (1))

:E;‘.H(Sk—l(ui—Z)a ey 80(Uimk—1)5 0, Uj—g—2, ..., Uo, W)

:E;'+1Sk‘(ui—27 -5 UQ, U) )
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—i—1 -1 . .
oy skhj = hjsk_l, sik>j,

skﬁé_l(un_g, ey UQ, U) :sk(hé-:%(ui_g), v héﬁj*l(ui_j_l), 0, aijjd(ui_j_g),
oy @ (ug), a1 (1)) = sk,l(hé»:%(ui_g), o
sk T (Wimj1), 0, 81— j—205 T (ui_j_9), ..,
500 F (ui 1), 0, K (1), .y 0 (), a1 (1))
=(h k-2 (i), ... by T sp—j_1(ui—j-1),0,
b I sy o (Uimjma), el F s (i), 0,
@R i _g_1), oy a0 (), a1 (w))
:E;(sk_g(ui,g), ey SO(Wi—g), 0, Ui g1, -, Up, U)

:E;Sk—l(ui—Za -y UQ, U)

Por tanto podemos concluir asegurando que W, (F,f,a) y W, (F,f,3) son ho-
motdpicos, con homotopia dada por A'. |

En general no es cierto que el funtor F,, se comporte como W, respecto a
homotopias, por ejemplo para que las imagenes por F,, de dos morfismos (F f, o)
vy (F,£,8):(6,C,C,_1) — (G',C',C!,_,) sean homotdpicas al menos los morfismo
simpliciales de G-médulos @ y B han de tener igual componente a nivel del G-
médulo de cero sfmplices, es decir, a0 | = 3% | : C%_ | — C/° F. Sin embargo,
en ciertos casos si que es cierto que el funtor F, lleva morfismos homotépicos en
morfismos homotépicos. Analizamos alguno de estos casos en el lema siguiente.

Lema 4.3.24. Sean (F,f,a), (F,f,8):(G,C,Cp—1) — (G',C',C.,_,) dos morfis-
mos en SCrs,,_1 tales que

ap_=Pp_1:Cly = G F
y sea h = (f,h) con
h={n,:C, | - C/"'F, 0<j<i}
una homotopia de (F,f,a) a (F,f,3) tal que
hd = spad_, y hz = sjocﬁl_l sij <1

(nétese que hﬁ es arbitrario para i > 0), entonces los morfismos de n-complejos
cruzados simpliciales Fp,(F,f,a) y Fn(F,f,3) en SCrs,, son homotopicos.
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Demostracién: Denotemos F,,(G,C, Cn_1) = (G,C°_,,K,), donde C°_, es el (n—
) =C% vy K, es el
G-médulo simplicial que en dimension ¢ tiene al G-moédulo K; definido como en la
construccién del funtor F,,. Como en dicha construccién denotaremos también por
0; y 0j a las transformaciones naturales que determinan los operadores cara y dege-

1)-complejo cruzado con Ty, o(C%_;) = C y techo, 1(CY

n—1

neracion, respectlvamente de K,,. Andlogamente, denotaremos F, g.,c,c,_|) =
(G, ¢! 1 K") con C'2  es el (n—1)-complejo cruzado que tiene T, _»(C.0 ;) = C’
y techo,_1(C'% ) = C/9, y K/, es el G'-médulo simplicial cuya componente i
viene dada por el G’-médulo cociente f{{ del correspondiente G’-médulo K| por
la imagen por so : C/*, — C!"™' de los elementos de K! ,. También, &, y
a} denotardn las correspondientes transformaciones naturales que determinan las
caras y degeneraciones de I?;L

Por otro lado, denotaremos los morfismos de n-complejos cruzados simpliciales

fn(Fa fa a)7fn(F7 faﬂ) : fn(gvca Cﬂfl) - fn(g,7cla ;L—l)

mediante F,(F.f,a) = (F,g,v) y Fo(F,f,3) = (F,g, n) donde g es el morfismo
de (n — 1)-complejos cruzados con T),_2(g) = f y cuya componente en dimensién
n — 1 es el morfismo de médulos cruzados g,—1 = (F,al_;) = (F,8%_;) y los
morfismos simpliciales v y p tienen sus componentes i dadas por las transforma-
ciones naturales 7 y uf, : K; — K/F, respectivamente, las cuales son las trans-
formaciones inducidas por las transformaciones naturales que llamaremos igual
visub o Ki — K[F cuyas componentes en x € obj(G) actian sobre un elemento
u € K;(x) como

(mla(u) = (5 )a(w) vy (up)a(u) = (6,7)a(u)

(nétese que si u € K;(x) entonces (oY), (u), (6852 (u) € K/F(x)). En lo que

n—1
sigue para simplificar notacién eliminaremos el indice x sobrentendiéndolo en cada
caso. Estas transformaciones inducen a las primeras, pues para cada x € obj(G),
llevan las imdgenes por sg de los elementos de K;_i(x) en imdgenes por sg de
elementos de K/ | F(x). En efecto, dados w € K;_;(z) se tiene:

T (s0(w)) = @y so(w) = soag,_ (w) € so(K]_1F(x)),
€ So

Hn(s0(w)) = B,y s0(w )—Soﬁn 1(w) € so(Kj 1 F(x)),

pues o! _;(w) y B _;(w) son elementos de K/ | F(z).
Construimos 7’ = (g, h) : F,(F,f,a) = (F,g,~) ~ (F,g, n) = F.(F,f,3) con

h= {h K—>K+1F 0<yj<i},

.2 - = oy . - P .
donde la transformacién natural h; : K; — K, F' viene dada por h; = o}, si

0<j<iy EZ es la transformacién natural inducida por la transformacion natural
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EZ: : K; — K F cuya componente en = € obj(G) actiia sobre un objeto u € K;(x)
mediante &, (u) = hzﬂ(u)

Notese que EE estd bien definida pues, para cada x € obj(G), la componente en
z de 1] CLF — C/7H2F lleva los elementos de K;(z) a K/ F(z). En efecto,
si u € K;(x), entonces

d1d2-~di+2h§ii(u) = dldg...di+1ﬂzt11(u) = gfl(dl...diﬂ(u)) = 05271(0) = O,
es decir, hjﬁ(u) € K F(z). De esta forma podemos asegura que existe una
transformacién h; : K; — K | F cuya componente en x € obj(G) viene dada por

By : Ki(w) = Kjy Fx), By(u) = hiti(u).

Ademas es natural ya que h;ﬂ lo es y lleva las imégenes por sp : ci_, — O
de los elementos de K;_;(x) en imagenes por s : Crlf_ﬁl — CT'LZ_JE2 de elementos de
K!F(z); en efecto, dado un objeto = € obj(G) y dado w € K;_;(z) se tiene:

*'L‘

h.

7

(u) = hifiso(w) = sohj(w) € so(K{F(x)),

)

pues h;ﬁ(w) € K/F(x).

Por tltimo, como las identidades de homotopia para I se reducen a las iden-
tidades de homotopia para la familia h = {E; K — I?;_HF, 0 < j <i} bastard
con ver que h es una homotopia. En efecto, para cada x € obj(G) y cada u € IN(Z(x)
se tiene:

7

o Soho() = Shotys (1) = i (),

—i

° 5§+1hi(ﬂ) = 5£+1(hiﬁ(U)) = dn+2h§ﬁ(“) = f;:ll (u) = p, (1),
e para k < j, se tiene que 525; = E;:lldk,

— Si j < i se tiene:
=i, _ i /= i /= i— _ —i—1 _
0y (0) = 8jon (@) = 5181 (@) = o1y 0 (@) = hy_10k(a),

—sik=0yj=4i

Sphi(w) = 8(hi{y(w) = duhify (w) (dohi Ty (u))~ sodidohi Ty (u)
= h;:dl (u hédou)_lh;:Sodldou = h%(dlu(dgu)_lsodldou)

)
—i—1 _
- hi—150 (u)7

(
(
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—ysil<k<j=i,

T 5 ; Ty il oo
Shi() = 6 (i1 (w)) = diahiy(w) = hidgi(u) = hi_ 0, (10),
e Ademaés 5k+1hk = 5k+1h,;+1,
S P () = Gy 077 (W) = 7} () = 6}y 1Oy 170 (T)
= 51;+1E;c+ (a),
gﬁzfl( )_501 1'7n( ) ’7 ( ) afjll( )_dH‘lsl n+11(u)
= i1 hiT (u) = dia bt (w) = 8(hEH (u)) = 07 (a),

e ysik>j 41, 5,;5; 253_15k,1,

Ok (@) = 8o (@) = 0767170 (0) = i G (@)
—i—1 _
= 3 616—1(“)7
e y para la degeneraciones, si k < j,

y—i—1

ophy (@) = op0iyy (@) = 010k (@) = 0y 7mon(@)
= hj+10k(73) ’
—i—1, - - —
ophi_1(@) = oy (hi(w) = sprahi(u) = Bl s (u) = R(skr (u))
= hox(),
e y para k > j,
oWy (@) = ofol (@) = ool a4, () = ofalon (1)
= E}Jk_l(u)
Por tanto, h define una homotopia en (AbY)A”. |

Observamos ahora que los dos Lemas 4.3.23 y 4.3.24 anteriores pueden trasla-
darse al contexto de coma categorias. Mds concretamente se tienen los siguientes

resultados, cuyas demostraciones son andlogas a las de los Lemas 4.3.23 y 4.3.24
respectivamente:

Lema 4.3.25. Para cada grupoide G, el funtor W, : SCrs, /G — SCrs,_1/G
conserva clases de homotopia de morfismos simpliciales en las correspondientes
coma categorias.
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Lema 4.3.26. Sea G un grupoide, (F,f, o) y (F,f,3) dos morfismos en la coma
categoria SCrs,,—1/G

(F.f,ox)

(glaca Cnfl) (g”’cxcngl)

\(F,f,i)/

g

tales que ag = o : CY_; — C/O F y sea h = (f,h) : (F,f,a) ~ (F,f,3) con

h={n,:C, | - C/"'F, 0<j<i}

n
una homotopia en SCrs,_1/G de (F,f,a) a (F,f,3) tal que
hd = spad_, Y h; = sja;_l 517 < i
Entonces los morfismos Fp,(F,f, ) y Fn(F,f,3) en SCrs, /G son homotépicos.

Si tomamos como (G”,C’,C!,_;), en el Lema 4.3.26, el objeto

K(I,_1,m) = (G,G, K(II,m)) € SCrs,,_1/G

asociado a cualquier G-médulo II para m > 0. Para cualquier par de morfismos
en SCrs,,_1/G siempre existe una homotopia  en las condiciones de dicho Lema
y por tanto podremos concluir que el funtor JF,, conserva clases de homotopia de

morfismos con codominio K (II,_1,m).

Nota 4.3.27. Dado un (n — 1)-complejo cruzado (G',C,C,—1), observamos pri-
mero que un morfismo (F,f,¢) : (G',C,Cn_1) — (G,G,0) estd totalmente deter-
minado por un funtor F : G’ — G. Todas las componentes de f estdn dadas por
f; = (F,0):C; — 0g, 2 < j <n—2y el morfismo simplicial ¢ = 0, luego podemos
denotar a este morfismo por la terna (F, F,0).

Por otro lado, si (F,f,a),

(F.f,xx)

(¢',€,Cp1) (6,6, K(II,m)) (4.45)
m /
g=1(6,6,0)

es un morfismo en SCrs,_1/G con codominio K (Il,_1,m), entonces las compo-
nentes en dimensiones j de f coinciden con las componentes del morfismo C — G
de (n — 1)-complejos cruzados asociado a (F,F,0) : (G',C,Cp_1) — G, esto es,
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f; = (F,0): C; — 0g, 0 <j<n-—2,yla componente i < m de o es nula, es
decir, ay,_y = 0 para 1 < m.

Ast, usando la Proposicion 1.4.6, tenemos que el morfismo o : Cp_1 —
F*K(II,m) de G'-mddulos simpliciales estd totalmente determinado por su com-
ponente en dimension m, es decir, de la transformacion natural

ne1 Oty — 1OF

y que ademds, para cada objeto x € obj(G'), se cumple la siguiente condicidn de

cociclo:
m

Ay (u) = Y _(=1)"ajL di(u), (4.46)
1=0
para todo elemento u en C™ ! (x).
En resumen, dar un morfismo (F,f a) como el del diagrama (4.45) es equiva-
lente a dar una transformacion natural o' | : C7* | — IIF' de forma que para cada

n—1-~n
x € obj(G’) la componente en x de o' | cumpla la condicion de cociclo (4.46).

Nota 4.3.28. Supongamos ahora que tenemos dos morfismos en SCrs,_1/G

(F.f,o)
(g/,cacnfl) (g7g7K(H’ m))
(F£.8)
(F,F,0) /
G =(6,6,0)

que estdn determinados por las transformaciones naturales o' | y B, respecti-
vamente, y que h = (f,h) : (F,f,a) ~ (F,f,3) es una homotopia. Entonces las
componentes de la homotopia h en dimensiones < m — 1 son triviales, esto es

W =0:C7 | — 0gF,

para todo j < m—1y 0 < i < 3. Tenemos entonces, utilizando la Proposicion
1.4.8, que la homotopia h y por tanto h estd totalmente determinada por una
familia de transformaciones naturales

Rt om b TF, 0<i<m—1,
que satisfacen, para cada objeto x € obj(G'), la siguiente condicidn de homotopia:

() = apg (u) =Y 0> (1) R (4.47)

j=111=0

para cada elemento u € C)* ().
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Es entonces fdcil comprobar, después de la Nota 4.3.28, que a partir de una
homotopia h = (f,h) : (F,f,a) ~ (F,f,8) como antes podemos construir otra
W = (f,h): (F.f,a) ~ (F,f,8) que estd determinada por las transformaciones
naturales E;nil : C™} — TIF cuyas componentes en un objeto x € obj(G') asocian
a cada u € C™ () el elemento

0 st 0<i1<m—1,
S (=)™ HRM N u) sioi=m - 1.

En particular la homotopia I estd en las condiciones del Lema 4.3.26 y por
tanto deducimos que el funtor JF, conserva clases de homotopias de morfismos a
K(Il,—1,m), m > 1.

Como consecuencia podemos probar:

Proposicién 4.3.29. Sea G un grupoide, 11 un G-mddulo y (G',C, Cp—1) un objeto
en SCrs,,—1/G. Entonces la adjuncion

Fn:SCrs,_1/G ____SCrs,/G: W,
induce un isomorfismo

[Fa(@',C. Cp1), K(Iy,m)]scrs, /6 = [(G'.C, Crot), Wa(K (ILy, m))lscrs, 1 /6

donde [—, —|scrs,/g Y [ —|scrs,_1/g denotan clases de homotopia de morfismos
en las correspondientes coma categorias.

Demostracion: La demostracion de esta proposicidn es inmediata a partir del Lema
4.3.25, de la Nota 4.3.28 y del hecho de que los isomorfismos de la adjuncién
W, - F, se obtienen aplicando los funtores W, y Fn y componiendo con la
unidad y counidad de dicha adjuncion. |

Consideremos ahora la composicién de funtores
Fi F2 Fn
Sn = Fn...FoF1 : SSet/Ner(G) — Gd/G — ... — SCrs,,—1/G — SCrs,, /G.

Entonces, para cada objeto X, : X %, Ner(G) en la categoria SSet/Ner(G), cada
G-médulo 1T y cada m > 1, tenemos isomorfismo inducidos por las adjunciones
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Fi bW, 1 <i<n,y los isomorfismos (4.30), (4.34) y (4.43)

2

80X, K (T, m)]scrs, /g = [§n-1Xp, WnK (T, m)]sCrs,, 1 /0

= [§n1Xp, K(uo1,m + D]scrs, 1/6

2 [Fp X, Wi 1 K(IL,_1,m + Dlscrs,_s/g
> [0 X, K(IT,,— 2,M + 2)|sCrs,_/G

= [F1X,, WQK(HQ, m+n —2)|gd/g

= [Fi Xy, K(II,m +n — Dlad/g

= X, W1 K (I, m +n — 1)]sSet/Ner(G)
= [Xy, Lg(IT, m + n)]sset/Ner ()

1

¥y como consecuencia;:

Teorema 4.3.30 (Representacién de la cohomologia H™ 1" (X, 1) en
SCrs,,). Para cada conjunto simplicial X y cada sistema de coeficientes locales 11
para X existe una biyeccion natural

Hm+n(X7H) = [gnx K(H m)]SCI‘Sn/ﬂ'l(X)‘

b &
Y como corolario:

Corolario 4.3.31 (Representacién de la cohomologia singular Hs%”(c IM) e
SCrs,,). Para cada complejo cruzado C € Crs y cada 71 (C)-mddulo 11, existe un
isomorfismo natural

HTH(C, ) 2 [§,Ner(C), K (I, m)]scrs, /i (C)-

sing

4.3.1 Morfismo de conexién

El objetivo de esta seccion es establecer una aplicacién natural entre la cohomologia
del cotriple y la cohomologia singular de un n-complejo cruzado C con coeficientes
en un 71 (C)-médulo II, es decir
76 (C, 1) — HE P (C,IT).

Para ello usaremos las representaciones de la cohomologia singular dada en la
Seccién 4.3.

De nuevo, al igual que hemos hecho a lo largo de este capitulo, teniendo en
cuenta las particularidades de las categorias Crs; = Gpd y Crsy, = Xm tratare-
mos estos dos casos por separado.
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Asi, en primer lugar, usando la representacién de la cohomologia H:;”;rgl (c,10)
en la categoria Gd dada por el Corolario 4.3.4, vamos a dar una aplicacién natural
entre la cohomologia del cotriple y la cohomologia singular de un grupoide G con
coeficientes en un G-modulo 11, es decir,

1
Hig(G, 1) — HFH(G,1T). (4.48)

El teorema de representacién de la cohomologia del cotriple (Corolario 4.2.11)

para n = 1 nos asegura

HI%(G,11) = ['Ga(G), K (T11,m)]Simpl(Gpd/d)-

Noétese que
[IGO(g)’ K(ﬁlv m)]Simpl(Gpd/g) = [IGO(g)a K(ﬁlv m)]Gd/g )

pues los grupoides simpliciales 'G4(G) y K (ﬁl,m) realmente son objetos en la
coma categoria Gd/G.
Por otra parte, el teorema de representacién de la cohomologia singular en Gd
(Corolario 4.3.4) nos dice
HIHN(G, ) = [FiNer(G), K (111, m)]ga/g-
El morfismo de conexién (4.48) serd el morfismo inducido por un morfismo simpli-
cial

X : FiNer(G) — 'G.(G)
en Gd/G.

En la seccién anterior introducimos el par de funtores adjuntos

SSet /Ner(G) Gd/G .

W i1=Ner

Ademas el funtor inclusién Gpd — Gd que lleva cada grupoide en el grupoide
simplicial constante que determina tiene como adjunto izquierda, el funtor grupoide
de componentes conexas

mo : Gd — Gpd

(ver pagina 80). Esta tltima adjuncién también se puede establecer entre las coma
categorias correspondientes:

Gd/G —=Gpd/ .

donde en el dominio de 7y, G denota al grupoide simplicial K(G,0).
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La composicién de estas dos adjunciones entre coma categorias nos proporciona
otro par adjunto:
moF1 : SSet/Ner(G) = Gpd/G : Ner,

donde el adjunto derecha coincide con el funtor inducido en las coma categorias
por el funtor nervio de un grupoide usual. La counidad de dicha adjuncién nos da
para cada grupoide G un morfismo A : moFiNer(G) — G y podemos considerar el
diagrama de objetos simpliciales aumentados en la coma categoria Gpd/g:

leer(g) e WoleeI“(g)

iA

G.

'G.(9)

Veamos que el morfismo A puede ser levantado a un morfismo de grupoides sim-
pliciales X : FiNer(G) — 'G,(G), para ello ser4 suficiente que el grupoide simplicial
F1Ner(G) sea libre respecto del cotriple !G. Recordemos pues esta definicién:

Un grupoide simplicial F € Gd se dice libre respecto del cotriple 'G si todos
los grupoides F,, son libres, con bases grafos dados

—_—
XHH 9

y estos grafos son estables bajo todas las degeneraciones, es decir, toda degenera-
cién s;, 0 < j < n, lleva vértices de X, en vértices de X, 1.

Por construccién es claro que para cada conjunto simplicial X el grupoide
simplicial F;(X) = G(X) es un grupoide simplicial libre para el cotriple 'G (ver
también [29], pdgina 382). En particular F1Ner(G) es un grupoide simplicial libre
respecto del cotriple 'G. Asi A puede ser levantado (de forma tnica salvo homo-
topia) a un morfismo de grupoides simpliciales X : FiNer(G) — 'G(G) el morfismo
de conexién (4.48) es el morfismo inducido

(G, T)=[G(9) K (Il m)Ga /g~ F1Nex (). K (TT1.m)]gaye HT (G, IT).

sing
Para establecer el siguiente morfismo de conexién

H3%(C, 1) — HIWH2(C, 1), (4.49)

sing
que daremos para cada moédulo cruzado C y cada sistema de coeficientes locales

II para C, utilizaremos la representaciéon de la cohomologia singular de un moédulo
cruzado en la categoria Sxm (dada en el Corolario 4.3.18),

HTE2(C, L) 2 [§oNer(C), K (I, 1m)]sxm/m: (c):

sing
y también el teorema de representacién de la cohomologia del cotriple (Corolario
4.2.11) N
H3(C,10) 22 PGo(C), K (112, M) |Simpl(Xm /1 () -
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Nétese también que como los objetos simpliciales 2G4(C) y K (ﬁg, m) realmente
estdn en la coma categorfa Sxm/m(C) al igual que en el caso anterior

2Ge(C), K (T2, m)]simpi(xm/m1(¢)) = [2Ge(C), K (T2, m)]$m /my (c)-

El morfismo de conexién (4.49) serd el morfismo inducido por un morfismo simpli-
cial
X : FoNer(C) — 2G4 (C)
en Sxm/(C).
En la Seccion 4.3.18 estudiamos el par de funtores adjuntos

S2=F2F1
SSet/Ner(m(C)) ————— Sxm/m1(C) .
Ner=W; W,

Ademsds el funtor inclusién Xm < Sxm que lleva cada mdédulo cruzado en
el médulo cruzado simplicial constante que éste determina tiene como adjunto
izquierda, el funtor

o : Sxm — Xm ,

que lleva cada mddulo cruzado simplicial al médulo cruzado de sus componentes
conexas. Esta adjuncién pasa a las coma categorias, de manera que tenemos una
adjuncién
iy
Sxm /7 (C) == Xm /7 (C),
donde en el dominio y el codominio de 7y, 71(C) denota el médulo cruzado simpli-
cial constante y el médulo cruzado asociado al grupoide 71(C), respectivamente.
La composicién de estas dos adjunciones nos proporciona otro par adjunto:

7082 : SSet/Ner(71(C)) = Xm/m(C) : Ner = W1 W,

donde el adjunto derecha coincide con el funtor inducido en las coma categorias
por el funtor nervio de un moédulo cruzado. La counidad de dicha adjuncién nos
proporciona para cada médulo cruzado C un morfismo A : mFaNer(C) — C y
podemos considerar el diagrama de moédulos cruzados simpliciales aumentados

FaoNer(C) — mpF2Ner(C)
lx

2G4 (C) C.

Para poder levantar A a un morfismo de moédulos cruzados simpliciales serd
suficiente que F2Ner(C) sea libre respecto del cotriple 2G. De forma andloga a la
definicién de grupoide simplicial libre respecto del cotriple, diremos que un médulo
cruzado simplicial (G, ¥) € Sxm es un mddulo cruzado simplicial libre respecto
del cotriple %G si:
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e Cada médulo cruzado %, = (G, Cy, d,) es libre sobre una flecha X,, — G €
AGpd (las bases) y

e todas esas bases son estables bajo los operadores degeneracién, es decir, todas
las degeneraciones s;, 0 < j < n, inducen un diagrama conmutativo

Xn

8j
Xn+1
g.
Nuestro siguiente objetivo sera probar que para cada grupoide simplicial G libre
respecto de !G el médulo cruzado simplicial F»(G) es libre respecto al cotriple 2G.

Comenzamos recordando el siguiente resultado de grupos libres, cuya demos-
tracién puede encontrarse en [26, Corollary 4.7]

Lema 4.3.32. Sea f: F(Z) — F(Y) un morfismo de grupos libres y supongamos
que se tiene una aplicacion s : Y — Z cuyo morfismo de grupos inducido s :
F(Y) — F(Z) es una seccion para f. Entonces ker(f) es un grupo libre sobre los
elementos de la forma

s(w) zsf(2) 7" s(w) ™,
conzeZ\s(Y)yweY.

Una traslaciéon inmediata de este resultado al contexto de grupoides nos daria

Corolario 4.3.33. Supongamos Gi y Ga grupoides libres sobre los grafos
LN TN

Z_—Z0 Y -0,

respectivamente. Sea F : Gy — Go un funtor (que es la identidad en objetos) y
que tiene una seccion inducida por un morfismo de grafos S. Entonces el grupoide
totalmente disconexo ker(F') es libre generado por los endomorfismos de la forma

S(w) zSF(2)~' S(w)™,
con z € Z\S(Y) yw €Y flechas tales que la composicidn anterior tenga sentido.

Si suponemos entonces que G es un grupoide simplicial libre respecto de 'G,
con G; el grupoide libre sobre el grafo X; = O,¢ > 0, el morfismo

didg -+ dpt1: Gny1 — Go
estd en las condiciones del Corolario 4.3.33 (con S dada por la composicién 56““1 :
Xo — X,+1) v por tanto el grupoide totalmente disconexo

ICn = ker(d1d2 s dn+1)
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(ver construccién de F»(G), pagina 229) es libre. Deducimos entonces que el pre-
modulo cruzado
0= d0d2 ce dn+1 : Kn — Enng

es libre sobre el objeto (Z,,0,Gy) € AGpd con Z, el conjunto de endomorfismos
de Gn4+1 de la forma
z 38+1d1d2 cee dn+1(z)_l

con z € Xp41\s0 (Xo). A partir de aqui obtenemos que el médulo cruzado
§: K, — Endg,
es libre (respecto al cotriple 2G) sobre (Z,\s0(Zn_1),6,G0) € AGpd y concluimos

Corolario 4.3.34. Para cada grupoide simplicial G libre respecto de 'G, el mdodulo
cruzado simplicial F2(G) es libre respecto al cotriple °G. En particular, para cada
conjunto simplicial X, el mddulo cruzado simplicial F2(X) es libre respecto al
cotriple °G.

Asi X puede ser levantado (de forma tnica salvo homotopia) a un morfismo de
médulos cruzados simpliciales A : FaNer(C) — 2G4(C). El morfismo de conexién
(4.49) es el inducido por este morfismo simplicial

H% (C, I)~PG(C),K (112 M) Ssxem /71 (C) E [§2Ner(C),K (TI2,m)]sxm /(€)= HZLI(]Q (C,1I).

Supongamos por ultimo n > 2, para cada n-complejo cruzado C y cada sistema
local de coeficientes II vamos a dar un morfismo de conexién

"6 (C, 1) — HE P (C, IT). (4.50)
De nuevo usaremos la representacién de la cohomologia H :Z;jq” (C,1I) en la categoria

SCrs,, dada en el Corolario 4.3.31,

Hm—&-n(c’ H) = [gnNer(C), K(ﬁnv m)]SCI‘Sn/ﬂ'l (€)»

sing

y el teorema de representacion de la cohomologia del cotriple (Corolario 4.2.11)
que en este caso nos asegura

T6(C 1) 22 ["Go(C), K (TTn, M) |Simpl(Crsy /71 (C)) -
Noétese que aqui también
"Ge(C), K (ILn, m)]Simpl(Crsy, /1 (€)) = ["Ge(C), K (I, 1m)]8Crs,, /i (C)

pues los objetos simpliciales "G4 (C) y K (ﬁn, m) realmente son objetos en la coma
categoria SCrs,, /71 (C).
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Consideremos el par de funtores adjuntos

gn:]'—n"']'b]:l
_— >

SSet/Ner(m(C)) SCrs,, /m1(C)

Wi.Wha

y el funtor inclusién Crs,, — SCrs, que lleva cada n-complejo cruzado en el
n-complejo cruzado simplicial constante que determina y tiene como adjunto iz-
quierda al funtor

7o : SCrs,, — Crs,

que lleva cada n-complejo cruzado en el n-complejo cruzado de componentes
conexas. Esta ultima adjuncién también se puede establecer entre las coma cate-
gorias:

SCrs, /71(C) == Crs,,/m(C) .

donde en el dominio y codominio de 7, 71 (C) denota el n-complejo cruzado simpli-
cial constante y el n-complejo cruzado asociado al grupoide 71 (C), respectivamente.
La composicién de estas dos adjunciones nos proporciona otro par adjunto:

70Sn : SSet/Ner(m1(C)) 2 Crs,/71(C) : Ner = Wy ... W,

donde el adjunto derecha coincide con el funtor inducido en la coma categoria por
el funtor nervio de un n-complejo cruzado. La counidad de dicha adjuncién nos
da para cada n-complejo cruzado C un morfismo A : m§,Ner(C) — C y podemos
considerar el diagrama de objetos simpliciales aumentados en Crs,,/71(C),

SnNer(C) —— mpF,Ner(C)
lA

"G(C) C.

Para que A pueda ser levantada a un morfismo de n-complejo cruzados simpli-
ciales X : §,Ner(C) — "G(C) serd suficiente que §,Ner(G) sea libre respecto del
cotriple "G. No es dificil probar, siguiendo un procedimiento analogo al del caso
n =2, que si C, € SCrs,,_1 es libre para el cotriple "~!G entonces F,,(C,) es libre
respecto al cotriple "G. Inductivamente, tendremos entonces que §,Ner(G) es libre
y por tanto que el morfismo A puede ser levantado (de forma tnica salvo homo-
topfa) a un morfismo de n-complejo cruzados simpliciales A : §,Ner(C) — "G(C)
y el morfismo de conexién (4.50) es el inducido por éste

(€ D)7 G(C), K (Tl )]sy (€) 2 [§0Nex(€), K (Tm)]s vy (€)% Ht (€, T1).
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4.4 Cohomologias en Gd

4.4.1 Cohomologia singular en Gd,;;

Un sistema de coeficientes locales II para un (n + 1)-grupoide simplicial G sera
por definicién un P;(G)-mdédulo, esto es, un funtor II : P;(G) = mo(G) — Ab.
Puesto que Pi(G) = m(G) = m(B(G)) un sistema de coeficientes locales para
G es precisamente un sistema de coeficientes locales para su espacio clasificador
B(G).

La cohomologia singular de G con coeficientes en II se define como la coho-
mologfa singular del espacio clasificador de G, B(G) (ver pagina 85), con coefi-
cientes en II,

Hg(G,10) := H™(B(G),11).
4.4.2 2-torsores con coeficientes locales sobre (n + 1)-grupoides
simpliciales. La cohomologia algebraica en Gd,,

En esta seccion vamos a considerar una 2-cohomologia algebraica en las categorias
Gd,,+1 de (n + 1)-grupoides simpliciales. Esta cohomologia estard definida en
términos de 2-torsores y los coeficientes para ella seran sistemas de coeficientes
locales.

Sea G un (n—+1)-grupoide simplicial y IT un sistema de coeficientes locales para
G. Un 2-torsor sobre G con coeficientes en II serd un 2-torsor en la coma categoria
Gd,,+1/P1(G) sobre el morfismo 68) : G — P1(G) con coeficientes en un objeto
grupo en Gd,,+1/P1(G) que precisamos a continuacién.

Sin =0y G es un grupoide, el funtor 68) es la identidad. Por tanto, un
coeficiente local para G es precisamente un G-moédulo, el objeto grupo abeliano en
Gpd/§ asociado a éste serd

ﬁli ng

g,

ver ejemplo 2.4.8
Para n > 1, en el ejemplo 2.4.8 también construimos, para cada G-mdédulo II,
un objeto grupo abeliano en Gd,+1/G que representamos

s (1, n) — G,

hemos identificado aqui G con K(G,0). En particular, tomando G = P;(G), cada
sistema de coeficientes para G determina el objeto grupo abeliano

K56y (L n) = Pi(G) (4.51)

en Gdn+1/P1(g)
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Los 2-torsores sobre un grupoide con coeficientes locales fueron ya estudiados
al principio de la Seccién 4.2.3, vimos es dicha seccién que en la clase de cualquier
2-torsor sobre G con coeficientes locales en I existe uno en el que el grupoide fibra
es un 2-grupoide.

Vamos ahora a hacer un estudio anédlogo para (n + 1)-grupoides simpliciales
con n > 1. Por un 2-torsor sobre un (n + 1)-grupoide simplicial G con coeficientes
locales en II entenderemos un 2-torsor en Gd,+1/Pi1(G) de 5(91) : G — Pi(G) con
coeficientes en /fggll)(g) (Il,n) — P1(G). Denotaremos Tor?(G,II) a la correspon-
diente categoria de torsores sustituyendo paréntesis por corchetes para indicar
componentes conexas.

Un 2-torsor en Tor?(G,II) consistird por tanto en un par (T,a) con T un
grupoide interno en Gd,+1 y « : End(%) — /fgjll)(g) (IT, n) un morfismo en Gd; 41
haciendo que el cuadrado en el siguiente diagrama sea un pullback

End(%) © s kb)) () (4.52)
/I_d\ = i
o S
‘IZTI X.70 714>'1'1 4>—T>TO g e Pl(g) ,
g

y satisfaciendo las condiciones (4.15) y (4.16) en la definicién de 2-torsor. Si nos
quedamos con la (n — 1)-truncacién del diagrama anterior obtenemos

Tr—1(c)

T, (End(T))
/—;\

Pi(G)
Tn—l(s) : Tn—1<T1) T4> Tn—1<TO) (g) 9

Tm-1(9) *(T)Pl
Tn,1((5g )

en el que el cuadrado sigue siendo un pullback y por tanto el morfismo
End(Tn_l(‘I)) = Tn_l(End(‘I)) - n—l(TO>

es una identidad. Deducimos entonces que 7,,—1(%) es el grupoide asociado a una
relacion de equivalencia, concretamente a la relacién de equivalencia asociada al
par nucleo del morfismo 7,,_1(7To) — T,-1(G). A diferencia de lo que ocurre
en el caso de complejos cruzados, no podemos ahora asegurar que en la clase de
cualquier 2-torsor sobre G exista uno (%, a) en el que el morfismo 7Ty — G tenga
(n — 1)-truncacion la identidad.

Si desarrollamos ahora el diagrama (4.52) hasta dimensién n obtenemos el
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siguiente diagrama en Gpd:

Id, E“dE(T) = P1(g)fﬂ (4.53)
&= i
Idn_1 7;{)—1 ‘ e ‘ Plég)
Tl A u e
7;10—1 XQ@A 7;1(]—%: 7?_1 Gn-1— Pl(g)
Wty W
: Id ; 7 : = f Pi(9)
P, P N S
T xg, Ty T 7’ u g1 Pi(G)
Ido 7y ‘ = H P (G)
- A5 0/ u H ~
0 *go To T Go —= P1(G)

0

donde End(T) — 7,0 es el grupo (sobre 7,?) de endomorfismos del grupoide (interno
en grupoides)
Idn

g N

n

Y.

n

T: 71

n

Tn

Notemos que las truncaciones representadas en el diagrama (4.53) tienen estruc-
turas de n-hipergrupoides y que el funtor composicién de T respeta la estructura
de n-hipergrupoide de 7.

Puesto que G es el (n + 1)-grupoide simplicial de componentes conexas de
T, la proyeccién T° — G es sobreyectiva en objetos. Podemos por tanto elegir
una seccion a nivel de objetos de esta proyecciéon, utilizando ahora el Lema 2.4.2,
podemos obtener un (n + 1)-grupoide simplicial 7" con los mismos objetos que G
junto con un morfismo s : 7' — T que a nivel de objetos sea la seccién elegida
anteriormente. Aplicando entonces la Proposicién 4.2.4 concluimos que en la clase
de cualquier 2-torsor sobre G existe uno en el que todos los funtores que aparecen
en el correspondiente diagrama (4.53) son la identidad en objetos. Denotaremos
por T%(G, 1) a la subcategoria plena de T'or?(G, II) con objetos aquellos 2-torsores
que tienen la propiedad anterior (esto es, aquellos 2-torsores (¥, «) en los que todos
los funtores cara y degeneracién del grupoide fibra ¥ son la identidad en objetos).
Notese que por el comentario anterior tenemos una igualdad entre los conjuntos
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de componentes conexas

Tor?[G,11] = T?[G,T1].

A partir de ahora los 2-torsores con los que trabajemos estaran en T?(G, II).
Si nos fijamos ahora en el plano superior del diagrama (4.53)

End(T) o Pi(G) [T (4.54)
T T — 70 Gn Pi(G),

observamos que este representa un 2-torsor de G, — P;(G) con coeficientes en
Pi(G) [TI — P1(G) en la coma categoria Gpd/P;(G), cuyo grupoide fibra T es un
2-grupoide (todos los funtores en el diagrama (4.54) son la identidad en objetos).

Si para cada objeto z de cualquiera de los grupoides Z,!, 7., G,, o P1(G) en el
diagrama (4.54) denotamos por Endr(z) al grupo de endomorfismos de la identidad
Id, € T,? en el grupoide T, esto es, las deformaciones de la identidad en z en el
2-grupoide T, entonces la asociacion:

x +— Endrp(z)

nos define un funtor
Endr : 7. — Gp,

donde las flechas de 7,! actian por conjugacién. Tenemos entonces una fibracién
escindida de grupoides
Id

LN B
End(T)s? 7;1 )

aplicando entonces la Proposicién 1.5.7 se tiene:
End(T) = 7,0 [Endr.

Por lo que dar un funtor « : End(T) — P;(G) [II haciendo pullback el cuadrado
del diagrama (4.54) es equivalente a dar una equivalencia natural

a:Endy —Iog,:7° — Gp, (4.55)

donde g, es el morfismo composicién g, : 7.V — G, — P1(G).
Identificamos entonces los 2-torsor en T?(G,II) con pares (T, a) tales que:

e T es un grupoide interno en Gd, 41,

e ¢l (n + 1)-grupoide simplicial de componentes conexas de ¥ es G,
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e los funtores cara y degeneracién de ¥ son la identidad en objetos,

e la truncacién T,_1(%) es el grupoide asociado al par nicleo del morfismo
T-1(0bj(%)) — Tn-1(9),

e a:Endr —Iog,: 72 — Gp es una equivalencia natural.

Denotaremos

Hc%lg(ga H) = TOTQ[gvn] = T2[g7 H]



Capitulo 5

Los invariantes de Postnikov

Volvamos a situarnos en el contexto general que planteamos en la introduccion,
esto es, supongamos que tenemos una categoria T de espacios y una categoria S
de modelos algebraicos para los espacios de T, relacionadas por un par de funtores
IT: T —> S, B:S — T en las condiciones apropiadas para el desarrollo de
nuestra teoria. Llevando maés lejos el proceso por el que la torre de Postnikov de
un espacio X € T se ha obtenido a partir de la torre de Postnikov de su modelo
algebraico IT(X), el objetivo de este capitulo es obtener los invariantes de Postnikov
de un espacio X € T a partir de invariantes de Postnikov de II(X). Al igual que
hemos construido, lo que podriamos llamar, una torre algebraica de Postnikov
para objetos de S (para los casos S = Gd y S = Crs) vamos a desarrollar, lo que
podriamos llamar, una teoria algebraica de invariantes de Postnikov.

El esquema que seguiremos serd el siguiente:

Para cada objeto C € S construiremos unos invariantes que llamaremos alge-
braicos kni11 = kn+1(C); estos invariantes serdn elementos de una 2-cohomologia
algebraica definida en la categorfa S,, de n-tipos. Haremos entonces efectiva la
regla tacita mencionada en la introduccién, obteniendo a partir de estos invarian-
tes algebraicos otros k,t+1 = kn+1(C), que vivirdn en un grupo de cohomologia
singular de dimensién n + 2.

5.1 Los invariantes de Postnikov de un espacio con el
tipo de homotopia de un complejo cruzado

Sea X un espacio con el tipo de homotopia de un complejo cruzado, entonces el
morfismo de conexién entre X y BII(X) obtenido via la counidad y la unidad de
las adjunciones || 4 .S y m - Ner, ver Seccién 3.5,

X ~ BII(X)

293
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es una equivalencia homotoépica débil. Los invariantes de Postnikov de X se ob-
tendran a partir de los invariantes de Postnikov de su complejo cruzado funda-
mental TT(X).

Veamos entonces como obtener los invariantes de Postnikov de un complejo
cruzado.

Distinguimos dos tipos de invariantes de Postnikov de un complejo cruzado C:

e Los invariantes “algebraicos” que seran elementos de una cohomologia alge-
braica, concretamente, de la cohomologia del cotriple "G en las categorias
Crs,,. Estos invariantes estan totalmente determinados por las fibraciones

(Mni1)e : Pui1(€C) — Pu(C).

e Los invariantes “topoldgicos”. Estos serdn elementos de una cohomologia
singular y se obtendran, a partir de los invariantes algebraicos, mediante los
morfismos de conexién (construidos en la Seccién 4.3.1) que nos conectaban
la cohomologia de los cotriples "G con la cohomologia singular.

5.1.1 Los invariantes de Postnikov algebraicos

Como hemos hecho a lo largo de toda esta memoria, destacaremos también aqui
los dos primeros casos y trataremos de forma general el resto.

El primer invariante:

Sea € un complejo cruzado, su primer invariante algebraico k; serd un elemento
en una cohomologia algebraica definida en la categoria de 0-tipos, Crsy = Set,
y estard totalmente determinado por la primera fibracién (n1)c en la torre de
Postnikov de C:

Pi(C): =0 0) ——1n(0)
J{(m)c ((1070)J/ l(qo,o)
Py(C) : o= Ory0) — 1ny(c) -

Hemos identificado esta fibracién con el funtor

(m)e = qo : m1(C) — mo(C)

desde el grupoide fundamental 71 (C) en el grupoide discreto sobre el conjunto
mo(C) (de sus componentes conexas).

La cohomologia algebraica que vamos a usar es la cohomologia del topos Set.
Esta categoria tiene muy poca estructura y su cohomologia es muy simple, de
hecho la cohomologia en Set es trivial en dimensiones > 1. Por lo tanto, el primer
invariante de Postnikov del complejo cruzado C es trivial y no seria necesario
aplicar todo nuestro desarrollo para su obtencién. Sin embargo, pensamos que
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es interesante ver como se obtiene este primer invariante ki pues el método que
usamos se puede aplicar a otras categorias de modelos algebraicos para las cuales
el primer invariante podria no ser trivial, como por ejemplo categorias algebraicas
que modelen G-espacios.

El primer invariante k; de C debe ser un elemento en el segundo grupo de
cohomologia del conjunto

Py(C) = mo(G) = mom1(C) = moP1(C),

donde G = base(C). En general, dado un objeto X en un topos &, la cohomologia
de X se define como la cohomologia de Idx en el topos £/X, asi los coeficientes
para esta cohomologia han de ser objetos grupos en esta coma categoria. En
particular, los coeficientes para la cohomologia del conjunto Py(C) tienen que ser
objetos grupo en Set/Py(C), que se identifican con los Py(C)-grupos (viendo a
Py(C) como un grupoide discreto).

Eligiendo entonces un representante sz € m1(C) en cada componente conexa
Z € Py(C) de m1(C), obtenemos un objeto grupo (no necesariamente abeliano)

7€) = [ Endrc)(sz) — Ro(C)
ZEPH(C)

en la coma categoria Set/FPy(C), ndtese que esta eleccién hace que la construccién
de este grupo sobre Py(C) no sea funtorial. Notamos también que para cada
elemento ¥ € Py(C), la fibra del objeto grupo anterior en = es End, ¢)(sZ) y por
tanto 71 (C), como Py(C)-grupo, asocia a cada T en Py(C) el grupo

End;l(c)(sf) = Endm(c)(si).
El primer invariante de C sera entonces un elemento
ki € Hz(Po(C), %1(6))

del segundo conjunto de cohomologia de Py(C) en Set, con coeficientes en el objeto
grupo 71 (C). Esta cohomologia (no abeliana) se define (o interpreta) en términos
de 2-torsores. En general, si £ es un topos, X € £ es un objeto y G — X es un
objeto grupo en £/X, el segundo conjunto de cohomologia H?(X,G) se define (o
interpreta) como

H*(X,G) =Tor?*[X, G,
(ver [49]).

El primer invariante k1 de C serd entonces la componente conexa de un 2-torsor
en Tor?(Py(C),71(C)). La obtencién de este 2-torsor dependera de nuevo de una
eleccion.
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El grupoide fibra de este 2-torsor es justo el grupoide fundamental P;(C) =
71(C), cuyo conjunto de componentes conexas es FPy(C) con (n1)¢ la proyeccién
canénica. La aplicacién cociclo «,

End(P,(C)) = 71(C)

l l

A(c) (m)e R(€)

se obtiene eligiendo para cada objeto y en la componente conexa I una flecha
s — y que determina (via conjugacién) un isomorfismo

Qy Endm(C)(Q) — Endm(c)(si') = End%l(c)@j}).

Es facil comprobar que el par (71 (C), @) determina un torsor en T'or?(Py(C), 71(C))
cuya componente conexa (la tinica que hay) nos dard el invariante k. Notese
que el cociclo a no se obtiene de forma funtorial pues depende de una eleccién,
pero claramente cada dos elecciones determinan torsores en la misma componente
conexa (ya que sélo hay una componente conexa).

El segundo invariante:
El segundo invariante de un complejo cruzado C, en realidad el primero no
trivial, serd un elemento

ke € Hig(Pi(C),m2(C)),

de la cohomologia del cotriple 'G en la categorfa Crs; = Gpd de grupoides.
Hemos interpretado esta cohomologia en términos de extensiones, de manera que
tenemos un isomorfismo

H?G(Pl(C),TFQ(C)) = ExtQ[P1<C),ﬂ'Q(C)],

(ver 4.29). Por tanto, obtendremos el invariante k2 como la clase de componentes
conexas de una 2-extensién de P;(C) por m2(C), extensién que bésicamente vendréd
dada por la segunda fibracién en la torre de Postnikov de C, (n2)¢ : P2(C) — Pi(C).

M4ds concretamente, el médulo cruzado P»(C) tiene a P;(C) = m(C) como
grupoide de componentes conexas, esto es, mP(C) = m(C) (ver Proposicién
3.3.2) siendo el morfismo proyeccién precisamente (72)c. Ademés la componente
en C de la unidad 6 de la adjuncién ﬁg 49 induce un isomorfismo natural

(5((:2) : m2(C) =N o Pa(C)
(ver también Proposicién 3.3.2). Por tanto el par

(P(C). (55)71)
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determina una extensién en Ext?(Py(G), m2(G)) cuya clase de componentes conexas
representard el invariante ko de C.

El (n + 1)-ésimo invariante, n > 2:
En general, el (n+1)-ésimo invariante algebraico, k41, de un complejo cruzado
C serd un elemento

ki1 € Hig(Pa(C), 11 (C))

de la cohomologia del cotriple "G en la categoria Crs, de n-complejos cruzados.
Utilizaremos la interpretacion de esta cohomologia en términos de 2-extensiones

Hig(Pa(€), m41(C)) = Eat?(Pa(C), m11(C)),

que dimos en el Teorema 4.2.19, de manera que obtendremos kj,11 como la clase
de cohomologia representada por una 2-extensién de P, (C) por m,+1(C) que estard
totalmente determinada por la fibracion (n,+1)c : Pnt1(C) — Pn(C).

Miés concretamente, el (n+1)-complejo cruzado P,+1(C) satisface P, P, +1(C) =
P,(C) (ver Proposicién 3.3.1) siendo (np+1)¢ la proyecciéon canénica. Ademds la
componente en C de la unidad 6"V de la adjuncién ELH - 4,41 induce un
isomorfismo natural

08 w1 (€) S g1 P (€),

ver Proposicién 3.3.2. Por tanto el par
(Pus1(€), (5 ) ™)

determina una extension en Ext?(P,(G),m,+1(G)) cuya clase de componentes
conexas representard el invariante k1 de C.

5.1.2 Los invariantes de Postnikov topolégicos

El (n + 1)-ésimo invariante de Postnikov topoldgico

kni1 € H”"'Q(PH(C), 7rn+1(C))

sing

de un complejo cruzado C se obtiene como la imagen por el morfismo de conexién
(4.50)
Hig(Pa(C), mn41(C)) — HEt2(Pu(C), mn41(C))

sing

del invariante algebraico k1.

Nota 5.1.1. Es claro que cada invariante algebraico kyi1 € H2g(Py(C), mn41(C))
nos permite reconstruir el siguiente piso en la torre de Postnikov de C. Bastaria
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con representar dicho elemento por una extension, ésta nos determina un (n+1)-
complejo cruzado y una fibracion a P,(C) cuya fibra, en cada objeto x € m(C),
tiene el tipo de homotopia de K(mp4+1(C)(x),n+1).

Sin embargo es un problema aiun abierto para nosotros como reconstruir a par-
tir del invariante topoldgico k41 € H;:;(Pn(C),Wn+1(C)) el siguiente piso en
la torre de Postnikov de C. Nuestra conjetura es que el morfismo de conerion
H2.(P,(C),m41(C)) — HZZ;(Pn(C),TFnH(C)) es un isomorfismo. Pensamos
que los morfismos X\ : mp§pNer(C) — C son equivalencias homotdpicas débiles y
que a partir de esto se puede deducir que los morfismos inducidos

n ~ A* ~
[ G(C)a K(Hna m)]SCrsn/m(C) - [{?nNer(C), K(an m)]SCrsn/m (9]

son isomorfismos. Una vez probado ésto, estaria claro como reconstruir el siguiente
piso en la torre de Postnikov de C a partir de los invariantes topoldgicos de C.

Los invariantes de Postnikov de un espacio con el tipo de homotopia
de un complejo cruzado

Si X es un espacio tal que el morfismo de conexién entre X y BII(X)
X ~ BII(X)

es una equivalencia homotopica débil. Los invariantes de Postnikov algebraicos de
X se definen como los invariantes algebraicos de su complejo cruzado fundamental
ITI(X), serdn por tanto elementos

ka1 € Hig(PoTI(X), Tng (X))

Los invariantes de Postnikov topoldgicos de X se definen como los invariantes
topolégicos de su complejo cruzado fundamental IT(X), serdn por tanto elementos

kni1 € HY 2 (PII(X), Tyt (X)) = H2(BPII(X), i1 (X)).

sing

5.2 Los invariantes de Postnikov de cualquier espacio

Si X es cualquier espacio, un modelo algebraico para X es su grupoide simplicial
fundamental II(X'), de manera que cualquier invariante homotépico de X se puede
obtener a partir de II(X). En la Seccién 2.7 obtuvimos por ejemplo la torre de
Postnikov de X a partir de la de II(X), en esta seccién obtendremos los invariantes
de Postnikov de X a partir de los de II(X).

Este problema no esta totalmente cerrado pues sélo hemos obtenido invariantes
algebraicos que viven en un grupo de 2-cohomologia algebraica. Dejamos como
problema abierto obtener los invariantes topolégicos.
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5.2.1 Los invariantes de Postnikov algebraicos de un grupoide
simplicial

Dado un grupoide simplicial G, vamos a asociar a cada fibracion

(Mn+1)g = Pry1(G) — Pu(G)

en su torre de Postnikov, ver diagrama (2.19), un 2-torsor en

Tor? (Pn(g)7 Tn+1 (g))’

cuya clase de componentes conexas determinard un elemento

kni1 € Hglg(Pn(g), Tn+1(9)),

que serd el (n + 1)-invariante de Postnikov algebraico de G.
Comenzamos considerando el funtor

TDec : SimplGpd — SSimplGpd,

es claro que si aplicamos el funtor anterior a un grupoide simplicial (i.e. a un
objeto de Gd) obtenemos un objeto en SGd, por tanto el funtor anterior induce,
por restriccién, otro

TDec : Gd — SGd.

Recordar que Gd y SGd se identifican con las subcategorias plenas de SimplGpd
vy SSimplGpd, respectivamente, con objetos los grupoides simpliciales y los gru-
poides simpliciales dobles con operadores cara y degeneracion que son la identidad
en objetos.

Sea G un grupoide simplicial en Gd, consideremos TDec(G) como un objeto
simplicial en Gd aumentado sobre G. Este tiene el siguiente aspecto:

N

TDec(G) : --- Dec?(G) === Dec*(G) —= Dec(G) —= G (5.1)
ds
gs G4 Gz —— G

Q4E§g3$>g2—>gl
W W g ol W
Q3E§gzd:>>gl—>go

1 d1
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donde todos los funtores que aparecen en el diagrama (5.1) son la identidad en

objetos y por tanto no sélo las columnas sino también las filas representan objetos
de Gd. En definitiva, TDec(G) € SGd.
Podemos ahora aplicar el funtor

P?:SGd — SGd,
ver Seccion 2.6, al objeto anterior para obtener
PYTDec(G) € SGd,,.

Recordar que P? actta sobre cada columna de un grupoide simplicial doble como
el funtor P,. Observamos que cada uno de los grupoides simpliciales Dec'(G) tiene
una degeneracion extra y por tanto la Proposicién 2.6.2 nos prueba que

P,Dec'(G) = Cosk™ 2Dec'(G).

Asi P'TDec(G) tiene el siguiente aspecto:

O

Cosk™ ?Dec?(G) == Cosk™ ?Dec?(G) —Z Cosk™ 2Dec(G) — Pn(G) (52)

I —

donde hemos denotado
n1(9) = Ap_1(Dec(G)),

al grupoide ntcleo simplicial en dimensién (n — 1) de Dec’(G). Las flechas de
estos grupoides A?!_(G) son n-uplas (fo, fi, ..., fo_1) de flechas de G, 4,2 tales
que difj =dj_1fr para 0 <k <j<n—2.
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Notamos de nuevo que en el diagrama (5.2) todos los funtores que aparecen
son la identidad en objetos y por tanto las filas y las columnas en este diagrama
son objetos de Gd. Ademads, puesto que P, conserva coigualadores (ver Coro-
lario 2.6.4), el diagrama anterior representa un objeto simplicial en Simpl(Gd,,)
aumentado sobre P,(G). Observamos también que en el diagrama (5.2) hemos re-
presentado sélo la (n— 1)-truncacién vertical de PYTDec(G) ya que en cada uno de
los grupoides simpliciales truncados representados por las columnas del diagrama
existe una estructura de grupoide enriquecido en (n — 1)-hipergrupoides y cada
una de las columnas es el nervio del correspondiente grupoide enriquecido.

Apliquemos ahora el funtor

P} :SGd — SGd

a P'TDec(G). Como consecuencia de la Proposicién 2.6.5, P2h se restringe a un
endofuntor de SGd,, y por tanto

P} PYTDec(G) € SGdj [ | SGdy,

El grupoide simplicial doble P¥PYTDec(G) se obtiene aplicando el funtor P, a
las filas del diagrama (5.2). Puesto que las (n — 2)-primeras filas de PYTDec(G)
coinciden con las (n—2)-primeras filas de TDec(G) y éstas tienen una degeneracién
extra, las (n — 2)-primeras filas de Py P*TDec(G) seran un cosk?, esto es, seran los
nervios de los grupoides simpliciales asociados a los pares nicleo de los morfismos
Gii1 i1, G;. Ademas, puesto que el funtor P, conserva coigualadores de pares de
morfismos que son la identidad en objetos, PQ}‘P;L]TDeC(g), como objeto simplicial

en Gd, vuelve a estar aumentado sobre P,(G).
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Concluimos que P! PTDec(G) tiene el siguiente aspecto:

In—1
Bp—1(9)

%AI

A (9 T8 1(9) ——

gn—l Xg

n—

do

GaxgGa T Z Go———>Gi

_—

Go

RN —— 1

donde A% _|(G) representa al cociente del grupoide A2_,(G) sobre el subgrupoide
dn+1(ker(dn—1) Nker(dy)),

A2_1(9)
dn+1(ker(dn_1) N ker(dn)) ’

AL () =

cond; : A3 1(G) — A2 _,(G), i =n—1,n,n+1. Estoes, d,11(ker(dn_1)Nker(dy,))
es un grupoide con los mismos objetos que cualquiera de los grupoides en el dia-
grama y con flechas n-uplas de la forma (dy+1ug, . .., dnt1tn—1) con (ug, ..., Up—1)
una n-upla de elementos en G, 11 tales que d;u; = dj_1u;, para 0 <i < j <n — 2,
y dp—1u;, dyu; son identidades en el grupoide G,11. Ademaés los funtores cara

Do, Dy : AY_4(G) — A7lz—1<g)
estan dados por
D1 (’Uo, Ce. ,Un_1> = (dn’U(), . ,dn’l)n_l),
Do (vo, .. vn-1) = (dn—1v0, - .., dp_1Vp_1).

Obsérvese que en el diagrama (5.3) hemos representado sélo la (n — 1)-trun-
cacion de cada columna y la 1-truncacién de cada fila, ésta es la parte realmente
representativa, el resto se obtiene aplicando la construccién de nervio y por tanto
son caras abiertas o nicleos simpliciales.
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Por ser P} P'TDec(G) un objeto de SGd? N SGAY, podemos asegurar que es el
nervio de un grupoide interno en Gd,, que ademads tiene a P,(G) como n-grupoide
simplicial de componentes conexas. Denotemos por ¥ a este grupoide simplicial,
esto es, T es el tnico grupoide interno en Gd,, tal que Ner(%) = PP'TDec(G).

Vamos a denotar como T al grupoide (interno en grupoides) que tiene T en
dimensién (n — 1), esto es, T junto con su grupoide de componentes conexas esté
representado por el diagrama:

T: A2 (G)—=A},_(G) —>Gn_1/Bn-1(9), (5.4)

que es la fila superior del diagrama (5.3). Notese que todos los funtores en el
diagrama (5.4) son la identidad en objetos y por tanto T es un 2-grupoide.

Estamos ya en disposicién de asociar a cada fibracién (n,4+1)g : Pn+1(G) —
P,(G), en la torre de Postnikov de un grupoide simplicial G, un 2-torsor en

T?(Po(G), mnt1(9)).

Para simplificar notaciones supondremos que G es un (n + 1)-grupoide simpli-
cial, en cuyo caso P,+1(G) =Gy (Mn+1)g es la proyeccién canénica G — P, (G).

Por lo que hemos visto hasta ahora podemos construir un grupoide ¥ interno en
Gd,, tal que Ner(%) = P PTDec(G), ademéas P, (G) es el objeto de componentes
conexas de T. Asi que, para probar que ¥ es la fibra de un 2-torsor sobre P,(G)
con coeficientes en m,41(G), sélo nos resta calcular el grupo Endr(x), para cada
objeto x de G, y probar que este es isomorfo al grupo m,11(G)(x) de forma natural.

Puesto que G es un (n — 1)-grupoide simplicial, los elementos de m,+1(G)(z)
pueden identificarse con las flechas v € G, tales que d;(u) es la identidad en x
del grupoide G,_1. El resultado que buscamos serd consecuencia inmediata del
siguiente

Lema 5.2.1. En las condiciones anteriores se tiene que en la clase de cada endo-
morfismo en Endy(x) existe un inico elemento de la forma (Idy,...,Id;,u) con
u € mt1(G) ().

Demostracién: Los endomorfismos en Endp(z) serdn las clases, médulo el sub-
grupoide
dp+1 (ker(d,—1) Nker(dy)),

de los elementos (vg, . ..,v,—1) € A2_,(G) tales que dp(v;) = Idy = dp—1(v;), 0 <
1 <n-—1.

Dado entonces (vg,...,v,—1) en las condiciones anteriores, consideramos la
flecha

[’Uo, ... ,’Un_g] € Qn
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(ver férmula (2.4) en Lema 2.2.1), tenemos entonces que
d;[vo, ..., Un—2] = dp—2v; = djUp_1, 0<i<n-—2,
Clj[vo, e ,Un_g] = [djv(), . ,djvn_g] = [Idx, e ,Idx] = Idx, ] =n— l,n,

ver Lemas 2.2.1 y 2.2.2. Por tanto la composicién

[0,y Un—2]v;, b, € Gy
es un elemento en 7,.1(G)(x), ya que d;([vo,...,va_2]v ;) = Id, para todo
0<s<n.
Veamos ahora que (vg,...,vp—1) y (Idyg,...,Ids, [vo,... 7vn—2]7);i1) determi-

nan el mismo elemento de Endr(x). Para demostrar ésto bastara con que probemos
que el elemento

(’Uo, ceeyUn—2, [’U(), e ,’Un,Q])

estd en dp41 (ker(d,—1) Nker(d,)). Consideremos la composicién en G, 41
w; = (8pv;) (sn,lvi)_l (Sp—2v;), 0<i<n-—2,
entonces (wy, . . ., Wp—2, [Wo, . . ., wp—2]) es una flecha en ker(d,_1) Nker(d,) tal que
(dpt1wo, -« oy dpt1Wp—2, dpy1[Wo, - . ., Wp—2]) = (Vo, ..., V2, [v0, ..., Vn—2]).

Para finalizar la demostracién veamos que si tenemos u € m,41(G)(z) tal que
(Idg,...,Idy,u) € dyyq (ker(d,—1) Nker(dy)), entonces u = Id,. Ahora bien, si
existe (wo, ..., wn—1) € ker(d,—1) Nker(d,,) tal que

(dn+1w0, . ,dn+1wn_1) = (Idw, e ,Idx, u),
tomando w’ = wy,_1[wo, ..., w,_2]"! tenemos que
e para 0 <7 <n— 2,

diw' = (diwn_1)(di[wo, . . ., wn—_2]) ™ = (dp_ow;) (dy_ow;) ™+ = Idy,

e parat=n—1ei=n,
diw' = (djwy—1)(d;[wo, . . ., wn—2]) ™! = [diwo, . . ., djwy o] ' =
= [Idy, ..., Id,)™" = Id,,
e yparat=n+1,

dn—i—lwl = (dn—i-lwn—l)(dn—i—l[w()a cee 7wn—2])71 =

= U[dn+1w0, cee 7dn+1wn—2]_1 = U/[Idm, ey Idm]_l = u,
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por tanto w’ es un elemento del complejo de Moore de G en dimensién n+1. Ahora
bien, G es un (n+1)-grupoide simplicial y por tanto tiene complejo de Moore trivial
en dimensién n + 1, asi w’ = Id, y por ser u = dy,+1(w') también u = Id,. [ ]

Como consecuencia inmediata de los razonamientos anteriores, tenemos que ¥
es el nervio de un 2-torsor en T?(P,(G), m,+1(G)). La componente conexa de este
2-torsor sera el invariante algebraico

kny1 € TQ(Pn(g)ﬂrn—i—l(g)) = Hglg(Pn(g)a Tnt1(G))
buscado.

Nota 5.2.2. Observemos ahora que el invariante ky11 de G nos permite recons-
truir el siguiente piso de la torre de Postnikov de G. Bastard con elegir un 2-
torsor (%, «) que lo represente, considerar entonces el grupoide simplicial doble
Ner(¥) € SGd obtenido tomando nervios en ambas direcciones de ¥ y aplicar la
diagonal de Artin-Mazur a éste. Obtenemos asi un (n + 1)-grupoide simplicial
WNer(%) € Gd junto con una fibracién candénica WNer(%) — P,(G) cuya fibra
en cada objeto x € G es del tipo de homotopia de K (mp+1(G)(x),n+1).

5.2.2 Los invariantes de Postnikov topoldgicos de cualquier
espacio

En esta seccién sélo haremos un avance de como creemos que se pueden obtener
los invariantes de Postnikov topoldgicos de un espacio a partir de los invariantes
algebraicos de su grupoide simplicial fundamental.
Sera suficiente obtener, para cada grupoide simplicial G, un invariante topolé-
gico
kn+1 € HZZ;(Pn(g)v 7Tn+1(g))a

a partir del invariante algebraico
kny1 € ngg(Pn(g),Wn+l(g))~

Si seguimos los pasos que hemos dado para el caso de complejos cruzados, primero
tendriamos que identificar la cohomologia algebraica H;lg, definida en Gd,, con
una cohomologia de un cierto cotriple "G. Este cotriple tendria que ser tal que
los 2-torsores en T2(P,(G), T+1(G)) sean "U-escindidos ("U el funtor de olvido
que determina al cotriple). Las caracteristicas de estos torsores nos hacen pensar
que este funtor de olvido tomaria rango en la categoria de grafos simpliciales con
conjunto simplicial de objetos discreto (algo més complejo que lo que ocurre en el
caso de complejos cruzados). El concretar en el contexto de grupoides simpliciales
un procedimiento andlogo al dado para complejos cruzados seria al menos tan
laborioso como el que hemos realizado en el Capitulo 4 para complejos cruzados.
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Es posible, sin embargo, que se pueda conectar la cohomologia algebraica
Hglg(Pn(g), Tn+1(G)) con la singular H;Z;(Pn(g), Tn+1(G)) sin necesidad de iden-
tificar la primera con una cohomologia de un cotriple. Un posible camino seria el
siguiente:

Supongamos un 2-torsor (T, a) € T?(Py(G), mn11(G)), éste tendrd coeficientes

en el objeto grupo abeliano
1
Fipn(g)(Ta+1(9),n — 1) = Pi(G)

en la coma categoria Gd,,/P1(G). Vamos a reinterpretar este 2-torsor a la manera
de Duskin, esto es, como un morfismo simplicial en la categoria Gd,,/P;(G). Para
ello construimos el objeto simplicial

Ko@) (Tn1(9),n—1)
K v , 2
Pi1(G)

en la categoria Gd,,/P1(G). Entonces el cociclo a es equivalente a un morfismo
simplicial

Koy (g) (Tn1(9):n=1)
oz coskt (%) — K ' , 2

Pi(G)
en la categoria Gd,,/P;(G). Consideramos ahora el funtor (i,), : Gd2” — GdA”

inducido por la inclusién i, : Gd,, — Gd y se lo aplicamos al morfismo simpli-
cial a, visto éste como morfismo en Gdﬁw en lugar de en la coma categoria.
Obtenemos entonces un morfismo de grupoides simpliciales dobles
‘ . . 1
(in)e(@) : (in)s(cosk" (%)) — (in) (K () g (Tn1(G),n — 1),2),

que realmente estd en SGd, cuyo dominio es un grupoide simplicial doble que en
la direccién horizontal es (un coskl) débilmente homotdpicamente equivalente al
constante P,(G) (la aumentacién de ¥). Aplicamos ahora la diagonal de Artin-
Mazur al morfismo anterior para obtener un morfismo de grupoides simpliciales

Po(G) ~ T (in).(cosk! (%)) O §77(5,) (K (5Y), g, (msn (@)1 — 1),2),

que al aplicar el funtor nervio, una vez probado el isomorfismo
— . 1 ~
NerW (in) (K (K ) (Tn41(G),n — 1), 2)) 2 Lp,(g) (Tn11(9), 1 + 2)
nos daria, en clases de homotopia, un elemento de
[NerPo(9), Lpy(g)(tn11(9), n + 2)]sset/Neri(G) = Hane (Pn(G), m11(9)).-

Si el 2-torsor de partida es el asociado a la fibracién 7,41 el elemento en la coho-
mologia singular serfa el invariante topologico k1.
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