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La Geometria

uwna teoria de

este sentido, espza

el espacic afin real
Si bien

invariantes Eu

ilamo S5t

las que

empiezan a investigal

invariantes respect

1

el espacio afin real

Blaschke introduce,
superficie no degenel
vectores transversale
superficie, vient
que determinan
planos paralelos
hiperboloides Y
respecto a un pan e
del normal afin, ¥
siemp-e constante.
la nocion de

invariantes afines mas

denotamos por £ el normal

entonces la segunda forma

sobre M un tensor Z-coval

Diferencia

invarliantes

nornadl

gignifica

INTRODUCCION

INTRODUCCICN

urolla a principios de siglo como

grupoc unimodular afin, siendo, en
»

las hipersuperficies inmersas en

teoria fue Tzitzeica, quien, usando
una nueva clase de superficies a
1916

cuando ['laschke y su escuela

la geometria que proporcionan los

afin de una superficie inmersa en

nocion de "normal afin” a wuna
interpreta este como un campo de
lirecciéon, en cada punto de la
cidad (en el punto) de la curva
secciones que forma M con los
diche punto. En consecuencia,
que su vector de posicién
1a correspondiente direccion

direccién del normal afin es

orden a introducir 1los

Concretamente, si
3
M de 4,

€ define

teorila.

afin de una syperficle, no degenerada

fundamental de la inmersion asociada a

; : k se
iante y simetrico, no dnutn-Iddo. h, al que




INTRODUCCION

llama métrica afin de

se dencmina curvatura
afin de Gauss do erfi i

5 0 rfismo de Weingarten S
asociado al normal afin

tendomortisme afin de Weingarten) proporciona otros

invariante

dos importantes

=

jue Fis

1 la curvatura media afin H,
:trnumﬁ'. y la curvatura afin de Gauss-Kronecker T, T

= detS.

El estudio gque Bl

invariantes afines, le llevé a
definir e investiga: superficies afines, esto es,

superficies no degener :structura inducida por el normal

a1y e (R g i ki g
mtime wed IRV USIA S, af ines mas basicas que fueron

estudiadas son (0 S-superficies introducidas

pnop Tzitzeica)

Blaschke detfini ina esfera superficie afin cuyas rectas

“normales afines’ (caso de esferas afines
impropias) o todas pasan por un punts fijo de 47 1lamado centre (caso de
esferas afines propias). kn onsecuencia, una esfera afin esta
caracterizada por tener endomorfismc atin ae Weingarten proporcional a la
identidad, S5 = Hl, ¥ Dol ant |~s esferas afines se corresponden

"af inmente’ con el concep suclideo de superficle umbilical.

A parte de las uadricas itadas anteriormente (elipsoides,

hipPrboloidw% y irabololds 2 pxisten, %ulp!wndentemﬂnte, numerosos

ijemplos de esfer: if i1 var IC4l. 1511), que “hacen <us su estudio sea
e jemp = > esiera 31 1T1iE (ver §

; o 2] Afin. Digamos a este
uno de los de

afines es hoy en dia un
respecto que au

interesantes soluciones
problema aun

parclaIUS aiL p

ioe de la Teoria global

[

En este sentiu

gchke quien probd que
de estas supert 1€

¢ . it
vf [ es Un €11p501de :
"Todo ovalolid:




Est
como las unica

positiva y complet

En [C2] Calabi
esferas afines convexas

gu - clasiflicacion la

con d ¢

determinada

Recientement:

los trabajos de

Asimismo,
investigado pol

probé Jue

"Toda esfer

eliptico”.

A diferenc ia
esferas afines ha
un determinado invar]
gurose [K] y Li-Fenn

prueban:

reps e M
constante.

equjvn!v!H(*.t I

',1?‘t;}t>{1l|~
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terizar a los elipsoides

(meétrica afin definida

11

tin positiva.

vista global, el caso de

af in negativa, y plante¢ para

con curvatura medi% afin

un cone convexo con veértice

determina una esfera afin

del cono y univocamente

curvatura media afin'.

que esta conjetura es cierta (ver

(L1) y Sasaki [Sal).

n curvatura media afin nula fue

sando tecnicas de variable comple ja

completa es un paraboloide

o] estudio local de las
suposicion adicional sobre
respecto los resultados de

quienes, independientemente

urvatura afin de Gauss

‘

o es af inmente




INTRODUCCTON

el caso
extendiendo

siguiente

Esferas

curvatura

De entre
pe NETE

anteriormente

Bl pr imero,
ya que este in
afines, que son
como “puntos
superficies
segunda Vvar iaclo
siempre negativa

x(u,v) = uflv)

superficies

af'inns con
[MR], para
[S1], quien
prueba que el

Gauss constante

afines en #° con

de Gauss censtante.

HRICA INDEFINIDA

r=xy+P (y)

: 'isuperf‘icie

ey )=l ireqiada(i)

afines mencionados

sferas

eoferas afines impropias,

va clase de superficies
surgen (ver (], 1IN
afin. Esta nueva clase de
porque su

Afines-Maximales,

de superficles convexas




solucion I'”‘;"‘t 1]

af ines-maximale

Afin de Bernstein,

Toda supertf i

un paraboloide

Ed
estudiar

atfin—maximal

El
el que llamamos
con curvatura
que dicho result
general de determinal

constante.

l.as dos
rasgos gl orige

capitulos se

afin-maximal

o) Las superfl

media afin constante

o) El problema global

completas con curvatura me

INTRODUCCION

de: Jérgens como una
terminar las superficies

conocido como Problema

v metrica afin completa es

Bernstein, la necesidad de
area afin para una superficie
muchos problemas que ya

ver [C3], [L2]) hacen de
lineas de investigacion mas

fal Afin.

para esferas afines y sr re
ion local de las esferas ifines
cste sentido resaltamos también
solucion parcial al prot ema mas

con curvatura afin de Gauss

anteriormente han sido a grandes

presenta, donde distribuidos por

area afin de una superficie

de Gauss y curvatura

cuperficies afines convexas,




INTRODUCCTON

basicos de la
tecria de

. los principales
ejemplos de su
tarde. Conviene
destacar, en
superficies afines homogéneas,
clasif icada:s s
y [NS}), las cuales
son orbitas baj i
unimodular afin. Por

tanto, las superficie: 1z :
zan por tener todos sts

invariantes afines

El segund Capitul g dica al estudio de las superficies
afines-maximalt sa ge ha indicado, una superficie afin-maximal es
~ + 11 i | . | A X Y ; 1 i . s
punto eritico del nuncional ares atin ¥y &l G4 Casd convexo se sabe también

que la segunda varliaclon de ! rea afin es negaliva,

Sin embargo, Verstraelen y Vrancken prueban, en [VV], que la segunda
variacion del &area ail jel helicoide no tiene signo., Esta situacion
sugiere investig-r la segunda variacion de una superficie afin-maximal con

métrica afin indefinida

La clase afines con métrica afin

indefinida y curv: sin duda la que forman las

superficies regladas on metric in llana. En esta linea, Blaschke probo,

de anallticidad, esta clase de

j-parametrica B = {Mwl’vz’va):

en [B], que localmente

superficies af ines

P funcione ' donde MU W 1) esta dada por %x(u,v) =
» » I clones Fo 1 L ; : ;
1 2 3 d :




Nosotros
superficies

o
C }, donde M(S3,y)

i SOLUclOone:
8l

81v g furciones reale

A continua
métrica afirn
analiticidad, prot

familia B de Blas

Esta nueva
indefinida 1lan:

una superficie

indice de una superfice MIB, %),

signo de la segu

.

siguiente resultad
PROPOSICION I1.4.1
deformaciones €erl

<i ind(M(B,y)) =

Como 21 hel lcolide

Proposicion [1.4.5 prot

Vrancken se obtiene

Finalmente, damos una

partir del numero de vueltas,

curva generatriz de M(B.Y1,

segunda variacién del ar:

INTRODUCCION

Z-parametrica de

funciones reales

rficies afines-maximales con
sin suponer la condicién de

a familia % colncide caon la

.s regladas con métrica afin

da variacion del area afin de

gpecto, se da el concepto de
y vemos su relacién con el

‘oncretamente obtenemos el

irea afin, bajo todas las

M(B,y) tiene signo si y sélo

| -paramétrica M(1,y) y en la

.1 resultado de Verstraelen ¥y

métrica del indice de M(B,7) a

alrededor del origen de la

permitira conocer el signo de la

la superficie. Asi
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probamos;

TECOREMA 11.4.5.
i parte entera de un nimero
rt'dj, esto es
un entero tal que
v e [K,k+1].

El Capitulo g i¢
pitul clasificacion local de las

superficies af ines Urve
perficie if in curvatur: afin de Gauss k

constantes.

‘etne d Y r F by | i e ; {

Estos d invariante if ] i1 relacionados por el Teorema afin
egregium: Kk = H + J, donde = ~h{K/K) ienominado invariante Pick de la
syperficle y por K se dehola el ensol diferencia entre la conexién afin

inducida y la conexion 1e Levi-Civita par: la métrica afin.

Es conocido, (ver [Bel, [NP1]), que el tensor K es identicamente nulo

g1 ¥y solo =1 la superficle afin esta en un cuadrica. En particular, uno

obtiene la misma Pick es identicamente nulo y

la métrica afin

métrica afin indefinida, J = 0

Para el caso

no lleva a cuadri las superficles M(B,y) de la

familia 3§ descrita

indefinida, nosotros,

E.Xt(—_l]d I i 4 P a lti()n 5.\"(—}[‘ B] y i{ )
, 1ell g ai PR y
F b mos quEe 51 ; L cul \uitu am d a '{1 =
gt b co | uld (B RS ermlnac a 13 lllla e
(()“Stantp ent \ : { t i 1

superficies regl.adas.

curvatura afin de Gauss

Finalmente, '
la curvatura afin de

son constantes,




Asi, teniendo
£0% curvatura

ob .enemos

1[[ F\'..‘1 fl\
afin, H,

que 1a

ae.

da en ur:

Observain
de cerminal
respecto,

homc geneas

se caracterizan

1
x = -H = constante
}

Globalmente,

G iuss-Kronecker, cuando

siguiente resultado:

INTRODUCCION

usando algunos

-H o la superficie

de las esferas afines

expuesto anteriormente,

convexa con curvatura media

- < » 1
nstantes. Enhtonces k = -H & M se
3

la superficie Q(c,2) =

onvexa con curvatura media
Entonces k = %H 6 M estd en
Syt agar iy gy - la
,g:?—~——aﬁj son funciones

H, En partlcular, si K= U

M(B,y) dada en 11.2.

queda abierto el problema de

iy = constante # 0. A este

Y

las superficies afines

ica afin definida)

(métrica atin indefinida)

rmaciones afipnes, Ppor tener

i

.~Kronecker constante.

la curvatura afin de

podemos obtener el
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“Una superficie

con K o=

H o=
i

tiene curvatu :
: no negativa, y

)

e s

'Jsando los

anteriormente,

siguiente cuadro de superficles 'S con

y curvatura afin de Gauss K

esla \umplvtu.

e s L ey
Superficies afines con curvatura media afin y
l curvatura afin de Gauss constantes

it

por

tenemos

constante # 0

tanto

que el

curvatura medlia afin H constante

METRICA DEFINIDA (FOSI

METRICA INDEFINIDA

K >0

{
1
et St R

'Elipsoide
[H>0 | .
‘ ‘xh4yhfzh:1

|
i
1
|

|
! ipal-lﬂ"": ide superficie
-eglada (1)

!ﬂliptan
' ‘ MB3,7)

| : £t
i “ “

Py oy

2
z(x +y )=1

K=H/3, o

superficie

|reglada(1)

y el cuarto Capitulo se considera uno de

Diferencial Afin,

Finalmente, et

abiertos mas interesantes en Geometria

[s2]), de la clasificacion de todas las

mvdld

eta y curvatura

métrica afin compl

resuelto por Blaschke,

No obstante, €l

obtuvo el siguilente

i rvatira s medla afin
ovaloide curvatur edie

“Cada

elipsoide"”.

i

(1) x(u,V):uf(v]+q(v),

se trata,

los problemas

(ver

guperficies afines convexas M, con

3
afin H constante en 4 .

en [B], quien

constante es un
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Y como consecuent

1€ 5 60 78 i R | “."‘.J‘f‘! OI( 1U:»']=‘Jll [V(’r t i€
l ] ] o - - : 5 =4 amblen
[ RN )y }‘ « n‘“}“'l’i L Ees ] ra a
: QI llt ds con CUrve i
: "1 1 = b 3 o s 1 CL med
L‘l{ in L()Hh.‘t d“t‘,‘ }H)‘.'lll L 4 Ved

Como ya se ha indicado, b % i =
para superficies afines-maximales,
gcta es. H = Juit e Al '
0 en M, se llama Prob Afin de Bernstein, y hemos de decir
ue la completi £
q pletitud d fundamental, ya que localmente se
pueden construil convexas a parti i
sonve artir ae
cualquier terna de funciones armonicas (ver  [14] [C3]), sin embargo
A5 ) ~ 3’ r
globalmente solo se conoce el paraboloide eliptico, por lo que se justifica

la conjetura sobre su caracterizacion, (ver [Ch]).

Esta conjetu: parcialmente con hipotesis adiclonales

sobre M, tales como la de esfera afin, (ver [C2], leyil, 33, [PlY, la de
grafo global, (v | la aplicacién conormal o la

aplicacién de Gauss,

Cuando la curvatura media atin es constante negativa existen algunos
resultados que caracterizan el hiperboloide y la superficie Q(1,2) =
{(x].xz.xa]er Ll X x:. 7 como las lnicas esferas afines convexas,
ccmpletas, con H < U e cumplen alguna condicion adicional sobre su

invariante Pick,
En este Capitulo obte e el slgulente resultado de clasificacioén:

SEOpEMA IV 2.1.- Sea H Ule superficie atin convexd, con métrica afin

P e

2 2
completa y curvaturd Suponemos para B = H® - T gue:

: : 2
(i a8 o L lsinos Puneros tesles e B £ o oo

(Ii) 3k

Entonces M es
i) un elipsoide,
ii) un paraboloide elintico,
iii) un hiperboloide,

jv) una imagen sfin de la superiicie O(e, 2
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Teniendo

- i . obtene
siguientes conse *nemos las

I¥Val.= tna si ici
i a supertficie
a, con curvatura media afin
constante positiv
posi Val
usando el Tecorema de Bonnet,
es compacta y la: |
. gl [eorema IV.2.1 se verificaran
siempre en este j
aschke para los ovaloides es
un Corolario del

wimal, entonces la hipétesis (II) del
Teorema IV.2.1 1 ipone  ningu iced
c2 b an pone ninguna restriccion y obtenemos la siguiente

solucion parcial del Problema Afin de Bernsteln, (ver [MM2])

1 SE o ey e g G e B e TRERE e T ; . :
COROLARIO TV 2. 3.~ Toga super! ic af in-maximal convexa, afin completa, con

k + ¢T acotado inferiormente (i letS), para algin numero real ¢ ? 3. es
5

un paraboloide eliptico.

En particular:

COROLARIO  IV.2.4.- Si la At e it de Gauss-Kronecker de una

superficie ofin-maximal colvexz y COMPEEEE csta acotada inferiormente.

Entonces M es un par

Ademas, combinando Teorema A de [L4] se

sigue (ver tambien Teorem

"Si M es una superficie tmal, dads por el grafo de una
funcion convexd deflinlda en toao %“ v con curvatura afin de Gauss
g un paraboloide

Kronecher acotada inferiormente, entonces M ¢

eliptico”.




Y3~ Yara

1
el

constante nregativa,

[S4]), no obstante

lexpresiones (1)

Qle,2).

COROLARTO V. 2.5 -

curvatura media

gauss-Kronecker

Q1

1

INTRODUCCION

curvatura media afin

fera afin (B° = 0 sobre M, ver

1t

; Lo 2
iciones de crecimiento para B

la siguiente caracterizaciéon de

convexa, aflin completa y con

k = 25 y la curvatura afin de

Fntonces M es una imagen afin




CAPITULO |

PRELIMINARES

I. 1. SUPERFICIES AFINES

= - : : e
Sea A el espacio afin real de dimension 3, con elemento de volumen,

Det, dado por el determinante y conexion afin llana usual D.

Sea M una superficie conexa y orientable inmersa en Aa. El problema
natural de inducir a partir e (D,Det) una estructura equiafin (V,08) en M,
esto es, una conexién afin libre de torsioi y un elemento de volumen 6

paralelo respecto 6, fue resuelto por Nomizu de la siguiente forma (ver

[N11):

Dado m campo de vectores transversal en M, las foérmulas de Gauss Y

Weingarten de la inmersién asociadas a m estan dadas por

o n
= X, YIn,
DxY VXY + h'( n

DK" = =N . 1 (X)m,

para cualesquiera X, Y campos de vectores tangentes 2 M(X,YyeT™). Es

Gn " y hn son, respectivamente. una conexion
- L]

-
inmediato probar que V-,
(1,1), una 1-forma y una forma

afin libre de torsién, un campo de tensores

bilineal simétrica sobre M.




I. PRELIMINARES

Se dice que M es no degenerada si h"

£33 no d(_’{-’._(.n( I add, Lo
aque este 7. ocep )] € € € € d € e ) € dans 2rsa

‘ l 2 COnCE E ( no « ,p 21C C l l clon Li"] t ve l
t 1 & l - i, . . -

s facil ver

.‘11)1) € o cons (l T ar € € ] ) i(‘ V()ll] en (1 I( (i.'l p) e 8
- ! 3 5S¢ ) 1
€ 3 > lementc C > 1 l1ac ¢ I 1.
ey

el elemento de volumen vn -

asociado a la métrica hn, esto es

8" (X,Y) = det(X.Y,n)

n : : 4
v(X,Y) = hn(X.X)h"{Y,Yl—hn(x,Y)2|]1“‘
\

para cualesquiera X, YeTM.

Se puede comprobar que

520” = x)a" XeTM,

y por tanto, la estructura inducida {Vn,en} es equiafin si y sélo si T"=0.

En este sentido, Nomizu, [N1], probé el siguiente resultado.

TEOREMA 1.1.1.- Sea M una superficie no degenerada en A3. Entonces existe

un dnico campo de vectores transversal g tal que

'l unico campo de vectores transversal € del Teorema I.1.1 se llama

normal afin y viene determinado a partir de las siguientes condiciones,

_.— { = -g
[ 1) DXY = VXY + hiX,Y)g, DXE X

2,172
il 1.2) detiX ¥ &) = lh(x,X)h(Y,Yl—h(x,Y)

para cualesquiera ¥ -yeTM. Donde  pol g g9 9y n Be denotan los

correspondientes GE. Sg y hE asociados al normal afin. A V, Sy h se les




1.1. Superficies afines

( 10mina conexion af p

i(! in 1lldl,lC1dd. oper ddol at 1n de “elll ar te “Ietl
’ f g n

aflll, IE"J})PL lthi 1€ Ili

]«_.| T G : -3 & 2
BEFINICION 1.1 2. Una superficie no degenerada en ﬂj, dotada de la

estructura equiafin inducida por el normal afin se llama superficie afin

IS an A e .
Usando (I1.1.1}, las ecuacioner tundamentales de una superficie afin en

3 +
#d estan dadas por:

Ecuacion de Gauss

(I:1.3) A = Wiy eZlex = k(X 25y X,Y,Z2eTM™,

donde R es el tensor curvatura asociado a V.

Ecuacion de Codazzi para h
(I.1.4) (Fh) (X.Y.2) = (Yh) (Y,X,2) X,Y,2eTM.
Ecuacién de Codazzi para S

(1.1 5]

Ecuacién de Ricci

(1.1.6) n(sx,¥) = hiX,sY) X,YeTM.

De (1 1.4) Gh es una forma trilineal simétrica llamada forma cubica

para M.

i = uncion
si el operador afin de Weingarten satisface S = Al, para una f

] afin
X # 0, donde I es el operador jdentidad, se dice que M es una esfera

propia.
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Es inmedi
8 lpmedlato de (1.1.1) v (1.1.5) que si S = Al, A # 0, entonces A es

una funcion constante
. St B en este cas as : actas
y caso todas las rectas desde los puntos de M

. + dicaci S .
n la direciéon de € se intersecan en un punto llamado centro

En el caso e s = 3
en que 5 = 0, los normales afines en cada punto son

paralelos y M se dice que es una esfera afin impropia.
S5e define la curvatura media afin de M por
1 :
Hi= = traza 8
2

y la curvatura afin de Gauss-Kronecker pcr

(1.1.8)

Si denotamos por V la conexién de Levi-Civita para la métrica afin h y

por K el tensor diferencia entre E y U, esto es,

.19 K(X,Y) = KXY X, YeTM,

entonces, de (I.1. se sigue la denominada condicién de
apolaridad para K,
(1:1.10) traza KX =0

Ademas, es facil ver que

(Vh) (X,Y,2) X.Y,ZeTM,

L
2

Tor h(K(X,Y),2) = -

y por tanto la forma cubica Vh es identicamente nula si y sélo sl la

= . 2 B 3 . el ara 1a
conexién inducida vV coincide con la conexién de Levl Civita V p

metrica afin.




1.1, Superfices afines

En este sentido, un resultado

clasico debido a Pick y Berwald (ver
[Re]l, [NP1]) es:

e e : Bl , 3
TEOREMA 1.1.3.- Una superficie afin en A tiene forma cibica idénticamente

nula sl y soclo sl esta en una cuadrica,

(1.1.9) se sigue también, que el tensor curvatura R para

la métrica afin esta dado por

BiX . ¥1Z = {h(Y.Z)SX—h[X,Z)SY+h(SY,Z)X-hlSX,Z}Y} = [KX,KY]Z

para cualesquiera X,Y,Z€TM, y por consiguiente, la curvatura de Gauss, K,

para la métrica afin h l(esto es, la curvatura afin de Gauss) verifica

£L:1 13 PRy Z) = HhiY 2) +F Lraza KZKY'

1 :
Asi, definiendo el invariante Pick de M por J = Eh(K,KJ, se tiene el

Teorema egregium afin

(1.1:14)

3 ;
Denotemos por < , > el producto escalar usual de R, se define el
3 oy
conormal afin de M como la aplicacion N:M——d verificando

£7.1.15) <N, X> = 0 para todo XeTM.

Usando (I.1.1) Yy (1.1.15) se obtiene

(1.1.16) < (¥1,6> = 0 <N'(Y].X3 = - h(X,Y) X,YeTM,

i > oS inmersion.
y como h es MO degenereda se S1gU€ cue N es una 1nm I

P £ 1.1, ki g bl (1.1.16) se tiene tambien
or il s A9




I. PRELIMINARES

) P SO
IXN_L\I = N.IVX\*kK\l = hil¥,SX)N

1. 2. EJEMPLOS DE SUPERFICIES AFINES

2.1.-Inmersion grafo.

Ses - : . Lo :
ea flu,v) una funcion sobre un dominio U de RZ se considera la
i " 1]

superficie Mf dada por el grafo de f, esto es,

(o w - flu vl 72 uavdiet .
Entonces

a2 1] X o= { X =
o (1.U.iu) X, [O,l,fv}

generan el espacin tangente a Mf en x{u,v) vy

(L2 2]

donde n = (0,0,1) es un campo transversal a Mf. Asi, el normal afin de Mf

sera de la forma
{r.2.3) E=2 + ¢, Z2eTM, ¢ > 0.

leaade (100 1), (L2248 ¥ (1.2.3), se sigue que la métrica afin h

viene dada por

oq -1

-1
3 " . - 3 4 = f
(r.2.4) = fuu. h(xu,xv) @ iuv. h(xV xv} ¢ I

2
. S~OeNer s . S 3] : I -f : no se E{I‘lUla en U
Y Mf es no degenerada sl Y solo s1 &ty uv

el Gradiente y POT A el Laplaciano de la métrica

Si por V denotamos
(127 (1. 290 % (1.2.4),

afin h, entonces, de i 1L (T2




verticies afines

(£ £ -4
uu vv uv

b
S

Ademas, usand¢
conormal afin de Mf

esta dado por

Ne i ~F = ] < > p =1 - 3 ] & -
De (I.2.5) se sigue que si ¢ es constante entonces Mf es una esfera

afin impropia. En este sentido, Jorgens [J] probo el siguiente resultado:

TEOREMA ©I.2.1.» Si H es una superficie afin dada por el grafo de una

-~ g y 2
funcién f(u,v) definida en todo R tal que f es una constante

f -
uu vv o uv
positiva, €tonces M es un paraboloide eliptico.

2.2.-Superficies homogéneas.

DEFINICION 1.2.2.- Una superficie afin se 1lama homogénea si es la orbita

bajo la accion de un subgrupo del grupo unimodular de las transformaciones

af ines de RB

Lag superficies homogéneas estan clasificadas (ver capitulo 12 de [G],

[N2] [NS]). Estas superficies tlenen todos sus invariantes af ines

constantes, en particular. su curvatura afin de Gauss, Su curvatura media

afin, su curvatura afin de GaussﬂKronecker Yy su invariante Pick son

constantes.

Como e jemplos de superficies homogéneus se tlenen:




L.

2.2.1.- Las cuadricas, que

PRELIMINARES

salvo transformaciones afines son:

1) Elipsoide

ii) Hiperboloide de una hoja

iii) Hiperboloide de dos hojas

iv) Paraboloide eliptico

v) Paraboloide hiperbolico

Como por el Teorema 1.1.3 tienen forma cubica nula, usando (I1.1.3),

1 (I.1.13) y (I.1.14) se obtiene que toda cuadrica es una esfera
J=0v gk =H

Ademas un calculo directo da que H = c-3/2 en i}, H

H= - C'j/& en iii), H=0en iv) y H=0 en s

2.2.2.- Los grafos M donde

f »

1

se sigue tamblen
Usando ahora




Eie <
jemplos de superficies afin
ST es

Wollad. 10

(8.2.11)

- { . U ) =] 1 I s a e 1 d di 1

- [ C > > e ¢
[)E' [ s l er 1aro L€ 1 Qg € - |
Analoga]le“tﬁ. p«il o B 1

&

grafo de fq(u,v] se puede obtener que Mf no es

una esfera afin y que K = = ;
3

- Esferas afines llanas, no cuadricas, que salvo movimientos afines

-3/4 -1/2
c y k =0,

% % x =c}, Liene Hi= — o
Loe3

e g =3 2 =
ii) [x1+xrlx3 = ¢, que verifica Ho= - 3‘”421,ﬂ:1/2 y k =0,

fr

iii) Superficie de Cayley, % = 2%, = A que cumple 4 = 0 = k.
3 1 32

iv) % = XX, + ln{xa), % 5 1 oo Hi= DE K
OBSERVACION
1.1.-Existen otras esferas afines impropias llanas, no homogéneas, due
pueden considerarse superficies de Cayley genera]izadas y estan dadas como
gl grafe X = KX, ¢fx5). donde ¢ es cualquier funcion diferenciable en

3 1
la variable X2




PRELIMINARES

1.3 OTRAS PROPIEDADES DE LAS SUPERFICIES AFINES

s : : e s 3
Sea M una superficie afin en & y p un punto fljo de 4 para

cutlquier punto xeM el vector x-p se puede escribir

(L.3.1)

donie ZxETxM y plx)eR. La funcion p:M——R se denomina distancia afin de M

8] sunto p Usande (1.1:1), (L1 7)., €1.1.9), (I.1,80) % (1.3:1) se obtiens

5\,2 = X ¢ 2N, A

y es inmediato, de (1.3.1) y (I.3.2), que M es una esfera afin propia de

centio p si y so6lo si la distancia afin de M a p es constante, p = = g

Usando el Teorema de Stokes (ver (KN]) y (I.3.2) uno obtlere el

siguiente resultado (ver (Chl).

PROPCSICION 1.3.1.- No existen superficies afines compactas con curvatura

medi. afin identicamen.: CEro.

Sdemds  de 1107 a9 de la condicién de apolaridad (1.1.101 ¥

: At o e Laan .
de las ecuaclones de €s ructura (I.1.1) ¥y (1.1.17) se sigue

)
DEI'INICION 1.3.2.- Una superficie afin se llama (localmente fuertemente

coivexa sl su métrica afin es definida positiva.

i = : olucion no nula
Como una condicion necesarla para que Au = Au tenga S 1

e : | e £ e a i i(] e 31
s ) =2 < c un un » d ( 1 . 3.
11 una vai i 'dad di',' H‘l eman Cor })wil,‘ a 5 qU > A ¢ 0-en lg p




) as i
1.3. Otras propiedades de las stperficies afines

se concluye el siguiente resultado (ver [CY1])

S i
PROPOSICION 1.3.3.- No ¢ isten superficies afines convexas,

compactas con
curvatura media atin no pos

s

Ademas, del Teorema [.2.1,

de la Proposicién 1.3.1, y usando (I.1.14),
GEad -3,

(1.2.5) y (I.2.6) se sigue (ver [C1])

PROPOSICION 1.3.4.- Si M es una superficie afin completa, dada por el grafo

de una funcion convexa definida en todo RE. con H = 0, entonces M es un

paraboloide eliptico.

Sea M una superficie afin convexa. Cerca de cada punto xeM se
considera la interseccién de M con planos paralelos al tangente en el
punto, entonces les centros de gravedad de estas intersecciones definen una
curva diferenciable cuya direccion tangente en el punto es la direccién del
normal afin en x. Concretamente, se tiene la siguiente interpretacién

geométrica del normal afin dada por Blaschke [B] (ver también [CY1])

PROPOSICION 1.3.5.- Sea f una funcion convexa definida en un entorno del
origen 0eR® tal que {20 y £(0)=0. Sea ylt) el centro de gravedad de
{yeRz . f(y)=t}. Entonces la direccion del normal afin del grafo de f en el

origen es la direccién tangente de la curva y(t)=(y(t),t) en O.

Demostracion.- El resultado es evidente si el grafo de f es parte de una

esfera. En general, se puede suponer, tras una transformacion afin, que el

normal afin del grafo en O es paralelo a la direccion X y que fuu(O) =

rf (o) =¢e> 08,1 (g) = 0, con todo esto se tendra que la esfera con

vV 5 uv 5
centro (0,0 crl) y radio ¢ ! tiene un contacto de segundo orden con el
grafo de f en g, iy de i1 1451, (L.2.51 ¥ (1.2.7) se sicie que el normal

afin del grafo en 0 es (O,O,c1/2). Por tanto coincide con el normal afin de

i 1 en
la esfera. Como la esfera y el grafo tienen un contacto de segundo orden

¢ i€ : ido para
el origen y el resultado es valido en la esfera, también sera valido p

el grafo de f en el origen, lo que concluye la demostraclon.







CAPITULO |l

FORMULAS DE VARIACION AFIN. SUPERFICIES AFINES-MAXIMALES.

Como ya se indicé en la Introduccion, este Capitulo se dedica al
estudio de la segunda formula de variacion de una superficie af in-maximal
con metiica afin indefinida, .en el caso convexo Calabi prueba, en [c1],

que es negativa).

En este sentido, construimos una familia biparamétrica de superficies
afines-maximales regladas M(B,y), Yy probamos que, localmente, toda

superficie af in-maximal con métrica afin indefinida llana es afinmente

(o 4]
equivalente a M(B,y) para algunas funciones C B Yy 7.

Esta raracterizacion nos permite obtener algunos resultadus sobre la

segunda féormula de variacion de una superficie af in-maximal reglada, asi

como Su interpretacion geométrica a partir del numero de vueltas alrededor

del origen de ia curva generatriz de la superficie.




II. FORMULAS DE VARIACION AFIN. SUPERFICIES AFINES-MAXIMALES

I1.1 ALGUNOS RESULTADOS BASICOS

Sea I un dominio acotads de R B:R——>R wuna funcién
diferenciable, entonces el operador

CET 1.1)

actuando sobre las funciones que se anulan en el borde de I, 8l, tiene un

espectro discreto:

A (L) <o A (T)<€... —> w.
’ k

Al numero k tal que Ak(I} se le llama indice de L, para

B
I yv lo denotaremos per ind(LH,IL

Asociado a L3 ge tiene la forma cuadratica:

f

Qy(4.9) = {[¢']2 - 8 «f} dv,

R

donde ¢ es una funcion con soporte compacto en un dominio acotado de R.

Es conocido que l.s valores propilos, Ak(l), estan dodos por

A (1) = mindQ(p,¢) | j.(,b?'dvzl. -[93 p (1}dv=0, J=1.---.k-1}.
: 2 I 1

id opis ;0C] i=1,...,k-1, esto
donde wj[l) es una funcién propia de .. asociada a Aj(I). J

es,
Sf1) won fllp L1) = 0,
LB¢j(I ;5 ¢j
entonces las

inios acotadc m L el
Ademas, si I e ' gon dominlos acotados de :

i€ ‘ of (11.4.3]
funciones c® con soporte compacto en I también lo son en e

se tiene que ind[LB,I) i ind{LB,I ).




1.1. Algunos resultados basicos

DEFINICION II.1.1.- Se define el indi
Se define el indice de LB' que denotaremos por ind(L

g

COmc - 1ml -l 1(3“; J.hd bR = o = 0]
mo E‘l l T ‘( i(. = 1CE d l yara una
b >510n {[ }

acotados de R, tales que

i 5 I 4p Para todo neN 'y U I =R

neN

La teoria de Sturm (ver [CL]) permite obtener para operadores de la

forma (I1.1.1) el siguiente resultado:

TEOREMA 11.1.2 (Comparacion de Sturm).- Sean wl, v, soluciones no triviales
de las ecuaciones wt + Bl(v}w1 = wg + thv)w2 = 0, con Bz z Bl..Entonces

entre dos ceros consecutivos de W, la funcién w_ tiene un cero, salvo que
2

B1 = 82 y w, sea un multiplo por una constante de L

Este resultado posibilita el poder mejorar en este .caso el Teorema

nodal para operadores de Schrddinger. Concretamente se tiene (ver [CH]).

TEOREMA 1I1.1.2 (de dominios Nodales).- Sea wn(l) una funcién propia del

operador L, asociada al valor progio An(I), para un determinadc dominio

B
acotado 1 de R. Entonces

-1
n = niumerc de componentes conexas de 1 = (wn (0) n D).

3 ;
Consideramos ahora una superficie afin w:M ——d" con normal afin € y

elemento de volumen ©, esto es,

e(X,Y)=det(X,Y.E}=(X.Y,E). X, Ye ™.

ini to Q de M
Si y» es una funcion c® en M con soporte en un dominio compacto
(wECm(M)), entonces para teR suficientemente pequefio,
0

3 = + ty
xt:M__._) A, Xt X "IE

normal afin de X.




11. FO L . :
RMULAS DE VARIACION AFIN., SUPERFICIES AFINES-MAX IMALES

ol e es ]. l = - = =
. = en ( v l men lnducldo ; 1! se )f ine el
S B € 2] ) lf‘ ) 1L (8 (l ( ( p{]r x 50b[f ) dh

area afin de xl(M} pot

(11.1.4)

l‘ T T . e ; i ! : . !
1 primera formula de variacion del area afin expresa geométricamente

la condici e nulide > 13 ‘ i
a condicion de nulidad de la curvatura media afin. Concretamente se tiene

(ver [C1]}, [VV]).

TEOEMA II.1.4. .= Sea v:M ——d” una superficie afin. Si x = x + ty€ es una
t

defcrmacion en la direccion normal afin de X, entonces

ey~ A @ m -:s-[ Wi .
M

)

Observando el Tecrema 11.1.4, se sigue que x:M————).ﬂq verifica las

ecuaciones de Euler-Lagrange (A’(0)=0) si y sdlo si H=0.

En el caso de superficies afines convexas, Calabi [C1] estudi6o la
segunda variacion del area afin para deformaciones mas generales y obtuvo

el siguiente resultado:

TEOREMA 11.1.5.- la segunda variacion del drea afin de una superficie afin

convexa con H=0 es negativa.,
Parece logico, a raiz del resultado de Calabi, dar la siguiente:

DEFINICION II.1.6.- Una superficie afin se dice afin-maximal cuando tiene

curvatura media afinm identicamente cero

OBSERVACIONES

11.1.- En el caso de superficies afines no convexas, esto es, cuando la
i j ' 1 1tado

métrica afin es indefinida, existen e jemplos que muestran que un resu

como &1 del Teorema 11.1.5 no es posible. Concretamente, Vver [vvl,

variacic i 1 helicoide
Verstraelen Yy Vrancken probaron que la segunda variaclon afin de

no tiene signo.




I1.2. Ejemplos de superficies afines-maximales regladas

¥ " e O e Vol
1.2, El helicoide esta en la familia que forman
af ines-maximales regladas, familia cuya segunda foérmula de

las superficies

variacién del
area afin estudiaremos mas adelante.

I1.2 EJEMPLOS DE SUPERFICIES AFINES-MAXIMALES REGLADAS

ea I un intervalo abierto de la recta real R y {g(v),f(v)} una

familia (diferenciable) de rectas, esto es, una correspondencia que asigna

a cada vel un punto H[V}E#ﬁ y un vector f[v)eRS, f(v)#0, dependiendo

N - ]
diferenciablemente (C ) de v.

Se considera la superficie reglada, x(RxI), generada por la

familia {glv).,f(v])}, esto es,

(o2 1 wlw, vl = glhvl+ a filv) (u,v)eRxI.

=gt lv) £ v,

; i = g” + f(v),
X ELiae) 2T B [v} *+ 1

y por tanto «(RxI) es una superficie afin (no degenerada) si ¥y sélo si
X = f’(v) es un campo de vectores transversal a M.
uv
Moanda (F.1.1), (1.1.2) ¥ (11.2.2) se obtiene también que la métrica
san ey o

afin y el normal af in de x(RxI) estan dados por

s (f‘glvf’)

[ (f g".f’]+(f,g',f”]]+(f,uf’+g'.f”).




I1. FORMULAS DE VARIACIUN AFIN. SUPERFICIES AF1NES-NAXIMALES

Entonces, (1.1.1 (I1.2.4) permiten obtener

Eil2.5)

W T )

y usando (I.1.14), (I11.2.2), (I11.2.3) y (I1.2.5) se obtiene (ver [SS]) que

una superficie afin reglada satisface,

t11.2.6)

De (II.2.3) y (I11.2.6) se observa ademas que las superficles

afines-maximales regladas tienen métrica afin indefinida llana.

Sl : ® : ;
Sean y(v) y B(v), veR, funciones C reales. Consideramos la ecuacién

diferencial lineal de segundo orden:
(112 .7) ' % flyl ¥y = 0

Si f (v) y f_(v) son dos soluciones de (I1.2.7) tal que el Wronskiano
1

2
asoeiado a (11.2.7) e3 -1, esto es,

(11.2.8)

0 e
i ) los -iones reales C verlflcando
S (v (v) son dos funciones reaile
Y 1 81 ) Y 32

: i=1,2
(11.2:9) o R i

1 1

entonces, de (10 2.3, (11.2.4), (1T 28 (11.2.67), ] 2T (11.2.8) ¥

o
' a dada por vj = x(R%), donde
[(1.29) la superficile reglada dada por M(B,7) el

a f v} g (v
1 1

e g . )
w(u,v) = |u iﬁ(vJ g,

v




IT.2.

Ejemplos de superficies afines-maximales reglada
: ) s

es una superficie afin en o con normal

' afin, métrica afin,
afin de Weingarten,

endomorf ismo
curvatura media afin, invariante Pick,
conexion de Levi-Civita de 1a

respectivamente, por

i curvatura afi
de Gaues vy fin

métrica afin  dados,

el
u u

.14)

+15)

En consecuencia, M(B,y) es una superficie afin-maximal con métrica

afin indefinida llana, y por (I1I1.2.15) se tiene que,

(I1.2.16) M(f,y) es afin completa.

OBSERVACIONES
11.3.- Si B = 0, tomando fl(v] A fz{v) = 1 comc soluciones de (1E.2.7),
se tiene que las funciones coordenadas Xq de la inmersién x satisfacen

(11.2.17) ® = X, %, + ¢{x3)

donde ¢ es una funcion c® determinada por 7.

Ademas, por fli.2.125, {11.2.13) ¥ (11.2.14), las superficies en la

familia 1-paramétrica M(0,y) son esferas afines impropias con metrica afiu

indefinida llana. ‘
Magid y Ryan, [MR], probaron que una esfera afin

n indefinida llana es localmente afin equivalente a

Reciprocamente,

impropia con métrica afi




il. FORMULAS DE VARIACION AFIN. SUPERFICIES AFINES-MAX1MALES

la superficie (I11.2.17).
M(0,0) es un paraboloide hiperbélico y M(0,1)

es congruente via una
transformacion afin

1 la superficie de Cayley (ver [NP2]).

[1.4.- 81 B = 1, la familia 1-paramétrica M(1,y) contiene como caso
especial al helicoide x(u,v) = (u senv, u cosv, v).

[1.5.- La superficie x{u,v) = (u senhv, u coshv, v) estad contenida en la

familia l-parametrica M(-1,%).

T1.3 SUPERFICIES AFINES-MAXIMALES REGLADAS

Gea x:M——d" una superficie afin con metrica afin indefinida h.

Tomando localmente parametros asintoticos u y Vv respecto de h, (ver [B] ¥y

[55]), los coeficientes de la metrica estan dados por
: b4 S
I3 1) h[“u,mu, L(xJ

donde F es una funcion e positiva.

De la ecuacién de Codazzi (1.1.4), de {1.1.10), (1.1.11) v G113 .10 Fe
obtiene,
{1:.3.2)

Y

(11.3.3)

; 5 1 g ri in de Gauss
para algunas funciones c® a y b sobre M. Asi, la curvatura afin y

el invariante pPick verifican
(11.3.4) gf = = L1gh )

(11.3.5) JF“’.-.ab_




s -i('lii‘lll' € ¥
s 5 de superficies a n i1 r
S afines-maximales
E eqladas

Usande (1.1.9). (11 3 1)

; .3) las ecuaci
estructura (I1.1.1) se escriben: i

(I1.3.6) Fx 2

“uu

Ademas as ¢ ici i
mas, las condiciones de integrabilidad estan dadas por

P TR o
- a, (F bu)u.

Blasc ~ = A
schke probé, para el caso particular de superficles afines
analiti i . s -

naliticas (esto es, superficies afines con la propiedad: "J=0 » a=0 o

b=0", ver [B] pg. 125) el siguiente resultado.

TEOREMA 11.3.1.- Una superficie afin-maximal, analitica, con métrica afin

indefinida llana, se puede expresar localmente en la forma x(u,v) =

(¥ % ,x J con
e

=ul i I(V_Vﬂ = U Jdug
2 i 32

vl + J(V,V’ - V V' )du
1 < i | £ 3
J(V WX =01
i 2 4
donde V , V Y I ison PN iones de u.
1 2 3

La hipotesis de analiticidad impuesta por Blaschke al estudiar las
superficies afines regladas, se puede evitar en el caso de superficies
afines con invariante Pick identicamente nulo y curvatura media afin

constante. Concretamente obtenemos el siguiente:

3 e e , ik .
[EMa 11.3.2.- Sea x:M——d una superficie afin con métrica afin
indefinida. Si K = 4y = cte. entonces para un punto arbitrario mOeM existe

un abierto U, m glf, tal que toda paramw[rizaciun asintotica sobre U
0

verifica que al menos una de las funciones a, h es identicamente nula.




I1. FORMULAS DE VARIAUION AFIN.

SUPERFICIES AFINES-MAXIMALES

Demostracion.- Tomamos una cart
m €U,
0

a U con parametroc asintoticos u y v tal que

De (I.1.14), (11.3.5) y (i1.3.7) se sigue

y por tanto

allu)utu.v] + aq(u),

bi(v}Ptu,v) + bDPJL

donde a , a

o B y be son funciones g dependiendc de una sola variable y P
y Q son funciones c” tales que Q =F vy Pu g

Sup: .emos que existe uj tal que al(uu} # 0. Entonces, de (I1.3.8) y
[(I1.3.9) +. tiene

b(u,v) = b (v)IPlu,v)-Flu v,
1 0
s 5 i bV z ara algun v , S€ sigue que
y por tanto, si 11( i 0 para alg . g q

Jla (u) = 0
L

o 3 [ 2 f) = ¢

y, derivando respecto de u, F(u,vo)al{u) + {P(U'VD) P(uo'vo)}al(u) 0. Asi

F(u,v )l(a [u))2 = v a = 4 g1 U, 1y dque contradice la suposicién. En
s s | 1

consecuencia b = (

) en Uy vy ose concluye el Lema en este caso.

C v a (u) # 0 es analogo.
El caso 2, Dy Bty




I1.3.Superficies afines-maximales regladas

TEOREMA 11.3.3.- Sea M una superficie

a‘in-maximal con métrica afin
indefinida h. Entonces h

es llana si y sélo si

M es, localmente, afin
equivalente a M(f3,y) para algunas funciones diferenciables By 7.

Demostracion.- Si h es llana (k = 0), (I1.3.4) implica F(u,v) = Fj(u)Fa(v),

(ver [S1]), asi, tomando nuevos parametros asintoéticos

se obtiene E i

Si ademas H es identicamente nula en M. Por el Lema II.3.2 podemos

tomar una carta U con parametros csintéticos u, v tal que
a =0, 1
blu,v) = -u B(v) + y(v).
Asi, (11.3.6) puede escribirse como
if1.3.10) X N (-u B(v) + 7(v)) x
y por tanto
elu, ) =1 £lv) # glv),
(11 .3.11)] - o L
® .
donde f,g:1— ®> son funciones C . Asi,
£7(v) + BvIf(v) = 0,

(11.3.12)
gn(v) = 'J(V)f[V)




FORMULAS
AFINES-MA. [IMALES

.7-|'\1l‘i l 1 ' l ‘ i
’ < > ™ solLuclions: de ] i
o clon 3 1 lll eclaclon filtl.‘[(.‘“i‘.‘jill lineal de

L

segundo 3 3(v)
§ orden vy +oEivIy = 0 een o £ =S = %
o g -1 Entetces, (1T.3.12)

mplica,

ctores constantes.

3.11) y (I1.3.13) tenemos

transformacion afin llegamos a que

¥ » es como en (I1.2.10).

El reciproco

11.4 INDICE DE UNA SUPERFICIE AFIN-MAXIMAL REGLADA.

INTERPRETACION GEOMETRICA.

formulas de variacion afin

estudio de las

El Teorema
metrica afin indefinida 1llana, al

de una superficie

estudio de la familia

la direccion normal afin

ormaclon en

Por (I1.2.

de MI(5,7)

dominlio compacto Q, entonces,

(onde W =& una fun
| I / I I, o1 [ ‘l[.;{.il}ytll.ll.l],

q) |
). G




11.4. Indice de una superficie afin-maxima' reglada

1

Alt)= . & 254212(]4
j [1t v, B, _wfuij-;;q,utBwku+1_gs'wu)w(1+wuv+tzﬁu}3}2‘]“dudv,

Q

por tanto, se obtiene para la

primera y segunda variacién afin, (ver
también [VV]),

: L{[%V]‘J‘ - B{v)[wu]z}dudv_

PROPOSICION 11.4.1.- La segunda variacién del area afin, bajo todas las

deformaciones en la direccién normal afin, de M(B,y) tiene signo si y solo
si ind(L_) = 0.

B
Demostracion.- Sea ¢ una funcion Cm, ¢:R ——R, con soporte en un dominio
compacto I. Consideramos en (iI.4.1) w¢(u,v) = ¢(ul¢(v), entonces, de

(1l 2.2) v (11.1.2) Rtenemos

A”(O] = = E
4

2
Qy(4.0)[ (¢ (w)au.
B
R
Asi, si la segunda variacién tiene signo obtenemos que QB tiene signo
y por tanto, lnd{LB)=O.
Reciprocamente, consideremos como €n (1I1.4.1) wuna deformacién de

M(B,7y) en la direccién normal afin. De (I11.4.2) y (11.1.2)

3 g
(I1.4.3) i = = 2 IRQB(¢ ,¢ )du,

donde ¢u(v} = wu(u,v).

: i ic con
gi 1nd(L_.)=0, entonces QB{¢,¢) > O para cualquier funcion ¢

: #(0) = 0.
soporte compacto en un dominic acotado en R,V de (17.4.3); K*(D}




LI. FORMULAS DE VARIACION AFIN. SUPERFICIES AFINES=-MAXIMALES

EF e ) i
DEFINICION I1.4.2.- Definimos el indice de M(3,y) como el indice del
operador L.;, esto e

. tndiMiB,v) ] = ind(L J.
3

OBSERVACION.

11.6.- El ind(M(B.y)) no indica como en el caso Euclideo la dimensién del

subespacio de funciones tales que A”(0) > 0, pues si ¢ es una autofuncién

de 1. asociada a un autovale wegativo, e 15 A" i
g 8s ; ittovalor negativo, entonces A”(0) > O para cualquier
[} £ “(U -
Ylu,v) = ¢(ulelv) con ¢eC (R).
Q

La interpretacion geométrica de! indice se vera mas adelante.

i % Q

Consideremos N(B) = {weC (R): w”(v) + B(v)w(v) = 0, veR} y W eN(B).
2

Por el Teorema de comparaciéon de Sturm (Teorema 1II.1 .2), entre dos

cualesquiera ceros consecutivos de W, la funcion w_ tiene un cero salvo que

&

0= uwl para algun peR. Asi, si existe weN(B) con infinitos ceros entonces

P

todas las frnciones en N(f3) tienen infinitos ceros. En este caso se dice

que (11.2.7) es una ecuacién oscilatoria.

PROPOSICION 11.4.3.- Las siguientes condiciones son equivalentes:
o= Ind(M(B, ¥/

3. - (11.2.7) es una ecuacion ose jlatoria.

Y S

i [ Suponemos que [ / = ~ntonces existe una sucesién
Demosiracion. - Suponemos que [nd (M{] o, entonces exl1s

2 e Si sin s adne ] we Ind(L,,I )=n,
creciente y ex.austly , dominios acotados {Ln}nEN tal g g,

esto es,

Al )

n+l n

; : e o ig X (1 ), Per el
' : ne i crapia ascciada al walol propl
Cea @ [ ) wna funcioh P I n n

¢Il n

T , y del Teorema i11.1.2 ge
n

|51 T (§ ) tiene n#l eros en
‘ 41 menos n ceros en In. Como

Teorema

obtiene que cualquier fun ion en N({B) tiene

yacion oscilatoria.

n— m, (IIL{/'] eg una el

yna ecuaclon cscilatoria Yy weN(B),

He(‘:i[,:r'()(,;imf:m e,




Ejenplos de superficies afines-maximales regladas

entonces : ini
ntonces para todo neN existe un dominio acotade 1 ¢ R tal que W es un
8 Rt : a
funcion propia de | con n+Z ceros

2

3 ‘ ) or el Teorema nodal (Teorema

11.3.3) w es una funcion

!\IUI\.}.'{ asaclada al valor [’r()f'l.i(J A (1 )=0 Ak
gl Y EREE :

demostracion.

Vel

Tndlﬁﬁ.ln]In y se concluye la

OBSERVACIONES.

[1.7.- El resultado obtenido por Verstraelen y Vrancken [VV], sobre el

signo de la segunda variacion del helicoide es un caso particular de las

Proposiciones 11.4.1

Por la Proposicién I1.4.1 existen muchos ejemplos de superficies

afines-maximales que tienen segunda variacion negativa.

00
nsideramos la curva generatriz de M(B,y), esto es, la curva C
2>

f B . W dada por fLV)=IF (w)f (v1), Be | .2.8) se tiene que f(R) no

pasa por el origen .0,U) de R’ - e¢llo, tomando

1/2
1

1,2 3 iy 2
p{v]:f'l(v)‘ fif ’;""" | L{l'f’}:t:i(v]/l(f](v)+f2(V])

una determinacion del angulo que forman el eje de abclsas Y el vector de

posicién, f(v), esta dado pot

.J

donde (p v ),qlv
0 (

e R.
[11.4.5) plv) = cos@(v), gly) = senbid, s

que Ind{M(B,7)) < @, la Proposicion [1.4.3 implica que fl

3 . 3 P
Si suponemos
Ademas, de (11.4.4), © es

Vil T 3 T OS » R,
Y f tienen un nuniera fir,ito de ceros en b
S ; ( n i AS wisten B eR, tal que
estrictamente decreciente. Asl, €»15% S8~




II. FORMULAS DE VARIACLON A} IN. SUPERFICIES AFINES-MAXIMALE:S

oea V l i ] = ¢ | 3 a 3
¢ L8 'i( 1 ) V l no d( p(' nde
Li( 1\1 S ll cclon d(

yara al_an enter Lk v in 2 o . ~
I entero W(f) vy \”}LHA‘HEJH.J"l. Este entero W(f) es llamado el

numero de vueltas de la curva f alrededor del origen.

Con estas

LEMA 11.4.4.~ Si Ind(M( < w y weN(f). Entonces

fﬂd(”([’;.'} ¥ ) : £ = Lolmere de cerJs de w) = Ind(M(B,ar)) #.1.

Demostracion.- Por la Proposicion e e (0) esta contenido en un
intervalo acotado 1 . Si Ind(M(B,y)) = k, un intervalo acotauo I,
W

i i

w

Sean ¢k(l) ¥ funciones propias asociadas a Ak(I] y Ak+l(I],

k+1

respectivamente. Usando el Teorems

! que concluye la
¥ .DeT el Teorena

demostracion.




Ljenplos de superficies afines-maximales regladas

TEOREMA 11 4 5. = o0 F o+ [ ol o

funcion parte entera de un numero

real, esto es la funcion definida por E(v)=k, donde k es un entero tal que

velkk+tll. Si Ind(M(B,y)) < w, entonces
LInd(M(B, y))
f* L

>

AN

Demostracion. - Consideramos Tl[v] = {l[v]zwnn % fa[v)cosﬂ , entences

?1€Nl31. v usando (I1.4.5) vy '11.4.7) tenemos

f {(vi=0 e Blyv)=0 — e > .06 = 0 - W(f)2n - B ‘
1 - e i 1

para algun entero positivo k.('ﬂhh’lH

k < 2Wid

para algan ie{0,1}.
Ahora, el Lema 11.4

L

,'..[h.m:-m,_f_,_...;} e E:.[ll;_;i__a_M[a 7))+1

2

Si Ind(M(8,y)) es un entero par, ¢l Teorema se sigue de (11.4.9).
i Lids 0

; : e
Suponemos que Ind(M(B,7))=2m+1, para algun entero m. Entonces, d

(11.4.9), Mifi=m, © W(f)=mel.
Wit) m+1, entonces, por el Lema 1I.4.4 Yy

Se supone ahora que,

(ir 4.8) 10 Considerands la funcion

- f {Vqusl(_- 91/2),

£ 1 glyv)=60 - 0 =g - W()2r - 91. para
f. V;:!J P (v )= i ;‘“ e . .

]
'

se tiene que
Wif)m + 6. Por tanto,
‘ 1

algun entero k. lo que implice
=

y esto no es posible




11. FORMULAS DE VARIACLON AFIN. SUPERFICIES Al INES-MAXIMALES

COone lli'\,‘l‘ la demostra« ion del Teorema.

OBSERVACIONES

5.9 - Cuande B es una copst e positiva, (I1.2.7) es una ecuacién
; : ; ik Tl ; ]
oscilatoria, esto es Ind(M(B,y))=w, Sin embargo, existen funciones C

positivas 3, (como la funcién Hlv)=ll+v“l-2), tal que Ind(M(B,7))<w,

H g Bl ] 2
11.10.- Consideramos una funcién C. B(v) tal que -1=B(v)=4k vy

i
v g ]-n/2k,m(2k+1)/2k|,

k. Entonces la superficie afin M(B,¥y) verifica




CAPITULO I

SUPERFICIES AFINES CON CURVATURA MEDIA AFIN
Y CURVATURA AFIN DE GAUSS CONSTANTES

Er. ecte Capitulo se clasifican localmente las superficies afines con
curvatura media afin H y curvatura afin de Gauss k constantes, salvo el

1
caso K = ;H # 0, para el gue se dan resultados parciales.

Concretamente, si estos dos invariantes afines coinciden se obtienen

las cuadricas y algunas familias de superficies afines regladas.

Cuando son diferentes, tras dar una base local adecuada de campos de

vectores tangentes en cierto entorno de cada punto de la superficie afin,

—Kronecker es constante, ¥

1 :
probamos que K = EH o la curvatura afin de Gauss

en este caso obtenemos las esferas afines 1lanas.

I1I.1. ECUACIONES FUNDAMENTALES

3 L ,
Sea M una superficie afin en 4 con métrica afin h, en un entorno U de
cualquier punto de M consideramos una base de campos de vectores

ortonormales {E1'E?}’ eslo es,




11 SUPERF1CIES AFINES CON CURVATURA MEDTA

Y CURVATURA AFIN DE CAUSS
CONSTANTES

(114.1.1)

donde € =

segun que la meétrica afin h sea definida o
indefinida.

Por {IFT.1.1),

uno puede escribiz

para algunas funciones diferenciables p, g, a, “, o y B definidas en el

entorno U. Asi, usando (I.1.4), ([.1.6], fl.1oe), (0.1 11, A1 0

{18l . 1.2). == obltiene

y

(311.1.3)

De {1.1.13) Loy A8y A ELTG b edds ELIT.1 20 Y (I11.1.3) se tiene

H - ¥ t L I o t P‘ k d r1 tfn
t bl qU 1 cu va ira [ i 1 i TR E Lauss Y s l invarlan 1C
am e o a By V! L 1 1 = e esta

dados por

el 1.4

y analogamente, por (T.1.9%




Ecuaciones fundamentales

= (a*eq)E
tq'Ef

asi, la ecuacién de

y la ecuacion de Codazzil (I1.1.5) las
podemos escribir como

I(epa-gb],

+ il{‘b[mt'\j‘g]‘

= 2leab-cfBatgB-epx)
2 (epbtaa+epfteqa) ,

donde por ( )

e denotamos las derivadas con respecto a E y E
i & 1 2’

respectivamente.

OBSERVACIONES

II1.1.- S1i M es una superficie afin convexa con K = H, es inmediato de
iF L 17 2 tuB Ty (II1.1.4) obtener que la forma cubica es
identicamente nula vy, po. tanto, usando el Teorema 1.1.3, M esta contenida

en una cuadrica.

111.2.- Para clasificar las superficies afines con métrica afin indefinida
y x = B = cie. ysaremos parametros asintéticos como en el caso de las

superficies af ines-maximales llanas (Teorema 11.3.3]).

¥11 5 %1k ®# Hy la métrica afin es definida, entonces de (I11.1.4) se

sigue que K 7 H:.

111.4.- 51 k # H Y 1a métrica afin es indefinida, se puede suponer que

k > H, ya que cambiando el signo del normal afin se preserva la signatura
’ e -

] i e 1. En este e obtiene
de la métrica afin y se cambla el signo de K ¥ H. En este caso, S

ici ) & retinia -jentacion.
la misma superficle pero con distinta oriet




I1I. SUPERFICIES AFINES

CON CURVATURA MEDIA  AFIN
CONSTANTES

Y CURVATURA AFIN DE GAUSS

Estudiamos por tanto el caso en que Kk > H, esto es, superficies afines
con invariante Pick positivo.

LEMA 1II.1.1.- Sea M una superficie afin con

invariante Pick positivo
(J=x-H>0). Entonces para cualquier

punto m de M existe un entorno U de m y
una base local de campos de

vectores ortonormales {E’,E;} tal
h(K(E;,E;],E;] 0 sobre U.

que

Demostracion.- Introducimos la siguiente notacién, usada por Hahn [H]

cos(B) si g =1

cosh(8) si € = -1 tan(g) si € = 1

: tanh(e) si € = -1
sen(@) si e =1

s(8)
senh(@) si € = -1

Sea {E E } una base ortonormal de campcs de vectores deflnidos en un

entorno U de m. Entonces, para toda funcién @ sobre U, {E E } donde
9 (6)E ® - _s(0)E, + <(0)E
(i11.1.7) E1 = c(B)E1 + es(B)E,, : . 5

\ or
es también una base ortonormal de campos d= vectores sobre U, ¥y P

(1i1.1:2) v [(111.1.3) se tendra

2
( cl s(0) aczte) + 2bs(@)c(B8) - eas” (8)

2
l cs(e) (@] |bc’(e) - 2aes(8)c(®) - ebs™(8)

ident idades

3
= ) - 3cl@),
s(30) = 3s(8) - 4653(9). c(30) 4c (8

se tiene

s bel30).
(111.1.8) 0 erae) +beldR), B - cas(38) + bc




il B

Ecuaciones fundamentales

Como J = k = H > 0, de (III

»

. . 3]
cdoof) e b no se anulan en el mismo

unto ch iy - )
p y por tanto, de (1I1.1.8) se puede suponer gque a no se anula en un

] » no sel « ‘,‘11 dAlNos ]' ; [: ! en I.U al d
e“,t(ll Q '} (1(’ S J (il < 1 omamo { y I } 4 €

{E1'Eg})'

leniendo ahora en cuenta que de (111.1.4) y de ser Kk > H, 1 > -b°/ea”

en V. se sigus entonces, por (II11.1.7) y (Il1.1

que la base {E;,E;} =
iE. .E
1

ef el 7
. } con 8’ = %Jrut{ e

e ] satisface
£a

hLKH{f_ .lf;],E’) = {1 sabre ¥,

>

lo que concluye la demostracion.

Usatdo el lema I1I.1:.1, es inmediato, de (II11.1.20. (D114 .89
(111.1.5), que una esfera afin con curvatura afin de Gauss k constante y

x # H, verifica p =q = 0 y por tanto tiene métrica afin llana (k = 0).

En consecuencia, se tiene que una esfera afin convexa con curtatura

afin de Gauss constante y K # H, tiene su métrica afin, su operador afin de
; i it S £t 23

Weingarten y su forma cublca como los de la superflcle X X X = cte. > 0,

asi el Teorema fundamental afin (ver [Bl) y la Obcervacién III1.1 permiten

dar el siguiente resultado (ver tambien [K], [LP])

TEOREMA 111.1.2.- Sea M una esfera afin convexa con curvatura afin de Gauss

constante. Entonces M esta en una cuadrica o en la 1magen afin de la

superficie J(lxzx'J = ¢, con c constante positiva.

j as uaci a se
En el caso no canvexo, integrando las ecuaciones de estructur

puede conseguir el siguiente resultado (ver [MR}, [S1]).

TEOREMA III.1.3.- Sea M una esfera afin con métrica afin indefinida Y
. i o e -
rvatura afin de Gauss constante K # H. Entonces M esta en la imagen afi
curve auss
e L3 280 e b0
de la superficie (fL ) #Lx ) IR Lan




SUPERFICIES AFINES

CON CUKVATURA MEDIA AFIN Y
CONSTANTES

CURVATURA AFIN DE  GAUSS

I1I.2 CLASIFICACION

Sea M una superficie afin con curvatura media afin y curvatura afin de

Gauss constantes.

Si ademas k > H entonces, por el Lema 1I11.1.1, para cualquier punto m

de M existe una base local de carpos de vectores ortonormales {EI'E2} sobre

un entorno U de m tal que la funcion b de (II1.1.2) es identicamente nula

en U. Asi, (III.1.4) se escribe como

2 2
= gql + pa ks o o TR o (T

donde a es una constante no nula. Ademas, la ecuacion (III1.1.5) da
P e : 3 = -3pa,

igui ' ] se puede expresar en términos de p y q como,
y por consigulente (III.1.6) se puede expresar en i P

{111 2.3) ; g = deng - fpd

se sigue tambien

(111.2.5) e  Zemc F 30 T ED,

(111.2.6)

y con las rotaciones ant

v H constantes y K > H
M 3

ipfiele on K
LEMA IIIZ_]- Sea [l f~-1,{h!f1t.t
Entonces

2 i 2+yq¢\1A
S Per-1210p :




[11.2. Clasificacién

Demostracion. - Derivande

y (IT1...5) respecto a E2
se tiene

Como, por

entonces, de (I11.2.3), S SR (111.2.8)

y se

sigue que
2 3
(L. 2. 9) S =gk J:qpl + 3pK IRC.i® Ep T 4sqq2.

Derivando ahor (LTl 2 oo [WT12.9) Techbeelo & E2 y (III.2.6)

respecto a E_ se obtiene
1

2
p.# deg o * dea; 3132'{ + 7P2q ¥

)
Z PR s A
Sodapag . oo B gL T e

e .2 10 i e - 2p.a * *h‘pzq + /h‘};qz,

~ g4, * JeEp,,

(111.2.11) s
sirue que

2
2eagk -~ 20qap -
(§i1.2. 12}




L1l SUPERF IC1 e : ; +
‘ONS’ =] AFINES CON CURVATURA MEDIA 1 ;

i -
beag - 4’1(';1;);\1 + deq 1p1 e 11“42.’\ £ ?.UqupE - qu X
2 :

]

® Jldpn 2% + 3epk - 2p6q. ~ p = :
¢ T ¥ P, 2P leq,
Ahcra bien, de (111.1.3),
= e t‘qpu + f‘pp” ;
si. usando (IFI1.2.9), (II1.2.10), (IT11.2.11) y (II1I-2.13}) se tiene

i i 2 Llmege
D S B et e o s 4 14qpp1 - 2gagk - gaaq2 =

T2

3 21 o
=~ beag . -—5-£a o 4eapp1 + 15€p2K - §p4 - éx
2 1.2 3
g 10 + 4 = =f -
pqq2 Cp! 2a K £€a q.

El Lema se concluye entonces de (III.2.3), (1.2, 121y 110 2.18),

LEMA 111.2.2.- Sea M una superficie afin con H y k constantes y x > H.

;
En onces K = ;h 6 detS es constante.

Demostracion.

46 (E11.2.10; w %H.

o 2
i gk + a = 0 entonces,
2 : : i ;
Consideramos ahora el caso Kk + 2 4 0 Sea & = #1 6 8 = ~1 Segun qLe

¢. Denotamos por

2
0 respectivamente, entonces, d(a"+k) > G.

3

) 2
a +K 0 6 a +K

172 2.1 se sigue

is siafateellY", ge (111.2.50 ¥ &l Lewe I11

aeéx - 46R]1/2

- ?pa + 4depq * C[3

111.2.15])

- 45R]1’2

g 5 2esK
- 2pa + 4epq - C 38

(111.2.16) 2q2

v

2
donde R = p * &4




I11.2. Clasificacién

Usando (III.1.2), il y (I11.2.2) se obtiene

Ll 2 1)

y por tanto la curvatura de Gauss-Kronecker sera constante cuando lo
sea la funcion R
2.15) respecto a Ez se tiene

Derivando (111.2.¢) respecto - k} Wil B

-1/2
= %L[ifhK = 40R] (-8opp_ - Sﬁcqqz} = sza +

* dep q + fepq + iauql i Jqql = bsppr

entonces, de

%Ehk - ﬂhH} [hppJ # deqq:) = sza r 6cp2q +

A Yoy ; G SEt 5 P
# depqg @ * ,’Lw;i *+ 2qq, Sepp, -

Ahora,

(111.2.18)

v1/2

3
- dhkl - océpk + 18cdéep +

Scoeqpa,

2 gk
s constante ¢ = t(8(a +k)) es no nula, la
-1 1 "l la ISt 1
y COmo estamos supon

expre=ion anterior

+ l:jz’yi + lsth + 8Seqna.

,nh] - OpK

- + -
OF ente Specl ¢ }’.. / ‘\ -I--.)»-l ] p
Arldl ;_.am 2T} >y t (9] ] 5 (6] es eq:* [0}

5 E ge tiene
i 1




| 1 4 SUPERFICIES AFINES

CURVATURA n
CONSTANTES RYATURA ~ MEDIA  AFLN

Y CURVATURA AFIN DE GAUSS

"“JI, el 210 o R oy o gl T o BB .
_ 5 PR, .|JlJ Cliplq - 4813(11 55

L
4oR (-868pp - Baée
) PRy u-ncml]'

(IT1.2.15) y (I11.2.16),

ti11.2.20)

; 1/¢
0 = -o Zedk = 48] ~ Gak Q a
O P [_jz K _-m{] oqr + 18<gp + 18q3 * qua = 4€q2a_

145 111 < 3 ‘
Multiplicandcs 111.2.19) por p, (II11.2.20) por eq y sumando se sigue

= !'uw“,-“\‘ + .‘)"‘l"‘{t'}it)--q‘:]'

y de forma simlilar, al multiplicar (111.2. 18] por d; (II1.2.20) por p ¥

restar se tiene

1/2
{13 2. 22) 3HC{2FUK - QMH] -~ 4eq pa + ZPafpd—equ

Sumando ahora el cuadrado i TTTET 2 AT ey e cuadrado de (I11.2.22)

por €, se obtiene
: 2 S
0ek + 40ga” )R + 10k +bKa )

y R es constiante ser la raiz de un polinomio con coeficlentes

~onstantes. Asi, el Lema se concluye de (ILE 24370

OBSERVACIONES

111.5.- Para la obten g de (IIL.2.094 ¥ - 9 20 es fundamental que
e » iy, pues st custitule (110.2.5h (I1D.2.8% (II1.2.15) ¥
3

(711.2.16) en (1I1E.2.18

LT . 6. = Fxisten resultados pars guperficles afines con curvatura media afin
tantes f(wer [Bl, [(vl), que

y curvatura af i de Causs-Kronecker Ccons




combinados

de

\ 1
Lo o1 HRERTIE L L 0.

Gauss constante

las superficies atine

constantes, salvo

N

recurrir a ellos.

)

I11.2.3

3

fF_UHH‘?A - Sea

alin: B, y curvatura af

queda en una cuadrica

curvatura afin de

{1i1.2.21)

.}.

donde ¢, y czswh
Multiplicand

q y sumando se tien
. 2. 24)

Analogamente,

ap

By rest ando

Gauss-Kromnet

af lnes con curvatura afin

P

Ly

permiten clasificar

y curvatura afin de Gauss

demostracion directa sin

A
L

af'ln convexa con curvaiura media

I
3

superficie Q(c,2)

in de

constantes, (e}

Entonces

la

K M se

n afin de

ante c th;

[11.1), que M esta en una

CELE

1.4)

1
-H entonces

y del Lema IIl.2.2, la

constante. Ademas, de (111.2.17),

)

BT

3

q@

se tiene = es constante y

(111.,2.83) por P, la segunda por

4 ecuacion por 4, la segunda por

obtenemos




1IT. SUPERFICIES AFINES CURVATURA {El A : CURVATURA AFIN : GAUSS
CONSTANTES i

( “I ‘l“ AR - i { % b i e i o - . ¢
.\1 L | (2qR - r__1 )i_‘;'(l

lo que prueba que g ia también p.

Como p y q son permiten obtener
que p = g = 0 y por tanto, v [TEL:2. 20
M es una esfera afin oI CUrvi Gauss identicamente

nula. El Teorema se roncluye entonces del Teorema

TEOREMA I111.2.4.- Sea M una superficie afin no convexa con curvatura media

afin H v curvatura afin de Gauss K

; R 4
onstanies.  Eatorices k.= gH 0o M esta en

fov 2 2o
ta imapen Afin deda sSuperiicie UX o X )iy = gta. > o

o en la
s . ; : . % e i

siperficle regiada Xiu,v) = ur(v oty ) donde Tog:R ——3R son funciones
¢® verificando det(f,g',f') i t(f. F' f") = H. En particular, si H =20

M esta en una superficle reglada de la forma M(B,y) dada en [I.2.

Demostracion.

S el oy H podemos suponer, (ver Observacion 111.4), sin
perdida de general idad

Como en la demostracion del Teorem T e (I111.1.4]); (1TL.2 01,
. 2210 L2

donde ¢ _ Y
3 4

(TI1.2.26) por p, 18 segunda por
Multiplicando

q y restando se

donde R

ecuaclién por g, la segurda por
Analogamente,

p Y restando




IT1.2, Clasificacion

sustituyendo el

(ZaR = l_-'I]“(_- {q t {(2aR ~ c])ciq,

Yy pol tanto,

Ll 2. ue que R = ;f—q“ = {0, y las ecuaciones

BhEl a2l gy [1.,2.22) se . ’ 0 = pqd, y per tanto

en consecuencia p. Entonces, de

2y f131 1 8), (11D e
fI11.2.2), se tiene que M es una esfera afin con métrica afin indefinida
Tlama. Voasi. porel]) [1.1.3, M esta en la imagen afin de la

superficie ((x

Si k = cte o bor el Len 1.3.2, para cualquier punto de M existe

un entorno suyo con parametros asintoticos u y V tal que (I1.3.6) se

escribe

donde F y B son fu 0y (11.3.7), esto es,

LEEE. 2.380)

De la primera

fgi1.2.31) lin s H=-:fJI-1H+;-’.“v’J

; i . diferenciables
para algunas funciones diferencliabl

parametro V.




LLT SUPERFICIES
CONSTANTES

CURVATURA AFIN DE GAUSS

Coma de {1

entonces, se sigue que

Ademas,

v usando

Teorema se¢

y usando (IEla




[I11.2. Clasificacién

Ademas '
por el ma L1.3.3, M es localmente afin
equivalente superficie MIB. y)
51 % Ui ' :
H permlte obltener una expresiéon de g relacionada

SO .
OBSERVACIONES
1. 7. En el Teorem:

-Hg(v), H # 0, se obtienen las

esferas afines proplas con métrica afin indefinida y J = 0, que fueron

estudiadas por Radon {R]. En particular, el hiperboloide de una hoja es una

esfera »fin propia reglada, dada por la funcién f(v) = (senv,=-cosv,1).

111.8.- Las superficies afines homogéneas, (ver [G]), dadas por los grafes
(métrica afin definida)
(métrica afin indefinida)

flien & = B - onst e = 0 y crrvatura afin de Gauss-Kronecker

identicamente

Reciprocamente, €s onocido, (ve ., que una superficie afin con

K = 141 = constante 0 v curvatura ailin ae Gauss-Kronecker constante es
ot sfo)k: n \

grafos @ riores.
localmente afin grafos anterl

unerficies afines que satisfacen
111.9.- Aungue no uperficies q

. w [ ) ce gigue que = entonces
K = lH = conatante # U, POL &4 [11.2.1 se sigue d P, q,:
c;

cuando la métrica afin usanao (111.1.2), Crin2 1) (111.2.3),

(i1t 2.4y, (1ElL.7 2
4 2 e i e
+a - 24apq * 2l Bl ™

: Zoognad
2pq)” + 6lga +. ¢ -p7) Z




Fil: SUPERFICIES AF INE! LN CURY [s
RF 1 ES | i IRVATURA MEDTA AFIN i CURVATURA & ¥ >
B il AFIN DE GAUSS

donde A es 2 ) ) PN ; ;
v : : ) la metrica Asl, usando el Teorema 8 de

il tlil.2.1) ¥y .3 171 obtenancs:

Una superficie afin convexa, afin completa con k = y
3

tiene curvatura afin de Gauss-Kronecker no negativa, y

3

Los Tecoremas permiten clasificar las superficies
afines con curvatu istante y curvatura afin de Gauss Kk
constante, salvo Concretamente, se tiene que una tal
epresentadas en el sigulente cuadro.

superficie es pat b

Superficies afines con curvatura media afin y
curvatura afin de Gauss constantes
|

i FO— - - - ——m — i -
ITIV | METRICA INDEFINIDA

METRICA DEFINIDA

K <0

|E1 l[.',l:iuil'lr‘

superficie
reglada (1)
N(B,Y)

K=H/3, o
' superficie
reglada(l)

(1) x(u,v)=uf (v)+g(v),




CAPITULO IV

SUPERFICIES AFINES CONVEXAS CON CURVATURA MEDIA AFIN CONSTANTE

En este Capitulo se ectudian, desde un punto de vista global, las
superficies aiines con métrica afin definida positiva y curvatura media
fin H constante, de hecho se piuebd, bajo la hipdtesis de completitud de
la métrica afin, un resull: o que permite caracterizar los ejemplos mas
conocidos de esferas yfines CcONVEXas atendiendo so6lo a determinadas
condiciones de crecimient > la curvatura afin de Gauss-Kronecker.

En este sentido, destacamos ig solucion parcial que se obtiene del,

hasta ahora sin res ] je Bernsteln.

IV.1. ALGUNAS FORMULAS Y RESULTADOS BASICOS

ici i1 . definida positiva y con
Sea M una supertlcile afin Lo defin I
c1ore = - ura
curvatura media atln sigue que la curvatur
G por tanto =@ puede
afin de Gauss K ©5




SUPERFICIES AFINI

CONSTANTE

aplicar la Propousii Tt
Fllcar la Propes! l[eorema 8 de [CY2] para
una versioén mas general), sigulente resultado:

FORE 1 P
TEOREMA IV.1 .1, Sea M afin convexa con metrica afin
completa v con curvatura onstante. Si u es una funcidn C2 no
negativa definida sobre

donde por & se denota el Laplaciano de la métrica afin, para algunas

constantes c
Q

Entonces u mente por una raliz del polinomio g.

Consideramos ahora, en un entorno de cualquier punte meM, una base

local de campos de vectores ortonormiles Hi,hj} paralelos en el punto,

entonces como en el Capitulo [ se puede escribir

1 ior {iferenciables p; 4, &, .« y B definidas en el
para algunas tul nes diferenciabl g, g

.5) (I11.1.6) se
entorno, (pim) ¥

obtiene

Ji= 2(a2+b2},
(Iv.1.2)

= - + B(bp+q31,
{3y 1.39

2 (Bb+aa+pB+qa),
(Iv.1.4)

on respecto a E] y Lz

donde por ( J

rESpectivamwntn,




formulas y resultados baAsicos

Haciendo

donde por V y denot i
pe y 4 denotam de la matrica afin h

respectivamente.

De LIV 1.2

que para

= E1" % 6

De anterior y de los Teoremas [.1.5 ¥ IV.1.1 se obtiene (ver
tambien

TEOREMA IV.1.2.- Ur fera afin convexd on metrica afin completa y

curvatura media 1ipsoide o un paraboloide

eliptico.

sto es, H2 - detS) que

Consideramos

caracteriza la: icies afines para las
~dAl © - . C [= e

que es jdenticamen 1) dan

LIV 1.8)




SUPERF

Ademas, sumand

+ 21VB1° =

+ SBalb +a ) + Qlaz—BE)Kal—bz) +

(i 1 (1) 2y . g a0+ BUBL =

+ :m‘z—ﬁi“](al—b 1} -

2yivdaRla B+ B )} + 2HB ¢
1 1 22

0, y= que ls funcion

OBSERVACION. -

B no es regul




formulas y resultados basiceos

Demostracion.

LEMA 1V.1.4.

] 5 +

en los puntos de

R

Demostracion. - Com

tantc

13)

Ahora, usande




SUPERFICIES A 3 4
3 AFINES Cor CUN CURVATURA MEDIA Al IN CONSTANTE

] y 1

(B laTel e ey )1;! i
1 2

S

[2 “‘[ff1+a2)--3b2”2812} +

; . S 2 2 3 12
[ala =3aB37) + b(3a"B-B )]J +

lo que concluye

OBSERVACION

La desigualdad (IV.1.14 roneraliza la obtenida por Calabi para

caso de s=r H = [

IV.2 SUPERFICIES AFINES CONVEXAS, COMPLETAS,
CON CURVATURA MEDIA AFIN CONSTANTE

En esta sec trar el siguiente resultado de

clasificacion

perficie afin convexa, Ccon métrica afin

TEOREMA IV.2.1.- Sea

media in constante. Suponemos que:

completa y curvatura

numeraoas reales c Yy d,




urvatura media afin constante

Entonces M es
I) un elipscide,
ii) un parabolo de ¢
iii) un hiperboloide,

iv) una imagen afin de la superficie

alguna constante positiva

OBSERVACIONES

IV.1.- Una superficie afin convexa, afin completa, con curvatura media afin

constante positiva tiene w =2z H > 0 (ver (I.1.14)), por tanto, usando el

Teorema de Bonnet, es comp hipotesis (1) y (II) del Teorema

2 o verifi § ; ; - .
IV.2.1 se verificaran siempi aso  Asl, como corolalio del Teorema

obtenemos:

3

COROLARIO IV.2.2. Cacda id 'n A~ con curvatura media afin constante

es un elipsoide.

Este Corolario fue obtenidc ya por Blaschke en 1923 y por Schwenk vy
Simon en 1986. Sin embargo el métcdo de demostracion usado po. ellos es

completamente diferente qjue aqui se da (ver EBY, . [Seshl.

IV.2.~- Cuando H = sobre M, esto es, cuando M es afin-maximal, es conocido
que M no puede ser compacta, (ver [Ch]), ademas en este caso la hipétesis

(I11) del Teorema no impone restri a Mya que k = J = 0 sobre M.

i 251 0s oba e se conocen son
En este sentido sultados globales qu

: t od ) 1 wwcaminados a resolver el denominado
bastante escasos - ydo ello 1Cal

Problema afin de Bernsteln que

§

" fitie ] convexa con métrica afin completa
Toda superficie at

1r=mdax 1l

; , ey
es un paraboloide eilpltice

Calabi [Cl1] quien probo:
Citemos a este




SUPERFICIES AFINE:
IN CONSTANTE

"Si M es una X
(@, alliln completa, dada
por un grato i
un paraboloide eliptico"”,

Nosotros cuome
( obtenemos la siguiente
soluclon parcial al Py

et - e ;
COROLARIC 1Vv.2.3 To alln-maximal convexa, afin completa, con

K + cT acotado inferiorn T = detS), para algun nimero real c¢ » g es

I3

un paraboloide elipti
Y en particulal

COROLARIO IV.2.4.- i Urval £ 1 de Gauss-Kronecker de una
cuperficie afin-maximal convexa y completa M, esta acotada inferiormente.

Entonces M es un paraboloide

Combinando e! Corolario IV.2.4 con el Teorema A de [L4] se sigue (ver

también Teorema B

"Si M es una superficie af maximal, dada por el grafo de una
funcion convexa definida en todo R v con curvatura afin de Gauss

Kronecker acotada inferiorment: n s M es un paraboloice
eliptico”.
IV 3.- Para el caso de uperficies afines con curvatura media afin
clasificacién siempre bajo la

(ver [LPY, (K1)

constante negatlv

hipétesis de ser M

Fl1 Teorema IV.Z.

le esfera afin sobre M imponiendo

2 -
bstante clertas niento para B~ (expreslones (1) y
no obstante crerta . -
Asi jemp | la siguiente caracterizacion de
LTl si por ejempl

Nle,2).




Urvatura media afin constante

COROLARIO V.2 4 -

L2 b atin convexa, afin completa y con
curvatura media afi -

( 1f in Z 4B y la curvatura afin de
Gauss-Kronecker esi )
1é Kronecker esi. Entonces M es una imagen afin
de la esfera afin

Antes de proceder a | democtiracion del Teorema IV.2.1 veamos el

siguiente

LEMA 1V 2.6 - Bajo Tecrema V. g. 1, sl ' s 0 y k & O

tiene que la funcioen

es subarmonica scbre la variedad de Riemann M, esto es, para cada dominio
Q € My cada funcion armonica f sobre M, u + f no tiene maximo en Q1 salvo

quie u # £ sea constarite.

Demostracion. - Suponemos que u + f tiene un maximo en un punto mer.

Consideramos varios

. o *
Caso i.- Supongamos que Elm 0, entonces existe un entorno Q' de m, tal

= 4

4 =

que B > 0 en ' & @ y u es una | ncion diferenciable en Q. De (I1I) y el

Lema IV.1.4,

Yepor ol Principic
EIV- 2] )

Ahora, si H

lo cual es una contradicclo

2.1) obtenemos [JK](mO‘ >0y

gi H <0, de




SUPERFICTES

Ahora bien, como h es definida positiva, existe una base ortonormal

que diagonaliza el endomorfismo afin de Weingarten en el punto m_, esto es,
0

una base {ﬂ!,v } de Tm M para la que H(m[} = 0. Trasladando esia base
8] )

paralelamente s btient

{EI'E"’} parale l«

campos de vectores ortonormales

con HimUJ = 0. Por tanto,
considerando esta

T\'j ;
dar Gt |

}

y como (Jk)(m ) > 0, podemos suponer a(m ) # 0 (el razonamiento es analogo
0 0

si consideramos bim ) # 0], y se sigue que,

LIN: 2.5

De (IV.1.3),

Yy sustituyendo

(24) + 4H)(n ) s ) < 0 lo que contradice (I¥.2.1) ¥ las
Por tanto, 4 4H) (m :

hipotesis del Lema.




urvatura media afin constante

Supongamo:

considerando

donde & es una

constal

determinaremos después, y teniendo en
cuenta que

se sigue que u + f tiene
(I¥.2.6]
Ahora bien,

(Iv.2.7) Au Y (m ) 3 + dap - 4 t

172

2
f32+t2e)”2a] ](mo)

y tomendo entonces & < Jkim J y U Gatarepalida e - (IV.2.7) tenemos

que no es posiovle.

Caso 3.- Supongamos Elm )

Principio del Max.mo, f
y f tiene un Maxih

constante en Q, lo que
es constante en 0y

concluye el Lema




SUPERFICTES AFINES CONVEXAS EVIA AFIN CONSTANTE

DEMOSTRACION del Teorema 1V.2.1.

Distinguiremos también varios casos

Caso H > 0.- Como M es compacta (ver Observacion IV.1), usando el Principio
del Maximo y el Lema IV.1.4 tenemos que

®iste un punto mOEH tal que

(IvV.2.8) < ‘%‘(ml_}, para todo meM,

Si tomamos entonces

1 . e
;Jlmul + 3H = (2J + BH)(mO). en M.

inza su maximo en el punto mUeM y consecuentemente

(IV.1.7) y (IV.1.11) obtenemos
[3 0 11&{53 - fll»{ill(mu),
19815 ) = (3 282+ (m ),
J3 )[Iﬂu = ik Mo ¥

y entonces,

(Iv.2.10)

Ahora, pol
y (IV.2.8) dan

para todo meM,

p A ) 1 L ! ; (6] =1 un
‘i. 1 -on “ s " es 3

DT ta] t;(.) C (,l I 1 T 1 1 O U t e

y C 1 )

elipsoic 2.




urvatura medla afin constante

Caso H = 0

cuadrica) o k J =0 (y tenemos una

Supongamos 1 = ! 2
£ : - = 0. Entonces, por la hipétesis (I) y por el L
IM.1.3, se obtiene o

rando d = 0 ({(lo
- : : g 2odque Do oes R
restriccion) inguna

cll+e) =

e
2

144°

e 2
1){2J+B) T

o 1 2 )
sncluimos que =J + B estad acotada

i e
super iormente por una constan.e Gopar tanto =l B también ha de estar

&

Usando ahora

acotada superiormen

ahora bien, nlemente conexa (de otra forma se

puede pasar a su re ubri como M es afin completa con k = 0
y no existen superf i tas con H = 0O (ver Proposicién
1 3.3, ge sSigle gue onformemente equivalente a €. En
consecuencia M es de anterior y del Lema Iv.2.6
superiormente sobre M, lo que

lJ + B es una funcion cubarmoni
2

lleva a que L1 s B es corstante Usando entonces (IV. 1.2} &1

Lema Iv.1.4 y la hipote is




SUPERFICIES AFINES CONSTANTE

como M no

ElN 2 11

Si H = 0 entonce: (Iv.2.11), J = 0 y, por el Teorema

Lol 3, M es una cuadr] un paraboloide eliptico.

Si H < 0 entonces y M es una esfera afin con

k=0 v H < O oot s, una imagen afin de la superficle Q(e,2), para

alguna constante positiva e (ver Teoremas I1I11.1.2 y I11.2.3).
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