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INTRODUCCION

} i i 1l t J
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operador,asi como de la funcion de un operador,definido en un espacio de
Banach o bien en unp espacio de Hilbert,se basa en el uso de la analiticidad en
teoria de cperadores,por ello nos parece obligado hacer un resumern: del desa-
rrollo histénico del mismo.lLa dependencia analitica de un pardmetro complejo
aparece con frecuencia en el estudio de ecuaciones diferenciales e integrales.
Fredholm en 1903 preser.id la solucion de la ecuacion -

f(s)- _fh kis.o)f(t)di=g(s)

o
en la forma

f!,sl:g(!!,-_._l..( _5'1

) ;
- D(s.t;x)glt)dr

d

supuesto que d(A)A0.Aqui f v g pertenecen a la clase de funciones Cla,b/.La
funcion d(A) es una funcidbn analitica entera del pardmetro complejo A ¥
D(s,1;A),que es una funcion continua de (s.t).es también una funcion analitica
entera de A .La presencia de analiticidad en la solucion de la ecuacion de
Fredholm de segundo tipo es una primera sefial del importante papel que la
analiticidad estaba destinada a jugar en la teoria espectral.Anticipaciones de
reorria espectral pueden encontrarse hacia 1836 en los trabajos de Sturm vy

la

Liouville sobre problemas de contorno de ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden y los teoremas de desarrollo y autovalores asociados.

En 1904 Hilbert demuestra cémo transformar un problema diferenciai con

valores en la frontera en un problema de resolucion de una ecuacion integral.

Ademas la funcion de Green del problema diferencial resulta ser bajo ciertas

condiciones un ntcleo del tipo Hilbert -Schmidt,de io que se siguen una can-

tidad de hechos de intereés.
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Como sabemos ahora,desde muchos pumios de wvistala teoria de autovalores
v la teoria de desarrollos del problema clisico de Sturm-Liouville para un
intervalo finito cerrado y acotado puede ser casi completamente considerado
como una consecuencia del hecho de que el operader resolvente es meromorfo
v tiene un desarrolilo de Mitag-Leffler de una forma muy simple.La formula-

clOn esenci 1gue: e : i
enclal es como sigue:S1 T es un operador lineal simétrico &n un espacio

de : AR !
ie Hilbert tal que 1 existe y es compacto,entonces el espectro o(T) es un

a'uniunm l'\'.iill'.'l'.ltlll‘ lu } ! - [ L solven { i
] = donde M M.y la recolvente (u-T) se expresa en

la torma:

i (D (\‘_ )
Gt Ty 3 et
ekt TR

X

k

para cada vector y.Aqui {xr?.(_:s un conjunto ortonormal completo y Txk:ukxk.

En la aplicacion a lu teoria de Sturm-Liouville T es un operador diferencial

[ed

tal que 7 X=1u,5€e expresa por:

(p(t)x " (1))+qit)x(r)=ult)

donde las funciones p y g son reales y sujetas a ciertas restricciones y las

condiciones de contornio se dan en la definicion del dominio de T.

Como se ve el uso de la analiticidad en teoria de operadores fué apare-

ciendo en el contexto clasico que no requeria el reconocimiento de analiti-

cidad en otro sentido que el relationado con funciones analiticas complejas de

una variable compleja.
Una etapa significativa en la progresion hacia un reconocimiento consciente
del concepto de una funcion analftica con valores que no son ya nimeros com-

de un espacio de operado-
1913,

plejos sinoelementos de un espacio de funciones o
res,0 incluso de un espacio abstracto,se debe a F.Riesz.En su libro de

1 4 £ Wil M S ' o '“
infinité d’inconnues",estudia "susti

"Les systémes d’equations linéaires a une
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ucesione :
cesion mtinitas (el prototipo clasico de un

espacto e HI'!H'IT) e S
z z asegurda que sI' A es una tal sustitucion v E la susti

tucion idennidad,entonces la sustitucion

L) v . A l
myversa (E-AA es una funcion mero-

morfa de X con v S e
( atlores en la clase de sustituciones lineales acotadas sobre 1°

Sin t'lﬂtulum no o 3 i
, hace expiicita la discusion de qué significa que una ta!}

fun-

cion sea analitica en ui :
tlitica en un cierto punto o tenga un polo en otro.La discusion

gira en torno al examen de ciertas sustituciones lineales dadas (y sus inversas)
cuande se constdera soélo un namero finito de desconocidas.fistos sistemas se
tratan uitlizando determinantes de orden finito.

LLa monografia de Riesz esboza muchos desarrollos posteriores en la apli-

cacion del método de teoria de funciones analiticas a la teoria de operaderes

; i o : : :
En particular.Riesz conoce Ja utilidad del cdlculo de residucs aplicado a inte-
1

grales de contorno que envuelven (E->A)
Hasta veinticinco anos mdas tarde no se lograria formular y aplicar la analiti-
cidad en la teoria abstracta de operadores.

Wiener en un articulo publicado en 1923 senala que el teorema integral de
Cauchy v gran parte de la teoria clasica de funciones de una variable comple-
ja es valida para funciones definidas en plano complejo con valores en un es-
pacio normado complejo completoisin embargo no aplica sus observaciones a la
teoria espect ral.

En 1935 Sténe desarrolia en su libro la teorie espectral para operadores en
espacios de Hilbert,y relacionando los resultados obtenidos por ambos,Taylor en
1938 logra demostrar considerando R(A,A) como una funcitn con valores en un
espacio de operadores y aplicando la teoria de funciones analiticas lo que
Stone habfa demostrado para espacios de Hilbert,en un espacio de Banach
general.

T es un operador lineal cerrado en un espa-

: : : g B ;
| operador identidad.el inverso (x1-T) 51 exis-

En particular demostrd que si

cio de Banach complejo e | es e

te en un cierto sentido al menos para un A.es una funcidon analitica con valo-

res en un espacio de operadores,sobre el conjunto de los A  para los que

- = ; ;
(AI-T) existe en un clerto sentido.
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la teoria de operadores,Dunford demuestra que
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en la ropologia fuerte.
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M) i Py ; .
que la resolvente (Al-T] sea una funcion analitica con valo-
Che i A S ; :
n un espacio de operadores es el panto de partida para el uso de la ana
- a=
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liticidad en la teoria espectral del operador T.La teorfa espectral de los op

radores lincales en el estudio de estos desde el punto de vista de relacionar
dades de un operador con el andlisis del cardcter de su espectro y
¢! desarrollo de la resolvente en el eptorno de un punto del mismo.St p es un
punto atslado de ¢ (T) es una singularidad aisluda de la resolvente como fun-
cibn analitica.v el desarrollo de la resolvente en el entorno de p puede estu-
diarse mediante el desarrollo de Laurent de (AI-T_JJ en potencias de A-up.El
borde de a{(T) es el borde natural de la resolvente comc tuncidn analitica.
Cuando el espacio de Banach es de dimension finita el espectro del operador
T es un conjuntoe finitc de autovalores vy (Al_'!‘]—l es una funcion racional de
A.En el caso general la naturaleza de (Alm'['}"] puede ser inucho mas compli-
cada.Fn particular el espectro no tiene por queé tener puntos aislados.
Un instrumento importante de la teoria espectral es el célcule operacional

ba-ado en la definicion de un operador f(T) mediante la férmula de Cauciy:

G e -1
2 ) 'T»"[-i“‘”“’“ da
Cuando la intezral se extiende scbre un contorno convenientemente situado

respecto del espectro de T y f es una funcion compleja analitica en el entor-
no del espectro.

l.a formula de Cauchy define un homomortfismo de un anillo de funciones

los operadores lineales acotados definidos en el espacio

en el anillo de todos

en que esta definido T

Se puede decir que el uso sistematico del calculo operacional comienza
posteriores,entre olros,por

con Riesz en 1913 v o8 desarrollado en anos

T\Ingulnu‘.’\.i.uur.Guvlf:m{i v Lorch.




mados explicitamente
tOrmu
paie operador. rrados

1760 O G fecipul 1
primeras paries de su g % | l L discipulo Schwanz revogen en las dos
0 o : """'” wiid war Operators los resuitados inas vnportan-

: ¢ Ccanpa pol 2410 kst V por )L TO hasta entonces,
Jecada de los anos 60,Tavlor vy sus discipulos entre los que
sbrienen resultados en reiacion con la estructura fina dei espec-
tro,es decir,la clasificacion de los puntos dei espectro en relac'n con el he-
cho uv ' que ‘o perrenerca @ Ulll.i determinada parte del espectro pari clertas
cualidades de AI-T y (AI-T) ~ (si existe) cuando u estd pidxino o coincide
con A .Po: su paite Kato basdndose en la tcorfa desarrollada por Taylor y
Dur “ord obtiene entre los anos 50 v 70 imporiames resultados sobre pt‘[[‘..lrb'_!.'—
cion que aparecen recogidos en su libro Perturbation Theory for Linear Opera-
tor cuya primera edicion aparece en 1966.

A continuacién vamos a esbozar la motivaciép de esta memoria.En 1978
como resultadc de un trabajo sobre sistemas diferenciales lineales de coefi-
‘entes constantes.Rodricuez Cano obtiene una forina explicita para la resol-
vente de una matriz compleja nxn en funcién de la matriz y sus autovalores
[19 1.020 1A partir de esto nos planteamos dos lineas de trabajo:la primera que
consecuencias pueden derivarse en la tearia espectral de operadores definidos
sobre un espacio de Banach de dimensién finita del hecho de conocer una
forma para su resolvente.Le segunda,tratar de generalizar la expresion para

ciertos operadores en espacios de dimension infinita.Los resultados obtenidos

se eicuentran a lo larzo de los cuatio capftulos de esta memoria que pasamos

a resumilr:

En el primer capitulo dedicado a operadores definidos en un espacio de

Banach de dimension finita se da en primer lugar una demostracion puramente

alpebrdica de la expresion de la resoivente en el teorema,l.l.lin los tecremas

1.3]1.415 y L6 se consiguen expresiones analfticas para los operadores proyec-

cibn P y nilpotentes D asociados a un operador T mediante la expresion de la

resolvente y la formula integral de Cauchy.Estas expresiones dan una nueva

dimension a la representacion espectral de f(T) como se pone de manifiesto
[.9.Concluimos el capitulo haciendo un estudio compa-

en los teoremas L7,1.8 Y
un operador que hace Dunford en [ 6]

i

g <1 ¢ - 1
rado de la descomposicion espectial de
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composicion de ) ;
I el espacic espacios propros gereralizados de Dunford v la

forma cand o ( -
. inonica  de ntinuacion se obtiene e para una matriz par

ticular para comparar | ‘ il
I parar ia dificultad que presenta cada uno e elios a |

; :
de ponerlos en practica,y almente se calc & ; !
; I ica,y finalmente se calcula e por ¢ método propio que

s¢ deriva de los resultados del primer capitulo.Para poner de manifiesto las

, - : Al
ventalas de e e ¥ S ’ P 1 8 =
entajas le éste se calcula ¢ para una matriz de orden 5.Se completa este

capitulo con interesante aplicacion:la obtencion de una expresion para la ma-
de transformacion Q aue lleva una matriz compleja nxn a su forma cano-
de Jordan.Tal matriz G se expresa en funcion de los auiovalores de A y
la matriz polinomial que resulta de multiplicar la resolvente de A por su
palinomio caracteristico.Fste resultado se encuentra en Aplicacién 2.En el ca-
pitulo 1l se hace un breve resumen de las propiedades espectrales de los ope-
radores cerrados.acotados y compactos definidos en un espacio de Banach X
de dimension infinita con el propésito de generalizar las expresiones obtenidas
para la resolvente proyecciones y nilpotencias de operadores definidos en espa-
cios de dimension finita.Como resultado se logra tal propésito en los opera-
dores con resolvente racional.La expresion obtenida para aquellos resulta seguir
siendo vilida y asi la funcion de un operador con resolvente racional es and-
loga al caso de dimension finita,con io que el cdlculo operacional obtenido alli
sigue siendo vdlido también en este supuesto.Estos resultados aparecen enun-
ciados en lns teoremas 11,5116 y Hi,7.
Firalmente en el capitulo 1V se estudian los operaderes normales en espa-
cios de Hilbert y en particular los compactos logrdndose,gracias a las espe-
esion para la resolvente que gene-

ciales caracteristicas de su espectro,una expr

raliza la obtenida en el capitulo L.En el teorema V.5 se demuestra este pri-

mer resultado.En el teorema V.6 se obtiene una expresion parfa las proyec-

de T en funcion de T y sus autovalores y en el IV,7 se logra una

clones Ph
similar a la ohtenida en el teorema i,9

forma para f(T) que resulta ser muy

del capitulc 1 para operadores definidos en espacios de dimension finita.
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TEORIA ESPECTRAL EN ESPACIOS DE DIMENSION F:NITA
1.El dlgebra de los operadores lineales

Por X se entenderd un espacio vectorial complejo de dimension finita n,que
se considerard normado cuando convenga.Llainamos T a un operador lineal de
X en X.

Un operador T estd representado por una matriz A nxn con respecto a la
h.x:ﬂ.‘ 150

2%

Sea A’ la matriz que representa a T respecto de otra base {xl;p.La rela-

cibn existente entre estas dos matrices es de la forma

A 'ﬁ:n.»\B‘l

y det A=det A .Asi el determinante de A dependr del operador T y no de la
base empleada para definirlo;por esta razén escribimos det T.De forma simi-

lar la traza de A es independiente de la base y escribimos tr T.

Si Sy T son operadores de X en X se define aS+BT en la forma

(aS+pT)u=al(Su)+£(Tu) VueX

y serd también un operador lineal.
Definimos el producte TS

(TS)u=T(Sn} VueX

v de nuevo serd un operador de X en X.

Asi el conjunto B(X) de todos los operadores lireales en X es un dlgebra




i’;ii‘l ( ,1.]1 ;‘..}h:“‘.

1 2 / y
L.a n[fltmlun plz) .[,[]J ’ un

mios en B(X).

ti ’”\‘ll”lllfl_\“i;‘, ]
y ll},\ 'ru)]“;\_,-

CoBiX) se dics 5o ne sngl :
] ice ser no singular si existe el inverso T ° en B(X) verificando:

2.Proyecciones y Nilpotencias

Sean M,N subespacios vectoriales complementarios de X;X=M@N

Cada ueX puede expresarse en forma dnica como:
w=4"+u ‘con u'eM y u”eN

u’se llama la proyeccidon de u sobre M.

Si v=v +v" ~.de forma andloga, u+ v tiene proyeccién u’ + v’ sobre M.Si
elegimos u’=Pu,se sigue que P es un operador lineal de X en X.P se llama
proyeccion sobre My 1-P es la proyeccion sobre N.

Tenemos que
Pu=u si y soélo si ueM

Pu=0 si y solo si ueN
“ ; : i
Como Pu pertenece a M ,PPu=Pu,es decir P es idempotente P =P.
Reciprocamente cada operador idempotente P es una proyeccion.

En el caso general en que existan varios subespacios vectoriales

M M con M]{.D...QM _X cada ueX puede expresarse €n la forma:
S

150

u:.u]+.,.+u u.eM] it TS
S i

de forma unica.lLos operadores PJ. definidos por
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|\‘f.‘| 1;)I|w tment e y
1 8l radores Huhll' X que verifican las dos alti-

mas ‘)L,U-l]‘lnl'l SN \t !“( A, € 1 9 D S0 15 eCc-
1 ¢ I . \ o) BRI 4 >S5 = 3
l i 11 ONC : \ \1 ( ( \1\ "' l(Jﬁ P. son l 5 PIUV C

clones antes definidas

Un ope v lle ¢

perador TeB{(X) se llama nilpotente si 0 para algan entero posi
| 0si-
Vv | :
tivo mi.Un nilpotente es necesariamente singular

Si T es nilpotente e
es nilpotente es posible elegir una base en X de forma que la matriz

asoclada a T sea de la forma:

3.El problema de los autovalores

Sea TeB(X).Un numero complejo A se llama un autovalor de T si existe

un vector ufO,ueX tal que
Tu:}\u

u se llama autovector correspondiente al aurovaloar A.(Al autovalor se le lla-

ma también valor propio y valor caracteristico).
Al subespacio de X engendrado por los autovectores correspondientes a un

autovalor AN, ,se le llama autoespacio de T respecto a A,y la dimension de N

<o llama multiplicidad de A .Auto¥ectores de T pertenecientes a autovalores

distintos son linealmente independientes,y por tanto,existen como maximo n

autovalores de T.El conjunto de todos los autovalores de T se llama espectro

de T v lc notamos por al{T )




4.1.a resolvente.

Sea TeB(X),zeQ y conside ion i
(X),ze( y consideremos la ec uacion lineal no h()rnt)g('nént,‘u
(z-Tu=v u,ve X

P(ild L]U.t ld ecua ']‘l"“ d [l']‘ ) 05 . i v =
- L ) C JOSEA & | ¢ - [ V > C St -

V l t s01uUcCion €n U.p.i da lUdtJ en k,(_. necesa

ro \y .\llf!tl{ nte (]Ut' ?—] sea no f‘lngl.lla o3 dL.,i[ {{L. Z Nno p(’,[[er‘!eZCa d U(l )

7 e ;
Entonces (z-T) existe v

Se llama resolvente de T a la funcion con valores en B(X):
R(z)=R(2,T)=(z-T)""
definida para zep(T),siendo p(T) el conjunto complementario del espectro de

T,o(T),que llamaremos conjunto resolvente de T.

Los autovalores A quedan asi definidos por:

det(x-T)=0

c("['):{kl....,l\_} con multiplicidades M geees M tales que M, +...+m =n.

Existe otra forma de denotar los autovilores que vamos a sefialar por ser

de interés especial en lo que sigue.En esta forma aparecen los n autovalores

sin dlS[lllgUH St oson lgudlE.‘J Q dl‘otl[ll():-
g l)—{p it aig i i
( 1’ n

La relacion existente entre las dos anotaciones es:

Pretendemos probar a continuacion que la resolvente de T puede expresar-

se explicitamente en funcion de T y de sus autovalores.




i
.
¥

Feorema,l.1.-Sca TeB(X),X espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo

de los nameros complejos,y o T)- 'l'] | @l espectto de T Entonces la po

solvente R(z,T) definida para zep(T) y con valores en B(X) puede expresarse

de LlrJﬂUhWHt‘[n:nLu

donde por convenio

Demostracion,
Con 2-T=(z2-u )-(T-u)
n n

k-1

.ﬂ H_“j) n z-unk—l T=p.

We-T4= 3 =
o . W
(z—uj) e e !

va que | {T—uj):O por el T.de Hamilton Cayley
j=1 ,
n-1 z-p k-1 T-p. n-1 l"—uj
(1)= 2 ok - T
et T Y

sumando -(2) y (1) de nuevo

n-1 k-1 T-u,
-::;ZI 1

it

y sustituyendo ahora Z-T=Z—uk—(T—uk)

n-1 Kk T—uj
2 =
k=1 j=1 ]
ak-l T-u. o k1 T,
) - ¥ J
x4 I
ai=l T B2 el

+




en donue se ha sumado el primer y tercer término y se ha cambiado el

indice del segundo.,
Puesto que (z-T) conmuta con cada termino de la sumatendriamos como
descibamos

Corolario.-Sea A una matriz compleja nxn

p p

¢ (2)=(z- 1) l“.(z—x\) g

su  polinomio minimal:

Entonces R{z,A) puede expresarse en la siguiente forma:

Demostracion.
Rz, A)(zl-A)=(1)(z]-A o (2)(z]1=A)+...+(s)(z]-A)=

=(1H(z—11Hv(A~)11H~(Z)Hz-xzuntA-XZH}+"uNS)NZ-AS“'(A”KSH)z

Pyl a

p
1)]




¢ secue e o i '
umo consecuencla de esta lnllll‘i l‘.\[)lltl.l:i se H[)II\'H('H de [n[m.: Inme-

diata las propiedades caracterfsticas de la resolvente de un operador T defi-
nido en un espacio de dimension finita X.a saber:

4 L . ) 5
R(z,T) es una funciéon analitica en p(T) con polos en los autovalores A de T

de orden menor o igual que la multiplicidad de 2y que tiende a

tiende a @,

0 cuando z

3 vt J L . g 16
Es decir,R(z,T) es una funcién meromorfa en el plano y regular en el

mfinito.

Otra propiedad importante de la rewolvente es que satisface la llamada

primera ecuacton de la resolvente,
R(z,T)-R(w,T)=(w-z)R(z,T)R(w,T)

para cualesquiera valores complejos z,w.
El desarrollo de Lauremt de R(z,T) en el entorno de uno de sus polos o
junto con la primera ecuacion de la resolvente permite la siguiente descom-

posicion de R(z,T) en fracciones:
Rilz T )=
donde
R(z.T)dz es una proyeccion y

D .7#_ r (2-3.)R(z.T)dz es un operador nilpotente de orden m .
“h 2ni "-"h h

Teorema,l.2.(Representacion espectral de T).-

Cada operador TeB(X) puede expresarse como suma de un operador diagonali-

zable S v de un nilpotenie D que conmula con S,siendo

Demostraclion,




‘.\’ " " " A » ;
phicando la definicion de Dunford laylor de funcion de un operador al

caso particalar de f(z)=z,5¢ tiene;

|
Fogee L olife T
g Az, T)dz

londe ¢ es i
donde © es una circunferencia que encierra en su interior a todos los puntos
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no se corten entre st niocon 1',y cada una contenga un s6lo autovalor .
por ¢i teorema de Cauchy
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«nl p h_i_m-,‘h
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Para demostrar los siguientes teoremas que proporcionan ias expresiones
analiticas de P, v D, desempena un papel fundamental la Férmula integral
h h :
de Cauchy,que enunciamos en forma de lema.
Lema,l.1.-Sea f analitica en un dominioQ @y sea ¥y la frontera de un disco

cerrado conte ido en Q,orientada positivamente.Entonces para cada punto A en

el interior del « o se verifica:

: ] f(z)
L E k() — !
P I 2= Znl oy (!,—A\]!’H-

Teorema,l.3.-1.a proyeccion correspondiente  al autovalor N de multiplicidad

m. en la descomposicion espectral de T tiene la representacion analitica:

1

(T-p.)
]

Demostracion.




Por definicion de P. y teniendo en cucnta

!

vente de ].'«lu'lliiu \'l como en los Cdsns .mll'riurc',\:

la forma explicita de la resol-

Descompongamos esta suma en dos partes,la primera con los m primeros

términos v la s ;11.11‘.‘\].{ con los restantes

k:mlfl

jfml+l

o~ 3 > . ye S % 2 ~ 11 -._
en donde se ha tenmdo en cuenta que los ml primeros autovalores Ll] coinci

den con «I.:\plimntiu ahora la formula integral de Cauchy para calcular

integrales:




y sustituyvendo estos Ores .
ituyendo estos valores,la primera suina se reduce al operador identidad

v la segunda queda en la forma:

1
(1

i
mi 1

Corolario 1.-l.a proyeccion Ph correspondiente al autovalor A de multiplicidad

m, tiene la forma:
h

k-1
: m, -1 i I “—Uj)
(1 h) d h N |~ruh+l
T _ R
(”\hfl)! (1A ”lh-l l\ Inhfl F
h g i (Ah*u')
J=m +1 J
h

Demostracion.

Basta con reordenar los aurovalores de forma que Ay quede en primer

lugar.

Corolario 2.-Si s¢ conoce el polinomio minimal de A:

Pl B
P B o I 0 R alladobos
S

Py, el

) P

) l

ot kel Th%
ih k£h

i
i )]
i

] - / . T de multiplicidad 1,entonces la pro-
Teorema,l.4.-5i A, es un autovalor ce T de [
yveccion correspondiente Ph puede expresarse en la forma:

n

i
A

i /e .5 salvo cuando H.=%.
en donde ° significa que | tomd todos los valores salvo cu e h

Demostracion.




Consideremos una reordenacion de

los autovalores de forma que A, ocupe
h

el primer | '
primer lugar,pava simphticar la notacion.Recordamos que

\l \ | / 1 I//\l,l 2..%....‘“

-'\l’l"'-illiil) el 1eorema anterior a espe Cds0 concreto;

, ('A]—uj)

1.—A . o ] e : <

R ‘. T (1 \1}\(1 ,le _ _ [!*AIJH-UZ)_,_(]_L]“
1743 iy (A - . (-1 ) (a

|
T on

st ahora sumamos de izquierda a derecha teniendo en cuenta que

resulta la expresion deseada,

A cortinuacion vamos a obtener expresiones analiticas para los operadores

nilpotentes Dh andlogas a las obtemdas para las proyecciones Ph'

Teorema,l.5.-E] operador nilpotente D] correspondiente al autovalor A de multi-

plicidad m].Z,m en la descomposicion espectral de T tiene la representacion

1
analitica:

k-1
B (T-n.)
T} Te

: e}

1" Tm, =2)! e k
1 ,

1 i R =)

/ 17

j—'l]]1+1

U]-'I'-P\

Este resultado aparece como C€aso particular de otro mas general que

enunciamos a cont inuacion:

Teorema,l.6.-El operador D}l) correspondiente al autovalor A de T de multiplici-

ral que p=1,2,...,m _1,tiene la repre-

dad m],2"|r'1l,sium]u p un entero positivo |

sentacion analitica:




m, -p-1
g a

|
Tooplt ™ 5 5d ?
1 g o T 1 k=m, +1
‘] 1

Demostracton.
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For definicion:

e (0
DPosef 222, )PR(2,T)dzomgeet (2-1, )P
I - 1 211 o 1

el .
4

m -0k
(z_}il) il (Z—H.)
j:ml+1

en donde se ha tenido en cuenta que i, =..=u :Al.[,a primera suma tiene

I m
todos sus términos nulos salvo el correspondiente a k=p+1 en cuyo caso la

integral vale 1 y la suma queda reducida a

L p
H—-A])

El valor k=p+1 se alcanza puesto que [J;},Z.....5111—1.En la segunda suma el
valor de la integral aplicando la férmula de Cauchy de nuevo serd:

m]—-p—l
1 d ( 1
{m {~P- 1)! ml‘p—l kK
d i (Al-u-)

j;m]+1 J

:'Ll

; b , p
obtiene la expresion propuesta para Dl'

y sustituyendo este valor,se

Corolario.-5i 1, €s un autovalor de multiplicidad 2Z,entonces el nilpontente
e N

correspondiente Dy puede expresarse en la forma

n. T-wu
! donde




Corolario.-S A ’
o ‘1 . &S un

h
D

h puede expresarse en la forma

autovalor de T de multiplicidad My entonces

m
h

Ah—“j] J
Las expresiones analiticas obtenidas para Ph % DE dan una nueva dimen-
S10n a la representacion  espectral de la funcion de un operador, f(T),particu-
larmente cuando se requiercn representaciones explicitas como inas adelante
se compreoara.No obstante se dardn otras dos expresiones distintas para la
tuncion de un operador T.Para comenzar se recuerda la definicién de Dunford

Faylor de funcidon holomorfa de un operador T.

Teorema,l.7.-Sea Py la multiplicidad de Ay en el polinomio minimal de A.
Entonces:

p-1

D."

Demostracion.

a)

s =1 A-A D
i ke
R(z,A)=2 1 (=—)

=il i %

: > s+ »,ocupe el ultimo
en donde hemos ordenado los autovalores de forma gue X ocup

lugar,es decir:

s
r ¢

. ) A
,1_ \2,_..‘Ah_]. h'*l’.""\h'! h

Ph , : - L
H ~ Ttic: o 1 7 - )
Por tanto la funcion (zw,xh; R(z,A) es analitica en el interior de 7 ¥

A

integral es O. g

Ph

: *Sacny)
achfel ] Aoy

P
i (A-1,)
ph—l 1 o e = r 1 =
b) D M T R(z,A)dz=<—/1. D P z-A
) h 2ni h h 2nl h (Z—Al) 1...(2»1\\9 S
- -1 P.
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iEstO e e ' ]
I ] el polonomio minimal no seria el propuest o,sino:

[)l p
plz)=lz-r, ) ...(2- wlph )

2 . i 1 ) i 3 . AT
Corolario.-l.os operadores nilpotentes D’h determinan el polinomio minimal
de A.

Definicion.-Sea 1 un entorno abierto de o(T) no necesariamente conexo,y

f:Q-—-€ holomorfa.Sea U abierto con o(T) U @ y supongamos que 5U estd

formado por un namero finito de curvas de Jordan rectificables orientadas
positivamente.Entonces se define f(T) medianie la integral de Dunford-Taylor
en la forma:

t("r')_g_.f {(2)R(z.T)dz
k U

Teorema,l.8 (Representacion espectral de f(T)).-
Sean f v T como en la detinicion anterior.Si T posee una representacion

espectral de la forma:

entonces

my - 1 f(k“h) e
2 ——— Dh)
A

Demostracion.
Sustituimos en ia definicion de f(T),R(z,T) por su representacion espectid
v teniendo en cuenta que:
-

: i & ) RGN
b Rz Titlz= & == [NE Z,
gl h-12" 'h

i asos anteriores,asi se tiene:
~auc e B en casos anteriores,ast se
por el teorema de Cauchy,s.endo y, como




Sustituvendo en la definicion de f(T) la forma explicita de R(z,T) en
lugar de su representacion espectral,obtenemos una expresion analitica para

la funcion;

Teorema,l.9.-Sean { v T como en la definicion de Dunford-Taylor.f(T) puede
exXpresarse como sligue:

: m m, -1
f“"l(x T {T—Ah) i d L

(rnh—l)! my

h

T )= EdD
=1 k=1 {k=1)!

. f()\h)Rh(Ah,T))

donde

n jzmh+1
R (2.Ti= z
h 2

Demostracion.

H(T)==—f f(z)R(z,T)dz= I Tz:—ifr f(z)R(z,T)dz
21 sl i3 h

Calculemos cada uno de los sumandos:




h 1clen 1 ¥
. 1} li( nuevo )y ]1 } ) 1 ( 1 ) t 1 1 73 f
; ‘ rinu e alCau ]
s b : (
prin SUflria y 1guail

f(z)

e Ealil] i REEARE
(.ml-li! m]-- k ]r:k
(Z.~p.) (17 (?ﬁ‘u-)

j'Hl +1 g ]
£ 1 ] lnl+]

K holomorfa en el interior de I‘1 se obtiene el resultado

1

por ser

o ujl propuesto,

=m, +1

iy
Corelario.-Si los autovalores son todos distintos la expresion obtenida coin-
cide ccn la dada por el polinomio de interpolacion de Lagrange para la fun-

cion de una matriz:

n. i o
— (T*Aj) donde 9 = 1
:‘ J:] =1 1=
jzl'kkﬂj) J ]JA\

Demostracion.

n . T—A].
‘L‘lf(xk)ﬂ ket

k A

j=r kY

n
£(T)= £ f(x )P =
) Mk

Sea A una matriz compleja nxn con autovalores A ,...A de multiplicidades

rn1,...,ms,respectivamente.l_.,a definicion de f(A) mediante el polinomio de

interpolacién de Hermite es la siguiente:

Fit : m
L PG P -\
™

f(A): " ¥ : il ] :
L o R er ) el

h m, -p-1

Qh(A)(A-Ah)
e

S m. 5 ‘m
Donde Q(z)= t (z-1) ! es el polinomio caracteristico de Ay Qh(z)=.1l (z-Aj) 5
. ] a

]‘khl

otra expresion de f(A),en términos de la

)=1

El teorema anterior proporciona
resolvente de A en lugar del polinomio caracteristico.Esta expresion puede

suponer una simphcacion del calculo.
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calculo 1 stmplificado

Feorema,l10(Representacion intrinseca de {(T))

St SuUpone 1 |
ipone  H{T) definida mediante la integral de

Dunford-Taylor.Entonces

R o e

(iirnlit'

Demostracion.
Si en la definicion,l.l,de f(T),se sustituve R{z,T) por la representacion

intrinseca obtenida en el teoremal.l,se obtiene la representacion

propuesta de f(T).
> . ;
Cdalculo de j=1f(:.,j)_

i) Si u i#L'j.i.j,!\':I B

‘.i’(p‘wp.)
B

q
tiene multiplicidad ph,hz E 2.0, ph=k.q=1,2,_...,s.k=1,2,...,n.

ii) Si A
h=1

h

f(xh)

5

TG
q =
ot 1

Demostracion.
Se aplica el teorema de los residuos para el cdleulo de las integrales y se

obtienen los resultados propuestos.
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Comentario.

D b Ity s \ i
unford en [6illega a la expresion de f(T) conocida como la integral

de Dunford-Taylor er las etapas siguientes:

Define en primer lugar el espectro o(T) de un operador TeB(X),X espacio

vectorial complejo de dimension finita n,y el indice vXA) de un nimero com-

plejo A conio el menor entero no negativo v tal que (AI-T)" x=0 para cada x

. v+l
tal que {AT-T) ""x=0 (a v(A) se le conoce también

T-AL23).

como ascendente de

Para cada entero n y cada nimero complejo A se define la variedad lineal
n n ; ; : i
Mftx/(T--Al) x=01}(a los M, se les llama espacios propios generalizados).Se

observa que:

(A)

M?.-.M\’ ¥neN/v(Akn

M::Mic...CM\;(A) y v(d)gdim X para cada Aeo(T) si y solo si 1<v(A).

A continuacion se demuestra que si P y Q son polinomios,entonces
P(T)=Q(T)

si y sélo si P-Q tiene un cero de orden v(X) en cada punto A de o(T).Este re-
sultado permite definir el operador {(T) para una clase de funciones mayor
que la de los polinomios.En efecto,sea F(T) la clase de todas las funciones de
variable compleja 2z que son analiticas en algin conjunto abierto que
contiene a o(T). :

Si feF(T),y P es un polinomio tal que f“”(k)=P(ﬂ-l(A).mgv (A)-1 para cada
reo(T),se define

f{T)-PiT

Esta definicion se basa por tanto en la anicidad del polinomio de interpo-

lacion de grado n para una funcion analitica.

Llamando F(T) al conjunto de las funciones f(T) se demuestra que es un
: g {m

algebra sobre el cuerpo ¢y f(T)=0 si ¥ sAle s B x)=0 pata cada A eoll)

0<mv(A)-1.

Si A es un nUmero complejo,sea e, (1) la funcion que
Q) /

igual a 1 en un eniorno de A

es identicamente

y cero en un entorno de cada uno de los res-
Q.
tantes puntos de o!{T).

Se define l""(A”J e, (T).

)




I consiste en un namero finito de

Esta funcion se comrp ¢
m se comprueba que posee unas propiedades arti
- p S muy particulares,a
a) [:'(Au)#o st y sdlo si A eo(T)
) 0]
h E(A) =E 0 2
} El 0) h(lu) y L(AO)F.( l):0 para Au;é)«l
c) I= ¢ E(A)
xec(T)

Sea cJ(T)={Al....,lk}.llamandu xi:E(Ai)x‘se Vi

X=‘<I EB...EBXk

con T.\'i .\'.l.ya que TE(AR:E(A.)T.
i
. n cada subespacio .\i el operador T es la suma de un miltiplo de la iden-
tidad y de un operador nilpotente T-Al.
i
La relacion existente entre el indice WA) de un punto de o(T) y la corres-
pondiente proyeccion E(X) es la siguiente

E0)X=M = ix/(r-an” Wx-01

La descomposicion de X en suma directa de subespacios mediante las pro-

yecciones F{x) permite dar la siguiente representacion para f{eF(T)

7 i
(r{.m—f(‘mﬁz(a)

v (A)-1

X i
AedT) i=0
A partir de expresion es posible calcular de forma explicita la funcién

| : :
(zI-T) conocida como la resolvente de T

| v (A)-1
(gl = L %
X aalT) i= {z-A]

i
LT_-”_)]__]E(,\)

y con ella puede demostrarse el teorema que proporciona la forma inte de
f(T) que ha motivado este desarrollo y que se conoce como definicion de

Dunford-Taylor de funcion analitica de un operador T,como ya dijimos en un

principio.
Teorema (Dunford-Schwartz,l 61,pag.560)

Sea f en F(T) analitica en un dominio que contiene la clausura de un con-

i i i T N 5 i > orientado de U,
junto abierto U que contiene o(T),y supongamos quc el borde oriente

curvas cerradas recrificables de Jordan

| itivo.E . f(T) puede e SArse  C ya inte-
orientadas en sentido positivo.Entonces f(T) puede expresarse como una |

gral de contorno de Riemann sobre i por la formula




A b
f(M) =5/ [(2)(Z1-T) " dz

Resuly el i S @ €5L0S i
vados semejantes @ estos fueron obtenidos por Taylor como se pone

manifiesto en la introduccion,razon por la cual la integral lieva el nombre
de ambos.

Algunos anos mas tarde Katu descompone el operador T en suma de pro-

yecciones y operadores nilpotentes

T-—-}Fl.. A.nPh+Dh

A esta descomposicion se le llama forma candnica de T o también repre-
sentacion espectral de T,y viene a mostrar que cada operador TeB puede
expresarse como la suma de un operador semisimple (o diagonalizable) y un
operador nilpotente que conmuta con él

Este resultado se enuncia ccmo Tenrema,l.2 en ia memoria y la demostra-
cibn que se da,estd basada en la definicion de la funcion f(T)=T,mediante la
integral de Dunford-Taylor.

La forma original de Kato puede consultarse en (16 pag.41.

La descomposicion espectral conduce a la forma candnica de Jordan de T.

Si feF(T) en[16lse define f(T) mediante la integral de Dunford-Taylor tal
como se hace en el teorema 10,pag.560 de [6ique hemos recogido aqui,y en
5.6-3 pag.289 de [231En esta memoria aparece como definicion 1.1.

La descomposicion espectral de T se muestra mas conveniente que la des-
composicion de Dunford en el comportamiento de f(T),pues,para este operador

se obtiene la descomposicion espectral

£(T)= ; f(Ah]Ph+Dh

1C é » T | pag.45.Nosorros e clamos esta
que guarda sstrecha relacion con la de I.[16] pag.45.Nosorros enunclamo :

C ore Sué .s un polo simple
representacion espectral en el teorema,lB.Cuande A, €s un P [

F{(Bh)—:l’}

que simplifica

T
* - . mostracion alpebraica del teorema,l.l
Por nuestra parte damos una demostracién algebrai
8]

la dada en 19 ¥ aprovechamos la forma explicita de R(z,T)

1 i aQ y » 8 u_;u..r,,\:._
> las ] ienes de Py Dl dadas en [1 6y, expresions
para obtener a partii de las definicicnes f e




analiticas explicitas que se enuncian en forma de teorema,l.3 teorema,l.4,
teorema,l.5 y teorema,l.6 y cuyo posible interés se encuentra en eliminar el
uso de la integral de Cauchy y de la resolvente en la obtencion de la descom-
posicion espectral de T

En el teorema,l.Y;se da una expresion explicita para f(T) en tér-iinos de T

Yy sus autovalores,que en el caso de valores propios simples coincide con la

dada en el teorema 10 del capitulo VII de [6].Los polinomios de interpolacion

de Lagrange y Hermite que se citan con motivo del teorema,l.9 pueden consul-

tarse en el capitulo | de(13.

Por dltimo,en el teoremal.V se logra otra forma explicita de F(T) que

parece ser la que hace mas breve el cdlculo de todas las expuestas.
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CAPITULO 1l
APLICACIONES Y EJEMPLOS
Aplicaciones

Hallar una forma conveniente para calcular f(T) es un importante proble-

ma en la prdctica como muestran los siguientes ejemplos:

1.-En la teoria de sistemas lineales tiempo invariantes descritos por el siste-

ma de ecuaciones diferenciales
x ()=Ax(t)+alt)

donde A es una matriz compleja nxn y u:[_tn,tlJ ——s¢" una funcioén continua.
Se busca una funcion (\c:[t“.r1 ]--€" (todos los vectores se escriben como vec-
tores columnas) que sea derivable en fi”.tli y su derivada verifique la ecua-
cion.Tal funcion x(r) llamada solucion del sistema se expresa en términos de

: At . =
la matriz e ' ,como es bien conocido.
2.-En la teoria de sistemas lineales discretos tiempo-invariantes descritos por

%

k+1* f\{xk}Huk}

n :
S uni : ') 1y L .s una sucesion en € .La solucion
donde A es una matriz compleja nxn ¥ f.ak} es un
n ;o e {AM)
Ix ] es una sucesion de £ que se EXPIEse en términos de 1A L
Xt e

3 _En la teoria .: cadenas de Markov estacionarias se esta particularmente
la matriz probabilidad

: n L
1 1 = P cui o ynde es
interesado en el limite de P i« uando n--y®,don

de transicion de la cadena.




Obtencion de f(A).
Los métodos que com mas frecuencia se utilizan son:
a) El método de interpolacion.

b) La descomposicion de X en espacios propios generalizados MA(A) de
Dunford.

¢) La forma canénica de Jordan.
a) El método de interpolacibn.

Sea A una matriz nxn y feF(A).Sean 11,...,Aq los valores propios de A de

multiplicidades LIPEERRL respectivamente.Construimos el polinomio de interpo-

lacion de grado n,p(z) de f(z) que satisface las siguientes condiciones:

(l\ f(lh)=p(lh] h=1,2,...,5
f (Ah)zp

(k(lh) k=1,2,...,mh-1

Cuando la matriz A posee n valores propios distintos,el polinomio de inter-

polacion es el polinomio de Lagrange:

n. n. n
1 (x-X\.) donde =1

=1 jal

Cvando la matriz A tiene valores propios A A ,con multiplicidades

m ,respectivamente el polinomio de interpolacion correspondiente es el
S5

de Hermite:

m
ooy ARl L s my -p-1
g | : Q,(x)(x-1y)

f(x)= & i I =Tk !,7)!‘ Cp Q) gl
h=1 k=0 p=0 Ly : p dx h

~k-1

S m.
S m-. i

: 1 1 eristi 2! = X-A.
Donde Q(x)=1 (x—)\j) Jes el polinomio caracteristico de Ay Qh(x) jl(x J)

=1 !

1 ve? : (8§ € ) 0 lt nt I Jf)tt F : [1¢ d d I[O =
na i )t) enl I ) l r Jlln“” 10 ( 1 [ = I icion, YOT L.l teorema (& [] mi n
T 4 L C

(-'.\!_\'l:.‘v\',| 2} (i,
f(A) f[J(r\)

5 € OV e . =] « XPI n }b ; d 1Al )
[ l caso (]( 1tuto ﬂl( LS (1 Srinto:s 1 X p eSslc L Ln”l l ird I( \ se
LI [S «

5 Sviveste ‘113 [22
conoce como formula de .\}-ht.hlt.r.[zl (13) [22)




b} El método de descomposicion de X en espaclos propios generalizados de
Dunford.

Este método,mas elaborado.se basa en la expresion de Dunford vara f(A)
r

feF(A) y AeB(X).que se mencionado en el comentario del capitulo I:

(k
o

S mh-l i
(A-dy ) —p— Bl )

f(A)= ¢ X
h=1 k=0

En efecto,sea X=C" v A una matriz compleja nxn como en a) y MA(A) el

espacio propio generalizado de A,correspondiente al autovalor A.La dimension
de MA(A) es igual a la multiplicidad de A como cero de la ecuacion carac-
eristica,y se tiene la siguiente descomposicion de X en subespacios inva-

riantes con respecto de A:

X=M A}(A)@...(—BM k‘(A)

Se necesita conocer una base de M JL(A),para ello,teniendo en cuenta que la

dimension de M A(A) es igual a la multiplicidad algebrdica de A y que

( 1
N(.J\--AI]CT\'(A—J\I)% .eN(A-ADY ‘”:N(A_u)"m*

podemos proceder en la forma siguiente.Obtenemos en primer lugar N(A-AI).Si
v(A)

dimN(A-kI):mA.cwmo dimN(A-AI) =m, se tiene

v(A)

N(A —AD=N(A-AD) :MA(A}

‘7 -
St dim\'(:\—kl%im)\ calculamos N(A-x)" y se procede con el mismo razo-
1 E -} veenacl > 1 1 ¢ ;
namiento.hasta obtener un subespacio de dimension m
k ase g y odemos expresar de
Una vez que tenemos una base para cada MA(A) p P
ini = ¢ : ve s de M,:
forma unica cada vector xeX como suma de vectore d .

z Xy \ch(‘:\'ixkﬁ.-\}
> 62 dt‘fil‘ll‘
k
s my~1 o (R}]
: h k T
f(A)=% & (f\—*lh) —r—f—E!—ﬂl.(Ah)
h-1 k=0

X en Nﬂl (A):

donde El ‘\h} es la proyeccion de .

I?Uh)x:xh




Vamos a calcular a continuacion las proyecciones [".(JLI)
h

Para facilitar la notacion supongamos que A posee dos autovalores A, i, de
12

multiplicidades p y n-p respectivamente.En esta situacion MA (A) tendrd una
base: ;

y MA (A) tendrd otra:

2

{ }

e SR o
p+17"" 7 n

*
Cada vector x de X lo expresamos en funcion de la nueva base {eir? y
lo descomponemos en suma de XIGMA (A) v x.)ef\/l;L (A).En particular los vec-

tores {el,...,enlde la base original de X se expresaran cada uno asi:

=H, 5 d d .eM A V-eM (A)
e] uJ+vJ onde uJe kl( )Y j AZ

Ahora bien,si

llamemos

By ]

Sl
nn

Calculemos u. y v, para cada cj.Teniendo en cuenta que:
: £

: 11 0
. ,B}C.lz B -?

. i 0 |l v _1!
t‘_ OJ l ctan | 1 J ‘ {1:;l )

con CAB_],.«- obtiene a partir de

*
7 5 5 G e J:u.+\’.
+ 'ﬂ:jilt ])“((jinl"[wf Hjﬂk” i

* *

7 =l o(x,)e.=v.
E( l])t.j--uj I 7 t] i

las siguientes expresiones:




..a
pn

ap+1’1...anl

E e
(lz)ej vJ -

a 2y
p+l.,n nn|

en donde l'p es la matriz identidad pxp e In o la matriz identidad de orden

n-p.
Finalmente,haci>ndo variar | de 1 a n se obtienen las siguientes expresiones

matriciales para E( l,l) y E( lz)

Ip...O 1 0...0
v § ll):E( Al)l: B B E(r,)=E(X,)I= B B
2 2
0...0 0.}
n-p

siendo B la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores de la

1

base correspondientes a la descomposicion de X en suma de los espacios
generalizados MA(A)'

En particular

Aht mhvl (A—)‘hl)k K

Ifi' g 4 E(Ah)

E(x, i-B] [“'h

L 0

donde el primer 1 de I ocupa el lugar ml+...+mh_1+1 de la diagonal

th

principal.

l.a complejpdad de la expresion es considerable cuando la matriz A es de

H10S 5 sales. £ i \MOS un
orden mayor que 3 ¥ cuando. los valores propios RO SCR 6 ales.Aqui darem

matriz 3x3.En 15y (4] se pueden encontrar

ejemplo de aplicacion Hhara una
[ i jales .ales de coeficientes cens-
métodos de resolucion de sistemas diferenciales lincales de coeficiente

1cid ( en espacl neralizados debida a
tantes basados en la descomposiclon de X en espaclos generaliz

ici ) > NCORLL :n la biblio-
Dunford.La representacion matricial de E(X) no se ha encontrado en la

' iciente ara incluirla.
nos ha parecido del sufictente ara | i

interés como f
grafia consultada v




c) El tercer método se basa en la forma candnica de Jordan de una matriz
A
1
A=QJQ

en donde ] representa la forma candnica de ' 'an de Ay Q la matriz del

cambio de base,y en la siguiente propiedad

kol ]
A= O
que se corresponde con =l hecho de ser A y ] matrices que representan a un

mismo operador T:X--3X respecto de bases distintas.

Asi,si p(z) es un poiinuomio en la variable compleja z,5e tienﬁ

p(A)=QP()Q~!
y también
Daira

La dificultad de este método,que puede consultarse en (14ly R24),se encuentra

- J R =
en la obtencién de Q puesto que e y | se calculan con fac:l@gd.
fr

eAL:QEJtQ_l

siendo

donde

Bl
Rz, )-mflhl

I

Asi se obtiene




t

mh—l mh_z
t t

| _(mh—l)! T;n—h:Z)!

Los dos métodos proporcionados en el capitulo I para la obtencién de f(A),

uno deducido de los teoremas [3,1.4 y otro expresado eun el teorema L9

parece que pueden abreviar el cdlculo.La eleccion de uno u otro estd en
funcion del problema que origina la necesidad de calcula: f(A).

A continuacidon calculamos eAt para una matriz 3x3 utilizando cada uno de
los métodos para poder compararlos,aunque las diferencias entre ellos se acen-
tdan cuando n es grande.También se obtiene f(A) y E:At pa'a una matriz 5x5

mediante los métodos propios de esta memoria.
Ejemplos

s ; : : o At
1.0btencién mediante el método de interpolacion de e’ cuando

0 4 13
AL k3 9
g o

: 2
Polinomio caracteristico de A:Q(z)=(z-1) (z+1)
Valores propios de .*\:).1 con multiplicidad m1=2 y Azz-l con multiplicidad

rn2=1.
s m
2.Az)=1 (z—lhl asf en nuestro caso:
h=1
b

2
Ql(zJ=(z+l} (32(7)--(2—1J

' ‘ 10n srmite nos horciona la siguiente expre-
y el polinomio de interpolacion de Hermite nos proporciotc g

sion para f(A):

ik - 7
f(A) ?‘ l; s {L = - Gl
Al= & 2 TITEM o)l  K-p E-Ag i E- 2
L e

AL
f(zl

(_1 {,»\Al)z
t

)2
z- %) fpay




g
el (-A%2A43)s % e '(A-1)%

6 42 L
2 3he a2 1
s 8 § 3

2.0btencion mediante el método de Dunford de ‘A[,con A la matriz de!

ejemplo 1.

Calculamos en primer lugar MA (A) y M (A)en la forma descrita anterior-

A

1 2
mente:

(A-All)x:\). 1=1, xé(xl,xz,x:‘})

dim N(A—A_ll):IQZ:dim MA (A)
1

(A- Hl)z.\;:O y dim N(_.-\~lll)2=2 por tanto:

L 2 3, o
M )1(9\):1\(.%-&1[) ={xcC .2x1+x2 3x3_0}

una base para M. (A) pucde ser:

M (A)=M{A-LD) ¥

s una base

l.a matriz B serd en nuesiro caso.

3 (@) ) o ne Z > u ( (i < ;\ ¥ { K G2 .Sfui 1 ini(i.l_‘
i P e« "i e El n [{l“ il {G!I dl‘ l) I f ) 5 ( l,) 1 l / ) I
V d. Y L -

las siguientes matrices:




|

¢

J

b g

-

.
I a
N
-

L

. I .
I.— | X

. T SRR |

&

L. 4 B |r el Soll ‘
iit\lhl".flxi")it) 1 ()i[31_1 e B
!L 0 0 0 pag ol 5 J

‘o o &5l ST RN
E(}))=E(-1)-B l 0. 0 0 ] g} 4 s T
L 1] i\ 4 210

La expresion de Dunford para f(A) nos permite escribir en nuestro caso:

It s Elibe TG

cte (A-DE(1)se El1)se B 1)

que nuevamente proporciona el resultado obtenido en el ejemplo 1,como era de

esperar.
3.Obtencion de e’ mediante la forma candnica de Jordan,con A la
del ejemplo 1.

Se calcula una matriz Q que verifique la igualdad:

Q'AQ-]

o que los valores propios de A son Alzl.cun

plicidad m =2,y A,=-1,con multiplicidad m,=L:
1 &

martriz

multi-



4.0btencié At edi i
on de e mediante las expresiones analiticas de los operadores

proyecciones y nilpontes correspondientes a la matriz A,obtenidas en el capitu-

io I de esta memoria,con A la matriz del ejemplo 1.
En primer lugar se calcula la resolvente de A:
k-1
1 (A-nl)
i el J A-] .
Riz,A)=(zl-A) "= ¥ - . 5 * (AD
(2-1)*  (z-1)%(z+1)

Puesto que o(A)= iy ugamgh= (1,121}

A continuacion calculamos P2=P(—l),po; ser A?_:-l,un valor propio de A con

multiplicidad m,=1:

(f\‘ﬁ’z Fe -2 -6
e

i
sl e

¥

~

(A

De la igualdad P1+P7:I.sv obtiene:

Nilpotcntes:D!.(:urrvsrx:mdicn[u al valor propio Alzl.
(10 1
o
At et .00
|
0
Se comprueba que efectivamente se verifica la relacion:
A=P.-P,+D
12
icion espectral f . forma explicita,sin
Obteniendo asi la descomposicion espectral . de forma explicita
necesidad de realizar ningun cambio de base.
S - atriz de sistema diferencial de la forma:
Se supone que A es la matnz de un sistem

x(t)=Ax(1) x(0)=1

) 7 Nt . este sistema seria
Entonces la matriz fundamental de este ;

£ - 1
l!‘\t 1‘|i)iH‘ lpz”l, Dl




La simplificacion de cdlculo que proporciona este altimo método respecto
de los habituales,se pone tanto mas de manifiesto cuanto mayor es el orden
de la matriz A considerada.A continuacion damos un ejemplo de obtencién de
At

e para una matiriz A de orden 5.

i At e
5.0btencion de »""" cuando A es la siguiente matriz:

-

1 0 -1
0 -3
0 1 =2
i - 1
L1 2

det(A-aD)=0  o(A)={uyupiqmgmgh={i,1,-1,14i,1-i}

La resolvente de A tiene la siguiente expresion:

]

R(z,A)=(z1-A)" "=

+

Al (A--l)2 4 (A—I)Z(AH) \ (A-I)Z(A+I)(A-(1+i)l)

P Ui Gt (2-1)2(z+1 ) (2=1-i Hz=14i)

(z-1)
Por ser -1.1+ v 1-i valores propios simples de A,calculamos en primer lugar

las proyecciones P_,.P, .y P, haciendo uso de la formula correspondiente:
S ecciones P, ) 1

i (A-DZ(A-())(A-(1-D1)

C s )

) i
(A-D”(A+D(A-{1-1)1)
(i D212




De forma andloga el operador nilpotente 01 correspondiente al valor

llzl.cun multiplicidad m,=2,viene dado por la expresion:

A-DIA+D(A-(1+DD(A=(1-1)1)
=1 ] 2(-1)i

5. A-
f

D, =(A-A)

Se obtienen asi las siguientes matrices:

« < i i > s1C1 > C[rdl de A:
=’ S¢ [‘f)“ ¢ !' y t € df...\(,()m Qsiclon €: pL
Y asl se Ub,l. € p‘l d A SIQU]H[ p Spe

,x:plﬂij]u1+1']P‘+i+(1_1)P1_ :

. At
la matriz e

-t
t‘:\l s P] o p_1' ;

I] er 1 s ade 1 ( 1les =
ne e = d er i( uncl mnes red l Yy

: a €n terminc
(8] .[l n Xxpresa

: : = i 5(S-2T)cost- 1/5(25+T)sent)
L-'\I:rrt{f"lﬂl)l)ﬂ‘- PVIH { 154

{» matrices reales:

proplo




6.Descor sicion espectral y funciones de las posibles matrices de orden 4,

a).Matrice: -on 4 valores propios distintos, n(A):{)\l‘)lz,)‘-a’)l‘;}
A= A1P1+)«2P2+}\3P3+A4P4

donde

4. A-Ail
P=1 —— k=1,234
L
b).Matrices con un valor propio triple y otro sencillo.

oA=L A Ay Agh= L g )

L ] o

A:K1P1+D1+)\2P2

‘ rbles. o (A)=| of . Bt il
c).Matrices con dos valores propios dobles. o{A)=1{ A I’AI’AZ‘AZ} | M abgabizs Hy

A :
A f\IP]+DI+ 2P2+DZ

2
A=\ 1)
(#__l__((A“AIU-3(A—A2U

3
{AI_AZ)
A%
] {A-x. D)
- 3(3(.\ AZH (A ]
{-\IAAZ)
: )2
{AvllU(A—*f
s

1,,>‘2}

2
(A f\zl)(.’\w A]”#

2
2 L
(,\Z.Al)




d).Matrices con dos valores propios sencillos v uno doble

ol B LR e e |
1

:
% 4
y\-xlu lAfkgﬂ (A—AIU (A-AZH

2
3 (R3=3)"(ag-1))

£

5
]J (Rz—k

(A=, D(A-A,1) (A1)

D

; )

(A "Azl(ll"AB

1

A partir de estos operadores se obtiene de forma inmediata f(A),siendo
f(z) una funcidon analitica en un conjunto abierto que contiene al espectro de

A,como se precisa en el teorema 7.




Aplicacicn.2

Forma canénica de Jordan de una matriz A:

expresion de la matriz de transformacion

Vamos a obtener en lo que sigue,mediante la expresion de la resolvente
R(z,A) dada en el teorema,l.1,Ja matriz Q que transforma la matriz A en su

forma candnica de Jordan,]:

La expresion para esta matriz Q,escrita por columnas,es la siguiente:

‘rnl—l mk—l_
Q=((A-x) (c, J],...,[LIJI,....(A-AL_) leJI,...,[CkJ y)
(m.-1

1 T (Ai),C(A) la matriz polinomial R(Ax ,A)rn(X) y

m.-1)!
i

con Ci=A

indicando la primera columna de la matriz correspondiente.

Es bien sabido que cada matriz compleja nxn es semejante a una matriz
en la forma canonica de Jordan.Entonces,si A es una tal matriz,existen una

matriz  invertible y una matriz ] que es suma directa de bloques de Jordan:




\‘""5 propio de AL L OnCe

: l:‘\l”'(lkm

K

| o upa las columnas

indican las > L,y un blogue ]
1

i e e, Wy

] I

LETNC M Os

\(]ij ] il]lj* ] HI|j

Aq. ..
1T
¥ S forman una cadena de Jordan correspondiente a

. 1 ; ;
En este apartado obtenemos una forma explicita de Q en funcion de la

resolvente y el polinomio caracteristico de A.

Sea A una matrniz compleja de orden n.Sean Mopseensll los n valores propios
''n

de A numerados de acuerdo con su multiplicidad algebraica.Por ejemplo,?&l de

multiplicidad m, se repite m, veces:

1

“m 1+...+n‘1k k

Nos referimos a la resolvente de A,er la forma habitual:

R(A,A (AT

el polinomio caracteristico de A:
n(A)=det (AI-A)

y el polinomio matricial:
C(A)=R(x,A)n(2)

Lema 1.- k-1
(A-q. 30 (A=p.)
] i=1 ]

(1) (AI-A)C(A)=n (A)L

Lema 2.-(Forma canénica de Jordan)
‘ i 5 X1S é i7 -on det QA0
Sea A una matriz compleja de orden n.Existe una matriz Q,con QA,




I eorem 1..\L 1 \ una m 1[[17 con [)]L a d ( p &
@ s C = n con v D oplo A
¢ J & J]d(—l d]OILh pr S 1,..-,Al )

cada J\.l de multiplicidad mi_ml-‘-.,,+mk:n.linmnces una matriz de transforma-

cion Q puede exprersarse:

m . =1 mk—i
Dl A= ] 3 A-
Q=({A 1) : debiall Ak} [ijl,...,[CkJI)

| _’\wi—l

; C.= e
con Ll. -(;—""1)‘4

indicando la primera columna de la matriz correspondiente.

(A.i),C(A) el polinomio matricial R(A,A)n(x) vy

Demostracion.-Escribimos G por columnas

(\),—,(q] 1...q1 m1q21---Q2m2"‘qk1“'qkmk)

teniendo en cuenta que los valores propios de A tienen multiplicidades

ml,...,mk.igualando las columnas de AQ y Q] correspondientes a Jli tenemos:

A4

1-~= i=1 ..-,k
Ag;5=x% 9% =Y

(A—Ai)q =q

im. ‘im.-1
1 1
forman una cadena de Jordan relativa a X .

vV Q-G
im = :
. definidos por estas

Se comprueba primero que los vectores qil"'qim].




ccuactones son independient es:

SUpOnganmos fue eadsten o e
11 1

( )
ilm ]llll. Y,
1 |

q! St p e

Entonces (A .\I} q.=0 1.._..1111- I,pero {"\_"\i):‘qfu conduce a las ecuaclones:

q

| Bial +...40 C =
| R Hnillm.--z
i

;
Q ( s g (R ¢ iy PG, 3 .
\ 12]1! 1342 ““I 1. -1
1

|
|
|
y de

estasa, = =..=a 5= O‘,!‘:(),ya que cada columna q”. es no nula.Por tanto el
: & 1 :

<

sistema (2) deline las m, columnas de Q correspondientes a X .
i
A continuacion calculamos estas columnas.A partir de la ecuacion (1),de-

rivando se obtiene:

( (A-A)C)=n ()

4‘ ~

J (x=-A)C (A)+CN=n"(1)]
|

|

|

L(A—A)C i (U-r(mi-l)C

(m.-1
De aqui,puesto Jue n (i )= n‘(ki):...: 1

‘h:\-xi}mxi):()

(3) ‘ (A-2,)C"(x)=CQx,)

De (2) v (3) se sigue

qll:[r(A]}Jl Q‘2= [(, ‘li)le"-'

[C, i],qi2=(A—Ai)

m.-1

1 1 k
: A, =l
[Cijl—imi—l.)![( ( el
i a de C & .. es arbi-
Observacion.-La eleccion de la primera columna de J(AiJ para Q.4
de C()\i) para cada bloque @ .-, €00

traria.Es posible elegir la columna :

independencia de los otros.




g i
Feorema 2.-Sea P una matriz con detP£0 tal que

PA-JP

y A, ¢ : n el teorema 1.Er
, I como se indican en el teorema 1.Entonces P pucde ser expresada:

n, -1

Sk 1.' I
| [, 17 (A=)

o 1.' mk—1
{ [LRJ (A—Ak)

T i .
donde [ ' indica la primera fila de la matnz.

Demostracion.-El método de demostracion es andlogo al que se smplea en el

teorema 1.

La diversidad de formas para P son también semejantes a las encontradas
para Q.La eleccion de la primera fila es arbitraria.
Sean P,Q dos matrices tales que
AQ=Q] v PA=JP

de la relaciéon entre ellas,se observa que
PAQ=JPQ vy PAQ=PQ]
y

AQP=QJP . QRA=QIP
Por tanto

A(QP)=(QP)A vy (PQ)J=](PQ)




Ejemplo,

Calculo de Q.

e
4 (. D Wiy 2 (A+1): w0 1,— X )\,},—-71_ ;nz;l

] ol
CRAd= A (R AR A1)l CA)=A+(2x-1]1

be b detpl LAl fe. )-iClir] ~HAD
,] ] . 1 | £ 1 .12 ]"_‘ 1‘ 53 Jl

(=1 s el T i
Q q”qlz.}:ll..((.'\ i)l.(dll]f(.l}l I]Czjl}
= A - l‘ T A 4 = i :. = | .= i = P 2‘_
(A-D Cydy (A-D (A m1 95 [(.11] IlA+1}J1 a5, {czjl Py 1)[[1 [(A-D) 1

13)( 9
2
5 4 a3

Célculo de P.
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CAPITULO I
OPEE DORES EN ESPACIOS JE BANACH

En este capitulo se consideran las propiedades espectrales de los opera-
dores cerrados,acotados y ¢ tos definidos en ui. espacio de Banach X de
dimension infinita,con el propdsito de estudiar la posibilidad de encontrar
expresiones para la resolvente,proyecciones y nilpotencias,semejantes a las ob-
ter.das para operadores ' finido: en espacios de dimension finita.Como resul-
tado se logra tal propdsito en el caso de los operadores con resolvente
racions 'La expresion obtenida hace posible que l. funcién de un operador sea
andloga al caso de dimension finita,con o que el cdculo operacional obte-
nido alli resulia ser valido también en este supuesto,Como aplicacion Inme-
diata se obtienen nuevas expresiones para la solucion de problemas diferen-
ciales linzales planteados en un espacio de Banach

x “(t)=Tx(t)
x(0)=x
0
cuando el operador T tiene resolvente racional,asi como en sistemas lineales
discretos tiempo invariante descritos por:
1:'Txk+ai

XK+
x(0)=x
(0]

e
A

X akex.keNJY:X—-ﬂX(FJ1n1rcSJWentc racional

v en la teoria de cadenas

de Markov estacionarias.entre




1.Resolvente y espectre de operadores:cerrados,acota”’os y compactos.

En este capitulo X es un espacio de Banach complejo.T perteneceri a

@i S A T

Resolvente y espectro de un operador cerrado.
S TeC(X).entonces para cada zeC,T-zeC(X)

Definicién,lll.1.~Conjunto resolvente de I.Resolvente y espectro de T.

El conjunto resolvente de T,p(Th
S(T)=f 26 €©:(T=2) " eB(X))

1.a resolvente de T R(z,T):

Lt

sz)—:}-l(7,'['):(7.5{}41_p:r.r.1 zep(T).

R(z.T) tiene dominio X y rango dom T,para cada zep(T)

Cuando no exista ambigiedad,R(z,T) se anotara por R(z).

El espectro de T,o(T

o(T) es el complementario €n C de olT).




I.l ”H],III_].—'\E.',l ) el I“' 1, B ! l 1 ; L {
3 . as 1den :'Ll'il‘\ SIEULENL 85, COnt clda COIll T
3 . 10 rimera

Vv sepunda ecuaciones de la resolvente:

-/,(p‘ll‘}:!tpfii)'iii[ )

l.ema -Se > p(T) ‘ T
a,lll.2.-S¢ supone p(T) no vacio.T conmuta con AeB(X) si

R{z,T)A=AR(z,T) para algan zep(T)

Lema,lll.3.-Para cada |z-a|||R{a,T)}|<1,con a,zep(T):
R(z.T)= ¥ (li—z}}\f«’.(;i.'r}

k=0
y por tante R(z,T),es holomorfa en zep(T).p(T) es abierto en @ y ofT)

k+1

cerrado v

1 <|R€a,T)l|dis(a,0(T))

Resolvente y espectro de un operador acotado.
El espectro de TeB(X),es acotado y no vacio ya que existe:

limi!Tkﬂl/k

=r (T)
I\'**\’.h‘: "

Lema.lll.4.-Sea T acotado.Si r (T)< |z],la resolvente existe y esta definida
: (‘j I J

p")’:

convergente en B(X).

Corolario,lll.1.-Para un operador acotado T,e(T) y o(l) son no vacios ¥

a(T) es compacto.En este caso:
rn(rl') -max{|\[rea (T

De que R(z,T) sea una funcion analitica de z cuando T es cerrado Yy
Y analftic: art 1
zep(T),es posible hacer uso de la teorfa de funciones analiticas de variab'e

acio de Banach (X o B(X)).

compleja con valores en un esj




Resolvente y espectro de un operador compacto.

La teoria de Riesz-Schauder proporciona !'os siguiente resultados:

Lema,lll.5.-Sea TeB(X) compacto.Entonces:

a) Si A A0,no es un autovalor de T,entonces rep(T).

b) El espectro (T) esta tormade a lo mas por un conjunto numerable de

puntos de (@.que no posee punto de acumulacvion salvo el cero.
¢) Cada reo(T)A A es un autovalor de T de multiplicidad finita.

— * —
d) xeo(T), 240 si y sélo si Xeo(T ).Ademds las multiplicidades de A yX

son iguales.

Teniendo en cuenta estos resultados,si A £0,re oT),R(2,T) puede desarro-
llarse en serie de T..urent en un entorno de A:
a
: n
R(z.T)= ¢ (z=A) An

-\

: |
con A :-:;LJ {z-1) SRz, T)dz
[oAnl ol

reuna circunferencia de centro Ay radio suficientemente pequeno para que
el dominio que encierra no contenga ningin otro autovalor de T.

Por verificarse Ja primera ecuacion de la resolvente se tiene:

rlAn'1:(pl'n+q!‘."l )Anﬂnafl

donde p =1,s1 O<n y p =0,s1 n<0
n n

de lu cual resulta:

P-A :‘——L.fr‘R(z,T}d?.

1
i LT




——

£S5 una proveccion.

Lema,lll.6.-1 4 proveccion P

asoctada al autovalor Aeo(T), A 0 es COMmpac -

ta s 0 es compacto,
) i
Para comprobarlo basta tener en cuenta ques

i) ]'E'I\'I/,IJ

can lo cual:

1 illies
P)—I—,‘r]/ | R(?.ll’ii/.

L

vy ITR(z,/T) es compacto.

Corolario ll.2.-PX es de dimension finita,y:

e

Z-A
n=1

—f (z-2)R(z,T)dz
s

D nilpotente y DP;PD.R“(Z.T) holomorfa en ¢l dominio limitado por I'.

Lema,lll.7.-5i A ¢ o(T),R(z,T) admite un desarrollo de la siguiente

forma:

‘f—‘__?ﬂl)JrRo(z’T)
(z- Ah)

26D-0(THYLD dominio limitado por F-Ro(z,’l") holomorfa en D.

Sean Ah,h:l,2,...,n,au10va}c,)res de T;Ph,Dh las proyecciones y nilpotencias

asociadas.

Sea Qn=P1+...+Pn y QnX:Mn.Mn es un subespacio de X finito dimensional,

invariante con respecto a T,se puede obtener en él una representacion espec-
tral de T en sentido restringido:
s

; 2 5 WP +D
I‘Qn h%]( h h' h)

~eslc » espacios = -.i('ii:
Puesto que la sucesion de espaclos M” verif

MM, .eM

1 n




=
L

L [epreser
” 1itacion SU@Lere
E pata un operador compacto T,a representacidn
A acii

eNe tral:

Bela | esto o ‘ 3 ~ ; e
I 0 es correcto sin hipdtesis  suplementarias.Como contraejemplo

" » » 1 14
sSE-tiene 1os E"'('I‘ili(:!t‘“- lUJ,\!HII]JH‘('H]{‘_\_

2.0peradores con resolvente racional

Una funcion f de la variable compleja X ,con valores en X,se llama funcidn
racional si es expresable en la forma:
)(z)
t(z)= %G)
donde p(z) es un polinomio en z con coeficientes en X y Q(z) es un polino-
mio con coeficientes complejos.Se supone que p(z) y Q(z) no se anulan nunca
en el mismo punto.Una funcién racional también admite una representacion
en fracciones simples.Como en andlisis clasico puede demostrarse con la ayu-
da del teorema de Liouville que,si la funcion f es holomorfa en todo el plano
salvo en un ndmero finito de polos y si f(1/z) tiene un polo o una singula-
ridad evitable en z=0.entonces f es racional.En este caso puede expresarse
f(z) como suma de un polinomio y la parte singular de sus desarrollos de
Laurent =n los distintos polos.
Se considera a continuaciéon operadores T para los que la resoivente R(z,T)
es una funcion racional de z,con valores en B(X).
Si TeB(X) y of(T) estd constituido por un nimero finito de puntos,cada
uno siendo polo de R(z,T),entonces R(2.,T) es racional,pues “R(Z,T)” -

cuando z-w.No es posible que R(z) sea racional si T es cerrado pero no

acotado.

Teorema MY.-Se supone TeB(X} y sea P(z) un polinomio escalar de grado

: b !
) T) i s6lo si existe ur omio q(z) con
mavor o igual a 1.Entonces plTiel =i s6lo si existe un POULIGH q(

coeficientes en B(X) tal que:

P(/,)F’.(Z.T):q{ﬂ.cudndn zeplT)




Demost raction,

s>ea Qlz,w) el polinomio en 2 v w 1 ques:
Plz)-Plw)=(z-w)OQ(z.w)

ol se sustituye T en lugar de w.se tiene:

Plz)icPLT)

St ose multiphica por R(z,T),se obtiene:
Plz)R(z,T)-P(T)R(z, T)=Q(z.T)

Se supone que P(T)=0.Se obtiene el resuliado con q(z)=Q(z,T).

Por otra parte,si se verifica la hipotesis,resulia:
P(T)R(z,T)=q(z)-Q(z,T),y de aqui:
llq(z)-Qlz, T <|[P(T)|.||IR(z,T)]

- 5 I It
Como |[R(z.T)IF -=0,cuando z---m,se concluye por el teorema de Liouville
q(z)-Q(z,T) es un polinomio en z que es identicamente nulo.Se sigue

P(T)IR(z,T)=0,y de aqui

P(T)=P(T)R(z,T)(z-T)=0

Teorema,lll.2.-Se supone TeB(X).Entonces existe un polinomio escalar p(z)
de grado mayor o igual que 1,tal que P(T)=0,si y sélo si R(z,T) es racional.

Este teorema respecto del anterior,asegura ademds que s plz) o qlz) se
anulan para z:z“eu("{).ambus se anulan simultaneamente y la multiplicidad del
cero z_ es la misima para ambos,de ral forma que:

(z)
R(Z,r)f——(—"t_ si ze o(T)

siendo P (z) y q (z) los polinomios obtenidos a partir de q(z) y P(z)por elimi-
0 O

nacion de los factores que originan los ceros comunes enp T).

Por otra parte los ceros de P (z) forman el conjunto o{T).Puede ocurrir
Q

que existan ceros comunes a PU(Z) y q(‘(z} que no esten en p(T).Sin embargo
)

la multiplicidad de un tal cero en P“(z) debe de ser mayor que para qo(z),

; srtenecerd ara c e tales
puesto que €en caso cont rario,z  no pertenecera a p(T).Para cada uno d

- i ; S
s dividi P (z) vy Z _2 ) siendo n la multi licidad de 2 ,como
cvrus,dnm.mus E’U(:r.) y qu(z.) por (z 7“) J b

cero de

-
®




P lzl v g.(z) L ol i
d ! b Ol1nornn o v e A " .
l | 1] | mlos que resultan de I'”(/) Y ‘i”lN después de
eliminar tales factores.Entonce ! / { ]
‘ net ll{/) \ l|1~/J no  tienen ningun  cero  en

comuan,olT) es precisamente el conjunto de ceros de P.(z) v
I :

Asi pues si R(z,T) es racional con distintos polos X ....,A .de orden de multi-

plicidad LR Jde todos los polinomios P(z) de grado mayor o igual que 1,

<

. 4 y D W ;i it . T4 1
tales que P(T)=0,existe uno dnico de grado minime con coeficiente 1 en el

término de mavor grado,y éste es:

m

()
%

Este polinomio se llama polinomio minimal asociado con T.

Teorema,lll,3.-Sea un operado’ con resolvente racional y O(T)={u1,---.un} el
espectro de T.Entonces la resolvente R(z,T) definida para zep(T) y con valo-

res en B(X) puede expresarse de la siguiente forma:

In X
. e .l
Ble Tile-T) "= 3 J_Fu___
6=l 1 (z-up.)

o

Demostracion.

La anotacién utilizada para los autovalores responde al criterio ya utilizado

en el primer capitulo.es decir.

s +m, 2
)

Py 2l
: ' inimal d
Teniendo esto en cuenta,y segun el teorema anterior.el polinomio minima
ente £ enta,y Seg

T sera’
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{ « demostracion ok ( 1 : [} L 1 ) o K i i
‘.H.I['Ill‘lﬂl"lu ¥ nlllil{\,(_.l d |:! EILI Le [ '|||ll ]

\ 1 [ sin mas

que hacer uso de |
5 ‘ i
propiedad de existencia de este polinomio minimal
1al en
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mension finita en lo que s
: g refiere : , ; : i
] iete a la dthUHIPHhHi!HI espectrai de y las

distintas formas obtemdas alli,para f(T)

Tecrema,llL4.-Representacion  especrral  de  R(z,T),TeB{X) con resolvente

ractonal.

En las mismas condiciones del teorema anterior,se tiene:

k

m, -1
h Dh

Rz T1tl-T)V e 2 ; e L
, k-1 (Z—Kh)k+1

siendo para cada Ph una proyeccion y Dh un operador nilpotente pertene-
cientes a B(X),que verifican las siguientes propiedades:
P.P.-P.P.=6.P. (=12, .5)
L B s
=D.D.= 14
DiDj Dij 0 (i4)

P.D.=D.P.=6..D.
R )

D”;lh:() (h=12..8)

Demostracion.
Puede encontrarse en 16.

Como consecuencia de los teoremas,lIL3 y [1i.4 que proporcionan una carac-
terizacion de la resolvente totalmente similar a la do operadores en espacios
de dimension finita,se logran los resultados relativos a la descomposicion es-
pectral de T,que a continuacién se enuncian en forma de teoremas.Las demos-
traciones de estos son andlogas a las realizadas en los teoremas,l.3,L.4,.5 y L7

por lo que se ha prescindido de ellas.




Descomposicion  espectral  de

un operador TeB(X) con resolvente racional
Expresion analitica de proyecciones y nilpotencias

Feorema,lil.5.-Con las mismas hidtesis de teorema anlerior se tiene:

: vertticando:

b]

ToTD
lhlhl}h B=(1.2....i8)

I)hrr ! Dh

Ademds se tienen para I"h Y Dh las siguientes expresiones:
k-1
1 (T-u.)
n j:ml+] J
- h
s k
l\--!nh+1 1 ('\h'“‘)
j:mh+l )

m, mh—Z (T-n.)

(T_%) ] d :
D, =T-A S

h s T
h

: “h‘“j)
]=mh+1
Representacion espectral de f(T).

Teorema,lll.6.-Sea f analfica en 2. I y o(T)k@,siendo T un operadore lineal
con resolvente racional,definido en un espacio de Banach complejo X con

espectro o(T),como en los casos anteriores.Entonces:
-1 f(k( )
j h

k=1 k!

m A

h !
3 ¥ |

nl}
(T4
Pt )P « i
h h (m, -p-1)!




Representacion intrinseca de f(T).

Teorema,lIL7.-En  las mismas hipotesis  del

Leoren g danterior, se lLiene la

slgutente  expresion para ((1);

Demostracion,

Por detinicion:

b33

it

2wl

f(z)R(z,T)dz

b ]

stendo I' una curva cerrada simple de Jordan que encierra en su interior a
o(T).Teniendo en cuenta la expresion racional de R(z,T),se obtiene un resul-
tado totalmente similar al del teorema,l.10 para operadores, lineales definidos

en un espacio de Banach de dimension finita.El cdlculo de

f(uj) es también

1
el mismo del caso finito.

Aplicaciones

Ejemplo,1.
Se considera el espacio de Banach de funciones continuas definidas en un
intervalo cerrado 1=[ a,b] de R,con valores complejos:B-C([a,bJcR,@),y sea T

el operador lineal acotado de B en B,definido por:
b n

VxeB Vel Tx(t)=S I a.}(l)di(s)x{s)ds
a i=1

Los valores propios y las funciones propias de T,verifican la ecuacion:

(1) Tx(r)=xx(t)

[ ~uacid . eleiitdn entre las funciones de B,de la
Las soluciones de esta ecuaclon,se elejirdn entre

forma:

b T %
x(1)=C et](l ]+...1-(‘”|'i”([),(,ib(..l | e

1




que sustituidas en (1),teniendo en cuenta la linealidad de T,y anotando:
b 3

d
e slgue;

AC=AC A=(a;5),C=(C Bij=1,2,....n

A matriz simétrica y C matriz columna,por lo que los valores propios de T,

coinciden con los valores propios de Av por tanto verifican la ecuacion poli-
nomica
m m

dL’l(.‘\—)x}:()«—-,\l ) 1-..()\ VA\_) b.;m

-+ =N
5

A
1
Por otra parte T satisface la siguiente ecuacion:
i

{a T

n

e &1T+&O)\c(t};O,\—'xel}.aie@,iso,l e

por lo que existe un polinomio anulador de grado menor o igual que n.Dicho

polinomio tiene por raices los valores propios de A,)ti,COfl muiltiplicidad menor

o igual que m.,i=1,2,....s.De gque T se expresa mediante n elementos indepen-
: ]

dientes,permite asegurar que dicho polinomio es de grado nyy la multiplicidad

de A e mi.De lo cual se obtiene que Tkii de resolvente racional.
1 (T-u.)
—l—i—l—-—#—]— ,ujGO(T)
.ﬂ (z-u.)
j=1
o(TJ:(ul,...,un)f{.kl,...)\t.....z\s,....l ),Ai de multiplicidad m,

Ademds T admite la siguiente descomposicion espectral:
S s
fie Z)‘ipi’ I Pizl
jiad i=1
Donde cada P. es de la forma:
: b n
P.xit)=)
1 .
a j=1

p]jaj(s)aj(s)X(S)d&PijeG:vi:lv?‘"""\'




Comentario.

e _ ;
El apartado 1 de este capitulo es un breve resumen del estudio de las pro-
piedades de la resolvente Yy el espectro de operadores cerrados,acotados y
compactos definidos en un espacio de Banach,que hace Kato en [16(En el

apartado 2 se caracterizan los operadores con resolvente racional siguiendo la

linea de Taylo: en [23iLos teosremas.IIi1 y HLZ corresponden a Taylor(23 el

1.4 a Katoll61y en el 11.3 se generaliza el teorema,l.l del primer capitulo y

se logra una forma explicita para la resolvente de un operador con resolvente

racional,semejante a la obtenida para operadores definidos en espacios de

dimension finita.Este resultado hace posible de nuevo la obtencion de expre-

siones analiticas para los operadores proyeccion y nilpotente como se pone de

manifiesto en los teoremas|IIL5 y IlL.6.Finalmente en el teorema,lll.7 se expre-

|

sa fiT) de forma semejante a como se hizo en el teorema,l.9.
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CAPITULO I\
OPERADORES NORMALES EN ESPACIOS DE HILBERT

Los operadores T lineales,norniales compactos,definidos en un espacio de

Hilbert H,poseen un espectro formado por un conjunto numer :ble de auto-

valurw{ln}.m(i.: uno de multiplicidad finita,siendo {A } .una sucesidon infinite-
n

simal.Con esta caracteristice del espectro g(1),cabia esperar que la resol-
vente R(z,T)se pud rta expresar de forma parecida a la obtenida para opera-
dores definidos en espacios de dimension finita.Lograr tal expresion,asi como
las correspondientes a las proyecciones,en la descomposicion espectral de T y
a una funcioi analifica de T,son los objetivos de este cap™ "lo.

Se comienza recordando las propicdades fundamentale. de los operadoies

normales.

1.0peradores normales

Sea H un espacio de Hilbert complejo y B(H)el dlgebra de Banach de

to.os los operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert H.




Defimcion V.1 Uy ‘ )
JAV.l-Un operador TeB(H) se dice que es normal si conmuta con

su adjunto:

o B » Y ¥ » Y 3
En el sigulente teorema se resumen las propiedades mas importantes de

los operadores normaies.

Teorema,lV,1.-5ea TeB(H)
t) I' es normal s1 y solo si
g : *
VxcH | Tx|=|T x|
1 T es no mal,entonces
i *
N(T)=N(T )=R(T)
1) St T es normal v Tx=ax paia algin xeH y algin aeC entonces
L

T x=ax

es decir el espectro del adjunto T‘.es el conjunto conjugado del espectro
de T.

v) Si T es normal y si a,B son autovalores distintos de T entonces los auto-
:spacios correspondientes son ortoganales.

/) I T =1T]" neN

En particular esta dltima propiedad implica que el radio espectral de T,sprT

coincide con la norma de Al

sprT=lim !!Tn | 1/n= "TH

y como consecuencia,un operador normal cuasinilpotente es Cero.

Teotema,lV,2.-La resolvente”R(z,T) de T 3(H) normal,es un operador normal.

Demostracion.

. .
Como T y T conmutan,se tiene:

* *

(g-TiHz ~T )=lz -1 )(z-T)

* .
T v z no es autovalor de T .existen lnversos Yy 35€

Si z no es autovaler de
riene:

*

Rz 0 )R(z_.T);R(z,T}R(z’.T )




Yy como

* . A
R(z, T )=R (z.T) para zeol('l)
puesto qQue!

<(z-T)x,y> = _\-‘(}'_]‘*)_\.-f_

se obtiene

x

R (z,T)R(z,T)=R(z,T m(z,|‘J:R(,:.'r)i'<(5,'r');R(z,,T)R*(z.,'I')

Teorema,lV,3.-Sea TeB(H) normal y A40 un autovalor de T

*
a) Las proyecciones P P- ¢ - ; Tl e
- g ¥ 13 Toumunan y pot tsdio b9 e apeiadoo ool

b) Los operadores cuasinilpotentes D y D también conmutan y D es normal
Demostracion.

ot a y o »

ieniendo en cuenta las definiciones de P/\ y Pi vy el teorema,lll.3 resulta

inmediato comprobar que

= *
s P,\ 25

Sea ahora TeB(H) un operador compacto.

La teoria de Riecsz-Schauder nos proporciona los siguientes resultados en
relacion ccn el espectro de T,o(T):
a) Si A0 no es un autovalor ce T,entonces A esta’en el conjunto resolvente
de T,a(T).
b) El espectro o(T) estd formado por un conjunto numerable de puntos del
plano complejo que no poseen punto de acumulacién salvo posiblemente A =0.

¢) Cada nimero distinto de cero perteneciente a o (T) es un autovalor de T

de multiplicidad tinita.
era-

-

Como consecuencia de estas propiedades,se puede conciulr para un op

dor normal compacte T,lo siguier&:

El espectro de T,0(T) es un conjunto numerable de uutovalurcs{,\nr de

multiplicidad finita,salvo posiblemente el cero,y{An}eh una sucesion infinite-

simal.
o(T)= {An:Ht‘-N} U{O 1




Feorema IV 4 -Descomposicion espectral de operadores normales compactos

St TeB(H) es normal v

Yy compacto se tiene la siguiente representacion
espect ral

*

) Anp =P dimP <w
k-1 n oo n

en el sentido de la convergencia en norma,

Las provecciones }’n forman una ftamilia ortogonal completa junto con la

proyeccion ortegonal P“ sobre el espacio anulador N(T).
Demostracion.

Sean AI’AZ""'XH"" los autovalores distintos de cero ordenados de mayor a
menor maodulo,y sean PI.PZ....,FH,...las proyecciones asociadas.

El radio espectral de T :;.‘reﬂkll y como T es normal
1711

que por ser T normal son ortogonales y dimPnH ®,puesto que T es compacto
y cada autovalor A es de multiplicidad finita.
Ademds D =0,neN por ser T normal.
n

Se elige Qn-mP

+...+P _entonces
n

1

TQn=AIP1+...+ Anpn

3 4 ; -Q ) es ién un operador normal tiene
y como Qn conmuta con T,T(l Qn) es tambié p y

o ; 25 A Sy ... v posiblemente el cero.
los autovalore. AIH]. pagr e igapre | p

Pero,por ser normal:
) =spr(T(I—Qn))=|An+1l—-;~0,cuando n--»
esto asegura que:
| T-(A P st AP |-->0,cuando n-->m

y el teorema queda demostrado.




2.Resolvente de un operador normal compacto

Teorema,lV.5.-5¢a H un espacio de Hilbert complejo y TeB(H) normal com-

pacto.El espectro de T,o(T) consiste en una sucesion infinitesimal {x.},en la

que cada término A . es no nulo,y tiene multuiphicidad finita,y el valor cero,

v la resolvente R(z,T)tiene la siguiente reprersentacion:
n-1

[ =

ok () ,ﬁ]( u]]
Riz Ti=(el-T) = T L

n=1

zep(T)

n

f (G-

j=1

siendo la convergencia en norma.Ademds,la convergencia es uniforme sobre

compactos contenidos en p ().
Demostracion.

Se hard en dos etapas.En la primera se prueba la convergencia de la serie
v en la segunda,que la funcion definida por esta serie coincide con R(z,T).

Primera etapa.

Lema,IV.1.-Si TeB(H) es un operador normal compacto y o(T) su espectro,

entonces

| T|=max{|rl:xeo(T)!

Lema,lV.2.-S1 S es un operador continuo definido en H y P es un polinomio,
entonces: -

o(P{S))zP{o(S))={P(A):Aec(S)}

Proposicion,IV.1.-Con las hipotesis del teorema:
n-1

q (T-u.)

e

L4l

el (z-u.)

ot © !

rgencia es uniforme en cada compacto Kep(T).

converge €n norma,y la conve




Demostracion,

La funcion que a cada zeK le hace corresponder su distancia al espectro

de T,es continua y por ser K compacto tiene un minimo que es mayor que

cero por oser olT) cerrado.Sea 6 este minimo.

Para zeK y neN se tiene para cada .

b<dlz,o(T))s ‘ z- Al
i

— | &
(z-A.)
=l
aplicando los lemas 1 y 2 para calcular esta norma,resulta
N n-1 s n-1
6 max{|z|:zea( 1 (T-A))=6 max{® | w-x,| :wea(T)}=
je1 ) jui }
n-1 n-1
=6 "maxi 1 |x.-x]:eN} {0 |Ad
ey j=1
Sea eeR ,como {An} es una sucesion infinitesimal,existe peN,tal

A |¢epara todo pgn.Se considera pues p<n;entonces,si se elige
n
p<ngi
n-1 p-1 n-1 _
1 Ixi_x.i =( 1 I,\i-Ajl )1 “r*j‘ )<
=l "~ 1 el i=p

L ey el
el e gLy P

De forma aniloga

n--1 p‘l n-1 -1 n-
0 a1 li\jl)(.ﬂ |lj| e
S j=p

Por tanto,anotando por Tn al término general de la serie

i e = -1
(T <& Y yrgP e P2l PTYP Hzes )"
n

y tomando e=6/3 por ejemplo,se obtiene

IT J2 e PITIF @3)" e
n




: : 4
Por tanto la SEre esta Ili|l}'lll.l(iil port | 2

sere geometrica ME(2/3) Y para p<n
v Wl X Crite ‘ / > , }

i ¢roontterio de We'ertrass converge en norma,uniformemente en cada
compacto KRepil).

.\'(‘gllllti.l elapa,

I.L"hl IV 3-“‘51 H S0 eros ( } )l( O L5 I @ 4 b 1 nu-
yrmny ¢
2 I nuri IO COlr ‘ J .l Llldl squler \ IE([ es olro

mero distinto de ceesall, - BELGRC RS

-

o)
1)

0
en donde 1 =]
j=1

Demost racion.

(z-n.)
]

Asociando los dos primeros términos:
jiid
T (p-p
: I
j=1
-1
1 (z-w.)
1
Asociandu con el tercer sumando este resultado:
-3
: 1 (p.-u.)
1 -2 (u]Auj) j—lpi M
- fl +
2~ g {z-p) 1-2
)= J 1 (z-u.)

1 !

y por recurrencia se obtiene que ia suma de (i-1) términos:

1 Mh

Z- pl

v la de los 1 [E7minos:
; s il




Lema, ,4.-5 Hyee o b

’ : S0ONn 1 numeros (‘U:nph']u\ arbitrailos y zel es otro

numero distinto de ellos. 220 .entonces

Demostracion.

Stose aplica el lemadV.3 a 141 ndmeros con p.

Proposicion, .2.-Sea S la suma de la serie
n-1
1 (T-A.)
@ Ly ] @
z J{;~—-——~ £ b
n=1 163 n=1
=1
Si xeH es tal que Tx:?\i.\.wnlum‘es:

1

Si xeH con Tx=0.,entonces

Demostrac 101,

1=1
teniendo en cuenta el lema,IV.3.

m

b) Sx- 5

Las sumas parciales de esta serie son de la fprma.
n-1

1 (z-2,)
=1

de acuerdo con el lema,lV.3.




Cuando 1--~m ¢l

ibinitesimal v

240 y por tamo:

Como se queria probar.
Demostracion del teorema.

Segun la proposicion,IV.1 la

serie
compactos contenidos en el conjunto

Por otra parte
H=

y se puede elegir una base asoctada

riantes:

..L‘.l....}L‘Uﬂ T('izki(-i.le?\i y Te

y por la proposicin IV.2

Por

fanto
(z-T)Sx=(z-T)!

De forma analoga

de lo que se concluye

S=-R(z,

.‘-l'j:'.lll(l:) lermine tiende a cero

puesto que Ai €S una sucesion

converge en norma,uniformemente sobre

resolvent e P ([ ).

© H.OH
1 Q

a la descomposicion en subespacios inva-

0 de forma que

‘T):(Z—T}'l

3.Proyecciones de un operador TeB(H) normal y compacto.

Teorema,IV.6.-Con las hipotesis del

asociada a Ah se tiene:

Ph-

teorema anterior,si Ph es la proyeccion

@ T- )\l
g
3 A

izl "h i
ifh

A




Demacstracion,

Se supone h=1,y por definicion:

. Rz, T)dz

Y Sus ]ll]\'L’IH!U [\‘(! l) P() S y 1 s
§ iy I su h('[IL‘.(']! nendo ! 4 h QNS
I-: t ] 1 d(. g‘.” ma qu(.' este LUI]lt‘llidu

en un compac s ni . :
pacto K contenido en el conjunto resolvente de T,para asegurar la
5 se :

convergencia uniforme de la serie cuando z varia en T se tiene:
. poSe tiene:
n n-1

1 (T-x.) 1 (T-a,)

.=l 1=1 :

dz
: J 1 (z=x.)
o - ]f] j=1
y la serie del segundo miembro converge en norma.Por otra parte,por el
b

teorema de los residuos:

S o E
oSNNS B

n
1 (=X ! '
1

bt 1 3
puesto que I‘1 solo rodea el autovalor A

1

Asl resulta

En general para h arbitrario se consigue la expresion deseada reordenando

los autovalores de forma que A, ocupe el primer lugar.
4.Funcion de un operador T normal compacto.

Teorema,!V.7.-Sea f una funcion analitica definida en un dominio D del plano
comflejo que contiene todos los autovalores Aj de T.Entonces f(T) puede
expresarse en la forma:

f(r

n n-1
*

) u (T-x,)
o
(A

1 H

b




e nostiacion,

Fn sf eyt e o i
En la definicion de Dunford-Tayvlor de f(T) se elige T de forn
. Ia. Que' &n-

clrerre lI ll'H'UI”H "ll V
It ] auto .l](lft“'- S [)l o 1 E S st
o H dsdl i!llr nnguno d" '“ S C
L LS QS ‘\,' e A onte

8 P L I t\ s p
LSS ] 1( S Loy ) S € |\ll} L s5e
1 ©en t {(] i Su Y en F)( (1 LG S )
« \ LD Q3 e p.) s5e

i‘[j 1C Ot 1lil!]'\‘ | € L serie ] Ty
: ' -ASL se F’“('*’ll Integrar te . | € T [est
t i « 11No a ermino l'i e 1€
< . 1 C]Ul:‘ "p 2sSen-

ta a la resolventey | i
e,y se tendrd asegurada la convergencia en norma de la serle

resultante:

o 1 '
f(1 }f-—zw.l_i]_t(z)R(/..1’)(1;1:?%.1'],“1) D

@ n-1 1
= I niTl-a)= =1

¢ 2z I'' n
m=1 &l o
] i e

)=1
Aplicando el teorema de los residuos para calcular cada una de estas in-

regrales,se ubtiene teniendo en cuenta que encierra a todos los autovalores:

Observacion.
La expresion de f(T) que proporciona este dltimo resultado es una genera-
lizacion de la obtenida en el teorema,l.  del primer capitulo para la fun-

cion de una matriz,por ello se ha considerado conveniente utilizar la misma

anotacion que alli.

Los resultados obteridos para operadores normales compactos ponen de

manifiesto la similitud de su estructura con la de operadores definidos en es-

pacios de dimensidn finita.
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