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memoria, aunque

isar dicho contenido

poco (la claridad total se

memoria) el significado de

de que el

o

memoria  es ambiente d¢

ho - conmutativas), oy esfe €s el

evemente, qué es lo que significan

comprenda porqué nos vimos




Ch lf;fr‘hr;;_-;‘
mediante
cerradas
continuos
1esultaron

dotadas con una

multiplicativa

teoria puramente analitica, se une

mas tarde como) la teoria de las

;11 origen en los trabajos de P.

[34] cuyo proposito era
ibstracta que axiomitizara el
Una tal algebra no es mas que

un  "producto” conmutativo

la identidad

convirtio er

hasta los anos

pero hubo




estrechamente
a los

dimensionule

originales de
umann y Wigner. son hoy llamadas
estudio de las

lineales continuos

comple jo (las llamadas

ping [59] y Stermer [58] en

vista. En el intento de

axiomas intrinsecos, a la manera

W. Shultz 'y E Stermer

JR-algebras en los afios 1976-78

wnque algunas aproximaciones al tema habian sido va hechas
pranamente por

inmediato mprobi e en una JC-dlgebra A se verifica

A, y es justamente esta

axiomatizacion de las

"poquitin”
IB-algebras). ‘oncretamente,

a l]" ]‘)I'l”i I"'i]




cuyo producto notamos por

acteristica distinta de dos,
anadir al espacio vectorial
lab+bal)) es un .\]gn‘l!]‘;-! de
sigue siendo un

normada completa con una

que se cumpla la identidad

sin  embargo,

(producto de




lgebras presentan,

-omplexificacion”

teoria




identidad de Jordan

'flexibilidad"”

Jordan no conmutativas.

que un algebra de Jordan

dotada con una







producto,

evidentemente,

I')Ljﬁtiﬁ




Teorema de Dauns-Hofmann.

natural

todas las

sobre el




imutativo o
observado

la norma

e u_)p. ctro

McCrimmon [30] introdujeron el

interno maximal-moduiar de un
analogo del .icepto de ideal
(ver Definiciones 1.12, 1.14
wdecuadamente al ambiente de
{Definicion  1.21).

asociativa
imutativa, los corazones de sus
tienen porqué coincidir

entido asociativo.




Notaremos por S jel
corazones e

algebra de Jorcin (conm mnjunto  se
'A ) 2

considerara, a Sene janza icobson sobre
<Al > SC I

P TR i : ' . :
e DL, 0D o pologi CUYOS  €on juntos

ios vienen dados por

{J = Cor(4)

Desde un punto de vista puramente algebraico, para un algebra
de Jordan neo conmutativa A, Cor{d) aparece como un zpropiado
sucedaneo de "espectro primitivo”. No hay que olvidar tampoco que
nuestras JB*-algebras no conmutativas estan dotadas, a semejanza
cor las C*-algebras, ‘ marcado caracter "geométrico” (caracter
del dqie s iy retendido dejar constancia a lo largo de toda la
memoria). Caracter que puede verse ilustrado por el hecho de que
para una C*-algebra / el concepto, puramente algebraico, de

equivalga al concepto, puramente geometrico, de

" o . ‘ g el
primitivo {del 5PAC I Banzach ubyacente)

| - ! : [ 5 Un
Recort 5 - (hi l.-sumandc de . 0O Nooes

. para
L ‘]lle",}‘ A6 e iqju

conveniente




r definicion,

€5 Un

sumando del :
ademas el

extremo de la

primitivo. Es

subyacente a una

son exactamente los ideales cerrados de

por . tanto ue. el conijunte - de los

tra JB®*-algebra no conmutativa 4,

Prim(A Vi cons | at topologia estructural, esta también
llamado a desempefi T €5 case concreto el papel de "espectro

primitivo”

traslaciones del teorema

"JB*", que vendrian a

el centroide de unae JBx-algebra no conmutativa es "identico”

funciones comple jo-valuadas continuas vy

L

al dlgebra de las

sobre Cor{A) (o bien sobre Prim(A)).

Casualmente un teorema del tipo Dauns-Hofmann

]Il. l".]utl imﬂ \!f' H-HL}' il\

puramente analitico d

en el ambiente




Teorema de Alfsen-%ffros.

bl - . g % ¥ 2 i
Para cada M-ide al primitive ‘io de Banach

complejo X vy cada elemenio en el centralizador de X, existe

un unico numero complejo f (J) tal que flx) - f (Jix € J para

¥ ] % 3 Y 3y - .7
todo : la aplicacidon establece un

-isomor fi lel centratizador, J2(X), de X sobre la C*-algebra
funciones comple jo-valuadas continuas vy

m(X) dotado con la topologia estructural.

debe alarmarse por la aparicion del nuevo
(aunque ne se haya provisto de la definicion,
en la Definicion 2.20) pues ya nos ocupamos
el Teorema 2.26 de la memoria de demostrar gue:

para una JB¥-dlgebra no conmutativa A, el centralizador

Z(A) coincide con el ceatroide [(A i

Dir: y R. M. Timoney en 1988 [18]

Cor(A) conjunto de los corazones del

Notaremao: por

. ¢ foig C 1 [ 50
dleehra de Jordan (conmutativa y dicho conjunto




es

clasico para

PrimiA)
tido algebraico) cuand ; €5 Una
sin - embarpgo, sponer de teorema,
decir prefeririamos poner "I‘“fl'l'(-'nl
"‘C]’:'iiil’..‘]‘lﬁ. Desatortunadamente no sabemos

onmutativa o no) A4, e

Prim(A)

cuestion, o cabe duda, que muy sugestiva y razonable. Sin

fuerzo derrochado en el intento, nn hemos

embargo, pese

‘ido capaces de comprobarlo (nos atreveriamos a asegurar que se

trata de un duro ;aI"JW‘f'HJ 1

Pero no nos lamentemos demasiado porque lo que si hemos sido

sin esfuerzo, dicho sea de paso) es que:

capaces de demostrar (no

Froposicion (2.20).

Para una JB¥-algebra no conmutativa A tenemos que:

Prim(A) c Cor(A).




nuestras JIB*-aipebras

de que son justamente

(y hasta "divertido") us terminado problema.

jemos al lector sin conocet ste resultado:

orema (2.31).
onmutativa A, las C*-algebras T(A)
¥—-isomor f Concretamente, para cada J en
['(A), existe un unico numero comple jo
e J ' para tedo' a en Ay ¥y la
¥x-isomorfismo de T(A) sobre la

funciones com e jo-valuadas

continuas y




estudio  del

tercer

Martindale [II
[36.37] osteriormente
primas (el

nulo) e incluso semiprimas

cuadrado cero) por el ]‘f"-‘i’ll‘

encialmente definidos de

definicion. los operadores  lineales i
definidos sobre ideal esencial de A (ideal cuya interseccién
con cualquier ideal no cerc de 4 es no cero), llamado el dominio

n valores en : y verificando la

flal) = af(b) .y - : : A, ¥ b e doml(f).
con junto de ralizadores esencialmente definidos

natural operaciones suma y producto,

decimos que un centralizador esencialmente definide . f  extiende

glal = fila) Y a e domlg).

otro

: et
Podemo relacion, resuita
con junto de Lo centralizadores

equivalenci

] algebra semiprima

f Indoml )




sencialmente

.1-!1\ cOon };;L)

necesidades

mediante el

r‘:llli‘.'.‘iir-l;w 1 por el unico entralizador
definido “maximal” en ella contenido (donde Ia
como es obvio, se entendera en el sentido d

ae

que 1o
ntiralizadores encialmente  definido que extiendan
estrictamente a éste

IGHtese

t que el centroide extendido de

un algebra semiprima A

contiene ymo  sul

ubanillo al centroide de el anillo de los
centralizadores "totalmente” definidos de

caoncepto de centroide extendido es realmente

prepio  Martin oncibio ya dicho concepto
el proposito de caracterizar los anillos primos verificando
una identidad polinémice generalizada, también lo utilizo en el
estudio de los

isomorfismos de asociativos

centroide  extendido adquiere una espe ial

. e e e o g
presencia de nanecra |

!1-11.1E'-] fj"

centroeiae).




Ccentl
}L]f,i

}X"-l\
algebra se
Nama It
ntralment 'ra tien mucha nteresantes

consecuencias 4 | DO 51
| 105, pot Lat m 1.3 en  nuestro

ambiente

conmutativa sobre un cuerpo
ne degenerada prima centralmente

‘ero, entonces se verifica una de las

sentido de que todo elemento no

“invertible” (vease la Pag. 11l para

tibilidad).

un algebra

producto

r{ﬁ.’:‘

A bna




omentabar
rucial 1mportancia el disponer d Ina conveniente

entroide extendido que permita dilusidar la

Teorema de Ara.
El centroide extendido de una C*-algebra A es *-isomorfo al
¢

limite algebraico directo &im C(Q) , donde § denota la familia

SE N

con juntos abiertos y densos del espectro primitive de

funciones comple jo-valuadas

des j‘iin‘iw{) Se ('l-"n’i"!l" el

primas son centralmente




utativa)
1.

1wdle ahora

abiertos vy densos del

internos

demostracion consistira en
su  centroide

C*-algebra como

posee "buenas" propiedades, que

nos van a permitir obtener
" propiedades del centroide

resumen diciendo que C(4) es

regular dotado de una involucion

¥-regular con involuci




para algun

acotados se

una seminorma de

seguida por Ara para las C*-algebras

involucicén definida positiva es

l'odo

su anillo de elementos acotados

nuestro !:[‘w‘.w;l‘lllcl de dest I'j]‘l 1on de

elementos acotaios

lo logramos




JB*-algebra
vendria ahora en

1lgun esfuerzo, comprobar

es ¥-isomorfo

Lim ('}(Q). siendo 3 la

SE Y

abiertos y densos del espacio

C (Q) denota el dlgebra de las
b

“.-J‘E‘U i‘:‘u}“. ‘ 1itinuas ’ :""‘L{‘.’,'-' .‘"-'n'Jf‘-f'i‘

con i'l_\"

+

Handelman ante




Proposicion (3.12).

concreiamente:

+

visto como

notamos por

ontinua

extendidas




S1E

ermite

J para

-valuada | definida en

v pertenece a CE(Cor(4)).
¥-isomorfismo de C(A4)

b

de (;'ll(‘(‘f'( A)).

*-isomorfismo entre

uiente manera:




-’:‘ per tenece

establece




*EEenera

cuestiones

LCCIRGS e

ton:

[subespacios

fue introducido

e
3 i

[40]. Finalmente A. Fernandez y A,

algehra de Jordan no

zaocalo del algebra

de Jordan




iecorema de Rico.

»ItQ cero

BL(X) contenida




ctamente imagei I s . ; b
i b f Heseala describir sy

involucion ‘ U norma ‘ bviamente toda

no degenerada

Teorema (una parte
isomelricos), las
sigulientes:

structura esencialmente unica

uadraticas cuya descripcion

Capitiulo V; 52, Situacion

’

cerradas y autoad juntas de la
(‘]‘(‘."mh‘."!‘.‘,‘ line
Hilbert complejo H,

KL(H).




contienen

IB*-algebra se encuadra

Rico, esta responde

JB*-algebra
ipartados de Rico, el algebra
en cuyo caso ya se ocuparon R.
11 deseripeion [44].
iéncia porque:

en ol tercero de los

primer lugar a comprobar que el

nditles -k : 2k }(\)

mismoc es en 1 { un antiautomorfismo involutivo de

En segundo lugar aplicamos "convenientemente' el teorema

CE | aeobson a  diche antiautomorfisme ¥,
repercusion

norma »  nuestra




teorema

conseguir

anillos

smo  involutive
utili

Jacobson y usar

la JB*-algebra

teorema. 5Si

se comprueba,

situaciones

conmutativa primas con

Cobalea v A
centroide  extendido,
ambiente normado, nuestra

sitiaciones:

Dot tanto







Prof .
I"":IIT!‘I'I“{,L“;}

', gestada vy

‘.Hli}?“‘, de]
avuda recibidos,

gran labor

soportando

pacientemente la elaboracion




Definicion

entenderemos  un

con una aplicacién

de hecho,

recibira el

+
il




Podriamos

aquellas

it

madas anadiremos

morfism

ompletas

habla

““!"H*lit‘lhi:v;w
] (3!
el LE(

tales que  su

el }lr'w]ll( Tt

1ato comprobar

el mismo cuerpo

una aplicacion lineal

flalfib)

Un isomorfismo de A

sobre

Las algebras
smo de A sobre
algebras A y B sean
!]_}f'lst‘.li(‘u de

homomerfismo o

continuo, topologico




‘adores
e pom 1a

asociativa sobre K.

normado X notaremos por BL(X) al

operadores lineales y continuos sobre
la composicion por producto, es un
sociativa,

es, de hecho, un

entonce es un algebra de

1 algebra real.

eal se llama complexificacion de

con junto A x A dotado de




Bra “TH|WIE' ja,

hotne morfismo

invectivo
este punto,

COmo  un
con

(2,0) + i(b,0),

dlgebra normada real, sea A_. la

ball < i},

de todos los subconjuntos

A_ conteniendo a U x {0},

ional de Minkowski de V. Entonces:

un algebra normada,

: ol £ 1),

completa ci

Demostracion. Vease [8; Proposicion 13.3] par:

1t ¢
i

caen. asociativo y obsérvese que en ningun moment




nos que A es un algebra

ento unidad. -5 inmediato

cuyo espacioc

dado por




iplicacion
morfismo

enamente el

y un escalar

:spacio vectorial

definido por

ilgebra
del algebra

J.m!‘




f e llama

algebras.
algebraico directo de t istema dirigido
se define como

es un algebra

son homomorfismos del algebra

es otro par,
v homomorfismos g
erior propiedad, exista un

B tal que

un tal par esta garantizada por [15

Capitulo | Proposiciones 1 y 2, ¥ Capitulo IlI Pag. 3] y

simplemente por £im

e )

de [10; Capitulo 6] par




t 1 L Henci
Omo consecuencia

e ) ) SO
o xed “HBa o= i
algebras sobre un cuerpo

' ‘-’I.j’ nto de indices

< Nk o - £ 7 ey o 5 &
son nomomorfismos del algebra 4. en algebra

tales que, para o = 3, el diagrama

conmutativo. Existe entonces un unico

homomor fismo u del algebra tim A en el algebra
(&4
ey

lim B que > conmutativo el diagrama
o
e N




inyectivo (resp.

inyectivo (resp.

SOOreYectivagl.

o de Arens.

Para un espacio normado X notaremos por X' su

dual

topologico y por

X7 L= (X)) su bidual topolégico.

Sea A un Algebra normada. Si f e 4" y a €

y A definimos

Flane] Moo &
definimos Ff € A’ como

Flfa) Y a e 4.

el producto de Arens, FG € A




homomor fism

numero real
el espacio
reales

norma

denotara,

usual, el espacio de Banach de las

familias de numeros reales con indices en 3 acotadas

{ con norma IH.:il_ = HHI"{IIAI_H e} )

51 disponemos ahora para cada [ de 3 de un algebra
normada (todas ellas reasles o todas ellas
\

complejas) con norma li-ll.,, podemos considerar el

pacio normado

recordemos que viene dada por
IEn el cual podemos definir

manera obvia, para obtener un algebra

normada, que se llamara suma de las algebras .-1{..




Definicion 1.4,
Un « entralizador

en si misma verificando

i lab)

ara cualesquiera a v b

- A

El conjinto de los centralizadoree del algebra A se llamara
1 vy lo notaremos por [(A) Claramente T[(A4) es un
vperaciones que estaran en la mente del lector.

sobre repercutiran en
del algebra T[(4), como muestra el siguiente

un algebra de anulador cero ( Ann(A):={aeA: aA=Aa=0)}

), entecnces I'lA) es un algebra conmutaliva.

Demostracion. Sean f y g en I'(4) vy a en A. Para b en A4

tenemos que

[(fa)a) - (gf)ia)lb =

flgla)b -g(fla))b = flglab)) - giflalbl =

= flag(b)) -flaiglb) = fla)g(b) =filalzib) =6

: \ £ Y[ = -
De idéntica forma comprobariamos que bl(fegia) - (gf)all

(fgia) - (gflla) € Ann(4) = (O}, ot

(Fgla) = (gf)la), y ésto para cualquier a de 4, lo que muestra

que Figrnmt gy




que

tambien repercutira, element

misma, como muest resultado
) ACi);

| ) .
un ailgebra normada completa de anulader cero

o cenlralizador del al gebra A

Demostracion. Sca £ un centralizador del alpebra A4 v b

un
exista {.3 } s 0 con {f(,;"}} : Para a

n
b = limafla ) = limflaa ) = limf(ala
n n n
se comprueba que ba = 0, y asi b £ Ann(d) =
tearema de i grafica cerrada nos garantiza entonces

continuidad de

para un algebra normada completa A de anulador cero,
una estructura natural de algebra de Banach conmutativa
subalgebra cerrada gebra de Banach de los operadores

lineales y continuos sobre

Definicion 1.5.

pacio vectorial sobre el cuerpo K, por una

de espacio vectorial sobre X enterderemos un

tineal
r sobre X tal gue

e =y




conjugado-lineal *

una involucion
involucion lineal
vectorial  ‘sobre el
rrial subyacente a | T, verificando la propiedad
tit)zla)l
es aliora un algebra
'olucion de algebra, o simplemente una involucién

una involucion spacio  vectorial sobre el

subyacente a A, *, verificando la propiedad

con involucion, lineal o
llamarén simétricos, ¥

njunto de todos ellos. Sim(A) sera

+ . ;
A = sobre el mismo cuerpo que A4,

lopebra real, si la involucion es

>




N una 1nvolucion

definir una involucion de espacio

los -\;utr‘,{.furwg

€ L(X).

nmutativa (salvo que la

r
recién introducida involucion de

involucion de algebra sobre

X un algebra compleja y

Sin embargo, si




suponemos

damilento

‘v}Jll‘llr'[‘

denotaremos

otra

Comprobaremos que efectivamente

la

la

COTn

Zooras .nw__.r.l,w‘-_ ( (A4 |
o (X
cad ilgebra 1 i
(&
b ' n f}"T,!' ;"}il‘!v‘ ‘I'I!]i"';'.
f { 1 i ]
¥ b it ; i f 0oyl e
' Ra : poder
1l gel i ; Hirect Eim A
(8}
e )
icede, para lo cual adoptaremos
1 i *
un dJig ['a mple ja
:
compieja cuy suma  coincit
escalars viene finido por
A*da = Aa
U | lucto viene definido p
dob =
Es int jat \L;:‘w};;r jue
sistema dirigid it

algebra ‘--‘II\{'!"il

Supongamos

entonces gquc

algebras

ey, 11
y 1

disponemos

lh)[‘

f!l‘\t!]\l' ill“

de

=N
nuevo

1a
(i€

A la

dirigida

de

5 de manera que en
‘\

involucion, con el
de los homomorfismos

siguiente notacion.

1L

4. el

comple jas

sistema

i]l‘\‘il‘ll‘jlli:iﬂ‘

sobre

producto

el limite

asi
Sl 4 ae
va

algebra

por

un
entonces

dirigido de

sobre




dirigido

Ba ‘o = R F i homomorfismos  f

I ]
s

son,

de hlll\'\ . OMmMomaornrt t { N
ho, homomorf' i te  modo un diagrama

conmutativo

homomorfismo del algebra

haciendo conmutativo el

ey

diagrama

into 1 ] tra 154 e una involucion sobre el




Definicion 1.5,

Una Cx algebra

de Banach ¢ mpleja 4 con una

involucion * veriticand

.{I“\.'r'|=[“] A es un

la W¥-algebra,

(1) St

topolégico y denotemos por € .(S] el
b

las  funciones comple jo-valuadas
icotadas sobre S, El algebra (,‘th') la
el

ilgebra de Banach conmutativa compleja

sup{ |¢(s)| : s € S}
C (5). Ademas, la involucion
b

VseS Vgecl(s),

-algebra conmutativa.

es un espacio de Hilbert complejo entonces BL(H) es
algebra de Banach compleja. Si f € BL(H) denotamos
el operador adjunto de f, es decir, el nnico

operador lineal y continuo sobre H verificando

flse)o ] gy

Si definimos




Asi

inmediata

"”H"['”HL Ve, ;
ada subalgebra

\("'l'.ll].! i
; también una

aleebrp Ade ' lai
lgebra, Aden ind-Naimark nos

ialmerit:

B '-ll_&'_-‘"],‘I as

[8; Teorema 38.10]

A es una Cx-dlgebra, existen un espacio de Hilbert

i b ; : : g
comple j H *~homomor fismo inyectivo

(automaticamente isométrico) d 4 en BLLH)

Como consecuencia de [8; Teorema 38.19] obtenemos que:
es una C*-algebra, su bidual topologico A’ con
el producto de Arens e involucion la segunda traspuesta

de la involucion de A, es una W*-dlgebra.

A una C*-3algebra y sean f en I(A) y a2 en A, entonces

>

W F*f)axa)ll = W(fla)*flail = dfan’
< If*fll, y cuno quiera que la desigualdad contraria es

e tendra que el ' e [(4) de la ilgebra

*_Alpebra conmutativa.

Dauns v Hofmann logra una

C*-algebra que involucra el




{ ,|F|!l.1|u

Teorema 1.7 (Dauns-Hof; Corolario

toda Cx

icl

4

unciones comple |

il L
nitvo

Definicion 1.5.




Definicion

y el algebra

primos del

seme janza




Definicion 1.10.

guientes:
conmutatividad),

(identidad de Jordan)

ra asociativa su simetrizada

rdan. Por supuesto, cualquier

subalgebra de .Jordan de A) también
Jordan, .y tales . algebras son

algebras de Jordan

Initizacion / de un

Jordan.




involucion sobre

Jordan real

:ctorial no cero sobre el Cuerpo K

simétrica sobre X. Entonces
KeX dotado con el producto
(@ + flx,y)ay + Bx)
sobre [ [32; 1.4] que se
cs también especial [32;

Teorema VIIL.1.1!]

JOX 1) s simple si, y solo

no degenerada




s ! z’l‘! nras

Jordan i
mas, cualquier

(ll;'*t‘}\]‘ a ouads

esta manera ([S6;

Pag. 102]).

Si

involucio

¥) + &k

S; Definicion 1.14.3] ). -] R-espacio vectorial

(aa -aa.aa+aa)l,
S S 2

X i

involucion lineal

¢l nombre de octoniones reales de division

por

Teorema 2.7.5]




nension finita M~ se puede

mas normar con uns

normadas es una nueva

normada).

fordan

Definicion 1.12.




Ejemplo 1,13,

EARIRT unilaterales de un

algebra de  Jordan

F de un

x de

ladado por

Jordan




Ejemplo 1.15.

modulares
modulares  del
tro en [30; Ejemplo 3.3] que

mociulare

i

ae un dlgebra

modulares del

otro, entre los

x-modulares I de A y el

internos | de A, que

A es x-maximal si, v

s maximal en A

"




concept

primitivo

‘]‘l‘ le',[ln

un  algebra

jordanizable, log b .. McCrimmon, sin

introdu jeron en [30)] un suced:in + este conecepto

de Jordan &

maximal-modul

las algebras

las

alpebras asocialivas.

para
concepto de ideal
ademas; evita la

imitivo asociative,

Jordan definimos el corazon de un ideal
A contenido en [I.

crnos maximales—-modulares del

ileales que desempefien

los ideales primitives




Definicion 1.19,

Ejemplos 1.20.

llamara algebra de Jordan no cormitativa si

fueron

tativas

unificador entre las algebras

las Algebras de Jordan.

algebraico

ratamiento




onmutativa

1soclativa e

Jordan no

Jordan no

cuyo producto

bilineal simétrica

Entonces




Definicion 1.21.
Defi un
internos

definimos el

el mayor

Seccion ‘”




{22

internos
1utativa A se
dotado de la

onsiderada esta

ejemplo) de un

izquierdo modular

un ideal internn

definicion, el corazon de un

algebra de Jordan no conmutativa

Nota
-arzones de los ideales
de Jordan no

es bien sabido

Lema 6.5] que:




un gran interés al estudio de
las C*-algebras. Este tema
las subalgebras de Jordan
y autoadjuntos sobre un

cabo por f‘ﬁ}li‘i!lﬁ" [59]

‘2 [asociativa)

a } es un algebra

Cualquier subalgebra cerrada

Jordan real normada




Definicion 1.24.

F jempios 1.25.




un espacio
operadores lineales ¥
pacic de Hilbert cuaternionico

t

en el sentido de que

= (,\'LI-'.(H] YV x, v ¢ H.

lificultad que Sim(Bl I,\iHH,

Hilbert real sobre [, con

por [27; Corolario algebra que no

Si ¢ un espacio de Hilbert real el algebra de

ec entonces una JB-dlgebra con la

Jordan




TN

[27: Lema 6.1.31) En

conocidas

Se demuestra en lTeorema 4.4.3)

lopelogico A’ con el

producto de Arens es una JBW-algebra

cuyo producto

extiende al producto original de ! Yy es

separadamente

En el caso unital la demostracion se debe a F. W. Shultz
[57], con wuna simplificacién posterior debida a H.
Hanche-Olsen 126]. l.a extension al caso sin unidad es

la antes presentada

[a ¢ -suma de cualquier familia de JB-algebras es una
[sa)

nueva JB-aigebra

version comple ja las JB-dlgebras son las llamadas
Kaplansky ante la "Edinburgh

Mathematical Society” en Julio de 1976 [ver [61]). [Estas algebras
tienen aplicacién en la teoria Ge dominios simétricos acotados

([60], [25)). Concretamente




una JB*-alpeb Tl :
i A €5 un subespacio cerrado suyo

la bola unidad cerrada de X;

(X, X%, X}

un domini ini
Liric los dominios

simetricos acotados de mple jos son
o s 5

hih S ; ;
(hiholomor ficamente equivalentes descritos

n formal es como sigue:

ot R
CLINICION

Definicion 1.26.

Una JBx-algebra es un algebra de Jordan compleja normada

1 con una invoiucion * verificando

= flall’ ¥ aeA

n original de JB*-algebra se incluia

axioma

e A

lta*ll = llall a

M. A. Youngson comprobd [62; Lema 4] que esta

deducia de los restantes axiomas.

[19] las algebras conocidas hoy con el

Edwards introdujo en

no son otra cosa que las JB*-dlgebras

IBW*-algebras, que

de Banach subyacente es ur espacic de Banach dual.

Fjemplos 1.27.




DEF INT

80 be e rebr i !
i alpebra simetrizada A de 4

de. ‘manera hatural’ in IB*-algebra. Cualquier

subalgebr: e
et sera también,

en consecuencia, una JB*-algebra. Istos ejemplos de

. ) v g :
IB*-algebras son conocidos como JC*-algebras

de los resultados ie Wright [61] sobre la

complexificacion de una JB-algebra tenemos que

la correspondencia ! » Sim(A) es una biyeccion de
la clase de las JBx-algebras sobre la clase de las

JB-algebras.

La aportacion fundamental de Wright consistié sin duda

en dotar a M (C . uyna norma de JB*-algebra, como

; 8 :
complexificacion » la JIB-algebra Mj. Ademas, esta

estructura 5, sepun puede comprobarse en [43;

Corolario 2.10], esencialmente unica.

[a ¢ -suma de cualquier familia de JB*-algebras es una
{2 4]

nueva JB*-algebra.

Fdwards comprobo [19; Teoremas 32 ¥ 341 que la

1 3 - ¥ _ 4 “as I3
correspondencia natural de Wright entre JB algebras ¥




IR* - ALGEBRAS

IB-algebra: !
B-dlgebra cion entre la clase de

las JBW*-algebras v |a

las JBW-algebras.

Ya se dijo anteriormente que las

Jordan no

conmutativas pretendian ser oncepto

las dalgebras

asociativas y las algebras de Jordan. misma filosofia

fueren introducidas las JB*-dlgebras no conmutativas en [43].

Pretendian ser un concepto unificador de las (C*-algebras

{asociativas) v las JB*-dlgebras (conmutativas). Efectivamente
nii sentido que mas adelante quedara perfectamente

{vease [50]), son la mas amplia generalizacion no

asociativa de las C*-algebras. Su definicion formal es como

sigue:

Definicion 1.28.
Una JBx-dlgebra no conmutativa es un algebra de Jordan no
2 H v »*
conmutativa compleja normada completa A con una involucion
verificando
3
(a*)ll = lall Y ae A
Una JB*-algebra no conmutativa cuyo espacio de Banach
. i -5 4 fodat _';4(._ robr;
subvacente sea un espaclo de Banach dual s llamara JBW ”ﬂ!}ff

no conmutativa.

Ejemplos 1.29.




DEFINICIONES BASICA Y EJEMPLD

gun se vio en [43; Proposicion 1.3]

[ 15 ('i f;."f‘;’ i I
dly al oras iustame e > )
,“ yLetirit ’{’\ “.{'i‘l !H:i“- -]J)* (1{'),(1{) ~(i.5‘ fl()

conmulativas que son asociativas

comprobar

si A es una JB¥-algebira no conmutativa y 0 = A = ]

: ! : (A)
entonces la A-mutacion A con la misma norma e

x i i L e =
involucion de A es una nueva JB¥-algebra no conmutativa.

En particular las A-mutaciones (para 0 = A = 1) de las

C*-algebras son también JB*-algebras no conmutativas.

A partir de una JB*-algebra no conmutativa A se pueden
construir nuevas JB*-algebras no conmutativas de la

siguiente forma. En [43; Corolario 1.11] se demostro que

cada ideal cerrado de una JBx-dlgebra no conmutativa es

s-invariante (y por tanto es una nueva JBx-algebra no

conmutativa) v A/J con la norma € involucion coclente es

una nueva JB¥-algebra no conmutativa.

Por [43: Teorema 1.7] tenemos gue




el bidual A’ de una JB algebra no conmutativa 4 con el

producto de Arens e involucion la segunda traspuesta de

la involucion de A es una JBW*

iigebra no conmutativa

con unidad.

v como consecuencia [43; Corclario 1.10]

la wunitizacion de una JBx*-algebra no conmutativa con

conveniente norma es una JB*-dlgebra no conmutativa.

Cualquier subalgebra w*-cerrada y autoadjunta de una
JBW*-algebra no conmutativa es evidentemente una

JBW*-algebra no conmutativa.

{ -suma de cualquier familia de JB*-algebras no
o

conmutativas es una nueva JB*-dlgebra no conmutativa ( y
s JBW*-algebra no conmutativa  si lo son todos los

sumandos).

s claro que:

.o una JBx-algebra no conmiutativa, entonces su




la misma norma e







Dauns-Hofmann asegura que el centroide
de cualquier C*-algebra A es isomorfo de una forma natural al
algebra de las funciones complejo-valuadas continuas y acotadas
sobre el espectro primitivo de A. La utilidad de este teorema en
la teoria de las C*-algebras sugiere la conveniencia de obtener un
resultado similar para el analogo Jordan de las C*-algebras, a
caber las JB*-algebras y JB*-algebras no conmutativas. En este

if::;n’lulr; obtenemos un tal teorema.

Recordemos como L. Hogben y K. McCrimmon introdujeron el

concepto de corazon de un ideal interno maximal-modular de un

de Jordan como un .1;*1'--}|i.‘lwiw sucedaneo del concepto de

primitive para algebras asociativas. Fl conjunto de tales

i SRR T S e sredads
corazones puede ser dotade con 1a topolcgia de Jacobson heredada

Algebra pueste estos  son ideales

del espectro primo dei




i
Proposicion 2.1] se obtien que

onmutativa, con la norma

le operadores a conmutativa

con unidad. Es tentado teorema gque

buscamos deberia establecer

v existe un isomor fismo natural entre su

algebra de las funciones comple jo-valuadas
acotadas sobre el conjunto de los corazones de
maximales-modulares de A dotado de la

topologia de Jacobson.

Una de las principales herramientas en nuestra demostracion
sera la teoria de M-estructura en un espacio de Banach, por lo que
destacaremos a continuacion los resultados de esta teoria que
posteriormente utilizaremos. Trataremos en todo moment~ de dejar
constancia del especial significado que esta teoria adquiere
cuando el espacio de Banach objeto de estudio es, de hecho, el

: } i : »*_ 4 e c ativa.
espacio de Banach subyacente a una JB*-algebra no conmutativ

Definicion 2.1.
espacio de Banach. Un operador lineal y continuo m

- 1t se llamara L-proyeccion sl

: | 2
mismo tal que n

ol = Hmlx)ll + lix - ()l ¥ xe X.

; S s e T
Un subespacio cerrado, Y de X se llamara l-sumando d¢ X s
n > UVESPdC > adtilt, '




CENTROIDE

proyecciones del

espaclio de Banach X : »
operadores lineales vy

continuos lir- X. Hl l\J‘ I Hsiifl f nomhbre .:rr.}r bra de (,'unninphar‘l
de X y se notara G{X). GiX) e n alegebra de Banach conmutativa

que por [7; Proposicion 1.7]

las L-proyecciones de un espacio de Banach conmutan entre si.

Definicion 2.2.
un espacio de Banach y u € X con llull = L El par
(X,u) se llamara espacio de range numeérico. Un estado de (X,u)
(estado de X si no hay lugar a confusién) es un funcional lineal y
continuo x’ sobre X de norma uno tal que x'(u) = 1. Denotaremos
por D(X) el subconjunto de X' formado por todos los estados de
(X.u), el cual es un subconjunto no vacio, convexo y w*-compacto
de X'. Un estado puro es un punto extremo de D(X).
Dado x en X definimos el rango numeérico de x como el conjunto
¥ix]l = § x'ix

un subconjunto no vacio, convexo ¥ compacto del cuerpo

Para X complejo diremos que x €s hermitiano si Vlix} ¢ R.

; i S Yy e e giess e dad
| as algebras normadas unitales (alge bras normadas con unide

espacios de rango numerico,

de norma uno) se veran siempre €Omo

M 3 L - H - i
con elemento distinguido la unidad.




Notas 2.3.
(i] . Desde wun  punt '

de un  punt geometrico el modo en que
aparecieron las a parti
a partir
del concepto de normada
ompleta unital 4 se llama V-dlgebra si ( + iH(A)
elementos
Sl A es una V-dlgebra, la aplicacion
h-ik (h,k € H(A)) es una involucion de espacio

sobre - Es bien conocido el teorema de

Vidav-Palmer [9] asegurando que:

las C*-algebras con unidad coincide con
-algebras asociativas.
Este resultado sigue siendo cierto si cambiamos
“e®_ Sloebras”  por @ "JB*-dlgebras’ ¥ "asociativas" por

“Jordan” [38]., [53] y 162]. De este modo el concepto de

V-algebra proporciona un punto de vista unificador para

el estudio de C*-algebras Yy JB*-algebras. La siguiente

involucion

5

~uestion se plantea naturclmente: £es la

natural de una V-algebra multiplicativa? [a respuesta

o= dada en [50] probandose que:
V-algebras no-asociativas

de las




nmmutativas con unidad.

no conmiutativas

ralizacion de las

IB*-algebras.

IB*-algebra

segun
visto anteriormente, -algebra y, por tanto,

Como quiera que las

(donde L
x

spectivamente, los operadores

y derecho por x) son isometrias

unidad, para a en Sim(4)

podremos concluir que ta como R son operadores
a d

suponemos jue A tenga unidad,
<1 unitizacion A, que si que sera
nmutativa unital (ver Ejemplo
Sim(A) entonces a € Simml] fen

son operadores hermitianos sobre ,41

\anto, sobre A.  Asi

\ es cualquier JB* _4lgebra no comnutativa y a es un
z'f!'_’Hp'Hr.i H.”H“!‘f‘."c'ﬂ de

por a Son operadores hermitianos.




Definicion 2.5.

Ejemplo 2.6.

Fn [43; Teorema 4.3]

proyece lon de X

M® denotara

nombre de M-ideal

Banach subyacenle a una

coinciden justamente con los

una JB*-algebra no conmutativa

.xclusivamente del espacio de Banach

permite obtener, por

ideales cerrados de una

que por [7; Proposicion 2.9]




ENTROIDE DE LAS

M un M-ide suyo,
entonces Ladeal e y ’ i
( : ieales d M son precisamente los M-ideales

de

tendremos como consecuencia ques

una JBx-algebra no conmutativa e un ideal
suyo, entonces los ideales cerrados de son

cisamente los ideales cerrados de A que estan contenidos

Proposicién 2.7 ( [7; Proposicion 2.3]

Los M-ideales estan R-determinados. Mas concretamente: si X
es un espacio de Barach complejo y M un subespacio suyo, entonces
M es un M-ideal de X si, y sélo si, M es un M-ideal de XL‘R , donde

X, denota el espacio de Banach real subyacente a X.

Definicion 2.8.

es -l

espacio de Banach denotaremos por BY la bola

unidad cerrada de X ¥y por <‘,\(HX‘ el conjunto de los puntos

' o : notara el mayor M-ideal de
extremos de If.\_ i lrado xoen X, Mx' denotara el may

X contenido en Ker(x') (la existencia de un tal M-ideal viene

garantizada por [7; Nota 2 Pag. 38], ya que cada subespacio

ide: 5 M-ideales
cerrado de X contiene un mayor M-ideal). Lo Weieaics




primitivos del espa e
| ran, por definicion, aquellos

.'\1 ill"‘li"'u (i" l-l T.f”'”I' : ;
ol : LA I ",'\w": ). ‘ con i (9] =
l .\,. !l I._:””‘ l

los M-ideales ]JI'[HHTE\.nn de X deni ra pot Prim(X) v en éste se

i g d : )

considerara la ilamada topologi estructural [7; Seccion 3.E]
! ¢ ‘ ] - . )

CUyos conjuntos cerrados son s conjuntos de la

hold) = ; PrimeX)s e 1)

siendo I un M-ideal de

Ejemplo 2.9.

Por [43; Lema 6.5] sabemos gue
ios M ideales primitivos del espacio de Banach subyacente a
una Cx-algebra son precisamente los ideales primitivos

(en sentido algebraico) del algebra.

Nota 2.10.

Recordemos la relacion existente entre los M-ideales

primitivos de un espacio de Banach v los de cualquier M-ideal suyo

descrita  en [l; Proposicion 3.5(b)] para el caso real

trasladable sin dificultad al caso complejo gracias

R-determinacion (Proposicion

si Y es un M-ideal de un espacio de Banach X, entonces

ooy et de e Un homeomor fismo del conjunto abierto

Prim(X \h(Y) sobre Prim( bl




CENTROIDE DE LAS JB*-ALGERRAS

Seguicdamente identificaremos los primitivos del
L LVOS (&

espacio de Banach subyacente a una JB*-algel no  conmutativa

N s o 4 % :
Para ello introduciremo: los  conceptos factor 'y  de
representacion factorial.

Comenzaremos por el origen:

Definicion 2.1l.

Un JB-factor sera una JBW-algebra sin mas ideales w*-cerrados
que los triviales. Un JB-factor de tipo I sera un JB-factor que
contiene proyecciones minimales.

Recordemos que los idempotentes (elementos m tales que n’=n) de
una JB-algebra son mas conocidos con el nombre de proyecciones.
Recordemos tambien que, a seme janza con el orden usual considerado
para los elementos simétricos de una C*-algebra, en una JB-algebra

A se dispone de un orden natural cuyo cono positivo viene dado

por {;f2 . a € Ay (véase [27: 3.3.3]). Este orden, sobre las

proyecciones, viene caracteriado por
g <n eman =n (para w Yy n' proyecciones de A).

El significado de proyeccion minimal debera ser por tanto claro;

minimalidad sc enten jera en el orden antes mencionado.

Una representacion factorial de una JB-algebra A sera un

3 sobre A g hr: *_densa de un
homomorfismo del algebra sobre una subalgebra w densa

JB-factor . =t este IB-factor &5, de hecho, de tipo la

rvp['r“,r-m;u'inn se dira de tipo 1.




IB* -ALGERRAS

Ejemplos 2.12.
Es bien conocido [27]

siguientes JB-algebras son. de

hecho JB-factores de tipo I:

(i) La JB-algebra M° dei Ejemplo 1.25(iii).

factores spines’ del Ejemplo 1.25(iv),

la JB-algebra Sim(BI f\””] de los operadores autoad juntos

sobre un espacio de Hiibert sobre K, donde K =R, C 0o

H [(Ejemplo 1.25(ii)).

Ademas por [27; Corolario 5.3.7 y Teoremas 5.3.8, 6.2.3 y
7.5.11] los anteriores son los unicos ejemplos de JB-factores de

tipo 1.

['s también bien conocido el hecho de que toda JB-algebra A

posee una familia fiel {cﬁi.}l_p_\ de representaciones factoriales

de tipo 1 [2; Proposicion 5.6, Corolario 5.7 y Proposicion 8.7].

Por tanto, si llamamos A, a los correspondientes JB-factores de
i i
homomorfismo inyectivo ¢ de la
£

o o
IB-algebra @, A, definido por
' : ied i

representacion, tendremos un

JB-algebra

como cualquier

2) = 5 Le sera isomeétrico
¢((l) = ((pl{d})lE\ qu

IB-algebras [27; Proposicion 3.4.3]

homomorfismo inyectivo entre




CENTROIDE DE LAS JB* ALGEBRAS

(v recordemos aque
y recordemos que n mas JB-factores de tipo I que los ya

descritos anteriormente)

Definicion 2.13.

Una JBW®-algebra que no contenga mas ideales w*-cerrados que
los triviales se llamara JB¥-factor, y un JBY-factor que contenga
proyecciones minimales se llamara JB¥-factor de tipo I.

Una proyeccion de una JB*-algebra, o bien de una JB*-algebra
no onmutativa, no es mas que un idempotente simétrico. Como
quiera que el conj . 105 elementos simétricos Sim(A) de una
JB*-Algebra, o una JB"-algebra  mno conmutativa, A, es una
JB-algebra (Ejemplos 1.27(ii) ¥ 1.29(vii)), dispondremos en éste
de un orden natural cuyo cono positivo viene dado por
{a : a € SimlA)} = {a%a : a ¢ A}. Frecisamente en este orden se
entendera la minimalidad de las provecciones.

Una representacion factorial de una JB*-aigebra / sera un

i St Alaakr S 4
*_homomorfismo del algebra A sobre una subalgebra w*-densa de un

B =factor; ¥ 5l csic IB*-factor es, de hecho, de tipo 1 la

representacion factorial se dira de tipo I.

Ejemplo 2.14.

(i) Utilizando el I jemplo 1.27(v), no es dificil comprobar

o4 e de 11 entre ié!!—j
que la carrespondencia natural de Wright ntr

? . 8 ilaehrae  aplica los  JB-factores
IB-algebras ¥ las JB*-algebras apll




obre 05 . .
; ol obvio que un JB-factor es

de tipo I e e Vi
! b omplexificacion.

Ademaias, las Fepresentad

' ctoriales (resp.:

representaciones factoriale de de una
JB*-algebra £ inducen, por restriccion del dominio y
el 1 ANEO, representaciones factoriales (resp.:
representaciones factoriales de tipo 1) de la JB-algebra

SimiA).

FEl calculo de la JB*-complexificacion de los JB-factores
de tipo 1, descritos en el Ejemplo 2.12, nos permite

obtener todos los JB*-factores de tipo L

La JB*-algehra M°(C).

{as JB*-alpebras BL(H), donde H es un espacio

de Hilbert comple jo.

fae TBtoaleectras (FeBiEy Fj - F ) fdode
H es un espacio de Hilbert complejo y i es una
con jugacion (cperador con jugado-lineal isométrico e
involutivo) una anticon jugacion (operador
isomeétrico ¥ anti-involutivo)

con jugado-lineal

sobre H.




CENTROIDE

i : . Sl
ladraticos cuya Aescripcion

pitulo V.

1o A ke 3 1
lgual que sucedia para las JB-algebra: también para una
| G iy
JB*-algebra A4 tenemos un *-homomorfismo inyectivo ¢ de A en
la £ -suma de ui “amili / : ac i
. n le una familia {.1{}{ 5 de JB*-factores de tipo L
: < 2 e ;
Dicho -homomorfismo  ser; automaticamente isometrico como
cualquier *-homomorfismo invectivo  entre JB*-algebras [61;
o - v ]

Corolario 1.4], y su existencia es una clara consecuencia de la

orrespondencia de Wright y lo va sabido para JB-algebras.

Definicion 2.15.

Una JBW*-algebra no conmutativa que no contenga mas ideales
w*-cerrados que los triviales se llamara JB*-factor no conmutativo
o simplemente factor. Un factor que contenga prcyecciones
minimales (en el sentido ya explicado en la Definicion 2.13) se
llamara factor de tipo I.

Una representacion factorial de una JB*-algebra no

conmutativa A sera un *-homomorfismo del algebra A sobre una

subalgebra w*-densa de un factor, y si este factor es, de hecho,

de tipo 1 la representacion factorial se dira de tipo I.

Ejemplos 2.16.

Fn  [44) se describieron perfectamente !0s factores de tipo

I los cuales resultaron ser los siguientes:




La IB*-algebra M°(C).

Las JB"-algebras no

onmutativas  (BLUNYY. donde H

es un espacio de Hiltbert complejo y Ael0,1].
IB*-dlgebras  { F e BLIH): (F | =F donde H
un espacio de Hilbert complejo

conjugacion o una anticonjugacion  sobre H.

los JB*-factores no conmutativos cuadraticos, cuya

descripcion sera tecordada en el Capitulo V.

También en [44; Teorema 1.2] se establece para cualquier
JB*-algebra no conmutativa A, como en los casos "JB" y "JB*', la
existencia de un *-homomworfismo inyectivo (y por tanto isométrico
[43; Proposicion 2.1]) de A en la Fm—ﬁuma de una familia {Ai}ieb
de JB*-factores no conmutativos de tipo L

Ya que por [27; Proposicion 7.5.2] los "factores asociativos
de tipo 1" (W¥-factores de tipo [) no son otros que los de la
forma BL(H) con H espacio de Hilbert complejo, se sigue que el
concepto de representacion factorial de tipo I constituye la
extensi6én natural a nuestro contexto no asociativo de las
irreducibles de las (C*-algebras. Mo seria

representaciones

: g i - los ideales
descabellado pensar por tanto en que, al igual que lo ideales

L ! s i L (*-3lgebra son
primitivos (en sentido algebraico) d e uEED
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nucleos e : .
irreducibles de ésta los

corazones de 1%
maximales-modulares de una

IB*-algebra no conmutati

va deberian coincidir con los nucleos de

las rerpresentaciones factoriales de tipo de ésta, Nuestra

3 et Sk S 3 Y 1 i 2
primera aproximacion en esta linea ia da el siguiente resultado:
Teorema 2.17 ( [44; Corolario 1.13] ).
Sea A una JBX-algebra no conmutativa. Entonces los M-ideales
primitivos del espacio de Banach subyacente a A son justamente los

nucleos de las representaciones factoriales de tipo I de A.

Proposicion 2.18.
El nucleo de cualquier representacion factorial de una

JB* algebra no conmutativa A es un ideal primo.

Demostracién. Sea ¢ una representacion factorial de A y
supongamos que - son ideales de A tales que
g : 5
1

I1 c Ker(¢). Es bien sabido que (1) 'y ¢”z) no tienen por
2

qué ser ideales del factor de representacion B, pero lo que si es
oot I

. e * r
que los cierres en la topologia w* ¢(I) ¥ { 2)

claro es
w* —W
si que son ideales de B, y ademas (ﬂff]] (ﬁ'“‘] =0 por lo que

w*

otl ) =0 [y por 1tanto Ichr?:‘(qS)), o bien

claro que ;

I c Ker(¢)), lo cual demuestra nuestra

s

por tanto

afirmacion.
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{ o S cariaTA :
omo consecuencia de los dos resultados anteriores tendremos

Proposicion 2.19.
Si

A es una JB*-algebra no conmutativa entonces Prim(A) es un

subcon junto denso del conjunto B(A) de los ideales primos y

Demostracion. El Teorema 2.17 junto con la Proposicion 2.18
nos garantizan ya la inclusion Prim(A4) c B(A).
En cuanto a la densidad basta con tener en cuenta que para
cualquier espacio de Banach X se tiene que
i} Prim(X) ¢ p{Berlx’) x° € ex(!?x,)} = {0},
donde la ultima igualdad es una inmediata consecuencia de los
teoremas de Banach-Alaoglu y de Krein-Milman. Asi Prim(X) sera

denso en B{4).
|

Definiciéon 2.20.

Sea X un espacio de Banach. Un operador lineal y continuc f

>

; o s ¥ ei cad: ' € ex(B
de X en si mismo se llama multiplic ador de X &1 cada ¥ £ ext X')

t i .
1 ~ = act { g
es un vector propio para el operador traspuesto f ce F. E

decir, si existe una funcion

ex(B )
)x(!‘\,.
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2
Lo anto
denotara  por

Para f € Mult(X) diremos que g € Mult(x) es un adjunto para f

son adjuntos para f sera x’

i S el ’ .
nsecuencia Ian{(n(g,l }'.-‘] Cpikerie'h e e:\[};x_)} = Q,

gle Serd g i En consecuencia el adjunto de un
licador (caso de existir) esta univocamante determinado.
Definimos el centralizador, Z(X), de X como el conjunto de
aquellos multiplicadores de X que poseen un adjunto (notese que
Z(X) = Mult(X) para X real). En [7; Proposicion 3.10] se comprobd

que 7Z.1X), para X complejo, tiene una estructura "natural” de

C#*-ilgebra conmutativa. También se vio en [7; Teorema 3.13] que:

t '
si X es un espacio de Banach y f € Z(X) entonces f € G(X').

Ejemplo 2.21.

Dineen y Timoney demostraron en [18;: Teorema 2.8 ¥y

Proposicion 3.9] que:

el centralizador del espacio de Banach subyacente a una

JBx-algebra A coincide con el centroide de A.
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\1‘1'!‘!“ il e « ' i lns
pena observar que la definicion de centroide de una

JB*-algebr / ; : .
i dada en [18] (a saber, el conjunto de elementos de
(4 que son continuos) coincide con la nuestra puesto que, como

anulador ero, - todo - centralizader en

automaticamente continuo.

£ Fio {
Mas adelante (Teorema 2.26) veremos que el resultado de
Dineen y Timoney antes: enunciado es también valido para

JB*-algebras no conmutativas.

Proposicion 2.22.
Sea X un espacio de Banach complejo, f un centralizador de

un operador hermitiano sobre X. Entonces gof = fog.

i : it e
Demostracion. El operador traspuesto de g, g, es también un

operador hermitiano sobre X' luego conmutara con toda L-proyeccion

de X' (Proposicion 2.4), y por tanto conmutara también con todo

elemento del algebra de Cunningham de X' Como quiera que

1

Fhe i) (vaack el final de la Definicién 2.20), podemos afirmar

1 t -
que g y f conmutan y que, Dot tanto, g Y f conmutan.

ling  de los principales resultades en  la  teoria de

M-estructura es un teorema del tipo Dauns-Hofmann pero justamente

i s «t4 explicitamente establecido
para espaclos de Banach. Este esta explicitamente €

| : s £ ~oduccionl], y para el
para &l casp real en [I; Teorema B de la Intr L
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‘-un”n}v.]()‘ que que  no ocupa, queda establecido de

forma un poco mas ambigua en [B; Teorema 3.13(ii) v comentarios

posteriores a la Proposicion 3.17L enunciado puede ser el

siguiente:

Teorema 2.23.

Para cada M-ideal primitivo J de wun espacio de Banach
complejo X y cada elemento f en el centralizador de X, existe un
unico numero comple jo _f‘-'(J) fal gue () = _;"(J)x € J para todo
x en X, y la aplicacion ft \_f'm establece un *-isomorfismo de Z(X)
sobre la Cx-algebra Cb€ Prim(X)) de las funciones comple jo-valuadas
continuas y acotadas sobre Prim(X) dotado con la topologia

estructural.

Este teorema adquiere un significado especialmente relevante
en el casoc de ser X el espacioc de Bamach subyacente a una
JB*-algebra A. En este caso el centralizador del espacio de
Banach X coincide con c: centroide de A (Ejemplo 2.21) por lo que
obtendriamog un teorema de Dauns-Hofman “geométrico” para

JB*-algebras:

si A es una JBx-algebra, las Cx-algebras T(A) y Ch(I‘r'im(H‘I))

son *-isomorfas.

B R Teore ? que, yara una
Téngase en cuenta ademds (Teorema A7 g e




lll’

sentaciones

2.24.

Entonces

un algebra prima.

elementos de [(A) tales que

fld)gld) = (fg)AA) = 0, y como

quiera que f(4; v glA} son ideales de 4 v A es supuesta prima
tendremos que f(A) = 0 y en conses siE ), o bien g(d4) = 0 y

J

algebras asociativas

¥ CC itativas primas, como es €l caso de . Asi T(A) es una

unidad 'y, en consecuenciu

Proposicion 2.25.

A una JDB*-algebra para cada

cada

a todo a en A
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Demostracion.

(O S| M A
omo cualquier ideal cerrado de A, J es una

IB*-algebra no o :

: : a no 3 y I :

o O conmutativa 'y por tanto J = G De este modo
y tendremos asi definida una aplicacion
J en A/J que claramente pertenece a

b s o . ' ¢ Sp 5 .
Puesto que A/ » una JB*-algebra no conmutativa prima

sera . LAl T) = € ' la existenci o ;
1 A/, i existencia del nimero complejo f~(J)

nuestra afirmacicn estd, de este mcdo, asegurada. Respecto a
1a unicidad anunciada, si @ y 8 son numeros complejos taies que
fla) - @a e J v fla) — Ba € . VY a € A, obtenemos, sin mas que
restar ambas expresiones, que {a - B)Ja € J ¥V a € A. Esto muestra

que & = B por ser J un ideal propio de A.

Usaremos el anterior resultado en combinacién con la
Proposicion .22 para obteper la ya anunciada extension a
IB*-algebras no commutativas del resultado enunciado en el Ejemplo

2,21

Teorema 2.26.

Sea A una JR%-dlgebra no conmutativa. Entonces Z(Aa) = T(4).

i : EatE L
Demostracion. Para a € Sim(A) los operadores

i ! i ; yperadores ermitiancs
de multiplicacion por y R _ son operadores hern

sphie 4 Notz 230100 V0 RO tanto, conmuta con ellos

ici - i = : g amtaniera de A
(Proposicion  2.22) Si a es ahora un element cualq i

o bk e Siml( 4 v en vista de la
l;.,:iw”‘l(_\'-; poner ik oono bk Sim(A4}, )




3% AL GEBRAS

anterior ch OrVaclion

identica forma se comprueh
! 3¢ compruel [ conmuta de este

modo con todos los operadores de multiplicacion, lo cual nos

garantiza que € I'(A), v tenemos asi demostrada la inclusién

Z(4) < T4l

» [ fe d 3 - et g . ol
Para ver la inclusion contraria sea f & T'(4) v supongamos que

extB ..). Puesto que el M-ideal primitivo M , es un ideal
: a

primo cerrads (Proposicion 2.19), el resultado anterior nos
garantiza existencia de un numero complejo
tal que

a la'la e M, VYV a € A
a

I

Como M , ¢ Ker{a'l podemos concluir que para a en A es
a

0 a'(fla) - ,1f_(-s').'r) a'(fla)) - ala')a’(a) y asi

a'(fla)) = f'if{;}"..-'i'(,-al - a € / 3 consecuencia

égio pare cuziquier a -de ex '._ , lo que demuestra que
f € Mult(A4). Para ver que f es, de hecho, un centralizador del
espacio de Banach subyacente a A bastara con encontrar
g e Mult{d) tal que .1)' =0 Comprobemos que este g
: J
justamente el que cabria  esperar, [ Lo antes hecho para f

i e una funcion
hagamoslo par f¥ para wootenc ‘ l

tal que

i s 2 o O 3
W a' e exiB ;). Como M , \para a € s un ideal cerrade
; i o a

de A sera *-invariante (F jemplo 1.29(iti)) v, tanto




la'la'(a¥)

e

= ex(B
& r\cl_].).

Sera entonces

Nota 2.27.
amac d ; : DRI R et
Hemos dado una demostracion completa del Teorema 2.26 ya que
su- iprincipal - ingrediente, « saber - la - Propesicien: ' 2. 25 se
o S5 o
necesitara esencialmente en loc que sigue, No obstante el Teorema
puede deducir facilmente de su precedente conmutativo
(Ejemplo 2.21) como sigue. Puesto que para una JB*-algebra no
- s r + + H 3
conmutativa, A, es Z(4) = Z(A ) ya que A y A coinciden como
; i & F + e prd
espacios de Banach, y ademas Z(A ) =T(A) (Ejemplo 2.21),
+

bastaria con demostrar que (A ) = I'(4) para obtener el anterior

teorema. Comprobemos que efectivamente

; + -
para wina JB¥-dlgebra no conmutativa A es (A ) = (A

+
Je e

Demostracion. Desde luego la inclusion I(4) c (4
ofrece duda. Para ver la inclusion contraria observese que, para

una derivacion del algebra

Ll

+
al centroide del algebra A pues

(Dof - foD)a-b) = (Defia-b) - (feD)a-b) =

F(D(a-b)) = Dla-f(b)) - f(Dla)-b + a-Dib)) =




Dta)-f(b) + a-D(f(b)) Na): fib)-a- f(D(b)) =
a:Difibl)~a - FlDIb) = a-{ D)b) = a-|D, Flib).

Puesto que para cualquier a en I algebra A4 Ila

#
a

146]), tendremos que, para
una derivacion continua de la C*-aleebr: onmutativa

virtud del teorema de Singer-Wermer [8; Teorema 18.16]

un algebra de Banach conmutativa y D

aplicacion

0D b =3 lahb) = ab ba leriva ge A (ver [56: Pag.

es Una

derivacion continua de A, entonces D(A) esta incluido en el

radical de Jacobson de

I

la bien conocida semisimplicidad de las C*-algebras,

asegurar que esta derivacion es nula. En consecuencia

flla,bl) = la,f(b)] ¥ ab € 4,
o lo que €s lo mismo
flab - ba) =
Teniendo en cuenta que por Ssel

flab + ba) = aflb) + fibla ¥ a,b
obtenemos, sumando ambas expresiones que

flab)

flbla ¥ a,b

lo que demuestra que f e (4.

podemos
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il \]ll!!'[lil![' l'eorer ooy A :
Lelng - Junto o il Teorema: 2.23 nos

ermiten extender ;
| ler al « onmutaiivo el ya comentado teorema

de Dauns-Hofmann "geome !
Hofmann "geomet: para JB*-algebras no conmutativas:

es  una: JBx-algebra

no

n conmiutativa, entonces las

~algebras T(A) vy ("& Prim(A)) son *-isomorfas.

El anterior resultado constituye ya una extension del clasico
teorema de Dauns-Hofmann para C*-algebras. Basta con tener en
cuenta que, como se dijo en el Ejemplg 2.9, para estas, los
M-ideales primitivos de su espacio de Banach subyacente coinciden

con los ideales primitives algebraicos.

Desafortunadamente no sabemos si los M-ideales primitivos del
espacio de Banach subyacente a una JB*-algebra, equivalentemente
los niiclieos de las representaciones factoriales de tipo 1 (Teorema
217). coinciden con los corazones de los ideales internos
maximales-modulares, lo cual nos daria ya, en vista de lo

anterior, el tecrema de Dauns-Hofmann para JB*-algebras que

anunciabamos. Comprobaremos mas adelante (Proposicion 2.30), sin

LS X e 1s e, subvacente a
M-ideales primitivos del espacio d Banach subyacente

i . ativ .on corazones de ideales
itna JBx*-algebra no conmutativa son corazorie f

e

internos maximales modulares del dlgebra.
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lo cual hace peneas ; i .
pensar ¢ & siguiente  conjetura no es en absolito

descabellada, maxime si tenemo nta el comentario previo al

it L p W %
leorema 2.17 ‘aunque no hemos probarla);

o i > » e a3 P :
los M-ideales primitivos del Banach subyacente a
una JB¥-algebra no conmutativa coinciden justamente con los

corazones de los ideales internos maximales-modulares del

algebra,

Asi, para obtener nuestra deseada descripcion del centroide
de una JB*-algebra no conmutativa a la manera del teorema de
Dauns-Hofmann para C*-algebras tendremos, todavia, que realizar un

esfuerzo adicional.

Recordemos que, para una JB*-algebra no conmutativa A4,
obteniamos (Proposicion 2.25) para cada ideal J en BlA) y cada f
en T(A) un tnico ntemero complejo f~(J) tal que fla) - f (J)a € J

VY a € A Veremos seguidamente el buen comportamiento de las

aplicaciones . £l o 3 f

Proposicion 2.28.

Sea A wuna JB¥-algebra no conmutativa r A cualquier

subcon junto de ((A) conteniendo a Prim(A). Entonces, para ¢ ida

n A v cada f en ['CA) existe un tnico numero complejo f (J) tal
{ (s Fi V, ) 2 -

Fifado I la

3 - I-J =
que fia) = fl0)a € J para todo a en
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aplicacion f : . ) de 'n C es '
I 1 i de A en C es continua y acotada, y la

aplicacion S un isomorfismo de la Cx-algebra I'(A)

sobre la Cx-algebr : ) lag :
( ilgebra C (A tas funciones complejo-valuadas

continuas y acotadas sobre A.
Demostracion. lLa existencia del numero complejo f (J) esta

garantizada por la Proposicion 2.25. Demostremos ahora que, para

f en T(A), f es continua sobre (4) ( y de este modo sobre A).

Sabemos que

cada M-ideal de un espacio de Banach es la interseccion de

los M-ideales primitivos que lo contienen
[Demostracién. Ekn [1; Proposicién 3.5 a)] se demuestra para
el caso real, ¥ para el caso complejo basta con aplicar la

Proposicion 2.7.],

¥ oignE gl v J estan en [3(A) con J1 C J2 se tiene que

flal = ¥ lJl)a € J1 N A y por tanto f [Ji) = f (Jz)'

e

Como consecuencia de estos dos hechos tendremos que sl ( es

cualquier subcon junto de C se tendra que:

ikt € PrimiA)y F i) s C} = (RS € g(4): f (1) € C}.

Sea pues cualquier subcon junto cerrado de L

/ e ] |« sea
comprobemos  que £oolG) es cerrado en  B(A). Para ello,

]l(‘) = hull{ker(f : iH']ll y veamos que
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un elemento de B(A) con (s e BLAR: F (0) £y e

Prim(4) tal que ; SR e i
r il que ‘]t} S Sabemos que f (J'L)] f ”()j' por lo que

bastara co “ . ;
e mon prota quiera que por los

leoremas 2.23 v ‘ ]
eoremas  2.23 y PrimiA) y por tanto el

conjunto {I € Prim(A): f (1) e L e rrado en Prim{A), y dado

que

IVt = Frimisl: F 00 e CF m ol € B4 F L0 e C8 ¢ F ® ]
0 0

sera In € [F il’r‘iml-'ll)ril[-)' y tendremos finalmente
Asi f " es continua sobre BLA).

Veamos ahora que f esta acotada sobre g(A4) (y por tanto
gsobre  A). Sea J en f(A) y a' en A’ con lla'll =1 tal que
it Ker(a’). Entonces fla) = f (J)a c Ker(a") Y ae A asi
0 = a'lfla) - f (Na) = (a’sf - f (J)a'a) V¥ a € 4, y por tanto

= 7 {hat Ast [E (I = %F (318%) = Wa'efR = IiFU, ¥y Serd
por tanto |f (J)| = Ifll (y ésto para cualquier J en B(A}), lo que
demuestra que fﬂ esta acotada sobre B(A4).

Finalmente, consideremos la aplicacion ¢:f +— f"“\ de T(A4)

> (A). ol los Teoremas 223 'y 2.26 la eplicacion

£ es un *-isomorfismo de T'(A) sobre C_(Prim(A))
2 Primid) b

denota el *-homomorfismo inyectivo de (,b[/\) en

densa de Prim(4) en A

C (Prim(A)) inducido por la inclusion
}D

(Proposicion 2.19), tendremos claramente que 9".{‘(“6 = ('61'
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.

C PrimtAa))
b

Por tanto ¢ es un *-isomorfismo de T(A4) sobre

concluye la demostracion.

Estudiaremos seguidamente la relacion existente entre los

M-ideales primitivos del espacio de Banach subyacente a una

JB*-algebra no conmutativa y los corazones de sus ideales internos

maximales-modulares. Obsérvese, Teorema 2.17, que los M-ideales

primitivos del espacio de Banach subyacente a una JB*-algebra no

conmutativa coinciden con los mnucleos de las representaciones
1

factoriales de tipo | del algebra, lo cual nos hace recordar los

trabajos de L. Bunce para JB-algebras, [12, 131

Siguiendo los resultados de [12] v [13] obtenemos:

Lema 2.29.

Si A es una JB-algebra con unidad v J es el nucleo de una
representacion factorial de ti e A entonces J es el corazon
de un ideal interno maximal

i

Demostracién. Se observo en (13: Seccion 2] que:
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Bl e nicleo de una representacion factorial de ff!)(} |

3 0 i 2K . :
de una JB-dlgebra on unidad, existe entonces un estado

cerrado de A

contenido en Ker(a')

¥ par otra parte en ll?_] fue observado quie:

una JB-algebra con unidad y a' un estado puro de A,
conjunto I = { a € A: a’'(a’) = 0 } es un ideal

maximal de

Sea pues J como en nuestro enunciado. Existira entonces un
estado puro a’ de A tal que J es el mayor ideal cerrado de A, de

hecho, el mayor ideal de A por tener A unidad, contenido en

. e
Kerla ) Ademas el conjunto = {ae fkala’=0} e ud

leal interno cerrado maxima . A, de hecho, un ideal interno

1

maximal porque tiene  unidad. Sea a € J, entonces

Ker{a’). y as{ a’la’) = 0, lo cual nos muestra que Je I

sabido ademas por [27; Lema 3.6.2(ii)] que

de A,

. s L A > ‘
una JB-dlgebra con unida estado

)

entonces =g ooy

nuestro caso tendremos e I,

¢ on concesqencis 1 € Revia').  YOEBOR QS
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el corazon , :
) e otro ideal de 2 ntenido en

I S 1(“[“““1 “ \ :
5 fdra: que o d- e Kenta') oy omo  diiera a
i v COINO juiera que A era el ma_yu:‘

li“l ﬁi\ 1 ) ”l\l ‘
1 L { I }"\ 'l ) e emao . ) en
€ 1 I { ll < ](‘ .
te

modo J es e del ideal i i
odo J es el corazon del ideal interno maximal-incdular I.

Proposicion 2.30.
p PR ) ¥ *
Para wuna JB¥-algebra no conmutativa A tenemos que

Prim(A) c Cor(A) c B(A).

Demostracién. Segun se vio en la Nota 1.23 del capitulo I
Cor(A) ¢ B(A) para cualquier algebra de Jordan no conmutativa
normada y completa.

Para ver la inclusion Prim(4) c Cor(4) téngase en cuenta que,
por definicién, los ideales internos maximales-modulares de A

. . +
coinciden con los de A y, ademas, son cerrados, por lo que los
. i . ’
corazones de éstos (relativos a A4 O 47) también lo seran. Lo
anterior nos permite afirmar que los corazones de los ideales

se pueden obtener

+
internos maximales-modulares de . o de A

+ : s
como los mayores M-ideales de / / contenidos en €stos.

Pero, como los M-ideales dependen solo del espacio de Banach

subyacente, s€ tiene que:
+
Cor(A) = Cor(A ),

para una JRB*-algebra no conmutativa 4 e:
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y dado que evidentemente Prim(4) = Prim(4"),

;ar--lT‘rI]’](w ';|]]5r}'[|r'.?' '1”,.

es conmutativa. Sea pues J un M-ideal primitivo del espacio de
Banach f%lll]}-\]\‘{‘“[‘- a la JB* ‘li‘.\"'."T'-t A Debemos demos e s : i

s SR e g i :
el corazon d un Ltlr\ll maximal 111!1‘[‘}!.!}‘ de 4. H‘ll)l)[]j_)d”'](]f;

primeramente que A4 tiene unidad. ‘Clamos anteriormente J

nucleo de una representacion factorial de tipo I, m, de A4

induciendo, por restriccion del dominio v el rango,

entacion factorial de tipo I, n~ , de la JB-algebra con
Sim(4) (Ejemplo 2.14(i)). Por el lema anterior Ker(m| es
ideal interno maximal-modular I de la JB-algebra
Puesto que de forma inmediata I + il es un ideal interno
existira un ideal interno maximal M de A
(maximal-modular pues A4 tiene unidad) con I + il ¢ M. Sim(MnM?*)
ideal interno propio de Sim(A4) conteniendo a I, luego
SimMnM*) = I por a  maximalidad de: [, r de este modo
MAM* = I + il. Comprobemos que J es el mayor ideal de 4 contenido
en el ideal interno maximal-modular M. Sea P el corazon de M que
sabemos es cerrado y por tanto *-invariante Claramente
J = Ker(m) = Ker{n~) + iKer(n~) ¢ P ¢ MnM* = I + il,
por tanto Ker(m~) c Sim(P) ¢ I, con lo que Ker{n~] = Sim(F) y en
onsecuencia J = P.
Para finalizar la demostracion supongamos que £ na  tiens
unidad. (Consideremos entonces la unitizacion

5 i Ege 29 {v Si  recordamos
nueva JB*-algebra (vease €l Fjemplo 1.29(iv)). I

i ; nrimitivos de
ahora la relacion exictente entre los primitiy !




CENTROIDE DI

ALGEBRAS

espacio de Banach v I
A descrita en l|a
A\.-H*‘l .‘.l“ Mk‘h'll“”“‘-
tal que

do= e Por la
1 es el

corazon (en A.) de un ideal

1

interno  maxi > :
de 4. Ya que

claramente M A, existe un
i

aoen l ¥y por la Nota

1.16 M nA es ide HE AL :
l 1 A es un ideal interno maximal-modular A cuyo corazen es

tan esperado teorsma tipo Dauns-Hoimanun para JB*-algebras

.

ra directamente de las Proposiciones 2.28 y 2.30

Teorema 2.31.

Para una JB*-algebra no conmutativa A, las C*-algebras I'(A) y
Ch{("wr(.-lii son *-isomorfas. Concretamente, para cada J en Cor(A)
v cada f en [(A), existe un unico numero complejo f~(J) tal que
f(a) - f~(J)a € J para todo a en A, v la aplicacion f - [~ €5 UR
¥—isomorfismo de T(A) sobre la Cx-algebra Ch(Cor(A)) de las

funciones comple jo-valuadas continuas y acotadas sobre Cor(A).




una

importancia de

pio Martindale en

de Lie de los

-05  extendieron
pronto  se
ambito no

{211, quienes

centroide




extendido

Baxter

Martindale raliz ;
idate raliza [6] introduciendo el

H‘[]IPP’H clt centroide 1o 1s0ciativa
Lt das5 e as

semiprimas

centroide extendida 2 resultado ser muy util
la estructura de lasg bras primas,

cntroide extendido resulta ser un cuerpo extension del

ecialmente  interesante el hecho de que el

al cuerpo base en cuyo caso el

lamara cen coirada ). £l lector puede acudir

a [36], [22] y [16] para ilustrar la utilidad antes mencionada del

centroide extendido.

nuestro ambiente de algebras  normadas
destaquemos | trabajo de M. Cabrera y A. Rodriguez, quienes
[15] un estudio sistematico dei centroide extendide
ilgebras rmadas semiprimas. M:is adelante tendremos
'

yportunidad de recordar y usar la reformulacion del concepto de

entroide extendido que estos autores ohtienen en [15; Teorema 1]

e 1 g b A s o e
Destaquemos  también el trabajo de P Ara [4] en el au

3 . o i By
leser o~ion del centroide extendido de una | algebra.

.llti“]}" LR & e Sl

T > 2 co pctablece glue
oncretamente, en [4; Teorema 2.3] ce estable i




T " ;
CENTROIDE EXTENDIDO

troide extendid de y 9’
i S el 8 ldentico’ al
denota la

de - o R A : ) ¢
juntos  abiertos 'y densos del

primitivo de / )
| i O :
2) denota el digebra de las

funciones . F e 3 vali :
funciones comple jo-valuadas continuas sobre Q

consecuye 1 1 e f deceri 1 1 1
onsecuencia de esta de sSCripeion se obtiene que

cerrade.

1ht dremo > pcte . Ft e 1
Obtendremos en este capitulo la extension natural del teorema

Ara a nuestro ambiente de JB*-algebras y JB¥-algebras no

nmutativas. Fl lector seguramente intuira que esta extension

ablecer que

troide extendido de una JBx-algebra no conmutativa A es

identical al limile . dl directo tim C(8), donde

Qe

gebrailco

ahora § denotara la familia de los subcon juntos ablertos y

corazones de los ldeales internos

del espacio de

maximales-modulares

Definicion 3.1.

un algebra semiprima {concepto

Fn lo que ’-i}"l!'

& ”lll'tlrlth ido en la |“:“|i' 1on 1291,




definid o
ET A,

por definicion, ‘
(Hlamado

el dominio de ifi
verificando la
propiedad:
flabl = afilb)

. 1 T
I.“”" ) H'“""{!“!!I" 4 £ €N |J||I];\‘f).

Recordemos que ¢ de un algebra A se dice esencial si

encialmente definido del algebra

definido de ¢ cuyo dominio es un

definieron opereraciones suma y producto en el
conjunto de los centralizadores esencialmente definidos  del
1

algebra A (las mismas <e pueden definir en el conjunto de los

centralizadores parcialmente definidos de A, pero no lo haremos

ya que este conjunto no va a ser utilizado). Concretamente, si f

son dos centralizadores esencialmente definidos del algebra A4

lefinimos la suma ] como el nuevo centralizador

dom(f) n dom(g)

(f + gXa) = ¥ a e domif * g/

definimos el producto el uevo centralizador




(fgla)

lambien » for
< £, rma s
s definir en el

los  centralizado definidos  del

CON jur
1[‘,—1.0\{& inll]:»ulﬂun .L- extension. \mente MR
11 11 . :

81 .:ILI‘i“‘ remaos 11@1.‘ ‘:,: €5 una

e domlf).

con junto de los

ura relacién

£ . ’ ;
| dom( f )ndom(g)

anterior relacion es una reclacion de

centralizadores

los

definidos Ademas las  operaciones
definidas compatibles con la anterior relacion
de equi y, el centroide oxtendido, C(A), de A se define
clasicamente como con junto ociente con las operaciones

5 icid : nrocedimiento  para
[15; Proposicion 1] se procedimiento  pai

s 2 COCLenue




IB*-ALGEBRAS

entralizador esencialmente ini
ilizador esen ialmente definid | de  un

semiprim [ L
emiprima unico centralizador

ol : P ¢ B fo > P 1 - [

esenctalemente aefinido maximal g del algebr, que es
. N s < y ) ] i ¥ j

extlension f londe la maximalidad se entendera =n el

existen centralizadores esencialmernte

* gxliendan estrictamente a

permite, . igual que se hace en [I15], ver el

un algebra semiprima A como el

5 centralizadores esencialmente definidos maximales

de A, definiendo la suma vy el producto de dos centralizadores
esencialmente  definides maximales de A como el tnico
centralizador esencialmente definido maxi.cal de  / que extiende

la na y e producto usuales (respectivamente).

justamente la formulacion de centroide

i

extendido que adoptaremos en la presente memoria.

Definicion 3.2.

& : 3 = i . A i 2 -y o -y &;'
Un anillo (asociativo) R se dice von Newmann regular sl

verifica la siguiente propiedad

v

v




CENTROIDE EXTENDIDO D

“ AR
lTeorema Teorema 2.5])

anillo

conmutativo von Newinan

Detengamonos e A
SHESINCNOS . en punto  para que los

vl e L Gy S L 1 : 5
elementos del centroide del algebra semiprima son otra cosa

que los cent lizadores totalmente definidos de De esta
A. ; =4 i
NaANera ademoc res x} Tl e . - &
manera podemos ver el centroide de A, T(A), como un subanillo del
e S - : : i
extendido C(4), con lo que queda justificada Ila

del comienzo ¢ este Capitulo de que el centroide

extendido es un "agrandamiento” del centroide.

Pasemos ahora nuestro contexto de JB*-algebras no
conmutativas Debe s claro que una tal algebra es
automaticamente semiprima y por tanto tiene perfecto sentido

hablar de su centroide extendido. Frecisamente el objetivo de

este Capitulo sera obtener, como ya se dijo, una descripcion del

centroide  extendido de s JB*-algebras no conmutativas a la

manera de la descripcion que Ara da para .a C*-algebras. Nuestro

primer paso sera transferir la involucion de la JB*-algebra

sl centroide extendido ( en la forma que el lector seguramente

estara imaginando ) para of .+ una involucion sobre C(4}, cuyo

la

comportamiento  estudiaremo continuacién obtenemos

«tudio de dicho comportamiento.

herramicnta esencial para el ¢




Proposicion 3.4.

‘onmutativa A,

tenemos

Demostracion Supongamos, para comenzar, que A es un

no conmutativo de tipo L Por [44: Teorema 2.7)

entonces es conmutativo,
~y g - g~ ~ Nt 3 3, i !
cuadratico o existe una Cx-algebra B y un A con - < A =1
: 2

+

tal que

o o conmutativo el resultado se deduce de [43;

Proposicion 2.2] que nos garantiza que

para cualquier JBx-a gebra no conmutativa Ay cualquier a en

A se tiene lal™ = llaka + aa*|l.

Sl e para conveniente C*-dlgebra

nuestra afirmacion tambien es cierta sin mas que tener €n cuenta

qgue

1
Aa¥na + (l1-Alapa* = Aa*od = =atna,

donde @ denota el IJT‘-niI!wMJ de la (..‘511?‘"}‘1“" By = denota el orden




CENTROIDE EXTENDIDG Df LAS JB®*-ALGEBRA

UEhall de e sl et el s :
I elementos simétricos de una C* algebra. Y de este

: 1 1 >
modo llaxall = -llaxoall flall’

En otro caso, segun observamos al comienzo, debera ser A una

. G i " -
JB*-algebra no conmutativa cuadratica. Recordemos ahora la

descripeion dada en [44; Teoremas 3.2 y 3.4] para tales algebras:

una JB*-algebra no conmutativa cuadritica existiran

un espacio de Hilbert real X y una aplicacion bilineal
anticonmutativa (x,y) > xAy de X x X en X verificando

(xayiz) = (xkyrz),

Hxavil = lxcliliyl,
tal que, definiendo en la suma de Hilbert ReX el producto

(. xKB,v) = [aB -~ Ix|y) . ay + Bx + XAy},
tenemos que es totalmenie isomorfa a (RG)X)E con el
productc de la complexificacion, involucion
((a,) + i(B,y))* = (a,~x) + =Ryl

y norma

I, x)+i(B N =

; o 2 2 2.1/2
(N 2+ (B, y N 42 1o, )N TRy =( (a2 1 (B.y)) T -

) + i(B,y) entonces

axa = [lo,-x)+i(=B,y)(e,x)+i(B,y)] =

> ) 4 2 o' eS|
(o +3 +lacll 41yl ,0)+i(0,20-2By-2xAY ),




JB*-ALGEBRAS
con |,] que

1 X 2 e 2 & i i 2
i*all e +3 + x4yl 0N *”[U«-’u‘.'---.’ﬁ\'\——’\-»\V)|]:J'+

.’{il(u'q§'+1|\'|l‘+|1\.-H'_Ulif"lr{(i 200y ~2Bx- xeny ) I

y

(e B+t 4y 17,001 (0, 20y-2Bx-2xcay)) 1" =

3

(0 +B +lx I +y 1)1 i 2y -2Bx-2xAy Il 4

>

20 +B +lx "+ y 1 M 2ay-2Bx-2xAy I

(o +3 + el +l|}'it.)+.) lay-Bx-xayll )

lla*all = u‘+{e"+u_\-u‘+u_vu‘+3_J|ay—;3_r-.x-,\y!|2.

»

Calculemos ahora all

Lyt P =L, )14 1B, )14 200 e B,y ) 1= ) 1B,y 1

&

=

1

Lo, 3 U+ (B, )1 P42 (o, X B, YN = (e, 3 )15+ 0(B, y)

2
|

g7 2 2 z .7 2 2
a R H Il THIylT = o+ +lixl +lyll +2llay-Bx-xayll” = lla*all.

Finalmente, en el caso en que A no tenga por que ser un factor de

tipo 1, ‘sea representacion factorial de tipo 1 de A en un

factor “f‘ de tipo I. Teniendo en cuenta lo ya demostrado sera
q

Ligla)i” = Ngla)*pla)l = liglaxa)li =Naxal. (*

Como la aplicacion x (¢>(.\'))¢) es un *-homomorfismo inyectivo
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(automaticamente isome no conmutativ 1
1 p ’.’] “ 'I[l

la JB*-algebra no a A
‘ase el comentario

posterior al Ejemplo 2

lall=sup{lig(alli: ¢ es una representacion factorial de tipo 1 de A4}

(*)

que junto con ) nos demuestra el enunciado.

Definicion 3.5.

Una involucion * sobre un anillo R se dice definida positiva

si, para cualquier njunto finite { r ) de elementos de R, se
j

tiene que
O para todo j.
von Newmann regular con involuciéon tal que, para

se tiene que

se llamara anillo ¥-regular.

Recordemos co6mo en la primera seccion transferiamos la

involucion de una JB*-algebra no conmutativa A a su centroide

5 —~%_ 2 byt
rea) (convirtierndo a éste en tal caso en una L algebra

conmutativa). De forma analoga transferiremos ahora la involucion

no conmutativa . a su centroide extendido

Concretamente, si f e elemento de c(A) definimos

I_:(\I'
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dom(f*) = (dom(f))x

s totalmente logico pensar que, al

centroide, C(A) con

propiedades. Veremos que efectivamente

Lema 3.6.

Sea A una JBx

anillo *-regular

Demostracion. Una de las

FELD = CF(he]) Y
igual

‘T}‘.'x"l"h iw'[!

algebra no conmutativa,

herramientas

Y b € dom(fx).

que sucedia para el

tenga interesantes

Enionces C(A) es un

con involucion definida positiva.

que utilizaremos en

la demostracion sera el orden usual que se puede considerar sobre

los elementos simétricos de cualquier

(véase la Definicién 2.13).

Supongamos 0 con

n
que z f¥ j =
) J
j=1

n
| dom(f ) , se
j=1

tiene que,

a*e(dom(f ))*=dom(f *).
j J

f (axa) = axf (a} € domif *),
7, J j

pertenece

que

n

Ha*a) = ¥ 1Flall* f1a),
; j ik j j
J J

por [44; Teorema 3.7

para

bxbh = 0

JB*-algebra

.,n, aedoml(f )
J

una JBx-algebra no conmutativa A y !

no conmutativa

C(A). Para a

-y

n

€n

I

y por tanto

a*aedom(f ) y
i

que nos garantiza
n

C i
n d _)mf_fj fj)

=1

Ademas

en cuenta que

Teniendo

b en A se liene gque




t!‘fi'il'l"tnn'. que

por lig

[‘I'-l;l\\‘.i\‘iusn B
Finalmente

0 ara .
I ideal esencial

‘abe destacar que seran justame » egtas "buenas [.g..i;Lmid.L--.."
C(4) las cgue utilizaremos como herramienta fundamental

descripcion que nos proponemos de

Definicion 3.7.
Si R es un algebra racional con unidad y con invelucion

definida positiva definimos el cono pesitivo de R como el con; nto

de los elementos de la f -%¥ r , donde { r } es cualquier
el j J

subconjunto finito de R. e este modo hacemos de R un conjunto
parcialmente ordenado de la form usual Un elemento r de R se
dice acotado si

para conveniente nat ral n que equivale a decir que existe un
subcon junto finito

! lenotara por
Fl conjunto ae todos lo denotara |

definimos

inf{ e




142]

Ejemnplo

Pa




H‘P :;i’f'l'l'T! Mo

definida

obtener

elementos

conmutativa

verifica las




Demostracion.

Al enn:

1O '.wt\TI

cada momento.

en
pretendemos

urna

gue 4 no tenga
coincidir con
onmutativa A por la
ideal cerrado i

bservemos que el producto

a que, por [43; Teorema

iuna JBW#-algebra no conmutativa es w¥-continuo

Teorema 3.9]




tyebra no conmutativa

e, 51 i S un elemento de
entonce ' Il coincide con
ofrece la menor duda es que
ontraria tomemos un

y utilicemos la w*-densidad de

obtener una red de

{9 hea
y que converja en la

*-continuidad separada del producto de

{ ay, } converge en la

A
alJ

omo quiera que llay 13 7 1.
cemicontinuidad inferior de la norma de

En wista de " ia

AL A
| ; | Il.
[rz;J"”i HaiJI




I

wla)|J

tiene unidad iemplo 1.29(iv))
imbién la tendr sumand sSUyo que es, y
11 3y )

servacion hecha al comienzo demostracion

por

i mta) |
la fi[‘lie‘.!: 16N
mismo

aplicacion
simplemente una consecuencia
la seminorma sobre

rma sobre A cuando J

B8

Para ésto bastara con

para esto consideremos el
Nuestra intencion sera,

Nuevamente -ontinuidad




justamente

S !Il‘;}al 1ma

{0} si como s

P A
sencial, una
de este modo

que

Ya

sobre una JB*-algebra (A I-11)

coincide con il

calcular el ar
extendido de un@
avance sera

rado de




icion [ recuérdese que los

“"“i'l"-i de anulador cero

una aplicacion lineal

la w*-densidad de I

producto

de A'" nos permiten concluir

cualesquiera a y b en I

mn del anterior resultado,

A7 es un sumando directo

para conveniente ideal

y pongamaos

Tendremos de




Proposicion

312
A una JB
sigutentes afirmacione:

dom( f) contiene

L

dom( f) es un ideal
un
La

celncide con

ebra (dom(f)).

Demostracion.

Supongamos

el

0 e

ax

into,

Supongamos  ahoi

1 norma sobre

norma de f visto

que

ado

ctiende.

a que

cerrado.

C(A) M.

s concretamente:

para f

como un elemento

dom(f) fuera cerrado. Como

verificara

= dom{f)fldom(f)) c dom(f).

un elemento de

Idom(f)).

como

= f *7’['31 : e r[i,i{_ﬂﬂ(‘f—”

(hrn

definido del algebra (Lema

qntralizador esencialmente definido

tiene entonces que

|é51F

elemento acotado




.71, tenemos

cuenta

Corolario 1] )

mente acfinido maximal de un

un operador cerrado ( en el

una sucesion de elementos de

smento  a vy la sucesion

entonces

ontener la clausura




tallitf, b
g Jli I,

de m inera

} = lallif, o,

Il f .'H all,

en doml(f). Asi pues es continuo

EH = fy .

es un operador cerrado, dom(f) debera ser

norma sobre (.'{A)‘ ShRen T

g. Sabemos, por lo hecho

cerrado . ode R Lel gle

¥ g € @ con

para cualquiet
| (véase el
algebra

norma de

luego




leorema 1.2.4]

ndremos
tudiar

ilgebra

esencial

pensar que C(M)

absoluto utilizados

ncepto de ideal autodenso
objetivo de estudiar la
de un algebra

suyo. Para un

definimos la

familia de




Fn [15: Teorema 3]

un ideal

algebra

ilamamos

maximal

[14; Proposicion 3.5] que




1nterion esiltad

onmutativas

onmutativa un ideal

C(M)

uh‘,(-]'\””‘,]\;' \111.

cerrado de una

A tiene unidad aproximada si

‘ de rerificando que

clementos

a I:w;x:;ll'lgllff L_if‘ !.

id aproximada para A.

para C*-algebras,




il )

roximada para M,

emos, con el proposito
g 5l todo - idedl CErT:
unidad aproximada o lo que es

conmutativa tiene una unidad

cabria esperar, es afirmativa:

Demostrac




[27; Proposicion 3.5.4]

\n i { i!" I




y 1 | poner
i v .2
2 a
' ' hees que |l
f
\ [\' }x-
1 tenemos asi
{ V=0 a 4 S
1 =y \ \ 5 * }
e 3 ') | :
{ 2,2} = { § ot
\ { : idad aproximada
e Feya 1
]
; s Y By ia d inidad -oximada para una

JB*-algebra I nmutativa A esta asegurada, se podria pensar en

técnica wutodensidad, antes utilizada para las
*-algebras, para mprobar que el centroide extendido de A
ntroide extendido de cualguier ideal esencial

.~tablemente nos damos cuenta de que esia

I itiva per: lo que, €N principio, no
i wutoden lad i vdlido en
. y Nuestr técnica hasta ahora
t ol perIR in embargo, obtener la
't i tendid 1 e cuaiquiet

rad , sin el menor esiuera




Proposicion 3.13

Demostracion.

domlf) sigue

podremos afirmar por
centralizador esencialmente

denota el unico centralizador

lofinido maximal del algebra A que extiende a F,

ntiene un ideal eser | rral . saber dom(F). ¥ por

e L 1 rtenec ; GiA) Tenemos asi,
&.,-};H.,‘_ =) 1F. } b

quiera

lefinida

¥ _icomorfismo de C(M)




después de la

lescribir el

JB*-algebra 1o conmuta 1 A denotemos por 3 el
definamos sobre

Claramente  [(3,3)

J entonces

homomorfismo

Proposicion 3.14.

JB*-alpebra no conmutativa. Entonces C(A)

Urna

e“,"l‘n'fu‘r i m “ [ g ‘_'."L‘.'!l:"l*

[e)

iimite algebraico

esenciales cerrados de A.

3.11 sabemns que si I esta en -

como  un entralizador

pasando 1nico

1 dlgebra A que lo

etiva  TLE)




conmuta
invectividad

tenemaos un

Proposicior
dom( f)

por restriccion
Fldom(f)).

al  rango del

obtenemos

{ ¥
orfismo

homorm

caracterizacion de la

Ejemplo 1.3(vi))

con que

sera

tanto f(dom(f)) ¢ dom(f). Ohtenemos

elemento de

del dominio ¥ | rango, un

un ideal esencial cerrado de A y f

pertenece

Cdom(f)) y ('l."l)t por lo que

sin mas que recordar la

el Fjemple 1.3(vi).

primera des: ripcion de




 IB*-aleebra
i), para
lescripeion que
de una
cion, sin duda,

extendido de

nmutativa A4

Lema 3.15.
una JB¥-algebra no conmutativa A.

para cada J en "]=Il‘, I nJ pertenece a (1), y la

le U 1) en Bt I) es continua y con rango
1

Demostracion. Sea J en t'ltll. Entonces I n J es un ideal

y propio de I, debemos probar que es también un ideal




primo de

continuidad s ;
inmediata de

comprobar. :
¥ la anterior
obtener que

aplicacion,
H{i\' Pl wloe (.’.‘-:(HI,)}

que aplicar los

y de Banach-Alaoglu. Sabemos ademas,

163 :
o

1

ﬂ{f s

B{I) del conjunto

que la clausura

incide con B(1).
(]

de un aigebra de Jordan no conmutativa

Proposicion 3.16.
un ideal

Sea una JBx-algebra no conmutativa e
suvo. Entonces, para cada foen (I} ¥ cada J en | _]{ 1)
fla) - f {Jla e d

cerrado

numero r'.*.‘!{,’)ie'j{‘ fiaCah s tal que

igle un unico
icacion x-isomor fismo
para todo a en I, v la aplicacion es un isomorfi

de TCl) sobre € (V ;
ideal de una JB*-algebra

Demostracion. ‘ara un




N conmaut

Como

es un homeomorfismo L i ml 1) jue induce por
i | LOLEHA ¥ GRS ayce or

tanto un *-isomorfi
s lErimtl )y = Gl L))
anterior la aplicacion . » I n J
continua con rango denso y, 2n

omorfismo inyectivo

(-h(i.-’.‘l( ISk

dado por
ToQL.

Ademas, la Proposicién 2.25 nos proporciona *-isomorfismos

r(1) = ¢ (B = C, (Prim(I)).

Ademas, por la Proposicion 2.30 tenemos inclusiones

' eV - 0fL
W (1) € V(1) c U )

Observemos que estas inclusiones son densas. Como quiera

2 Nota 2.10 con Prim(I) lo

(AW (1) n T

sobradamente tenemos gque,

sabemos gque vale ero;
r por tants 4 Joe yues J  es primo
y pot tanto ﬂll -j][H { 5

(v it n 2 =0 cJ

entonces due

I 7). Es claro




densidad de las

INCIUS1O7¢ i ki *_homomor f'i‘-“,mﬂl;

forma rutinaria que el siguiente diagrama es

» C (Priml(I))
b ;

consecuencia, aplicaciones  involucradas en

isomorfismes y en ',m['li"*]]-’”'

isomorfismo tiene una forma muy

onosicié 2 929
Ffectivamente, basta recordar  la  Proposicion  2.Z8

la JB*-algebra no conmutativa ) paradarse cuenta de

v f i v 1“ 111 51yl ’U‘i;‘(].].
omorfismo esta establed ido en la forma enud i &




no conmutativa e

primidad de los

(donde, como el comprensivo le rbral | i {
100 el compren ra imaginado, l,]”‘” denota

junto {HeCor(A): 1J ¢
{
intencion de  caracterizar eventual densidad  en

del abierto ; .
el abiert ‘ recordamos el importante concepto de

implicidad.

SR es un algebra de Jordan no conmutativa con unidad, un
slemento a de A  se dice inverlible si existe un elemento ©
de A verificando las dos condiciones siguientes:

ab = ba

£

a b
Si A es ahora un algebra de Jordan no conmutativa posiblemente
sin unidad, un elemento de A se dira casi-invertible g1 el

elemento I-a es invertible en A4

.
Recordemos [39]1 que para cualquier algebra de Jordan no

conmutativa existe un mayor ideal casi-invertible (ideal cuyos

elementos son todos casi-invertibles) Rad(A) llamado radical de

Jacobson del algebra El algebra A S€ dice semisimple si

Rad(4) = 0O, siendo inmediato de comprobar que la semisimplicidad

implica la semiprimidad. Para A conmutativa Hogh=n y McCrimmon




cn Prim(A4)

evidente que

conjuate S no

con el hecho de

igualdad 1'4(11 nv.

.1(‘” = I'A(:‘J)

muestra claramente que, para un algebra de
emisimple A, los subconjuntos abiertos
.<tan caracterizados como aquellos conjuntos de

un ideal esencial de A.

Obsevemos finalmente que si el algebra de Jordan no

semisimple A es normada y completa entonces :1(“

conmnutativa

o

para cualquier ideal { Ay caomd

consecuencia de lo anterior y esto nltimo tendremos que:

: oL emsmicimple normada
para un algebra de Jordan no conmutative senl: mple normad

[ - -algebr y  conmutativa) la
{ert particular para una JBx-algebra no




colncide

abiertos

conjunto de
Definimos un orden
Claramente (%,%) es un

ntonces  las

 C(@) y res (0):C Q) — C @)
) ) b

C(Q) ; reslQQ .
( cl@) I((?S])Q,Q'eg

=on sistemas dirigidos de algebras

l.ema 3.17.

JB*-algebra no conmutativa. Los limites

algebraicos directos Blag FAL) y lLim C}’lQ) son entonces
-~ ~ 1]
1ed Qe

s-isomorfos, siendo la familia de los ideales esenciales

cerrados de X la familia de los subcon juntos abiertos Y
del n_‘;p,)g'{ra .'wrh).’u;jh'ﬂ Cor(A).

Oheervemos que los “_isomorfismos (del lema

Demostracion.

anterior)




tim (.;H 1[“3 = Lim €
e Qe X t

permitirian

descripcion del centroide extendido

IB*-algebra no conmutativa como

los subconjuntos abiertos y densos

reresidades analiticas seria mas

nuestras

conveniente una descripcién en que  no
involucrase limite algebraico directo, Y para esto

c(Q).

ular materializacion de

Definicion 3.15
fupcion  continua  part ialmente abierto-denso

Definimos




funciones

ablerto-denso

nodemos

lucto de la

son dos de

T inimo

= dom(¢y) = domi¢) n domly), y

dlx) + wlx), ‘-,'Jl,ilf\'i o zﬁl‘\')(:';(g').

también que  es una extension de ¢

dom(¢) c dom(y) y ¢lx) = Plx) V¥V x € dom(g).
reialmente  abierto-denso  definida
espacio topologi = e dice maximal si no admite

ninguna extension continua srcialmente  abierto-denso definida

jesapercibida la notable analogia
anteriores definicion?s ¥ nuestra construccion
ltado dejara aun mas

analogia, . seguramente delatars: | camino gue Yamas




lLema 3.19.

Demostracion.

def imd

definidas

extensiones

e

1

definimos

tinua suya Y

evidentemente

1al buscada,

Lo nso

una unica

continua

continuas parcialmente

contiene ‘& ¢ por

por

y: U
AeN

dom(e. )
dom N

definici® de § es aobvia).

claramente unica.

ternigamos en cuenta que, por la

esta también acotada

dom(y) }.

s e =

I‘r“%imlhll‘ a . nuestras

conjunto de la

acotadas) parcialmente

. 1 y .
;||I|M: '; LEE)

maximales




cialmente

ibierto-denso definida obre S sobre | nsideramos ademas

lLema 3.20.

o > ¢ un espacio topologico &3 es un anillo

Demostracion. de que El5) es un anillo

Veamos ahora que este

Para ello sea ¢ en  E(S) y

barid) oofxd 2 0 ¥ wintl{ x = domigi : ¢lx) = 0 }).

que ademas es




que sera
sobre <

abierto-denso

L

n

.,n.  Tenemos

entonces

denso en  dom(¢ ) (para
i

ontinua podemos concluir que
— 0 (para J = 1 .. ,nj.
[enemos ast strado gque G(S) es un anillo *-regular con
involucion definida positiva. -« totalmente logico preguntarse
anillo de elementos acotados, ¥ llega asi el momento
(i‘(.‘-ﬂ)h = (°.(.\'). Supongamos -

Existen entonces il ! n E(s) ales que
1 J




nyveniente numero. natur
14 FIE T 1 t Tlgunl.. [{1“'

continuidad

’ que

(yr ) n Aamil ey il
z ) n ‘1 TILE) ) E e miter isegurar

por definicién, un natural n

P + Y = n

Ylx) := \/!; = |(;‘>(.\']|A Y X € (l.-m{g*,]‘ por lo

spacio topologico entonces

b

Yo i (‘i?Q] = (5],

cio) = Els)

iy

ia familia subcon juntos abiertos y densos

topologlco

Demostracion. Para i (o) la unmca
continua parcialmente definida maximal sobre




que, por la definicion
sobre

(»(g‘] it R Lie : £
-L2), €5 1 -homomor SO ARl Fe g .
bl i Hiyeciive ) opakd 8 e gt e

siguiente diagrama es conmutativo

Existira entonces un *-homomorfismo inyectivo de Lim C(Q) en
Qe

E(S). Como quiera gue si ¢ esta en F(S) tenemos que

) = ¢ podemos concluir que U iQ(('{Q)‘ = E(S), ¥ por
(e

L (¢
dom(¢ 37

tanto que dicho *-homomorfismo inyectivo es, de hecho, un

_isomorfismo (recuérdese la condic ion de sobreyectividad dada en

el Ejemplo 1.3(vi}).
Idéntica demostracion admite el h

Lim € (Q) ¢ (5).

3 L b b
1911

Teorema 3.22.




CENTROIDE EXTENDIDO DE LAS JB*-ALGERRAC

una IB*-algebra no

anillo ©Cor(41).

{)(‘"]U\ll aclion. o FCELIOT ] 0l [)' QpPOsle I(V‘u ! emas
i 3 MTc
lnl existenclia <i - OO 15IT1

CtA) &= bim () = &im G (8 = E.lCoria))
b e Lk b
I'ed Qe ¥

denota el conjunto de los ideales esenciales cerrados

denota la familia de los subconjuntos abiertos y
del r-*,p\,.‘j.\ tupuln;‘ir-! Corl(A)).

3.20) i"‘ln“.lr(:ﬂ} : ‘f‘"‘(('rur[/‘]]}l

Como  quiera que @ (Lema 3

disponemos de un *_isomorfismo

clA) = (f((f()t‘(.‘q})l

b

Tanto i (Lema 3.6) como F(Cor(A)) (Lema 3.20) son anillos

positiva, por lo que ambos

*_regulares coen involucion definida

anillos coincidiran con los anillos clasicos de cocientes de sus

anillos de elementos acotados (Teorema 3.9). Asi el *_isomorfismo

de C(4) cobre  E(Cor(A)) se extendera a un *_igomorfismo de
! b

e sobre t(Co (“.H
cia) (Cor .

Deduciremos seguidamente que las iB*-algebras no conmutativas

primac S0MN centralmente  ( erradas. Para ello  observemos
. b Uy natracion. ya ha sido
previamente el sipguiente It .ultado cuya demostracion  } g

ealizada alguna paginas antes.




lLema 3.23.

En una JB*-dlgebra connuitativa prima A; todos los

subcon juntos abiertos n de Cor(A) son densos.

Corolario 3.24.
El  cenirotde exlendido de una JBX-glgebra

no conmutativa

ide con el cuerpo base C.
Demostracion. Sea ¢ una funcién continua parcialmente
abierto-denso definida maximal sobre Cor(A) y supongamos,
razonando poi duccit al absurdo, que ¢ no fuera constante.

Sean entonces B dos puntos distintos en la imagen de ¢

s fzeC:lz-B8l st}

vacios disjuntos, lo cual es absurdo pues el lema
anterior nos asegura que son densos. FEsto demuestra que
F(Cor(A4)) coincide con C y el Teorema 3.22 nos garantiza
entonces ¢ 1 centroide extendido de A coincide con el cuerpo

1
hase

LS 1 ~ibir el centroide extendido
Nuestiro deseado (;})_II-H\'(\ ¢ cribir ¢

" J t I ] & i v ] 1 .HS o en
| 2 « jve £ d 3 1 (10 & lu].})lill |
” -il_}'!"..l Tl conmuta Iva i 1




£

numero comple jo

utitidad

obtener

,1 1 e e 1 t I s €
o sl ¢ I Qre :
r Qrunidl Lva icd o ('€ lt?d[”l(“,

sin embargo, a pesar de la euforia del objetivo

‘ar un poco de insatisfaccién ante el hecho

que nuestro *-isomorfismo identificando Cl(A)

provenia de un *-isomorfismo muy concretc, Teorema
perfectamente explicitado, las no pocas manipulaciones
hemos realizado nos han hecho perder de vista la

en que c(A) / G(Cor(A)) son identificados.

por otra parte totalmente esperable, que

identificacién fuera perfectamente descriptible. Esperanza

queda alentada ademas por el siguiente resultado:

Proposicion 3.25.

1 una JBx-algebra no conmutativa. Entonces pard cada

i

n C(A) v cada @ en Cor(A) con donu f) 51' J existe un unico
t

£ (J) tal que fla) " f)a e ] ‘para todo @

n dom(f), la aplicacion pertenece




isomorfismo de

Demostracic ) f 4 ! I ici
ostracion. Si = C(A) o= posicion 3.12 domif)

.;."-}! cerraao ] i i 31y al: H £ ™ <y %
1! rrado de / y &l ns ! € [ldom(f)). Como

entonces una funcion

e V l(tit ymi(f)).

-

Comprobaremos que : »  hecho, una funcion continua y
acotada parciaimente rto-denso aefinida maximal sobre Cor(A4).

Sea entonces una funcién continua parcialmente abierto-denso

definida sobre Cor(A) que extiende a f , tendremos por una

parte que doml(g¢) = l'illl para conveniente ideal esencial cerrado

de / (recuérdese que los subconjuntos abiertos y densos de

Cor(4) son justamente de esa forma), y por otra parte tendremos

que ¢ € C(V 1”” De esta manera, recordando nuevamente lo
b 2t

Proposicion 3.16, podemos enc ontrar un g en T(I)

dicho en la I

tal que
gla) - ¢(J)a e J VYV ae I.wt e l'q(!).

Puesto que estamos suponiendo que ¢ extiend= a

tendremos que

SO e V y(domlsh).

aque

feids

ieibn 1-1(,1,,”,{‘;}) c ['-1E]) deducimoes

dom(f) c I




misma forma

doml f)

iz} = [fltal = £ (1) s if (s - 2la) =
(flal=-f (J)a) + (pld)a-gla)) € L

De este modo hemos probado que

(£ - gildomlr)) e d % Jd e l"](dnmlf))

¥y por tanto

(f - glildom(f)) c N g
JeCor(A)
dr'\m(f‘)y!l

y es bhien sabido que
(f - glldom(f)) ¢ dom(f) < N J.

JeCor(A)
dom( flcd

(f - g)dom(f)) N go= {0
JeCor(A)

v de este modo f coincide con & sobre doml(f), y por tanto

1 1 i inido fen . 3 swtiende

es un centralizador esencialmente definido de i que extiende
Como es un centralizador esencialmente definido maximal

b=

sobre A, podemos concluir entonces que necesariamentt




Esto nos demuestra va q - i : :
/ 5, de hecho, una funcion continua

Al ada parci
otada parcialmenie abierto-denso definida maximal sobre Cor(A)

4

Iz 344 v los lemas 316 v 321

Proposicion

) “ d vy
Recordemos ahora que

ue la correspondencia entre v la extension

proporciona un *-isomorfismo de C (4] sobre
b :

cabamos de probar que es va maximal v

1Icion

de C(A) sobre (;h((.?ori A)).

*-isomorfismo
s]

Nuestra esperanza de describir la identificacion de Cc(4)
con  ElCor{A)), en términos analogos a los de la Proposicion que
acabamos de demostrar, se vuelve casi conviccion al observar que

por [51; Proposiciones 5 y 6]

L}

un dlgebra de Jordan normada y completa, J el

ideal interno maximal-modular de Aoy of ol

23

corazon de un
definido y cerrado sobre A con

centralizador par ‘lalment:

dom( f) rf J. Existe

para todo x er

entonces un tal que

fix) - Ax € dom(f ).




CENTROIDE EXTENDIDO DI

€5 entonces un: i | 10 i i
I Ct ma JB 1 NO conmutativa, un elemento

el controide [N 11d
ol xtenaido cle { lhes :
n | i (luego  un  centralizador

parcialmente defir.do cerrado [15])

COn (1”]“(_,!} # J‘

existe un unico numerc complejo
flal = Fidla e J

b B
Proposicion 3.25 neo parece aventurado conjeturar

para una JB*-algebra no coenmutativa A v un elemento
Cif), ta aplicacion 4 > F(J) ge ¥ l('dcmi(f’)) en

continua,

ni tampoco parece descabellado conjeturar que

la funciéen J +—= [ {a) - de - U q(dmn(f).) en L. es tfa
Vs

funcion continua parcialmente abierto-denso definida maximal

sobre Cor(A), y el *- isomorfismo de nuestra descripcion queda

justamente establecido por f +> [ .

Desafortunadamente no hemos sido capaces de verificarlo.

e S i
‘omprobaremos ahora que nuestros leoremas 2.31 3.22

ey tienden 1-(»'.5.,4‘1i\':nm-mc, el teorema de Dauns-Hof mann clasico ¥y

teorema. de Ara, para lo cual mostraremos CcOmMo, para una

o i ideales internos
(*-algebra, los corazones 1S ideale




maximales-modulares } 80N otra ¢ ideal e
a ] S ideales primitivos,

I [l’pUSi(.‘il:]” J.)_h.
I.“ una (‘ L get !
Le aLenra / B i 4 i - |1 1
& ¢ [ razones ! ?n?:“ g“jt'.if!."\‘ [HI(.‘ as

wa.\\. P..“.r y =IO 2o e 1 I' i [ r V
1 Lnales nodulares e 1 colne ijl\-'f C Ot ('_‘_'f l l"r ‘H‘"“ "‘.”l' LVOS d(‘
s I (S8 .

Demostracion. Pl Eiemplo 1.22 nos muestra como los ideales
- gl

PRt T v 45 s larii@r yalyr i i 1
primitivos cualquier algebra asociativa, en particular de

nuestra ilgebra, corazones de ideales internos

maximales-mor
los ‘"corazones" de / son ideales
Supongamos en primer lugar que M es un ideal
maximal de A y consideremos M, que es un

ideal interno w*-cerrado de Iz W*-algebra A Pero como

iy de [20; Teorema 3.16] es sabido que

l'(Jf'l_C_,('_’l‘ll! *T1C

todo ideal interno w¥-cerrado de una W¥-algebra coincide con

izquierdo wx-cerrado vy un ideal

la interseccion de un ideal

derecho w*-cerrado,

y por tanto podemos poner

M =L DK

. . . ¥ i P
para conveniente ideal izquierdo W ~cerrado




CENTROIDE EXTENDIDO

conventient

consecuencia sera

ideales unilaterales cerrados de

\

dered tlll‘ respel 1&3(-1””,.”:““ Fieg iﬂif'ﬂlr"f, iI]ll’I'I'{()'—;

conteniendo a M. [ a maximalidad de M nos

que no puede darse la posibilidad

'\f 0 T_Jii’I] R n A = Af.

viene a decir que M es un ideal unilateral de A.

que nos

habremos probado que

cerrados maximales de una C¥-dlgebra

internos

coinciden con sus ideales unilaterales cerrados maximales.

tiene unidad los ideales internos

port tanto:

5 una Cx¥-algebra con unidad

interno: maximales

de

coinciden con SUs ideales unilaterales maximales.




Sabemos

entonces  (Nota 1 !
\ conveniente ideal

interno maximal
demostrado ante:

(
| ¢

Jue contiene

maximales-modulares de una C*-algebra

s modulares maximales.

Supongamos ahora - s ¢l corazéon de un ideal interno
maximal-modular M de la C*-algebra 4. Ya sabemos que M es
un ideal unilateral (p ejemplo izquierdo) que es maximal entre
todos los ideales aterales propios de A Con mas razon e€s
maximal entre los id izquierdos propios de A4, por lo que es

es un ideal primitivo

[ilztjwlfv-r‘r‘,l;) e




Fn el presente capitulo se pretende exponer los resultados

basicos sobre la ileebras de Jordan con Z6calo no cero, con
cial énfasis, por supuesto, en el caso normado comgpleto.

El ncepto de zocalo fue introducido por J. Dieudonne en

[17] para las algebras asociativas semiprimas. En una tal algebra

1 existen ideales i/"]‘:‘\“? ios fl‘if‘:ifli‘il' S liﬂi‘ﬂl!("‘; i/’f'Ili.lf‘]‘tl(_)f-_‘, no

otro ideal izquierdo no nulo) si, ¥

nu que n ontienen ningu

s0lo ‘ exister ideale: jerechos mirimales (de definicion
analogal, ¢ cuyo caso la suma de los primeros coincide con la
<uma de los segundos, que es por tanto un ideal (bilatero) de A
il llama zocalo d 1 se. not soc(d)  (vease [3L

Capitulo IV]) Si el algebra asociatiy emipr



Definicion

Se

4.1.

ira algebras

acterizacion de

sobre un cuerpe
disponga de una aplicacion

La terna

claro que todo

sobre Y mediante

define un funcional lineal

Sl A
as aplicaciones Xx » X

e

eran llamadas




Diremos  que

wion  semilineal

duales
spectivamente.  Diremos que una
con isomorfismo de

aplicacion 1§

bilineal nos permite

degenera

una aplicacion semilineal de

sin dificultad que

- ; 2 =4 I
con isomorfismo cuerpos asociado y que U
leterminado A este U. caso de existir,

ACLEL 3l

inivocamente

llamara ad junto

al
\IHE‘

exista




ALGERRA

Not TMIOS 5
N 1nremao njnto de aquelios peradores

rango finito-dimensional

fefinimos sobre

claro que D s una subalgebra del algebra

sobre X.

Jacobson (que enunciaremos

seguid:

| 3 onteniendo é LX)
una subdlgebra ae .'}_()\‘ conteniendo a .}.(

1 s P cahre ! erno Y
‘E.“‘ft-. I‘”— wi:i‘.‘-‘ l.\, T sl P ! 500r¢ il e [ ’

i imitiva) ¢ zocalo no
prima (de hecho, primitiva) con Zi 1




ZOCALO A :
QCALO DE LAS ALGEBRA JORDAN NO DEGENFRADA
i LN AUAS

teore s g 3 & ¢
eorema de estructura de Jacobson nos garantiza qu i
B 2 e, ade

salvo  algun  retoque ripecion, tod |
ipeion,  todas las
asociativas prima responden al

1111 101 il 1 ] L v
{ dd1da. e | in 1 [6019
s Ll I i b 1 D, Ma

1]

asoclativa semiprima con 2zdcalo no cero

equivalen el ser prinitiva y el ser prima,

Jacobson [31; Teorema

Teorema (de estructura de Jacobson) 4.4.
Un dlgebra asociativa ¢ s prima con zocalo no cero =i, ¥
existe un dlgebra asociativa de division A y un par
sobre D al que A es una subdlgebra de

conteniendo a F cuvo caso el zdcalo de A

coincide con i-'!.\l.t X).

intuir cual debe ser la definicion de par

it

ctor deberia

un aleebra asociativa qué  significara la

un tal ambiente.

. 1m 1~ alege '.-‘Ji
Disponemos  de esta manera de una  d scripcion  algebrai




IB* - ALGERRAS

plenamente
primas con

Sean
5 duales

sobre  cuerpos ) I
bt ek ‘ respectivamente,

8 n

isomorfismo semilineal de j ilir e .
ineal 1t .\1 ,l:i)[l L ;.”‘1 (’“!‘1 ‘ﬂ"‘l'ﬂdﬂ[‘

1

lineal ; sobre r i Bt
o ol : la aplicacion VTl define un operador

lineal sobre L, que ademas tiene rango finito-dimensicnal cuando

qgue tiene adjunto cuando T, W % V lo tienen.

: : : 1 . J
por tanto, € ; tienen ademas ad junto,

dispondremos de una aplicaci

que establece un isomorfismo de : sobre l'Y (X ). ¥ que
o

induce, por restriccion del dominio v la imagen, un isomorfismo de

o X ) sobre 3 Bl
H}.lf\i or [l}.‘

El teorema de los isomorfismos de Jacobson nos dira que los
anteriores son, en realidad, los inicos isomorfismos de anillos
existentes entre algebras asociativas primas con zocalo no cero

vicstas segiun dice el teorema de estructura).
"amoso teorema esta pstablecido en el ambiente general
duales sobre algebras asociativas de division,
una lectura restringida del mismo limitandonos a los

de interés: los bien

i
nosoiros




ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS

Terema (de los isomorfismos
pares duales
'-\‘f":’l' J("-' CLer !‘H‘.‘;

subanillo de

¢ es un itsomorfismo de sobre enlonces un
isomorfismo semilineal ! fer o sobre . X tal que

tienen adjunto y tal gque (T) = VIV  para tode T de

Pasando ahora a nuestro ambiente de algebras normadas, es

y suponer que el teorema de estructura de Jacobson para las

algebras asociativas primas con zocalo no cero sea topolégicamente

perfeccionable si el algebra en cuestion es supuesta,

adicionalmente, de Banach. Ffectivamente asi sucede, apareciendo

.n escena los llamados apareamientos de Banach (que no son otra

la traslacion logica al ambiente normado de los pares

fuales).

Definicion 4.6.

Un apareamiento de Banach sera un par dual (X, Y. <1;-2) en

icios de Banach y la forma bilineal  <=,:2

qu X 3 : son esp

ontinua sobre X

Un aparcamiento de Banach © (X, ¥, X
bien simeétrica o bien yntisimétrica se llamara

1 simplemente por Caa e

pspacio de Banach autodual y se€ notar:




IB* - ALGEBRAS

Ll CSpal io de Banach aut i recibira | nomt i
1 LS nore e

sivmetrico o \ R SN | 3
) o o de antisimétrico dependiendo de que la forma bilineal

Ca simetrica o antisimétrica, respectivamente.

) 1 1 1 »e 1 i }
Para un tal espacio de Banach autodual la aplicacion

!,n

involucion lineal del algebra I\, X) que deja invariante

Him{l\,{,\'?l y  Sim(Fl1 \,(X)} denotaran justamente los

de vt @ vty v de H
elementos simétricos de respectivamente, respecto

Nota 4.7.

Si LR X e es un apareamiento de Banach, el teorema

de la grafica cerrada nos permite comprobar que L).(X) es una

subalgebra de BL(X). Lamentablemente no tenemos garantia de que
ubalgebra sea cerrada en BL(X), y es por ello por lo que
en dicha algebra se considera la norma . definida por
et e S L -
IT] = max{ITI AT 0} ¥ 1 & LY(,“.).
Y sabemos por [8; Lema 27.51] que

un apareamiento de Banach

un dlgebra de Banach.

Ejemplo 4.8.




ZOCALO DE LAS ALGERRAS DF JORDAN NO DEGENFRADAC
POBENE KA Ao

esta  manera obtenemos

anterior, que

contentendo a & i ; e p i
( FL. (] para conveniente apareamiento de

Banach, entonces G el ) :
» entonces s un algebra de Banach prima con zécalo

mas, segun purle observarse en [8; Teorema 31.6] o [48;

Teorema 2.4.12] cualquier & a de Banach compleja prima con

zocalo no cero no estda muy ‘'ejos de ser una de las antes

descritas.

Teorema 4.9.

Un algebra de Banach compleja A es prima con zocalo no cero

apareamiento de Banach comple jo

solo si, existe un

¢ de A

v un homomor fismo continuo e inyectivo

en el dlgebra de Banach tal que el rango de

2 ; 3 h(Soc(A)) = FL(X).
),(,\\.. En tal d(Soc(A H')().

contiene a FL

rVvemos que descripcion, de las algebras de

Banach primas con sl Ba- cero, no o es el todo

catisfactoria desde el punto de vista analitico La razon es gue,
aunque supone un avance ¢ onsiderable respecto a la descripcion




1H* ALGEBRAS

puramente ilpebrai consigue una
Sig :

Ui i
o la que cabria

esperanr _1,..,.'“&‘! 'j""“'I'i;H'i(HI

algebrico-topologica nuevo "me joramiento”

nalitico del algebra

Definicion 4.10.

normada £ -1} tiene minimalidad
para cualquier otra norma de

| .

pll-ll  para conveniente

la norma 2 es equivalente

familiares, JB*-algebras no

la topologia de la norma, como

] »  Banac jas primas
Es justamente para las algebras de Banach omple jas prin
= J

e minimalidad de la topologia de la norma para

zocalo

cripcior 1| o6 f'.[‘iro—1(1;\(}E\|§tir‘.‘1
peiot

Rl o ¥ t5] {esi I‘ip(j‘ir‘sﬂ
5 Anitecs de I > 1 tdl (
I'il"fi-!TTL"E;T" satis] ac Antes i t

apareamientos que en €sta aparecef.

introduzcamos los nuevos

para un apareamiento de Banach

( L‘”'.‘: (;I}P‘




ALGEBPA T ! YV A
LGERRAS DAN NO DEGENERADAS

inmersiones naturales : y . b \
t » ¥ - | ll':"lif;‘

valuadas en los duale i
ctivamente y

n, ademas, continuas

Definicion 4.12.

amiento que las

Y’ vde ¥

se

spectivamente, sean homeomorfismos sobre sus imagenes

apareamiento de Banach regular.

continuar que los resultados

sigue estan extraidos de [49] y [47], ¥

nos sirvan para nuesira descripcion de

-»5calo no cero que haremos €n el

P

[47: Teorema 1.2] se comprobo que:

Teorema I1.2.1] ¥

Teorema 4.13.
y ] 4 - Al o .y - 130
icomorfismos L(OpOLUELCOS, las algebras de Banach
i ! > . minimalidad de la topologia
primas con zocato no ro y minimatiaad ae & I g
son justamente las subalgebras cert adas de BL(X)

LX)k oy conteniendo a !"I)w,\‘i. para conveniente
&)
apareamiento de Banach regular el




JB* -ALGEBRAS

ll concepnto de 709 i : H
I zocalo e introducido en las algebras de
Jordan no degeneradas por J. M Osborn v M. 1 Racine en [40] Fl
VL. : « i . i
concepto de no degeneracion para aigebras de Jordan es justamente
la traslacién para éstas de la semiprimidad asociativa, en el
sentido de que para un algebra asociativa A :cho dec que ésta
sea semiprima se puede reformular en términos del algebra de

+ .

Jordan Concretamente

el algebra asocliativa semiprima si, y sdélo si, lous
operadores U
a

+
del algebra de Jordan son no nulos para

los a no niulos de A

Establecemos entonces la siguiente definicion:

Definicion 4.14.

Un algebra de Jordan no conmutativa A se dice ro degenerada

para cualquier a # O.

(i) eolin  Sse  vio anteriormente el algebra simetrizada
de un 4lgebra asociativa semiprima es un algebra
Jordan no degenerada.

i 1lgebras : tativas son no
(ii) Fs evidente que las JB*-algebras no conmutativas son




Z0CALO DE LAS ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENS BADAS

degeneradas

Deflinicion 4.16.
Un sut eSpacio

se llamara

ideal interno debil si

ideal interno de un algebr: de Jordan
direrencia de lo que ocurria con los ideales internos,
necesariamente una subalgetra de A, y justamente la condicion
1 es que [ sea, de hecho, un ideal interno de
(Definicion 1.12) o, equivalentemente, un ideal interno débil

de la unitizacion .-11 e
Uin ideal interno débil de un algebra de Jordan / se dice

minimal si no es cero y no contiene ningun otro ideal interno

Nno Ccero <ir'

Definicion 4.17.

Definimos el zocalo de un algebra de Jordan no degenerada A4,

v ge notara Soc(4), como la suma de los ideales internos débiles

>

minimales de A caso de que existan, ¥y s€ conviene en definir

paso de que 4 carezea de ideales internos

bn [40; Teorema 171 s¢ comprobo que




para las

Q. - Cere.,

ca  \como se puede scipechar] que el

"fi i ‘g . 3
algun 1deal interno maximal-modular

es, en realidad, una desctipcion de

T

'.;H i\\'[:

primas oot cHcaloino cero

pues posteriormente se comprobo en [23; Teorema 12] que

i werada con zocale no cero es

degen

si, es prima.

embargt je un teorema de descripcion

algebri Jordan no degeneradas con

zOcalco hipotesis adicional de ser complejas
normadas ¥ el trabajo de L. Rico [49].

mpleto se dispone del siguiente ieorema
i nuede verse en [49; Teorema

racion !

i11.1.3) v [47; Teorema 1.1].




Il'nl:"]ll‘ ; '

faiiy
)

autodual

rfismo continuo e inyectivo @

bra di Jorda.n normada completa

ineion no es, desde el punto

de

[47: Teorema 1.3]1), siu em



inach comple jo regular.

BL(X) contenidas

contienen a Sim( 1-'!.\,(,‘(}_3, donde

Banach comple jo autodual

calo en algebras
definieron en [23] el zocalo

iva no degenerada A como el

Corolario 8]




algebras de

idopta ([16; Teorema 2])

Teorema 4.20.

normadas.  no

cero  son | las

normadas simples flexibles y

iegeneradas comple jas normadas

un 4dlgebra asociativa normada

A e C\{-=}







IB*-algebras no
para- lo enal  los

gran ayuda.

no conmutativa : es
es prima y tiene zdcalo

del Capitulo anterior (ya se

IB*-algebras n conmutativas

norma) nos permitirian
onmutativa entre ciertos modelos
9 y 4.20). Aunque esto supone
JR*-algebra no

sin embargo a

e
‘|‘i\-vli\.i‘l -




vencidos  del
conmutativas,

ne sea

que. se
conformamos con
que deseamos  un

11t

omaticamente isométricos)”. Oue

ectamente

a nuestra JB*-algebra mno
nos permite hacer una primera
la descripcion de

las siguientes

conmutativa comple ja prima con




L9

JB*-algebras no conmutativas simples cuadraticas.

ituaciones,
simple vy

ae manera

ion se  demostro

simple cuadratica,

ondim (EY = 2 ¥ una

la sunia de Hilbert

ynorfa a
i £:cacion, involucion dada por

(o,-x) + “‘f)‘.\.'),




Bid.

JB*-algebras primas con zocalo no cero.

morfismos

BL(X)

1

ypologicos, una

utativa

opologia de

¢l Teorema

siguientes

I subalgebra de

contenida en AX y que

conveniente apareamiento de

WL ]

una subdlgebra de

':L:!||;.ﬂit't‘.5.,_

(X))

Sim(L
X

iente espacio de




entonces

nos permite obtener dos conclusiones:

estructura de JB*-algebra
esencialmente unica,
si nuestra JB*-algebra A es, como
se dice . el S.2L1L topolégicamente isomorfa a la

2
JR*-algebra MZ(C). entonces existira un *-isomorfismo

(por otra parte, automaticamente isométrico) de A

ackia M
3

imera situacion se traduce en que:

eg, salvo ¥-isomorfismo: (automaticamente isométricos), la

JBx-dlgebra M (C) con su estretura esencialmente unica de

,Ih" ‘.'ﬁ..,‘-:!"‘"".i.




s £ JR* Al

Situacion (i)

S Uponemos 1 hy 0ra prima
uadratica la descripcion ne e en 5.1 con A
identicamente nula

Asi la segunda situacion se traduce en qu

existe un espacto de Hilbert real E con dim.(E) = 2, de

werera gue, definiendo en la suma de Hilberl R & £ gl
\
2 lucto
(o, xR, v) = (af§ - (vl oy H.\ b

iene que A es totalmente isomorfaa (R e E ). con el
G L

nroducto de la complexificacion, involucion dada por



10n descrita en
ipartado
ntonces, salvo
isomorfismos topologicos UL e e ] bee
! : 1lgebra { lordan cerrada de
BL(X) contenida en | A e ontiet 4
¥ ntiene | (X), para
onveniente apareamiento de Banach
Podremos supone t 1u
I ! tanto, que 5 una subalgebra de Jordan

su norma "estelar"! es equivalente a la

de la norma de operadores sobre

un algebra asociativa

que evidentemente zocale d A. o lo que es lo mismo

FIL. (X), es *-invariante, también *-invariante y de este

JB*-algebra.  Puesto que por [52;

modo

Teorema 2]

+
asociativa comple ja Bl e D

onveniente norma € involucion es, con la

& involucion, una C*- ilgeor:

; _iloebra con la restriccio
tendremos que es una Cf-algebra N e PESTRIRCO




Manern: :
contiene a
Jque pos 1na mvoluocion :‘"':'ll‘l.‘;“x"-
I X

mancra g W5 IV J2l definimos & plicacion  bilineal no

orma;

obtenemos un subanillo » que contiene a

aplicacién

el teorema de los
4.5) nos garantiza ahora la
con isomorfismo de

tienen

eguidamente ;:['n;)il‘ri.il}f" de

en el isomorf1smo

swimer lugar, utilizando




ualquier numer
of* = (nF %
le este modo sera
ila
un isomorfismo cen

Segiun o }!1\{“1{‘,

#
;1

para cualquier P e ; sto nos garantiza la existencia de un

numero complejo I e = Al ¥, por tanto

i

Wby, y> = 'A<y, y>
es una forma
formula de polarizacidn
tal que

nos demuestra










Usand ahora | I

A
X \
.‘.! ll
i (xlx) =
X' | X
\ |
4 i 1al

quivalencia nos

Banach

M tales

equivalencia

permite



1l ,'!.‘an* Cort

tiene

+ ]. en

Hilbert,

con [‘!-f-;!h‘-t‘it} al

lores lineales

KL(CH ). Ademas

ialquier

cualquier




BL(H) que

Hilber{




Teorema

Teorema

_".

dotado

Mismo

el

anterior, de un
Asi, nuestro

interior Jordan-homomorfismo a un

ar un teorema

4.2.4] estab 0 10 ‘—i;"*li"{'}l"i




siendo - simple, no
(situacion, por
siguiente

islumbrar  un

Lema.
un tdempotente no nulo de

simple cen unidad.

Demostracion. elemento e es una unidad para
consideremos un ideal no
pis T+ Ri -+ [l RIR es
tanto (simplicidad de
cuencia

+ eRle + elRe + eRIRe

ya qgue I ¢ ehe, tambien

+ eRlelelRe




teorema de

110s ademas

(X)1t) >1f
| V\‘i‘\h”lnll ‘\‘.‘_\],l‘ 16

Lema.
Banach autodual y mn un idempotente de
Im(F) < dmim) ¥ Foe mPE (K n vy

isomorfismo de ﬂf"f.xf.\'ln

Demostracion. Si F & nll \,[\.')H. entonces F = nF, por lo que

min) Esta es justo la condicion que hace que

s L{Im(m))

¢ | Tmim)

ymente es, ademas, un homomorfismo de




Cen(L{Im(m)))

it

i (r¥l. (X)n) = dim_(L{m(m))).
Ceninbl \’,\. 1) X »

\

T le dimension infinita X también lo

yeccion m_ de SF X)) tal gue
) 10N b \ {u

1i:i|__‘f.ni'| .\,L\' )

Mar




forma identics

morhismo « ;x:;‘ii!_.-'_,lllll' lineal

o} :[-l

1 numet




imétrica tenemos que, Si

im(FL (X))

‘:1.1







ometrico

involutivo e

antisimetrica

sunuest
>UPUES

= =(2{x]|xx)).

v también que el

norma asociada
este [H(’Iwil) una

anti-involutivo

a! producto escalar

e por tart




l!'()l ema

Pl"t}pn\il‘ir};]

opologia normable

igual que en el

X tiene adjunto con

tiene




Teorema 3.5]




H

1iticon jugacion




5.4. Mutaciones.

Supongain i
: IB*-algebr:

A-mutacion

cordamos

Teorema 21}

obtenemos que

THaciAn

Disponemos

conmutativa tdl que

Y a,b e B

= llalilibll v

normada). Recordamos ahora que

conmutativa

ffalllibll para a,b € B.

L4 1

¥ es un numero




! t
ta A=mutacion 3 cli ; ¢ )
1 tinag C*-glpe 1 prima

YA YO Fyr 'l
i conveniente nUMera real

Hagamos tar \mMa ‘ :
§ 1 notar ademas qu prima con zocalo no

antes no ]ll!f‘;i!' Ser mas gque ‘”“I'Il.i"’{JT'.] cerrada v

algebra BL(H), de operadores lineales y continuos

nveniente espacio de Hilbert complejo H, que contiene al

kI.(H), de operadores lineales compactos sobre H.

Puesto que evidentemente todos y cada uno de los tipos de
JB*-algebras no conmutativas que han ido apareciendo en nuestro
largo estudio son ejemplos de JB*-algebras no conmutativas primas

no cero, resulta que hemos probado el siguiente teorema

una perfecta descripcion (geométrica) de ésta clase de

Teorema 5.5.
x-isomor fismos (automaticamente isometricos), las
JB*-algebras no conmutativas pr imas corn zocalo no cerc son las

Sipuientes:

1l gebra .’\f":t C) con su estructura csencialmente unica
e }

JBx-algebra.

smmititativas simples cuadraticas

g




itoad juntas de

contienen n 'A"“I““"’E']

de Hitbert comple jo.

Las subalgebras de Jordan cerradas ad juntas de

BL(H) contenidas en { F € BL(H) y que

{ FeRi(H) :V FV =F % donde H e85 un

de Hilber. comple jo y una conjugacion o

ant

icon jugacion de H.

(A) ¢ ; yoa ; s
Las A-mutaciones B de las Cx-algebras primas con

1
zocalo no cero B, donde A es un numero real con ,\:t?




wiynadecen al eafaonyada lectan eoa paciencia Yy

sin duda habnd puesta en la tanea de tegan

eata memania.
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