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Introduccion

La presente memoria titulad&eneralizaciones de la distribucion biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campdadealoraciontiene como primer vy
principal objetivo presentar la denominada distibn biparabodlica y encuadrarla
dentro del contexto de la Teoria General de Vaiénaa partir del método de las cos
funciones de distribucion (MDFD), introducido poalstero (1973) y ampliamente
tratado en los manuales de Ballestero (1991) olealjh998).

Dentro de la Teoria General de Valoracion se entarediversos campos de aplicacion
que podemos agrupar en las siguientes areas temafjc Area general: nuevas
metodologias de valoracion, aplicacion de las nsigganologias a la valoracion, la
situacion de la valoracion en los diferentes paitegislacion, etc.; ii) Valoracion

agraria, mercado de la tierra, agua de riesgo,latbp dafios agrarios, etc.; iii)
Valoracibn medioambiental: parques naturales, éspamaturales, dafios por
contaminacion, estimacion de impactos ambientates; iv) Valoracion empresarial:

empresas en funcionamiento, nueva economia, soesd#eportivas, marcas, fondos
de comercio, opciones, proyectos de inversion,vestifinancieros, carteras de
inversion, permuta financiera y comercial, etc.MaJoracién urbana y del patrimonio
arquitectonico. Mercado inmobiliario, inmuebles a@hor histérico, gestion de centros
historicos, inmuebles de uso residencial, comerclatlico, religioso, puertos

deportivos, campos de golf, etc.; vi) Valoracionagévos con valor artistico y cultural:
mercado del arte, obras de arte, antigledadess,joyamismatica y otros activos
coleccionables; vii) Valoracion de bienes de equipmquinaria, vehiculos, naval,

aeronautica, etc.; viii) Valoracion de activos @ihg: dafio corporal, imagen, etc.
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Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Introduccién

En cuanto a las técnicas valorativas aplicableQrden ECO/805/2003, de 27 de
marzo, sobre normas de valoracion de bienes inrasigbde determinados derechos
para ciertas finalidades financieras (BOE de 9hi# de 2003) cita, en su articulo 15,
el método del coste, el método de comparacion éebado de actualizacion de rentas y
el método residual. Las caracteristicas mas imp@sade cada uno de estos métodos

son presentadas a continuacion:

a) El método del coste: consiste en determinar elecdstal estimado de
reemplazar el activo a tasar por otro de igualescteristicas. Es recomendable
para la tasacion de inmuebles recientes o en féhaidin.

b) El método de comparacion: consiste en determinavakdr de los bienes
inmuebles a partir de su comparacién con otrosekiaimilares de los que
existe informacion suficiente. Es muy usado y essierado el método mas
directo y sistematico para la estimacion del vdkomercado.

c) El método de capitalizacion: que calcula el pregias probable que un
inversor, de tipo medio, estaria dispuesto a pajagntado, por la adquisicion
de un bien capaz de producir rentas.

d) El método residual: que determina el valor de ntkrodel suelo, o activo a
rehabilitar, a partir del valor del producto innm@io final, deduciendo de el

todos los gastos e inversiones necesarias para ello

Los profesores Ballestero y Rodriguez (1999) difeien entre las técnicas analiticas,
las de comparacion y los métodos de tasacion $aayi analisis multicriterio para el

caso de tasaciones especiales, tal y como se renagesiguiente esquema:

METODOS DE
VALORACION
| ]
ANALITICOS COMPARATIVOS ESPECIALES
Método del coste Método sintético de Tasacion finalista
Método de actualizacién comparacion Analisis multicriterio
de rentas Métodos Beta
Método residual Analisis de regresién

14



Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Introduccién

Dentro de las técnicas por comparacion distingugre el método sintético, el analisis
de regresion, y el método de las dos betas. Elgprimétodo, consiste en estimar el
valor de mercado estableciendo relaciones de prmp@lidad entre una o varias
variables externas y el precio en unidades mowstael inmueble a estimar. Esta muy
generalizada en la practica inmobiliaria debida aencillez. El método de regresion
esta basado en técnicas econométricas y fue erpyastn la Primera Conferencia
Internacional de Arquitectos Tasadores, en julia@@6 en el marco del congreso de la
UIA, por el arquitecto Lammers. Es muy usado esgsmcomo Estados Unidos pero en
Espafa la insuficiencia de datos hacia imposible @s$ técnicas de analisis de
regresion tengan la fiabilidad necesaria. Con plariaion de la Ley 2/1981, de 25 de
marzo, Ley de Regulacion del Mercado hipotecamoespera que en un futuro este

método tenga un papel relevante en el mundo daldaacion inmobiliaria.

Asi pues, el método sintético estima el valor decadp mediante una relacidon

proporcional con un indice externo y el método efgresion supone que la relacion
entre el valor de mercado y uno o varios indicasregs puede analizarse mediante
sistemas estadisticos. EI método beta, Ballesi&d3]), plantea un nuevo enfoque de

manera que la comparacion se efectla a travéssdfeiiciones de distribucion.

Originariamente la distribucion a aplicar era ldabg de aqui procede el nombre de
método de las dos betas que posteriormente senkesatjeado como método de las dos
funciones de distribucién. Actualmente posee dagrariantes como son el uso de dos
triangulares o dos rectangulares, Romero (1978 ndamales (Alonso e Iruretagoyena
1995) o dos trapezoidales (Lozano 1996). Este oéwmdgual que el sintético, utiliza

indices externos que intenta explicar la varialdr de mercado, pero no utiliza

coeficientes de proporcionalidad, sino una funaléndistribucion, de manera que un
aumento o disminucién de los indices externos seegira relacionado con una misma

respuesta en el valor de mercado aunque no nexesate proporcional.
El método de las dos funciones de distribucion parece explicitamente en la Orden

ECO/805/2003. Si bien no se utiliza normalmentdaemaloracién inmobiliaria, tiene

gran aplicacion en ciertos campos de la valoraagyaria. Presenta como inconveniente
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Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Introduccién

gue en la mayoria de los casos se debe trabajan@sile un indice por lo que se deben
ponderar los indices. En cualquier caso se reqgdieda experiencia y subjetividad de
un experto que puede hacer disminuir la fiabilidatimétodo. Como ventajas nombrar
el escaso numero de datos necesarios para sucaplicau facilidad para disponer de

dicha informacion y la sencillez de calculo, Baies y Rodriguez (1999).

Desde la presentacién del método de la dos betasspchan publicado numerosas
aportaciones, articulos, libros, trabajos de ingesion y se han realizado tesis
doctorales extendiendo asi la aplicacion de esteduélas aportaciones realizadas se

pueden enmarcar en las siguientes lineas:

* Aplicaciones practicas del método de las dos furesode distribucion:
Ballestero y Caballer (1982), Caballer (1993), Qlab@1998), Caballer (1999)
y Ballestero y Rodriguez (1999) extienden su uda waloracion de arboles
frutales e inmuebles. Alonso y Lozano (1985) hacera aplicacion a la
valoracion de fincas en la comarca de Valladolida@alajara (1996) presenta
una serie de casos préacticos. Garcia, Trinidadncl®&& (1997) realizan una
aplicacion a la seleccion de los cultivos de undeca Carfias, Domingo y
Martinez (1994) realizan una aplicacion practicéagorovincia de Cdérdoba.

» Extension del método a diferentes distribucionesm&o (1977) hace una
extension del método utilizando distribuciones ammifes y triangulares; Garcia,
Cruz y Andujar (1998) presentan una revision daplecacion en distribuciones
triangulares. Garcia, Trinidad y Gomez (1999) exten el método a la
utilizacibn de una clase especial de distribuciotrapezoidales; Herrerias,
Garcia, Cruz y Herrerias (2001) extienden el métdoso de distribuciones
trapezoidales de cualquier tipo. Garcia, TrinidaGarcia (2004) realizan una
aplicaciéon utilizando las funciones triangularesiagalizadas de van Dorp y
Kotz que permiten ser ajustadas en un ambientecgetidumbre.

« Utilizacion de dos o mas indices, bajo el supuelstdndependencia o no, e
implementacion de aplicaciones econométricas: @aftiuz y Rosado (2000,
2002) presentan una extension del método al cadiindice bajo la hipotesis

de independencia entre los indices. Herrerias v@l48002) en su Tesis
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Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Introduccién

Doctoral extiende el método de las dos funcionesdidéribucion al caso
bivariante de forma exhaustiva y, en general, sb caultivariante sin hipotesis
de independencia, y presenta ademas la distribygr@amidal. Garcia, Cruz y
Garcia (2002.b) presentan una aplicacion econaraétde la extension
multindice del método de las dos funciones deibistion.

» Desarrollo de test estadisticos para contrastadéauacion de las funciones de
distribucion elegidas y la bondad de los indicesca, Cruz y Garcia (2002.a)
extienden el uso del método de la dos funcionefisiebucion a las familias de
funciones mesocurticas, de varianza constante,ll€algdeta clasica aportando
un método para seleccionar la distribucion mas s a cada caso y
presentando al mismo tiempo un programa informdtiemresuelve el problema
de la inversion. Herrerias, Pérez, Callejon y Héese(1999) desarrollan un
método para constatar la bondad de un expertoraetiadologia PERT.

* Procedimientos iterativos de valoracion: GarciayzCy Garcia (2002.c) y
Garcia, Cruz y Garcia (2004).

Asi pues, la memoria esta compuesta de cinco tagitsiendo el método de las dos
funciones de distribucion el hilo de conductor de tuatro primeros y realizando

aportaciones en las tres primeras lineas desantasiormente.

El primer capitulo se destina a la recapitulaci@ lds modelos probabilisticos
univariantes y bivariantes usados en dicho métsdl@@no en la metodologia PERT.
En un segundo capitulo se construye la distribudgparabdlica y se analiza su
aplicacion en ambas metodologias, extendiendol asét®do a nuevas distribuciones.
Posteriormente, en el tercer capitulo, se procddganeralizacion de una rama, basada
en el sistema generador de van Dorp, y de dos rdesasrollada a partir del mismo. A
partir de las distribuciones generadas se realdearias aplicaciones practicas que
permiten avanzar sustancialmente en el método slelda funciones de distribucion
utilizando como distribuciones subyacentes distiimes generalizadas de dos ramas,
es decir con parametrog, (m, b, n; y ny). Al trabajar con distribuciones penta-
paramétricas y contar inicamente con la informa@gortada por el experto, acerca de

los parametrog, my b, se debe optar por pedir informacién adicionaxalerto.
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Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Introduccién

Este procedimiento es conocido como proceso ddéagiidn y sera la base de la
segunda parte del tercer capitulo. En la aplicapi@atica se realiza una comparacion
entre el método sintético, el método de regresi@h método de las dos funciones de
distribucion con subyacentes pentaparamétricas idt&ibucion beta, subyacente
original del citado método. En este capitulo senasan la primera y segunda linea de

investigacion.

En el cuarto capitulo se extiende el MDFD al usodds indices para lo que se
introduce la herramienta matematica cépula conrepgdsito de crear funciones de
distribuciones conjuntas conocidas las distribuesomarginales de cada uno de los
indices. Este hecho constituye una aportacionr@igi novedosa que ademas abre la

posibilidad de trabajar con tres indices e incumon indices.

El analisis de la distribucién biparabdlica en mibéto financiero se lleva a cabo en el
quinto y ultimo capitulo constituyendo un gran @poro solo desde el punto de vista
practico, ajustando los valores del indice burdalilEurostoxx50, sino también desde
un prisma tedrico ya que consigue adaptar tanttisi@ibucion biparabdlica como la
distribuciontwo-sided powervan Dorp y Kotz (2002.a) para su uso en el ajdste

rendimientos financieros.

Cada capitulo comienza con una pequefa recapdolagiie servira de resumen e
introduccion donde se resaltaran las aportacioeesapitulo en cuestion. Se cierra la
Memoria con un ultimo capitulo recopilatorio ergak se realiza una breve exposicion
tanto de las conclusiones finales que se derivhadliedio realizado, como de las lineas

de investigacion abiertas que se espera sean asmeaduturos trabajos.
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Capitulo I

Revision de los modelos probabilisticos propios
de la metodologia PERT y el método de las dos
funciones de distribucion

I.0. INTRODUCCION

El método PERT (Program Evaluation and Review Tiegla) fue desarrollado, tal y

como citan numerosos autores, por la Armada d&sdados Unidos de América en
1957 para controlar los tiempos de ejecucion dailersas actividades integrantes de
los proyectos espaciales y debido a la necesidéeraenar cada una de ellas dentro de

los intervalos de tiempo disponibles.

Originalmente se utilizé para el control de tiemples proyecto Polaris y actualmente
se utiliza en todo el programa espacial, adema&ndsros ambitos como, por ejemplo,
la Investigacion de Operaciones y, en general, ahliis Econémico. Como

aplicaciones concretas, se destacan el estudioaddudacion de un proyecto de
fabricacion en funcién de la duracion de las diftezs tareas (Romero 1991) o el
analisis de la bondad de un proyecto de inversiédiamte sus diversos flujos de caja

actualizados segun su valor capital, (Suarez 1980).

Posteriormente, las distribuciones estadisticasa ynetodologia para pasar de la
incertidumbre al riesgo, utilizada en el PERT, lacontrado un nuevo campo en la
teoria general de valoracion gracias al métodoadedbs funciones de distribucion
(MDFD) iniciado por Ballestero (1971). El objeto @ste capitulo es realizar una
revision de los modelos probabilisticos usualmemiecados en ambos campos y que
seran la base para el desarrollo de esta Memoria.
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Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo I

Desde que hace mas de cincuenta afios se presetdaraposteriormente muy
publicadas, formulas del PERT, éstas han sido sateante criticadas y modificadas.
La férmula inicial proponia asumir que la duracide la actividad seguia una
distribucion beta y ofrecia estimaciones de la mgda desviacion tipica basadas en la
moda y los valores extremos de la distribucién aobgite. Las mayores criticas a estas
férmulas se deben a qaepriori no existe razén para que la duracion de la aeiilvid
siga una distribucion beta. Sin embargo, Ben YabB0Q) dedica un trabajo a la
justificacion de este hecho bajo determinadas cioiks. Ademas, en el caso de una
distribucion asimétrica a la derecha, las estimmasade la moda y la desviacion tipica

seran asintoticamente sobrestimadas.

Muchos autores han ofrecido ciertas alternativéi® das que destacan ajustar distintos
coeficientes a las férmulas, emplear extremosraltams o usar la mediana en lugar de
la moda. En Johnson (1998) se ofrece un extensomess de las modificaciones
propuestas a lo largo del tiempo por diferentesraatsobre las formulas clasicas del
PERT.

Este capitulo se limitara a hacer una revisioradaliferentes distribuciones empleadas,
destacando las distribuciones de probabilidad mgatar, triangular y beta. Ademas de
la sencillez de célculo de sus caracteristicacésticas, estas distribuciones se adaptan
facilmente a situaciones reales en ambiente datidgmbre que se transforman en

ambiente de riesgo mediante las tres estimaciargstvas aportadas por el experto.

La distribucion beta posee una reconocida apliceerdel proceso de valoracion dando
lugar al célebre método de las dos funciones deillision beta comentado con
anterioridad. Ademas fue usada originalmente perdmadores de la metodologia
PERT con el propésito de superar los inconvenieptesentados por la distribucion
normal. Sin embargo, la distribucion beta es @da; entre otros aspectos, por ignorar
el valor modal en el calculo de la varianza. Papma conveniente que, después de
exigir la estimaciéon del valor modal, posteriorneesé omita y una posible solucion se
recoge en Herrerias (1995). Otra alternativa darlugy modelo trapezoidal CPR,

(Callejon Péerez y Ramos 1998), que sera desarooiack| presente capitulo.
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Ademés de las distribuciones nombradas hasta atlestacan la distribuciomwo-
sided power presentada recientemente por van Dorp y KotzZ20)0/ la distribucion
Topp-Leone (Topp y Leone 1955). Precisamente fuer@fesor van Dorp el que me
sugirio el estudio de esta ultima distribucion y elbo quedo agradecida.

Por udltimo, se presenta la distribucion parabokeoeno primer antecedente de la
distribucion biparabdlica que se recogera en elrsdg capitulo y se exponen otras
distribuciones propias del tratamiento de la indarhbre como son: la distribucion
coseno, la distribucion medio-coseno y la distribad).

Por otro lado, parece l6gico pensar que el anaisisalizar no se refiera a una unica
variable y por ello se revisaran también los malglmbabilisticos bivariantes, y en
concreto aquellos cuya funcion de densidad tienesie representacion grafica, una
forma geométrica. Destacan la distribucion cubieadistribucion piramidal y la

distribucion troncopiramidal. En cualquier caso,secha pretendido realizar un analisis
exhaustivo de dichas distribuciones y sus propiesladino que el objeto es
simplemente exponer la expresion de sus funcioeesleshsidad y de distribucion,

siendo ésta ultima la herramienta béasica del métddolas dos funciones de

distribucion.
En cuanto a la estructura del capitulo queda dividin dos epigrafes: a los modelos

univariantes se les dedica una primera seccion gegunda abarca los modelos

probabilisticos bivariantes.
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I.1. DISTRIBUCIONES UNIVARIANTES EN EL AMBITO DEL
PERT Y EL METODO DE LAS DOS FUNCIONES DE
DISTRIBUCION

I.1.1. Distribucion rectangular
Definicién

Se dice que una variable aleatova se distribuye uniformemente o sigue una

distribucion rectangular si su funcion de densidegphonde a la expresion:

i, as<x<b
f(x)={b-a (1.1)
Ol

enotrocaso

dondea y b son los limites de la distribucién. De manera lguprobabilidad de qux
este en el intervala[ b] es constante mientras que la probabilidad deXgeste fuera
de dicho intervalo es 0.

Su funcidn de distribucion viene dada por:

0, X< a
X—a
F(x)=<——, asxs<b 1.2
(=1~ (1.2)
1 Xx=b

Las representaciones gréaficas de la funcion deidbohy la funcion de distribuciéon se
recogen en la figura (I.1). Esta distribucion ta@mbies conocida como distribucion
uniforme ya que, como se observa en su funciénemsidad, la probabilidad queda

repartida uniformemente en todo el recorrido deal@able.
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a b a b

Figura I.1. Funcion de densidad y funcion de dsition del
modelo probabilistico rectangular

Se observa que la funcién de distribucion es liggabr tanto facilmente invertible, es
decir:

x, =a+a(b-a), (1.3)
donde O<a <1, siendo x,un cuantil de F(x) es decir F(x,) =a, siendo esta

propiedad muy interesante para la aplicacion delFRIDVéase Palacios, Pérez,
Herrerias y Callejon (1999).

Las principales caracteristicas estocasticas @edestribucion se recogen en el cuadro
(1.1) (Arndiz 1978):

Funcion Coeficiente de| Coeficiente de
. Esperanza _ ] i )
generatriz de o Varianza asimetriade | curtosis de
matematica _ _
momentos Fisher Fisher
bt at 2
e -e a+b (b-a) 6
G(t) = E(x) = Var(x) = +——~1- =0 =-=
(t) tb-a) (X) 5 (X) o} 9. =7
Cuadro I.1. Principales caracteristicas de laidistion rectangular
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La distribucidn rectangular estandarizada

Usando la variable estandarizada? puede simplificarse la expresion (1.1) y
—-a

obtener la distribucidn rectangular estandarizaga ¢uncion de densidad es:

1 O<t<1
f(t)= 1.4
® {O, en otro caso (14)

Realizando analogo cambio de variable sobre (ekgiene la funcién de distribuciéon

de la distribucion rectangular estandarizada:

0, t<0
F(t) =1t, O<t<1 (1.5)
1 enotro caso

Las caracteristicas estocésticas de esta disthibuque se recogen en el cuadro (1.2),
se obtienen facilmente de las correspondientesteaisticas de la distribucion general
presentadas en el cuadro (I.1) haciemdo y 0=1. Por otro lado, hay que destacar,

aungque es de sobra conocido, la invariabilidad ate doeficientes de asimetria y

curtosis.
Funcion Coeficiente de| Coeficiente de
) Esperanza . . i )
generatriz de . Varianza asimetria de curtosis de
matematica . .
momentos Fisher Fisher
. e'-1 1 1 6
G(t)= E(t)== Var(t) =— =0 =2
(t) : (t) 5 (t) T o} 9. =7
Cuadro 1.2. Principales caracteristicas de laibistion rectangular estandarizada
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La distribucién rectangular en el PERT

La distribucion rectangular es uno de los modelesprbbabilidad mas usado en el
analisis de inversiones y se plantea como un matdmativo al modelo clasico de la
metodologia PERT. La utilizacion practica de estaleto requiere un primer nivel de
informacion suficiente para obtener los valoresimén(@) y maximo b) por lo que su

eleccion se restringira al caso en el que sélooseg informacion sobre los valores
extremos de la distribucion y no se conozca elrvadodal ni su frecuencia. En esta
distribucion se admite que todos los valores dealdable en el intervaloal b] son

equiprobables, por eso la gréfica de su funciddatesidad (figura 1.1) tiene forma de

rectangulo.

I.1.2. Distribucion triangular

Definicion

Se dice que una variab}¥ sigue una distribucion triangular si su funciondsgmsidad

es:
M <X<m
(b—a)(m-a)’ o
B 2(b-x)
f(x) = —(b—a)(b—m)’ ms< x<b (1.6)
0, en otro caso

La representacion grafica de tal funcion de dewsidaria segun queaz—b>m,

a+b , a+b
5 =mé

simétrica o asimétrica a la izquierda respectivamen

<m de manera que la distribucion puede ser asimedriaaderecha,
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a m b a m b a mb

Figura 1.2. Distintas representaciones de la funcié densidad de
la distribucion triangular

Su funcidn de distribucion viene dada por:

0, X< a
PRy
b(X—a), <X<m
-a)(m-a
F(x) = ( n Z(X)Z ) (1.7)
_— m<x<b
(b-a)(b-m)
1 X=b
Esta funcion de distribucion es facilmente invéetiél ser cuadratica. Es decir:
a+,/a(b-a)(m-a) o<g</M”@
_ b-a
Xy = n-a (1.8)
b-+/(-a)(b-a)(-m) . <a<l
-a

Siendox, un cuantil deF (x )al queF(x,) = a . (Palacios, Pérez, Herrerias y Callejon

1999). Esta propiedad es muy interesante paralieaaign del método de las dos

funciones de distribucion.

Las principales caracteristicas estocasticas de distribucion son recogidas en el
cuadro (1.3):
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Funcién generatriz de —m)e* —a)e™ —(b-a)e™
g G(t) = 2(b m)ze +(m-a)e” —(b—-a)e
momentos t*(b-a)(m-a)(b—-m)
+b+
Esperanza matematica E(X) = &Bm
Varianza Var(x) = (b=m)”+(m=a)” +(b-m(m-2a)
18
Coeficiente de asimetria de g = V2(a+b-2m)(b+m-2a)(2b—m-a)
L=
Fisher 5((b -a)’ - (m-a)(b- m))%
Coeficiente de curtosis de 3
Fisher % S
Cuadro 1.3. Principales caracteristicas estoc&stleda distribucion triangular

La Distribucion Triangular Estandarizada

Las expresiones (1.6) y (I.7) pueden simplificassese usa la variable estandarizada

X—a L .
=——,yenese caso la funcién de densidad es:

b-a
t
2—, O<stsM
M
f(t)={2-1"L M<t<1 (1.9)
1-M' -7 '
0, enotrocaso

Y la funcién de distribucion:

0, t<1
t2
—, O<tsM

_|M

F(t) = a-1)? (1.10)
- , M<t<l
1-M

1 enotrocaso
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En el cuadro (1.4) se recogen las principales tersticas estocasticas de la
distribucion triangular estandarizada y se obserwajparando con el cuadro (1.3), la

invariabilidad de los coeficientes de asimetriaigasis de Fisher.

Funcién generatriz de - ro_ Mt
g G(t*):21 l\{l; Me' -e
momentos t"M(@-M)
Ly M +1
Esperanza matematica E(t) = 3
2 —
Varianza Var(t) = M7-M+1
18
Coeficiente de asimetria de o= J2(1-2M)1+M)2-M)
.=
Fisher 5(M Z-M +1)%
Coeficiente de curtosis de 3
. 9,="¢
Fisher S

Cuadro l1.4. Principales caracteristicas de la idistion
triangular estandarizada

La distribucidn triangular en el PERT

La distribucion triangular fue una de las primedagribuciones continuas descubiertas
por los investigadores durante el siglo XVIIl. Uda las primeras referencias de la
distribucion triangular parece ser Simpson (17557}, solo unos pocos afos después
de que en 1763 el famoso articulo de Bayes presetaadistribucion uniforme
continua. Segun Seal (1949) el objetivo de Simm@sanconsiderar matematicamente el
método practico para astronomos que consistia emartoda media de varias
observaciones para disminuir los errores obtenides la imperfeccion de los
instrumentos y 6rganos de recogida de datos. Simgspone que los errores de
recogida de datos en exceso o defecto estan siam@#nte dispuestos y que se pueden
asignar limites superiores e inferiores. La sig@eaferencia, Schmidt (1934), advierte
que la funcion de densidad de la distribucion gidar simétrica es la distribucion de la
suma aritmética de dos variables aleatorias unéernPosteriormente, Ayyangar
(1941), estudia la distribucion triangular simérestandarizada. Hasta la mitad de los

afios sesenta muy pocas publicaciones fueron didgal estudio de la distribucion
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triangular. Sin embargo, desde 1962 la distributi@mgular ha renacido en numerosos
articulos referentes a la metodologia PERT. Véasek G1962), MacCrimmon, y
Ryaveck (1964), Moder y Rodgeres (1968), Vaduva 11.9Williams (1992), Keefer y
Verdini (1993) y Johnson (1997) entre otros.

Los parametros de la distribucion triangular tieoerespondencia uno a uno con los
valores optimistad), mas probablenf) y pesimista lf) de la metodologia PERT
Asimismo, se trata de una distribucién que puedsis®trica 0 asimétrica a la derecha
0 a la izquierda, lo que afade similitud con ldriigcion beta. Esto conduce a una
aplicacion intuitiva de esta distribucion en el émblel PERT en el que la variable de
estudio es el tiempo para completar ciertas aetded dentro de un proyecto global, y
cuya incertidumbre puede ser modelada por la funcié densidad recogida en la
expresion (1.6). Véase Winston (1993).

Recientemente la distribucién triangular ha ganamjmularidad debido a:

e Su uso en el método de simulacion de Monte Cavlos¢ 1996), sistemas de
simulacion discretos, (Banks 2000 y Altiok y Melah2001).

* Su uso en software de analisis de incertidumbreejgonplo @Risk desarrollado
por Palidase Corporation o Cristal Ball desarraladr Decision Engineering.
Estos manuales recomiendan el uso de la distributi@ngular cuando la
distribucion subyacente es desconocida pero semksge un valor minimo, un
valor maximo y un valor mas probable.

e La publicacién de la distribuciotwo-sided powepresentada por van Dorp y
Kotz (2002.a) y que se desarrolla en el apartady) lomo extension de la
distribucion triangular y como una magnifica altgiva a la distribucion beta.

1 El Doctor Herrerias, R. insiste en la denominadérvalor minimo ), mas probablenf) y valor maximo i) ya
que el valor optimista puede no coincidir con dbvaninimo si en lugar de trabajar sobre la dunaaié tareas se
hace, por ejemplo, sobre flujos de caja, ocurriggdal en el caso del valor pesimista.
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I.1.3. Distribucion beta
Definicion

SeaX una variable aleatoria en el intervalp f) se dice que se distribuye segun una

distribucion beta y se nota con® - £(a,b, p,g s)y solo si su funcién de densidad

responde a la siguiente expresion:

(X_a)p_lgb_x)q_l, siasx<h;p=21qg=1
f(x) =1 (b-2a)*""B(p,q) (1.11)

0, enotrocaso

Se comprueba facilmente que la expresion (l.11)nesverdadera funcién de densidad

ya que verifica quef (x) = 00x0(a,b ¥y j: f(x)dx=1.

Las caracteristicas estocasticas de esta disthibu¢Dumas de Rauly 1968), estan

recogidas en el cuadro (1.5):

Esperanza matematica Moda Varianza
- — )2
E(x):—IO b+ 9 a|Mo=—P 7L py 971 4 Var(x) = po(b—2) .
p+a  p+q p+q-2 p+q-2 (p+a+1)(p+a)

Cuadro 1.5. Principales caracteristicas de laibistion beta de primer tipo

Obsérvese que la moda de la distribucion Béta b, p, g)coincide con la media de la
distribucion betaB(a, b, p-1, g-1)Farnum y Stanton (1987) aprovecharon este hecho
para disefiar una formula refinada para el calcaltadnedia en la metodologia PERT.

Golenko-Ginzburg (1988) hace uso de un nuevo pdrarke= p+q- 2 y, mediante la

expresion de la moda recogida en el cuadro (IE)ewe las siguientes expresiones para
los pardmetrog y g de la distribucién beta en funcion de dicho patémiey las tres

estimaciones periciales:
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m-a y q:1+kb—m

=1+k
P b-a b-a

(1.12)

Esta reparametrizacion llevada a cabo en primer lpgr Golenko-Ginzburg (1988), es
obtenida posteriormente y por otro camino, a tralesierta subfamilia del sistema de
Pearson, por Herrerias (1989). En cualquier castitsyendo las expresiones plg g,

recogidas en (1.12), en las referentes a la medidayvarianza de la distribucion beta
B(a,b,p,q) recogida en el cuadro (I.5) se obtiene unas rauexpresiones en funcién de

los parametrog, m, by k, (Herrerias 1989, 1995), que se presenta eradra{l.6)

Esperanza matematica Varianza
E(x) = a+km+b var(x) = (E(x) —a)(b- E(x))
k+2 k+3

Cuadro 1.6. Principales caracteristicas de lailistion
beta de primer tipo en funcion del paramdtro

Se observa que el paramekruega el papel de ponderacion del valor estintmoo
mas probable y por tanto puede representar la atwlifiad que se tenga en dicha
estimacion. Este pardmetro presenta el inconveni@atno estar acotado por lo que

Pérez (1995) propone el uso del parémertrok—tz gue varia dentro del intervalo (0,1)

La Distribucién Beta Estandarizada

Para obtener los coeficientes de asimetria y darttesla distribucion dada por (1.11), y
a la vez sequir la linea de las exposiciones améyj se presenta la distribucion beta

estandarizada.

X= . . . :
Seat= b—a la variable aleatoria que toma valores en el valer(0,1)se dice que se
-a

distribuye segun una distribucion beta y se notacct — £(p,q) si su funcion de

densidad responde a la siguiente expresion:
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1 p-1mM1 _+\91 H . .
ft) = B(p,q)t @-v%, sitd©OY;p>0,g>0 (113)

0, enotrocaso

Esta distribucion se obtiene de (I.11) realizandoaenbio de variable :;(;a y se
-a
comprueba facilmente que la expresion (1.13) esvendadera funcién de densidad ya

que verifica quef (t) = 0, 0t (OLy j: f(t)dt=1.

Los momentos no centrales de esta distribucion son:

LN CEZ LD S

.14
r(p+a+n) r(p) (19
Y entre ellos se da la siguiente relacion de recaia:
+n-1 -
E[t"]=—> T E[i"n=12,...
[t"] — [t l,n=1 (1.15)

Usando las expresiones (1.14) y (I.15) se obtieheoeficiente de asimetria y el
coeficiente de curtosis, (Canavos 1987) que segegren el cuadro (1.7), junto con las

expresiones de la esperanza matematica y la varianz

Esperanza matematica E(t) = p
p+q
' Pq
Varianza Var(t) =
(p+g+1)(p+0q)?

_2(q-p)yp+q+l
.=
Jpa(p+q+2)

_ g P(P*+D(p—20) +q(a+1)(a-2p)
pa(p+a+2)(p+q+3)

Cuadro 1.7. Principales caracteristicas de laibistion beta

Coeficiente de asimetria de Fisher

Coeficiente de curtosis de Fisher 9,
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Noétese que, puesto gpey g son positivos, el signo de la asimetria viene daatcel de
la diferenciag-p, por lo que la distribucién presenta asimetriatpas (negativa), si la
moda esta a la izquierda, (derecha), del punto anédite resultado fue presentado por

Herrerias (1995) y se encuentra recogido en Hag¢2001).
Por otro lado, se observa que tanto el coeficidatasimetria como el de curtosis son
invariantes a cambios de origen y de escala pguése podran utilizar tanto para la

distribucion (1.11) como para la distribucion ()13

La distribucion beta en el PERT

La distribucion beta fue la originalmente propugsta los autores de la metodologia
PERT que plantearon las siguientes expresioneslpastimacion de la media y la
varianza de la distribucion beta:

a+4dm+b

E(x) = 5

(1.16)

Var(x) = (b ;2)2

Las razones que llevaron a ellas son eminentemeriteticas y sustentadas por
intuiciones atractivas, (Hillier y Lieberman 1982Yy Chuen-Tao 1980), pero desde
luego no pueden obtenerse a partir de la funcidedsidad de la distribucién beta con
las informaciones disponibles de valor optimistesimista y mas probable. En
cualquier caso estas expresiones tipicas del PEBRT&do lugar a multitud de criticas,
entre ellas que se ignora, para el calculo de tenvza, la mas comprometida de las
estimaciones periciales, es decir, el valor mo8al. embargo, el modelo PERT ha
funcionado relativamente bien en diversos campaputd puede deberse a sus buenas
propiedades con respecto a la asimetria y la ésirtpe hacen que este modelo sea el
mas parecido a una distribucidon normal pero congilasdes ventajas sobre ella: i) El
recorrido de la variable esta limitado, es dea@rpresenta colas infinitas como le ocurre
a la distribucion normal; ii) EI modelo puede prase asimetrias, mientras que la

normal siempre es simétrica.
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Tal y como se observa en la figura (1.3), la expregrafica de la funciéon de densidad
recogida en la expresion (1.13) varia sensiblemeatgin el valor de sus parametros,
dando lugar a figuras en forma de ele, jota, U mgana, (Casas y Santos 1996), y
precisamente esta caracteristica la convierte enagelo adecuado para la distribucion
de la duracidon de una actividad en un intervalédimebido no solo a la amplia
variedad de formas sino también a las distintansitiades de asimetria y curtosis que

puede adoptar.

1,2

—o—p=0,5;9=2
—tr=p=3;0=1
——p=0,5;0=0,5
—=—p=3;9=2

—p:2;q:3

Figura 1.3. Diferentes formas de la funcion de diacs
de la distribucién beta

Con el fin de resaltar la rigidez de este modelsayvaguardar la flexibilidad

modeladora, Golenko-Ginzburg en 1988, mediante te@arametrizacion de la
distribucion beta, y posteriormente Herrerias eB9]1@tilizando el sistema generador
de Pearson, han desarrollado, por caminos distiotoss modelos alternativos en los

que las estimaciones dexiey Var(x) se obtienen por las férmulas:

a+km+b
E(X)=———, .17
(09 == "> (1.17)

+ -a)? +k?*(m- -
Var(x) = d+k)b-a) l( (m-a)(b m). (1.18)
(k+2)°(k+3)
El parAmetrd se determina segun la confianza subjetiva enraigalel experto que
determinda, b y m, aunque el valor asignado, en el llamado PERT daaigarametro
k es 4. En este sentido, la pregunta, planteadagsiers (1986), sobre la ponderacion

del valor modal, las respuestas iniciales de Gadag1987) y Littlefield y Randolph
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(1987) y los trabajos posteriores de KamburowskO{), Herrerias, Garcia y Cruz
(1999), Garcia, Cruz y Herrerias (2003), y Hersgri@arcia y Cruz (2003) han

establecido las condiciones para algunas subfamiéadistribuciones beta.

La cuestion es la siguiente: con las tres estimasialasicas del PERTg, (my b), es
imposible determinar una Unica distribucion bethido a que ésta es una distribucion
tetraparamétrica. Para resolver este problemaa ditetatura especializada se recurre
bien a hipotesis simplificadoras que permiten lgeesicacion casi completa de dicha
distribucion (Romero 1991; Suarez 1980) o bien r#enta obtener informacion

adicional con la que pueda realizarse el ajuster@ayor, aunque no total, precision.

En esta linea estan los trabajos de Chae y Kim §188dtra (1990) y Pérez (1995) que
agregan informacién sobre la verosimilitud relatieala moda, sobre la simetria o sobre
el apuntamiento de la distribucion respectivameAtd, imponiendo como hipotesis

simplificadora que la distribucion beta tenga l@mm curtosis que la normg (= 3),

se obtiene la llamada familia mesocurtica de distiones beta.

En este caso, la ecuacion que relaciona los valdee& con los de la moda

estandarizada\) es:

k3GM2-5M +1) +k?@16M? —16M +2) -5k -4 =0, (1.19)

m-a

, Se resuelve la
b-a

Conocidos los tres valores clasicasriy b) y partiendo deM =

ecuaciéon cubica (1.19) y se obtiene un unico valerk > Osiempre que & M <
0,2763933.. 6 0,7236067.. <M< 1.

35



Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo I

Por otra parte, imponiendo que la distribucién betgandarizada tenga la “misma
. . 1 , .
varianza” que la normdl, es decir:c? =£, véase Yu Chuen-Tao (1980) se obtiene la

llamada familia de distribuciones beta de variacmastante. En este caso, la ecuacion

que relaciona los valores Beon los de la moda estandarizada es:
K? +Kk2[7-36(M -M2)] —20k -24=0, (1.20)

La ecuacion cubica (1.20) siempre tiene una unitacgdn k > 0, para todo valor d

0(0,1).

Es conocido, (Herrerias, Garcia y Cruz 2003), quén&a interseccion de ambas
familias se produce paka= 4 que es el valor asignado a la distribucién betaPERT

clasico.

Finalmente, la familia de betas triparamétricassmbda por las distribuciones
betaB(p,q,a,b), con p= h++/2 yq= hT+/2,h> 0, tuvo su origen en el trabajo de
Ballestero y Caballer (1982) y tabulada posteriort@gor Caballer (1993l estudio

de estas familias puede verse en Garcia, Cruz netes (2003).
I.1.4. Distribucion trapezoidal
Definicién

Se dice que una variab¥ese distribuye segun una distribucion trapezoidsiliguncion

de densidad responde a la siguiente expresion:

2 Si se considera que el 997%. de la masa de undbdi@tin normal esta comprendido enie3c, entonces se
puede pensar que al sustituir la distribucion Ipetala normal y despreciar el 3%#-a)=60, luego o:b;Ga y al

. 1
estandarizaw 2 =~ .
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2 X—a
: asxsm
b-a+m,-m m —a
2
, < X<
f(x)=<b-a+m,-m m i (1.21)
2 b-x
: m, < x<b
b-a+m,-m b-m,
0, enotrocaso

La representacion gréfica de tal funcion de deuseda

a m m b a m m b a m mb

Figura I.4. Distintas representaciones de la fumd@ densidad de la distribucion
trapezoidal

El nombre trapezoidal refleja la forma del graftmla funcion de densidad. Tal y como

se aprecia en las graficas anteriores la distrilugera asimétrica a la derecha,

simétrica o asimétrica a la izquierda respectivdmeni: (b-m,)>(m —a),

(b-my)=(m —a) 6 (b-m,) <(m -a).

Su funcién de distribucion viene dada por:

0, X<a
1 (x-a)®
: asxsm
b-a+m,-m m -a
1
F(x) = 2X—-m, —a), SXsm .22
() b—a+m2—rm( m, —a) m , (1.22)
_ 2
- 1 (=) : m, < X<b
b-a+m,-m b-m,
1 x=b
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Notese que tal funcion de distribucidn es facilreentvertible al ser cuadratica y lineal.

En efecto, se denota pdr=(b-a)+(m,—m)a la suma de las amplitudes de los dos

intervalos y se obtiene:

a+.L(m -a)a, OsasmlL_a
x, ={d-rarm M-8 <1 DM (1.23)
2 L L
b-/L(b-m,)1-a) , 1- b—Lm2 <as<l

Siendax, un cuantil de B tal que F(x,)=a. Véase Palacios, Pérez, Herrerias y

Callejon (1999). Siendo esta propiedad muy intertespara la aplicacién del MDFD.

Para la aplicacion de esta distribucion en la estibm de los flujos de caja véase

Herrerias y Calvete (1987) y Herrerias y Miguel889 Puede observarse que si

m =a y m,=b la distribucion coincide con la distribucion umifee, y que Ssi

m, =m, =m la distribucion se convierte en la distribucidiangular. Las expresiones

del coeficiente de asimetria y el coeficiente ddosis se recogeran solamente en el

caso de la variable estandarizada aprovechandamhes son invariables a cambios de

origen y de escala.

Las principales caracteristicas de esta distrilbbus@recogen en el cuadro (1.8):

Funcion generatriz
de momentos

G = Am —a)le —em )+ (b-m,)(e" —e™|
(m —a)(b-m,)(b—a+m, -m)t?

Esperanza matematica

E(x):%{b+ml+m2 oD Zam }

b-a+m,-m

Varianza

Var() == [b-m.) +(m, ~a)" + (o-m,)(m, ~a)

_ 2(b-a)(m, -m)(m, —a)(b- ml)}
(b-a+m, -m)°*

Cuadro 1.8. Principales caracteristicas estoc&stleda distribucion trapezoidal
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La distribucion trapezoidal estandarizada

Las expresiones (1.21) y (1.22) pueden simplifieatsando la variable estandarizada

X—a . , . , .
=b— resultando las siguientes expresiones para ladnrte densidad y la funcion
-a

de distribucion respectivamente:

A , O<tsM,
(1+M2_M1)M1
—2 , M, stsM,
f(t)=1@+M,-M,) (1.24)
2 1=t M, <t<1
(1+M2_M1)1_M2
0, enotrocaso
0, t<0
t2
, O<tsM,
(1+M2_M1)M1
2t—-M
F(t) = —(1+M —;\/I )’ M, <t<M, (1.25)
2 1
_ 2
- 1 d-t) : M, <t<1
1+M,-M; 1-M,
1 t=1

Las principales caracteristicas estocasticas de distribucién estandarizada estan

recogidas en el cuadro (1.9):

Funcion © —
: 2le' —e" M, +@-M,)1-e™
omentos| o= l((M )(1—)M 1)(1(+M 2_)§/| )2 |
momentos 1 2 2 =My
M
i o= om, M
2 1
. 1 2 2 2(M, =M ,)(M,)1-M,)
Varianza |Var(t)=—|{1-M,)" +(M +(1-M,)(M,) -
(1 18{( 1 M)+ MMy - =

Cuadro 1.9. Principales caracteristicas estocastide la distribucion trapezoidal
estandarizada
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Notando por:
P =1+M,-M,
h=2
R
P2=1+|\/|2+|\/|22—|\/|12 (1.26)

P=1+M,+M,>+M,>-M>
P,=1+M,+M,>+M,*+M,*-M*
P=1+M,+M, +M,°+ M, + M, -M,°

se obtienen los coeficientes de asimetria y cwrtesiogidos en el cuadro (1.10):

Coef|C|ente_ de asimetria de Coeficiente de curtosis de Fisher
Fisher
g, = 10h*P;’ — 45hR,P, +54P, g, = 216P. =3 (LOh°P; — 60hP?P, + 45P7 +72P,P,)
1 - —
5Vn(3P, - hP?)™? i Bh(3P, — hPZ)?

Cuadro 1.10. Coeficientes de asimetria y curtoses ld distribucion trapezoidal
estandarizada

La distribucién trapezoidal en el PERT

Debido a que muchos procesos fisicos de la nanargielel cuerpo humano en general
se ajustan, o reflejan la forma, de la distribudicapezoidal se ha generado un gran
interés alrededor de ella. En este contexto, lailli€ion trapezoidal ha sido usada en el
estudio y la deteccion del cancer, (Flehinger y idigh 1987) (Brown 1999). También

ha sido utilizada en el analisis del riesgo porligaen (1970) y més recientemente por
Powell y Wilson (1997) y Garvey (2000). Van DorKygtz (2003.a) desarrollan una

generalizacion de la distribucién trapezoidal mifido técnicas de mixtura de
distribuciones y resultando la siguiente expregé@ma la funcion de densidad de la

distribucion trapezoidal generalizada:
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f(x/a,b,c,d,n,n,,a) =
— nl_l
a[ﬂj | asx<b
b-a
onn, [(a—l)% +1}, bsx<c (1.27)
2a(b-a)n; +(a +L(c-b)nn; +2(d -c)n, ng-1
d-x)"’
o) csx<d
0, enotrocaso

donden, >0, n; >0y a<b<c<d, interpretando a; como la tasa de crecimiento y

nz como la tasa de decrecimiento en la primera \etaeta fase de la distribucion
respectivamente. Esta distribucién presenta comuajse su gran flexibilidad que
permitira ajustar la gran variedad de fendmenosrdeimiento y decrecimiento. Sin
embargo, posee un gran inconveniente para su usb&nbito del PERT debido a la

gran cantidad de parametros que debe facilitaxpetnto para su determinacion.

Como se comentd anteriormente, las distribucioradicionalmente aplicadas en la
metodologia PERT son la distribucion rectangulardistribucion triangular —ambas
casos especiales de la familia de distribuciorsgseiroidales- y la distribucién beta. La
distribucion trapezoidal parece apropiada paratajuk duracion y la forma de
fendmenos que pueden ser representados por trpasetana primera fase de
crecimiento, seguida de una estabilidad relativgpoy Ultimo un declive. Esta
distribucion esta limitada a formas lineales eprlenera y tercera fase y a una completa

estabilidad en la segunda, tal y como se apredia &gura (1.4).

Sin embargo, al igual que ocurre con la distribndiéta, las tres estimaciones, If y

m) no son suficientes para ajustar perfectamentistabucion trapezoidal ya que esta
es tetraparamétrica, por ello Callején, Pérez y &%ani1998) han ideado un
procedimiento para disponer de una distribuciopezaidal en el caso de que solo se
dispongan de los valores b y m. Esta distribucion conocida como trapezoidal CEAR h
sido utilizada por Garcia, Trinidad y Gomez (1968)el método de valoracion de las

dos funciones de distribucion.
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. , . +
Se demuestra, (Callejon, Pérez y Ramos 1998) sim <c= at+h <m,, entonces la

media de la distribucion trapezoidal esta en ari@tio (c,m,)o bien en el intervalo
(m,,c)segun que la distancia entrgy m, Sea mayor 0 menor, respectivamente, que la
distancia entren, y c. Se demuestra también quensgi=c la media de la distribucion
estd comprendida entoey m,, y que sim, =cel valor esperado de la distribucion esta

comprendido entray y dicho centro.

Asi pues, la trapezoidal CPR se basa en la siguimgla de actuacion cuando el
experto proporcione un valor mas probable distaiteentro del intervalo: Definir la
distribucion trapezoidal por los extremos del wvdo @ y b), el centro del intervala)

y el valor mas probable tomando comg=m y m,=c en el caso de asimetria a la

derecha y tomandm,=c y my=m en el caso de asimetria a la izquierda.

I.1.5. Distribucion two-sided power

Definicion

En van Dorp y Kotz (2002.a) se introduce la denaaténdistribuciériwo-sided power
que es una generalizacion de la distribucion tréarg Esta distribucion, al igual que la

distribucion beta, tiene un tratamiento analogdealas distribuciones que pertenecen al

sistema de Pearson, (Herrerias 2004), y se dedifee siguiente manera.

SeaX una variable aleatoria en el intervaly I0) se dice que se distribuye segun una

distribuciontwo-sided powe(TSP) si su funcion de densidad viene dada por:

n (x-a\"!
m(m—aj ' asxsm
f (xa,mb,n) = . (1.28)
n b—xj
- , m< x<b
b-alb-m
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La figura (1.5) ofrece ejemplos de la funcion densidad de distribuciones TSP
simétricas M=0,5) para distintos valores dey para los valorea=0, b=1, entre las que
se incluyen la distribucion uniforme=1) la triangular §=2) y otras distribuciones con

forma de U.

............. n=0,05
—a—n=0,5
—o—n=1
n=1,5
— =2
(((((((((é(gsg;gs’(‘(girl-_ '_ AT —{3—n=3

2% II_I'-J

Figura 1.5. Distintas representaciones de la fumcio
de densidad de la distribucion TSP(0;0,®)1;

Esta distribucion, notada por TSR,ngb,n), con a<m<by n>0 verifica las

siguientes propiedades:

i. Sin>1 entonces la moda de esta distribuciomesel valor asignado por

su funcion de densidad %sn—a.

i. Si 0sn<l y a<m<b, entonces las moda ea o b y
f(/a,m,b,n)converge a infinito cuandotiende aa o b.

iii. Sin=1 entonces la distribucién TSP degenera en ur@damuniforme.

iv. Sin=2 la TSP se convierte en una distribucion triaagabn parametros,

my b.

Su funcién de distribucién toma la expresion:
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n
m—-af X—a
b—a(m—aj asxsm
F(Xla, m, b, n) = - (1.29)
b—m(b—xj
1- m< x<b
b-alb-m

Sus caracteristicas principales vienen recogidas emadro (1.11).

Esperanza matematica E(X) = at (nn-+1)1m+ b
n-2(n-D(m-a)/(b-a)(b-m)/(b—a
Varianza Var(x) = (b-a)? (n=DH(m-a)/( )(2 )/(b-a)
(n+2)(n+1)
Cuadro I.11. Principales caracteristicas esto@stle la distribuciotwo-sided power

Dada la complejidad de las expresiones correspotedieal coeficiente de asimetria y
curtosis solo se presenta, para el caso estandayizaexpresion del momento de orden
K.

La distribucidon two-sided power estandarizada (STSP)

) . . ) X—a . .
Si se realiza el cambio de varlabieb—, la variablet toma valores en el intervalo
-a

[0,1], se distribuye segun una distribuciétandard two-sided powefSTSP) y su

funcion de densidad viene dada por:

t n-1
n(—j O<t<M
fgM,n) = . (1.30)
o 17t j M <t<1
1-M

dondeM, valor modal estandarizadonyson los parametros de la distribucion.

Y su funcion de distribucion tiene la siguiente regon:
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t n-1
M(—j , 0<stsM
M
F(t/M,n) = ] (1.31)
1-a-m) 2L M<t<1
1-M

En Van Dorp y Kotz (2002.b) se obtienen los valateda media y la varianza de una

distribucion STSRKM, n Jyue vienen dados por:

: -DM +1
Esperanza matematica E(t) =L
n+1
n-2(n-H)M @1-M
Varianza Var(t) = (n=DM{ 2 )
(n+2)(n+1)
Momento de ordek E[tk] M 5 (-1)' K N a-m)*
n+k i=o K=i)/n+i
Cuadro 1.12. Principales caracteristicas de laibistionstandard two-sided power

En la figura (1.6) se recogen graficos de la funcae densidad y la funcién de
distribucion para diferentes valores de los parémsety M. Obsérvese que panx2 y
M=0,5 se obtiene la representacion gréfica de laidtnde densidad de la distribucién

triangular simétrica.

n=0,2;M=0,1 n=2;M=0,5
8 2,5
7 []
6 2
5 /\
15
44 / \
3 1
2 / / /<
1 l/ A 0.5
m
0 0
O P LS P DD DD DA D P e ——————
P FTHFE LML 0L S 494 a ® S I b 8 R R & -3
QY QO O O QY O O O Qv O O O Q ooooooodoooooooo
n=3;M=0,2 n=4;M=0,99
3,5 4,5
3 34’
5
251 /\ 3 /
2 / \ 25 1
v ~ ]
15
1 / /)\ 1 /
L T~ ™ - _—
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T IO T T T T T T I T T I T T T T r T T O H”””“”“””””“““‘””‘ﬁ““““““”“””“”“HHHH TTTTTT
°C83 38338383 SEREITS °c89 3338 ¥TBITERRIITSE
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

Figura 1.6. Representacion de la funcion de dedsidale la funcion de distribucion de la
distribucion STSP para diferentes valores geV.
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La distribucién two-sided power (TSP) en el PERT

Fue introducida por van Dorp y Kotz (2002.a) condoble objetivo: extender las
aplicaciones de la distribucion triangular a loshhemas asociados al riesgo y la
incertidumbre, esta puede considerarse la motiwamii@inal, y en segundo lugar servir

como una alternativa versétil y flexible a la beé¢ados y cuatro parametros.

Los autores demuestran que la distribucion STS# timportantes ventajas sobre las
anteriores, entre las que se pueden citar:

* Cuantiles de calculo mas facil.

» Un estimador de méxima verosimilitud que es algocamente eficiente.

» Parametros con interpretaciéon mas clara y signifiaa

La estimacion de los parametrbsy n la realizan Van Dorp y Kotz (2002.b) de la

siguiente forma. En primer lugar n se estima resntlo la ecuacion

cn®+dn®+en+ f =0 (1.32)
donde:
c=152 d=6%e=- ((7—1)2 EPENES I _1—(—'—1j2 ~67  (1.33)
2 ’ 2) 2 4 2 '

y X'y & son respectivamente la media y la desviacion tigstianada.

Una vez quen es estimada, la estimacién Biees como sigue teniendo en cuenta que
O0<M<lynUOQ:

1 n+1(_ 1
M==+——| x-= .34
2 n—1( 2) (134)

En el ambito del PERT y partiendo de los tres \esdnabitualesa( m y b) cuyo
significado es conocido, seria imposible determimer Unica distribucion STSP, puesto
gue se trata de una distribucién tetraparamétecpadametros, b, my n. Por tanto, es
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necesario restringir la eleccion de una Unica idistion STSP a alguna de sus

subfamilias.

Los momentos ordinarios de ordervan Dorp y Kotz (2002.b), son:

Uy :E(Tk |\/|k+1 +Zk:( ) ( jn:l-l (1_M)i+l (1.35)

Utilizando las relaciones entre los momentos céagra

i, =E[T -EM)] (1.36)
y los momentos ordinarios :
—_ ) 12
Hy = Hy = 1y
Ha = My = 3lopty +245° (1.37)

My = My = Sty + 640047 = 31"

el coeficiente de curtosigy, de la variable aleatoria estandarizada puedellease en
funcién deM y n, véase Garcia, Cruz y Garcia (2005). Dicho cwmefie viene dado
por la siguiente expresién

n+2
(n+3)(n+4)
AM*+BM?*+CM?+DM +E
4n-1)2M* -8(n-1)2M* +[4(n-1)% + an(n-1)| M2 —4n(n-YM +n?

B, =
(1.38)

siendoA, B, C, D y E polinomios em de la siguiente forma:

A=24n®-72n? +120n-72

B =-48n% +144n? - 240n +144

C=60n° -120n% +156n - 96 (1.39)
D =-36n° +48n% - 36n+ 24

E=9n°-3n%+6n

® Recuérdese quB, = “— mientras queg, = “—‘2‘ -3.

2 2
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Puede demostrarse facilmente que, en el caso denxuddistribucién uniforme),

partiendo de la expresion (1.38), el coeficientecdeosis esg y que, en el caso de que

n=2 (distribucion triangular clasica), el coeficiemte curtosis é'g

Se define la familia de varianza constante comocaijunto formado por las

distribuciones STSP con la misma varianza quedtiblicion normal (esto 63%), en

caso de trabajar con variables aleatorias estaadi@s, se cumple la siguiente ecuacion:
n®+4n% +(-72M % +72M =3)n+ (72M? -72M +2)=0 (1.40)
Esta ecuacion permite obtener, para cada valbt dg0,1), un Unico valor da> .1

Por tanto, se puede afirmar que, dados los trexeslhabitualesa( m y b), queda
determinada una Uanica distribucion STSP unimodal vddanza constante. Este

resultado permite el uso de esta familia en el tomd®l PERT.

Por otra parte, se define la familia mesocurticen@cel conjunto de distribuciones
STSP cuyo coeficiente de curtosig,] es igual a 3. Entonces, haciendo que la
expresion (1.38) valga 3 y reordenando algunos itérsy se obtiene la siguiente

ecuacion:

an* +bn® +cn? +dn+e=0 (1.41)

siendoa, b, ¢, d y e polinomios erM de la siguiente forma:

a(M)=2M*-4M3*+6M? -4M +1
b(M)=-14M* +28M 3 -22M 2 +8M -1
c(M)=-2M*+4M3-22M? +20M -6 (1.42)
d(M)=62M* -124M 3 +94M 2 -32M +2

e(M) =-48M * +96M 3 —56M 2 +8M
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Se demuestra, Garcia, Cruz y Garcia (2005), que, tepdoM 0O (0,1), la ecuacién
(1.41) tiene una uUnica solucion que verifica la dicion n> 1, por lo que se puede
afirmar que siempre existe una distribucibn STSRtepeciente a la familia
mesocurtica. Este resultado mejora el obtenido laorfamilia mesocurtica de
distribuciones beta en la cual es imposible obtanarsolucion para los valores e
(0,2763933..;0,7236067..).

I.1.6. Distribucion Topp-Leone

La distribucion Topp-Leone es una distribucion umilal continua acotada cuyo origen
se encuentran en el articulo de Topp y Leone (1p&b)icado en Journal Statistical
Association (JASA) que en un principio recibié poagencion pero que ha sido
recientemente redescubierta por Nadarajah y K@@3R Ghitany, Kotz, y Xie (2005)
dedican un reciente articulo a las medidas de lubndias caracteristicas estocasticas de
dicha distribucion.

Se dice que una variable aleatoXiaigue una distribucion Topp Leone de parametros

0<v<1ly b>0sisu funcién de densidad es:

v-1 v-1
f(XF%[%j (1—8[2—%) , 0<x<b0<v<1b>0 (1.43)

En cuanto a su funcion de distribucion viene damtdgexpresion:

0, x<0
x\’ XY

F(x) = (B) (Z_Ej’ 0<x<b;0<v<lb>0 (1.44)
1, X>b
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——v=0,1;b=1
——v=0,5;b=1
v=0,9;b=1

Figura I.7. Funcion de densidad de las distribugson
TL(0,1;1), TL(0,5;1) y TL(0,9;1)

—\=0,1

——Vv=0,5

—v:O’Q

—

@
o

TN ® g 0w 9o~ o
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Figura 1.8. Funcién de distribucion de las
distribuciones: TL(0,1;1), TL(0,5;1) y TL(0,9;1)

En las figuras (1.7) y (1.8) se representan la foncde densidad y la funcion de
distribucion respectivamente de la distribucion g-tyeone para diferentes valoreswe

(0,2;0,509) v=1
Téngase en cuenta que se utiliza la distribuci@émdgular con asimetria a la izquierda

como funcion de densidad generadora de la misma&maaue la distribucion Weibull

es generada a partir de la distribucion exponencial
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También se le conoce como la distribuclb8hapedforma de jota, ya qud (x) > ,0
f'(x)<0 y f7(x) >0para todoO<x<b, dondef 'y f" son, respectivamente, la

primera y la segunda derivada die

En cuanto a sus propiedades se recogen en el cidd®plas expresiones relativas a la

esperanza matematica y la varianza.

Esperanza matematica Varianza
rv+1riv+1 2 4
£ =b-bar TOFUVED) |y g2 07 ey TP
r(2v+2) 1+v [2(2+2v)
Cuadro 1.13. Principales caracteristicas de laibigtion Topp Leone

Nadarajah y Kotz (2003) obtienen las expresiongslabicas de los diez primeros
momentos con respecto al origen, los cuatro primeromentos centrados con respecto
a la media y de la funcion de la tasa de falloegiana medida del envejecimiento. Esta

tasa de fallo,A(x ) es un coeficiente relevante a la hora de cueatifios fenomenos

relativos al tiempo de vida. Lo ideal es que lafarde la funcion de la tasa de fallo sea
de bafiera para que recoja las tres etapas difsrdateetapa de mortalidad infantil

(donde A(x Xdecrece corx), la region de fallo aleatorio (dondéd(x ro cambia

rapidamente para cambiosxjey de la region de desgaste (domt{& crgce corx).

Se ha comprobado que la tasa de fallo de la disith exponencial es constante,
mientras que para la distribucion Gamma y Weibi(kk puede ser monotonamente
decreciente 0 monotonamente creciente. La disidhumiforme tiene una tasa de fallo
estrictamente creciente y, por ultimo, la distribacbeta con pardmetrasy g, toma

forma de bafiera solo sr < ylS<1.

En el caso de la distribucion Topp-Leone tomadaisnte expresion:

A = 2 YAy

X
, =1-—,0<x<b .45
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gue queda representada en la figura (1.9) paraedifes valores de (0,1;0,5;0,9) y
b=1.

——Vv=0,1;b=1
—1—Vv=0,5;b=1
—\=0,9;b=1

T
o N | © o S I~
o o © ~ N~ O n g
S o o 8 o S o

Figura 1.9. Tasa de fallo de las distribuciones(OrL;1),
TL(0,5;1) y TL(0,9;1)

La figura (1.9) refleja una evidente forma de bafgara la tasa de fallo de la
distribucion Topp-Leone. Considerando, ademasgiaillez de la expresion (1.45) y el
hecho de que ninguna de las distribuciones univ@sacomunmente conocidas tiene
una tasa de fallo con forma de barfiera para el raoggpleto de los valores, se puede
afirmar que la distribucién Topp-Leone es la mascadda para ajustar fendmenos de
tiempo, Nadarajah y Kotz (2003).

I.1.7. Distribucion parabdlica

Parece ser que la primera referencia que se cate distribucion parabdlica en un
libro de estadistica esta en Harold (1939, 196%}e FRutor obtiene la distribucién
triangular como suma de dos distribuciones unifermeuna distribucién parabdlica
como suma de tres distribuciones uniformes. Lanoién del autor era justificar el
teorema central del limite demostrando que, a maedige se suman mas variables, la
distribucion se va pareciendo cada vez mas a tahdision normal. Partiendo de una

Gnica variable uniforme cuya funcién de densidad es
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1
-, -1<x<1

fo(¥X) =12 (1.46)
0,

enotrocaso

se obtiene para la suma de dos variables uniforomsp ya hiciera antes Schmidt

(1934), la distribucion triangular simétrica:

l—lx, O<x<?
2 4
1 1
fo(X)=<=+=Xx, -2<x<0 .47
(X >t (1.47)
0, enotrocaso

Por otro lado, si se agregan tres variables underrse construye la que Harold

denomind distribucion parabdlica.

i(3+ x?), -3<x<-1
16

i(6—2x2), -1<x<1
16

fo(x) = (1.48)

1—16(3+x2), 1<x<3

0, enotrocaso

Se observa que la expresion (1.48) es, en realidelcombinacion de parabolas.

En la figura (1.10) se representan las funcionesdeesidad para cada una de las
anteriores distribuciones, es decir para la distidn uniforme (1.10.a), la distribucion

triangular (1.10.b) y la distribucion parabdlical(Q.c), obtenidas como suma de una,
dos y tres variables uniformes respectivamenteo8eluye que, efectivamente, cuanto
mayor es el niumero de variables uniformes agregadagor es el parecido de la
funcion de densidad de la distribucion resultardgae ta funcion de densidad de la

distribucién normal.
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Figura 1.10. Distintas representaciones de la fimaile densidad de la distribucion
uniforme, triangular y parabdlica respectivamente.

La distribucién parabdlica con la moda centradalerigen y un rangé-a, a)viene

dada por la expresion:

2
—1-] = | —a<x<a
f(x)=<4a a (1.49)

0, enotrocaso

Cuya representacion grafica se recoge en la figurd).
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Figura 1.11. Representacion de la funcion de
densidad (1.49) para -%<5.

Se observa que esta distribucion elimina el carabropto en la moda, no presenta un
comportamiento lineal, dificilmente observable em histograma, y satisface la
necesidad de ser unimodal y acotada. La distribuparabdlica fue usada por el

profesor Bronzin (1908) como distribucion subyaeem¢| precio de los activos, en la
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construccion de un modelo del precio de opcionste Eabajo es posterior a la tesis
doctoral de Bachelier (1900), que es consideradi@lehjo seminal en Teoria de precios
de opciones y anterior al de Merton (1973) y Blp&choles (1973). Recientemente los
profesores Wolfgang. y Zimmermann (2004) han reiiado la figura del profesor

Brozin obteniendo una expresioén de la conocida didende Black-Scholes a partir de

las férmulas de Bronzin.

La distribucién parabdlica ha tenido numerosascapiones entre las que destacan, en
el ambito de la economia, la simulacion del congmoignto del consumidor (Shauvitt,
Winkler y Wool 2004), el analisis de los planes lde empresas con produccion y
objetivos multiples (Keren 1979) vy trabajos solarelistribucion de la renta (Kuznets
1955 y 1963). Existen, por otra parte, aplicacioteda distribucion parabdlica en el
tratamiento de la incertidumbre, (Castrup 2002)aknente esta distribucién encuentra
numerosas aplicaciones en el ambito de la Fiside Yya Hidrogeologia, Wilson y

Paxson (2002) entre otros.

La distribucién parabdlica parece no haber sidlizata hasta ahora en el &mbito del
PERT, cuando lo cierto es que sus parametros séapatkterminar con los dos valores

habituales del PERT, para la distribucion uniforegdecir el minimoaj y el maximo

(b).

A partir de la siguiente ecuacion cuadratica red@@in la expresion (1.50):

f(x) = AX? + Bx+C (1.50)

Y conocidosay b se determina (1.50) con las siguientes condi@onef (a) = 0, ii.

f(b) =0, iii f'(%b) =0, iv. f"(a;b) <0= A<0,y V. j:f(x)dle.De manera
que la expresion (1.50) quedaria:
f(x) = Alx* - (a+b)x+ab) (1.51)
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Siendo A= _ 6
(a-b)’
Por tanto, la expresion final de la funcion de dian de la distribucion parabolica para

su aplicacion en la metodologia PERT es:

N e (x* - (a+b)x+ab), xO(a,b) (.52

0, enotrocaso

Asi pues, la distribucién parabdlica seria una pstda alternativa a la distribucion
uniforme, pero con el inconveniente de que estaillli€ién es simétrica respecto de la
moda. La distribucion Normal tiene este mismo invemiente, recuérdese que la
distribucion beta surge como alternativa a la iistion normal, entre otras razones,
para superar el problema de la simetria y el dagwacion de los extremos. En la
figura (1.12) se representan las funciones de dadgpara la distribucion rectangular, la

distribucion triangular y la distribucion parabd@liparax [ [— 2,2].

—1— Rectangular
—A— Triangular
—O— Parabolica

Oh\\\\\HHHH\\\\\\\\HHHH\\\\\\\L)

Figura 1.12. Representacion de la funcion de
densidad de las distribuciones rectangular, trimgu
y parabdlica para —2<2.

A lo largo de esta memoria se estudiaran las aaiatitas de la distribucién parabdlica
como un caso particular de la distribucion bipaliahdéque serd presentada en el
segundo capitulo. En el proximo capitulo se trat@eaconstruir una distribucion

parabdlica que pueda ser asimétrica.
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1.1.8. Otras distribuciones para el tratamiento de Ila

incertidumbre

Ademas de las distribuciones presentadas hasta ghoomunmente empleadas en la
metodologia PERT y en la teoria de valoracion, ae éncontrado en la bibliografia

revisada otras distribuciones con aplicacion @éraehmiento de la incertidumbre.

En Castrup (2002) se presenta un resumen de algienastas distribuciones aunque
con un enfoque distinto en cuanto al concepto derildumbre. Se desea destacar la
distribucion coseno, la distribucion medio cosena distribucion U, y por ello son, a

continuacion, brevemente presentadas.

La distribucidn coseno

La distribucion parabolica elimina el salto bruszm la moda pero sin embargo no
presenta ninguna flexibilidad cuando se acercasaestremos. Asi pues, aunque la
distribucion parabdlica tiene aplicaciones extengeduso mayores que la distribucion

uniforme, lo cierto es que este inconveniente disiye sus aplicaciones materiales.

Una distribucion que supera esta deficiencia, ptasgna tendencia central y puede ser
determinada a partir de los valores extremos edidaibucion coseno que viene
determinada por la siguiente funcion de densidehde su representacion gréafica la

recogida en la figura (1.13):

r=(3)
—|1+cos— ||, —as<x<a
f(x)=12a a (1.53)

0, enotrocaso
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La distribucion medio coseno

Esta distribucion es de aplicacién cuando la tecidecentral no es tan pronunciada y
por tanto la distribuciébn normal o la coseno no apropiadas. Esto se debe a que,
aungue la distribucion coseno presenta también tandencia central, posee una
probabilidad de ocurrencia cerca de los valoreeemds mayor que la presentada por

las distribuciones normal o coseno.

Asi pues, se trata de una distribucidén similar ai&ribucion parabdlica pero sin la
perdida de flexibilidad en los extremos de la thsizion.

Su funcién de densidad es:

oota)
—C0$ — |, —asx<a
f(x)=14a 2a (1.54)

0, enotrocaso

Su representacion grafica es la presentada egueafil.14) que si se compara con la
figura (1.11) se observa facilmente como la distcibn medio coseno supera el
inconveniente de la distribucion parabdlica al mespntar una terminacion brusca en

los extremos de la distribucion.

La distribucién U

Su funcién de densidad tiene la siguiente expresion

1
_— -—asx<a
f(x) =¢m/a’ - x’ (1.55)
0 enotrocaso

Siendo su representacion grafica, a la que debmosibre, la recogida en la figura
(1.15).

Es posible que estas distribuciones se puedapaufikn el futuro, como generadoras de
otras distribuciones mas complejas utilizando stkesna generador de van Dorp y Kotz
(2003.b).
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Figura (1.13). Funcion de densidad de la
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Figura (1.15). Funcién de densidad de

distribucion U para -2x2
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I.2. DISTRIBUCIONES BIVARIANTES EN EL METODO DE LAS
DOS FUNCIONES DE DISTRIBUCION

1.2.0. Introduccion

Cuando se disponen de dos indices de calidad pyear un bien en el método de las

dos funciones de distribucion es conveniente ugriltliciones bivariantes. En este

apartado se recogen algunas de las distribuciomseqadas en la tesis de Herrerias
(2002). En Herrerias (2005) pueden verse distiapdisaciones de estas distribuciones
bivariantes utilizando el método de las dos funesode distribucion.

I.2.1. Distribucion cubica

Se dice que una varial#x,y) sigue una distribucién cubica:

1 , Sla <x<b Osia, <y<b,
z(x,y) =y(b, —a)(b, -a,) (1.56)

0, enotrocaso

Notese que:

» Corresponde a una distribucion de reparto unifodaela masa unitaria de
probabilidad.

 Las variables aleatorias que la conforman son immdipntes ya que:

Z2(x,y)=z1(X)Z2(y).

El calculo de la funcion de distribucion es inméatia

0, six<a Oy<a,
(x-a)(y-a,) , ,
F(xy) = , Sla, <x<b Osia,<y<b .57
b a)b,—a,) T XTRESE SYSh (57
1, enotrocaso
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. o o 0°F(XY)
Puede comprobarse queFija,,a,) =0; ii) F(b,b,) =1; iii) “adv h, que es la
xoy

forma funcional de la funcion de densidad. Notase gj (b, —a,) = (b, —a,) el ortoedro
se convierte en un hexaedro o cubo. En particetdo, se cumple cuandg =a, =a y

b =b, =b.

Teniendo en cuenta los resultados i) y ii) la deibeacion de las caracteristicas
estocasticas de las distribuciones del ortoedrollyica se hacen a partir de las

densidades rectangulares correspondientes.

Es interesante sefialar que la independencia edadelgjue la funcion de densidad de la
distribucion uniforme no depende de la variabler Blto, siempre que una de las
variables, que componga el caso bidimensional,istebdiya segin una distribucion

uniforme se va a poder expresar la funcion de dadstonjunta como el producto de

las marginales.
I.2.2. Distribucion piramidal

La funcién de densidad de la distribucion piramgkala siguiente:

y—-a, 3

m, -2, (b,~a)b—a) VT
b, ~ X 3 , si(x y)OT,
b,-m (b, -a,)(b, ~&)
Z(X, y) = b2 B y 3 , Si (X, y) DTS (|58)

bz -m, (bz - az)(b1 - al)

X4 3 si(x,y) OT,

m —a (bz _az)(bl _al)

0, enotrocaso
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Donde los recintod; (i = 1,2,3,4) son los diferentes triangulos que coném los
recorridos de las variablese Y, figura (1.16):

Y A
by |--o--
T3
me | _____] I
Ta/ ! T2
T
by [-..__. i
a m a X
Figura .16 Recorridos de las variabks

Y

Se observa, figura (1.17), que la representacidfiagr de la superficie de probabilidad

Z(x,y) es una piramide, de ahi el nombre que se haal&distribucion.

Figura 1.17. Representacion grafica de la superfie
probabilidad de la distribucion piramidal.

Se puede comprobar facilmente, véase Herreria® (2Q005) que la funcién asi
definida es una verdadera funcion de densidaduga q

a, <x<b,

1) z(x,y) = 0 si
) 2(%.y) {%<y<@

2) j:j:zz z(x, y)dxdy=1

62



Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo I

En cuanto a la funcién de distribucién habra qeémjuir distintos casos:

Si (X, Yo) T, se tiene que:

hix-a)y,-a) h m-a

h 3
> mea  o(moaf (1:59)

F(Xo, Yo) =

Si (X, Y,) UT, hay que distinguir los dos casos siguientes:

- Si y, <m,, se tiene que:

_h b-a s_ha-m 3
F (X, Yo) == g(az_yo) = z(bl_xo) +
6 (m, -2,) 66, -m) 160
hb-a (o, h (Yo — )b, —%,)°
2(m,-a,) " 2 b-m
- Siy, >m,, se tiene que:
h a-b _oyp.hb-a oy
O om0 e BT
ha,-m g, W-ﬂMQ—%V |
6 (b, -m,)” b, -m,
Si (X, Yo) UT; hay que distinguir los dos casos siguientes:
- Si X, £m,, se tiene que:
_h a2_b2 3, h b2_a2 2
F (X, Yo =——— %= +— 0~ +
(%: Yo) 6@1—&)0% a,) ZUW‘Q%X a,) o
D m —a (b _y)3_h(xo_a1)(b2_yo)2 .
6(b,-m)"* " 2 b,-m,
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Si x, >m,, se tiene que:

h (Xo _ai)(bZ - YO)2
2 m, _bz

+

h
F(Xo, Yo) =1~ L. (b yo)3

6 (b, -m,)*

. o hb, - (1.63)
n a, —b, _ 3+_ _ 2
Si (X, Y,) T, se tiene que:
h(Yo_az)(Xo_ai)2 h m-a 3
F(X,Y0) =5 = AU .64
T e g (% -a,) (1.64)
De (1.58) se deducen las funciones de densidadinadeg:
b, -a, h b,-a, >
ho2 %2 (y—g)-——_"2 % (y_
o ) e () s g <x<m
f.(X) = (1.65)
th%r"ji(bl—x) g(btj % _(b,-%? si m<x<b
y
n 2% (y—a»—ﬁ(bl—ai)z(y a,)’ sia,<y<m,
f,(y) = b h b, - (1.66)
-8 a 2 o
hbz_mz(z y) - 20,-m, )(2 y)" si m,<y<b,
donde la constante normalizadora es:
. 3 .67
(b, -a)(b, ) (167)

Cabe destacar que ambas funciones de densidadnalasgson funciones cuadraticas
por lo que su representacion grafica sera la ceijnnde dos ramas de parabolas, una
dea hastam (i = 1,2) y la otra den hastdb; (i = 1,2).
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A partir de (1.65), (1.66) y (1.67) se obtienen [@®piedades estocasticas siguientes:

* Vector de medias

-1 3a, +2m, +3p,
- 8(3a2 +2m, +3sz (1.68)
* Matriz de varianzas covarianzas
-1
320 169
[19(b1 —a)?-12(b, - m)(m, ~a,)  3(2m, -, ~b,)(2m, -3, -b,) J (1-69)
3(2ml —a; - bl)(2m2 —a, ~ bz) 19(b, - a2)2 =12(b, —m,)(m, - a,)

Obseérvese que la Ky E(Y) son medias ponderadas que asignan mayor peso a lo

extremos &, b) que al valor intermedim (i = 1,2) al contrario de lo que ocurre en el
método PERT.

* Coeficiente de correlacion lineal

= 32m -a,-b)(2m, -3, -b,)
J @b, —a,)> -12(b, - m)(m, - a,)) AAb, -a,)* ~12b, —m,)(m, - a,))

(.70)

Ademasp = Osi 2ml =61+b1 0 2m2 =a, +b2 por lo que al menos un par de caras

de la pirAmide son triangulos isésceles.

Transformando los recorridos de las variables Y, R, (a,b) vy R/ (a,,b,) en
recorridos estandarizadoR .  (0§) R. (ODse simplifican las expresiones de las

propiedades estocasticas de la distribuciéon piraimid

Teniendo en cuenta que :% (i = 1,2) se tiene:
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* Vector de medias

- 1(2m +3
== <M .71
H 8(2m2+3j (70

* Matriz de varianzas covarianzas

12m1 -12m +19 3(1- 2ml)(1 2m,) (1.72)
~ 320 3(1-2m)@1-2m,) 12m," —12m, +19 '
* Coeficiente de correlacion lineal
31-2m )(1-2m)
m m (1.73)

* " Jaam —12m; +19)t2m; —12m; +19

Notese que el mayor valor del coeficiente de caciéh lineal es 0,1578947, lo cual
indica que la distribucion piramidal sera un modpiobabilistico adecuado cuando

entre las variableX e Y exista una correlaciéon lineal moderadamente débil.

I.2.3. Distribucion troncopiramidal

Se dice que una variabix,y) sigue una distribucion troncopiramidal si su fdncde
densidad viene dada por:

y_az h

si(x,y)dT,
Y1~ &,
BTX 1 siy) 0T,
bl - X
b, - .
z(x,y) = ﬁh si(x,y)dT, (1.74)
2 2
Th L sixy)OT,
X~
h si(x,y)dT;
0 enotrocaso
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Donde la constante normalizaddréiene la siguiente expresion:

6
h=
(bz - ty, - yl)(bl —at X, — Xl) + (bl - a1)(b2 - az) + (Xz - X1)(y2 - yl)

(1.75)

Se denotan pof; (i=1,2,3,4,5) las diferentes regiones que conforrmarmdcorridos de

(X,Y) tal y como se aprecia en la figura (1.18).

Ts
R
Ty Ts T,
yio
LT
X1 Xo

Figura .18 Recorridos de las variabls Y

Asi pues, la distribucion troncopiramidal surge admsiderar en los ejes cartesianos
sendas distribuciones trapezoidales que generas esgpacio un tronco de piramide.
Las caras del tronco de piramide pueden detern@nmos planos determinados por tres
puntos: dos en la base y el tercero correspondént® de los dos vértices del tronco
de piramide, donde la cota de estos puntos o alleirdaronco de piramide servira de

constante normalizadora para la distribucion bargtg. Su representacion grafica es:

Figura 1.19. Funcion de densidad de la
distribucién troncopiramidal.
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En cuanto a la funcién de distribucién habra qeémjuir distintos casos:

Si (X, Yo) T, se tiene que:

(% -a)y,-3)" h x-a
Yy, —a, 6(Y1_a2)

F (% o) :2 (y, -a,) (1.76)

Si (X, Y,) UT, hay que distinguir los tres casos siguientes:

- Siy, <Y,, setiene que:

_hb-a 2_hb-a-0%-X) __y
F(Xo’yo _E(yl_az)(yo az) 6 (yl_a2)2 (yo az) + -
DLaZ(bl_x )3 _D(yo _aZ)(bl _X0)2 .
6(b1_xz)2 ’ 2 by =X,
- Siy, <y, <Yy,, setiene que:
P60 = Bl -a) -SRI B gy )
X (1.78)
L VAN | PRV A W L B 7k S AV
5 ma)-a) -2 b -y -a) 6 (- %)
- Siy, >Yy,, setiene que:
=1- Dbl;ai - Z_Dbl_al_(XZ_xl) v B
F(X¥o) =1 2(b2—y2)(b2 Yo) 6 (b,-v,) (b, - ¥s) 179
D Y1~ & v )3 D(YO_az)(bl_Xo) .
6b - Y T2 -

Si (X, Y,) UT; hay que distinguir los tres casos siguientes:

68



Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.

Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo I

- Si x, £ X, se tiene que:

b_ 2 2
PO = o b g2 e e -a)
hogma o hbo-a)h -y
6(b2 _y2)2( 2 yO) 2 b y

- Si x <X, <X,, se tiene que:

F(%d&%(&ﬂﬂ(@ﬂ&%m — (% =)y, ~a)+

= (-l ma) o (o=l =y + £ )(bz %)

- Si x, > Xx,, se tiene que:

D(Xo _al)(bZ - YO)2 _hb,-a, - (y, -yi)
2. by 6 (%)

h Xl_ai 3 hbz_az 2
2 = (b, - + —
G(bz_yz)z(z Yo) Zbl_xz(bl X)

F(X, Yo) =1-

Si (X, Y,) T, se tiene que:

_h(yo_az)(xo_ai)z_ a )3
F(XO’yO)_E (Xl_al) (Xl_al)z(xo al)

h
6
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Capitulo II

Construccion, caracteristicas estocasticas y
aplicaciones de la distribucion biparabdlica en
el PERT y el método de las dos funciones de
distribucion

I1.0. INTRODUCCION

Entre las distribuciones unimodales de tipo geadntétiue se emplean en el tratamiento
del riesgo y la incertidumbre como alternativa adlatribucion beta destacan la
distribucion rectangular, la distribucion triangulda distribucion trapezoidal CPR,
(Callejon, Pérez. y Ramos 1998), y recientemerganals familias de la distribucion
two-sided powefvan Dorp y Kotz 2002.a). Todas estas distriboesoestan definidas
en un dominio acotado, se pueden determinar a plartas tres estimaciones aportadas

por el expertod, my b) y su funcion de densidati(x no es derivable en la moda, por
lo que f'(x) puede presentar un salto o discontinuidad en ldam®e puede entender

gue el hecho de que la densidad marginal sea disaanafade incertidumbre al

proceso de determinacion de la distribucion subyacal fenomeno objeto de estudio.

Este capitulo se dedica a la presentacion de tebdision biparabdlica cuyo primer

antecedente es la distribucién parabdlica, predarda el primer capitulo. La primera
referencia a esta distribucion se encuentra enltH&t839 y 1961) y se obtiene como
suma de tres variables aleatorias uniformes, aufiqalenente resulta ser simplemente
una combinacion de pardbolas y a ello debe su remm®e comprueba que la
distribucion biparabdlica es la generalizacién al€iktribucion parabdlica de la misma
manera que la distribuciétwo-sided power van Dorp y Kotz (2002.a), es la

generalizacion de la distribucion triangular.
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Por otra parte, la distribucién biparabdlica resdér una distribucion definida en un
dominio acotado, determinada a partir de los tasres clasicos y con funcion de
densidad derivable en el punto correspondientenzolda. Este hecho tiene una sencilla
interpretacion econémica que consiste en que elnsiento marginal de la funcién de

densidad a la derecha de la moda es igual que@&htdento marginal a la izquierda. Es
decir: f,(m) = f_(m) y por tanto existira derivada en el pumopor lo que se puede

afirmar que la densidad marginal es continua. Eatacteristica la diferencia de las
distribuciones que vienen siendo aplicadas en arteige incertidumbre tanto en el
contexto de la metodologia PERT como en el métodolad dos funciones de

distribucion.

Tras detallar el proceso de construccion de laiblistion biparabdlica se calculan sus
principales caracteristicas estocasticas para nsbente completar el analisis con la
obtencién de la distribucién biparabdlica a patét sistema generador de van Dorp y
Kotz (2003.b).

Se demuestra, por otra parte, que la distribucigarabolica es la marginal de la
distribucion bivariante piramidal, Herrerias (2008)continuacion, se analiza la forma
de la distribucion a partir de los coeficientesadenetria y curtosis.

Como parte final, se examinan las posibles aplices practicas de la distribucion y
para ello, en primer lugar, se encuadra la distidou biparabdlica en la metodologia
PERT procediendo a la comparacion de su media ignz con respecto al resto de
distribuciones habitualmente aplicadas en dichadodbgia.

Se comprueba que presenta una varianza superestalde distribuciones usadas en la
comparacion y que es, a excepcion de la distrinutapezoidal CPR, la mas moderada
en media. Por lo que se concluye, siguiendo ldsrms defendidos por Taha (1981) y
desarrollados por Herrerias (1989) que la distrdrubiparabdlica es una distribucion
adecuada para su uso en la metodologia PERT emetonc para el tratamiento del

riesgo y la incertidumbre en general.
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Por dltimo, la aplicacién de la distribucion bigadica en el método de las dos
funciones de distribucion (MDFD) plantea un proldeatgebraico ya que la funcién de
distribucion da lugar a una ecuacién cubica. Tras ssiperado se establecen tres
posibles alternativas de resolucién que guedangié@® en un cuadro-resumen que

facilitara el procedimiento practico.

El capitulo se compone de tres epigrafes, el pardedicado a la construccion de la
distribucion biparabdlica, un segundo en el que desarrollan las principales

caracteristicas estocasticas de dicha distribugi@or Gltimo, un tercer epigrafe que
analiza las posibles aplicaciones de la distributigparabdlica tanto en la metodologia

PERT como en el método de las dos funciones debdision.

II.1. CONSTRUCCION DE LA DISTRIBUCION BIPARABOLICA

Se parte de los valores minim&),(mas probablenf) y maximo p) aportados por el

experto, y se determina la parabdlgx) a partir del puntog, 0) y el vérticen, h y la

parabolaf,(x) mediante el puntdy( 0) y el vérticer, h). Véase figura (11.1).

Se define la funcion de densidad de la distribubigarabdlica como:

f(x), sia<sx<m
f(x) ={ (1.1)

f,(x), sim<sx<b

La distribucién biparabdlica surge, y de aqui dersu nombre, de la conjuncion de
estas dos parabolas que, tal y como se obsena feguta (11.1) comparten el mismo
vértice. En la figura (11.2) se presenta, con &uf@ado en negrita, la funcién de

densidad de la distribucion biparabdlica.
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Figura Il.1. Parabolafg(x) y fa(x).

a m b

Figura I1.2. Construccion de la distribucion
biparabolica

Se puede comprobar que:

f(x) = A(x-a)(x - (2m- a))

f,(X) = B(x=b)(x - (2m-h)) (1.2)

Para determinar los parametrasy B se le impone a la funciérf (X) la condicion
b
propia de una funcion de densidaﬁlf(x)dle, y la condicién de continuidad,

a

fy(m) = fo(m).

Se demuestra que:

1 :
(m-a)*(b-a) '

1
(b-m)?(b-a) (13)

=3 __3
2 2

Y finalmente se obtiene la funcién de densidadaddidtribucion biparabdlica:
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3 1 2 .
- > (x* —2mx+(2m-a)a), Si asxs<m
2(m-a)°(b-a)
0= 53 (11.4)
-— > (x* = 2mx+ (2m-Db)b), si m<x<b
2 (m-b)?(b-a)

Obsérvese qué () = Y& que(x® -a%)+2m(a-x) = (x+a-2m)(x—a) <0. Lo

mismo ocurre con la otra rama.

Se observa que si=- ,BH=5ym=0, entonces se trata de la distribucién parabdlica,
presentada en el primer capitulo, cuanxial [— 5,5]. Esta distribucion es un caso
particular de la distribucién biparabdlica cuandarloda esta centrada en el origeny es
simétrica, es decircD[— a,a]. Su funcion de densidad, para el caso generala es

recogida en la expresion (1.49).

A partir de aqui se obtiene la funcion de distriboc

_i(x—a)z(x—3m+2a)’ S a<x<m
Fo=] ° (m_f) (b-2) (I1.5)
1—1(X_b) (x—3m+2b)’ Si m<sx<b
2 (m-b)’(b-a)
Se comprueba que:
F(m) = E‘_‘: =M (1.6)

Es decir, el valor de la funcién de distribucionl@moda ) es precisamente la moda
estandarizada\). Esta es una propiedad que cumple, entre otadistribuciontwo-
sided powede van Dorp y Kotz (2002.b).

Por otra parte, se observa que la derivada pariectia y por la izquierda dig(x er) la
modam, coincide con los puntos maximos de dos parabplper tanto ambos son

iguales a cero. Es deciff, (m)= f_(m) = . @®or lo que se concluye que la densidad
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marginal es continua. Esta caracteristica la difdeede otras distribuciones aplicadas
en ambiente de incertidumbre, como por ejemplaidagular, la trapezoidal, la TSP,

cuya funcion de densidad margingl(x) presenta un salto o discontinuidad en la moda,

afadiendo asi mayor incertidumbre al proceso.

Podria pensarse que la distribucion biparabodlicas@e un caso particular de la
distribuciontwo-sided powervan Dorp y Kotz (2002.a) cuandgtoma el valorn= 3

Sin embargo, se comprueba que la distribucién S3; 3P (no es derivable en la moda
y por tanto, dado que ésta es la principal caratiea diferenciadora de la distribucion
biparabdlica, se concluye que no se trata de lmendistribucion. Es decir, partiendo

de la expresion (1.30) y sustituyenda= : 3

)2
{—j , 0<t<M
M

2
ij, M<t<l
1-M

(M3 = (1.7)

Se comprueba que la derivada por la derecha estdiatla derivada por la izquierda y

por tanto esta funcion de densidad no sera deevablla moda. Esta comprobacion se
puede realizar a simple vista observando la figuE donde se recoge la funcién de

densidad de la distribucion STSP(3;0,5).

. . . o X—a .
Por otro lado, si se realiza el cambio de varlabtel)— en las expresiones (l1.4) y
—-a

(11.5) se obtiene la expresion de la funcion desitad y de la funcion de distribucion

para la distribucion biparabdlica estandarizada:

_E%(tz—ZMt), si 0<st<sM

fO= 5 4 (1.8)
S~ (t>-2Mt +2M - 1), si M<t<1
2(@1-M)
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204 _
_lw, si 0<t<M
Fy={ ° M (1L9)
- M, .
Tt U Uk L e 2 BN I VIS
2 (M-1)

Se comprueba que al estandarizar la expresion) @.€b (1.66), correspondientes a las
funciones de densidad marginales de la distribucgiramidal, la constante

normalizadora (1.67) queda reducida a 3 y se obtlarexpresion (11.8), con lo que se
puede afirmar que la distribucion biparabdlica ltesser la distribucion marginal de la

distribucion bivariante piramidal, (Herrerias 2002)

La distribucion piramidal, expuesta en el primepitdo, satisface el sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parcialesisteima de Pearson, y su condicion
de integrabilidad, correspondiente a las distrites bivariantes continuas o sistema
de van Uven, (van Uven 1947 y 1948). Por otra péatdistribucion biparabdlica como

marginal de la distribucion piramidal verifica lauacion diferencial del sistema de

Pearson correspondiente a las distribuciones uaitas continuas

II.2. CARACTERISTICAS ESTOCASTICAS PRINCIPALES

Una vez obtenidas la funcién de distribucion yuacion de densidad de la distribucion

biparabdlica, se presentan sus momentos centraleyarianza en el caso general:

E(X) = w (11.10)
E(x?)=a®+2a 2(m- a);rS(b-a) N 2(m- a)® +3(m- f;)éb'a) +4(b-a)° (11.11)
Var(x) = 12(m-a)® -12(m- a)(b-a)+19(b-a)’ (11.12)

32C

En cuanto a sus momentos centrales y su variangbcaso estandarizado:
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+
ey =2M*3 (11.13)
2M 2 +3M +4
Et?)="b——— — .14
(t%) 20 (11.14)
2_

Var(t):lzlvl 12M +19 (11.15)

32C

Resulta evidente que estas expresiones coincidetascexpresiones correspondientes
para la distribucidbn marginal estandarizada deadaiblucion piramidal presentada en el

primer capitulo.

Por otro lado, el momento de ordé&nen el caso de la distribucién biparabdlica

estandarizada sera:

D @2+ M

E(tY) =32
(k +D)(k +2)(k +3)

(11.16)

Se demuestra que el coeficiente de asimetria yoefictente de curtosis tienen las

siguientes expresiones respectivamente:

(SM P _12M? —10M +7J2

1280
B, = 3 (11.17)
(12|v| 2 —12M +19J

320

7{624M 4 _1248M° + 2088\ 2 —1464M +1095} (11.18)

P (L2m? —12M +19)°
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I1.2.1. Obtencion a partir del sistema generador de van Dorp

El uso del sistema generador introducido por vampDp Kotz (2003.b) permitira
simplificar los célculos y realizar una presentacibas elegante de la distribucion
biparabdlica.

Segun van Dorp y Kotz (2003.b), p(-/») es una apropiada funcién de densidad
definida en [O;L] con parametros, o vector de parametras, entonces, se puede

construir la siguiente funcion de densidad unimedal:

p(ﬁ/lﬂj si 0<st<M
g{t/M’p(%l')}: 1-t _ (1.19)
D(m/lﬂj si M<st<1

donde F{AJJ es la funcion generadora @%t/ M, p(%y)}

Para queg sea la funcién de densidad biparabdlica presemalhriormente,p{%pj

debera cumplir ciertas condiciones:

1
|
|
I
|
I
|

] 1

Figura 11.3. Representacion de
P(-ly). py)=ay+by+c

En primer lugar, debera ser una parabolg, (b, c)=ay*+by +c, por lo que observando

la figura (11.3) se obtienen las siguientes conoluss:
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» La funcién pasa por el punto (0,0) por tanto sedlpudemostrar que=0

* La funciéon debe tener un maximo en el punta

e y(@=2ay+ b](l) =2a+b=0= b=-2a luego debe sep(y/a) =a(y*> -2y .)

Ademas, para que sea una funcién de densidad §rdghe cumplirse

1
que:j a(y>-2y)dy=1=a-= —g . Por lo tanto:
0

{}¢j=—goﬂ—zw (1.20)

Finalmente, se puede afirmar que)pge encuentra totalmente determinada y que no

depende de ningun parametro.

Partiendo de las condiciones anteriores se obléesiguiente expresion para la funcién
de densidad:

2
—§ t_z—ziJ, si 0<st<M
2\ M M
9(t/M. p(y)= NP (11-21)
S Ay )| simss
2{ 1-M 1-M

Y operando se obtiene la funcion de densidad Hiddica recogida en (11.8):

—g%(tz—ZMt), si 0<t<M
ot/M.p(y)=1 3 4 (11.22)

-2 _(t2 -2Mt+ (@M -1)), si M <t<1

2 (1-M)
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Si se tiene en cuenta que la funcién de distribu@¢t / M, p(y)) de la distribucién
biparabolicag se puede obtener a partir de su genergagrsiguiendo a van Dorp y

Kotz (2003.b):

t
MP(M/HJJ, 0<t<M

G(t/M,P(y)) =
1-t

(11.23)

donde P(/¢)es la funcién de distribucion asociada a la dedsida la funcion

generadorap(/¢), pudiendo comprobarse en general que:
G(M/M,¢) = MP[l/y) =M (11.24)

3
Por lo tanto, teniendo en cuenta op(&) = —g(y? - yZJ la funcion de distribucion de

la biparabdlica vendra dada por:

(ECIRC S
oS G} e

Desarrollando esta férmula se logra la expresié®)(ly si deshacemos el cambio

G(t) = (11.25)

t =x"a se obtienen las férmulas (11.4) y (I1.5). Una eaeaistica muy importante de
-a

las funciones de densidad pertenecientes al sisggnarador de van Dorp es que

F(m)=M, sienddF la funcién de distribucion Wl la moda estandarizada.

Se demuestra, van Dorp y Kotz (2003.b), la sigeieakacion entre los momentos de la

generadorap(y Y la funcién de densidag(t :)
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E(t“/M, p)= M*E(x" /i) + i(ﬂ(—l)‘ @-M)=gx /y] (11.26)

Haciendo uso de la expresion (11.26), se calcutanvalores de los momentos de la

distribucion biparabdlica con respecto al origen:

E(t/M, p)= @M -DE(y/y)+ @~ M) (11.27)

Var(t/M, p)=|M 3+ 1-M ) Var(y/g) + M (- M){E(y /@) -1} (11.28)

Teniendo en cuenta qqa{%lj = —g(y2 —2y), se consiguen unas expresiones mas

sencillas que coinciden con las expresiones (Iy13)15):

E(t/M, p)= 2M8+ 3 (11.29)
2 —
Var(t/M, p) = 12V 3;?'\/' +19 (1.30)

I1.2.2. Calculo de los momentos centrales

Utilizando la expresion (11.26), que liga los mortende la funcion de distribuciéon

biparabdlica estandarizada con los de su distrdiougeneradora, se obtiene:

2M +3 _,2M +3

E(t) =
® 24
E(tz):2|\/|2+3|\/| +4:32|v|2+3|v| +4
20 60
(1.32)
s _2M°+3M? +4M +5 __2M°+3M?* +4M +5
E(t®) = =3
40 12C
o 2M*+3M°+4M?*+5M +6 __2M* +3M°+4M? +5M +6
B = 70 =3 21¢
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En general,
k i
2+ )M
EtY) _g2M K+3M KT +AM K2+ 4+ (2+K) _3 ,zo( 2 (1.32)
(k+D(k+2)(k+3) (k+D(k+2)(k+3)
Operando:
12M? -12M +19
= 11.33
M, 39C ( )
3 _ 2 _
= 8M° -12M “ -10M +7 (11.34)
128(
_ 624M* -1248V 3 + 2088V 2 —1464M +1095
My = (11.35)

5148(

I1.2.3. Analisis de la forma de la distribucion biparabdlica

La principal ventaja de la distribucion biparabdlidestacada anteriormente, es que
presenta un crecimiento continuo de la densidatbém su dominio, pero ademas, al
igual que ocurre con la familia de distribucitmo-sided power(van Dorp y Kotz
2002.b), ser&a una distribucion asimétrica y preséntin mayor apuntamiento que la
normal, siendo ambas caracteristicas muy deseables dmbito de la valoracion y de

las aplicaciones financieras.

Con el objetivo de realizar una presentacion glasala distribucion biparabdlica y
obtener conclusiones acerca de sus ventajas cpectesa otras distribuciones, se
presenta, a continuaciéon, un estudio sobre la sisrty la asimetria de dicha

distribucion.

Partiendo de las expresiones (11.33) y (11.34) sk el coeficiente de asimetria como:
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[8|\/|3—12|v|2—10|v| +7J2

2
p=t - 1280 (11.36)
£ (12M-12M +19
( 320 j
0,16
0,14
0,12 A
0,14
0,08
0,06
0,04
0,02
0 \ \ \ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura Il.4. Representacion del coeficiente de
asimetria de la distribucion biparabdlica

En la figura (11.4) se representa el coeficienteadienetria y se aprecia que toma valores
siempre inferiores a 0,143 por lo que se puedmafigue se tratara de una distribucion
con poca asimetria ya que el coeficiente toma galoruy cercanos a cero. Se observa,

ademas, que a medida que la moda tiende al purdmpen el caso de la distribuciéon

estandarizadisl = % el coeficiente de asimetria tiende a 0.

En cuanto al coeficiente de curtosis se obtienarérpde las expresiones (11.33) y
(11.35):

_ M, _ 7| 624M* -1248V1° + 2088M * ~1464M +1095

P=E s (l2m2 -12m +19f

(11.37)
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4,25

4,24

4,23

4,22

4,21
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 11.5. Representacion del coeficiente de
curtosis de la distribucion biparabdlica

En la figura (I1.5) se representa el coeficientecdeosis de la distribucion biparabdlica
estandarizada, y se aprecia que siempre toma salguwales o superiores a 4,2. Dado
qgue el coeficiente de curtosis propio de una tistibn normal es 3 la funcion de

distribucion biparabdlica presenta mayor apuntatoigoe la normal.

II.3. APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION BIPARABOLICA
I1.3.1 La distribucion biparabdlica en la metodologia PERT

Siendox la variable aleatoria cuyo comportamiento ha deesémado a través de los
. - . . X—a

valores &, my b), y siendo definida la variable estandarlzadab— con valor modal

-a

:b—a

distintas distribuciones usadas habitualmente emeladologia PERT.

M , Se recogen en el cuadro (1l.1) los valores esjpsrg la varianza para las

En la figura (I1.6) se observa que la distribucliiparabdlica es casi tan moderada en
media como la trapezoidal CPR y mas moderada guestel. Por otro lado, la varianza
de la distribucion biparabdlica es siempre supedoda varianza del resto de

distribuciones analizadas, tal y como se aprecia égura (I1.7).
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Figura 11.6. Comparacién del valor de la media
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Figura I.7. Comparacion del valor de la varianza
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Variable aleatorix Variable estandarizada
[ M +1
Triangular E(x) = a+r3n+b E(t) = -
CA2 _ _1-M(@-M)
var(x) = (b-a)° —-(m-a)(b—-m) varg) = T
18
Beta Clasica —3)? 1+4M 1
E(X) = m’ Var(x) :M E(t) = yvart) =—
36 36
' o 2M +3
Biparabolica E(x) = 2m+38a+3b E(r) = 8+
—a)2— —_a\(b— —a)2 12M ? -12M +19
var) = 12(m-a)°-12(m-a)(b-a)+19Yb-a) var(t) =
32C 32C
Trapezoidal i 1 ]
CPR 1 3 2 1
(variable M5 37—} M<3
estandarizada 2 M |
) E()=1 - .
} M +§— M , M >1
3 2 1,.m 2
i 2 ]
101 1 @_Mj(l_M)) 1
S+ M+(1-M)? - M<Z
184 2 3 2 2
Z-M
(3]
vart) = -
101 1 [M _;JM 1
S+ A-M)+M - | M>=
18/4 2 1)2 2
(M +2j

Cuadro II.1. Valores esperados y varianzas de istsitiiciones mas usadas en

metodologia PERT
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Por ultimo, en la figura (11.8) se representan tissidades de las distribuciones
anteriores y, como conclusién fundamental, se desgae la ordenada en la moda es
menor para la distribucion biparabdlica que paradistribucion triangular y la

distribucion trapezoidal CPR, cuyas expresionesesegen en el cuadro (I.2). Se
puede comprobar que la altura modal de la bipai@bd@s exactamente la media

aritmética de las alturas modales de las distrdmes uniforme y triangular.

Triangular hy =2
b-a
Uniforme __ 1
" b-a
Biparabolica 3
_ 2
ey = b-a
2 . a+b
. — sim<
Trapezoidal CPR b-a+t-m
2
h =
CPR 2 . a+b
—l sl m>
b-a+m-—
2
Cuadro 11.2. Alturas modales

— Trapezoidal
o Triangular
—1+— Rectangular

e Biparabdlica

Figura 11.8. Comparacién de densidades y alturagates
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En conclusion, si se aplica el criterio de maxiraganza en el método PERT defendido
por Taha (1981) y desarrollado por Herrerias (19B9%istribucion biparabdlica seria
la mas conveniente para ser usada en este amhitque/ tiene una media casi tan
moderada como la trapezoidal CPR, que presentaeldianmas moderada de las
distribuciones conocidas hasta ahora, pero unanzaimucho mayor que las demas.

I1.3.2. La distribucion biparabdlica en el MDFD

En la distribucién biparabdlica las funciones destribhucion vienen dadas por
ecuaciones cubicas, por lo que si se desea estadiplicacion de dicha distribucion en
el MDFD previamente se debe resolver un problemamente algebraico. Si el activo

esta representado por la funci@(a,m;,b) vy el indice viene dado por la funcion
B,(a,,m,,b,); al estandarizar ambas variables se obtienen Iafibdciones
B>(O,M,)) y BJ(O,M,]), cuyas funciones de distribucién son respectivaenen

G} (t) y GJ(t) y vienen dadas por la siguiente expresion:

BERIT] e

31/ 1-t, ) (1-t Y (11.38)

G ()=

(i=12)

Dado un valor concreto del indi¢é se trata de encontrar el valor del actifoque

cumple la siguiente condicion:

G,(t°) =G, (t0) = t° =G*(G,(12)) (11.39)

Y desestandarizando:

89



Generalizacion de la distribuciéon biparabdlica.
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo II

X) =a +t) (b -a) (11.40)

Para continuar con el analisis se distinguen dessca&n funcion de qukl,<M; o
M1<M,, y dentro de cada caso concreto se diferencianptsibles alternativas. Todas
estas posibilidades son desarrolladas a continoracio

Proposicion 1: Cuandd,<M;— G, (t3)>G,(t)) Ot 0 (00) . Véase la figura (11.9):

1o
Falria) F1HIMT)

Gaitf A |

32 7 - e

I

L

My b---- GIt /M)

. |

17 Zona critica

Figura I1.9.

Proposicion 2: Teniendo en cuenta &M, se distinguen tres posibilidades:

- SiO<t<M; = G,(t)<G,(M,)=M, <M,
- SiMi<t<1 = G,(t)>G,(M;)=M; >M,

- SIiMx<t<M: = G,(t)M,(véase la zona critica de la grafica)
Por lo que se establecen tres casos:

= Caso 1.1.

Dado t3 D(O,Mz)se deduce qué,(t2 <M; y aplicando la igualdad de la expresién
(11.39):
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3 11(t ) () 311t ) (t )
G to =M.l = 2| - L =M.l = == -| == =G to
ol )|l e e
Operando:
0 \3 0 \?2 0
Uy | (4] 2_2G(E) (11.42)
3( M, M, 3 M,

A continuacion se denomina:

_26,) ¢

;2= .43
3 M, M, (11-43)

y COmMO consecuencia se obtiene la ecuacién cubica:
z°-32-3k=0 (11.44)

Una vez resuelta dicha ecuacion cubica, se catfutapartir de los valores(my b) y

se procede a la desestandarizacion obteniéndeatoede X, = a, +t (b, —a, ).

= Caso 1.2.

Dado t) D(Ml;L)se deduce qué,(t; >M; y, de manera anéloga al caso anterior se

plantea la siguiente ecuacion:

Gl(tf)=1—(1—M1)(—§]E(11_‘h} j —(11_';/; ] }
N} ETE TR N C0 S i I
_1 (1 Mz)( 2j|:3[1—|\/|2] [1_M2j] Gz(tz)
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operando:
2
1f1-t ) _(1-t ) __21-G,(t;) (11.46)
3l1-M, ) \1-M, 3 1-M))

En la expresién anterior se sustituye por los eslaez y k:

— 1_t1 k —_ _Zl_Gz(tg)

z= K= .47
1-M, 3 1-M) ( )
y se obtiene, al igual que en el caso anteri@igaiente ecuacién cubica:
1 3 2
—z°-z"= 11.48
2 (11.48)

Al resolver este ecuacion se obtiene un valor Zarg, a partir de este valor un valor

parat; y X; =a, +t/(b, - a,).
= Caso 1.3.

Dado tJ D(Mz,Ml), puede ocurrir qués, (tJ sea menor o mayor qud;. En el caso
en que G,(tJ X M; se realiza un desarrollo similar al del caso 1.lcyando

G,(t9) >M; se opera como en el caso 1.2.

Proposicion 3: Cuandd;<M,—= G, (t;) >G,(t9) Ot 0 (01) . Véase la figura (I1.10):

Proposicion 4: Teniendo en cuenta &y&M, se distinguen tres posibles casos:

- Si0O<t<M; = G,(1) <G (t) <G (M) =M, <M,
- SiMx<t<1 = G,(t)>G,(M,)=M, >M,;

- SIMi<t< M. = G,(t)M,Vvéase la zona critica de la grafica (11.10).
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CE Ry B iy
E10 L3 £2 2 Bl
32 Myb-mmm-e--
M ob----

7 Zona critica

Figura 11.10.

Se establecen tres casos:
= Caso 2.1:

Dado tg D(O,Ml), se deduce qué&,(t) <M,y aplicando la igualdad de la expresion
(11.39):

3 2
3 1( t t
“EM S| -2 (=6, :
2 l{B(Mlj (Mlj} 2(t2) (11.49)
Operando:

l(t_ljs _(t_ljz __26G,(t) (11.50)

y llamando:

z:(—j;k:——— (11.51)
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Se obtiene la ecuacion cubica:

72°-3z-3k=0 (11.52)

Esta ecuacion permite obtener un valor pgyay a partir de este valor obtener un valor

parat] =z,M,; y X; =a, +z,M,(b - a,).
= Caso0 2.2:

Dado t5 D(MZ;L)se deduce qués,(t; >M; y aplicando la igualdad de la expresion
(11.39):

31 1-t, ) (1=t Y |_ . .
1—(1—M1)(—5]{§(1_MJ (1_M1”_62(t2) (1.53)

Similar al caso 1.2.

= Caso 2.3:

Dadot; D(Ml, MZ) puede ocurrir qué, (t; Sea menor o mayor qié;. En el caso en

que G, (t; )< M; operamos como en el caso 2.1, y cua@J¢> >Mj)operamos como

en el caso 2.2.

Una vez expuestos todos los posibles casos cotostespondientes planteamientos se

presenta en el cuadro (11.3) una sintesis de mdterlos obtenidos:
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M1<M, O<t<M, Mi<t<M» Mo<t<1
Mo<M4 O<t<M, Mo<t<M; M <t<1
Valor dek k:_EGz(tg) k:_zl—Gz(tS)
3 M, 3 @-M)
Valor dez 0 -
e G,(t;) <M1= casa z:11 '\;1
— M, G,(t;) >M1= casce 1
Clbica | 7z2-32°-3k=0 1s__2_
_Z —_ Z =
Valor ) =2M, t) =1-2,(1-M,)
estandar
Valor real| X7 =a, +t)(b, - a,) X; =a +[1-2,@-M,)|b -a)
Cuadro 11.3. Cuadro-Resumen de posibles casos aplitzacion practica de la distribucipn
biparabdlica al método de las dos funciones deilolision.

I1.4.CONCLUSIONES

En el presente capitulo se ha presentado la distdb biparabdlica cuyo primer
antecedente es la distribucion parabolica, predantan el primer capitulo. A
continuacion se enumeran las conclusiones prirespglie se desprenden del analisis de

la distribucion biparabdlica como generalizacioriadistribucion parabdlica:

1. Se ha construido la distribucién biparabdlica gaecaracteriza por ser una
distribucion definida en un dominio acotado y dmieada a partir de los tres
valores clasicos. Ademas, y como caracteristicaralitiadora del resto de
distribuciones aplicadas en la metodologia PERTfusgion de densidad es
derivable en el punto correspondiente a la moda.

2. Se han hallado sus principales caracteristicac&stioas y se ha analizatio
forma de la distribucion a partir de los coeficemntle asimetria y curtosis.

3. Se ha obtenido la distribucién biparabdlica a paei sistema generador de van
Dorp y Kotz (2003.b).

4. Se demuestra que la distribucion biparabdlica esdeginal de la distribucion

bivariante piramidal, (Herrerias 2002).
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5. Desde un punto de vista mas pragmatico se han eadmilas posibles
aplicaciones de la distribucion en la metodolodERP y en el método de las
dos funciones de distribucion.

6. Siguiendo los criterios defendidos por Taha (198d¢sarrollados por Herrerias
(1989) se concluye que la distribucién biparabdéisaina distribucion adecuada
para su uso en la metodologia PERT y para el tratdm del riesgo y la
incertidumbre.

7. La aplicaciéon de la distribucion biparabélica eV)FD plantea un problema
algebraico que tras ser superado da lugar a tosgbles alternativas de

resolucion.
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Capitulo III

La distribucion biparabodlica generalizada
de una rama y de dos ramas:
una nueva herramienta

III.0. INTRODUCCION

En los capitulos previos se ha realizado una «@vidie las distribuciones usadas en el
ambito del PERT y en el método de las dos funciaedistribucion. Asi mismo, se ha
presentado la distribucién biparabdlica destacasdogran aplicabilidad en ambos

campos.

En el presente capitulo se generaliza la distrilbubiparabdlica, como ya hicieran antes
van Dorp y Kotz (2002.a) y (2003.a) con la distdidm triangular y trapezoidal

respectivamente. Asi pues, el capitulo esta diviéinl dos partes claramente diferenciadas
dedicadas respectivamente a la generalizacion derama y de dos ramas de la

distribucion biparabdlica.

En primer lugar, se presenta el procedimiento dergdizacion, proponiendo una nueva
funcion generadora como alternativa a la funciomegedora usada por van Dorp y Kotz
(2003.b). Se realiza un andlisis comparativo eatrdbas funciones generadoras para
continuar el proceso de generalizacion con aqugllea aporta un mayor rango al
coeficiente de curtosis pensando en sus posiblésa@ipnes financieras para ajustar

distribuciones muestrales de rendimientos de aesion
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La distribucion resultante de dicha generalizacideda denominada como distribucion
biparabdlica generalizada en una rama, y se notaocBPG. A continuacion, se
presentan sus caracteristicas estocasticas piliexipasaltando su coeficiente de curtosis
y su coeficiente de asimetria que seran objetandenalisis profundo mediante el ratio de
los momentos, (Kotz y Johnson 1985). Posteriormesgerealiza la estimacion por
momentos distinguiendo entre las estimaciones cas § cuatro parametros
poblacionales. Para cada caso se realiza una @phcpractica obteniendo, en ambos,
resultados satisfactorios que en el caso de lam&sibn con dos parametros poblacionales
son comparados con los obtenidos mediante la lisitn standard two-sided power
(STSP). De manera analoga, se dedica un epigtafessimaciéon mediante el método de

maxima verosimilitud.

La distribucion biparabdlica es una distribuciotraaramétrica lo que introduce cierta
complejidad a la hora de estimar dicha distribu@drartir de los tres valores clasicas (
m y b) aportados por el experto. Existen dos alternatoyae se pueden adoptar con el
objeto de superar esta circunstancia: imponericegtnes a la familia de distribucién (por
ejemplo, estimacion moderada, con varianza maxima restriccion a alguna de las
subfamilias) o solicitar mas informacioén al experfsta Gltima posibilidad se conoce
como proceso de elicitaciéon. Siguiendo a Kotz y smp (2004) en el libro titulado
Beyond Betase desarrolla el procedimiento de elicitacion @& en un epigrafe del
mismo nombre que culmina con una aplicacion pragiara las distribuciones beta, STSP
y BPG,. Por ultimo, en cuanto a la distribucion BP<g refiere, se analiza su entropia y se

compara con la entropia de la distribucién STSP.

En referencia a la generalizacion en dos ramasgeskca un primer epigrafe a la
presentacion de la herramienta. Al trabajar conpdaibilidad de aplicar diferente
distribuciébn a cada rama se realiza un analisisresdés distintas combinaciones,
obteniendo la generalizacién en dos ramas pareaess: BP-BP, BP-STSP, STSP-BP y

STSP-BP. Para todas estas mixturas se obtienen carecteristicas estocasticas
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principales, recogidas en el anexo matematico Aeypresenta el procedimiento de
elicitacion. Como colofon se realiza una aplicagédictica del proceso de elicitacion para
las distintas combinaciones y una aplicacién atgso de valoracion, donde se comparan
los resultados a partir del MDFD en dos ramas pasa distintas combinaciones

nombradas anteriormente con los resultados obtemuediante el método sintético de

valoracion y el ajuste por minimos cuadrados.

III.1. DISTRIBUCION BIPARABOLICA GENERALIZADA EN UNA
RAMA (BPG;)

Con el objeto de aportar flexibilidad y generalidald distribucion triangular, van Dorp y
Kotz (2003.b) presentan un sistema generador gueiteeobtener la distribuciotwo-
sided power(TSP). Tal y como se comentd con anterioridadjisé&ribucion triangular,
con gran aplicacion en problemas asociados conétisegs del riesgo y la incertidumbre,

es un caso particular de la distribucion TSP.

El sistema generador de van Dorp y Kotz permiterdat la distribucion STSP a partir de
una funcion de densidad definida en el intervald)(OLa idea fundamental de dicho

sistema generador es que dado una funcion de denp{@d/¢ ) en (0,1), con parametro,
0 vector de parametrag, se puede generar una funcién de densidad acanggnezch

moda erM, para la familia de distribucién, segun la sigteezxpresion:

p('\tﬂ/wj O<t<M
1-t

oft/M, p(y/¢)} = (11.1)
: M<t<l
p(l— M /l//]
Asi pues, la funcién de densidad:
p(y)=2y, 0O<y<l (1.2)
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es considerada la eleccion lineal mas simple yrgdadistribucion triangular.

Otras funciones de densidad aplicadas son:

p(y/n) =ny™, 0<y<1n>0 (11.3)
-y

|O(y//1)=1e —, 0<y<11>0 (111.4)
—€

gue generan respectivamente la distribugtndardtwo-sided powerextendiendo la
distribucion triangular y la distribucion expon@&idruncada respectivamente.

Se conoce que la expresion para la funcion de disthsde la generadora estandarizada

para la distribucion biparabdlica es:

3
py) == (y* - 2y) (11.5)
Partiendo de la expresion (llIl.5), y con el obje® proceder a su generalizacion, se
introduce un nuevo parametm tomando como funcidn generadora algunas de las

siguientes opciones:

p(y) =aly™ -2y")=ay"(y" - 2) (111.6)
p(y) = aly? -2y)’ (11.7)
Se observa que la expresion (I11.6) puede recaadardistribucion Topp y Leone (1955)

que fue presentada en el primer capitulo.

Para hallar el valor da para cada una de las expresiones anteriores seadimer en

cuenta la condicion basica de toda funcion de dadsi

* Se agradecen los comentarios y recomendacioneprdigsor Kotz y, en concreto, su sugerencia de
indagar en la distribucion Topp-Leone que derivaeevas ideas sobre la distribucién biparabdlica.
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a(y2n —2y”)dy:1 (111.8)

o —r

se deduce para la funcion generadora (l11.6):

o= (2n+1)(n +1)'

e (111.9)

y para la funcion generadora (111.7.):

2F(3+ n)
A 2 (111.10)
(-)"VAr(@+n)

En el siguiente apartado se comprueba que usangantera alternativa, es decir la
funcién de densidad generadora (111.6), se obteme distribucion con mayor rango de

curtosis y por ello se desarrolla el resto deltcépiusando dicha expresion.

III.1.1.Seleccion de la funcion generadora.

Para proceder a la generalizacion se necesita iererptugar seleccionar la funcion
generadora, para ello hay que tener presente qued@nos objetivos es obtener una
distribucion cuyo coeficiente de curtosis tenganalyor recorrido posible. En las figuras
(I.1) y (l.2) se representan el coeficiente dertosis de la BPGusando la funcién

generadora (l1.6) y (ll.7) respectivamente.

Ambas generalizaciones sanpriori igual de validas, sin embargo se demuestra, tal y
como se refleja en las figuras (111.1) y (lll.2yeusando (l1.7) el rango del coeficiente de
curtosis es menor que si se aplica (111.6), yaeuel primero el coeficiente varia entre 0 y

3,5y en el segundo entre 0 y 6.
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Figura 1ll.L1. Representacion del Figura Il.2. Representacion del
coeficiente de curtosis de la distribucion  coeficiente de curtosis de la distribucion
BPG, usando la funcion generadora BPG, usando la funcion generadora
(111.6). (1. 7).

Se desea que la distribucion BRgdsea un coeficiente de curtosis con un rangoalgom
posible, en vista a realizar aplicaciones finams&ue asi lo requieren, por ello a partir de
ahora el capitulo se centrard en la generalizad®ia BPG a partir de la funcion

generadora (l1.6).

En las figuras (lll.3.a) hasta (lll.3.e) se mueastnepresentaciones de la funcién
generadora de densidad para diferentes valores.dge observa que a medida que el
parametro n aumenta la funcion de densidad deja de ser un@dfurconvexa para

convertirse en una funcién concava, concentranidos®sa de probabilidad cerca del 0,5,
con valores den pequefios la masa de probabilidad se reparte deafparecida a la

distribucion uniforme, figura (111.3.a), mientrasig en la figura (lll.3.e) se observa como
la masa de probabilidad se ha concentrado en #&rfigb, fenbmeno que se va dando a

medida que aumenta.
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n=0,1
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Figura 1ll.3.a. Representacion de la funcién getera para n =0,1 y su

funcion de densidad correspondiente.
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Figura Ill.3.b. Representacion de la funcion gedera paran =0,5 y su funcién

de densidad correspondiente.
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Figura Ill.3.c. Representacién de la funcién gedera paran =1,40407 y su

funcion de densidad correspondiente.
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n=2
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Figura 111.3.d. Representacion de la funcion getera para n =2 y su
funcion de densidad correspondiente.
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Figura IIl.3.e. Representacion de la funcion gethara para n =30 y su
funcién de densidad correspondiente.

Cuandon = 1len la expresion (111.9) se obtiere= —g, es decirp(y)z—g(yZ—Zy) que

resulta ser la distribuciéon generadora de la thstibn biparabdlica, recogida en la

expresion (111.5).

La funcién generadora de densidad que se utilicaaglalesarrollo es:

_(@2n+D(n+1)

p(y) “3n-1

(y2n _ 2yn)

(I1.11)

En el apartado siguiente se obtiene la distribubiparabdlica generalizada a través de la

funcion generadora (111.11).
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II1.1.2. Aplicacion del sistema de van Dorp y Kotz para la

generalizacion de la distribucion biparabodlica de una rama.

En lo sucesivo se notara coma la variable generadora definida en el intervala][ en

el caso de la biparabdlica la expresion (lll.1Dmot a la distribucién generada por el
sistema generador de van Dorp y Kotz (Ill.1) quédagar a la distribucion biparabdlica
estandarizada (SBRY5y, por udltimo, se notara cok a la variable desestandarizada

definida en el intervalca( b) y que daréa lugar a la distribuciéon BRG
Una vez aclarada la notacién, se obtiene la fundéndensidad de la distribucion

biparabolica estandarizada de una rama (SBP&a la variablé definida en el intervalo

[0,1] a partir de la funcién generadora (111.11):

i
_@n+n(n+1 |\\M | o

M
tM; y - .
gt/M. p(/m) === (H N (111.13)
— | =1 | M<t<1
=) 1)
Y su correspondiente funcion de distribucion:
ntl n+l
WM@ 1_2m 1} o<tem
-n-1 M 2n+l M/ n+l
G{t/M, p(¢/n)) = (111.14)

n+l n+l
1+ @0+ ) —:l)(( 1t j ! —2( 1t j (W} M<t<1
“an-1 1-M) 2+l U-M) (n+1

Cuando n = lestas expresiones coinciden con las expresion&y, ((11.9), (11.22) y
(11.25).
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Si se realiza el cambib= n se obtiene la funcién de densidad y de distribudié la

distribucion biparabdlica generalizada de una r@&R(G,) para la variable definida en

el intervalo f, bJ:

((X a Z(X_ajn} asxsm

_ (@n+D(n+pn J\\M7A m-a

Ip(/n)) =" .

g(x/ p(/m) (an-10-a) ][/ X o (I11.15)
(b - (b el m< x<b

@+)(+) m-a [x ajzml j"ﬂ 1 A<x<m
11 (b-d|lma) 2 n+1| T
G/ p(/n) = (111.16)

(2?+;)1(n;)rl)(m—a I{ ;] - Z(E:;jml(nilﬁ m<x<b

Cuando n= 1 estas expresiones coinciden con las expresioned) (¥ (11.5)
respectivamente. Véase la figura (11l.4) que repnéa la funcion de densidad de la
distribucion SBPG paran = lobteniéndose asi la funcion de densidad de lahiiston

biparabdlica presentada en el segundo capitulo.

14
12}

08/
06/
04]
02/

02 04 06 08 1
Figura 1l1.4. Funcion densidad de la BPG
para 0¢<1, n=1 yM=0,5
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Con el objeto de obtener los momentos de las Jadableatoriag y x se calculan
previamente los momentos de la variable generagofapartir de la expresion (ll11.11) se

puede demostrar que el valor esperado de la vagagfinida en el intervalo [0,1] es:

_(2n+1)(Bn+2)
E(y) = 2(n+2)(3n+1) (11.17)
y en general el valor esperado g&
1_@n+)(n+1) 3n+k+1
E[y ]_ 3n+1 {(2n+k+1)(n+k+1)} (11-18)

Por otro lado, se cumplira que la funcién de dsirion en el punton coincidira con el

valor de la moda estandarizalf,es decir:

P(x<m) = E"a:M (111.19)

o lo que es lo mismo:P(t<M)=M, siendo una caracteristica propia de las

distribuciones generadas a partir del sistema dédaap.

Utilizando la expresion presentada en van Dorp tz K2003.b):

E(t/M) =@M -DE(y/n)+ 1~ M), (111.20)
E(t/M,n) = '\"62”2 tn+2 (11.21)
6n° +14n+4

Con respecto a la varianza, sabemos que:

Var(t/M)=[M? + 1-M)*Mar(y/n) + M @— M)[E(y/n) -1 (11.22)
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(148n* +244n° + 40n* )M *
43n+1)*(n+2)*(2n +3)(n +3)
(148n* + 244n° + 40n° M + (82n* + 247n° + 247n* +96n +12)
43n+1)*(n+2)°(2n+3)(n+3)

var(t/M,n) =

(111.23)
=

Desestandarizando, se comprueba que el valor elspaes en el intervalod, b] es:

2
E(x) = (7n+2)a+26n m+ (7n+2)b (111.24)
6n° +14n+4
Se observa que la ponderacion de la moda en lasgpr(l11.24) es:
6n°
. 111.25
6n* +14n+4 ( )

Si se considera el caso de la biparabdlica, , selobserva que los extremos obtienen una

ponderacion similar entre si y superior a la detala:

9a+6m+9b _ 3a+2m+3b
24 8

E(x) = (111.26)

Solo en la expresién del valor esperado de laillistion biparabdlica generalizada
aparece el parametrm ponderando los extremos, mientras que en el resto
distribuciones dicho parametro aparece solo ponderal valor mas probable. Ver
Cuadro (lll.1). Generalmente el pardmetrcsuele ser mayor que uno y por eso las
distribuciones beta generalizadao-sided powely Pearson tienden a ponderar mas la
moda que los extremos. Sin embargo en la distdinubiparabdlica se comprueba que

paran = 1se ponderan mas los extremos.
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MEDIA
BETA GEN. _a+tkm+b
K+2
TSP 'u_a+(n—1)m+b
n+1
PEARSON _b,(a+b)+m
2b, +1
BPG Y= (7n+2)a+6n’m+ (7n+2)b
6n°+14n+4
Cuadro lll.1. Valor esperado de la variable aleatgren diferentes
distribuciones subyacentes.

Se puede obtener el valor degue pondera de igual forma a los extremos y addam

resolviendo7n + 2 = 6n?. Dicho valor den es:

n=140407148 (111.27)

Por comodidad se notard conBPG, a la distribucién biparabdlica generalizada de una
rama conn=1 40407148es decir aquella que ofrece la misma ponderaeidios
extremos que a la moda. Para valores superioras kdedistribucion BPGponderara mas

la moda que los extremos, pero hasta dicho valognyeste rango se incluye la
biparabdlica, la distribucion pondera mas los ente que la moda. Esta caracteristica es
muy interesante y puede ser de importancia en casugetos en los que se consideren

mas relevantes los valores de los extremos fréwmte la moda.
Por otra parte, cuando en la distribuciéo-sided poweel parametram toma el valor 2 se
obtiene la distribucion triangular cuyo valor esjEr pondera de igual forma los tres

valores clasicos.

E(x)=2tm+b (111.28)
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VARIANZA
MODELO SIMPLE DE _1.M @a-m)
PEARSON. vart) = et g
TRIANGULAR 2-2M (@1-M)

var() =
36
BPG~ varg) = 132945M (M -1) +163361209
322102088

Cuadro Ill.2. Expresion de la varianza de la vdeiasdleatoriat para la distribuciop
triangular, el modelo simple de Pearson y la digtion biparabdlica.

e BPG(N=1,40407148)

—a— TRIANGULAR
0,03
002 —o— MODELO SIMPLE DE
’ PEARSON
0,01

O T T T A T T

O ® © ¥ N ¥ ® © ¥ N O ® ©
© 94 N M g f !n 9o~ g X
o o o o o o o o o o

Figura 111.5. Comparacion de la varianza de laritistion BPG , la
distribucion triangular y el modelo simple de Pears

Resulta interesante comparar la varianza de lailiston triangular y la varianza del

modelo simple de Pearson con la de la distribu@8&G,, es decir para el caso en el que

la distribucion biparabdlica pondera igual los tvakores clasicos. En el cuadro (111.2) se

recogen las correspondientes expresiones.

Se comprueba que el modelo simple de Pearson dfres®re valores superiores de la
varianza. Por otro lado, la varianza de la distiduo triangular sera siempre mayor que la
de la distribucién BPG, llegando a tener un comportamiento practicameitelar

cuando el valor modal es centrado. Véase figur®)ll
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Con objeto de analizar el comportamiento de laridistion SBPG se presentan en la
figura (111.6) las funciones de densidad para wedotoncretos del y n. Como se observa
en los graficos desde (lll.6.a) hasta (lll.6.i), destribucion biparabdlica generalizada,
puede adoptar la forma de la distribucién uniforemeedida que tiende a 0, o puede ser
una distribucion degenerada con toda la masa ctradanen un punto (111.6.b) a medida

guen tiende a infinito.

02 04 06 08 1 25
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Qa8 15

Q7

B B 8 3 8 8

06 05

a5

02 04 06 08 1 02 04 0.6 08 1
Il1.6.a. M=0.4;n=0.08) II.6.b (M=0.4;n=90) I11.6.c M=0.4;n=3)

14 . 1
©
10 08 !
08
8 06
. 06
\ 04 04
, 02 02
02 04 06 08 1 02 04 06 as 1 02 04 06 as 1
11.6.d M=0.2;n=20) I11.6.e1=0.8; n=0.4) I11.6.f M=0.5:n=0.7)
7 7 ,
6 6
6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 02 04 a6 08 1
11.6.g. M=0.2;n=10) I11.6.h.§1=0.8:n=10 111.6.iM=0.5; n=10)

Figura 111.6. Representacion de la BPgara diferentes valores diey n.
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Para valores da entre 1 y 10, la distribucion adopta formas pa@&sia la distribucion
normal, con la diferencia de que la distribuciopababdlica generalizada puede ser
asimétrica (figuras 111.6.c y 11.6.d). Para valerden entre 0 y 1 pero préximos a 0,5, la
distribucion es parecida a una biparabdlica muyigada (figuras Ill.6.e y I11.6.f). Con
=10, podemos ver como la similitud con la normabastante acentuada, figura (111.6.9), y

se desdibuja a medida que aumenta la asimetraseaudficas (111.6.h) y (111.6.).

A modo de conclusion, destacar que la distribudidparabdlica se convierte en una
distribucion muy adecuada para su aplicacion eanmabito del PERT. En el epigrafe
(Il.1.6) se analizaran en detalle sus propiedagese comparara con el resto de

distribuciones habituales en dicha metodologia.

En cualquier caso es evidente que los creadoresPE&T quisieron sustituir la
distribucion normal por la distribucion beta baseate por dos razones: por un lado,
porque en la distribucion beta, el recorrido dgdeable esta limitado, no presenta colas
infinitas como es el caso de la distribucidon nornyapor eso es mas adecuada para la
valoracion ya que tanto el tiempo de terminacioruda tarea como el flujo de caja son,

obviamente, variables acotadas.

Y en segundo lugar, porque la distribucion betadpy@esentar asimetria, en contra de lo
gue le ocurre a la distribucién normal que siemggaimétrica. Por otro lado, se conoce,
Kamburowski (1997) y Herrerias, Garcia y Cruz (90@Rie la beta del PERT clasico

tiene la misma varianza y curtosis que la distifiuaormal, Yu Chuen Tao (1980).

Asi pues, la intencion fue utilizar una distridrtiacotada y con posibles asimetrias que
fuese lo mas parecida posible a la distribuciomabrLa distribucion biparabdlica, como
se puede comprobar en las figuras desde (lll.@&sfah(111.6.i), redne las dos condiciones

mencionadas y su parecido con la normal se matafetgramente.
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II1.1.3. Asimetria y curtosis de la distribucion BPG;

Usando la relacién entre los momentos de la geosaaudy) y g(t), van Dorp y Kotz

(2003.b) se obtienen los momentos centrados emgeino

E[t* /M, p]= M E[y* 1y]+ zr:{:(](—l)‘ a-mM)“Eely 1y] (111.29)

Una vez conocidos estos se pueden obtener meeiatiésarrollo habitual, los momentos
centrados respecto a la media. A partir de esteednmiento se obtienen las expresiones

para el coeficiente de asimetrfi y el de curtosiss, . El coeficiente de asimetria tiene la

siguiente expresion:

—[-8nA+2*B-3°C +n’D + 2nE]

12+9m+F +nG+2nH Y2 (111.30)
(9+9n+2n°)(2+ 7Tn+3r7°)?

I[%:

(2+n)(4+n)1+3n)(9+9n+ 2n2)(2+7n+3nz)2[

DondeA, B, C, D, E, F, G y H son polinomios dé:

A= (62-5IM —219M 2 +146M %)
B =(-52+48v +16812)

C = (455-356M -1662M 2 +1108M °)
D = (-1397+ 2514V +840M 2 -560M ?)
E = (- 235+681M -633M 2 +422M°) (111.31)
F = (247-40M +40M?)

G = (247- 244 + 2420 ?)

H

= (41-74M +74Mm2)

Y la expresion del coeficiente de curtosis:

B, =(960+15218 + 642 A+ 241°B +4n'C + n°D + 4n°E + n'F + 720°G + 281°H)
39+9n+2n%) (11.32)

[(100+ 8 +2A° + 2n3)(12+ 9 +n?l +n%] + 2n4K)ZJ
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DondeA,B,C,D, E, F, G, H, I, Jy K son polinomios d#:

A=(1553-104M +158V > ~108VI ° +54M *)

B = (14597- 3816V +5952M % — 4272M ° + 2136M *)

C = (183405-116840 +186256\1 > ~13883M ° + 69416M *)

D =(959263-115255M +178739M 2 ~1267680M ° + 63384 * )

E =(201619- 366518V + 497838V ? — 26264M ° +13132M * )

F =(431517-106739M +13772004 > - 619616V * + 309808\ *) (111.33)
G =(1853-5881M +8361M * — 4960M ° + 248(M *)

H = (629- 240aM +3900M 2 - 2992M * +1496M *)

| =(247- 40M +40M?2)

3 =(247-24aM +242m?)

K =(41-74M +74m2)

En el grafico (11l.7) se observa que la curtosisximé de la distribucion BP{Ges
aproximadamente 6, por lo que presenta un apumémsgiperior al de la distribucion
normal, tratdndose por tanto de una distribucitol&irtica. En cuanto a la asimetria, se
observa que el coeficiente toma valores maximosacee 8 cuandm toma valores

minimos y la moda se aleja del punto medio 0,5.

Figura lll.7. Representacion de¢ Figura 11l.8.  Representacion  del
coeficiente de curtosis de BPG coeficiente de asimetria de BPG
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El grafico del ratio de los momentos presentadogdderton y Johnson (1969) ofrece una
vision grafica muy util acerca de la asimetria guatosis de la distribucion y permite un

andlisis en profundidad de los mismos.

La forma clasica del grafico muestra los valordscdeficiente de asimetria en la abscisa
y el coeficiente de curtosis en la ordenada. Sihaggo, Kotz y Johnson (1985) proponen
usar la raiz cuadrada del coeficiente de asimetfa que asi se retenga el signo del
momento de orden 3 que se perderia en otro cad@ura (111.9) muestra el diagrama de
la cobertura del ratio de los momentos para losrealden entre 0,1 y 25 y los valores
de M entre 0 y 1. Este rango es bastante practico yaimgluye formas unimodales,

0<M <1 n>1, distribuciones con forma de O<M <In< , dsi como la distribuciéon

uniforme,n= 1

Esta grafica muestra el efecto de los paramétrgsn sobre(J B, 2) para los ejemplos

especificos que se exponen mediante lineas greesakgrafico. En este grafico existe

una zona infactible para todas las distribuciomelsi€ue se cumple qué, = (\/ﬁl)2 +1.

La zona horizontalmente rayada representa la aghertle (1/,81, 2) para las

distribuciones unimodales STSP, y la zona vertieab® rayada las distribuciones STSP
con forma en U. Con la curva negra se representeoleertura para la familia de
distribuciones biparabdlica en el rango de valoigo. Se observa que la cobertura de la
distribucion biparabdlica esta totalmente contergdda de la distribucion STSP por lo
que se puede concluir que esta ultima tiene unaomidgxibilidad que la distribucion
biparabolica cuando se modelizan fenomenos uniresddtsta misma conclusién se
obtenia con respecto a las distribuciones betaan KX van Dorp (2004), por lo que se
puede afirmar que la distribucion STSP es la maédhble de las tres distribuciones en

cuanto a los fendbmenos unimodales se refiere.
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Por otro lado, el area de cobertura asociada abdistones con forma en U es similar en
tamano para el caso de la distribucion beta y $&iducion STSP, lo que implica una
flexibilidad similar. Por ultimo, la Unica distribion miembro de la familia STSP con
forma en J, es la que se ha denominaoleer, que se da cuandd=1y 01<n<1 ysu
reflejo, M=0. Asi pues, se puede afirmar que la distribubiéta es la mas rica de las tres
distribuciones si se restringe a las distribuciawsforma de J.

LEYENDA |
10 i v
5 i
Unimodal
8
Ibospy
7 11
|
6 |
5 Reflejo
4 Potencia
3 B
2 Bernouili
INFACTIBLE
1 Laplace asimetrica
0 T T X (0.3) Normal
-3 -1 1 qfﬁl 3 @ (0.1.8) Uniforme

Figura. 111.9. Representacion del ratio de los motog

III.1.4. Estimacion de la distribucion BPG;

Para realizar la estimacion de los parametros distebucion BPG se lleva a cabo por
un lado el desarrollo del procedimiento de estiGracmediante el método de los
momentos y por otra parte, el procedimiento paestanacion por el método de maxima
verosimilitud. Para el desarrollo del método de tbementos se parte del ejemplo
recogido en van Dorp, y Kotz (2002.a). Dicho méte@odesarrolla para dos y cuatro
parametros poblacionales, realizandose una apdicapractica obteniendo resultados
satisfactorios en ambos casos. Los resultados idbgeren la estimacion con dos
parametros poblaciones son comparados con los idbtermediante la distribucion
standardtwo-sided powe(STSP).
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De manera analoga, se dedica un epigrafe a laaesfimmediante el método de maxima
verosimilitud. Por otra parte, al generalizar latdbucion biparabdlica se obtiene una
distribucion tetraparamétrica lo que introducertaiccomplejidad a la hora de estimar
dicha distribucion a partir de los tres valoresiclds &, my b) aportados por el experto.

Con el objeto de superar esta circunstancia seopespdiferentes posibilidades:

* Imposicidon de restricciones a la familia de distdidn desarrollando las
subfamilias mesocurtica, de varianza constantésiaa.
* Imposicién del criterio de media moderada y vagamaxima

* Procedimiento de elicitacion por el que se soligites informacion al experto.

En este epigrafe se desarrollan cada una de &satlt/as anteriormente nombradas y se
profundiza en el proceso de elicitacion donde esealla cabo una aplicacion practica para
las distribuciones beta, STSP y BPG

I11.1.4.1. Estimacion de la distribucion BPG; usando el método

de los momentos

Considerando un ejemplo hipotético, recogido enualdro (lll.3), y que sirvidé de base
para el trabajo de Johnson y Kotz (1999) y postaeate para van Dorp y Kotz (2002.a),
se pretende realizar la estimacion por medio denlm®entos.

El ejemplo contiene ocho datos referidos a la donade una actividad en el contexto del
PERT teniendo en cuenta que el valor minimo es&shpel maximo 12 horas. La tercera
columna recoge los valores estandarizados conuessg desarrollaran el ejemplo con

objeto de simplificar las formulas sin perder gatidad.
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ORDEN VALOR VALOR ESTANDARIZADO
1 3 0,1
2 4,5 0,25
3 5 0,3
4 6 0,4
5 6,5 0,45
6 8 0,6
7 9,5 0,75
8 10 0,8
Cuadro 111.3 Datos de entrada para aplicacion pract

A partir de las expresiones sencillas de la medizawarianza:
13 Ao 13 -
X==>'x 02:7Z(Xi—x)2
i i=1

se obtienen los valoreg = 0,45625y &> = 0,0603125 Igualando estos valores con los

momentos de la BPGse despeja el valor dé y de n. Estos célculos se han llevado a

cabo a través del programa Mathematica.

Teniendo en cuenta q varia dentro del rango [0,1] y quedebe ser siempre positiva,

entonces solo existe una solucion posible:

M =0,258171y n=0,719903 (11.34)

En la aplicacioén realizada por van Dorp y Kotz 2@) usando la distribucién STSP, se

obtenian como resultados:

M =0,273y n=1,478109 (111.35)

Utilizando las expresiones (l11.12) y (I11.13) saquen representar la funcion de densidad
y la funcion de distribucién de este ejemplo cotcren el que se han estimado los
parametrosn y M a partir de la media y varianza muestral. En Igsientes graficos,
(11.10) y (I11.11), se comparan la funcién de diefegl y la funcion de distribucion de la
TSP y la BP@ observandose una gran afinidad entre ellas.
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Figura I11.10. Funcién de densidad de la TSP y BP
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Figura Ill.11. Funcién de distribucion de la TSBRG,

Se ha realizado la prueba de Kolmogorov-Smirnovresdha distribucién TSP vy la
distribucion BPG estimada. Este contraste, que es valido Unicamesute variables
continuas, compara la funcion de distribucion wdon la observada, y calcula un valor
de discrepancia, representado habitualmente dopgue corresponde a la discrepancia
maxima en valor absoluto entre la distribucién olesda y la distribucion tedrica. Si esta

comparacion revela una diferencia suficientementandg entre las funciones de

distribucion muestral y propuesta, entonces latbg nula se rechaza.
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Este contraste presenta la ventaja de que no teapst los datos estén agrupados y
ademas es valido para muestras pequefias. En gllejpnopuesto el valor critico dado
por el cuadro de Kolmogorov-Smirnov pare8 es 0,457 y como en ambos casos el valor
del estadistico es inferior no se puede rechazhiplatesis nula. Es decir, no es posible
detectar un cambio en la distribucion para estéabig de la que se establecié en un
principio. Hay que resaltar, que la diferencia nmaym negrita en los cuadros (lIl.4) y
(I1.5) es menor en el caso de la distribucion T§Ppor tanto se le considera la

distribucion mas apropiada en este caso concreto.

. RSP S, -Fi S, |F.(BPG) |[S,-F

0,1 |0,125| 0,061874864 0,06312514| 0,1 0,125 0,08BMHB06087302
0,25/0,25 |0,239700857| 0,01029914| 0,25 0,25 0,24732140267855
0,3 |0,375| 0,312549464 0,06245054| 0,3 0,875 0,313M06130917
0,4 |0,5 |0,452613478 0,04738652| 0,4 0,5 0,445280878171517
0,450,625 |0,518670359 0,10632964| 0,45 0,625 0,50980644519356
0,6 |0,75 | 0,69937076 | 0,05062924| 0,6 0,75 0,69348006651986
0,750,875/0,849913412 0,02508659| 0,7% 0,875 0,851973,02302621
0,8 |1 0,8920782730,10792173 0,8 |1 0,896279270,10372072
Cuadro lll.4.Prueba de K-S para TSP Cuadro lllfeBa de K-S para BRG

S

La estimacibn por momentos puede realizarse tambigsndo cuatro parametros
muestrales como son la media, varianza, coeficidatasimetria y curtosis. Consiste en
hacer minima la distancia entre los valores poblades y los muestrales, es decir en

minimizar la expresion:

(EQ -1, +(02 =02 +(8, - B ) + (B~ Bun) (111.36)

Una vez calculados los coeficientes de asimetciartpsis de la muestra, usando la
condicion (111.32) y las expresiones (I11.21), (2B), (111.30) y (111.32).

B, =0141
B, =19
Usando el programa Mathematica, se obtiene comuzisol:

(11.37)
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n=0529959 y M =0,0031357 (11.38)
Y como valor minimo 0,0127551 para la expresioh3@).
Se observa que las soluciones obtenidas por urnim yr@todo, aplicando dos momentos
(111.35) y aplicando cuatro (I11.38), no presentmilitudes entre si aunque ambos ofrecen

soluciones validas.

II11.1.4.2. Estimacion de la distribucion BPG; usando el método

de maxima verosimilitud

SeanX;, X,...,Xs una muestra aleatoria de tamaiim se elige com@ y b los valores
minimo y maximo respectivamente y se procede anéstizar, obteniendo los valores

t1,t,...,I5 en este caso la funcion de verosimilitud paBR&, vendria dada por:

L @)Dt Y (V[ @+)(+D)| 1t ) (1t )T
L(t"n’M)_DamHMj [Mj } N+l Hl—Mj [1—M)} (11:39)

suponiendo que, <t, <...<t, <M <t ,, <t,,, <...<t,, lo cual no quita generalidad al

problema salvo que presupone la posicioMde

[(Zn ;nl)ﬂﬂ)}ﬂ(tﬁj{z‘(tﬁ”nﬁ:—'ﬁ"j{z{%” (111.40)

Si tomamos logaritmos en (111.40):
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LogL (t,,n,M) = &og[w} £y nLog(tﬁij R Log{Z _ (tﬁ” R

3n+1 =
: 1-t, (1t )|, [@n+Dn+)
_ZnLog(l_MJ+Log_2 (—1—Mj } sLo [ an+1 }
+inLog(tﬁij+Log{2— I:/I_Ij }+ Z”LOQ( j+|_og{2 (11 't/.lj } (1.41)

i=r+l
= 51_09{%} + Zr:[ nLogt —nLogM )+ Log(ZM " -t ”) nLog(M )]

3" [nLog{1-t,)-nLog@~ M) + Log(2@L- M)" - (1~t,)" )~ nLog(1 - M)]

i=r+1

Desarrollando:

= iog{w} —2nrLog(M) + Zr:[(nLogti + Log(ZM " —ti”)]—

3n+1
(Mn.42)

2ndog(l-M) > nLog{l-t,)+Log[20-M)" - 1-1,)"]

i=r+1

y por ultimo se obtiene:

= iog{w} —2nrLog(M) —-2n(s-r)Log(l—-M)
3n+1

+Z[(nLogt +Logl2M " —t"]]+ > nLog{L-t, )+ Log[2a-M)" - @ -t,)"]

i=r+1

(111.43)

Se considera a continuacion el problema de optimi@axpresion anterior suponiendo

gueM es conocido para posteriormente analizar el piogedto de obtencion dd.

Al derivar la expresion (111.43) respecto de
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2n(3n+2) B Cofe _ [ _
=S D@+ @] 2nrLgM - 2(s-r)Log(l M)+§LogtI +
2M "LogM —t,"Logt: N ZS:Log(l—t-)+ ZS: 21-M)"Log(l-M) - (@-t,)Log(L-t;)

. (111.44)
i=1 2M" -t." i=r+l i=r+1 20-M)" - @-t)"

El problema reside en buscar solucionesndgue anulen la expresion (111.44). Usando el
caso practico de el cuadro (ll.2), entonse8 yr=4, y despejando se obtienen los valores
M=0.22 yn=1.002774. En la figura (Ill.12) se representauacfon de densidad para

dichos valores.

02 04 a6 a8 1
Figura. 111.12. Representacion para
valoresM=0,22 yn=1,002774

II1.1.4.3. Estimacion de la distribucion BPG; mediante

restricciones en la familia de distribucion.

Conocida la expresion de la varianza (111.23), séng la familia de varianza constante
como el conjunto compuesto por las distribucion®&Beon la misma varianza que la
distribucion normal en el caso de trabajar con abdeis aleatorias estandarizadas.

Igualando la expresién de la varianzag%(?se puede comprobar que se obtiene un dnico

valor den > Jara cada valor dsl, 0<M <1. Por lo tanto, se puede afirmar que dados
los tres valores clasicos, (my b), entonces se determina una Unica distribuciomodal
BPG, de varianza constante lo que permite el uso agedsstribucion en el contexto del
PERT.
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En la figura (Ill.13) se recoge la representaciérias diferentes valores de para cada

valor deM. Se observa que dicha grafica tiene un minimo a@5 yn=0,22642179.

Por otro lado, se define la familia mesocurtica cahconjunto de BP{=cuyo coeficiente

de curtosis es igual a 3. Entonces haciendo laesipr (I11.32) igual a 3, se puede
comprobar que para cada valor M 0<M <1, hay una solucion que verifica la
condicion n> 1 lo que permite afirmar que siempre existira ursriducion unimodal
BPG, perteneciente a la familia mesocurtica. Este t@dales similar al obtenido para la
familia mesocurtica de la distribucion STSP. Ambesultados mejoran el obtenido por la
familia mesocurtica de la distribucion beta ya ga& no ofrece solucién para los valores
de M en el intervalo 0.2763933.M«0.72360667...Véase Garcia, Trinidad y Garcia
(2005). Tal y como se observa en la figura (lll.&4)ste una familia mesocurtica en la
distribucion BPG. En dicho gréfico se reflejan los diferentes vedode n para cada

valor deM.
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Figura Il1.13. Relacion entr& y n para todas las
BPG, de varianza constante.
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Por dltimo, se conoce como familia clasica al cotgude distribuciones que cumple
: , 1 , -
simultaneamentes® :%y B, =3, figura (111.15). El valor den que verifica ambas

propiedades, en el caso de la distribucion Be3

M =0876474..,n= 274669y M =0123526..,n = 2,74669 (111.45)
4,5
4
3,51 _
—— n mesocurtica
s \ / e— ) VAr cte
2*5U
2 T T T T T T T T

° © © o
o o o

0,06
0,12
0,18
0,24
0,36
0,42
0,48
0,54
0,66
0,72
0,78
0,84
0,96

Figura IIl.15. Relacion entre M w para todas las BRGde
varianza constante y mesocurticas

Por otra parte, en el caso de la distribucion ST&Rjnicas soluciones pana> sadh:
M =0,747133..,n=302344y M =0,252867..,n=302344 (11.46)
que corresponden a distribuciones STSP cuyas fuesiode densidad cumplen

simultaneamente las condicion@é‘.zs—l6 y B, =3.

I11.1.4.4. Aplicacion del criterio de media moderada y el criterio

de varianza maxima en la estimacion de la distribucion BPG;

Una posible restriccion seria usar el criterio préado por Taha (1981) y desarrollado por
Herrerias (1989) y que consiste en considerar gquaniente de incertidumbre siempre
es deseable una media lo mas centrada posiblec#sgde sea moderada, y por otro lado

una varianza lo mas grande posible. Esta filogpieda resumida en la siguiente idea: de
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dos caminos con igual media se escoge aquel qoe tiayor varianza, véase Taha
(1981). En el cuadro (111.6) y la figura (lll.168 £omparan las medias y las varianzas de
la distribucion biparabdlica con otras distribu@entetraparamétricas como la beta
generalizada, la Pearson, y la distribuciéon STSP.

MEDIA VARIANZA
BETA GEN. _L1+kM KM@ M)+ (k+1)
k+2 ° (k +3)(k +2)
STSP _(-DM+1 |, n-2n-)MA-M)
n+1 (n+2)(n+1)?
PEARSON | _b,@+0)+M | . _b, (bz +b,)+ @-M)M -0)
2b, +1 (2b, +1)* (30, +1)
SBPG
_M6n*+7n+2
6n? +14n+4
o - (1481 +2447 +400°)M° - (1481 + 2447 + 400°M + (820" + 247" + 247 +96n +12)

A3n+1(n+27(2n+3)(n+3)

Cuadro 1l1.6. Resumen comparativo de la media wéagnzas de las distribuciones beta
generalizada, TSP, Sistema de Pearson y $BPG

Parece ser que, en este caso, el criterio de &8 ) y Herrerias (1989) no conduce a
ninguna solucion, ya que en todas las distribus@oenparadas la varianza es decreciente
mientras que la desviacion con respecto a la meslizreciente, por lo que no es posible
hallar un valor den en el que, simultaneamente, la varianza sea lanmadgosible y la
desviacion con respecto a la media lo menor posifge figura (I11.16). En conclusion,
seria deseable encontrar una distribucion que fajglieable tanto en el ambito del PERT
como en el tratamiento de la incertidumbre en gdnele manera que al imponer los
criterios de varianza maxima y media moderada rgigpara cada terna,(m y b), una

Unica distribucion.
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Figura 1ll.16. Graficas de la varianza y la desikiaccon respecto a la media para las

distribuciones beta generalizada, STSP, PearsdGy,fparaM=0,4.
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II1.1.4.5. Estimacion de la distribucion BPG; mediante el

proceso de elicitacion

Se entiende por elicitacion el proceso por el sgatecurre al experto para obtener mas
informacion y asi proceder a la estimacion de $&ithucion sin tener que realizar ninguna

restriccion de las comentadas anteriormente. As$,pse demuestra que siempre que se

disponga de un cuantil ea,[b], o su cuantilt, en [0,1] cont, = Xt(: aa, se podra estimar

el cuarto parametro y por tanto la distribucion SBP

Con el objeto de resolver este problema y sin giéende quitar generalidad al mismo, se

limita el cuantil x, a la siguiente relaciora < x, <m<b. Como la distribucion SBPG

cumple la propiedad (111.19) se puede afirmar que:

(111.45)

ya quex, <m.

Usando la funcién de distribuciéon de la SBP@cogida en la expresion (111.14), se

obtiene:

n+1Y x, —a\"™ ((n+1Yx, -a)"™
2 a - a =q (111.46)
3n+1 )\ m-a 3n+1)\ m-a
dondea =P(t <t, ).

Si a la funcién de la expresion (111.46) se le notano f(n) donden> Q se puede

demostrar que se trata de una funcion estrictanttreciente y que cumple:
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fO)=2a "2 (I1.47)
m—a
f(00) =0 (111.48)

En consecuencia no existira solucion, existira @maa solucion o la Unica solucion sera
. . —-a
n=0 dependiendo de que el valor g¢e sea mayor, menor o igual qu&
m—a

respectivamente. En el cuadro (I11.7) se resumegnlistintas posibilidades:

POSIBILIDADES SOLUCIONES
X, —a Ninguna solucion de la SBR® existira una
a> m-a = | contradiccion del experto.
X, —a Una Unica solucion que dara el valorrden la SBPG
a < =
m-a
X, —a n=0 y tendremos una distribucién uniforme.
= =
m-a
Cuadro 111.7. Cuadro-Resumen

Como aplicacion practica de este proceso de daliéitadescrito, se parte de los tres
valores conocidosa( my b) y se procede a la obtencion de la distribucicia del PERT
clasico. Posteriormente, usando dicha distribucg&ncalcula el cuantil y, finalmente,
aplicando el procedimiento de elicitacion se oldierla distribucion BPG y la
distribucion TSP que se comparan graficamente aalistribucion beta. En primer lugar,
como se ha indicado anteriormente, se procede abtencion de la distribucion beta
clasica k=4). Las expresiones (l11.49) y (111.50) relacionts parametrop y q de la

distribucion beta cldsica con los valores habiwalgortados por el experi (y b).

m-—-a

p=1+4 (111.49)

b-m
b-a

q=1+4 (11.50)
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Por tanto, conocidos(my b) se obtiene el valor dey g. A partir de estas relaciones

gueda determinada la distribucion beta clasica.

Se conoce la funcién de densidad de la variabl@ia beta estandarizatjdal que:

_tta-nTt
f(t) "B (11.51)
donde:
B(p,q) =jt”‘1(1—t)q"1dt (111.52)

A continuacion, se determinada un cuaatila partir del cual se obtiene el valor ge

correspondiente a dichm mediante la siguiente expresion:

[ fdt=a (111.53)

Una vez determinada, a partir de sus paramgirgs), la distribucion beta clasica, y
establecido un cuantil, por ejemplo 0,05 6 0,lpwesden obtener la distribuciones SBPG
y STSP.

En el caso de la distribucion SBPRGe parte de la expresion (l11.46) teniendo emtaue

XU

quet, = S y se obtiene:

2( 2N +1j(ta)”+1 —( n+l j(ta AT (I11.54)

3n+1 3n+1

Resolviendo la expresion (111.54) se obtiene ebvale n que determina la distribucion
BPG.
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Para la distribucion STSP, se parte de la expred®nsu funcién de distribucion

estandarizada (111.55):

M(ﬁj , si 0st<M
F(t/M,n) = i (111.55)
1—(1—M)(i) ,si M<t<1
1-M

Y se obtiene la siguiente expresion:

M(—"] =a (111.56)

Despejando se establece la siguiente expresiérepaator del parametran:

- L@a/™)
L(t,/M)

(I1.57)

Tomando como ejemplo los valoras10,m=18 yb=30 y usando las expresiones (l11.49)
y (111.50) se obtienen los siguientes valores payay:

p=2,6yqg=3,4 (111.58)

Aplicando la expresion (I11.51) y (lll.52), y hacido uso del programa Mathematica se
obtiene que el valor de B(2,6;3,4) es 0,0355. Atinoacion, resolviendo la ecuacion
(111.54), se despeja el valor de, para el caso de la distribucion biparabodlica ywaleres
propuestos en el ejemplo, que resultased,482602De manera analoga, para el caso de
la distribucion STSP, tras sustituir los valore$ gfemplo en la expresion (I11.57) se
obtiene un valor den=1,97109204.
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En el cuadro (111.8) se recogen las distintas sohes para la media y la varianza usando

las expresiones recogidas en el cuadro (lll.5) paeaso practico donde=10, m=18 y

b=30.

BETA SBPG STSP
GEN. (n=0,482602M=0,4) | (n=1,97109204M=0,4)
MEDIA 0,433 0,482602 0,46731532
VARIANZA 1
36 0,059681 0,04293239

Cuadro 111.8. Aplicacion practica de elicitacion rpaa=10 m=18 y b=30.
Cuadro resumen de medias y varianzas de las disibites beta, SBRGy

STSP

Una vez obtenidas las distribuciones SBFGTSP se realizan comparaciones entre estas
y la distribucién beta determinada anteriormente.|&s figuras (111.17) y (1l1.18) se

presentan los graficos de las distribuciones [#8&G y STSP para el ejemplo practico

desarrollado anteriormente.

2,5
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— B P
—o—BETA

-

0,95 8 &

o
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*
<)

0,75 ]

™~
(<)

0,65 J

° ©
o

0,55 3

0
(<)

0,45

<
<)

0,35 3

«
<)

0,25 ]

hd N
<) (<)
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Figura 111.17. Aplicacién practica elicitacion. Feidn de
densidad de STSP, SBPGSTSP para=10,m=18 yb=30.
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Figura 111.18. Aplicacién practica elicitacion. Feidn de
distribucion de STSP, SBRG STSP paraa=10, m=18 y
b=30

II1.1.5. La entropia de la distribucion BPG;

La entropia relativa, también conocida como en#&romiruzada o funcion de

discriminacion, de una funcién de densidad contifiga/ M) con respecto a la funcién

de probabilidadg(x )se define como:

, _ f(x/M)
E(f:g/M)=|Lh———=dF(X/M
(f:g/M)=]Ln qoo GFO¢/M) (111.59)

y se usa como medida de comparacion de la infodmamintenida en las distribuciones.

Se ha comprobado que la entropia relativa de Haikiision beta con respecto a la
distribucion uniforme [0,1], (Soofi y Retzer 200€9sulta ser:

E(f:g/ab)=Ln[B(a,b)-(a-1(f(a)- f(a+b))-(b-1(f(b)- f(a+b))] (11.60)

donde:

133



Generalizaciones de la distribucién biparabdlica:
Aplicaciones en el &mbito financiero y el campo de la valoracién.

Capitulo III

f(x/ab)= X2 (- x)" (111.61)

B(a,b)

r(@)r(b)

siendea> Qb>0 ,B(a,b) =
(a+hb)

y g la funcién de densidad de la uniforme [0,1].

Por otro lado, la entropia relativa de la distribncSTSP con respecto a la distribucion

uniforme usando la definicion (111.59) es:

E(f:g/M,n)= Lng[n]—nT_1 (11.62)
dondef es la funcidén de densidad de la distribuciéon STSP.

La expresion (I11.62) toma su valor minimo cuandovhriable STSP coincide con una
variable uniforme [0,1], es decir cuande . Hsto es evidente teniendo en cuenta la
definicion de entropia relativa ya que se esta @vanmo la informacion contenida en la

distribucion STSP con la contenida en una unifoj@nd.

Obsérvese gue las expresiones de la entropiaveefzsdra las distribuciones beta (111.60) y
STSP (ll1.62) tienen cierta similitud. Hay que dan@ue la expresion (111.62) no depende
de M, es decir que, dado un valor de sera constante para cualquier valorvtiePor
ejemplo, cuando= 2la distribucién STSP se convierte en la distibadriangular y

siguiendo la expresion (111.62) su entropia sendstante e igual a:

Ln[2] —% =0,193 (111.63)

Hay que destacar que, en el caso de la distribu&®8P, la varianza, que esta
intuitivamente relacionada con el concepto de eidrosi depende del. Véase cuadro
(1.11).
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Al igual que se ha presentado la entropia parsstaluicion beta y la distribucion STSP,
a continuaciéon se compara la informacion contemidala distribucion SBPGcon la
contenida en la uniforme. Tomando como partidaulacibn de densidad (111.13) se

considera la entropia relativa como:

_ g(t/M)
E, —jg(t/M)Ln{W}dt (111.65)

donde f (t )es la funcién de densidad de la distribucién unifa

Desarrollando estas integrales se obtiene:

3n+1 3n+1

(2n+1)(n+1) on? 1)
Lr{ 3n+1 }(3n+])(2n+])(n+]) 4(n+])(2n+])HG{],],1+n, 1} 5-n(l1+4n)

£ = Ln{(Zn +1)(n +1)} .\ (2n+1)(n +1)J1-(2Xn o )Ln[2x” _ inhx
0 (111.66)

donde HG=Hypergeometric2Fd b, c, Z]= i(a)k(b)k /(c), z* k!

k=0

En el caso de la distribucion SBPIa entropia no depende de la moda estandariddda (
igual que ocurria con la distribucion STSP. Sin argb, en ambos casos, la varianza, que
estéa relacionada con la entropia, si depende m@da estandarizada, hecho que resulta al

Menos curioso.

Mientras, para la distribucion beta ni la entropiala expresion de la varianza

(b;éa)2 dependen de la moda. Se concluye que la distribuBBG tiene mayores

similitudes con la distribucion STSP que con ldritiscion beta. Para = , ks decir para

la distribucion biparabdlica original, la expresida la funcion hipergeométrica es:
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Hypergeometric2F1[1, 1, 2, -1]'5# (111.67)

Y en ese caso, la entropia relativa es:

[E./n=1]= {Ln{g} +1_12(— 20+12Ln[4])} = 01250928 (111.68)

Se observa que la entropia de la distribucion alpdica original (111.68) es inferior a la

de la distribucion triangular (111.63).

Seria interesante comparar la entropia de la llistidn triangular, mas que con la
distribucion biparabdlica originah€1), con la distribucion biparabdlica que ponderaal
alos extremos y ala moda, que anteriormenteasedtado comoBPG y que da al

parametron el valor: n=1,4047148. Para esta distribucion se compruebdagastropia

relativa toma el valor:

[E./n=1404714§= 0,210409 (11.69)

Por lo que se puede afirmar que la distribuciBRG supera la entropia presentada por
la distribucién triangular (111.63). Si ademas sempara la varianza de ambas
distribuciones, figura (111.19), se aprecia quelistribucién BPG presenta siempre una

varianza inferior que la distribucion triangulabteniendo el valor minimo, ambas, para
M=0,5.
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Figura 111.19. Comparacion de la varianza de ldritiscion triangular
y la distribucion BPG@
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Figura 111.20. Entropia de l¢ Figura I1.21. Entropia d 5 0 5 BY
distribucion BPG la distribucion STSP Figura 11.22. Comparacion

entre la entropia de la
distribucion BPG vy la
entropia de la distribucion
STSP.

Por tanto, la distribucioBPG, con n =1,4047148, supera en entropia a la distribucion
triangular y ademas tiene una varianza ligeramemierior pero de similar
comportamiento, por lo que seria mas adecuadagbdratamiento de la incertidumbre.
En términos de la informacion, se puede concluie gqumedida que se aumenta la
ponderacion de la moda la informacidén es mejoguie viene a coincidir con la actitud del
experto y con la confianza que se puede depogitael,etal y como se aprecia en las
figuras (111.20), (111.21) y (111.22).
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En la figura (111.20) se presenta la grafica detdropia de la distribucion SBR@aran

en el intervalo (0,01; 1,5). En la figura (111.249 representa la entropia de la distribucion
STSP paran en el intervalo (0; 20). En ambas gréaficas se mhsque a medida que
aumentan, es decir la ponderacion de la moda, aumentattagpga.

En la figura (Ill.22) se compara la entropia dedlatribucion SBPG con la de la
distribucion STSP en un mismo intervalo deSe observa que la entropia de distribucién
biparabdlica es siempre creciente en funcidnrmjanientras que no ocurre igual para la

distribucion STSP que presenta una funcion dearexigara valores pequefiosrde

Como comentario final se puede decir que la distitn biparabdlica presenta mejores
propiedades que la distribucion STSP, en cuantnteopia se refiere, ya que su
comportamiento creciente en funcionrdes mas acorde con la metodologia PERT y en
concreto con la actitud del experto, y por otroolatl comparar la distribucion triangular
con la distribucién biparabdlica que pondera igulis tres coeficientes, esta presenta una
mayor entropia y varianza por lo que resulta tamhbiés conveniente en el tratamiento de

la incertidumbre.

III.1.6. La tasa de fallo de la distribucion BPG;

La tasa de fallo se define por el coeficiente mathoextincion de un colectivo en un

At expresado en tanto por uno y se puede obtener mediaexpresion:

__f@®

AW =12 F(t)

(111.70)

Esta tasa tiene unas aplicaciones muy extendiddaserstimaciones paramétricas de
funciones de tiempo de vida y se comprueba quasrados los fenOmenos a los que se
les puede aplicar los estudios de duracion de Vedtsa de fallo en funcidn del tiempo

sigue una curva denominada de bafiera.
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En el primer capitulo se presenté la distribuci@pg-Leone y se comentd que su tasa de
fallo ademas, de tener una sencilla expresion)(l€$ la Unica entre las distribuciones
univariantes cominmente conocidas con forma derhgigra el rango completo de los
valores, por lo que se puede considerar la distidiou mads adecuada para ajustar
fendmenos de tiempo. En este epigrafe se obtieparta de las expresiones (I11.13) y
(111.14), la tasa de fallo de la distribucion biphblica que, al igual que su funcién de
densidad y su funcién de distribucion, tendra @wsas en funcion de que el valor de la

variablet sea menor o mayor qiw

t 2n t n
2n+H(n+1)|| — -2 —
(2n-+1) ){(M] ) }
2n+1 n+l 0<t<M
1 t 2 t
-3n-D-2n+H(n+1)M — - —
( )~ 4 ) {2n+1[M] n+1[M] }
A(t) sgpe = (1.71)
( 1-t jzn _2[ 1-t )”
1-M 1-M
2n+1 n+l M<t<1l
M -1) 1 (1—t] 2 [1—tJ
2n+1\1-M n+1\1-M
—n=1;M=0,5
—1—n=2;M=0,5
-300 - e N=3:M=0,5
-350
-400 1
-450

Figura [l1.23. Representacion de la tasa de fal® lds
distribuciones SBPG(1;0,5), SBPG(2;0,5) y SBPGH;0,
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En la figura (I11.23) se representa graficamentexdaresion (Il11.71) referente a la tasa de
fallo de la distribucion BPG para el caso en el queoma los valores 1, 2y 3y para un

valor modal de 0,5.

Se observa que la tasa de fallo tiene una repeesént en dos tramos, el primero
practicamente constante y el segundo decreciemtéopmue se concluye que la tasa de

fallo de la distribucion BPGno adopta la forma deseable para una tasa de fallo

En cuanto a la tasa de fallo de la distribucion B T& obtiene a partir de las expresiones

(1.30) y (1.31), y presenta la siguiente expresion:

{a)
Min 0<t<M
A srep = 1—M(tj (111.72)
M
_nt-M) M <t<l
M -1)(1-t)

En cuanto a la representacion de la tasa de falla distribucion STSP se recoge en la
figura (111.24). Obsérvese que existe una granlgumli entre esta figura y la figura (111.23)

referente a la tasa de fallo de la distribuciérakapdlica.

k n=1;M=0,5
-100 4 ——n=2;M=0,5
-150 n=3;M=0,5

-200
-250
-300 -
-350
-400
-450

Figura [ll.24. Representacion de la tasa de fal® lds
distribuciones STSP(1,;0,5), STSP(2;0,5) y STSP%3;0,
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III.1.7. La distribucion SBPG; en el ambito del PERT.

Una vez que ha sido presentada la distribuciomeat&zada biparabdlica generalizada en
una rama (SBP(} se procede a analizar su aplicabilidad en el tintl@l PERT. Para ello
en primer lugar, se estudiaran cada una de susamilials, es decir la subfamilia
mesocurtica, la de varianza constante y por Ultamsubfamilia clasica. Al comparar cada
una de las subfamilias de la distribucion SBB@re si, se observa, figura (11.25), que la
subfamilia de varianza constante aumenta la pooiderae la moda cuando el valor e
tiende a los valores extremos 0 y 1. Mientras qusubfamilia mesocurtica se comporta
de manera contraria. Este comportamiento es similabservado en las subfamilias de

varianza constante y mesocurtica de la distribuSiogP.

4,5
4 /\
3,5
=P mesocurtica
——n var cte
3 >< ><
2,5

«
<)

0,96 7

o
<)

0,66
0,72

0,78 3
0,84 3

@
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0,12 ]
0,18
0,24
0,36
0,42
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0,54 3

Figura I11.25. Valores den para los valores dd
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Figura 111.26. Comparacion de valoresmpara valores
de M en la familia mesocurtica de la distribucion BPG
y STSP
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Figura II1.27. Comparacion de valores ae para valores
deM en la familia de varianza constante de la distidiuc
BPG,y STSP

Si se compara el comportamiento de las diferentbfamilias de la distribucion SBRG
con las subfamilias de la distribucion STSP, see@gr figura (111.26), que la familia
mesocurtica de la distribucion BP@ndera mas la moda que la familia mesocurticade |
distribucion STSP para los valores 8& 0,214323#1<0,785676. Sin embargo, se
observa, figura (111.27), que la familia de varianzonstante de la distribucion STSP
pondera siempre mas la moda que la familia de nvaaiaonstante de la distribucion
BPG.

Se llaman distribuciones clasicas a aquellas distiones cuya funcién de densidad

verifica simultaneamente® =3—16 y B, =3.% En la figura (111.28) se presentan las funciones

de densidad de las distribuciones clasicas STSBRGS En el caso de una distribucion
subyacente beta, ambas condiciones se cumplen cwuad] mientras que con una
distribucion subyacente STSP la distribucion csie obtiene para=3,02344, véase
expresion (111.44). Para una distribucion subyaee8BPG el valor necesario da es

n=2,74669, véase expresion (l11.43).

® Las distribuciones clasicas son la intersecciétadamilia mesocurtica y la familia de varianza stamte por similitud
a lo que ocurria en la beta del PERT clasico. Bifneaportada por Herrerias, Cruz y Garcia (2003)
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—o— STSP (M=0,2529)
— STSP (M=0,7471)
—»— BPG(M=0,876473)
= BPG(M=0,1283)

Figura 111.28. Funcion de densidad de las distriboes clasicas

STSP yBPG
BETA k 4
STSP n 3,02344
SBPG n 2,74669

Cuadro 111.9. Valor den para distribuciones clasicas
para diferentes subyacentes.

Del cuadro (111.9) se deduce que el valor espesaldovarianza de la distribucion clasica

BPG, dados los valores my b, seria:

E(x) = 2123a+45266m+212%
87,72
13.7815584m* —bm+ ab— am) +11.9245849a’ — 2ab+ b?) (11.73)
Var(x) = (b-2)°
375569727
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VALOR ESPERADO VARIANZA
BETA =(n_1)M +1 5 (n—l)zM(l—M)+n
GEN. n+1 g = 2
(n+2)(n+1)
STSP _(n-DM +1 » _ N=2(n-)M (1-M)
U= o° = 5
n+1 (n+2)(n+1)
PEARSON|  _by@+0)+M (;;":M ,2 b b2 +b, )+ a-m)m -0
2 (2by +1)% (30, +1)
BPG _M6(n-1)2+7(n-1)+2

6(n-1)2+14(n-1) +4

o = L48=)" +2440-1° +40Qn-1)° )M’ ~{(1481-1)" +244n-1)° +4Gn-)’ )M +
43n-2°(n+)* @+)(n+2)
(B2n-1* +24T-1° +24Tn~1) +9Gn-1) +13
43n-2°(n+)°* @+)(n+2)

Cuadro 111.10. Valores del valor esperado y la asaza para diferentes distribuciones
subyacentes.

A continuacion se lleva a cabo un estudio compadsdias medias y varianzas estimadas
a partir de los valores clasicos aportados poxgt®o @, my b) usado las subfamilias de
las distribuciones beta, STSP y SBP®ara ello, en primer lugar, se presentan las
expresiones del valor esperado y la varianza dealdable t para las diferentes

distribuciones en el cuadro (I11.10)

Se tiene que tener en cuenta que los parametrogk, de la distribucion STSP y beta
respectivamente, se relacionan segun la siguiepreson: n =k+1. Esta misma relacion
se verifica para la distribucion SBP& también para la distribucion STSP. Asi pues, se
pueden rescribir las expresiones de los valoreseradps y la varianza de las

distribuciones estandarizada beta, STSP, PearB&Gy en funcion den.
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Figura [11.29. Comparacién de la relacion entrey M para las diferentes subfamilias, varianza

(111.29.c)

(111.29.f)

constante y mesocdrtica, de las distribuciones SB8R y SBPG

A partir de estas expresiones se realiza, un estadmparado de cada una de las

subfamilias, obteniendo su interseccion y su pésicelativa. En la grafica (111.29.a) se

observa que la distribucion beta mesocurtica cadeceesultado paran cuandoM se

encuentra en el intervalo (0,27;0,72). En el casola$ subfamilias mesocurticas de

distribuciones STSP y SBRdigura (111.29.b), se pondera menos la moda coaésta es

mas arriesgada, es decir cuando sus valores smmad. Al contrario de lo que ocurre

con las subfamilias de varianza constante de Istsiliiciones STSP y SBRGfigura

(111.29.c).
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Al comparar simultdneamente las subfamilias mesioast figura (111.29.d), se observa
qgue la distribucion STSP y la SBPGon muy similares si bien, esta dltima pondera
ligeramente menos el valor modal. En la figuraZ8le) se comparan las subfamilias de
varianza constante y se observa, al igual que iacarr las subfamilias mesocurticas, un
comportamiento similar para la subfamilia de var&anonstante de la distribucién STSP y
su analoga de la distribucion SBPA.a subfamilia de varianza constante de la
distribucion beta es la que mas pondera la modadmnsu recorrido, siendo la subfamilia
de varianza constante de la distribucion SBRGque menos pondera ligeramente por
debajo de la subfamilia de varianza constante deis@ibucion STSP. Por ultimo en
(111.29.1), se observa que la distribucién que npasdera la moda en caso de que ésta
tenga valores centrados es la subfamilia mesoal8BP G, mientras que la subfamilia de
varianza constante de la distribucién STSP esdang@s pondera la moda en caso de que

sus valores sean extremos.

Los siguientes epigrafes se dedican de una partaalisis de las estimaciones donde se
realiza un contraste de Chow para analizar si i&sretites subfamilias son o no
estadisticamente diferentes, y, por otro lado,leela cabo una comparacion de las
medias y las varianzas para establecer segun ldsrias de moderacion vy
conservadurismo un orden entre las diferentes sulda, obteniéndose una solucion

alternativa a la aportada por Farnum y Stanton{L98

II1.1.7.1. Analisis de las estimaciones

A partir de la variable estandarizaday tomando como valores modales: 0.001,
0.002,...,0.99 se obtiene para cada una de lathdigbnes subyacentes las observaciones

(x,y))dondei=1,...,99 yj=1, 2, 3, 4,5 y:

* X son los valores de la moda.

« y/ son las estimaciones de la media.
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* j=1 indica que la distribucion subyacente es laribistion beta de varianza
constante.

* j=2 indica que la distribucién subyacente es laridistion STSP de varianza
constante.

* j =3 indica que la distribucién subyacente es l&itiscibon STSP mesocurtica.

* j=4 indica que la distribucién subyacente es laribistion SBPG de varianza
constante.

* j=5indica que la distribucién subyacente es laibistion SBPG mesocurtica.

En todos los casos, se observa graficamente qeataon entre la moda estandarizada y

la estimacion de la media es practicamente linksil.pues, parece l6gico proponer un

ajuste lineal entre ambos parametros de la siguidéotma: y' =8) +8)x. donde

i=1,...,99 j=1,2,3,4,5.

Estos ajustes conducen a las siguientes soluciones:

L4(CV —BETA = 0173+ 0653M

U(CV - STSP = 0,228+ 0,544M

(M - STSB = 0,255+ 0,490M (I1.74)
U(CV - BPG) = 0,241+ 0517M

4(M —BPG) = 0,2396+ 0,5207TM

Con un 99 por ciento de confianza se propone urdésambio estructural, (Chow 1960),
que permitirA mostrar que las tres soluciones de tles primeros ajustes son
estadisticamente diferentes, es decir que proviahendiferentes poblaciones. Sin
embargo, se comprueba que la solucion para lakdision SBPG de varianza constante
y la distribucion SBP&Gmesocurtica no son estadisticamente diferenteesiemanera,

se puede afirmar que la familia de distribuciérsicia, en la cual se suponen cumplidas
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simultdneamente las condicionps=3 y Var=—+

3 parece mas ldgica en el caso de la

distribucion SBP@que en el caso de las distribuciones STSP o beta.

II1.1.7.2. Comparaciones de medias

Con el objeto de comparar las medias de las diesatistribuciones se presenta la figura
(111.30). En esta figura se presentan las mediimadas para los diferentes valoresuie

0<M <1. EIl objetivo es determinar cual de las distribune® objeto de estudio es mas
moderada en media. Es evidente que existen undespda corte entre las subfamilias y
estos se recogen en el cuadro (lll.11). Sin embhalgdo que la distribucion biparabdlica
tiene una expresion para la media diferente a tanide para las distribuciones beta o
STSP, estos puntos no seran suficientes sino duré Qae determinar también los puntos

de corte entre las medias en cuestion.

Beta STSP BPG
Beta | (0.853553;5) (0,9254;3.55562) (0,09423;3,83618
(0,146437;5 (0.0746;3,55562) (0,90577;3,83618
STSP -| (0.747133;3.02344) (0,606277;3,26524
(0.252867;3.02344) (0,39372;3,26526
(0,944812;3,63282) (0,123526;3,7466¢
(0,055188;3,63282) (0,876474;3,74669
Cuadro 1l1.11. Puntos de corte

BPG

Al igualar la expresion de la media para la disiribn biparabdlica con la expresion de la

media para la distribucion STSP o la beta:

M6n*+7n+2 _(n-1)M +1
6n” +14n+4 (n+))

(111.75)

Se obtiene:
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2M (n-1(n+1) = (n+1(n-1) (111.76)

Y por tanto se deduce que las soluciones:

n=10M;n=-10M;M =1/20n (n.77)

Es decir, segun estos resultados no existe unai&@ol@o, ng) dentro del rango de interés.
Esto no quiere decir que no puedan aparecer valgkgsy) y (Mo, np) para los cuales las
medias de la beta o la STSP puedan coincidir comeldia de la distribucién biparabdlica
ya que las formulas para obtener las medias, cy#td®), son distintas. Asi pues, como
se ve en la figura (111.30), que relaciona los vesomodales con las medias estimadas sin
tener en cuenta los valores de& ademas de los puntos de corte entre las subfamili
aparecen nuevos puntos de corte relevantes quecggen, con asterisco, en el cuadro
(11.12).

0,9

0,8

0,7

0,6

// ~— m-BETA
— vc-BETA
= vc-STSP
= m-STSP
0.4 — m-BPG
- — vc-BPG

0,5

0,3

MEDIA

021

0,1

O T T

R S P S N > WA W Y V- SR SR W
¥ VY 0P oY O e? of Vet P o R

MODA ESTANDARIZADA

Figura 111.30. Representacion de las medias enidundeM
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Intervalos deM Distribuciones segun el orden de moderacion

0<M<0,123526 MSTSP-MBPG
0,12352641<0,21* MSTSP-CVBPG
0,21*<M<0,252867 CVBPG-MSTSP
0,252867#M<0,5 CVBPG-CVSTSP
0,5<M<0,747133 CVBPG-CVSTSP
0,7471334<0,79* CVBPG-MSTSP
0,79*<M<0,876474 MSTSP-CVBPG
0,876474¥<1 MSTSP-MBPG
Cuadro 111.12. Puntos de corte en la comparaciomeedias.

De esta manera, se dice que una distribucion esnmodsrada en media cuando su media
estimada toma valores cercanos a 0,5. Ademas,netuge que la distribucion SBR@s
mas moderada en media que la STSP en el interv@b<Na<0,79. Es decir las
distribuciones mas moderadas en media son: enesvaio 0,21#M<0,79 la SBP@de
varianza constante (CV-SBRPGY en los intervalos 4<0,21 y 0,79%I<1 la STSP
mesocurtica (M-STSP). Para obtener el valorrdese restringe la distribucion STSP a la
subfamilia mesocurtica y la distribucion SBP&la subfamilia de varianza constante de
manera que dado el valor 8 existird un Unico valor pana. Partiendo de la solucion
obtenida por Farnum y Stanton (1987) y comentadd@uanson (1998):

Si 0<M<0,13
L= 2M 0_2_M2(1—M)
M +1 B 1+ M
Si 0,139<0,87 -
PERT CLASICO| y=1F4M g2 =tMEA-M)+5
6 252
Si 0,87M<1
y=_1 g2 =Ma-my?
3-2M T 2-M
Cuadro I11.13. Solucién obtenida por Farnum y Siar(tL987)

Se propone como alternativa:
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Si 0M<0,21 _ o _

LoTop _(n-DM+1 |, _n-2n-)M( 2|\/|)
n+1 (n+2)(n+1)

Si )

0,214M<0,79 | , = M6~ +7n+2

ov-sBPGL |V n?+1an+4

o = (L481 +2440 + 407 )M? — (148" +2447 + 407 M +(821 + 2470 + 247 +9n+12)
43 +1f(n+2f(2n+3)(n+3)

Si 0,79dM<1

M-STSP _ (n-Y)M +1 o2 = n-2(n-)M (1-M)

n+1 (n+2)(n+1)?

Cuadro 111.14. Solucion alternativa

Al comparar ambas alternativas en las figuras3@ly (111.33) se observa que la solucién
alternativa propuesta es mas moderada en mediamngéadpresenta una menor varianza
cuando el valor déM se encuentra proximo al centro del intervadib=0Q,5). Asi pues,
cuando el experto ofrece valores de la moda egtaada extremos, y por tanto mas
arriesgados, el valor de la varianza es mayor [@agdternativa propuesta en el cuadro

(111.24), que para la obtenida por Farnum y Starfi®487).

12

08
06 /'/ ——SOLUCION F-§

' / —— SOLUCION ALTERNATIVA
o /
0.2

Figura 111.32. Comparacion de las medias de la
solucion planteada por Farnum y Stanton y la
solucion alternativa.
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0,045

0,04

0,035 +

0,03
0,025 7 — SOLUCION F-S

0,02 —— SOLUCION ALTERNATIVA
0,015 / \

0,01
0,005

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97

Figura I11.33. Comparacion de las varianzas de la
solucion planteada por Farnum y Stanton y la
solucion alternativa.

II1.1.7.3. Comparacion de varianzas

Como se ha dicho anteriormente uno de los critediegiendidos por Taha (1981), y
desarrollado por Herrerias (1989), es el del cemasewrismo, entendiendo que una
distribucion es mas conservadora cuanto mayor essanza estimada. De ahi nace el
interés por el estudio comparativo de las variardedas distribuciones habitualmente
aplicadas en la metodologia PERT.

0,045
0,04
0,035

' 0,03 — m-BETA

\\\ /// —=—VvC-BETA
0,025

< Vvc-STSP
N m-STSP
Z o002
< \ / — m-BPG
< o015 —Vc-BPG
0,01 \\ /
0,005 \ ]
0
4 © +H ©O© 4 O 4 © 4 © 4 O 4 O +d4 O «H O «H O
O O O O 0O O 0O OO0 OO0 o oo o o o o o o
MODA ESTANDARIZADA

Figura 111.31. Representacién de las varianzasianibn deM
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De la figura (111.31) es posible construir el cuadhl.15) en la cual se puede observar que
la distribucion STSP es siempre la mas conservatitaa especificamente, la distribucion
STSP de varianza constante es la mejor opcion ieteelalo 0,252867<0,747133 y la

distribuciéon STSP mesocurtica en el resto de ltmrea deM.

Intervalos deM Distribuciones segun su conservadurismo

0<M<0,123526 MSTSP-MBETA-MBPG-CVSTSP=SVBPG=CVBETA

0,1235264<0,146437| MSTSP-MBETA —-CVSTSP=CVBPG=CVBETA-MBRG
0,146437#<0,252867| MSTSP-CVSTSP=CVBPG=CVBETA -MBPG-MBETA
0,252867#M<0,747133 CVSTSP=CVBPG=CVBETA-MSTSP-MBPG
0,747133#<0,853553| MSTSP-CVSTSP=CVBPG=CVBETA -MBPG-MBET|A
0,853553#<0,876474| MSTSP-MBETA —-CVSTSP=CVBPG=CVBETA-MBRG

0,876474#<1 MSTSP-MBETA-MBPG-CVSTSP=SVBPG=CVBETA

Cuadro 111.15. Puntos de corte en la comparaciovagianzas.

Esto daria lugar a otra propuesta alternativade IlBarnum y Stanton (1987):

Si 0<M<0,252867;

M-STSP _ (n-)M +1 o2 = n-2(n-H)M @1-M)

n+1 (n+2)(n+1)?

Si 0,252867#1<0,747133;
CV-STSP

_ (n-)M +1 o2 = n-2(n-H)M @1-M)
n+1 (n+2)(n+1)?

Si 0,747133¥I<1;

M-STSP _ (n-)M +1 o2 = n-2(n-)M (1-M)

n+1 (n+2)(n+1)?

Cuadro 111.16. Solucion alternativa a la de FarnuB8tanton (1987)

En este caso se observa que las expresiones delegglerado y la varianza son similares
en todos los intervalos propuestos ya que la distidn en todos ellos es la misma. Sin
embargo, dado que dentro de cada intervalo nom#acmos con diferentes subfamilias,
el valor de n queda determinado de manera diferente dependdmdpe se trate de la

subfamilia mesocurtica o en la de varianza constant
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Tal y como se observa en las figuras (111.34) 38), la solucion alternativa propuesta es
mas moderada en media y ademas presenta una neefarza cuando el valor dé se
encuentra préximo al centro del intervaM=0,5), es decir cuando las estimaciones del

experto son menos arriesgadas.

12

08

06 // —_SOLUCIONF-S
| / ——SOLUCION ALTERNATIVA

Figura I11.34. Comparacion de las medias de la
solucién planteada por Farnum y Stanton y la
solucién alternativa

0,025 — SOLUCION F-S
0,02 ' ‘ ——SOLUCION ALTERNATIVA

0,015

0,01 L
0,005 + \
[ e I

Figura 111.35. Comparacién de las varianzas de la
solucion planteada por Farnum y Stanton y la
solucion alternativa
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III.2. GENERALIZACION DE DOS RAMAS DE LA DISTRIBUCION
BIPARABOLICA

El sistema generador presentado por van Dorp y Ki123.b) permite obtener la STSP a

partir de una funcion de densidgdy creciente y definida en el intervalo [0,1]. Laade

fundamental de dicho sistema generador es queepdotide una funcion de densidad

generadora,p(y Qreciente, a la que se le ha introducido un par@anmet un vector de

parametros, se construye una familia de funcioeedethsidad unimodales y con la moda

en el puntdM.

Parece légico pensar que dicho pardmatrg dicha funcion p(y )no tienen porque ser

iguales a ambos lados de la moda y es por ellaige la generalizacion en dos ramas.
En esta seccion se presenta una herramienta guégeeparar la especificacion de cada
una de las ramas en funcion de dos densidadesagienas distintas tomando el parametro

n; y la funcién p(y )para la especificacion de la primera rama y elmatéon, y la

funcién g(y) para la segunda.

Se desarrolla esta herramienta para la distribubiparabdlica y la distribuciomwo-
sided powe(TSP), dando lugar a la distribucién biparabétiemeralizada edos ramas
(BPG), la distribuciontwo-sided powegeneralizada en dos ramas (}SHambién se
combinaran ambas distribuciones para construiris#rilolcion generalizada con una
primera ramawo-sided powely una segunda biparabdlica (TSP-BF la distribucion

generalizada con una primera rama biparabdlieaogrbtwo-sided powe(BP-TSR).
Este desarrollo da lugar a distribuciones pentapétricas por lo que se desarrolla un

apartado dedicado a la elicitacion en el que setgda y se resuelve, cual sera la

informacion adicional que se requerira al exped@apa estimacion de dichos parametros.
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Por ultimo, se realiza una aplicacion en el campolal valoracion comparando los
resultados obtenidos mediante el MDFD (usando ceoiwyacentes las distribuciones
generalizadas anteriormente), el método sintétieb método de regresion simple. Esta
seccion culmina con un apartado dedicado a ladusiones de la aplicacion practica.

I11.2.1. Presentacion de la herramienta

Sean p(y/¢ )y q(y/¢)dos funciones de densidad crecientes en el inter\gl] y
M [0[0]1] se pueden definir entonces una nueva funcion dsidih o una familia de

funciones de densidad unimodales con la moda parnedM del siguiente modo:

oft/M, p(-/w),q(-/y)} = (11.78)

donde p(-/w) y q(-/y) son las densidades generadoras continuas y dexien el

intervalo [0,1].

Del mismo modo se puede definir la funcion de itigtrion asociada @ como:

[

G{t/M,P(-/1p),Q(-1y) (111.79)
1- (1—n)Q(11__|\t/l/y), M<t<l

dondeP(-/¢)y Q(-/y)son la funciones de distribucién generadora acuivatasociadas

respectivamente a las densidaqllés(t//) y q(-/y).
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Sit~gft/M, p(/).q(-1y}, Y, ~ p(-/w)y Y, ~ q(-/y) se deduce de (I1.78) que:
E[tk] =" E[Ylk] +(1- ﬂ)i(ﬂ(—l)‘ L-M)' E[sz] (111.80)

i=0

En el caso especial en el qp(a/t//) = q(-/y), 7n=M la expresion (111.78) se reduce a:

p(l\tﬂ/z//j O<t<M
q(ll__l\tﬂ /yj M<t<l

Esta expresion es reconocida como la de la disiohuTSP introducida por Kotz y van

(111.81)

Dorp (2004). La ventaja de (lll.78) sobre (lll.8&s que permite especificaciones

separadas para cada rama de la distribucion.

Por otro lado, la densidad (I11.81) es siempre iowat para cualquier valor dé, mientras

gue para que la densidad (l11.78) sea continud ertezvalo [0,1] debe cumplirse que:
D pww) =2 gary) (11.82)
M 1-M '

De la expresion (111.82) puede despejarse la exjpngsararn:

- ML/ )
(L~ M) pQ/g) + Ma(t/ )

(111.83)

Sustituyendo (111.83) en (I11.78) se obtiene lasante expresion para funciones de

densidad continuas unimodales en el recorrido:[0,1]
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1/ t
- M)pgf m \ Ma@ly) p(M/ ”’)’ Ost=M
oft/™M, p(-/w).al-1y)} = (111.84)
o/ ) q( 1-t /Vj W <te
a-M)p@/P)+Mq@/y) \1-M/ ") -

Asi pues, se puede afirmar que la expresion ()Ip@4mite separar la especificacion de

cada una de las ramas en funcién de dos densidadesdora(-/¢) y q(-/y).

I11.2.2. Generalizacion de dos ramas de la distribucion

biparabodlica

Consideramos el caso en el qp(e/w) y q(-/y) toman las siguientes expresiones:

@n, +D(n, +Dy" 2-y*)

In)= : O<sy<ln =0 .
p(y/n,) 3, +1 ysln (111.85)
(2n, +)(n, +Dy™ (2-y™)
In,)= , 0<y<1n,=20 111.86
q(y/n,) an, +1 ysln, (111.86)
con las siguientes funciones de distribucion:
P( /n ) _ 2(2n1+1)yn1+1_(n1+1)y2nl+1 O< <:Ln >O (I” 87)
yIn 3n, +1 , sysin =2 :
2(2n, +1)y™™ —(n, +1)y>?*
Qy/n,) = 22DV DY P 6oy g 50 (11.88)

3n, +1
Ambas cumplen la propiedad para todos los valogag &0 y n, = 0.
d _ d _
d_yp(llnl) =0 d—yq(l/nz) =0 (11.89)
De (111.85) y (111.86) se deduce que:
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(2n, +1)(n, +1) (2n, +1)(n, +1)

1/n) = : 1/n)) = )
p@A/n,) 3n +1 q@d/n,) 3, +1 (11.90)
Sustituyendo (111.85), (111.86) y (111.30) en (I1B3) se obtiene la expresion de
M@2n, +)(n, +D(3n, +1
(2n, +)(n, +H(En, +I (11.91)

" (@=M)(2n, +1)(n, +D(3n, +1) + M (2n, +1)(n, +)(3n, +1)

En la figura (l11.36) se recoge la representacidmrleespacio de paran; y n, variando en
el intervalo [1,100] y par#=0,5.

of m0,9-1
T — So7os
QAT 2050

¢ T ,4-0,

| /llhiiﬂh”f”ﬁ“’fi;;’nlmll%h’l’= oo
y i 0o0,2-0,3
; mo0,1-0,2

mo0-0,1

Figura I11.36. Representacion deen el espacio.

Sustituyendo (111.91), (111.85) y (111.86) en (1B4) se obtiene la densidad:

(MHZUJ} OstsM

t
oft/M,n,n}=C(M,n,,n,)
1-t\*
[50)

(11.92)

donde:
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(2n, +1)(n, +(2n, +1(n, +1)

C(M,n;,n,) =
(L= M)(2n, +1)(n, +1)(3n, +1) + M (2n, +1)(n, +1)(3n, +1)

(111.93)
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Figura I11.37. Funcién de densidad SBR&=30; n,=40; M=0.5)
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Figura [11.38. Funcién de densidad SBR&=2; n,=20; M=0.5)

En las figuras (111.37) y (111.38) se recogen dgemeplos de funciones de densidad de la
distribucion SBPG De (l11.85), (111.86) y (l11.89) se deduce que flancién de densidad
(111.92) es continua y derivable en el puio Cuandan,=n, entonces la expresion (I11.93)
pasa a ser:

_ (@n+D)(n+1)

C) ="+

(11.94)

Paran;=n,=0 la expresiéon (l11.92) se reduce a una distribncuniforme U[0,1]. Para
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n=n,=1 la expresion (I11.94) se reducegay por tanto se obtiene la siguiente funcién de

densidad que es la funcién biparabdlica introdueitl@l segundo capitulo concretamente

en la expresion (11.21):

(111.95)

Con la siguiente representacion grafica par®.5:

1,2

o /" \

o / \

i S AN
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0,12 ]
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054 1
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0721
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0.9
0,96 1

<
. Q9
o

Figura I11.39. Funcién de densidad SBR@,=n,=1; M=0.5)

Y cuando n, =n,se obtiene la SBPG expresion (I11.13). La funcion de distribucion

acumulativa se obtiene sustituyendo las expresigie87), (111.88) y (Il1.91) en la
expresion (111.79).

entonces la funcién

- : . . , X-a m-a
Por altimo, si se realiza el cambio de varlalbleb—y M =

de densidad para la varialxeon recorrido 4, b] es:
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f(x/a,mb,n,n,)=C(a,mb,n,n,) (111.96)
—xj”{ (b—xj”}
2- , mMm<x<b
b-m b-m
Donde:
2n, +H(n, +H(2n, +H(n, +1
Cambinn,) = (2n, +1)(n, +1(2n, +H(n, +1) 1.97)

(b-m)(2n, +1)(n, +H(3n, +1) +(m-a)(2n, +1(n, +1)(3n, +1)

Sustituyendo el valor desegun la expresion (I11.91) en la expresién (Q).8onde:

1_ @2n +1)(n, +1) 3n, +k+1

Elv¢]= an, +1 {(2n1+k+1)(n1+k+1)} (11.98)
1 (2n, +(n, +1) 3n, +k+1

Elv]= an, +1 {(2n2+k+1)(n2+k+1)} (11.99)

se obtienen los momentos de la generadora.

Usando la relacion existente con los momentos agosr respecto a la media se obtienen
las caracteristicas estocasticas mas relevantesstdedistribucion. Asi pues, el valor
esperado de la distribucion (I11.100), la varian#4.101), las expresiones de ambas
cuandon;=n,, (111.102) y (111.103) y el coeficiente de curtgs(ll1.104) se recogen en el
anexo matematico A dada la extension de estas sapes. Con el objeto de conseguir
una idea grafica e intuitiva del comportamiento lde distribucion, se recogen a

continuacion una serie de graficas de la mednaaii@nza y el coeficiente de curtosis.
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Figura 11.40 Representacion de la Figura l1ll.41 Representacion de la

median;=2; n,=20; M € {-2,2} median;=20; n,=5; M € {0,1}
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Figura Ill.42 Representacion de la Figura 111.43 Representacion de la
median;=2; n,=10; M €{-2,2} media.n;=5; n,=20; M € {-2,2}

1[DO
Figura. 111.44. Representacion en el
espacio del coeficiente de curtosis.
M=0,5;n; y n; € {0,100}
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Con esta generalizacion se ha conseguido supesuloda simetria criticada a la normal
y compensada con la asimetria de la distribuci@mdular, beta, STSP, BRGetc., sino
gue ahora cada una de las ramas, a uno y otrodeda moda, pueden obedecer a una

distribucion generadora distinta.

Este hecho puede tener aplicacion en el ambitodieeo para ajustar los rendimientos del
mercado que a uno y a otro lado de la moda, sithadéualmente en el cero, representan

etapas de mercado en alza o mercado a la baja.

Pudiera ser que el comportamiento del accionibedeciera a densidades de distinto
origen en cada caso ya que, parece logico pensarequun mercado con beneficios el
comportamiento del accionista es distinto que enmercado con perdidas y esto
motivaria el uso de diferentes funciones generadormo y otro lado de la moda.

II1.2.3. Generalizacion de dos ramas de la distribucion STSP,

Si se toman como densidades generadoras las sggigxtpresiones:

p(y/n) =ny"™ (111.105)
q(y/ny) =n,y™™ (111.106)

con las siguientes funciones de distribucion:

P(y/n)=y", O<y<ln =0;
(11.107)
Q(y/n)=y"™, 0<y<in, =0
Usando la expresion (111.83) y teniendo en cueni& g
pd/n)=n (111.108)
q@/ny) =n, (111.109)
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Se obtiene la expresion para
= Mn, 1110
@-M)n, +Mn, (-110)
de manera analoga operando se obtienen las sigsiexpresiones:
- L 1111
M @-M)n +Mn, (.111)
1-m n
= 4 (11.112)

1-M  (@-M)n, +Mn,

En la figura (I1l.45) se recoge una representadélnvalor dgien el espacio:

mo0,9-1

m0,8-0,9
0o,7-0,8
mo0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5

o
W 00,3-0,4
Y 00,203
m0,1-0,2
m0-0,1

Figura 111.45. Representacion desn el espacio.

Usando las expresiones (111.111), (111.112) y (AB) se obtiene:

t\*
(_j | 0<t<M

nn M
g(t/n,n,,M)= L2 (111.113)
1-M)n + Mn —t \"2?
( n, ? (ij , M<t<1
1-M
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En las figuras (I11.46) y (Ill.47) se recogen gca$ de la funcion de densidad (111.113)

para diferentes valores dg n, y M.
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Figura I11.46. Funcién de densidad SBESR=30n,=40;M=0.5)
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Figura Il1.47. Funcién de densidad STER=2;n,=20;M=0.6)

En el caso en el qug=n,

(ﬁj , O<t<M

g(t/n,M) =C(n,,n,,M) (I11.114)
ij , M<ts<l
1-M

Donde:
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n?
cC(hM)=————=n (111.115)
@L-M)n+Mn
2,5
2,
1,54
1
0,5 1
0 = amans mamEy mamaEy mantey
o © N [ee] < ™ (o] N [oe] < © © N [oe] < [o)] [{e]
O 04 d N S O & & 0 g © ~N K~ O 5 0
o o o o o o o o o o o o o

Figura 111.48. Funcién de densidad ST$R=n,=2; M=0,5)

En la figura (111.48) se recoge la representacicafiga de la funcion de densidad (111.114)
para M=0.5 y n, =n, =2, que en definitiva se trata de una distribuciGangular

simétrica.

Sustituyendo el valor d& segun la expresion (111.110) en la expresion&0).donde:

n

ElY|=——

[v] n +K (11.116)
n

ElY,) |=—2

[2] 0, +k (1.117)

Se obtienen los momentos de la generadora y seepuebtener las caracteristicas
principales de la distribucion. Asi pues, el vadgperado de la distribucion (111.118), la
varianza (111.119), las expresiones de ambas cuamdao,, (111.120) y (111.121), el

coeficiente de curtosis (l11.122) y el coeficierde asimetria (111.123) se recogen en el
anexo matematico A dada la extension de estas ®@pes. Se recogen a continuacion
una serie de graficas de la media, la varianzacpeiciente de curtosis, con el objeto de

conseguir una idea gréfica e intuitiva de su conanaiento.
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Figura [11.49 RepresentaCién de la Figura 111.50 Representacién de

median;=2; n,=20; M €{-2,2}

varianzan;=20; n,=5; M € {0,1}
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Figura Il.51 Representacion de la Figura 111.52 Representacion de la

curtosisn;=2; n,=10; M€{-2,2}

varianzam=5; n,=20; M €{-2,2}

0

100
Figura 111.53 Representacion en el
espacio del coeficiente de curtosis.
M=0,5;n; y n, € {0,100}
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II1.2.4. Generalizacion mixta de una rama STSP y otra rama
BPG.

Partiendo de las siguientes densidades generadoras:

p(y/n) =ny"™ (11.124)

(2n, +1(n, +1) .

/In) = 2 (2 —y™
a(y/n,) 3, +1 y?(@2-y™) (111.125)

Y las siguientes funciones de distribucion:

P(y/n)=y", 0<y<ln >0;
2(2n, +1)y™*"* - (n, +1)y>?*" (111.126)
In,)=——> 2 , 0<y<in,20
Q(y 2) (3n2 +1) Yy :L

Usando la expresion (111.83) se obtiene la sigwemixpresion parar que queda

representada en la figura (111.54):

= M (2n, +1)(n, +1)
(L= M)n,@n, +1)+ M (2n, +1)(n, +1)

(I1.127)

mo0,9-1

m0,8-0,9
0o,7-0,8
m0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
0bo0,3-0,4
0o0,2-0,3
mo0,1-0,2
mo-0,1

Figura Il1.54. Representacion deen el espacio=0,5)
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Una vez conocido el valor dg la funcion de densidad tomara la expresion:

t\""
(_J | O<t<M
M

g(t/n,n,,M)=C(n,n,,M) 0 o (111.128)
(_1_tJ {2—(—l_tJ } M<t<1
1-M 1-M
Donde:
_ (2n, +1)(n, +Dn,
., M) = (L-M)n,(3n, +1) + M (2n, +1)(n, +1) (1.129)
Sing=ny:
ﬁjl O<t<M
g(t/n,M)=C(n,M) ) i (111.130)
(_1_t j {2—(—1_t j } M<t<1
1-M 1-M
donde:
cnM)=—2n*n+in (11.131)

~ @3n2 +1)+Mn(3-n)

En las figuras (111.55) y (111.56) se recoge la regpentacion grafica de la funcién de
densidad (111.128) para distintos valomsn, y M. En la figura (l11.57) se representa la

funcion de densidad recogida en la expresion @0)Jaran;=n,=1 y M=0,5.

35
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0,4
0
0,5

=
o

Figura Il1.55. Funcién de densidad STSP;BR=30.n,=40;M=0,5)
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Figura I1.56. Funcién de densidad STSP,@i=2;n,=20;M=0.6)
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Figura (111.57) Funcion de densidad STSP;BR=n,=1;M=0.5)

Se obtienen los momentos de la generadora sustidays valor der segun la expresion
(111.126) en la expresion (111.80) donde:

n
ElY|=—2
[1] n, +k (11.132)
2n, +1)(n, +1) 3n, +k +1
ElY) :( 2 2 2 |
[ 2] 3n, +1 {(2n2+k+1)(n2+k+1) (111.1233)
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A partir de ellos, se puede obtener, el valor esferde la distribucion (111.134), la
varianza (111.135), las expresiones de ambas cuamdo,, (111.136) y (I11.137), el
coeficiente de curtosis (I11.138) y el coeficierde asimetria (111.139) se recogen en el
anexo matematico A dada la extensiéon de estas ®@pes. A continuacién se recogen
una serie de graficas de la media, la varianzacpeiciente de curtosis, con el objeto de

conseguir una idea gréfica e intuitiva de su conapoiento.

1 005
005

05
oo
-1 05 e 1 0.00%
/05 a0b
00

Q2 04 0.6 08 1

Figura 111.58 Representacion de la Figura 111.59 Representacion de la

media.n;=2; n,=20; M €{-2,2} varianzan;=20;n,=5; M €{0,1}

31} 0.015
0.015
02 04 06 08 1 001
29! 0.007%
28| 0a®
0.0005

27}

02 04 06 08 1

Figura 111.60 Representacion de la Figura .61 Representacion de la
curtosis.n;=2; n,=10; M €{-2,2} varianzan;=5; n,=20; M €{-2,2}
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AT TFTFZTS
AT TS
e
0

Figura I11.62. Representacion en el
espacio del coef. de curtosM=0,5;
n; y np €{0,100}

II1.2.5. Generalizacion mixta de una rama BP y otra rama STSP

Partiendo de las siguientes densidades generadoras:

_(@n, +D(n, +1) n

/ = n 22—y
p(y/n,) 3, +1 y*(2-y®) (111.140)
q(y/ny) =n,y™™* (11.141)

Y las siguientes funciones de distribucién:

m+l 2m+1
= 2@en +Dy"" = (n +Dy™" 0<y<in 20
@3n, +1) (111.142)

Q(y/n,) =y", 0<y<1n, =0

P(y/n,)

Usando la expresion (111.83) se obtiene la siguwespresion para

= Mn, (Bn, +1)
(L-M)(2n, +1)(n, +1) + Mn, (3n, +1)

(111.143)
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En la figura (I11.63) se recoge la representacidrlespacio del valor de

m0,9-1

m0,8-0,9
bo,7-0,8
m0,6-0,7
mo0,5-0,6
m0,4-0,5
b0,3-0,4
00,2-0,3
m0,1-0,2
mo-0,1

Figura I11.63. Representacion deen el espacio=0,5)

Una vez conocido el valor dg la funcion de densidad tomara la expresion:

g(t/n,n,,M)=C(n,n,,M (111.144)

Donde:

N, (2n, +1)(n, +1)
@-™m )(an +1)(n1 +1) + Mn, (3n1 +1)

C(n,n,,M) = (I11.145)

En las figuras (111.64) y (l11.65) se recogen Ipresentacion gréfica de las funciones de
densidad para la distribucién SBP-TSpara diferentes valores dg ny M.
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Figura I11.64. Funcién de densidad SBP-T&PB80;n,=40;M=0.5)
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Figura I11.65. Funcién de densidad SBP-T&RR;n,=20;M=0.6)
Sing=ny:

n-1
j ' O<tsM

g(t/n,M)=C(n,M)

L
) 111.146
L (1ll.146)

ST} e

Donde:
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2n+DH(n+Dn

C(nM)=—+
Bn* +1) + Mn(3-n)

(11.147)

En la figura (I11.66) se recoge la representacidafiga de la funcién de densidad (I11.146)
paran;=n,=1 yM=0,5.
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Figura I11.66. Funcién de densidad SBP-S7 8ik=n,=1;M=0,5)

Sustituyendo el valor desegun la expresion (111.143) en la expresion§0).donde:

- @2n +)(n, +1) 3n, +k+1
elv]= 3n, +1 {(2n1+k+1)(n1+k+1)} (111.148)
k| — nz
Elv;]= n, +K (111.149)

Se obtienen los momentos de la generadora y a plrtaqui se pueden conocer las
caracteristicas estocasticas mas relevantes ddiststbucion. Asi pues, el valor esperado
de la distribucion (111.150), la varianza (lll.151as expresiones de ambas cuangwmn,,
(M.152) y (ll1.153) y el coeficiente de curtosi@ll.154) se recogen en el anexo
matematico A, dada la extension de estas expresi@gerecogen a continuacion una serie
de graficas de la media, la varianza y el coeftei@e curtosis, con el objeto de conseguir

una idea grafica e intuitiva de su comportamiento.
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Figura [Il.67 Representacion de la
mediam=2; n,=20; M €{-2,2}

Figura 111.68 Representacion de la
varianzan;=20; n,=5; M €{0,1}
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Figura 111.69 Representacion de la
curtosisn;=2; n,=10; M €{-2,2}
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Figura I1I.70 Representacion de la
varianzan;=5; n,=20; M €{-2,2}
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0
10
Figura 111.71. Representacion en el espacio
del coef. de curtosisM=0,5; n; y n, €
{0,100}

I11.2.6. Elicitacion
I11.2.6.1. Elicitacion de la distribucion SBP»

Suponiendo que la distribucion subyacente es ardilica y a partir de los valores n
y b) aportados por un experto y la probabilidad de guealor x de la variable se

encuentre por debajo ds, es decir:Prol(x<m) =7, entonces el valor d& serd el

recogido en la expresion (111.91) que al desestarnaiase transforma en:

o (m-a)(2n, +1)(n, +1(3n, +1)
" (b-m)(2n, +1)(n, +D(3n, +1) + (m-a)(2n, +1(n, +1(3n, +1)

(I11.155)

De donde se deduce:
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_ (b-m)(2n, +1)(n, +1)(3n, +1)
1-m= (11.156)
(b—m)(2n, +D(n, +1)(3n, +1) +(m~-a)(2n, +(n, +1)(3n, +1)

Y por tanto:

m-a (3n,+1) _ 7 (3n,+1)
b-m@n +1)(n, +1) 1-77(2n, +1)(n, +1)

(1.157)

Noétese que el multiplicador de la rama derecharesatio entre la diferencia entre la
moda y el valor inferior y la diferencia entre lada y el valor superior, mientras que el

multiplicador de la derecha es el ratio entre sgpectivas probabilidades.

Si llamamosa, al percentip de la distribucion biparabolica entonces:

a,-a
TP —a n|=p (111.158)
Despejando:
+1 2m+1
4n+2(a,-a)" n+ifa,-a)’t _p (111.159)
3n,+1{ m-a 3n, +1l m-a m
Definimosf(n;) como:
4n +2 a -a n+1 n +1 a -a 2n +1
f(n)=—2 £ e (111.160)
3n, +1{ m-a 3n, +1{ m-a

Siendof(n;) una funcién estrictamente decreciente con una readg=0 y f (0) = %~

. . ., a, —a
Se demuestra que la ecuacion (111.160) no tienecgmh para el caso en el qefe—<£,
m—a Tt
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ya que se esta definiendo una distribucion con doemU, y este caso no es contemplado

- . . . . T a, —a .,
en la familia de distribuciones biparabdlicas. (Iimnrs—az—f[, la solucion esn, =0

. . g ., . . ., . a, —a
coincidiendo con la solucién de la distribuciénfanie. Cuando®>—~ > se puede
m—a Tt

obtener una solucion a través de aproximacionesssi&s 0 el conocido método de

GoalSeelen Microsoft Excel.

Conocido el valor parga; el siguiente paso es hallary para ello se parte de la expresion

(111.157) en la que se despeja dicho parametro:

@Bn,+1) _m-a (Bn+1) 1-n7
@n, +)(n,+1) b-mE@n+Y(n,+1) 7

(I1.161)

Definimos gf,) como:

(8n, +1)
(2n, +1)(n, +1)

g(n,) = (11.162)

Se demuestra que se trata de una funcion estriotardecreciente con valores de la moda

en el intervalo ONI<1 y con una asintota en el geuandon, — .

Si llamamosk al segundo miembro de la ecuacion (I11.161):

m-a (B +1) 1-77_

b-m @+ (0 +1) 77 (11.163)

Entonces despejando de esa misma expresion seelaisiguiente ecuacion cuadrética:

2kn? + 3k -3)n, +k-1=0 (I1.164)
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Existira una Unica solucién pamasi y solo sik < 1

EJEMPLO: Partiendo de los valores (30,36,52) agdodaor un experto, sabiendo que el
percentil 5 es 31305=31 y la probabilidad de quequede por debajo de la moda es 0,5,
Problx <m) =7n1= 05, entonces despejando de la expresion (I11.15%bsene un valor
paran;=0,292574 aplicando la funcion #kéndRootdel Mathematica. Posteriormente se
resuelve la ecuacion (111.164) una vez que se obte valor deék a partir de la expresion
(11.163):

= 36-30 (30,292574+1) 1-05_ (243666 (1L.165)
52-36 (20,292574+1)(0,292574+1) 05
068732 196, - 065= 0= n, = -0,301571n, = 31664 (11.166)

I11.2.6.2. Elicitacion de la distribucion STSP»

Suponiendo que la distribucién subyacente déwdasided powey a partir de los valores
(a, my b) aportados por un experto y la probabilidad de ejuealorx de la variable se

encuentre por debajo dwg, es decir:Proh(x<m) =7, entonces el valor de& sera el

recogido en la expresion (l11.110) que al desestdndr se obtiene

= (m=ajn, 11.167
(b—m)n, +(m-a)n, (.167)
De donde se deduce:
b-m)n
1-m= (b=mn, (111.168)

~(b-m)n, +(m-a)n,

Y por tanto:
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n
1-m

_m-a
nl_b—m n, (111.169)

Si ademas se cuenta con el valor de un peragreittonces:

P ap_a/@ = 11.170
o l=p (1.170)
Despejando:
_ Log(p/n)
=_Lod\pin)
Log(ap-aJ (I11.171)
m—a

Sustituyendo (111.171) en la expresion (111.169):

_(b-m 72 Log(p/n)
2 (m—a)l—nLog(ap—aj (111.172)

m-a
Y de esta manera la distribucion ST$RBedaria elicitada directamente.

EJEMPLO: Partiendo de los valores (30,36,52) agodaor un experto y sabiendo que el
percentil 5 es 313 005=31 y la probabilidad de quequede por debajo de la moda es 0,5,

Probx <m) =7 =05, entonces despejando de la expresion (I11.171).

= L0g(005/05) _, o0ngy
Lo (31— 30) (11.173)
36-30
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Y sustituyendo este valor en la expresion (111.172)

_ (62-36) 05
?  (36-30)1-05

1,285097= 34269 (1.174)

I11.2.6.3. Elicitacion de la distribucion STSP-BP2

Suponiendo que la distribucion subyacente es wstakdicion mixta en la que la primera
rama esta definida por la distribucion STSP y auada por la distribucion SBP, se notara
como STSP-BPR Partiendo de los valores,(m y b) aportados por un experto y la
probabilidad de que el valor de la variable se encuentre por debajondess decir:

Prob(x <m) = 77, entonces el valor da sera el recogido en la expresion (111.127) que al

desestandarizar se obtiene:

(m-a)(2n, +1)(n, +1)

= o-myn, @, +1) + (m—-a)(2n, +1(n, +1) (11.175)
De donde se deduce:
LT oo mn, (3n§b+_1)m3 r}rﬁn;;;)nz +1)(n, +1) (1-176)
Y por tanto:
m-al_ »n___(3n+Y) (1.177)

b—mn_1 - 1-7 (2n, +1)(n, +1)

Notese que el multiplicador de la rama derechd egtie entre la diferencia entre la moda
y el valor inferior y la diferencia entre la modaey valor superior, mientras que el

multiplicador de la derecha es el ratio entre sgpectivas probabilidades.
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Si llamamosa, al percentip de la distribucion biparabodlica entonces:

a —a
TIP( ’ /n1j=p (11.178)
m-a
Despejando:
_ Log(p/m)
' Log(ap-aj (11.179)
m-a

Conocido el valor parga; el siguiente paso es hallary para ello se parte de la expresion

(I11.177) en la que se despeja dicho parametro:

2y __m-alis 111.180
@n, +9)(n,+) b-mn 7 (111.180)
Se defingg(n) como:
3n, +1
9(n;) = en, 1) (111.181)

(2n, +1)(n, +1)

Se demuestra que se trata de una funcion estriatardecreciente con valores de la moda

en el intervalo OM<1 y con una asintota en el gjeuandon, — .

Si llamamog al segundo miembro de la ecuacion (111.180):

m—-a

11-n
b-mn

Z=

(111.182)
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Entonces despejando de esa misma expresion saelatisiguiente ecuacion cuadratica:

2z1¢ + (3z-3)n, +z-1=0 (111.183)

Existira una Unica solucién panasi y solo siz <1:

EJEMPLO: Partiendo de los valores (30,36,52) agogaor un experto, sabiendo que el

percentil 5 es 315 0s=31 y la probabilidad de quequede por debajo de la moda es 0,5,

Prob(x <m) = 7= 05, entonces despejando de la expresion (111.179)

- Log (005/05) _ 1285097
Lo (31—30) (111.184)
36-30

Sustituyendo el valor da en la expresion (111.183) se obtiene el valorzde

7=0,2918 (111.185)

y resolviendo la ecuacioén (111.184) en el Matherwaitbbtenemos una solucion pasa

05836 - 21245, —0,7081= 0= n, = —0.307352,n, = 3.94769 (11.186)

Dado que el valor de, tiene que ser siempre positivo concluimos ipe,94769.

II1.2.6.4. Elicitacion de la distribucion SBP-TSP>

Suponiendo que la distribucién subyacente es wstakdicion mixta en la que la primera

rama esta definida por la distribucion SBP y lauselg por la distribucién STSP, se notara

como SBP-TSE y partiendo de los valores,(m y b) aportados por un experto y la

probabilidad de que el valor de la variable se encuentre por debajontiees decir:
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Prob(x <m) = 7, entonces el valor da sera el recogido en la expresion (I11.143) que al

desestandarizar se obtiene:

= (m=-a)n, (3n, +1)
~ (b-m)(2n, +1)(n, +1) +(m-a)n, 3n, +1)

(11.187)

De donde se deduce:

= (b—m)(2n, +(n, +1)
1-m= (b—m)(2n, +Y(n, +1) + (M—-a)n, (3n, +1) (111.188)

Y por tanto:

71 (2n1+1)(nl+1):m—a
1-m  (@n +1) b-m

n, (111.189)

Noétese que el multiplicador de la rama izquierdalestio entre la diferencia entre la
moda y el valor inferior y la diferencia entre lada y el valor superior, mientras que el

multiplicador de la derecha es el ratio entre sgpeéctivas probabilidades.

Llamandoa, al percentilp de la distribucion biparabodlica entonces:

a —a
7P( P /nlj =p (111.190)
m-a

Despejando:
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_ Log(p/n)

' Log(ap —aj (111.191)

m-a

Conocido el valor para; el siguiente paso es hallary para ello se parte de la expresion

(111.189) en la que se despeja dicho parametro:

:b—m T (2n +1)(n +1
m-al-m7  (3n +1)

(11.192)

2

EJEMPLO: Partiendo de los valores (30,36,52) agodggor un experto, y sabiendo que
el percentil 95 es 4% ¢ 95=49 y la probabilidad de quequede por debajo de la moda es
0,5, Prol(x <m) = 7= 05, entonces despejando de la expresion (I1.19¢alelr param

es:

o 22
P/ =05568 (111.193)

(49— 30}
Log
36-30

Notese que en este caso hemos optado por pregualtastperto por el percentil superior

n =

en lugar del percentil inferior para evitar asigb de la herramientaoalSeek
Por ultimo, se despeja de la expresion (l11.192)adbr de ny:

o -52-36 05 (205568+1)(05568+1)
> 36-301-05 (30,5568+1)

= 32859 (111.194)
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resultados obtenidos con las
de

aplicadas en el procedimiento de la elicitacion.

II1.2.6.5. Resumen de Ilos

diferentes combinaciones distribuciones subyacentes

En el cuadro (111.16) se recogen las solucionedejemplos planteados para el proceso

de elicitacion y recogidas en las expresionesl1@8) y (111.166) para la distribucion
subyacente SBP las expresiones (111.173) y (I11.174) para latdisucion subyacente
STSR, las expresiones (111.184) y (I11.186) para latdsucién subyacente STSP-BF

por ultimo, las expresiones (111.193) y (111.194ana el caso de la distribucién subyacente

SBP-TSRB.
STSR BP, STSP-BR | SBP-TSR
Ny 1,285097 0,292574 1,2850971 0,5568
Ny 3,4269 3,1664  3,94769 3,2859

Cuadro 1l1.17. Cuadroesumen de las soluciones de
ejemplos propuesto para el proceso de elicitacion

En la figura (lll.72) se recoge la representacidafiga de las diferentes funciones de

densidad para cada una de las distribuciones sebigscexpuestas anteriormente y para

los valores dem y n, recogidos en el cuadro (111.17)

2,5
2
——BP2
1,5
—— BP-STSP
14 STSP-BP
STSP2
0,5
O \‘HHHHHHHHHH\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH\HHHHHHHﬁ\\\‘ﬁ‘\\‘\\\ﬁ\\\\\
Q &® O M N X & o > A1V D O L
Q9 Q.>' Q’]’ Qib o Q?‘ Q<? Q‘? Q/\\ Qo Qﬁb Qc\b

Figura 111.72 Representacion gréfica de la funcd densidad para
cada una de las distribuciones subyacentes gersatat en dos ramas
y para los valores d& y n, recogidos en el cuadro (111.17).
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III.3. APLICACION PRACTICA

Una vez que se han desarrollado las distribucigeasralizadas de dos ramas y que se ha
presentado el procedimiento de elicitacion paraaaath de ellas, parece interesante su
aplicacién en el contexto de la valoracién a patél método de las dos funciones de
distribucion. A continuacion, se calcula, a padé&l valor de un indice, el valor de
mercado de un activo mediante el método de regresiaple, el método sintético y el
método de las dos funciones de distribucién usaotoo subyacentes las distribuciones
BPG,, STSRB, STSP-BPG y SBPG-TSR asi como la distribucion beta que fue
originariamente aplicada en dicho método. El irted® la aplicacion recae en la
comparacion del valor de la suma de los cuadraddsgresiduos obtenida mediante la

aplicacién de cada método.

Antes de comenzar la aplicacion desarrollaremosa aab de los métodos que se

aplicaran:

a) métodos sintéticos: Se consideran métodos sttadi en embrion y su desarrollo
desemboca en la regresién con una sola variabépémdliente presentada anteriormente.
Existen numerosos meétodos sintéticos como por dégeneb método sintético de
clasificacion, el método sintético por correcciéhmétodo de los valores atipicos, etc.
Nos centraremos en el método sintético de comparaespacial en el que se efectia la
comparacion estudiando una o varias caracteristoasunes a los bienes objeto de
valoracion. Estas caracteristicas pueden ser: ldupcién bruta, el canon de
arrendamiento, la distancia de una parcela a utnacarbano, la edad de las plantaciones,
etc. forma mas sencilla de estimar el valor deh bigediante comparacién espacial es
suponer que dicho valoV) es proporcional al indicd;X que mida la caracteristica

estudiada, de manera que se aplicara la siguiéntaifa:

Vo=, (111.195)
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La esencia de este método es la comparacion @atresbayudandose de una clasificacion
previa y tomando como término de referencia unaros signos externos comunes a los
bienes que se comparan. Resulta obvio que ese eprablpueda plantearse

estadisticamente acudiendo al analisis de regreS®maprecia, ademas, que la expresion
(15) es parecida a la que resulta de un ajustempoimos cuadrados en una regresion

simple sin término independiente.

b) EI método de regresion: El método de regresererggloba dentro de los métodos
estadisticos de valoracion que aparecen como tal primer tercio del siglo XX por la

obra de la escuela americana, (Caballer 1993).

Método de las dos funciones de distribucién: Suajarprincipal es que necesita menor
informacion empirica y por ello se puede aplicaraarbiente de incertidumbre, es decir
cuando soélo se cuenta con la informacién aportamtaep experto acerca del valor

optimista, pesimita y mas probable.

Se procede a aplicar sobre los datos propuestos wadde los métodos expuestos
anteriormente. Aplicando el método sintético seg@bna como caracteristica explicativa
los ingresos medidos en pesetas por hectareagptieme una suma de los cuadrados de
los residuos igual a 11.825.697.872,33. En la &g(iH.73) se presenta el grafico de

dispersion entre la variabM y la variablel;, observandose una relacion directa entre

ambas.

500.000,00

450.000,00 *
400.000,00 - «*
350.000,00 .

300.000,00 +*

250.000,00 ¢

200.000,00 T T T T T
20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

Figura 111.73 Grafico de dispersion de la aplicacio
practica 3
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Vi li
[ Valor Ingresos
Observaciones(Ptas./ha)| (Ptas./ha)
1 250.000,00 20000
2 257.442,00 21000
3 264.884,10 22000
4 272.326,20 23000
5 279.768,33 24000
6 287.210,40 25000
7 294.652,50 26000
8 302.945,80 27000
9 309.536,677 28000
10 316.978,75 29000
11 324.420,84 30000
12 332.176,92 31000
13 340.669,20 32000
14 349.807,69 33000
15 359.038,46 34000
16 368.269,23 35000
17 377.211,87 36000
18 385.982,45 37000
19 394.753,03 38000
20 403.523,61 39000
21 412.294,19 40000
22 421.064,78 41000
23 429.835,35 42000
24 438.605,93 43000
25 447.376,91 44000
26 456.147,09 45000
27 464.917,§7 46000
28 473.688,25 47000
29 482.458,83 48000
30 491.229,41 49000
31 500.000,00 50000
Cuadro111.18. Datos de partida de
aplicacion practica
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Al realizar el ajuste por el método de regresiontséene la siguiente recta:

Vi=7.5691,50547+8,4265 (11.196)

Se obtiene un coeficiente de determinacién muy, albncretamente del 0.9987 y una
suma de los cuadrados de los residuos igual a .8™,29. Este ejemplo, elegido
conscientemente, permitira obtener una conclusabresel método mas apropiado en

aguellos casos en que el método de regresion afreagiste de gran bondad.

A continuacion, se lleva a cabo el proceso detatidin que permitira la estimacion del
valor de mercado mediante el método de las dosidnes de distribucion. Una vez
calculados los valores my b del activo y del indice se hacen uso de los csadrp (2),
(3) y (4) para obtener los correspondientes valdeas y n, que se recogen en el cuadro
8:

TSR, TSP-TSB TSB-TSP TSB
ny| 1,070525[1 1,0705251 0,8185681,16982p
INDICE Ny 1,405064P 0,846729 1,8214819,69381
ny| 1,028748 1,028748 0,8564106,101076
ACTIVO % 1,3202266 0,708962 1,810755644666
Cuadro 111.19. Parametras y n, obtenidos mediante el proceso de elicitacion.

500000 %
450000 X e \/ALOR REAL

—— REGRESION
400000 4

SINTETICO
BP2
——TSP-BP
—— TSP2
—— 2BETAS CLASICAS
—¥— BP-TSP

350000 -

300000

250000 -

200000 T T T L T T L T T L T T T T L T L T T L
1 3 5 7 9 11 1315 17 19 21 23 25 27 29 31

Figura IIl.74. Valor real del activo y valor estid@mobtenido por los
distintos métodos.
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VALOR ESTIMADO

VALOR 2BETAS
REAL REGRESION SINTETICO TSB, TSB-TSP TSP-TSB TSP | CLASICAS
1 250.000 244.222,001 211.782,784 250.000,000 250.000,000 250.000,000 250.000,000 250.000,00(
2 257.442) 252.648,526 222.371,924 257.276,67% 257.498,850 257.308,57%257.320,500 254.028,00(
3 264.884,1 261.075,051 232.961,063 265.107,625% 264.827,17% 265.058,975 265.058,975% 259.277,00(
4 272.326,2 269.501,575 243.550,202 273.123,52% 272.123,72% 272.963,475%272.963,475% 265.091,00(
5| 279.768,33 277.928,100 254.139,34] 281.246,750 279.423,000 280.977,750280.977,750 271.271,00(
6 287.210,4 286.354,62% 264.728,481 289.441,000 286.746,250 289.074,750289.074,750 277.748,00(
7 294.652,5 294.781,150 275.317,620 297.685,750 294.111,750 297.238,000297.238,000 284.477,00(
8 302.945,4 303.207,675 285.906,759 305.967,250 301.537,250 305.457,250 305.457,250 291.424,00(
9| 309.536,671 311.634,199 296.495,898 314.103,250 309.042,750 313.753,000313.879,500 298.561,00(
10| 316.978,7§ 320.060,724 307.085,038 322.569,250 316.652,250 322.038,000322.047,750 305.870,00(
11| 324.420,84 328.487,249 317.674,1771 331.047,000 324.396,250 330.381,500330.404,500 313.347,00(
12| 332.176,94 336.913,774 328.263,316 339.547,500 332.425,500 338.797,000338.949,500 320.969,00(
13 340.669,2 345.340,299 338.852,455 348.084,000 340.895,500 347.300,750347.715,250 328.743,00(
14| 349.807,69 353.766,823 349.441,594 356.512,750 349.736,000 355.905,500356.659,250 336.655,00(
15| 359.038,49 362.193,348 360.030,734 364.836,500 358.625,750 364.579,000365.602,250 344.711,00(
16| 368.269,23 370.619,873 370.619,873 373.207,500 367.512,250 373.302,750374.510,250 352.898,00(
17| 377.211,87 379.046,398 381.209,012 381.620,250 376.395,250 382.064,250384.558,750 361.221,00(
18| 385.982,45 387.472,922 391.798,151 390.069,250 385.274,500 390.851,750392.212,500 372.154,00(
19| 394.753,03 395.899,447 402.387,291 398.549,000 394.149,750 399.653,000401.001,250 378.281,00(
20| 403.523,61 404.325,972 412.976,430 407.054,750 403.020,750 408.456,750409.744,250 387.016,00(
21| 412.294,19 412.752,497 423.565,569 415.580,750 411.886,750 417.251,000418.437,500 395.905,00(
221421.064,7783 421.179,022 434.154,708 424.122,000 420.747,500 426.023,500427.076,500 404.953,00(
23| 429.835,35 429.605,546 444.743,847 432.672,500 429.602,500 434.760,750435.655,500 414.169,00(
24| 438.605,93 438.032,071 455.332,987 441.226,000 438.451,000 443.448,500444.167,250 423.569,00(
25| 447.376,51 446.458,596 465.922,126 449.775,500 447.291,750 452.069,250452.603,000 433.167,00(
26| 456.147,09 454.885,121 476.511,26% 458.312,500 456.124,000 460.602,750460.951,000 442.993,00(
27| 464.917,61 463.311,64% 487.100,404 466.826,250 464.945,500 469.022,000469.194,250 453.125,00(
28| 473.688,25 471.738,170 497.689,544 475.301,250 473.753,750 477.289,500477.308,250 463.501,00(
29| 482.458,83 480.164,695 508.278,683 483.714,000 482.544,500 485.346,250485.251,250 474.609,00(
30| 491.229,41 488.591,220 518.867,822 492.016,500 491.308,000 493.075,500492.939,000 486.328,00(
31 500.000 497.017,74% 529.456,961 500.000,000 500.000,000 500.000,000500.000,000 492.188,00(

Cuadro 111.20. Valores estimados del activo medidas distintos métodos aplicados
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REGRESION 226.982.834,29
SINTETICO 11.825.697.872,33
TSB, 451.443.663,76
BPG-TSP 6.027.305,04
TSP-BPG 554.212.886,94
TSP, 724.951.335,62
BETA CLASICA 4.497.332.805,31
Cuadro 111.21. Suma de los Cuadrados de los Residuo

Se observa que el método sintético es el que pgees@a suma de los cuadrados de los
residuos superior. Le sigue el método de las dosidnes de distribucion con subyacentes
betas. En cambio al usar subyacentes penta-paremségraplicar el proceso de elicitacion
para el calculo de los parametrqsymy,, se obtiene una suma de los cuadrados similar al
meétodo de regresion, excepto en el caso de la miBBRG-TSB que es sustancialmente
inferior. todos los casos se obtiene una sumageuadrados de los residuos inferior a la
obtenida mediante el método sintético pero superilar obtenida mediante el ajuste por
minimos cuadrados. Centrandonos en el método deéoksunciones de distribucién la
combinacion SBPG-TSEs la que obtiene una suma de los cuadrados desahios

inferior.

II1.3.4. Conclusiones de la aplicacion practica.

De la aplicacion practica, que ya fue presentadaeleiXX Congreso Nacional de
ASEPELT y que se encuentra recogida en Garciaidadny Garcia (2006), se concluye

que:
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El método de regresion ofrece una suma de losuesidl cuadrado inferior al

método sintético y al método de las dos funcioreedistribucion con subyacentes
betas. Sin embargo, al usar el proceso de eliéitacicontar con mas informacion,
la diferencia entre las SCR desciende e inclusodenks mixturas consigue una
SCR inferior que el método de regresion.

Asi pues, parece que la hipoétesis que subyaceragtetio de las dos funciones de
distribucion es mas apropiada que la de proportdath que subyace en el

método sintético.

El método de regresion utiliza mucha mas infornmacigara obtener las

estimaciones que el método de las dos funcionedigiiebucion por lo que es

l6gico que la suma de los residuos de los cuadradassuperior en este ultimo
caso.

Sin embargo, en ambiente de incertidumbre el tmiétdo aplicable es el método
de las dos funciones de distribucion ya que esiglolque nos permite trabajar

solo con los datos aportados por el experto.

III.4. CONCLUSIONES

Se exponen a continuacion las principales conatesioque se derivan del presente

capitulo y que sirven a su vez de breve resumedeadarrollo acometido en el mismo:

1.

3.

Una vez obtenida la distribucion biparabdlica geliemda de una rama, mediante
el sistema generador de van Dorp y Kotz, se puaeas que es de gran utilidad
para su aplicacion en la metodologia PERT.

Los creadores de dicha metodologia usaron iniciaienia distribucion beta con el
objeto de usar una distribucién similar a la norp®b con un recorrido limitado y
con posibles asimetrias. En la figura (lll.6) sampoueba que la distribucion
biparabdlica retne estas condiciones.

Ademas, la expresiéon de su valor esperado congieparametran ponderando los
extremos, y esto hace que sea de aplicacion easelaoncreto en el que se quiera
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dar mayor peso a los extremos que a la moda. Adgmaéan=1,40407148, los
extremos y la moda son igualmente ponderados ysencaso la distribucion
obtenida, denominada BRG presenta una varianza ligeramente inferior a la
varianza de la triangular, siendo ambas inferi@érda presentada por el modelo
simple de Pearson.

El criterio de seleccidn de la funcion generadaraha basado en el rango del
coeficiente de curtosis con el propésito de futlaplicaciones financieras de la
distribucion biparabdlica. Finalmente, se compruebgura (lll.7), que la
distribucion biparabdlica es leptocurtica con unaurtasis maxima
aproximadamente igual a seis.

Se ha realizado la estimacion de los parametrol akstribucién biparabdlica
generalizada de dos ramas a partir del método slentementos y mediante la
estimacion por méxima verosimilitud. En ambos casesha hecho uso de la
aplicacion practica de Johnson y Kotz (1999) oletedhd resultados satisfactorios.
Al realizar la generalizacion de la distribucionpdmabdlica se obtiene una
distribucion tetraparamétrica lo que conlleva @ezbmplejidad para estimar los
parametros de dicha distribucion a partir de les tralores clasicos aportados por
el experto. En este capitulo se proponen variasnaltivas: en primer lugar, la
imposicion de restricciones a la familia de distaidn, la imposicion del criterio
de media moderada y varianza maxima y por ultimigissr mas informacién al
experto.

Se puede afirmar que dados los tres valores ckgcon y b) se puede obtener
una unica distribucion BPQle varianza constante, una unica distribucion BPG
perteneciente a la subfamilia mesocurtica, y piimdl una Unica distribucién, con
n=2,74669, que pertenece a la subfamilia clasice lEexho permite el uso de esta
distribucion en la metodologia PERT.

Desde la linea de imposicion de restricciones pwgdarse por los requisitos de
varianza maxima y media moderada propuestos pom T24881) y Herrerias
(1989). Sin embargo, en este caso dichos critecms conducen a ninguna

solucion.
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9. Si se opta por pedir mas informacion al expertmcgso de elicitacion, se
demuestras que siempre que se disponga de unl@rafdj b] se podra estimar el
cuarto parametro.

10.Se ha analizado la entropia de la distribuciéon Ble@cluyéndose que dicha
distribucion presenta mejores propiedades queshailalicion TSP desde el punto
de vista de la entropia, y ademas que la distiiou@PG™ presenta mayor
entropia y varianza que la distribucion triangular

11.Al analizar la tasa de fallo de la distribucion BPGe observa que su
representacion contiene dos tramos, el primerotipedente constante y un
segundo tramo decreciente, por lo que no presaritarha deseable para este tipo
de tasa.

12.Se ha analizado profundamente la aplicabilidad adéistribucion BPG en la
metodologia PERT observandose que el comportamigattas subfamilias de
varianza constante y mesocurtica es similar al tqgreen las subfamilias de la
distribucion TSP. Se comprueba que la familia médma de la distribucion
BPG, pondera mas la moda que la familia mesocurtida destribuciéon TSP para
los valores déVl pertenecientes al intervalo [0,214323; 0,7856i6¢ntras que la
familia de varianza constante de la distribuciéiP @®ndera, para cualquier valor
deM, mas la moda que la subfamilia de la distribuS&,.

13.Se ha establecido un orden entre las diferenteamillas segun los criterios de
moderacién y conservadurismo formalizandose asisahzcion alternativa a la
aportada por Farnum y Stanton (1987).

14.Ademas se ha realizado el test de Chow sobre fagedies subfamilias para
comprobar si son o no estadisticamente diferentes goncluye que solo en el
caso de la distribucién BR@ subfamilia mesocurtica y la subfamilia de vazi
constante no son estadisticamente diferentes, dodgta de mayor légica a la
familia clasica de la distribucion BRG

15.Se presenta una herramienta que permite sepagapéificacion de cada una de
las ramas en funcion de dos densidades generadistadas, para posteriormente
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aplicar dicha herramienta sobre la distribuciorakapdlica, la distribucion TSP y
las mixturas de ambas.

16.Con esta generalizacion de dos ramas se consiquezasuno solo la simetria
criticada a la normal sino que ademas cada unasdeumas, a uno y a otro lado de
la moda, pueden obedecer a una distribucién gemeratistinta. Este hecho tiene
una gran aplicacion en el ambito financiero comwesa en el quinto capitulo.

17.Este desarrollo da lugar a distribuciones pentapétréicas por lo que se desarrolla
el proceso de elicitacion que resuelve cual semdfd@amacion adicional requerida
al experto.

18. Se realiza una aplicacion en el campo de la valmmabasado en el ejemplo usado
por Caballer (1999), y se comparan los resultatdtsnidos mediante el método de
las dos funciones de distribucién con los obtenidusdiante el método sintético y
el método de regresion simple. Se concluye quel¥F DB puede ofrecer resultados
similares e incluso mejores que el método de regrey ademas es el Unico que
puede ser usado en ambiente de incertidumbre.tRolado, destacar el hecho de
gue sus resultados son mejores que los obteniddsmte el método sintético o el
método de las dos betas y que viene justificade&parayor uso de informacion.
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Capitulo IV

Extension del método de las dos funciones de
distribucidon a través de la herramienta
matematica copula.

IV. 0. INTRODUCCION

En el capitulo introductorio se realizé una revisie los métodos de valoracion y, entre
otros, se presento el método de las dos funciomekstribucion. En el segundo capitulo
se analizaron las aplicaciones de la distribucifparbbdlica en dicho método y en el
tercero se presentd una aplicacion practica de estdo usando la distribucidon

biparabdlica generalizada en dos ramas (BPG

Es evidente que el método de las dos funcionesisiiebdcion ha estado presente a lo
largo de toda la memoria y por ello el presentdtalppretende avanzar en dicho método

e indagar en la posibilidad de extenderlo al cashindice.

Segun Clavijo y Rodriguez (2006) la comparaciorelemétodo de valoracion de las dos
betas presenta como ventaja el escaso numero o matesario para su aplicacion. Sin
embargo, precisamente esta ventaja se puede carsodeno un problema, y motiva la
extension del método al caso multi-indice, siiesgeten cuenta que, en la mayoria de los
casos, el tasador deber trabajar con multiplesabi®s externas como por ejemplo el

entorno urbanistico, la situacion geografica, lalad constructora, la antigiiedad, etc.
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Desde la presentacién del método de las dos fueside las dos betas por Ballestero
(1971) se han publicado numerosas aportacionesidigtelo de una u otra manera la

aplicacion de este método.

Asi pues, la utilizacion de dos o méas indices emétodo de las dos funciones de
distribucion ya fue planteada con anterioridad @arcia, Cruz y Rosado (2000, 2002)
bajo la hipétesis de independencia entre los isdyceor Herrerias Velasco (2002) sin
hipotesis de independencia y tanto para el casaribive como el multivariante. Otra

posibilidad es la planteada en el dltimo capit@WdGarcia y Garcia (2002), posteriormente
comentada en Vivo (2005) y en Herrerias Velasc0%p0y que consiste en ponderar los
indices. Por otro lado, Garcia, Cruz y Garcia (29)02resentaron una aplicacion

econométrica de la extension multindice del métdeltas dos funciones de distribucion.

Numerosas han sido pues las contribuciones reakzadbre la extension del método de
las dos funciones de distribucion al caso multiedisin embargo, todas ellas estaban
basadas en técnicas subjetivas (método de la maetmynométricas. La aportacion que se
presenta en este capitulo es totalmente original ez que pretende ser una técnica
objetiva que consiga extender el meétodo al casodae indices de referencia, y

posteriormente a la extension multindice.

Al trabajar con dos indices, y con sus respectfuasiones de distribucion, surge la
necesidad de construir una funcion de distribucidmunta. Para ello, se hace uso de la
herramienta copula, que si bien ha sido ampliamestadiada en la literatura, es la

primera vez que se aplica dentro de la teoria gédervaloracion.

Se consideran dos distribuciones para los indareprimer lugar la distribucidnvo-sided
power, van Dorp y Kotz (2002.a) y la distribucion bigbélica presentada en el segundo
capitulo.

En el presente capitulo se lleva a cabo, como agiort original, la aplicacién de dichas
distribuciones tanto en ambiente de riesgo comoamibiente de incertidumbre. Se
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recuerda, que se entiende por ambiente de riesgasel en el que se cuenta con un
conjunto de datos que, aungque no sean muy abudaeteniten un tratamiento mediante
ajustes estadisticos 0 estimaciones econométricgsr ambiente de incertidumbre
carecer de informacion alguna acerca del activalaerar y recurrir, por tanto, a la opinion
de expertos con el objeto de solventar este prablainial de falta de datos, actuando de

forma similar al método PERT.

Asi pues, en este capitulo se avanza en el métedasddos funciones de distribucion
desde una doble perspectiva: analizando su exter@i@aso bi-indice a través de la
herramienta copula y, por otro lado, la aplicacién ambiente de riesgo y de
incertidumbre de las distribuciones TSP y biparab6lEl capitulo consta de cuatro
epigrafes dedicados a la introduccién de la heeamicopula, su aplicaciéon para la
construccion de una funcién de distribucién corgupartiendo de marginaléso-sided

power y biparabdlicas, la presentacion del método dersaion con aplicaciones en
ambiente de riesgo y de incertidumbre, y por dltimeepigrafe dedicado al planteamiento

de futuras aplicaciones de la herramienta copulralele la teoria general de valoracion.

IV.1. REVISION LITERARIA Y APLICACIONES DEL CONCEPTO
COPULA

La cépula es una herramienta estadistica antigeahqusido popularmente usada en la
literatura financiera y econométrica. Haciendo aogode historia, fue Sklar (1959) quien
demostré que todas las leyes de probabilidad dimeales finitas tienen una funciéon de

copula asociada a ellas.

La base de esta investigacion es Frechet (1958, apoyandose en la definicién de
distancia entre dos distribuciones de Levy (198@)nostré que dadas dos funciones de
distribucion marginalesF(X1) y F(Xz), la distribucion conjunta se encuentra entre
WX, X)) Yy M(Xq, X2). Es decir:
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W(X,,X,)< F(X,,X,) <M(X,,X,) (IV.1)

Los limites inferior y superior de la inecuaciérteaior son usualmente conocidos como

limites de Frechety son asi mismo funciones de distribucidon casidaiente expresion:

W(X,,X,) =maq{F,(X,) +F,(X,)-1, ]

M (X,,X,) =min[F,(X,), F,(X,)] (IV.2)

El limite superior es la funcion de distribucionl gar (X,,X,)cuando X; = X, con

probabilidad 1, y el limite inferior correspondecako en el qu¥, =1- X, .

Definicién IV.1. Una cépula bidimensional es unadién C:[01]* - [01] con las

siguientes propiedades:

C(0,X,) =C(X,,0)
C(X 1) =X, (IV.3)
C@ X3) =X,

Siendo X; y X; dos variables aleatorias con funciones de digtidouF; y F,

respectivamente, y C una coOpula bidimensional entonces la funcién

X X5) - C(Fl(Xl), FZ(XZ)) es una funcioén de distribucion.

Las funciones coOpulas son herramientas Utiles lecago de que se desee construir

funciones de distribucion conjuntas a partir denkasginales.

El siguiente teorema, presentado por Sklar (195®)estra que para toda pareja

(X4,X5,) con funciones de distribucion margirfal y F», y con funcion de distribucion

conjuntaF (X4, X,) , existira una Unica cépuﬁ(Fl(Xl), F2(X2)).
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Teorema IV.1. (Sklar 1959) Siend¥,...Xn variables aleatorias con funcién de
distribucion continuaFi,...Fm, Yy funciones de supervivenci&=1-F;,...,5=1-Fn,
respectivamente, y con funcion de distribucion eotg H(Xy,...,%Xn) Yy funcion de
supervivencia conjunt&(X,...,Xn), siH es una funcién de distribucién-dimensional del
vector aleatorioXy,...,X%n), con marginales continuas,...,R,, entonces existe una Unica

copulaC, tal que para todo XRp,:

H(X,,.... X,,) = C(FL(Xy) e o (X)) (IV.4)

Y, al contrario, siC es una cépula F4,...Fn son funciones de distribucion, entonekss
una funcién de distribucion m-dimensional con maagsF,,...Fn. A partir de (IV.4) se
puede construir una estructura de dependenciagjporplo, una funcién de distribucion
m-dimensionaH a través de la eleccion apropiada de un conjuatmarginales-,...Fn

y una funcion de copula.

Corolario 1V.1. Del teorema anterior se deduce gna cépula puede ser representada

como una funcién de distribucion m-dimensional cwarginales continias haciendo uso

de las funciones invers&s (uy),...,Fn *(Un), siendoF, [F, *(x)| =, es decir®

CUytly) = H(F (U)o () (IV.5)

El teorema expuesto anteriormente, (1V.4) y el o (IV.5) ofrecen unas herramientas
convenientes para la construccion de copulas. Bibasgo, existen otros métodos de

construccion de copulas, tal y como se detallanéimagacion:

- Inversion de marginales: Sien@ una funcién de distribucién n-dimensional con
marginales conocidd,...F, en el caso de distribuciones continligs es Unica y

entonces (IV.6) sera una cépula Unica:

® Indistintamente C[F, (X,), F, (X,)] = F(X,, X,) y C(uy,u,) = F|F (W), K, (w,)]
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C(Uy..Uy) = (R (W), F M (u,)) (IV.6)

Mixtura de familias de copulas: Consideramos uaaece copulas unidas por un

parametroe. JQ y notado comaC,, y seaM una medida probabilistica sohiz

Se define una copula nueva como:

Cltyn ) = [ Coft o, M () V)

Q

Esta técnica fue utilizada por Frechet (1951) yri€se (2000).

Invirtiendo distribuciones multivariantes mixtas:orsiste en la mixtura de
distribuciones multivariantes para posteriormenteitir las marginales obtenidas

tras la mixtura. Un ejemplo estl@opula multivariante.

Generadores: Dado un generadgr, tal que se trata de una funcidon convexa
continua y cumpleg@) = 0O/ ¢(0) =+, Nelsen (1999), la cépula se construye

como:

C(u,,u,) = @ (e(u,) + Au,)) (IV.8)

En esta técnica encontramos la familia de cépuwasaida como Arquimedianas

entre las que se pueden citar las copulas CooksdahGumbel y Frank.
Métodos Ad-hoc: Un ejemplo seria el método de lalimgeométrica que fue

usado por Cuadras y Augé (1981) y Yashin e lacfl®95). En este caso si

0 <a <1yC,.,C; son cépulas bivariantes, entonces:

[c.uv)][c,uw] (IV.9)
La expresion (1V.9) sera una copula cuar@ldu,v) = C, (u,v) para todai y v.
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Si bien fue Frechet el primero en expresar el gmhbl sistematicamente, el desarrollo
posterior se debe a otros muchos autores y prinogrde a Pompilj (1984). En

Dall’Aglio, Kotz y Salinetti (1991) se encuentracogiida informacion sobre el pasado y el
presente de la teoria de cOpulas, asi como sobr@rimeras contribuciones de las
escuelas estadisticas francesa y romana la magontadas de primera mano por sus

precursores.

IV.1.1. Resumen de copulas mas relevantes

Las tres cépulas mas importantes son la copulapembenteuy, el limite inferior de
Frechet {0,u+v-1} y el limite superior de Frechet {miru,(v)}. Algunos ejemplos de
familias de coOpulas paramétricas se recogen enuatlro (IV.1), Carriere (2004),
distinguiendo entre los modelos con un Unico pat@mg los modelos con dos

parametros.

Los modelos con un unico parametro son: Ali-Mik#éélg, Cook-Johnson, Cuadras-
Augé-1, Frank, Frechet 1, Gumbel, Morgenstern, &auslacket. La cépula Frank
desarrollada por Frank (1979) y posteriormente izexdd por Genest (1987) es
especialmente Util, no sélo por su simplicidadp gambién porque contiene, en el limite,
a las tres copulas mas importantes. En cuanto mdaelos con dos parametros destacan:
Carrieré, Cuadras-Auge 2, Frechet-2, Yashin-lachynet-copula. Ademas de las
distribuciones recogidas en el cuadro (IV.1) otlaslas distribuciones mas relevantes
recogidas en la literatura son la de Farlie (196@mbel (1960), Sibuya (1960) y Clayton
y Cuzick (1985). Para un analisis exhaustivo, védsedia (1970) y Johnson (1987).
Genest y Mackay (1986) demostraron que la mayarikas distribuciones se derivan de
un dnico método. Posteriormente, Marshall y OIkih986) presentan nuevas
distribuciones considerando modelos mixtos. A cw@cion se analizan las aplicaciones
mas relevantes de las copulas para posteriormestardllar la copula Farlie-Gumbel y

Morgenstern y la cOpula Placket, ambas pertenesgentmodelos con un sdélo parametro.
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Nombre | C(u,v) donde ¢,v)0[0,1]? | Parametros
MODELOS CON UN UNICO PARAMETRO
Ali-Mikhail-Haq ul-a@-u)a-v)|™ ~l<a<1
Cook-Johnson [u“’ +v9 - 1]% a>0
Cuadras-Augé 1 [Min(u,v)]" [u,v]™ O<as<l
Frank atinfL+ (e"’” —1)(e"v —1)(e" —1)_1 a#0
Fréchet-1 pMax0,u +v—1)+(1— p)Min(u,Vv) O<ps<l
Gumbel exp{— [(—In u)” +(—Inv)”]%’} a>0
1 1
Morgenstern uvl+ 3,0(1—u)(1—v)] "3 < p<§
Gauss Glo ), o2 (v)|0) ~1<p<1
1+(a-Du+Vv) -1+ (a-Du+Vv)* +4a(l-a)
Placket ( ) ) \/ ( A a=0
}é(a -1)
MODELOS CON DOS PARAMETROS
Carriére - p)uv+ p(u-ﬂ +v9 _1)% 0<p<la>0
Cuadras-Auge-2 v min(u?,v#) O<a,f<1
Fréchet-2 pmax@,u+v-1+ 1- p-q)uv+gmin(u,v) 0<p,qs<l
Yashin-lachine (uv)l‘p(u‘” +v@ —1)"’"’ 0<p,gsLa>0
t-copula C,(u,v/p,r) -1<p<lr>0

Cuadro IV.1. Resumen expresiones de copulas nésardgks
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IV.1.2. Aplicaciones mas relevantes de la herramienta cépula

Las copulas han sido estudiadas en la literatwlbghilistica desde hace méas de cincuenta
afos, y actualmente sigue siendo un tema candé&nisten diferentes lineas de
investigacion abiertas, por ejemplo: la estructde Fréchet, la compatibilidad de
funciones de distribucion, la eficiencia del vatter la media de algunas funciones, su
conexion con programacion lineal, etc. No obstahieede el punto de vista practico tienen
una historia relativamente corta ya que la maydddas aplicaciones estadisticas han
aparecido recientemente. Tal y como se comentdgiamtente, la herramienta cOpula se
aplica en esta memoria por primera vez en el neétledas dos funciones de distribucion,
pero no cabe duda que es un util instrumento quengdea en numerosos y diversos
campos. Las aplicaciones son multiples y a contidunagquedan resumidas algunas de las
lineas mas interesantes, a nuestro entender, yela@sonadas con nuestras pretensiones

futuras:

» Aplicaciones en el campo de la matematica actuatial primera referencia es,
posiblemente, Carriére y Chan (1986) que aplicafaula bivariante de Frechet a las
investigaciones de los limites conjuntos y las perde supervivencia. En la literatura
reciente encontramos diversas aplicaciones ackesyri@ntre las que destacamos
Kaishev, Dimitrova y Haberman (2005) que pretendanconstruccion de la
distribucion conjunta de los tiempos de superviienen un modelo de riesgo
competitivo, basandose en Carriere (1994) que nadcapula Gaussiana, estudiando
como influye la eleccion de la cépula para lo gonaliad los resultados obtenidos con
distintas familias de copulas. En Frees y Vald@98) se encuentra un buen resumen
de las investigaciones sobre cOpulas aplicadas mddéematicas actuariales

« Aplicaciones en finanzas, introducidas por Embigcktc Neil y Straumann (1999,
2000). Destacan la valoracion de los seguros soérdidas procedentes de bonos y
prestamos realizada por Li (2000) y mas recientéenenanalisis de la relacién entre

el riesgo sistematico y el riesgo de crédito encados financieros, (Gatfaoui 2005).
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» Aplicaciones en el riesgo de mercado, concretamemtel valor en riesgo, en riesgo
de crédito y riesgo operacional, (Jouanin, RiboylBbncalli 2004), demostrando que
en el caso del riesgo de crédito la herramientpuledofrece, hasta el momento, los

resultados mas satisfactorios en dicho campo.

» Aplicaciones para el estudio de la desigualdachderita a través de la modelizacion
de la trayectoria de la renta individual, Bonhommni®obin (2004).

En este capitulo se pretende abrir una nueva tieeavestigacion aplicando, por primera
vez, la herramienta copula en la teoria generalaliracion. Se desea trabajar con dos
indices de referencia, y partiendo de sus funcideedistribucion construir una funcién de
distribucion conjunta que nos permita aplicar eltadé de valoracion descrito en el

capitulo introductorio.

IV.1.3. Medidas de asociacion

Partiendo de dos muestras aleatord&sY()...(XnY,) para el par de variables continuas
(X)Y) se desea identificar la distribucion H(X,Y). Segél teorema de Sklar (1959)
conocidas FX) y F(Y) existira una Unica cépula que caracterice cotapleinicamente la

relacion de dependencia conjunta entre dichashiasa

Para describir la estructura de dependencia eng&ariables se haran uso de medidas de
dependencia o asociacién, que, desde un puntctieigeal, deben cumplir las siguientes
propiedades, Chan Chiou (2005) sieiita notacion general de dicha medida:

a) M(X,Y)=M(,X)

b) -1=sM(X,Y)<1

c) M(X,Y)=1siyso6lo si:F(X,Y)=min{F (X),F,(Y)}

d) M(X,Y)=-1siysélosi:F(X,Y)=max{F (X)+F,(Y) - 10}
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e) M es invariante a transformaciones estrictamentecredentes. Es
decir:M (X,Y) = M{T,(X),T,(Y)}, dondeT,(X)y T,(Y)son dos transformaciones

estrictamente decrecientes y posiblemente difesente

La medida basica de dependencia lineal entre dtabl@sX; y X, es la covarianza:

cov(X,Y) = E[(X - E(X))Y - E(Y))] (IV.10)

Para que esta medida sea independiente de lasdesidm las que las variables son
expresadas, se divide la covarianza entre el ptodde las desviaciones tipicas

conduciendo al ampliamente conocido coeficienteateelacion:

cov(X,Y)

Jvar(X)var(Y) (V.11)

corr(X,Y) =

Este coeficiente ha sido la medida basica de lartigncia lineal desde hace mas de cien
afos. Sin embargo, este coeficiente puede sergmndlico si se incumple la hipotesis de
normalidad. En concreto, el coeficiente de coriélawiola las propiedades c), d) y e)
descritas anteriormente. Por otro lado, para queoeficiente esté adecuadamente
definido, la varianza d& e Y debe ser finita. Esto no ocurre, por ejemplo, &n |
distribucion bivariante t con menos de tres graddibertad. Por lo tanto, el coeficiente
de correlacion no sera una medida adecuada paria lmekpendencia de relaciones no

lineales.

Muchas otras medidas han sido propuestas durasigl@/XX para medir la dependencia

positiva 0 negativa, por ejemplo el coeficiente Blemquist (q), el coeficiente de
Hoffding (A), el coeficiente de Spearmgny y)la tau de Kendal(r .)Los dos ultimos

son los mas usados como medidas de dependencriaeligee desarrollan a continuacion
entendiéndolos, en cualquier caso, como medidasagacion y no como medidas de la

relacion lineal entre variables.
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Haciendo un poco de historia, el coeficie(te fu@ introducido por Fechner sobre 1900 y
redescubierto por Kendall (1938). Partiendo dephoes de variables aleatoria§,{1) y
(X2,Y2) se entendera que son concordanteX;siX; e Yi<Y, 0 si X;>X; e Yi>Y, y
discordantes sKX;<X, e Y1>Y; 0 X;>X; e Yi<Y,. Entonces se defindr fomo la
diferencia entre las probabilidades de concordarcidiscordancia para dos pares
independientes. En Scarsini (1984) se ofrece ufiaidén general y un conjunto de

axiomas para las medidas de concordancia.
Empiricamente:

r=P(X; = X,)% = Y,) > 0} = P(X;, = X, )(Y; - Y;) < 0} (IV.12)

En cuanto al coeficientéog , Jue propuesto por primera vez por Spearman e#. 180
igual que el coeficientér gsta relacionado con la diferencia entre las fnitidades de

concordancia y discordancia.

Si se consideran dos variable§Y) entonces la dependencia entre ambas puede ser
analizada facilmente por sus pares de ran§n§). De manera qu& es el rango de
valores deX; para los valoreX;,X,, ., X, Yy, de la misma maner§&, es el rango d&; para

sus valore¥4,Ys, ,Yn.

Su expresion empirica es:

n+1

n(n+1)(n 1)ZR ' - (V.13)

Pn =

A continuacion, se presenta un ejemplo que nos ipetnsalcular el coeficiente rho de

Sperman y el coeficiente Tau de Kendall.

Ejemplo: Partiendo de los datos resumidos en el cuadro X\ f2cogidos en Genest y
Favre (2006):
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[ 1 2 3 4 5 6
X | -2.224 | -1.538| -0,807 0,024 0,032 1,324
Y| 0431 | 1,035| 0,586 1,465 1,115 -0,847
Cuadro IV.2. Datos de partida para ejemplo practico

Los pares de rangos estan recogidos en el cuadi):(l

i 112|3|4]5|6

R |1]/2|3|4]|5|6

S |2]4|3|6|5]|1
Cuadro IV.3.Pares de rangps

A partir de este cuadro y mediante unos simplesut#d se calcula el coeficiente Rho de

Spermanpg = 1/35=0, 028 el tau de Kendallr =1/15=0, 067En ambos casos, si se

realiza un test de independencia no habra evidesdificientes para rechazar la hipotesis

nula de independencia.
Schweizer y Wolf (1981) mostraron que ambas medidaparamétricas de asociacion

pueden ser expresadas en términos de una funcpiac®si pues, si tomamos como

u=F(X) y comov=F(Y) entonces tenemos la expresion para el coeficiantde Kendall:

r= 4j§ jolC(u,v)dC(u,v) -1 (IV.14)

Y tras diversas operaciones, puede obtenerse lgestg expresion para el coeficiente

Rho de Sperman:

1 el
Ps =12jO jOC(u,v)dudv—s (IV.15)
En conclusion, el coeficiente de correlacién, (M, lpresenta ciertas deficiencias:

» Es solo una medida de la dependencia lineal.
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« Agrega a la informacion contenida en las margindkesinformacion sobre el
comportamiento colectivo.

* No es invariante a cambios de variable.

Por tanto, es deseable encontrar otras medidasedendencia entre dos variables
aleatorias que al contrario del coeficiente deatacion, solo dependan de las propiedades
de la cépula y que no se vean afectadas por carehites distribuciones marginales. Se
comprueba que las medidas de concordancia desentEsiormente verifican estas
propiedades. En concreto el coeficiente de cord@iade Sperman tiene en cuenta solo la
estructura de dependencia entre las variables,ontraposicion con el coeficiente de
correlacion que incorpora el comportamiento colectia las propiedades de las

marginales.

Las expresiones (1V.14) y (IV.15) podrian sugeaiekistencia de una relacion lineal entre
ambos coeficientes pero se demuestra que no d3aséls (1950) demostré la siguiente

inecuacion entre dichos coeficientest< 3r —-2p < . Pbr otro lado, es conocido que el
rango del coeficiente de correlacion de Spermdnlel] y que tomara los valores= , 0
p=+t1ly p=-1 si y solo si QfV)=uv,C(u,v)=minu,v)y  C(u,v) =maxO,u+v-1)

respectivamente. El coeficiente tau de Kendall deraptas mismas propiedades.

A continuacion se estudian la cépula FGM vy la capelacket, presentando no solo la
definicion béasica y sus propiedades fundamentaksp también la expresion

correspondiente para las medidas de asociaciomitdesanteriormente. Hay que tener en

cuenta que la copula FGM permite sélo una corrétaen el intervalc{—%,ﬂ mientras

gue la cépula Placket, al igual que las copulaslkgraréchet, Gauss y T-cépula, incluye
el rango completo de correlacion. También existeasb de familias que so6lo permiten
una correlacion positiva como por ejemplo: Caéje€Cook-Johnson, Cuadras-Augeé,

Gumbel y Yashin-lachine.
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IV.1.4. Familia de copulas FGM

La distribucion FGM es quizas no sélo la distrilducbivariante no normal méas conocida,
sino también probablemente la mas precoz. La pameferencia a las distribuciones

FGM la encontramos en Eyraud (1936), que se centrdarginales uniformes.

Posteriormente, Morgenstern (1956), Farlie (1960ymbel (1960) desarrollaron el
sistema de distribucion bivariante. Asi mismo, damy Kotz (1975,1977) profundizaron
en su generalizacion presentando propiedades aderta regresion y la correlacion y

extendiendo la familia de distribuciones al casdtigimensional y multiparametro.
En el caso bidimensional la funcion de distribudiéne la siguiente forma:

F(X,Y) = F(X)F(V)L+ a (L~ Ry (X))~ Fy(Y))] (IV.16)
donde el pardmetro. controla la estructura de dependend,X,Y es Ja funcion de

distribucion conjunta deX e Y, y por dltimo F(X )y F(Y)son las funciones de

distribucion marginales.
La expresion (IV.17) recoge la funcién de densidad

f(X,Y) = f,(X) fz(Y)[1+ a(l-2F(X))1-2F, (Y))] (IV.17)

En cuanto a la correlacion en¥Xe Y se demuestra que:
E(Y/X) = E(Y)+ad,{2F (X)-1 (IV.18)

dondel, = j F(Y)(1- F(X))dx. Véase Kotz y Drouet (2001).

En cuanto al parametra pertenece al intervalo [-1,1], de manera que &€ en que
a=-1y a =1 representan los maximos grados de dependenciaivaega positiva

respectivamente, que se permiten en esta famiiapiles, aunque a priori el coeficiente
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a no se asocia con el concepto de correlacién,ddoces que existe una relacion entre
ellos. A modo de ejemplo, se recogen en el cudiftd)(las relaciones existentes entre el
coeficiente tau de Kendall y el coeficiente RhoSgerman con el parametscen el caso

en el que las marginales sigan una distribuciéfotme, (Schucany, Parr y Boyer 1978)

Familia Tau de Kendall Rho de Sperman
Farlie-Gumbel-Morgenstern %a %a

Cuadro IV.4. Expresiones para el tau de Kendall Rle de Sperman para
la familia FGM con marginales uniformes.

Se puede demostrar, (Dall’aglio, Kotz y Salineti91), que el coeficiente de correlacion
tiene diferentes expresiones y diferentes rangogadacion segun sea la distribucion de

las funciones marginales, Cuadro (IV.5).

De manera que:
« Si las marginales siguen una distribucion N(0A)drrelacion esrrr ™, es decir,

gue el rango del coeficiente de correlacion vanteee-0,318 y 0,318.

. . . . . ., . ., a
» Silas marginales siguen una distribucion uniforfaeorrelacion es; y por tanto

el rango de variacion es del3 y % Se deduce que, para las distribuciones FGM

con marginales absolutamente continuas, el coefiide correlacion entbéeY

no puede exceder d?se

» Silas marginales siguen una distribucién exporamticoeficiente de correlacion

varia en el rango (-0.25;0.25).

» Si las marginales siguen una distribucion de Laplawtonces el coeficiente de

correlacion varia en el rango (-0.281;0.281)
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Distribucion Expresion del Rango del coeficiente de
coeficiente de correlaciéon
correlacion
F.G.M. con marginales uniformes a [ 1 1}
3 3'3
F.G.M. con marginales normales a [ 1. 1}
m T
F.G.M. con marginales exponencialgs % [ 1 1}
4’4
Distribucién con marginales Laplace 0.281x [— 0.28],'0.28]]
Cuadro IV.5. Expresidon y rango del coeficiente d@eralacion de la familia FGM para
diferentes distribuciones marginales

Resumiendo, se puede afirmar que la dependenciecesal entreX e Y esta controlada
por el parametra . Asi pues, para que la funcion de densidad seaiyasittiene que

variar entre —1 y 1. Esto hace que se restrinjanplusibles valores del coeficiente de

correlacion que varia entlte—; y % un hecho que limita la aplicacion de las disitibnes

FGM solo a casos en los que la dependencia entbasanariables aleatorias es débil.

Véase Athanassoulis, Skarsoulis y Belibassakis4199

IV.1.5. Familia de copulas Placket

Originalmente introducidas por Placket en 1965agst@riormente estudiadas por Mardia

(1970) presentan la siguiente funcion de densidad:

1 [ ; .
B 1+(a ~D)(X +Y) —[L+ (@ -D)(X + V)] - 4x¥(a —])] sio 21
XY sia =1

En el caso de marginales uniformes, la funciénafesidlad tiene la siguiente expresion:
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al(@ -1(X +Y +2XY) +1]

f(X,Y)= 3 (IV.20)

1+ (X +Y)(a -1)]* - 4a(a -1) xv}/

dondeX eY pertenecen al intervalo (0,1) y el parametrdIR™.

El coeficiente de correlacion para la familla bisate Placket con parametm> 0
funciones de distribucién marginales continuas puedgresarse en funcion del parametro
a tal y como se recoge en el cuadro (IV.6). Se ofaseue no existe una expresion

cerrada para el coeficiente Tau de Kendall.

Familia Tau de Kendall Rho de Sperman
(@+1) 2alna
a - 2
(@-1) (a-))
Cuadro IV.6. Expresiones para el tau de Kendall Rleo de Sperman para
la familia Placket.

Placket Sin expresion concret

El coeficiente Rho de Sperman puede tomar losesldy 0 y -1 cuanda - o, g =1y

a - 0 respectivamente, de manera que comoes funcidon lineal dea, pueden
obtenerse todos los valores ge Asi pues, en contraste con otras familias de leSpy
en concreto con la familia FGM, la c6pula Plackeire el rango completo del coeficiente
de correlacién, desde el limite inferior hastaimlite superior de Frechet, incluyendo el

caso de independencia.

Estas condiciones son también verificadas por tailita de distribuciones bivariantes
Frank, estudiadas por Genest (1987) y por la Histion estandarizada binormal,
Anderson (1958). Haciendo una traduccion de Devi@@g86) se denominarfamilias
exhaustivas las familias de distribucion que contienen lostes de Frechets ademas del
producto de las marginales, es decir el caso depenbencia. Hay que destacar que la

mayoria de las familias no cumplen esta propiedad.
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IV.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION
CONJUNTA A PARTIR DE LA COPULA FGM

Cuando se pretende valorar un activo en funcidmrdeo mas indices y no se dispone
informacion estadistica alguna se dice que sejadi@o ambiente de incertidumbre. Lo
habitual en estos casos es recurrir a la opinidmndexperto al que se le preguntara por el
valor optimista, pesimista y el valor mas probaldé activo a valorar y de al menos un
indice de referencia, (Garcia, Trinidad, y Gardi@4). En este apartado, se trabaja con
dos indices de referencia y por tanto, el expgrtotara los valores optimista, pesimista y
mas probable aportados del activo y ambos indices.

Partiendo de dichos valores, se pretende constnairfuncion de distribucion conjunta a
partir de las funciones de distribucion marginalescada indice. Se dedica un primer
apartado al caso en el que las marginales sebdigém segun una distribucion Standard
two-sided powery un segundo apartado al caso en el que dichagmakes se distribuyen
segun una distribucién biparabdlica. En ambos cdsogoOpula aplicada para la
construccion de la funcién de distribucion conjurda la familia Farlie-Gumbel-

Morgenstern presentada en el epigrafe anterior.

IV.2.1. Uso de marginales STSP para la construccion de la

funcion de distribucion conjunta a través de la copula FGM.

Partiendo de los valorea;(my,b;) y (az,m,by) para los indiceX; y X, se estandarizan
dichos valores de manera que se parte de los stgaidatos para los indices

estandarizados y I,.

0 0
L=[M, |;1,=| M, (IV.21)
1 1
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Si dichas variables siguen una distribucitwo-sided power entonces su funcion de

distribucion, para=1,2, es:

F(1)= | (IV.22)

1-(1-Mm, =) M, <l <1
1-M,

Aplicando la expresion (1V.16), referente a la fidmcde distribucién de la copula FGM se
obtiene la expresion para la funcion de distribnc@onjunta que se recoge en la
expresion (IV.23). Analogamente, haciendo uso dexpresion (IV.17) se obtiene la
expresion correspondiente a la funcion de densagunta. Ambas expresiones se

recogen en el anexo matematico B.

En las figuras (IV.1) y (IV.2) se representan grafmente la funcidon de distribucion y la
funcion de densidad conjunta dadas dos marginalESPS mediante la funcién de
distribucion FGM.

Para proceder a la construccion de la funcion deidad y la funcién de distribucion
conjunta se tendrd que calcular previamente elr\dgb pardmetrax. Hay que recordar
gue el pardmetro. pertenece al intervalo [-1,1], de manera que &8 en qua=-1y
o=1 representan los maximos grados de dependengaiveey positiva, respectivamente,
gue se permiten en la familia FGM. Se observa dpammetron esta asociado con las

medidas de dependencia y por ello se recurre sigdiiaa su célculo.

En el apartado dedicado a la presentacion de lal@dfizGM se presento la relacion entre
el coeficiente de correlacion para diferentes famitle distribucibn FGM presentadas en

la literatura de manera que el coeficiente de tawi@n toma el valor%, En 0,281ay

%para marginales exponenciales, normales, Laplaggfgrmes, respectivamente. Véase

Cuadro (IV.5).
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[Ho0,9-1

H0,8-0,9
0do,7-0,8
[H0,6-0,7
[0,5-0,6
M0,4-0,5
0o,3-0,4
00,2-0,3
[H0,1-0,2
bo-o0,1

Figura 1V.1: Funcién de distribucion conjunta FGMdds las funciones marginales
STSPM;=0,8;M,=0,6;a=0,9.
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Figura IV.2: Funcion de densidad conjunta FGM daldes funciones marginales
STSP M;=0,8;M,=0,6;a=0,9.
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En estas distribuciones no hay que tener en cugntalor de los parametros de las
distribuciones marginales para calcular el valdrcdeficiente. Sin embargo, éste no es el
caso de las distribuciones FGM con marginales Ty¥&Pgue existe una dependencia

funcional sobre los pardmetros de la distribuc®egun Hoffding (1940):

cov(l, ;) = {F(ll’ ,) - F(Il)F(Iz)}dI1d|2- (IV.25)

O ey
O ey

Utilizando la expresion (IV.17), obtenemos la segiie expresion para el coeficiente de

correlacion de una distribucion FGM con margindi&$:

2 h><

D—é\/ar‘(li) (IV.26)

corr(l,,1,) =a

donde;:

h, = [FU)R-F()]d) (IV.27)

Sustituyendo la expresion de la funcion de distifwu de las marginales STSP en la
expresion (IV.27) y utilizando la expresion (IV.2€) obtiene la siguiente expresion para

el coeficiente de correlacion:

- (ni+2) ni_(ni _l)Mi(l_Mi)
corr(l,,1,,M;,M,,n,n,) = au\/ni T PTVRTEVE o +1 : (IV.28)

Asi pues, se observa que, una vez conocido eloierte de correlacion, se puede hallar el

parametrax simplemente despejando de la expresion anterior.
Para hallar el coeficiente de correlacion, plameds la relacion de ambos indices como

un problema basico de regresién. De manera queal@nas indices pasa a ser la variable

explicativa K) y el otro la variable explicad¥)
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Y=p0,+6X+u. (IV.29)

Partiendo de tres observaciones (el valor maximmas probable y el minimo) para cada
uno de los indices, una vez estandarizados, segeax realizar los calculos pertinentes

para obtener el estimador de los parametros yeflabente de correlacion:

0 0
vy=IM, |; X=[1 M,|. (IV.30)
1 1

Usando la conocida expresion:

B=(X'X)X'y (IV.31)
y sabiendo que:
B} 1 M 2 — (M, +1
(X'X)F=—— 2 (Mo +1) (IV.32)
2M2 =M, +1)( - (M, +1) 3
0
woofT 1 L) | Matd Va3
“lo M, 1 11_|v|2|v|1+1 (IV.33)
se obtiene:
5o 1 2 _MZ+M; =M, -M,M,
= (M5 +D)(M, +)-(M, +D(M,M, +1) =
Bo= oz o vy M7 T FD (M, + MM, +9 = S50 L
A, L (M, + )M, 1)+ (MM, + 3= MM =M oMy r2 o (IV.34)

T2AMZ-M, +1) 20M2 - M, +1)

En el cuadro (IV.7) se recoge el calculo de la egidn de la covarianza:
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y-vy X=X (Y- ¥(x-X)
0 0 -(M,;+1)/3 -(M,+1/3 (M, +DH(M, +D)/9
M, | M, (M, +1) (M, +1) | (@M, -1)(2M, ~1)/9
3 3
1 1 1_(M1+1) 1_(M2+1) 2-M))(2-M,)/9
3 3
Cuadro IV.7. Calculos previos a la expresion faalla covarianza

Y finalmente:

3

cov(X,Y) =

con respecto a la varianzaXey la varianza d¥

2 2 2
e 252 2 ] -

var(X) :%(Mz2 -2M, +2)
Por altimo, el coeficiente de correlacion es:

MM, -M, -M,+2)/3 2M,M, -M; =M, +2

(IV.35)

(IV.36)

(IV.37)

2\/('\/'12 -2M,; +2)(M5 -2M, +2) 2\/(M12 —2M, +2)(M2 -2M, +2) (IvV.38)

En la figura (IV.3) se representa graficamente adficiente de correlacion entre los

indicesl; y I, y se observa que siempre toma valores comprendidtre 0,4986 y

0,9016, lo que conduce, sustituyendo en la expre$i628), a valores de comprendidos

en el intervalo (1,55; 3,16).
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W 0,51
00,6-08
00406
m02-04
@ 00,2

Figura IV.3. Representacion del coeficiente deadanidon entre el indice 1 y el
indice 2 en ambiente de incertidumbre.

Dado que la familia FGM soélo es aplicable paranea@en comprendidos entre =1y 1,y
se ha comprobado que para marginales TSP tomaesaloera de dicho intervalo, se
concluye que no se puede hacer uso de las expess{tvi.16) y (IV.17) en este caso

concreto.

Esta conclusion viene motivada por la falta de slat6lo tres valores para cada uno de los
indices, que conduce a una alta correlacidon erntteasl variables o que imposibilita la
aplicacion de la cépula FGM que, tal como se aidvien el epigrafe dedicado a su
presentacion, estd limitada a variables con caafiei de correlaciéren el intervalo

{—%%} es decir con dependencia moderada 0 pequefia. &madps posteriores se

presenta una solucion alternativa para la superat@éeste inconveniente.
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IV.2.2. Uso de marginales biparabdlicas para la construccion de

la funcion de distribucion conjunta a través de la copula FGM.

En el apartado anterior se ha aplicado el métodagidos funciones de distribuciéon con
dos indices al caso en que estos se distribuyeimmedina STSP y a continuacion se
utiliza la funcién de distribucién biparabdlica,epentada en el segundo capitulo, como
distribucion de las funciones marginales. En cualgoaso, el objetivo es obtener la
funcion de distribucion conjunta que permita obtanediante la formula de inversion la

funcién del valor del activo.

Se parte de dos indices; X X,, distribuidos segun una biparabdlica, y que una ve

estandarizados se notan comoyl I, cuya funcion de densidad tiene la siguiente

expresion:
2
_%Ii (l—li\/l 23Mi), o<l =M,
F(l,) = L 1‘2| M +2 (IV.39)
i=1,2 - - o+
1- 10 =D =3M, +2) M, <1, <1
2 (M, -1)°

Partiendo de la expresion (IV.16) referente a tecion de distribucion de la familia FGM,
y haciendo uso de la expresion de la funcion deilligion TSP (1V.39), se construye la
funcién de distribucidn conjunta que se recogeaerxpresion (IV.40) presentada en el
anexo matematico B. De manera analoga, partienda eepresior(lV.41) que recoge la
funcion de densidad marginal de una variable blpdiea estandarizada, pairal,2, se
construye, haciendo uso de la expresion (IV.17)adincion de densidad de la familia
FGM, la funcion de distribucion conjunta recogidala expresion (1V.42) presentada en

el anexo matematico B.
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_gl\ﬂlz(lz_ZMi'i)’ O<li <M,
f_(li): ; il (IvV.41)
)8 L (12-omy1, +2M, -1) M; <I; <1
2(1-M,)

La representacion grafica de las expresiones ()My4QV.42) se recogen en las figuras

(IV.4) y (IV.5), respectivamente:

m0,9-1

0,809
0o,7-0,8
m0,6-0,7
@0,5-0,6
M0,4-05
00,3-04
00,2-0,3
m0,1-0,2
@0-0,1

C193

C145

Figura IV.4: Funcién de distribucién conjunta FGleldds las funciones marginales
biparabdlicasM;=0,6; M,=0,8;
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m335
0253
m225
0152
0115
051
@005

Figura IV.5: Funcion de densidad conjunta FGM dad@as funciones
marginales biparabdlicasl;=0,6; M,=0,8;

Para el calculo de en las distribuciones FGM con marginales bipatiab8lse utiliza la
expresion (1V.28) aplicada en el caso de margindl8®. Segun establece Ho6ffding

(1940) en las expresiones (IV.26) y (IV.27) si imdmos la funcién de distribucion

biparabdlica recogida en la expresion (1V.44,) vendra dada por:

M 20 _ 1 —1\2(+ — -
= f{ 13- 3M){1+1t (t SM)HdHI(l_l(t 12(t 3|\£| +2)][1(t 1)(t-3M +2)]d
5 2 M i 2 (M-1) 2 (M -1? (IV.43)
=§M2 EM—g(M —1)3+§(M -2 =- 99|\/|2 204M _1n
8 14C 8 14C 14C 14C 28C
Teniendo en cuenta que:
2_
var(l) _12M/ -12m, +19, (IV.44)

32C
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la expresion (1V.28) adopta la siguiente forma:

, =992, 204 171
Corr(ll, |2) - a,l_l 140 140 280
B, \/12|v|i2 ~12M, +19

(IV.45)

320

A modo de resumen, a la hora de obtener la fura&distribucion conjunta de la familia

FGM, ya sea a partir de marginales STSP o bipaslel procedimiento se reduce a la
aplicacion de la expresion (IV.16) para lo que sbedcalcular previamente el parametro
a, que se despejara, en cualquier caso, de la éxpréd/.45) una vez conocido el

coeficiente de correlacion. Para el calculo deficmnte de correlacion se debe distinguir
entre un ambiente de riesgo y un ambiente de idoembre. En ambiente de riesgo se
cuenta con datos suficientes para determinar éictergte de correlacion, mientras que en
ambiente de incertidumbre se utiliza la expresi®h3g). Es importante sefalar que es
posible que en algin caso el valor del parametrao esté dentro de los limites

permitidos por la familia de distribucion FGM.

IV.3. METODO DE VALORACION

El método de las dos funciones de distribucion ya presentado en el capitulo
introductorio y se ha avanzado a través de él deitaaa la Memoria. En esta seccion, se
extiende dicho método a la utilizacion de dos ieslien lugar de uno, y para ello se ha
procedido a la construccién de la funcion de distrion conjunta de ambos indices
mediante la herramienta cépula, y concretamenteladamilia FGM y las marginales

TSP, por una parte, y biparabdlicas, por otra.
Una vez que se conocen las expresiones de la fura# densidad y funcion de

distribucion conjunta partiendo de dos indices agtéian como distribuciones marginales,

se procede a la presentacion del método de vadoraci
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Dicho método consiste en partir de unos valoresretos (x,, Y, para el indice 1 y el

indice 2, y a partir de ellos conocer el valoratgivo que le corresponde a dichos valores.
El procedimiento tiene varios pasos:

* En primer lugar se calcula el valop para unos valores dados de los indices

(19,12) des decirF, = F (12,12 )

» A continuacion se presentan dos posibilidades anidn de que el valorgFsea
menor 0 mayor que la moda estandarizada del a@Wypy de ello dependera el
valor final del activo. Asi pues, se presentanmmsbles ramas:

* Rama 1: SiF, < M entonces:

n
M (%j =F,=>V=M 1n/%. (IV.46)

= Rama 2: SiF, > M entonces:

1-(1- M)(%jn =F,=>V=1-(1- M)n‘/i::\:/‘: (IV.47)

Cuando la aplicacién tenga lugar en ambiente dertidcimbre, serd necesario realizar el

procedimiento de valoraciébn para cada una de lderedites subfamilias de las
distribuciones TSP o0 biparabdlicas, ya que el patéomn tiene una interpretacion
compleja y no se trata de un dato que pueda apbregntamente el experto, sino que para
obtenerlo es necesario restringir a una subfantilen a la familia mesocdrtica o a la de
varianza constante. Sin embargo, en ambiente dgorise puede estimar el parametro
definiendo claramente la distribucion STSP o SBPcdda uno de los indices. A
continuacion, se presentan dos aplicaciones pa&ctien primer lugar, en ambiente de

riesgo y posteriormente en ambiente de incertidembr
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IV.3.1. Aplicacion del método de valoracion en ambiente de
riesgo para distribuciones subyacentes STSP y familia de

copulas FGM.

Se toma como punto de partida el caso practicambdisalo por Alonso y Lozano (1985),
trabajo que ha sido reiteradamente citado en licaapnes del método que nos ocupa.

1
0,9 4 *
0,8 4 *
0,7 —
0,6 ¢ *
0,5 R 'Y °
0.4 ;i/ o ¢ *
0,3 / ¢
0,2 - * *
0,1 ¢

0 ! ! ! !

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura IV.6. Grafico de dispersion entre la Inggbta (variable
estandarizada) y el valor de la finca (variablamsarizada)

1
09 *® *®
0,8
0,7 1
0,6 1 . .
0,5 -
0,4 1
0,3
0,1 /o s o

*
0 1{_4‘_”—. * :
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura IV.7. Grafico de dispersion entre la invedgala distancia
(variable  estandarizada) y el valor de la fincaarigble
estandarizada)
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Inversa de la distancia
Valor estandarizadolngresos estandarizadgs estandarizada
0,6 0,360333333 0,944658423
0,8 0,619583333 0,944658423
0,6 0,619583333 0,944658423
0,8 0,913333333 0,944658423
0,2 0,362333333 0,23312386
0,6 0,582416667 0,23312386
0,6 0,486333333 0,23312386
0,4 0,190833333 0,063710868
0,344 0,362333333 0,063710868
0,4 0,386666667 0,063710868
0,1 0,198083333 0,575714575
0,2 0,198083333 0,575714575
0,2 0,597333333 0,575714575
0,6 0,650466667 0,022298804
0,2 0,478666667 0,022298804
0,6 0,650466667 0,022298804
0,4 0,478666667 0,022298804
0,52 0,800333333 0,0506791
0 0,311333333 0,0506791
0,4 0,492 0,022298804
0,28 0,433566667 0,022298804
0,2 0,2173 0,008108656
0 0,091733333 0,008108656
0,4 0,458033333 0,008108656
0,4 0,492 0,013514427
0,2 0,409133333 0,013514427
0,3 0,478666667 0,013514427
0,18 0,409133333 0,022298804
0,2 0,311333333 0,022298804
0,472 0,478666667 0,063710868
Cuadro IV.8. Datos estandarizados de entrada paplicacion practica

Dichos datos se recogen, una vez estandarizadad, @radro (IV.8). Para comenzar se
realiza un simple diagrama de dispersion, que segeeen las figuras (IV.6) y (IV.7),
donde se observa que, en principio, la variableesws/Ha puede tener capacidad para
explicar el valor de las tierras, mientras que legr&fico referente a la variable distancia

se observa una cierta dispersion.
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Mediante una regresion lineal se obtiene la sidaierecuacion de ajuste

Y =-0,01426+0,7710, +0176417,, dondeY es el valor de las tierrak, es el ingreso

por hectérea y:lla inversa de la distancia (o cercania), el caafte de determinacion de

la regresién es 0,6073 y los pardmetros individuata significativos.

En consecuencia, se trata de un modelo significatigiividual y globalmente y se puede
decir que la variable ingresos/Ha y la inversaaddistancia tienen capacidad para explicar
el valor de la finca.

Si se supone que los dos indices siguen una distdifo STSP para el calculo de la
funcion de distribucidén conjunta se debe estimapr@mer lugar los parametrdd y n, v,
para ello, previamente hay que hallar los valomdadmedia y la varianza de los datos

para tomarlos como estimadores de la media y lanza de la distribucion STE®,n).

indice 2
indice 1 (INVERSA DE LA
Activo (INGRESOS) DISTANCIA)
Medias 0,3732 0,450625 0,226820345
Varianzas| 0,04565423  0,03340746 0,110674903
C 0,022827172 0,01670373 0,055337452
D 0,04565423 0,03340746 0,110674903
E -0,28890536  -0,26914162 -0,37996458
F 0,18826753 0,21415465 0,064697973
n 2,12516 2,44521 1,67757
M 0,4403339 0,47980746 0,337157522
MEDIA |0,47851825 0,49152956 0,458792047
VARIANZA | 3,71849229 4,60279724 2,680001395
Cuadro IV.9. Estimacién dey M para las distintas subfamilias

Es decir, a partir de los datos recogidos en etirtuélV.8) se calculan la media y la
desviacion tipica estandarizada. Con estos datoalselan los coeficientes d, ey f de
la expresion (1.32) y se procede a la resolucioadecuaciéon cubica que nos ofrecera

varios valores para el pardmetroy se elegira el que sea mayor que 1.
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Una vez conocida, se despeja de la expresion (1.34) y se obtienaler deM. Este
procedimiento permite obtener los parametros dalitsibuciones STSP, véase Cuadro
(IV.9).

En conclusion, el activo sigue una distribucion B{yf®,4403339;2,12516), y los indices
I,y I, las distribuciones STSPI ( 0,47980746; 2,44521) y STSR( 0,337157522,;

1,67757) respectivamente . Una vez conocidas lasdoes de distribucién de cada uno
de los indices, se consideraran a éstas comobdisitnes marginales que se utilizaran
para la construccion de la funcion de distribuaénjunta. Asi pues, haciendo uso de la
familia de distribuciones FGM, se obtiene la sigteefuncién de distribucion conjunta

representada en la figura (IV.8). Para el calcidbghrametrax, se calcula, en primer

lugar el coeficiente de correlacion realizando tegaesion lineal entre los dos indices. De
dicha regresion se obtiene un valor @€0,26748401 y, despejando de la expresion
(IV.28), un valor dexn =0,821241. Este valor dese encuentra dentro del intervalo [-1,1],

por lo que en este caso se puede aplicar la faR@d sin ningan problema.

Figura IV.8. Funcién de distribucion conjunta dadaas marginales STSP
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Por ultimo se aplica el procedimiento de valoragidesentado en la seccién (IV.3) de

manera que.

. v Fo
. S|F0<M,entoncesl\/lﬁ :FO:V:MHV.

n
_ - 1-F
- SiF,>M,entonces-(1-M) 1| =Fy =V =1-(@-M)>—0.
1-M 1-M

En la figura (IV.9) se presenta el grafico del valel activo en el espacio.

B05-1

'i"'il"'il|'||'ii|'|'|'iiii'lii'i'iii'lii"‘|"|" i
A |l
MLy

o078
BOEDT
=] E=2:
w00
o034
00203
B040,2
oo,

Figura IV.9. Funcién de valoracion.

En el cuadro (1V.10) se recogen los calculos radiis para la realizacion de la aplicacion
practica. En las tres primeras columnas se reclogevalores estandarizados del activo y
los indices Con las columnas referentes a logeslde los indices y haciendo uso de la
expresion (IV.23) se calcula la columna (4) refezealos valores de la funcion de

distribucion conjunta para cada par de valoresndgoa indices.
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) ()
F DISTRE. RESISUOS AL| "C5a0Ran0
ACTIVO INDICE 1 INDICE 2 F. VALOR CUADRADO
CONJUTA DEL MDED DE LA

REGRESION

0,6 0,36033333 0,94465842 0,4289136 0,43492265 708153 0,028825021
0,8 0,61958333 0,94465842 0,751716387 0,5663414 4P69E843 0,028861445
0,6 0,61958333 0,94465842 0,751716387 0,61820271 00831339 0,000906819
0,8 0,91333333 0,94465842 0,98332986 0,89288007 08626707 0,003204371
0,2 0,36233333 0,23312386 0,058116%4 0,1698006 001MO4 0,011285965
0,6 0,58241667 0,23312386 0,15218532 0,26709432 10826191 0,015393606
0,6 0,48633333 0,23312386 0,12048775 0,23929661 30006937 0,039265525
0,4 0,19083333 0,06371087 0,00309719 0,04273356 27630307 0,065477553
0,344 0,36233333 0,06371087 0,015574y78 0,09137777063817992 0,004576798
0,4 0,38666667 0,06371087 0,00876778 0,06973043 090717986 0,011001912
0,1 0,19808333 0,57571458 0,06840917 0,18334169 06045837 0,01960862
0,2 0,19808333 0,57571458 0,06840917 0,18334169 0024¥499 0,001602463
0,2 0,59733333 0,57571458 0,53099702 0,48499378 81221454 0,121013185
0,6 0,65046667 0,0222988 0,00330169 0,04403884 90B12 0,011836312
0,2 0,47866667 0,0222988 0,00221543 0,03650051 603084 0,025198415
0,6 0,65046667 0,0222988 0,00330169 0,04403884 90B12 0,011836312
0,4 0,47866667 0,0222988 0,00326857 0,04383041 6856775 0,00170238
0,52 0,80033333 0,0506791 0,01387207 0,08653281 876893803 0,008420914
0 0,31133333 0,0506791 0,00571027 0,05698887 (07806340 0,055096184

0,4 0,492 0,0222988 0,00252655 0,03882877 0,13®B146 0,00095972
0,28 0,433566671 0,0222988 0,00276073 0,26552544 002(®513 0,001933015
0,2 0,2173 0,00810866 7,92E-05 0,00761264 0,037/A128 0,002051013
0 0,09173333 0,0081086/6 1,4326E-Q5 0,00340489 33IHD5 0,003351791
0,4 0,45803333 0,00810866 0,00041524 0,0166Q097 46094813 0,003560805

0,4 0,492 0,013514438 0,00109128 0,26494712 0,01832139 0,00105814
0,2 0,40913333 0,01351443 0,00079976 0,02259849 31041297 0,010728239
0,3 0,47866667 0,01351443 0,00107372 0,02595848 75098756 0,003270738
0,18 0,40913333 0,0222988 0,00185269 0,03355506 21045121 0,015656749
0,2 0,31133333 0,0222988 0,0010255%4 0,02540374 0088854 0,000883217
0,472 0,47866667 0,06371087 0,01893535 0,10017689138R52426 0,011226269

SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS RESIDUOS 2,31421135 5119793499

Cuadro IV.10. Cuadro resumen de la aplicacion aaton el célculo de la SCR pars
MDFD vy la regresion.
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Aplicando el procedimiento de valoracion descritbesdormente se obtienen para cada
par de valores, el valor del activo (5) y posteriente se obtienen los residuestandole

al valor original el valor estimado (6). Por otrarte, en la columna (7) se presentan los
residuos obtenidos mediante la regresion realiahdacio, con el objeto de comparar la
suma de los cuadrados de los residuos de la alicael MDFD con la suma de los
cuadrados de los residuos de la regresion, obsiwgémue esta ultima es menor que la

obtenida mediante la aplicacién del MDFD.

IV.3.2. Aplicacion del método de valoracion en ambiente de
incertidumbre para distribuciones subyacentes STSP y familia

de copulas FGM.

Cuando se pretende valorar en un ambiente de inhoentbre sélo se cuenta con la
informacion aportada por el experto y esto hacelgumrrelacion entre los indices sea

muy fuerte y por tanto no se pueda hacer uso dédala FGM. Véase apartado IV.2.1.

En este apartado se pretende obtener una soldtebnativa que permita la aplicacion de
la copula FGM en ambiente de incertidumbre. En erintugar, se presentan, a

continuacion, algunas opciones:

* Realizar una transformacion sobre los valoresadele manera que el rango
obtenido (1,55, 3,16) se convierta en un nuevoadfgd) y poder continuar con el

procedimiento para el calculo de la funcion deritigtion conjunta.

« Utilizar otra medida de correlacién como el coefite de correlacién de rango de
Kendall,t (tau). Al igual que, en el caso del coeficientecderelacion, existe una
relacion entre el parametroy la 7 de Kendall. Véase Cuadro (IV.4). A través de
esta expresion se podria despejar y obtener el gal@ Sin embargo, el hecho de
trabajar en ambiente de incertidumbre hace queimieno de intercambios para

convertir una ordenacion en otra sea muy pequeor gllo se tiende a concluir
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gue existe una alta relacion entre las variableando en realidad no se tienen

suficientes datos para realizar ninguna afirmaei@ste respecto.

» Utilizar otra copula, por ejemplo la cépula Placfee toma valores para todo el

rango del coeficiente de correlacion.

En conclusion, se sabe que el parametesta relacionado con las medidas de correlacion.
Sin embargo, en ambiente de incertidumbre se cummanuy pocos datos y esto hace
gue las medidas de correlacién concluyan con Istextia de una alta correlacion entre

las variables, lo que implica valoresa&iera del intervalo (-1,1).

La familia FGM no puede aplicarse en estos casqmryello se han planteado varias
soluciones alternativas. Lo cierto es que ningunallhs supone una solucion definitiva y

por ello, se dedica este apartado a la busquedaalelternativa convincente.

R

M, 1 I
1 n

Figura 1IV.10. Diagrama que representa la soluciGopypesta en la que se
considera el parametrocomo el nimero de veces que se observa la moda del
indice en cuestion.
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Como se ha podido sobrentender hasta ahora el epnablbase es la escasez de
observaciones para cada indice, pero si se coasidigparametrm como el numero de
veces que se observa la moda, de manerangseria el numero de veces que se ha
observado la moda del indice yel numero de veces que se ha observado la moda del
segundo indice contariamos con unas observaciotadsd de:

(n,+2)(n, +2)=nn, +2n +2n, +4 (IV.48)

De esta manera se pasa de tener tres observapareesada indice a tenert+2 para el

primer indice yn, +2 para el segundo indice. Ver figura (1V.10).

El objetivo es evitar que el coeficiente de coxigla tenga un valor elevado motivado por
la escasez de datos. Sin embargo, el resultadaesslgoeficiente de correlacion tendra
valor nulo cualquiera que seay n,.. Se propone omitir algunas de las observaciones, y
parece légico eliminar aquella en la que el indidcema el valor optimista mientras que el
indice 2 nos da el valor pesimista y viceversagya son casos extremos que bajo un
supuesto de correlacion entre los indices no tengrdsibilidad de darse. De esta manera,

el nimero de observaciones seria:

nn, +2n, +2n, +2 (1V.49)

Entonces, realizando las operaciones oportunas:

var(ly = MZl2nund + 6nun, + any |- wfa(n, +)oun, + 2n)] g + e+ 3 +2n+2n, 1 o
v (nin, + 2y + 21, + 2) (1-50)
M 22l2r‘2"‘12 +6nn, + 4”2]‘ M, [2(n, +1)(ryn, +2n,)] + lnlz +n,n{ +3nyn, +2n, + 2y +1J

var(lz) = (nn, +2n, +2n, +2) (IV.51)

(Ml +M, —2M1M2)n1n2 +(n1 +n, +1)
nn, +2n,2n, +2

cov(ly,l,) = (IvV.52)
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Lo que permite calcular el coeficiente de corr@aciAl aumentar las observaciones con
respecto al problema inicial y prescindir de lobkes extremos se consigue que el valor
del coeficiente de correlacién este dentro delnale adecuado para aplicar la FGM, es
decir el coeficiente de correlacion toma un valentdo del rango (-1/3,1/3) y se puede

aplicar la familia de distribuciones FGM.

Haciendo uso de las expresiones (IV.50), (IV.51]I\y.52) y sustituyéndolas en la
expresion (IV.25) se obtiene la expresion del ierfite de correlacion y la figura (1V.11)

gue ofrece el rango de valores posibles para éicteergte de correlacion.

Se observa que aplicando la solucion propuestamediciente de correlacion seria siempre
menor que 0,3 por lo que se cumpliria la condici@cesaria para usar la familia de
distribucion FGM en caso de incertidumbre. Endmrfa (IV.12) se ofrece un detalle de la

figura (IV.11).

00,25-0,3
W0,2-0,25
0o0,15-0,2
0o0,1-0,15
m0,050,1
[0-0,05

Figura IV.11.Representacion del coeficiente deatacion en ambiente de incertidumbre a
partir de la solucién nrooue:
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[0,250.3
B0,20.25
00,1502
00,1015
m0,050,1
m0-005

Figura IV.12. Detalle de la representacion del ioterfite de correlacion

usando la solucién propuesta.

Con el objeto de realizar una aplicacion practiegarte de los datos recogidos en el
cuadro (IV.11) donde se recogen los valores optanisnas probable y pesimista
aportados por el experto para el activo y dos asliddemas se cuenta con informacién

sobre el valor de referencia de los indices. Epaeintesis se presenta los valores

estandarizados.

a m b

activo |110/140 180

(0) 1(0,428)((1)
indice1200 {230 300[x |275

0) 1(0,3) [(1) (0,75
indice2/90 [120 170y |130

(0) 1(0,375)[(1) (0,5)
Cuadro IV.11. Datos de entrada
la aplicacién practica

El pardmetran tiene una dificil interpretacion, tal y como senemtd con anterioridad, y
no se ha definido la pregunta que se deberia aeadizexperto para obtener su valor ni

siquiera si tal pregunta existe. Por ello, en egtlicacion practica se calculan los
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diferentes valores de para cada una de las subfamilias de la distrilu@i®P. Dichos

valores se recogen en el cuadro (1V.12):

n Mesocurtica v-cte | Clasicg
activo |3,31885 2,7926| 3,02344
indicel |[3,09726 2,9346%3,02344
indice2 | 3,23222 2,83453,02344
Cuadro IV.12. Valores de n para las
diferentes subfamilias STSP

Una vez conocidos los valores para el parametyoconocidos los valores dié, se puede
obtener la funcion de distribucién conjunta y ladidn de densidad conjunta. En cuanto a
los valores obtenidos para el coeficiente de caciéh y el pardmetro alfa para cada una

de las subfamilias referidas al caso practico segen en el cuadro (I1V.13):

MESOCURTICA| VAR
CONSTANTE
COEF. DE CORRELACION 0,253233397 0,2624621
ALFA 0,43737487 0,453333

Cuadro IV.13.Resultados de la aplicacion practica

Se observa que en este caso el coeficiente delamdre es siempre inferior é} y por

tanto podremos aplicar la familia de distribucio@®NF para resolver la funcion de
distribucion conjunta con marginales TSP, ya quempre que el coeficiente de
correlacion sea inferior a dicho valor obtendrewalsres de alfa en el intervalo (-1, 1) tal

y como esta familia de distribuciones requiere.

IV.4. CONCLUSIONES Y FUTURAS APLICACIONES

Esta seccion presenta como aportacion fundamemtaktension del método de las dos
funciones a su aplicacion con mas de un indicav@s$rde una técnica novedosa basada en

la herramienta matemética copula. Para ello senbt@ducido dicha herramienta y

posteriormente se ha profundizado en la familidid&ibucion FGM.
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A través de la aplicacién de dicha familia de disttiones en el método de las dos
funciones de distribucion, tanto en ambiente desgne como en ambiente de

incertidumbre, se obtienen las siguientes conahesip

1. Si se desea trabajar con dos indices en el métedtasd dos funciones de
distribuciones se puede plantear el problema deeraagque a partir de las
funciones de distribucion de cada uno de los irsd&®e obtenga una funcion de
distribucion conjunta, surgiendo asi la necesidadrdbajar con la herramienta
copula.

2. Esta herramienta ha tenido numerosas aplicacicgresgsta memoria constituye la
primera vez que se ha aplicado en el método d#os$unciones de distribucién.

3. La familia de distribuciones FGM es una de las w@socidas y aplicadas pero
presenta como inconveniente que limita el rangocdeelacion al intervalo
[-1/3;1/3], por lo que sélo sera de aplicacion dafos indices estén débilmente
relacionados. Este hecho no supone, a priori, obl@ma ya que si se decide
trabajar con dos indices debe ser porque no estgnratacionados porque en caso
contrario se optaria por trabajar s6lo con unollds.e

4. Sin embargo, al trabajar en ambiente de incertidamta ausencia de datos
provoca que al calcular el coeficiente de corrélacste obtenga un valor alto,
impidiendo asi la aplicacion de la cépula FGM. Eteecapitulo se proponen
ciertas alternativas para superar esta vicisituel. popone, como alternativa
convincente, el prescindir de los valores extrepmwssiguiendo asi que el valor del
coeficiente se encuentre dentro del intervalo.

5. En el caso de trabajar en ambiente de riesgo sbeepioblema, siempre y cuando
el coeficiente de correlacion se situé dentro mkelrvalo descrito anteriormente, ya
gue existen datos suficientes para calcular dideficdente.

6. Se ha propuesto un método de valoracién para combaalor del activo dados
unos valores concretos para los dos indices dedaparfe ha realizado una
aplicacion de dicha metodologia para la distribm@dbyacente STSP vy la familia
de cépulas tanto en caso de riesgo como en cascatédumbre.
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Por otro lado, se proponen como futuras lineasidestigacion dos posibles aplicaciones
de la herramienta cépula: En primer lugar, se pmepconstruir la cépula que permita
obtener la distribucion piramidal a partir de daéstribuciones marginales biparabdlicas.
Tal y como se demostrd en el segundo capituloistaittlicién biparabdlica resulta ser la
distribucion marginal de la distribucién piramigeesentada por Herrerias (2002).

Teniendo en cuenta el teorema de Sklar (1959) sdepafirmar que dada una distribucion
H(X1,X2) y conocida las marginales continuagXr) y Fx(X2) existe una Unica coOpula

C(FL(X,),F»(X,))=H(X,,X,). Por lo que sera posible construir la distribucion
piramidal como funcion de distribucion conjunta lde valores estandarizados de dos
indices subjetivos distribuidos ambos mediantehiparabdlica. El reto sera encontrar la

copula adecuada.

A partir del coeficiente de correlacion de la pirdah (IV.53) y la expresion
correspondiente del parametso (IV.54) se procede a la construccion de la cOp@a/
partiendo de distribuciones marginales biparabslicae obtiene la siguiente funcién de
densidad recogida en la figura (IV.13) que no ddecon la de la distribucién piramidal
gue se recoge en la figura (1.17) ya que no acabeéetice sino que tiene una forma

redondeada en su cuspide.

En una primera aproximacion, se aplica la copulaMF@ara la construccion de la
distribucion piramidal partiendo de marginales bab#élicas, imponiendo que el
coeficiente de correlacion sea el de la piramigdalya expresion, obtenida tras la

estandarizacion de la expresion (1.70), es la sigsi

(IV.53)

o 3(2M, —)(2M, -1
P piramidal \/(19_12(1_ M, )M 1)(19—12(1— M,)M 2)

Usando la expresion anterior y la (IV.45) que rielaa el coeficiente de correlacion vy el

parametroa , se obtiene la siguiente expresién para el paranoe
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fa @ -
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Figura IV.13. Funcion de distribucién conjunta domisla con la copula FGM vy a partir de

marginales Biparabdlicas

Es l6gico que la copula FGM no sea la indicada pamonstruccion de la distribuciéon

piramidal. Tal y como se deduce del teorema derSEIa59), y segun Deheuvels (1981)
cada distribucién multivariante tiene asociada ahas una funcién de cépula y en el caso
de que las marginales sean continuas esa copwalusera. Por tanto s6lo una Unica
copula es la adecuada y seria casualidad que aneerge fuera la conocida cOpula FGM.

Por ello, se plantea como reto la construccion aledpula que verifique el citado
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propdsito. Este es simplemente un avance tedrieonguaumenta las aportaciones a la

extension practica pero si puede ser interesamistas a analizar la cdpula resultante.

En Kettler (2005) se obtiene la distribucion pirdalibivariante a partir de marginales
normales, llevando a cabo la construccién de lauledpgue resulta tener la siguiente

expresion:

)= %(a [I,B)(F‘l(a)F’l(ﬁ)+1)+%(F‘1(a)I]F‘l(,B)+1)f(F’1(a)I]F’l(/:’)+1) sid+fB<1

H(a.p
G(—F‘l(a),—F’l(,B))+a+ﬁ—1 sia+f>1

(IV.55)

Se propone un proceso similar para determinar paladque dara lugar a la distribucion

piramidal con marginales biparabdlicas.

En segundo lugar, se plantea como futura lineangdestigacién el avanzar en la
generalizacion del método de las dos funciones idiilicion al caso multi-indice
haciendo uso de la teoria de cépulas. En esteubmpét ha desarrollado la extension a dos
indices de dicho método de valoracion, pero puedateresante trabajar con mas de dos
indices. Este objetivo ya fue planteado con anidad en Garcia, Cruz Rosado (2000,
2002), Herrerias Velasco (2002) y Garcia y Gaf@i@02).

Con este objetivo se propone aplicar las genecadimas realizadas por Johnson y Kotz
(1975) sobre la distribucion Farlie-Gumbel-Morgensty que para una distribucion m-

dimensional tiene la siguiente expresion:

F(Xq0 X)) = If!Fj (Xp1+ rfiahiz [1_ Fjl(le)][l_ Fi, (Xiz)]

1< j2
* r?z_zrijzm:ahizis [1_ Fiy (X 11)][1_ Fi, (X i 2)][1_ Fis (xig)]"' (IV.56)
1< J2< i3

+ a123..m|j[1_ Fi (X j )]
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Donde los coeficientea son nimeros reales. En el caso de la funciéon dsidkd su

expresion para el casedimensional es la siguiente:

m m-1 m
(X X) =[] 1 O)| 1+ XDy, -2 (% J-27, (x )
=1 < ]2 (|V57)

rag, . ﬁ h-2F(x,)]

Como ejemplo, si se desea trabajar con tres indieesferencia y se conoce la funcién de
distribucion marginal asociada a cada uno de eBespuede construir la funcién de
distribucion conjunta haciendo uso de la familia distribucion FGM mediante la

siguiente expresion:

F(X1s X2, X5) = Fy(Xp)Fa (X ) Fa(Xa)[L+ appfi = Fy (X, L= Fp (X)) +
ay[1= Fy (X 1= Fo(X3)] + sl = Fo (X, )L - Fo(X5)] + (Iv.58)
0’123[1_ Fl(xl)][l_ F, (xz)][l_ F3(X3)]]

En Johnson y Kotz (1975) se estudian las propiedestpieridas al coeficienteasi como
las propiedades de dependencia, y en Johnson y Kdi277) se consideran otras
generalizaciones que también deberian ser teni&sienta y se avanza en cuanto a la
correlacion y la regresion se refiere. Todo estazanjunto permitird extender el conocido
método de valoracion de las dos funciones de Wligtion al caso multiindice lo que se
propone como una futura linea de investigaciongjueduda tendra grandes aplicaciones.
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Aplicaciones de la distribucion biparabdlica y la
distribucion two-sided power en el ambito
financiero

V.0. INTRODUCCION

Tal y como sefala Linden (2001) la comprensiéncdebportamiento de los mercados es
un aspecto basico en finanzas. El estudio de kildision de los rendimientos de los

activos es la base sobre la que podrian ser déada® modelos de prediccion de mas
alcance, o por lo menos podria representar un avpaca entender por qué ocurren
ciertos fendmenos en los mercados financieros eterchinacion del precio de una opcion

o el calculo del valor en riesgo son dos de lascagibnes mas comunes. Ambas
aplicaciones necesitan conocer la distribucion désti@a subyacente que ajusta el
comportamiento de los rendimientos de los actiwwantieros o, en su caso, los procesos

estocasticos que los genera.

Durante los afios cuarenta se alcanzo la cuspide émvestigacion de los mercados
financieros gracias a los trabajos iniciales dehBher (1900). Estas investigaciones
tuvieron como consecuencia la primera antologiaresaedd comportamiento de los
mercados de capitales, recopilado en Cootner (19§4)el establecimiento del
comportamiento aleatorio de los precios de la baBsborne (1959) y Robert (1959)
consideran que los precios de un activo financgeroomportan como las particulas en un

liquido; este fenbmeno se conoce como movimierdgwbiano.
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Asi pues, desde la publicacién de esta antologizalgor parte de los modelos financieros
asumen que los rendimientos comunes son variablestoaas independientes e
idénticamente distribuidas mediante la distribuan@mmal. Sin embargo, ya en los afios
sesenta, Fama (1976) sefial6 que la distribuciériremmpmle los activos era leptocurtica,

con una media mas alta y con colas mas gruesda qiistribucion normal.

En la grafica (V.1) se representa el histogramavd&r RD perteneciente al indice DJ
Eurostoxx50 desde el inicio hasta mayo de 2005syajastes de la distribucién normal
(linea verde), la distribucién biparabdlica (limeegra) y la distribuciétwo-sided power
(linea roja). Se observa que la distribucién norn@logra ajustar adecuadamente a los
rendimientos mientras que la distribucién biparadady la TSP si poseen el apuntamiento

necesario para ajustar dichas series de datos.

Figura V.1. Representacion de la funcion de dedside las
distribuciones Normal (verde), Biparabdlica (negrd)SP (rojo)
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A finales de los afios sesenta varios autores deanostla insuficiencia de la distribucién
Gaussiana para explicar el comportamiento de lodimgentos, principalmente como
consecuencia de los problemas asociados a la smunjola asimetria de los datos
financieros. Desde entonces, varias distribuciop@shan propuesto para explicar el
comportamiento de la bolsa.

Hay dos enfoques comunes para modelar la distdhuwte los rendimientos de los activos
financieros. En el primer caso se asume que hagroceso estocastico subyacente que
esta generando dichos rendimientos, y en el seganftmue se supone que se conoce

directamente la distribucidn sobre los datos ermgsti

Dentro de este segundo enfoque, se realiza a caectdn un repaso de las distribuciones
méas empleadas en el ambito financiero. Destacamriemer lugar, las distribuciones

normal y log-normal que han sido ampliamente @das en la literatura financiera con un
buen ajuste para series financieras, principalmgmeue las estimaciones de sus
parametros son relativamente sencillas. Sin embakgDonald (1996) afirma que

mientras que estas distribuciones proporcionan hasddescriptivos adecuados para
muchos casos, la mayoria de estos conjuntos de pgegeentan algunas caracteristicas no

manejables con estas distribuciones.

Los problemas asociados al uso de la distribucidrmal son muy conocidos, y son
principalmente una curtosis constan{g, €3) y colas mas finas que la distribucion

empirica de los datos. En el caso de la distrilbulignormal, incluso considerando que la
curtosis es mayor que tres y que aumenta con ianza, es facil probar que para valores

pequefios de la varianza este parametro se apraxires.
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Otra distribucién ampliamente utilizada en literates la t de Student. Esta distribucion
tiene colas mas gordas que la normal, pero no ieslégde el punto de vista de la
asimetria. El uso de esta distribucion esta motivedncipalmente porque cuando los
grados de libertad son mas de dos, la suma debdistines Student converge en una
distribucion normal como consecuencia del teoreemdral de limite. Blattberg y Gonedes
(1974) comprueban que los grados de libertad @maradyoria de los valores ajustados
correspondientes a rendimientos mensuales excedier@5. Puesto que una distribucion
de Student con 25 grados de libertad casi es wstabdicion normal no parece muy
provechoso el uso de esta distribucion.

Otra practica muy extendida ha sido el uso deildistiones paramétricas mas flexibles, es
decir familias de distribuciones que incluyen magHdistribuciones comunes como casos
especiales. Entre todas ellas, la mas polémica dsstribucidnestable Esta familia de
distribuciones fue introducida por Mandelbrot (1p63l autor investigé la familia dada

por el logaritmo de su funcién caracteristica gemet la siguiente expresion:

K(t)=InC(t) =id - y|t|{1+ iﬁ[ﬁ—'j tar(%”j] (V.1)

La funcion subyacente es simétrica cuagfdo0, y en este casd es la mediana. El
parametroa se restringe al intervalo (1, 2) y es el exponeat@cteristico de la familia
estable Distintos valores del parametoo dan diferentes distribuciones, asi, por ejemplo,
si o es 1 obtenemos la distribucion de Cauchy y cuandss 2 la normal (en ambos
casosl =0). La caracteristica mas importante de esta distifim es que la distribucion
de la suma de variables estables idénticamentdepémdientemente distribuidas es a su

vez una familia estable. Sin embargo, el problemacipal es que cuanda < 2 la
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varianza es infinita. Es dificil aceptar, por lomoe desde un punto de vista practico, que

la varianza de los rendimientos de los activosniitnexos es infinita.

Por otra parte, como Linden (2001) sefiala, se haorgrado evidencias de valorescde
2 solamente para datos diarios o de menor frecagpero estos resultados podrian no ser
extensibles para los datos mensuales o semanales.vBrios autores este hecho no

concuerda con las caracteristicas de apuntamiengéstd distribucion.

En esta linea destacan los trabajos de Blattbe@piynedes (1974), Akgiray y Booth
(1988), Hagerman (1978) y Hall, Brorsen e Irwin&3Q Por el contrario, otros autores
como Diebold (1993) o Baillie (1993) demuestran talesvidencia solamente rechaza la

distribucion estable en el caso de la hipotesiadependencia y distribucion idéntica.

Sin embargo, el problema més importante asociadsta distribucion es obtener una
estimacion imparcial y eficiente de los pardmetgog solo serdn bien conocidos en casos
extremos. La familia Pearson es otra distribuciare e aplica para ajustar los
rendimientos de los activos por Hirschberg, Mazum&ottije y Zhang (1992) y Lau,
Wingender y Lau (1989).

Desde otro punto de vista, otros autores tales c®wmaetz (1972) o Clark (1973)

consideran que la distribucion de los rendimiem®sina mixtura de distribuciones. Tres
familias de distribuciones que permiten el conceggomixtura son: la distribucién beta
generalizada de segunda clase, la distribuciéndeit generalizada y la distribucion beta

generalizada exponencial de segunda clase.

La distribucién beta generalizada de segunda @sisedefinida por cuatro parametros, los

cuales proporcionan una gran flexibilidad asi camachas distribuciones estadisticas
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importantes como casos especiales, tales comatiébdicion gamma generalizada. Puede
ser generada, mediante mixtura, la distribucibnrgamgeneralizada con un parametro de

escala que se distribuya aleatoriamente como umangageneralizada inversa.

Por otro lado, la distribucion t de Student geneaala fue introducida por McDonald y
Newey (1988). Esta es una funcion de distribucinégica con tres parametros que
puede modelar niveles muy diversos de curtosi®sledndimientos. Los casos especiales
de esta distribucion son la distribucion power exgwial, la distribucién de Laplace y la t
de Student. Resulta interesante, la aplicacion aledistribucion beta generalizada
exponencial de segunda clase hecha por Bookstabdacponald (1989). Esta es una
distribucion que permite tanto asimetria como @istoEn Macdonald y Xu (1995) se

obtienen sus cuatro primeros momentos.

A modo de conclusion, Fischer (2004) hace una agibbm de la distribucidén hiperbdlica
secante generalizada, siendo sus siglas en if§{&SH), la cual es una generalizacion de
la distribucién secante hiperbdlica, pero que permma asimetria suficiente para el ajuste
de los rendimientos de la bolsa.

Es también importante destacar que la estimacidnnpaxima verosimilitud de los
parametros desconocidos de la distribucién beteergémada de segunda clase, la
distribucion t generalizada y la distribuciéon beteponencial generalizada de segunda

clase requieren optimizaciones no lineales.

En el presente capitulo se presentan la distrilbubiparabdlica (TSB) y la distribucién
two-sided power(TSP) adaptadas al campo financiero y posteriotensea analizan su
capacidad para simular los rendimientos de los@stinancieros destacando las ventajas
propias de cada una de ellas. Se dedica un pripaetaalo al desarrollo te6rico donde se

profundiza en la distribucién biparabdlica y latdisicion two-sided poweaplicadas al
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campo financiero y se presentan las distribucidmgarabdlica asintotica (ATSB) tyvo-
sided powerasintética (ATSP). Posteriormente se realiza uflisia de las curtosis de
estas distribuciones comparandolas con otras tanapkcadas en la literatura resultando

gue es posible cubrir un amplio rango de curtosligando estas nuevas distribuciones.

En un segundo apartado se lleva a cabo la aplicgcértica. En primer lugar, se presenta
el indice Eurostoxx 50 comentando su definicion gstdcando sus caracteristicas
principales. A continuacion se analiza su compoiato desde el punto de vista de la
curtosis. Y finalmente se llevan a cabo los ajusdesrealizan unos ajustes tradicionales y

se configura un nuevo procedimiento de ajuste sfitgudo.

V.1. DESARROLLO TEORICO

En este epigrafe se adaptan las distribucionegdiipbca y TSP a las caracteristicas
propias de los mercados financieros y se obtieagmlistribuciones asintéticas de ambas,
demostrandose que la distribucién Laplace es lilaision asintotica de la distribucion
TSP.

En las figuras (V.2) y (V.3) se recogen, respectiente, los histogramas de los valores
ing y tef ambos incluidos en el indice de valores DJ Eurastf). Como caracteristica

comun de dichos histogramas destaca tener la nindas en el origen de coordenadas y
una inapreciable o nula asimetria. En las grafssapresenta el ajuste obtenido usando
como distribucion subyacente la normal y se aprggési bien en el segundo caso podria
considerarse a priori un buen ajuste, en el pritasp no ocurre asi ya que el histograma

presenta un apuntamiento muy superior a la distidmunormal.
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Figura V.2. Histograma del valong perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucién narm

3

e

Figura V.3. Histograma del valdef perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucién nakm

La distribucion biparabdlica y la distribucion TS&l,y como se ha analizado a lo largo de
la memoria, pueden presentar un coeficiente desigrpor encima del de la normal y por
ello esta seccion se dedica, por un lado, a latadién de dichas distribuciones en el
ambito financiero y, por otro, al andlisis de sunportamiento a la hora de ajustar los

rendimientos de los activos financieros.
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V.1.1. La distribucion biparabdlica en el ambito financiero

Las series de rendimientos financieros, tal y cauon tratados habitualmente, suelen
presentar histogramas cuya moda se sitia en elnodg coordenadas y en su mayoria
suelen tener muy poca o ninguna asimetria. Végaeas (V.2) y (V.3). Por ello, se tratara
de expresar la distribucion biparabdlica de tal onqde pueda ser aplicada para ajustar las
citadas series financieras. Para ello, si en laesign (11l.15) se realiza la siguiente
reasignacion de parametras-s, b=s y m=0 el recorrido de la distribucion se convierte en

el intervalo [s,5] y la moda toma el valor 0.

Esta distribucion, BP{-s,0,5,n), tiene la siguiente expresion para su funciédetesidad:

((ZJ’ST“ —2(EU, —s<7<0
_@n+n(n+D 1 S S

(z8n-1 2 (EJ_Z(EJ 0<z<s
S S T T

9(2)

(V.2)

a(2) :3(1—(5j2], —s<z7<s (V.3)

Que resulta ser la conocida expresion de la funcdéndensidad de la distribucion

parabdlica presentada en el primer capitulo, (1.48)
Si se toma como punto de partida la expresion fenlzéion de densidad de la distribucion

biparabolica generalizada de dos ramas, (111.96k yealiza la reasignacion de parametros

indicada anteriormente se obtiene la distribuci®GE-s,0,5,n1,ny).
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TR

f(z2) =C(-s,0,s,n;,n,) (V. 4)
s-z)" s—z\"
SR e
s s
DondeC(-s,0,s,n;,n,) toma la siguiente expresion:
C(-s,0,5,n;,Nn,) = (@n, +in, + 1@, + 1, +1) (V.5)

s2n, +D(n, +D(3n, +1) + s(2n, +1)(n, +D(3n, +1)

Tal y como se observa en la expresion (V.4), estaltlicion permite que cada una de las
ramas de la funcion de densidad y de la funciédisteibucion tenga valores distintos del
parametra, de manera que se nota comal parametro de la primera rama y comal

de la segunda. De este modo la masa de probabdidadierecha y a la izquierda de la

moda puede ser distinta, a pesar de que la modadesizada tome el valo]ér, ya que

estas distribuciones no verifican la propieda¢m) =M que caracteriza a la familia de

distribucion van Dorp-Kotz. Sera de aplicacion @@amo exista total simetria por
ejemplo si se toma conmm=0,5 yn,=10 se obtiene la figura (V.4) donde se aprecia la
asimetria existente en la distribucion, siendo meédada en la primera rama debido al

valor pequefio del parametmgy mas puntiaguda en la segunda rama.

Si se toman los valores;=6 y n,=8, figura (V.4) se observa que la asimetria es
practicamente inapreciable, por lo que se concine la distribucion BP£-s,0,5,n1,n)
puede aplicarse tanto en el caso de una ligeraetrdéntomo para asimetrias agudas. Por
ultimo, destacar que dicha distribucion permite lgumasa de probabilidad a la izquierda
y a la derecha de la moda sea distinta, generdlizasi el caso de las distribuciones de la
familia TSP.

256



Generalizaciones de la distribucién biparabdlica:
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo V
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©753558383°83733
‘—BPGZ(-S,O,S,O.S 10) —— BPG2(-5,0,5,6,8) ‘

Figura V.4. Representacion de la funcién de dedsida las
distribuciones biparabdlicas de dos ramas EP®,5,0.5,10) y

BPGx(-5,0,5,6,8)

En la figura (V.5) se toma el mismo valor parapasametros)y y n, y por tanto se esta
representado bien la expresion (V.2) o la expreéibd) paran;=n,. Se observa que a

medida que aumentan los valoresngg n, la forma de la funcién de densidad se vuelve

mas puntiaguda.

O P N W H 01 OO N ©

oS T+ © o 0
‘_|| o — N «

AU
™

¥ N © @ o ©
¥ ¢ @ S o ~

— BPG2(-5,0,5,0.5,0.5) =====BPG2(-5,0,5,100,100)
—o BPG2(-5,0,5,30,30)

Figura V.5. representacion de la funcién de denkid®e las
distribuciones biparabdlicas de dos ramas EP®,5,0.5,0.5),

BPGy(-5,0,5,100,100) y BP%-5,0,5,30,30)
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La distribucion biparabdlica asintdtica

Como se puede observar en la expresion (V.2) cuando» y s es constante la masa de
la distribucion tiende a centrarse en un puntarfiscion degenerada de Dirac), por otro
lado sin es constante ys - «la distribucion también degenera hasta el punto de
desaparecer. Se plantea entonces obtener la dafnibasintética deg(z) realizando el
cambio n=ks (k>0) en la expresion (V.2) y, posteriormente, todwatimites cuando

S - o, Realizando el cambin =ks la expresion (V.2) quedaria:

()= s+ D+ 1

(Fks-D) 25 Hﬁjm—z(ﬁjks} 250
S S

Tomando limites se puede demostrar que:

(V.6)

imo(z)=g, () :—g[em - x| z<0

= y (V.7)
lim g(z): ga(z) = _g[e-Zkz _ Za—kz] 72>0

S— 0

z20

Por lo tanto la distribucion asintética de la BR&0,s,n), que se notard como BR&

con sus siglas en ingles ATSB, tiene la siguierfgasion para su funcion de densidad:

—g[em —2e“|, z<0
9.(2)=1 | (V.8)
- g[e‘m -2e™ z20

Que se podria simplificar del siguiente modo:
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9.(2)= —g[e_ZK 2 _pe ™ (V.9)

Se puede demostrar que:

i. [ g.(2dz=1

De la expresion (i) se puede concluir que la fumcite densidad de la distribucion

biparabdlica asintotica,g,(z rgcogida en (V.8), cumple la condicion del sistema

generador de van Dorp, ya qGem) =M = fg“a

, es decirG() =’ ga(z)dz=% .

Por otro lado, de la expresion (V.9), se puede loangue g, (z)es una verdadera funcion

de densidad.

18

1.6 \
" /\
12

——k=2
0,6 ey =0,5
0,4
0,2 - AVA
0 -

S o X % Q v x © SR

Figura V.6. Representacion de la funcién de dedsia la distribucion
biparabdlica asintética BR@ara los valores de=5, k=3, k=2 yk=0,5
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En la figura (V.6) se observa que cuakdes pequefio, en la grafika0,5, la figura de la
funcion de densidad presenta una forma redondeadagdida qu& aumenta, la funcion
de densidad adopta una forma mas puntiaguda paradia de la distribuciotwo-sided
power, van Dorp y Kotz (2002.a). No obstante, esta ithistion siempre termina en forma
redondeada ya que su funcién de densidad es dierigada moda como ocurria con las

distribuciones de la familia originaria.

La expresion de la funcidén de distribucion es ¢ugnte:

2kz
1 2eke _E , z<0
3 2
Gald=) " o (V.10)
1428 _2e*| 730
3| 2

Por otro lado, los momentos respecto al origen tathops siguientes expresiones:

5 63
W, =0 h=o5h W =0 Mo = (V.11)

De donde se obtienen las siguientes expresiones gdacoeficiente de asimetria y el

coeficiente de curtosis:
M ! _ _
B, = ﬂ—i =0 B, = ”—2 =504 (V.12)
2

A partir de la expresion de la varianza:

ot =
2k?

(V.13)
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J5

Se puede expreskren funcién des, es decirk = \/2_ de este modo la expresion (V.9)
o

quedaria formulada en funcion delel siguiente modo:

2,5 —2@2 —@z
ga(z):—y{e O % } (V.14)

Y la expresion (V.10) quedaria:

2,5
@Z ZTZ
oo 87 | ;<0
3 2
G,(2)= e (V.15)
1e e s
1+ 5 - 26 N y Z2 O

Es posible que la moda de los rendimientos de f@e damanciera no este situada
exactamente en el 0 sino que a veces se sitla paria7 proximo al cero. En ese caso
la reasignacion de parametros saxia —s, b=sy m=r. De esta manera, la expresion

(111.15) quedaria del siguiente modo:

(Z+Sj2n—2(£jn e
:Mi r+s T+S ! = L=

(-1 2 (Ejz_z(ﬂj r<2<s
s-T s-r) | T 7

Si se establece de nuevo la relagiéiksy se toma el limite cuand® — o, se obtiene la

(V.16)

9(2)

distribucion biparabdlica asintotica no centradaleorigen:

eZk(z—r)_zek(z—r)’ —0<7<
(V.17)

ga,r(z)=—5{

3

e2k(r—z) _ 2ek(r—z)
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Cuya expresion simplificada seria.

ga,r (Z) — _5 [e—Zkz—T _ 2e—k\ z-1] ,

3 —0<Z< (V.18)

Y haciendo uso de la relacion existente entre grpatrok y la varianza, la expresion
final es:

25 |: —2@\ z-1] —\/27’5
4 e a —

9. (2)= T3 2e o " } —00 < Z< 0 (V.19)

A continuacion se presentan distintos histogramasvaores incluidos en el indice
Eurostoxx50 ajustados mediante una distribucionaraipdlica, una distribucion
biparabdlica generalizada en dos ramas y una ldisidn biparabdlica asintética
respectivamente, observandose en todo caso, ue apstante adecuado.

Figura V.7. Histograma del valage perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de wuna distribucion
biparabdlica
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Figura V.8. Histograma del valaite perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribuciéon BPG

Figura V.9. Histograma del val@ie perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucion ATSB
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V.1.2. La distribucion TSP en el ambito financiero.

En este apartado se tratara de adaptar la distiibbtwo-sided powepresentada por van
Dorp y Kotz (2002.b) a las caracteristicas propiasu aplicacién en el campo financiero.
Para ello, se parte de la expresion (1.28) y skizeeka reasignacion de paramet@s —s,

b=sy m=0 obteniéndose la siguiente expresion:

(Z+Sj , -s<7<0
n S

7)=—
a(2) >

S _ n-1
572 , 0O<z<s
S

Si se toma como punto de partida la expresion finigidon de densidad de la distribucién

STSP generalizada de dos ramas, recogida en leestdpr (111.113) se obtiene la

(V.20)

distribucion TSP{,m,b,n;,n;) deshaciendo el cambio de variabte—;(::

m-1
X—a
) asxsm
nn, m-a

(b-m)n, + (m-a)n, [ b- x)“z'l

g(a,m/b,n,n,,x) =

o
3

y se realiza la reasignacion de paramedres, b=s y m=0, se obtiene la distribucién TSP
(-s,0,8M1,12).

 — , -s<z<0
nn S
g(-s0,sn,n,,z) = —= N (V.22)
snn, |(s-z\"
[_j | 0<z<s
S
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—TSP(-5,0,5,6,8)
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Figura V.10. representacion de la funcion de dewside las
distribuciones TSP de dos ramas 7§50,5,2,10) vy
TSP,(-5,0,5,6,8)
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038 A
——TSP(-5,0,5,2,2)
06 — TSP(-5,0,5,6,6)
/\ = TSP(-5,0,5,10,10)
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Figura V.11. Representacion de la funciéon de deside las
distribuciones TSP de dos ramas ¥$%0,5,2,2), TSK-5,0,5,6,6)
y TSP(-5,0,5,10,10)
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Tal y como se observa en las graficas (V.10) y 1Yla distribucion STSPpermite que
las ramas adopten formas distintas o similaresrssglds valores da; y np son distintos
o iguales entre si. Por otro lado, la masa de pititbad a la derecha y a la izquierda de la

moda pueden ser distintas.

La distribucidon TSP asintotica

De manera analoga a lo realizado para el caso disttédbucion biparabdlica asintética se
realiza el cambicn—1=Kks y se toma el limite dg(z) cuandos tiende a infinito sobre la
expresion de la funcion de densidad de la distilsu€SP obteniéndose la expresion de la

distribucion TSP asintética y simétrica:

k | z<0
72)=— V.23
9a(2) z{e-kz 50 (V.23)
Que podria simplificarse como:
_ K v _
ga(z)—ze : 0 < Z< 00 (V.24)

Se observa que las expresiones (V.23) y (V.24)sesponden con una distribuciéon de
Laplace, por lo que se puede afirmar que la distidn asintotica de una TSP simétrica es

la distribucidn simétrica de Laplace. Véase Kovag Dorp (2005)

Se puede demostrar, por otra parte, que:

. 0 1
I dz==

[, 9a(2dz=2
N ) 1
il. jo ga(z)dz—i

i. [ ga.(2dz=1
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De aqui se deduce que la distribucién TSP asiai6liEPa o sus siglas en ingles AT&P
una verdadera funcion de densidad, que cumple, &&lemas condiciones de las

distribuciones pertenecientes al sistema generddovan Dorp: F(m) =M, es decir

F(O)=%.

25

A k=5
— =3
1,5
ﬂ —o—k=2
1 ﬂ k=0,5

Figura V.12. Representacion de la funcion de dewside la
distribucion TSP asintética, TgPara los valores de=5, k=3, k=2
y k=0,5

Si se calculan los momentos centrados con respeotigen se obtiene:

2 24
ﬂle;ILIz:F;IL/s:O;ILQ:F (V-25)
Por lo tanto el coeficiente de asimetria y de @isteeran:
ﬁ1=&=0: p, =t = (V.26)

7 7

Como se puede observar en la expresion (V.23)slailglicion TSP asintética y simétrica

depende de un Unico parametro que esta relaciatadsu varianza de la siguiente forma:
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o2 = 2 (V.27)

k2
. . W2 L )
Si se expres& en funcién deo se obtienek =—, la expresiéon (V.24) quedaria del
o

siguiente modo:

2,
ga(2)=§e o wszsw (V.28)
o

Si se realiza la reasignacion de parame&res—s, b=sy m=r1 con el fin de posibilitar

gue la moda no este en el origen, la expresida destribucion asintética de la TSP seria:

5 2,
gaT(Z)=—2e 2l ~0<Z<T (V.29)
' g

Tal y como se comentd anteriormente, la distribu@sintotica de la distribuciéon TSP
resulta ser la distribucion Laplace, cuya funci@éndistribucion es conocida y por ello se
obvia su expresion. A continuacion se presentaintbs histogramas de valores incluidos
en el indice Eurostoxx50 ajustados mediante urtaldision TSP, una distribucién TSP
generalizada en dos ramas y la distribucion TSRt@gia que resulta ser la distribucion

de Laplace.

830

Figura V.13. Histograma del valaokp perteneciente al
indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucién TSP.
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Figura V.14. Histograma del valtwbva perteneciente
al indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucion
ATSP.

Figura V.15. Histograma del valonidi perteneciente
al indice Eurostoxx50. Ajuste de una distribucion
TSR,
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V.1.3 Analisis de la curtosis de las distintas distribuciones

Se ha comentado con anterioridad, y se comprobasadelante de manera empirica en el
caso del indice DJ Eurostoxx50, que la mayoriaadalistribuciones de rendimientos de
activos suelen ser simétricas, por lo que seriaamiente estudiar el rango de variaciéon
de la curtosis para las distribuciones TSP y BPsEnétricas, ya que el problema del
ajuste radica en el exceso de curtosis de los datestrales respecto de las distribuciones

habitualmente usadas.

Este epigrafe se dedica al andlisis de la curtissidistintas distribuciones como son la
distribucion TSP, la distribucion biparabdlica (BPG sus siglas en ingles TSB), la
distribucion beta, la distribucién biparabolicardética (ATSB), la distribucién Normal y
la distribucién de Laplace, todas ellas con la énad de simetria. Por ello, se presentan a
continuacion las distintas expresiones del cogfteiele curtosis de dichas distribuciones.
En el caso de la distribuciotwo-sided powefta expresion de su curtosis, véase Garcia,
Cruz y Garcia (2005), es:

6 (n-DH(n+2)
(n+3)(n+4)

TSP
B, =

(V.30)

Para el caso de la distribucion biparabdlica gdizada de una rama el coeficiente toma

la expresion:

B,”" =(960+15.216n + 97.944n” + 316.859,5n° + 466.134n" + 710.990n°
+472.788n° +184032n" + 38.718n° + 3402n°) x

o). 3(9+9n+2n?%) AL
100 + 85n + 23n? + 2n°)(12 + 96n + 237n +186n° + 45n* ' |

(V.31)

Véase expresion (111.32) cavi=0,5.

El coeficiente de curtosis de la distribucion bsetmétrica tiene la siguiente expresion:
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eT - K+ 9 V.32
B = (v.32)
Si se tiene en cuenta qlee= n—1, entonces la expresion quedaria:
BETA, _ 3N+6
== - V.33
B =S L (v.33)

El cuanto al coeficiente de curtosis de la distibn biparabodlica generalizada de una
rama asintética y simétrica se comprueba que tomaaler 5,04. Y por ultimo, es
conocido que la curtosis de la distribucion norsnde la distribucion Laplace asimétrica

son 3y 6 respectivamente.

7
6
5 - — ——TSP(n:M=0,5)
—TSB(n:M=0,5
BETA (M=0,5)
3 ATSB
—— NORMAL
2 1 — LAPLACE Simetrica
1
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T T T T I T T T I T T IT T T T T AT T TIT T T IT T T TTITTT 0T
o [e)] [oe] N~ [{e) Ln <t ™ AN — o (@]
— N [9p] < Lo O N~ (o] (o)) [e)]

Figura V.16. Representacion del coeficiente de osist para las
distribuciones simétricas TSP, TSB, Beta, ATSB,ialry Laplace

Se observa, figura (V.16) que la distribucidon bgtaétrica tiene siempre una curtosis
inferior a la distribucion normal. Sin embargo, rahgo de curtosis de la distribucion
simétrica biparabdlica generalizada de una ram&(B#de la distribucion TSP simétrica

tiene un recorrido mayor.
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Este hecho explica que los ajustes de distribud@iBR® simétricas y BPfg o ATSB,
simétricas sean mejores si la curtosis de la distidbn muestral de los rendimientos de los
activos tienen valores en el rango que recorreasasgtimas distribuciones y en general si
la distribucién muestral tiene curtosis mayor ques3decir si son leptocurticas tal y como
afirma Fama (1976).

En las figuras (V.17) y (V.18) se representan lasciones de densidad de las
distribuciones biparabdlica asintotica (ATSBWo-sided powerasintética (ATSP). Se

hard uso de las expresiones (V.14) y (V.28) queger las funciones de densidad de
ambas distribuciones solo en funcion del pardmetroDe esta manera compararemos
ambas distribuciones para un mismo valoradetomando en primer lugar el valor 0,5 y
en segundo lugar el valor 2. Con el objeto de umgomcomparacion se representa

también la conocida funcion de densidad de laidigtion normal paray =0 y los

mismos valores de .

Se observa en ambas figuras que la funcion de dlmhgie la distribucion asintética
biparabdlica es mas apuntada que la funcion deidbehsle la distribucién normal, y
menos apuntada que la funcion de densidad detlibdigon asintéticawo-sided power
Ademas la distancia existente entre la distribucddiSP y ATSB aumenta conforme
aumenta el valor del parametm. Este hecho se puede entender, desde el puntstde v
financiero, como que al aumentar la volatilidad eota mas el apuntamiento de la
distribucion ATSP que el de la distribucion ATSBadd que este comportamiento es el
que suele observarse empiricamente en el ambi@ndiero, se concluye que la
distribucion ATSP tiene mejores propiedades quiidtibucion ATSB para su aplicacion
en el ajuste de los rendimientos de los activoanfireros y que ambas tienen un mejor

comportamiento que la distribucion normal
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Figura V.17. Representacion de la funcion de dewlsite las distribuciones
ATSB(0;0,5), ATSP(0;0,5) y Normal(0;0,5).
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Figura V.18. Representacién de la funcién de dexdsak las distribuciones
ATSB(0;2), ATSP(0;2) y Normal(0;2).

Por otra parte, se comprueba que la distribucida be posee distribucion asintotica ya
que si en la expresion (1.11) se haees, b=s y m=0, entoncesp = :1+g, y sabiendo

que la relacion entne gy ses: p=q=Kk,s, la expresion (I.11) queda expresada como:
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(Z + S) kos—1 (S _ Z) kos—1
B(K,S, k,5)(25)"*™

f(2) = (V.34)

Se comprueba que el limite de la expresion antgivoB4), cuandc tiende a infinito es

igual a cero es decidim f(z) =0 , por lo que se concluye que la distribuciériabeo

S 00

tiene distribucion asintética.

V.2. APLICACION PRACTICA

Una vez presentadas las distribuciones biparabdlicavo-sided poweradaptadas al
ambito financiero asi como sus respectivas digtiines asintoticas, se procede a la

realizacion de la aplicacion practica que es edagero objetivo del presente capitulo.

Con el objeto de realizar una aplicaciéon practiga go se limite al campo nacional se ha
seleccionado el indice bursatil Dow Jones Eurostfpara la realizacion de la misma.
Se recuerda que los indices bursétiles no son mésigtemas de medicion estadisticos
sobre los precios de las acciones que reflejawvdéueion del conjunto de acciones mas
representativo de cada mercado, (Miralles y Misal®06). Hay que destacar que en la
actualidad los indices bursatiles estan cobranda gaz mas importancia por su eficacia
para valorar la evolucién de los mercados bursatie capacidad para captar negocio y su

poder de influencia.

Existen numerosos indices bursatiles, algunosritigums como el Dow Jones Industrial
Average creado en 1884 u otros tan recientes cdntum®Stoxx 50 creado en 1991.
Existen también indices compuestos como por ejengbldNasdag 100 (indice de
referencia por excelencia de los mercados tecrmiéyi el FTSE 350 (perteneciente al
Grupo Financial Times con base en la Bolsa de lemgrde gran influencia en Europa) o
el norteamericano Standard & Poor 500. En cualqgeaso, todos los indices bursétiles
tratan continuamente de adaptarse a los cambiossgjfuen los mercados financieros
adaptando sus metodologias de célculo o la compogie los mismos.
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En este epigrafe se dedica un primer apartaddwadiesie la asimetria y la curtosis en las
series de datos financieros y concretamente emasal del indice Dow Jones Eurostoxx
que, como se comento anteriormente, ha sido etdrslileccionado para la realizacion de
la aplicacién practica. El hecho principal que m@tsu eleccion es que se trata de un
indice de caracter europeo ya que engloba a lasienita empresas mas solidas de la

Union Europea.
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Figura V.19. Evolucion del indice Eurostoxx 50.r(i@dez 2004)
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Figura V.20. Evolucion de la volatilidad del indi€arostoxx 50, del IBEX 35y FTSE 100.
(Fernandez 2004)
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Tal y como se aprecia en la figura (V.19) su evidludue estable desde su aparicién hasta
el aflo 1997 cuando comenzd una evolucidén crecigmeeduraria hasta el afio 2000. A
partir de entonces se ha consumado un decrecimmunoa partir del afio 2003 se
convirtio en una cierta estabilidad que continuai@mente. En cuanto a la evolucién de
su volatilidad, se observa en la figura (V.20) @ueartir del afio 2002, justo cuando
empieza el decaimiento, el indice EuroStoxx 50 ee enas volatilidad si se compara con
el indice Ibex 35 o el indice FTSE 100.

Tras el epigrafe dedicado al andlisis de la asimstrla curtosis se llevara a cabo la
aplicacion préacticamente propiamente dicha y pdia € dedica un apartado a la
realizacion de los ajustes y un ultimo apartatbo@esentacion de una nueva técnica para

la realizacion de ajustes rapidos destacando suajas y utilidades.

V.2.1. Asimetria y curtosis en la series de datos financieros.

El problema de la asimetria y la curtosis en lages&e datos de mercados de capitales ha
sido estudiado por varios autores como SimkowBegdles (1978), Friend y Westerfield
(1980), Barone-Adesi (1985), Sears y Wei (1988),n TEL991), Lim (1989),
Chunhachinda, Dandapani, Hamid y Prakash (1991)p P£999) o Harvey y Siddique
(1999, 2000).

Chiao, Hung y Srivastava (2003) sefialan que se hbierta un nuevo debate sobre
considerar dos nuevos conceptos de riesgo, reésrenta asimetria y la curtosis, como
complemento del riesgo de la covarianza. Este jmabao de los mas recientes, hace un
analisis del mercado de Taiwan a través de losna#ti veinte afios y demuestra la
existencia de una alta asimetria y curtosis no sélda distribucion individual de los
rendimientos sino también en la del indice de nuerc&stos resultados siguen la misma
linea que los obtenidos por Aggarwai, Rao y Hi(dk89) en el mercado de acciones de
Tokio.
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Sin embargo, y en otra linea, algunos autoresrréstportancia a este fenémeno de varias
maneras. Es el caso de Singleton y Wingender (198&cientemente Peiro (1999), que
sefialan que la asimetria podria ser una conseeuéadiipétesis de partida incorrectas, o
Simkowitz y Beedles (1978) que demostraron que ashecuada diversificacion de la

cartera disminuye la asimetria. A pesar de estasingtancias, y antes de realizar los
ajustes, se analizan a continuacion la curtosésgsimetria para los rendimientos diarios

y semanales del indice Dow Jones Eurostoxx 50.

En primer lugar, analizando el cuadro (V.1) esrggante observar que no hay activos con
curtosis inferior a tres para rendimientos diadagemanales. Ademas, un 44% y un 76%
tienen curtosis comprendida en el intervalo [3,9] el caso diario y semanal

respectivamente. En el caso de rendimientos didrays una importante cantidad de

activos con una curtosis extremadamente alta (&), 2@ebido a, desde nuestro punto de
vista, datos andmalos. En el caso semanal estemiaje es de un 14%, menor aunque
relevante. Para evitar este problema, se elimilogrendimientos mayores del 15% de la
informacion diaria, cuadro (V.2), y se observa qe€86% de las acciones tiene una

curtosis entre 3y 9 y solo el 14% una curtosi®sopa 9.

Si se observan los datos semanales, el porcerdgageaiones con curtosis entre 3y 9 es
del 76% sin quitar ningun dato y se eleva a 86%lialinar los rendimientos mayores al
15%, de manera analoga a lo que ocurria en el d@sm pero con una importante
diferencia, ya que en el caso semanal el 70% dackdbgos tienen una curtosis cercana a 6.
En el cuadro (V.3) se presentan los datos semaakeimando los rendimientos mayores
del 50% y se observa que el 48% tiene una cureydgie 6 y 9 y un 38% tiene curtosis
entre 3 y 6, mientras que solo un 14% tiene cwtesperior a 9. Con respecto a la
asimetria se ha llevado a cabo el contraste deowfitt (1945) obteniéndose los resultados
mostrados en el cuadro (V.4). Se observa que pgatdsis nula, de simetria en los
rendimientos diarios, es aceptada para valoresddatlistico entre —1,96 y 1,96. Hay que

sefialar que un valor negativo del estadistico maplina asimetria positiva y viceversa.
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Se observa que solo 10 de los 50 valores muestiaretsia para los rendimientos diarios

y solo 1 en el caso de rendimientos semanale® &imminan los rendimientos superiores
al 15%, cuadro (V.5), entonces son 8 los valoreglee rechazan el test en el caso diario
y ninguno en el caso semanal. Se concluye por tanéouna distribucién valida para
ajustar los valores debe tener una curtosis enye93y lo que es mas importante, la
asimetria no es una condicion necesaria en edtébd@on. Esta situacion hace que las
distribuciones TSP y TSB en sus diferentes forrmaan unas candidatas adecuadas para

llevar a cabo el proceso de ajuste, véase figurBb)\y comentarios.

Diario Semanal Diario Semanal
Valor | Curtosis| Asim. | Curtosis| Asim. | Valor | Curtosid Asim. | Curtosis| Asim.
TAL |1191,12| -0,24 450| -0,24| DCX 4,28| -0,22 4,28 -0,22
RD 584,16 0,87| 131,63 0,87| PHIL 7,64 -0,35 5,07| -0,35
SQA 5,48| -0,19 4,40 -0,19| EXAF 912,21 -9,46( 190,24| -9,46
TEF 8,36| -0,42 5,80 -0,42| TIT 18,85( -0,32 6,09| -0,32
NOKP 8,36| -0,45 6,52| -0,45( CRFR 30,78 -0,32 5,96| -0,32
SCH 8,94 -0,30 6,50| -0,30( RWE 8,39 0,08 6,21| 0,08
ENI 4,54| -0,36 4,84 -0,36] UC 21,51 0,93 11,07| 0,93
SIE 7,36 -0,22 6,18 -0,22| LE 1026,73| 1,24 217,21 1,24
EOA 7,49| 0,14 4,91 0,14| REP 11,01y -0,02 5,38| -0,02
BNP 6,61 -0,31 6,77 -0,31| BAY 28,00( -0,13 7,05| -0,13

ING 10,99 -0,66 9,34] -0,66] BSN | 1907,51 1,09] 391,05 1,09

BBVA 9,93| 0,00 6,85 0,00f ORAF | 1670,91 -0,10 5,48( -0,10

DTE 511 0,01 4,50 0,01| ELE 9,89| -0,36 6,38| -0,36
DBK 7,78] -0,50 6,48| -0,50| IBE 10,61| -0,04 6,51| -0,04
SGE 9,80 0,06 6,10 0,06 MUV2 10,52| -0,26 7,92 -0,26
FTEL 6,90| -0,23 6,03] -0,23] AIR 6,31| -0,02 5,39| -0,02
ALV 10,94 -0,36 6,53 -0,36] GOB 12,85 -0,22 4,80| -0,22
AAB 8,92| -0,18 6,90 -0,18| LVMH 12,58 0,13 6,88 0,13
MIDI 8,13 -0,15 9,11] -0,15] CRDA 6,73] 0,32 7,16] 0,32
UNIL [ 1615,77] 0,00f 322,86 0,00 AGN 236,40 -0,45 6,77| -0,45
BAS 6,66/ -0,20 4,41 -0,20( SPI 5,12 -0,07 4,06| -0,07

G 605,63| -0,12 6,58| -0,12| LFG | 1049,79 -0,09| 221,64| -0,09

MEV 11,96| -0,03] 10,40 -0,03] CGE 29,56 -1,34| 21,06| -1,34

SAP 11,63 -0,04 591 -0,04] AH 421,19 -9,54| 205,65| -9,54

ENEL 8,02 -0,47 6,68 -0,47| TIM 520 0,17 4,81 0,17

Cuadro (V.1) Curtosis y asimetria para todos ldegla

278



Generalizaciones de la distribucién biparabdlica:
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo V
Diario Semanal Diario Semanal

Valor | Curtosis| Asim.| Curtosis Asim. | Valor | Curtosi§ Asim. | Curtosig Asim.
TAL 4,979 -0,115( 3,875 -0,014 DCX 4,281 -0,084 279 0,014
RD 6,860 -0,264 5,723 0,191 PHIL 6,838 -0,437 5,7670,091
SQA 5,426 -0,024 4,878 0,132 EXAF 794,8110,10| 510,73| -20,58
TEF 5,614 0,141 7,064 0,578 TIT] 9,42 -0,275 8,3p®,381
NOKP | 7,975 -0,307| 9,730 -0,872 CRFR 6,202 -0,082 5,300,151
SCH 8,293 -0,077 8,626 0,284 RWE 7,114 0,276 7,896,326
ENI 4,544 -0,015( 4,882 -0,171 ucC 11,6%6 0,829 6,780,595
SIE 7,000 0,075 8,962 0,448 LE 9,690 0,080 11,01296®m
EOA 6,466 0,044 7,072 -0,18p REIP 7,045 0,423 4,386,088
BNP 6,616 0,125 6,149 -0,524 BAY 29,957 0,842 5,6PD,256
ING 11,000 | -0,119 11,697 0,166 BSN 6,815 -0,019 1%,4 -0,140
BBVA 8,838 -0,007| 6,004 0,472 ORAF 5,114 -0,027 5,417 ,129
DTE 5,117 0,074 4,050 -0,138 ELE 5,869 -0,099 4,234,094
DBK 7,439 -0,135( 6,391 -0,231 IBE 6,928 -0,002 3,56 0,221
SGE 6,993 0,032 6,392 0,008 MUVY29,850 | -0,089 11,161 0,54y
FTEL 6,912 0,416 8,610 0,928 AIR 5,53b 0,116 5,708,265
ALV 8,733 -0,048( 8,028 0,226 GO-H 12,633 -0,467 89,2 -2,404
AAB 8,896 -0,100( 6,827 0,089 LVMH 6,592 0,274 6,596| -0,099
MIDI 7,617 0,036 6,318 -0,310 CRDA 6,747 -0,1p8 644| 0,309
UNIL 9,849 -0,130( 12,877 0,018 AGN 10,893 -0,179 768, | 0,014
BAS 5,841 -0,028 6,658 0,287 SP 5,123 0,178 5,190,448
G 11,384 0,117 4,958 0,278 LFG 4,850 0,916 6,398,168
MEV 12,174 0,422| 10,260 0,529 CGE 27,996 -0,897 5%, 0,201
SAP 11,269 0,085 7,346 0,268 AH 508,43173:294 22,010 | 1,879
ENEL 8,031 -0,540f 6,291 -0,51) TIM 5,201 0,2p2 6,20 0,222

Cuadro (V.2). Curtosis y asimetria de los valore$ ithdice Eurostoxx 50 eliminando |

rendimientos mayores que el 15%.
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Capitulo V
Semanal Semanal

Valor | Curtosis| Asim. | Valor | Curtosis| Asim,
TAL 4,50( -0,24| DCX 6,68| -0,47
RD 5,37 -0,22| PHIL 4,28 -0,22
SQA 4,40| -0,19( EXAF 507| -0,35
TEF 5,80 -0,42( TIT 10,36| -0,69
NOKP 6,52| -0,45| CRFR 6,09 -0,32
SCH 6,50, -0,30( RWE 5,96| -0,32
ENI 4,84 -0,36f UC 6,21 0,08
SIE 6,18| -0,22| LE 11,07 0,93
EOA 4,91| 0,14| REP 7,91 0,04
BNP 6,77| -0,31| BAY 5,38 -0,02
ING 9,34| -0,66( BSN 7,05 -0,13
BBVA 6,85| 0,00 ORAF 4,61| -0,04
DTE 4,50| 0,01| ELE 5,48 -0,10
DBK 6,48| -0,50| IBE 6,38| -0,36
SGE 6,100 0,06| MUV2 6,51| -0,04
FTEL 6,03| -0,23| AIR 7,92| -0,26
ALV 6,53 | -0,36| GOB 5,39 -0,02
AAB 6,90| -0,18( LVMH 4,80 -0,22
MIDI 9,11 | -0,15| CRDA 6,88 0,13
UNIL 7,67| -0,18( AGN 7,16( 0,32
BAS 4,41 -0,20| SPI 6,77 -0,45

G 6,58 -0,12| LFG 4,06| -0,07
MEV 10,40| -0,03| CGE 3,92 -0,11
SAP 5,91f -0,04| AH 10,21| -0,12
ENEL 6,68 -0,47| TIM 17,76 0,24
Cuadro (V.3) Curtosis y asimetria para los valatel
Eurostoxx 50 eliminando los rendimientos superigres
al 50%.
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Valor Diario | Semanal Valor Diario Semanal
TAL 2,17 0,43 DCX 0,36 0,12
RD 0,08 -0,77 PHIL 1,41 -1,07
SQA 1,54 -0,56 EXAF 0,33 -0,40
TEF 1,78 1,00 TIT -1,63 -0,66
NOKP 2,61 2,62 CRFR 2,07 -0,14
SCH 1,53 1,65 RWE 1,30 -0,37
ENI -0,37 | -0,35 ucC -0,24 0,07
SIE -0,32 | 0,20 LE 0,58 -0,72
EOA 2,26 -0,05 REP 1,66 -0,33
BNP 0,31 -0,01 BAY 0,94 -0,59
ING 2,40 -0,44 BSN 1,23 -0,24
BBVA 1,31 1,93 ORAF 2,04 -0,15
DTE -0,51 | -0,83 ELE 2,08 -0,39
DBK 0,70 -0,48 IBE 1,27 -0,57
SGE 1,03 -0,28 MUV2 0,80 0,35
FTEL -0,13 | -0,22 AIR 0,95 -0,06
ALV 0,70 0,41 GOB 1,27 0,60
AAB 2,26 -0,49 LVMH 0,60 -0,79
MIDI 0,24 -0,83 CRDA 0,81 -0,28
UNIL 0,19 -1,04 AGN 2,11 -0,13
BAS 1,72 0,37 SPI -0,49 0,57
G -0,05 | 0,07 LFG 0,31 -0,84
MEV 1,50 -1,03 CGE 0,13 0,48
SAP 2,98 0,47 AH 1,59 -0,46
ENEL -0,04 | 0,15 TIM 0,61 0,10

Cuadro (V.4) Test de Wilcoxon para los valores El@lostoxx 50

usando todos los datos.
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Valor | Diario Semanal Valor | Diario | Semana
TAL | -0,025 -0,107 DCX | 0,365 0,160
RD 0,739 -1,130| PHIL| 1,857 -0,08%
SQAL 1747 | 0,775 | BF¥AF | 0,072| 0,411
TEF | 5073 | 0832 | ™ |o0678| -0379
NOKP | 3,215 0,332 | CRFR| 1,838 -0,39(
SCH 1,742 0,581 RWH 1,006 0,50p
ENI -0,373 0,165 uc 0,176 -0,875
SIE -0,384 -0,013 LE 0,226 -0,07Y
EOA 0,633 -0,045 REP| 1,606 0,86l
BNP 0,312 -1,253 BAY| 1,31% -0,873
ING 2,396 0,308 BSN | 0,764 0,648
BBVA 1,725 -0,240| ORAH 0,164 0,423
DTE -0,515 0,635 ELE| 2,079| 0,468
DBK 1,037 -0,379 IBE 1,732 -0,43]
SGE 1,525 0,022| MUV2 0,441 -0,002
FTEL | -0,128 0,606 AIR| 0,950 -1,087
ALV 0,181 -0,232 GOB| 0,974 0,978
AAB 2,316 | -0,449 | LVMH| 0,182| -0,166
MIDI 1,277 -0,407 | CRDA| 0,811 0,889
UNIL 1,810 -0,325 AGN | 1,76¢ -0,721
BAS | 2020 | 0428 | SP' | 0489| 00974

G 0,324 0,290 LFG| 0,234 -0,03L

MEV- | 5127 | 1124 | ©CF | 0.206| 0,807
SAP 2,495 0,901 AH 1,009 -0,868
ENEL [ -0,039 0,429 TIM| 0,614 0,219
Cuadro (V.5). Test de Wilcoxon para los valores |del
Eurostoxx 50 eliminando los rendimientos superiaids
15%.
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V.2.2. Diferentes ajustes del indice DJ Eurostoxx50.

Tal y como se indico en el apartado V.1 dedicada presentacion de la distribucion
biparabdlica y la distribuciéon TSP adaptadas alitmflmanciero, estas distribuciones, asi
como sus respectivas asintoticas, parecen seregexeslcandidatas para su aplicacion en

el mercado financiero.

Por ello en este epigrafe se pretende aplicar slidisribuciones, junto a otras, para el
ajuste del indice bursatil EuroStoxx50 que fue em&sdo con anterioridad. Las
distribuciones usadas son la distribucion TSP(1@W), la distribucion TSP Fast, la
distribucion TSP, la distribucion TSB la distribucion ATSB, la distribucién normal, la
distribucion Laplace, la distribucion beta y lastdbuciones TSPy TSB. En el cuadro

(V.6) se establece la nomenclatura que se seguodaago del epigrafe y se describen

cada una de las distribuciones citadas.

DISTRIBUCION DESCRIPCION

TSP(-100,100) Distribucién TSP simétrica que tormmae valores extremos el -100
y el 100.

TSP Fast Distribucién TSP ajustada por el proceshioi rapido

TSR Distribucién TSP generalizada de una rama.

TSB, Distribucién biparabdlica generalizada de una rataabién notada
como BPG.

ATSB Distribucién biparabdlica asintética

ATSP Distribucién TSP asintotica. Distribucion deplace

Cuadro (V.6). Aclaracion de la nomenclatura.
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Antes de proceder a la descripcidn detallada dea oad de las distribuciones asi como del
proceso del ajuste en cada uno de los casos, leateqar en cuenta que se va a trabajar,
en todo momento, con datos depurados, es decisguman eliminado los rendimientos
superiores al 15% y que se consideran, por otim l@dco escenarios diferentes recogidos
en el cuadro (V.7).

ESCENARIO 1 | Trabajar con los ultimos 1000 datos

ESCENARIO 2 | Trabajar con los ultimos 500 datos

ESCENARIO 3 | Trabajar con los ultimos 250 datos

ESCENARIO 4 | Trabajar con datos semanales

ESCENARIO 5 | Trabajar con todos los datos

Cuadro (V.7). Escenarios posibles en la aplicapr@atica

En los cuadros (V.8), (V.9), (V.10), (V.11) y (V) 2djuntados en el anexo C, se recogen
las caracteristicas principales de cada uno devdtmes pertenecientes al indice DJ
Eurostoxx 50 para cada uno de los citados escen&e recoge para cada valor su media,
su desviacion tipica, sus coeficientes de asimgtda curtosis, el estadistico del test de
Wilcoxon y el valor critico de dicho test. El as#i de dichos cuadros conlleva los

siguientes comentarios:

* Trabajando en el primer escenario, con 1000 datds,un 10% presentan curtosis
claramente superior a 9, no existe ninguna curtio$ésior a 4 y ninguno de los

activos presenta asimetria.

* En el segundo escenario, trabajando con 500 dsdds,un 6% presenta curtosis
claramente superior a 9, el 22% tienen una curasie 3 y 4, el 16% esta entre
3,5y 4y el resto tiene una curtosis entre 4 Nidguno de los activos presenta

asimetria
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* En el tercer escenario, con 250 datos, solo un d&s, activos, presenta un
coeficiente de curtosis claramente superior a 96% tienen curtosis entre 3 y 4,
un 30% tienen curtosis entre 3,5 y 4 y solo un 2&senta curtosis inferior a 3.

Ningun activo presenta asimetria

 Con datos semanales, en el cuarto escenario, sol@4&o presenta curtosis
claramente superior a 9, solo un activo, el 2%etieurtosis entre 3 y 4. Ningan

activo presenta asimetria

e Por ultimo, con todos los datos, quinto escenanp22% presenta una curtosis
superior a 9, no existe ningun activo cuya curtegia inferior a 4 y un 14%

presenta asimetria.

En consecuencia, se concluye que el efecto delmtonde datos sobre la curtosis y la

asimetria es claro ya que se produce un aumerdmbes. Véase cuadro (V.13).

CURTOSIS
ASIMETRIA

<4 >9

ESCENARIO 1 (ultimos 1000 datos) 0% 10% 0%

ESCENARIO 2 (ultimos 500 datos) 22% 6% 0%

ESCENARIO 3 (ultimos 250 datos) 48% 4% 0%

ESCENARIO 4 (datos semanales) 2% 146 0%

ESCENARIO 5 (todos los datos) 0% 22% 14%

Ur

Cuadro (V.13). Resumen de los resultados obtenétiofos cuadro
(v.8), (V.9), (V.10), (V.11) y (V.12)

Se procede, ahora si, a la realizacion de los egugtie son recogidos en los cuadros
(V.14), (V.15), (V.16), (V.17) y (V.18). A conting@n, se presenta un breve comentario
del proceso de ajuste para cada una de las dties que sirve, a su vez, como
descripcion detallada de cada una de las distonesi aplicadas.
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Distribucién TSP(-100,100): En primer lugar, hay que sefalar que se hara a$o d
logaritmo de los rendimientos de los precios quexa@ara coma y se calcula como

r= Iog(p/ po). Asi pues la distribucion de los rendimientos musedr ajustada mediante

una distribucion TSP en el intervaloa(-a), o que seria equivalente a decir que
s=(r-a)/2ase distribuye segin una distribucion ST@Pj. Noétese que se ha

seleccionado un intervalo simétrico para asi cungpln una de las caracteristicas propia
de las distribuciones empiricas. En general, sel@adirmar que cuanto mayor sea el
valor de a, en relacién con los rendimientos, negjageran los resultados. Una buena
eleccion es tomar a=10 ya que es equivalente artehtagaritmo de los rendimientos de

10000% y a multiplicar, o dividir, el precio pet” = 3100°.

La seleccion de un valor grande aléiene otras consecuencias interesantes ya que como

0, =0, /2a, un valor grande de implica un valor pequefio de,, lo que a su vez

significa un valor grande de Por otro lado, la media dem, es préxima a cero, y como

m. =m /2a, la media des, ms, serd préxima a cero. Por lo tanto, se puede lasar

aproximaciones M =t" y n= para estimar los parametros de la distribuciéon

r
V2o
STSP(M,n), obteniéndosd =m, =m, /2a y n=1/0.+/2 =2a/0,~/2.

La distribucion TSP FAST: Es analoga a la distribucién anterior solo que seo

optimizan los extremos sino Unicamente se optimiasparadmetrod y n.

La distribucion TSP: De manera analoga a las anteriores, se parteMde y

n= ZOQ/O\/E , Y se optimizan tanto los extremos como los patdse y M.

La distribucién BPG1: Se toma un valor de muy grande, por ejemple=1000, y se

optimizan por maxima verosimilitud los cuatro paedros.
La distribucion Normal: Se aplica el procedimiento de maxima verosimilitud.

La distribucion Laplace: Se obtiene de manera inmediata
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La distribucion beta: No tenemos primeras estimaciones para los paréasetr

La distribucion Cauchy: Se obtiene de manera inmediata pero no se lognanols

resultados.

La distribucion TSP, y la distribucion TSB,: Se toma el valor de la media como moda y

se dividen los datos en dos partes, la posteriarayterior de la moda. Para cada rama se
ajusta una ley o parabola. El intervalo es (-100eant00+moda) y se toma como valor de

n inicial n=100*(1+media(rama)). Finalmente se aplica el pdonéento de maxima

verosimilitud.

Una vez presentadas cada una de las distribucipies procedimientos de ajuste se
procede a comentar los resultados obtenidos. Euadro (V.14), (V.15) y (V.16) se
presentan los ajustes realizados usando 1000, 5ZBOydatos respectivamente. En el
cuadro (V.17) se recogen los ajustes realizadosdasdatos semanales y finalmente el
cuadro (V.18) recoge los ajustes obtenidos medinieo de todos los datos. Todas estas
cuadros se adjuntan en el anexo C. Los valoresmuéxdel test de Kolmogorov Smirnov
es 0.0358, 0.0544, 0.0767, 0.0450 y 0.0767 resfaawtnte para el caso de 1000 datos,

500 datos, 250 datos, datos semanales y todoatos.d

La informacion que se desprende de dichos cuadnedagsintetizada en los cuadros

(V.19), (V.20), (V.21), (V.22) y (V.23) que presant de manera resumida, los ajustes
obtenidos usando 1000 datos, 500 datos, 250 da&bss semanales y todos los datos
respectivamente. Tras un analisis exhaustivo sdepaencluir que los mejores ajustes se
logran con la distribucion biparabdlica y la distrcion TSP. En todos los casos, excepto
cuando se usan todos los datos, se consiguen bugnetes obteniendo ambas

distribuciones en mas del 80% de los valores yebe defialar que en algunos casos, casi
todos los valores son explicados por una de eggaitbdciones. Resulta interesante que la
distribucion TSP ofrece una gran variedad de agust@ples y que en algunos casos la

distribucion Laplace, asintética de la TSP, ofrexsiltados interesantes.

287



Generalizaciones de la distribucién biparabdlica:
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Capitulo V

Se puede comprobar que en los ajustes con datanabkys y con 500 y 250 datos, las
distribuciones que ofrecen mejores resultados &arSB y la ATS En principio la TSB
seria un caso particular de la distribucion F$Bel hecho de que esta ultima ajuste en
menos casos que la T§Brer cuadros (V.20) y (V.21), puede deberse aukemlcia de
asimetria y a las dificultades del ajuste cuandste&x demasiados parametros ya que

resulta mas complicado buscar unos parametrosiiescadecuados.

Con todos los datos, practicamente las Unicasillistones que siguen funcionando,
ajustando en un 46% y un 44% de los casos, sosB ¥ la ATSB. Es evidente que a
medida que se aumenta el niumero de observaciose#taranas dificil ajustar una
distribucion a los datos empiricos. Esto pueder estacionado con los problemas que se
presentan en la prediccion a largo plazo y tambgposible que a lo largo del tiempo la
distribucion vaya cambiando de parametros o inctiusouna distribucidn sustituya a otra.

DISTRIBUCION | VALORES % DISTRIBUCION | VALORES %
TSP(-100;100) 45 90% TSP(-100;100) 38 76%
TSPF 30 60% TSPF 14 28%
TSP 39 78% TSP 34 68%
TSB, 40 80% TSB, 47 94%
NORMAL 0 0% NORMAL 35 70%
LAPLACE 39 78% LAPLACE 36 72%
BETA 0 0% BETA 2 4%
CAUCHY 4 8% CAUCHY 2 4%
TSP, 46 92% TSR, 40 80%
TSB, 45 90% TSB, 36 72%
ATSB 40 80% ATSB 47 94%
Cuadro (V.19). Resumen de los |Cuadro (V.20). Resumen de los
valores que pasan el test usando 1000 valores que pasan el test usando |500
datos para cada wuna de |las|datos para cada wuna de |as
distribuciones distribuciones
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DISTRIBUCION | VALORES| % DISTRIBUCION | VALORES| %
TSP(-100;100) 43 869 TSP(-100;100) 41 82%
TSP F 21 42% TSPF 26 52%
TSP, 40 80% TSP, 41 82%
TSB, 48 96% TSB, 42 84%
NORMAL 47 94% NORMAL 5 10%
LAPLACE 41 82% LAPLACE 41 82%
BETA 11 22% BETA 0 0%
CAUCHY 39 78% CAUCHY 10 20%
TSP, 46 92% TSP, 42 84%
TSB, 42 84% TSB, 41 82%
ATSB 49 98% ATSB 42 84%
Cuadro (V.21). Resumen de los Cuadro (V.22). Resumen de los
valores que pasan el test usando |2¢ valores que pasan el test usa
datos para cada una de |a datos semanales para cada una de
distribuciones las distribuciones

DISTRIBUCION | VALORES | %
TSP(-100;100) | 14 28%

TSPF 4 8%

TSP, 10 20%

TSB, 23 46%
NORMAL 0 0%
LAPLACE 10 20%

BETA 0 0%

CAUCHY 0 0%

TSP, 11 22%

TSB, 11 22%

ATSB 22 44%
Cuadro (V.23). Resumen de los
valores que pasan el test usando todos
los datos para cada una de |las
distribuciones
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V.2.3. Un procedimiento de ajuste simplificado: El caso DJ]

Eurostoxx50.

En este epigrafe se presenta un nuevo procedimientguste que permitiria elegir la
distribuciéon subyacente de una manera més rapwampda. El procedimiento limita el
proceso de ajuste a tres distribuciones: la distidn normal, la distribucién biparabdlica
asintotica (ATSB) y la asintotica de la TSP (AT$Bg resulta ser la distribucion Laplace.

Asi pues la norma a aplicar sera que cuando lasiarvarié entre [0;4] se ajusta con la
distribucion normal, cuando la curtosis varia en{re5,5] se ajusta mediante la

distribucion ATSB y si es mayor que 5,5 se ajustala distribucién Laplace.

En los cuadros (V.24), (V.25), (V.26), (V.27) y 28), adjuntados en el anexo C, se
recogen los ajustes realizados usando 1000 d&i@gjdios, 250 datos, datos semanales y
todos los datos respectivamente. Ademas tambiémaseaealizado el contraste de
Kolmogorov y se comprueba que se acepta en el ®¥bsdcasos cuando se utilizan 250
datos, en el 88% de los casos con 500 datos, @fPelde los casos con 1000 datos, en el
74% de los casos con datos semanales y que desdiasth el 32% si se usan todos los

datos.
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V.3. CONCLUSIONES

El estudio del indice de valores DJEurostoxx50 lamido establecer que el
comportamiento de los rendimientos de los activnantieros tiene como principales

caracteristicas:

1. Simetria. El test de Wilcoxon no detecta asime&$ty permite aceptar la asuncion
de que las distribuciones subyacentes pueden sgtrgias, hipotesis que fue
sefialada como razonable por el profesor Bronzi®§j9véase Zimmerman y
Harfner (2004)

2. La curtosis ocupa un rango entre 3 y 9 en térmgemerales, dentro de este rango
de curtosis se mueven diferentes distribucionesoceom la distribucion TSP y la
distribucion TSB. Esto puede explicar que en lactcd estas sean las
distribuciones que mejor ajustan a los datos. Par lado, se ha de sefialar que
estos ajustes suelen ser mas sencillos que losesjue otras distribuciones
alternativas a la normal que se han presentada iatrbduccion de este capitulo.

3. Los resultados de los ajustes resumidos en losrasigy.16), (V.17), (V.18),
(V.19) y (V.20) sittan a la distribucion TSB y adéastribucion ATSB como las
mejores distribuciones para simular la distribucsdibyacente al rendimiento de
los activos financieros

4. La existencia de una distribucion asintotica (ATSBara la distribucion
biparabdlica (TSB) permite conjeturar la posibitidde que se pueda elicitar una
distribucion TSB a partir de tres cuantiles y ladaodel mismo modo que Kotz y
van Dorp (2006) presentan en su trabajo para laapB&®/echando el hecho de que
la distribucidon asintética de la TSP es la distribn de Laplace.

5. Los ajustes simples presentados en el apartadoyw.@cogidos en los cuadros
(V.21), (V.22), (V.23), (V.24) y (V.25), resultarfieaces en la mayoria de los

casos.
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Acepto ATSB ATSP NORMAL
1000 datos 3078,0% 10| 25,6%| 29| 74,4% 0| 0,0%
500 datos 4488,0%| 24| 54,5% 9| 20,5% 11| 25,0%
250 datos 47 94,0% 15| 31,9% 8| 17,0% 24| 51,1%
Datos semanales 3774,0% 9| 24,3% 27| 73,0% 11 2,7%
Todos los datos 1632,0% 7| 43,8% 9| 56,3% 0| 0,0%

Se puede concluir que a medida que aumenta el oUderdatos el procedimiento

funciona peor, pero ademas de ser l6gico, ocumdantas las distribuciones y puede estar
explicado por el hecho de que a largo plazo laidistion subyacente cambia cuando el
numero de datos disminuye (1000, 500, 250) loslteetas son satisfactorios. Con 500
datos la que mejor funciona es la distribucion AT&@ 1000 datos la ATSP y con 250

datos funciona bien la distribucién normal, a pekala curtosis.
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La memoria que nos ocupa, dedicada al estudiosdgelaeralizaciones de la distribucion
biparabdlica y a sus aplicaciones en el ambitanfirexo y el campo de la valoracién, esta
integrada por cinco capitulos, ademas de un cagittdoductorio y el presente capitulo

de conclusiones.

Las aportaciones fundamentales de esta memorianguegbuestas a continuacion:

* Presentacion de la distribucion biparabolica carazda principalmente por que
su funcion de densidad es derivable en la modao§amente, esta distribucion
resulta ser la marginal de la distribucion pirarhilaque afiade relevancia al
estudio de la distribucion a la vez que abre urevalinea de investigacion.

» Analisis profundo de la aplicabilidad de dicha il®tcion en el método de las dos
funciones de distribucion.

* Andlisis y comparacion del comportamiento de ldriiscion biparabdlica y la
distribucion STSP, van Dorp y Kotz (2002.a) en ktadologia PERT.

* Generalizacion de una rama de ambas distribuciamestir del sistema generador
de van Dorp. Desarrollo de una nueva herramienigederalizacion de dos ramas
que da lugar a distribuciones pentaparamétricdaseque cada una de las ramas, a
uno y otro lado de la moda, obedecen a una furggderadora diferentes.

* Extension del método de las dos funciones de blistibones con dos indices.
Aplicacion de la herramienta matematica copula phkraconstruccion de
distribuciones conjuntas usando como distribucidéargimal las distribuciones

biparabodlica y STSP. Estudio y aplicacion de lgsutas mas relevantes.
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» Adaptacion de la distribucién biparabodlica y latdmicion TSP al ambito
financiero. Construccion de sus distribuciones tatitas. Analisis del
comportamiento de la curtosis de dichas distrim&soen comparacion con la
distribucion Normal, la distribucion Laplace vy lstiibucion beta.

» Distintos ajustes de los rendimientos financieredas valores pertenecientes al
indice bursatil DJ Eurostoxx 50 mediante las distriones biparabdlica y TSP,
sus distribuciones asintéticas y otras distribueode interés.

* Desarrollo de un procedimiento de ajuste simplifccdasado en el coeficiente de

curtosis.

Cada uno de los capitulos descritos finaliza corepigrafe en el que se resaltan los
resultados principales, por lo que es razonableajueste capitulo de conclusiones se
pretenda ser breve y se remite al lector interesada lectura de las conclusiones
comentadas en los capitulo previos. Bajo esta @@ sg presenta, a continuacion, lo que
puede ser considerado como los resultados masesatges de este trabajo de

investigacion.

1. Se ha construido de forma geométrica y a partisgétma generador de van Dorp
y Kotz la distribucién biparabdlica, generalizangl@suna y dos ramas potenciales
(TSB;, TSB, o también BPG y BPG). Se ha demostrado que existe una
distribucion asintética de la TSB simétrica y senmado como ATSB. Todas
estas distribuciones se dan a conocer por primezaem esta memoria analizando
su comportamiento en el &mbito del PERT, del méeldas dos funciones de
distribucion y en el financiero.

2. Segun los resultados obtenidos en el capitulcaldistribucion biparabdlica es la
méas adecuada para ser utilizada en el ambito d&TPbajo los criterios
presentados por Taha (1981) y desarrollados paeHas (1989).

3. Pasar de ambiente de incertidumbre a un ambieniesgo, es decir determinar la
funcion de densidad del fendmeno objeto de estuai@artir de los valores
habituales 4, my b) en el caso de que la distribucién subyacente @ezmntenga
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mas de tres parametros no es posible salvo quse [B) impongan restricciones a
los parametros de la distribucion subyacente, 2pidan mas datos al experto
subjetivo o normativo, es decir se lleve a cabpreteso de elicitacion. En esta
memoria se han conseguido avances importantes lemsdimeas. En la primera se
ha demostrado que las subfamilias mesocurticaswadanza constante derivadas
de la distribucion BPGtienen un comportamiento mas homogéneo que las
derivadas de la distribucion TSP. Ademas, se demuegue existe una
distribucion TSB clasica, como interseccion deulafamilia de varianza constante
y la subfamilia mesocurtica. En la segunda lineda® presentado interesantes
métodos de elicitacion con preguntas que son féaciten interpretables por el
experto en relacion al fendmeno de estudio y dascile implementar en el
modelo estadistico.

Se han construido copulas en ambiente de incerbdeihie que permite utilizar el
método de las dos funciones de distribucion de om@aera completamente
novedosa a los intentos anteriores a esta memtwfa,resultados en las
aplicaciones practicas son satisfactorios.

Los procesos de elicitacion y su aplicaciéon prachtian permitido situar el método
de las dos funciones de distribucibn como un méttelwaloracion que sita su
“acuracidad” por encima del método sintético, reémdo sus cualidades para ser
utilizado en ambiente de incertidumbre.

Un resultado curioso, es que la distribucion bipdliaa, construida de forma
geométrica, resulta ser, inesperadamente, la llisibn marginal de la
distribucion piramidal presentada por Herreria®2@005).

La TSB, (BPG) tiene una distribucién asintética que resultansés apuntada que
la distribucion de Laplace, asintética de la dtcibon TSP cuando ambas
distribuciones tienen la misma varianza, incremeiide la diferencia en el
apuntamiento a medida que aumenta la varianzanSelgtomportamiento de las
series financieras esta es una buena caracteriigtia ATSB que la convierte en
una distribucion especialmente adecuada paratahtr@nto de las mismas. Se ha
comprobado que la distribucién beta carece deilolistion asintética.

295



Generalizaciones de la distribucién biparabdlica:
Aplicaciones en el ambito financiero y el campo de la valoracion.

Conclusiones y lineas de investigacion

8. La ATSP tiene una curtosis igual a 5,04 que laas#atre la normal, (3) y la
Laplace (6).

9. Se han generalizado a una y dos ramas la distébuigiparabdlica y la TSP
construyéndose mixturas de distribuciones TSP y y$Bra todos estos casos se
han desarrollado procesos de elicitacion. Se hapaamado que todas estas
herramientas son de gran utilidad en el &mbitaigbdo de las dos funciones de
distribucion y que abren nuevas posibilidades dieapones practicas.

10.Las aplicaciones de la TSB, y la TSB de la ATSB como distribuciones
subyacentes en el ambito financiero han puesto atefiesto una gran capacidad
de ajuste a los datos empiricos que las sitGaraemayoria de los escenarios
estudiados para el caso concreto del indice deesl®J Eurostoxx 50, por encima

de las distribuciones usadas habitualmente.
En cuanto a las lineas de investigacion abiertssadan:

1. La distribucién biparabdlica generalizada de dawaw (BPG 0 sus siglas en
ingles TSB) permite tener exponentes distintos en cada untaslegamas. Se
considera interesante estudiar el desarrollo deeshque permita contrastar la

hipétesis nula de igualdad de exponen(lel%:nl—n2 :O) dados unos datos
concretos para el ajuste y tratar de relacionavaédr numéricc]nl—n2|con el

coeficiente de asimetria intentando poner en r@haei test propuesto con el de
Wilcoxon.

2. Enun reciente articulo de Kotz. y van Dorp (2086ha establecido un interesante
procedimiento par elicitar una distribucion T8§R{b,n) a partirde tres cuantiles,

a, <X, <a,, y la moda, en el que afirman que ninguna otrali@manivariante

continua y unimodal puede ser elicitada por estéodoe La existencia de la
distribucion ATSB hace pensar que la TSB puedaisarbuena candidata a ello y

en la actualidad ya se esta trabajando en esta line
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3. La construccion de copulas tridimensionales y netisional en ambiente de
incertidumbre es un reto que queda planteada amesinoria como culminacion
del capitulo V.

4. Otra posible linea de investigacion es el desarrdi la teoria de opciones
utilizando las distribuciones presentadas en estaona. Puede ser especialmente
interesante en el caso en quez n, es decir para la distribucion BR® TSB).

5. Desarrollar nuevas funciones de densidad acotadasimodales a partir de
funciones generadoras como por ejemplo la funciaoessno o la funcién medio
coseno presentadas en el capitulo I. Especialmetetesante puede ser el caso de

la funcidn generadora cubica que se presenta bexvem

Dada la funcion de densidady(y) =ay®+by*+cy+dsi se imponen las
condiciones: i)p(0) = Qi) p'@ =0;iii)) p'(0)=0;iv) J': p(y)dy =1, entonces se

obtiene: p(y):6(y2—§y3j. Se puede introducir un nuevo parametro de

manera multiplicativap, (y) = k(y2n —% y3”)o aditiva p,(y) = k(yn+2 - % y”*?’).

20

15 /

10

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Ejemplo de representacion de una funcion cubica
cona=10,b=5,c=2 yd=1.
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Calculando el parametrk se obtiene la funcion de densidad para el prodedim

32n+1)(3n+1)
5n+1

multiplicativo p,(y) = (yz" —%y3") paran> 1y en el procedimiento

3(n+3)(n+4)

n+2 _ n+3 > . | |
n+6 (y %y ) para n>Q Si se analiza e

aditivo  p,(y) =

comportamiento del punto de inflexion se observae gen el primer caso

Xy =1 _1comprobéndose que: i)imx, = ; 1ii) Iirqx0 :%. Mientras que en el
. 3(n+1) i
segundo caso, para el esguema aditiyozs ———= y se comprueba que: iim x =3 )
g p q 0% > gy ) prueba que: iyn x, = 3/

i) [!T)XO :%.

Por lo que en el esquema aditixg = x,(n es)una funcion creciente ent6$+oo) y en el
esquema multiplicativoc, = x,(n €s una funcion creciente ent(Q+oo).En definitiva el
comportamiento del punto de inflexion en funcién meguede hacer pensar que la
distribucion generada a partir dg(y)y de p,(y) cubre un rango de curtosis adecuado

para la aplicacion de ambas en el ambito financiero

6. Los procedimientos de elicitacion desarrolladosesta memoria pueden ser el
punto de partida para establecer una escala decidad, o exactitud, entre los
diferentes procedimientos de valoracion. Este éstymbdria constituir una

interesante linea de investigacion.
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[ T M(l+3nl) (L+nZ) (L+2n2)+ (LM (L+nl) (L+2nl) (l+3n2) ] h [ (Z+nl) (Z+2nl] (M(l+anl) (LenZ) (1+2n2) + (L-M (Lenl) (LeZnl) (l+3n21)

{1 (1-M) (l+nz) (L+2n2) (2+3n2) ] [1 Mil+3nl) (1+n2) (1+2n2) ]]3 t
- (Z2+n2] (Z+2n02) (1+3n2) TH(l+3nl) (L+n2) (L+2Zn2) + (L-M) (L+nl) (L+2nl) (L+3n2)




Valor esperado de la distribucion STSP |(111.118)

nli-1-nl-M(l+nl) (-1 +n2) +M (nl -n2) n2)
(l+nl) (L+n2) ((-1+M) nl -Mn2)

Varianza de la distribucion STSP |(111.119)
M nz [-1+M) (Z2+Z2MnZ +Mn2 (l+n21) nl(l+nl+Mil+nl) (-1 +n2) +M 02 (-nl +n2131°
(2+nl] (ol -Mnl + Mnz) ¥ ((-1+M) nl -Mnz) (2+ 302 +n2t) (lenli® l+n21E ((-1+M)nl -Mnz)?
Valor esperado de la distribucion SE®RBanday=n; | (111.120)
L+M(-1+m)
l+n
Varianza de la distribucion STSBuandan;=n; [ (111.121)

—ZMi-l+m) +2M (—1l+n)+n
(l+n)t (2 +1n)

Coeficiente de asimetria de la distribucion STSP [(11.122)
ntnz 3nl (-l-nl-M(l+nl) (-1+n2) +M (0l -n2)n2) (-2 (2+n0l) —2M (2 +nl) (-1+n2) =M (2+nl) (-1+n2) nz+ M ml-n2) n2 (l+n2))
[3+nl] (nl -Mnl +Mnd) ) (2+3nl+nlf) (1+n2)1E (2 +n2) (nl-Mnl + Mn2)é B

z2nl? (lenl +Mil+nl) (-1+n2) +M 02 (cnl+n2))®  (—l+M) (6+6HMn2+ 3 n2 (1+n2) + M n2 (2 + 302 +n2h))
+
(lenl)?il+nz)®i(-1+M nl-Mnz)t ((-1+M nl-Mnz) (6+LllnZ+6nzt +nit)

/

[ [ I nZ (—l+M) (2+2Mnz+Mn2 (len2)) nl(l+nl+M(l+nl) (-1+n23+ﬂin2(_n1+n2)j*]]m

(Z+nl) (0l Mol +MnZ)  ((-1+M nl -Mn2) (Z + 302 + nz2t) (L+nl)é (L+nZ)t ((-1+M) nl-NMn2)é




Coeficiente de curtosis de la distribucion STSP | (11.123)

M nlnz nl-Mnl +Mnz)? 3 4(-1+Mnz 6(-1+Minz 4i-1+M*nz (-1+M*nz
+Ml-Mnl) Ml -Mnl+Mn2)” |1+ + + + -
4 +nl 1+n2 2+ n2 3 +n2 4+ n2

6nl’ (nl-Mnl+Mn2) (-2 (2+nl) -2M2+nl) (-1+n2) M (2+nl) (-1+n2) 02+ (nl-n21n2 (1+n021) (L+nl +M (l+nl) (-1+n2) + M nz I:—nl+]:12])2
(L+nliE (2+nl) (1+n2)? (2 +n2)

3nlt (l+nl +M(l+nl) (-1+n2) +M nZ (-nl+nz))? 1

(dnl® ml-Mol+Mnz)f (-1 -nl-M(l+nl) i-1+n2) + 4 (nl -nZ) nz)
(l+nl)®(l+n2it (3+4nl +nl?) (1+n21% (6+ 502 +nzd)

/

(=6 (3+nl) -6M (3+nl) (-1+n2) -3 (3+nl) (-l+n21nZ -1 (3+nlins (-l+nzb + M inl —n2inz (2+3n2 +nzhi))

B g M nz (-1+M) (Z+2HMnz+Mnz (1+n2)) nl(l+nl+M(l+nl) (-1+n2) +Mn2 (-nl+n2))® |
nl® (nl -Mnl+Mnd) + -
(2+nl) (nl-HMNnl+Mnz) [(-1+M1nl -Mn2) (Z+ 3n +nzt) (lanlid(l+n2)f ((-1+M1nl -Mna)e
Valor esperado de la distribucion STSP,BP | (111.134)

EHnl (Z+7nl +3nl5 nzfenl (2+7nl+3nl?) 2+ 7n2) + M (L+2n2) (-3nl® (2+3n21+ 2 (2+3n2+n2 +nl? (-2 -3n2+6n28) +nl (10+ 1502 + 7nzi))
Zi2+7nl+3nlf) (2+n2) (-nl (l+3n2) +M(-1+nl-3n2+3nlns-2n2t))

Varianza de la distribucion STSP-BP | (111.135)
M (l+nl)? (l+2nl) (1+n2) (1+2n2) 1+Minl (3M° (1+n2)1° (2+5n2+2n2") +3 (2+ 902+ 502%) +M (6 + 2702 + 3702 + 14nz%))
(3+nl) (3+20l) (Le3nl) (M(l+n2) (L+202) - (-L+M) nl (1+3n2)) (Z+n2) (9+9n2+ 2028 ml+3nlnZ+Mrl+3nz+ 2nzt-nl (1+ 30210 i

(6Mnl (2+7nl+3nlfynzienl (2+7nl+3nld) (2+7n02) +M (L+2n2) (30l (2+3n2) +2 (2+3n2+n28) +nlf (c2-3n2+6n28) +nl (10+ 1502 + 7n2ty)?
4(2+7nl+3nl8% (2+n2) ml+3nln2 +M(l+3n2+2n2t -nl (1+3n2)))¢

Valor esperado de la distribucion STSP;B&andon;=n, | (111.136)

_EMRf (1+3n) -ni(2+13n+2ln®) + M (—2-1lln-18n°-5n+6nY
ZiZ+7n+3nd) (-nifl+3n +M(-1-2n+ni))

Varianza de la distribucion STSP-B&uanday,=n, | (111.137)

((l+zm) (n° (1+3m° (12+72n+1030" + 41n’) + 1 (cl-2n+n) (lz+72n+103nt+aln®y - aln (L+3m i (-12-60n-45n" +31n° + 260Y + 40
(12+132n+ 523n° + 8800 + 504n* - 104n° - 123n°) + 20 1 (-36- 3961 - 1549 1" - 24360 - 890 + 974n" + 591n%) )} /(4 (94 9n+2nh) (2+7n+3n)" m+n+zﬂn+3ni-ﬂn*)*)




Coeficiente de curtosis de la distribucion STSRB-BP | (111.138)

M (L+nl) (L+e2nl) (5+3nl) (1+n2) (l+2n2)
(5+nl) (5+2nl) (L+3nl) (M(L+n2) (1+202) - (-l+M nl (l+302)7

[1+ 2(-1+M) (1+2102) (2+3n02) 2 (-1+M1% (1+n2) (1+2n2) (4+3n2) L8 (-1+M* (lenz)® (1+2n02) . [-1+M1*[1+n2) (1+ 2021 (5+3n2)
2+ 7n2 + 3nzt &+ 30nZ +19n2t + 3 nz? 94+ 3602 + 2902t + 6 nz? 25+ 90nZ + 47 nz! + Anal
[1- M [l+n2) (1+2n2)
M(l+n2) (1+2n2) - (-1 +M nl (1+3n2)
SEMnl (2+7nl+3nlf 02t +nl (Z+7nl+30l%) (2+702) + M (L+2n2) (-3n0l% (2+302) +2 (2+302+02%) +nl? (-2 -3nZ+6n2%) +nl (10+15n2 + Tnzi) ) ®
16 (2+7nl+3nl81% (2+n21% (nl +3nln2 + M (l+3n2 +2n2f —nl (1 +3n2)))* *

[3 (6Mnl (2+7nl+3nl5) n2f onl (2+7nl+3n1Y) (2+7n02) +M (1+2n2) (30l (2+3n2) +2 (Z+3n2+n28) +nl® (c2-3nZ+6n28) +nl (10+ 1502+ 7nzh1)t

(3+nl) (3+2nl) (L+3nl) (M (1l+n2) (L+202) - (-l+M)nl (1+3n2)) (Z+02) (9+9n2+2n28) (nl+3nln2+M(l+3n2+2n2t—nl (L+3n2)11)
(2 z+7nl+ 30l (2+n2) mle3nlnZ+M(l+3n2+2n2 —nl (l+3n2)))2)+

[ FM (lenli®rleznl) cl+n2) (1+2n2) {-1+Mnl (3mt (1+n2)*(2+5n2+2n22)+3(2+9n2+5n22)+M(5+21n2+3?n2*+14n2933]]/

[2 (6Hnl 2+ 7nl+3nl® nzf +nl (2+7nl+30lY) (2+702) + M (1+2n2) (30l (2+302) +2 (2+3n2+n02") +nl® (-2-3nZ2+6n02") +nl (10+ 1502+ 721

M (L+nly (1+2nl) (4+3nl) (1+n2) (1+2n2)
[E4+nlj [4+2nl) (1+3n0l) M(l+n2) (1+2n2) + (L-Mnl (1+3n2))
(-l+Mnl 36+ 17102 + 93028 + 0N 4+ 1902 + 27028 + 1002 + 30 (12+57n2 +94n2t + 63n2® + 14n2t) M0 (36 + 17ln2+ 20602 +237n2 s+ 88 n2t + 12 n2%))
Z(2+n2) (4+n2) (9+90n2+2n028) Ml+3nlnZ+M(l+3n2+ 202t —nl (L+3n2))) ]]/

((2+7nl+3nl% (2+n2) (-nl (1+3n2) +H(—l+nl—3n2+3nln2—2n22)))]/

M (1+nl)? (1+2n1) (1+n2) (1+2n2) (c1+Mmnl (3M len2)ii2+5n2+2n28) +3(2+9n2+5n28) + M (6 +27n2 +37n2 +14anz)
- + +
(3+nl) (3+2nl) (1+3nl) (M(l+n2) (l+2n3) - (-1 +M 0l (1+3n2)) (Z2+n2) (9+9n2 + 2028 (ml+3nlnZ+M (l+3n2+2n2f -nl (1+3n2)))

(6Mnl (2+7nl+3nlf)nzfenl (2+7nl+3n1%) (2+702) + M (1+202) (30l (2+302) +2 (2+ 302 +n28) +nl? (-2 -3n2+6n28) +nl (10+ 1502 + Tnziin iyt
42+7nl+3nl8? (2+n2)E ml+3nln2+M(1+3n2+2n2 -nl (L+3nz)))°8




Coeficiente de asimetria de la distribucion STSR-BP | (111.139)

ZMY(L+nl) (L+2nl) 4+ 3nl) (1+n2) (1+2n2)
(Z+nl) (d+nl) (L+3nl) (M(L+nz) (Le2nz) - (-1+M nl (L+3nz))

2(-1+Minl (36 +171n2+ 9302 + 9M (4+19n2 + 2702+ 10n2") +3M (12 +57n2 + 94n2" + 63 02" + 14n2%) +M° (36 + 17102+ 296 n2? +237n2% + 88 n2t + 12 nz%1)
(2+n2) (4+n2) (9+9n2+2n28) Ml+3nlnZ+M(l+3n2+2n2t -nl (1+3n21N

(BMnl (Z+7nl+3nl8 028 +nl (2+70nl+30l8) (2+7n02) +M (L+20n2) (-301% (2+302) +2 (2+3n2+n28) +nlf (-2-3n2+6n2%) +nl {10+ 1502+ 7028y ?
(2+7nl+3nl8)? (2+n2)f (-nl (1+3n2) +M (-1l+nl-3n2+3nln2- 2nzat))? *

[s (6Mnl 2+ 7nl+3nlY n2® vnl (2+70nl+ 301" 2+ 7n2) +M (L+2n2) (-3nl (2+302) +2 (2+3n2+n2%) +nl’ (-2-3nZ+ 602" +nl (10 + 1502+ 7nz281))

[ M lanlif(leznl) (1+nz) (1+2n2) [-1+Minl (3n (1+n233(2+5n2+2n223+3(2+9n2+5n223+M(5+2?n2+3?n23+14n23))]]/
(3+nll (3+2nl) (L+3nl) (Mil+n2) (le2n2) - (-1+M nl (1 +3n21) (Z+n2) (9+90Z+2n28) ml+3nlnZ +Mil+3nZ+2n2t-nl (l+3n210)

((Z2+7nl+3nl%) (2+n2) (-nl (1+3n2) +1~1(_1+n1_3n2+3n1n2-2n2*)))]/

M (l+nli® (l+2nl) (1+n2) (1+2n2) (=l+Minl (3M (len2)f (2+5n2+ 2025 +3 (2 + 902+ 502" +M (6 + 2702 + 3702 + 14n2*1)
(3+nl) (3+2nl) (1+3nl) (M(l+n2) (l+2n2) - (-1+Mnl (1+3n21) (Z+n2) (9+9n2+2n28) (nl+ 3nlnZ+M(l+3n2+2n2t-nl (1+3n0211)

(EMRL (Z+7nl+3nld) nztenl (2+7nl+ 3018 (2+702) + M (L+202) (-3nl% (2+302) +2 (2+ 302 +028) +nld (-2-3n2+6n28) +nl (10+ 1502 + Tnzfy it
4(2+7nl+3nl8)% (Z+n2)1t ml+3nlnZ +M(l+3n2+2n2t —nl (1+3n2)))°8

Valor esperado de la distribucion SBP-ESP \ (111.150)

fleznl) (-2 2+ n2+M6+Mnzl szl nz® —3nl (2+Tn2+ N6 +Mnzf + 2002y v (-l+Mnli 2+ 7n2+M 2+ 7n2+ 602817
ZiZ+nl) (2+n2) (l+3nZ+2Mnzt 2 (—1+M nlé (1+3n2) +nl (3+9n2 +6Mnzi))

Varianza de la distribucion SBP-TSP [ (11.151)

M l+nl)® (L+ez2nl) (1+n02) (1+2Zn2)
(3+nl) (3+2nl) (Mil+3nl) (l+n2) (l+2n2) - (-1+M (l+nl) (L+2nl) (1+3n))
(cl+M) (l+3nl+2nl®) (3M (la+n2)1f (24502 + 20281 +3(2+9n2+5n2%) + M (6+ 2702 + 3702 + 1anz®))
(Z+n02)1 (9+9n2+2n28) (l+3n2+2Mn2i -2 (-1 +M nl? (l+3n2) +nl (3 + 902 + 6 Mnzi)

(le2nlid (2 2+ 702+ M6+ n2t 2 M n2®) w30l (2+ 702+ ME+Mn2f s 2Min2yy) C(claMnld (2+ 702+ M2+ 702+ 6028108
4rZ2+nl)? (2+n2)E (l+3n2+2Mn2f -2 (-1l+M nlf (1+3n2) +nl (3+9n2 +6Mn2i))t




Valor esperado de la distribucion SBP-F$Randan,=n, [ (11.152)

Z+7n+6Mn
d+ldn + 6nt

Varianza de la distribucion SBP-TS&ianday,=n; [ (11.153)

12 + 961+ (247 - 40 M+ 40 M5 nf + (247 - 244M + 244 M n? + 2 (4l - 74M + 74Uy 0t
4(9+9n+2n!) (2+7n+ 30t

Coeficiente de curtosis de la distribucion SBP-I7SP | (111.154)




M (l+nl) (L+2nl) (5+3nl) (1+n2) (1+2n2)
(5+nl) (5+2nl) (M(l+3nl) (L+nz) (L+2n2) + (L-M (Lenl) (L+znl) (Le3n21)

[l 4 (1 -M) (L+n2) (L+2n2) (2+3n2) 6 (1-M%(L+n2) (L+2n2) (3+3n2) 4(1-M* (L+n2) (L+2n2) (4+3n2) (1-M*%(l+n2) (L+2n02) (5+3n2)

(Z2+n2) (2+2n02) (1+3n02) (3+n2) (3+2n2) (L+3n2) (4+n2) (4+2n2) (1+3n2) (5+nz) (5+2n2) (1+3nz)
[1- M (L+3nl) (1+n2) (L+2n2) ]_ [ M (L+nl) (l+2nl) (2+3nl) (1+n2) (1+2n2) .
M(L+3nl) (L+nz) (l+2n2)+ (L-M) (L+nl) (L+2nl) (L+3n2) (2+nl) (2+2nl) M(l+3nl) (l+n2) (L+2n2) + (L-M (lenl) (l+2nl) (1+3n2))

[1_ (1-M (L+n2) (1+2n2) (2+3n2) ] [1_ M (1+3nl) (1+n2) (1+2n2) ]]‘1
(Z+n2) (2+2n2) (1+3n2) M(L+3nl) (L+n2) (L+2n2) + (L-M (l+nl) (1+2nl) (1+3nz
M (l+nl) (L+2nl) (2+3nl) (1 +n2) (1+2n2) (1-M) (1+n2) (L+2n2) (2 +3n2)
[(2+nl) (Z+2nl) (M(l+3nl) (len2) (1+2n2) + (L-M (Lrnl) (1+2nl) (L+3n2)) +[ h (2+nZ) (2+2n2) (L+3n2) ]
[1_ M(L+3nl) (1+n2) (1+2n2) ]]2 [ M (L+nl) (L+2nl) (3+3n0l) (1+n2) (1+Z2n2) .
M(L+3nl) (L+n2) (L+2n2)+ (L-M (1+nl) (1+2nl) (1+3n2) (3+nl) (3+2nl) (M(l+3nl) (1+n2) (1+2n21+ (L-M (L+nl) (1+2nl) (1+3n2))
[1_ 2(L-1) (1+n2) (1+202) (2+3n2) (1-m%(l+nz) (1+2n2) (3+3n2) ] [ . M (l+3nl) (1+n2) (1+Zn2) ]]_
(Z+nZ) (2+2n2) (1+3n2) (3+n2) (3+2n2) (1+3n2) M(L+3nl) (1+n2) (L+2Zn2) + (1-M (1+nl) (L+2nl) (1+3n2)
M (l+nl) (L+2nl) (2+3nl) (1 +n2) (1+2n2)
[(2+nlj Z+rznl) (M(l+3nl) (lrn2) (ls2n2) + (L-M (lenl) (Leznl) (L+302))
[1- (1-M1 (1L+n2) (1+2n2) (2+3n2)][ ) M(1+3nl) (1+n2) (1+2n2) ]]
(2+n2) (2+2n02) (1+3n2) M(L+3nl) (1+n2) (L+2n2) +« (L-M) (1+nl) (1+2nl) (1+3nz)
[ Mt (l+nl) (L+2nl) (4+3nl) (1+n2) (1+2n2) . [1- 3(1-M) (1+n2) (1+2n2) (2+3n2)
(4+nl) (4+2nl) (M(l+3nl) (L+n2) (L+2n2) + (1-M) (l+nl) (L+2nl) (L+3n2)) (2+n2) (Z2+2n2) (1+3n2)
S(L-ME(l+n2) (L+2n2) (3+3n2) (1-M? (l+n2) (1l+2n2) (4+3n2)][ M (L+3nl) (1+n2) (1+2n2) ]]]/
(3+n2) (3+2n32) (L+3n2) (4+n2) (4+2n2) (1+3n02) M(L+3nl) (1+n2) (L+2n2) + (L-M) (1+nl) (1+2nl) (L+3n2)
[ M (L+nl) (L+2nl) (343017 (1+n2) (L+2n2) +[1 Z(1-M) (1+n2) (1+4202) (2+3n2) (L-m%(l+nz) (1+2n2) (3+3n2)]
(3+nl) (3+2nl) (M(1l+3nl) (L+nZ) (l+2n2) + (1-M) (L+nl) (l+2nl) (L+3n2)) (Z+nZ) (Z+2n2) (1+3n2) (3+n2) (3+2n2) (1+3nz)
[1_ M (L+3nl) (1+n2) (1+2Zn2) ]_[ M (1+nl) (1+2nl) (2+3nl) (1+n2) (1+2n2) .
M(L+3nl) (L+n2) (l+2n2)+ (L-M (l+nl) (L+2nl) (L+3n2) (Z2+nl) (2+2nl) (M(Ll+3nl) (l+n2) (L+2n2) + (L-M) (L+nl) (L+2nl) (L+3n2))

I3

[1 (1-M) (L+n2) (1+2n2) (2+3n2) ] [1 M (1+3nl) (1+nz) (1+2n2) ]]2
- (Z+nZ) (Z+2n2) (1+3n2) TM(l+3nl) (1+n2) (L+2Zn2) + (L-M) (L+nl) (L+2nl) (1+3nz)
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Lol el )

0<l,<M,0<I,<M,

e ol rnf 4 ol

M, <I,<10<I,<M,
F(l,,1,) = (IV.23)

ool o]

0<l, <M;M,<I,<1

[1_ (1_ Ml)(ﬁj ][1_ (1_ Mz)(ﬁj 2}[14‘ a (1_ Ml)(ll__l\l/ll j 1 (1_ Mz)(ll—_l\lﬂz j 2]’

M, <l <LM,<I, <1

Funcion de distribucion conjunta de la familia F@bh marginales STSP



o] G Joeoonl) [nbi] |

0<1,<M,0<I,<M,

l—|1 n -1 |2 n2-1 ) B 1_|1 ng B |2 n2
nlnz(l—MJ (MJ {1+a[ 1+2(1 Ml)(l—Mlj ][1 ZMZ(M—ZJ H

M,<1,<10<I,<M,
f(l,1,)= (IV.24)

L) (1=, ) B L)L B 1-1, )"
nlnz(M—l] (1—MJ {1+a[l ZM{MJ ][ 1+2(1 MZ)(l—sz H

0<Il,<M;M,<l,<1

-1, (1=, ) B B RN _ 1-1, )"
nlnz[l—Mlj (1—M2J [1+o{ 1+2(1 Ml)[l—Mlj J( 1+21 MZ)(l—MZJ H

M, <l <LM,<I,<1
Funcién de densidad conjunta de la familia FGM mamginales STSP
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( 10, :%Ml)(lz M)IH{HM N :M)I 1 (| )H
|

O e Y (U (O VI Y Y e (e VA PO E N (e VAN
2 (M- 2 M? 2 (M- 2 M )]
FL1)= _ si M <, <10<1, <M, _ (V.40
I (|1_3V|1) 1_}('2_])202_3\/'2 +2 1+ 1+}|12(|1_3V|1) E_(|2—])2(|2—3V|2+2)
’ 2 (Mz _:DZ 2 N|12 2 (Mz _:DZ ’

si 0<1, <M 0<1, <M,
(1__101—32('1—3%2) 1__1<|2—DZ(IZ—3v12+2)11+{_1(|1—1)2<|1—3v11+2) _1(12—1)2(12—3v12+aﬂ
2 M-Y 2 M-Y 2 (M-Y 2 M-Y
si M <I,<1M,<1,<1
Funcion de distribucién conjunta de la familia F@bh marginales biparabdlicas




9(I, -2v1)(1, -2M,) 1+ 1+|1(| —-3M) (1+|2(| M,)
4 M2M2 M2 M2 ’

SiOS|1SM1;OS l,<M
(9('12 _ZVIIII +ZVI1 _:D(l 22 _Nzlz)]:l_'_a(_l_'_ (|1 _])Z(Il _3\/'1 +2) 1+ |22(|2 _3\/'2)]:|
4 L-M)°M; M - M; ’
si M <1, <10<I,<M

o zwl|1)(|;_zv|2|2+z\/|2—1)]t1+ O(H|12(|1-3|v|1)I_1+(|2-1)2(|2—3|\/|2+2)H
4 M? ’

f(I,,1,)= (IV.42)

M L-M,)y (M, -1
si0<l <M;M<1,<1
(SJ(If—zvu M 0, -2V, +2M, -J)}M( L0+ (|2—1>2<|2—aw2+2>ﬂ,
4 -My @-M) M, -T° M, -%°
si M,<I,<1;M<1,<1
Funcion de densidad conjunta de la familia FGM mamginales biparabdlicas
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VALOR |MEDIA | DT | ASIM. |CURTOSI$ TEST | V.C.| VALOF|MEDIA| DT | ASIM. |CURTOSI$ TEST |v.C|
F:TAL | 0,000040,01684-0,28958 5,16378 -0,69624 1,96 D:DCX |-0,000450,02193-0,10063  4,46422 -0,7459H
H:RD |-0,0003%,01778-0,59939 7,3035() -0,26052 1,96 H:PHIL |-0,000330,03070-0,01840  4,92355 -0,3093H
F:SQ@H-0,000040,01981-0,06419 5,33407 -0,08163 1,96F:EX@HR-0,000970,03835-3,264[18 49,28074 -0,3062ZH
E:TEF | -0,0001[,02072 0,32713 6,38837 -0,41070 1,96 I:TIT |-0,000420,02267-1,04951 12,98703 -0,2817%
M:NOKP|-0,001010,03257-0,70279  9,20807 -0,67469 1,96 F:CRFR-0,000400,02020-0,02663  5,97611 0,3468%
E:SCH | -0,00018,02289 0,12427 5,70238 -0,49106 1,9 D:RWE| 0,000060,01779 0,13340  4,36313 0,0236
LENI | 0,000280,01636-0,42727 5,02034 -0,25324 1,96 1:UC [-0,000190,01799 0,17517 9,29834 -0,2307H
D:SIE |-0,000219,02402 0,09772 4,33684 -0,38249 1,96 F.LE [-0,000500,02819-0,06752  8,04853 -0,9950H
D:EOA | 0,000150,01717 0,16967 5,61408 0,2997% 1,9 E:REP | -0,000090,017F7 0,10915  7,04017 -0,1P204
F:BNP | 0,00008,02130-0,0865% 8,1785] -1,28055 1,96 D:BAY [-0,000460,02603 1,32058 30,64511 -0,71TBH
H:ING |-0,000580,02986 0,0671% 7,43647 0,08872 1,96 F:BSN |-0,000080,01282-0,20857  9,53695 -0,45726
E:BBVA|-0,000240,02206 0,26058 5,34873 -0,82989 1,96F:OR@HK-0,000280,01867-0,19916  6,76546 -0,2428H
D:DTE |-0,0004,02522 0,00435 6,26052 0,1249% 1,96 E:ELE |-0,000060,01669-0,18741  6,36D78 -0,95594
D:DBK |-0,000320,02264-0,18094 5,93387 -0,36002 1,96 E:IBE | 0,000270,01034-0,02428 5,21639 -0,604(A
F:SGE | 0,00019,0230% 0,02384 7,1711% 0,69686 1,96D:MUV2(-0,001290,02738-0,39872 8,25989 0,22%9
F:FTEL |-0,000670,03507 0,36062 7,5292] -0,22336 1,94 F:AIR | 0,000080,01773-0,04245 6,77224 -0,91888
D:ALV |-0,001170,02675-0,02771 5,60018 -0,54649 1,96 F:GOB | 0,000160,02336-1,13005 20,58099 0,2138H
H:AAB |-0,000140,02427-0,00437 7,99310 0,73159 1,96F:LVMH|-0,000010,02319 0,44782  7,91534 -0,62345H
F:MIDI |-0,000480,03022 0,11239 6,40958 -0,45043 1,96F:CRDA| 0,000310,01978-0,12823  6,74679 0,811)5
H:UNIL [-0,000240,0153]1-0,74518 9,09164 -0,00522 1,96 H:AGN |-0,001110,03246-0,16493  7,33158 -1,1456%
D:BAS | 0,000110,01847 0,21324 6,51074 0,30309 1,96 I:SPI |-0,0003p0,02332 0,16129  5,25[719 -0,644.DF

I:G |-0,000310,01799-0,34540 6,61163 -0,35917 1,96 F:LFG |-0,000240,02036 0,06660 5,85157 -0,4856%H
H:AMEV|-0,000140,02587 0,45167 10,98564 -0,63997 1,96 F:CGE | -0,000920,04051 0,34814 11,03274 -0,941788€
D:SAP | -0,00018,02902 0,6713% 9,75281 -0,9063% 1,9 H:AH |-0,001620,044680,66086 245,8078] 0,36325,96
I:ENEL | 0,000030,01563-0,97273 10,16791 0,58330 1,94 I:'TIM |-0,000320,01852 0,022f7  7,68277 -1,008986
Cuadro V.8. 1000 datos




VALOR MEDIA| D.T| ASIM.|CURTOSI$ TEST|V.C|VALOR MED| D.T| ASIM|CURTOSI$ TEST, V.C.
F:TAL |0,000540,01047-0,03383 3,27771-0,182691,9 D:DCX | 0,000410,01430 0,20345 3,92454 0,47127 1,96
H:RD |0,000210,01051-1,09017 9,80353 0,120661,96 H:PHIL| 0,000410,01781 0,24546 4,04980 -0,05259 1,96

F:SQ@H0,0005$,01407-0,49864 6,1647¢ 0,2557(01,96F:EX@H 0,000810,01562 0,087P1  4,04080 0,24394 1,96
E:TEF 0,0007ki),01104-0,0904( 4,19707-0,101631,94 I:TIT | 0,000430,01199 -0,09955 4,90715 0,73479 1,94

M:NOKP|0,000040,02242-1,93611 21,01912-1,462881,96 F.CRFR -0,000080,01256 0,09263 5,39806 0,34387 1,96
E:SCH | 0,00068,01222-0,04662 4,00970 1,168161,99 D:RWE| 0,001360,01346 0,00433  3,59213 0,13133 1,96
I:ENI ]0,0007%0,01039-0,3822% 5,19528 0,065431,94 [:UC | 0,000220,008¢3 -0,20227  6,18023 0,78469 1,94
D:SIE |0,0006/,01422-0,11059 4,38714-0,252601,94 F:LE | 0,000710,01497 -0,28845 6,66907 -0,63468 1,96
D:EOA |0,0009%,01138-0,25091 4,21713 0,181141,94 E:REP| 0,000810,00916 -0,20702 3,70050 -0,2y643 1,94
F:BNP |0,000410,01242 0,05228 3,42086¢-0,9884%1,99 D:BAY | 0,000920,01603 0,115p8 4,79019 -0,35501 1,96
H:ING |0,0007%,01461 0,16125& 4,33139 0,149581,9 F:BSN | 0,0004650,00921 0,33¢98 5,11605 -1,02295 1,94

E:BBVA|0,0008¢0,01232 0,12002 4,21490 1,241791,96F:OR@HK -0,000160,01164 -0,19066 4,15810 -0,08403 1,96
D:DTE |0,000310,01187 0,0316 4,16122 0,534171,99 E:ELE | 0,000550,01010 -0,84198 8,01826 -0,97654 1,94
D:DBK |0,0002%0,01409 0,42687 4,85142-0,003861,9 E:IBE | 0,000660,00773 -0,22171  4,52251 0,03326 1,96
F:SGE | 0,00070,01291 0,13582 4,05007 1,076961,96D:MUV2| -0,000070,01610 0,207p9  4,57940 0,39584 1,94
F:FTEL |0,000370,0149] 0,0165 3,54537 0,349321,96 F:AIR | 0,0003Y0,01139 0,03329  3,88531 -0,61614 1,96
D:ALV [,000630,01683 0,14966 3,7371%-0,357791,99 F:GOB| 0,000650,01395 -0,05514 3,77232 -0,15330 1,94
H:AAB |0,000210,01122 0,02904 4,24292 0,2738(1,96F:LVMH| 0,000520,01249 0,15367 3,34198 0,58176 1,94
F:MIDI |0,0007%0,01480-0,11665% 3,51111-0,591681,96F:CRDA| 0,000410,01305 -0,03232 5,87159 0,65819 1,96
H:UNIL |0,00013,01174-2,43704 21,83042 1,1294%1,99 H:AGN | 0,000280,01805 0,061B9 5,28123 0,06145 1,96
D:BAS |0,0007%®,01241 0,18004 4,13237 0,772041,9 1:SPI | 0,000640,01461 -0,17381  3,54F09 -0,48525 1,94

I:G_ |0,000310,00911-0,05704 5,76474 0,715341,9 F:LFG | 0,0006{10,0145%5 0,22723  4,34P20 -0,39045 1,96

H:AMEV|0,000820,0121%-0,15146¢ 4,70811-0,0908(1,99 F:CGE| 0,000310,02318 -0,356p6 7,12888 -1,37563 1,96
D:SAP |0,0004®,01818 0,8945% 9,73122 0,251121,99 H:AH |-0,000030,02195 0,17683 4,68753 -0,25968 1,96
I:ENEL O,OOO4J(O,01O4(|)-1,0965.L 11,70514 1,312221,9 I:-TIM | 0,000130,01042 -0,74263 15,17412 -0,25496 1,96

Cuadro V.9. 500 datos




CURTQ CURTO
VALOR | MEDIA| D.T| ASIM. Sl§ TESTV.C/VALOR| MEDIA| D.T| ASIM. Sl§  TESTV.C
F:TAL | 0,000470,00860 -0,23836 3,68121-0,050681,96 D:DCX | -0,0004{0,01104 -0,14631 3,76713 0,09436 1,96
H:RD | 0,0005D,0088% -0,05653 3,88834 0,010051,96 H:PHIL| -0,000240,01326 0,04111 3,880R0 0,23678 1,96
F:SQ@H 0,0011%0,01148 0,1440] 3,2617% 0,008301,96F:EX@F 0,0004{0,01189 -0,20592 3,751]73 -0,07165 1,96
E:TEF | 0,0006/0,00907 0,1945] 4,84604-0,322411,94 I:TIT | 0,000310,01029 -0,552Q9 8,50775 0,340321,96
M:NOKP| 0,000930,0169% -1,3125315,52218 0,508951,9¢F:CRFR  0,0000{0,01086 0,30161 5,752776 0,271731,96
E:SCH| 0,00028,00976 -0,3128% 4,53057 0,518031,9§ D:RWE| 0,001240,01176 -0,12584 3,92715 0,98208 1,96
LENI | 0,000780,00968 -0,23287 4,33890-0,657051,9§ 1:UC | 0,000440,00791 0,01810 7,45106 1,196311,96
D:SIE | 0,00008,01082 0,16670 4,15789-0,328521,96 F:LE | 0,0012/0,01120 -0,16861 4,88143 0,001751,96
D:EOA | 0,000820,00973 -0,38967 4,52368 0,027091,9§ E:REP| 0,000610,00845 -0,17441 3,92007 -0,56443 1,96
F:BNP | 0,0003[,01009 0,13697 3,70317-1,184791,96 D:BAY | 0,0008{0,01206 0,43855 3,68004 0,29226 1,96
H:ING | 0,000670,01072 -0,34351 4,58673 1,056761,9§ F:BSN| 0,0001¢0,00880 0,29441 4,01970 -1,18129 1,96
E:BBVA| 0,000650,00904 0,22183 3,19606-0,608121,96F:OR@F -0,0003{0,00977 -0,90513 5,91251 -0,16169 1,96
D:DTE | 0,0004(D,01010 0,31464 5,7283% 1,248571,94 E:ELE | 0,00070,00818 -0,35540 3,668B2 -0,51376 1,96
D:DBK |-0,000170,01128 0,15692 3,22548-0,558201,96 E:IBE | 0,0009!0,00693 -0,13515 5,493D4 -0,43687 1,96
F:SGE | 0,00050,00973 -0,15346 4,13248 0,983031,96D:MUV2| 0,00000,01140 0,24797 3,585[8 -0,22245 1,96
F:FTEL| 0,0007(0,01206 0,2186% 3,1468(-0,041941,96 F:AIR | 0,0002{0,00900 -0,11431 3,99747 -0,76277 1,96
D:ALV | 0,000430,01199 0,02998 2,6638%-0,226301,9§ F:GOB| 0,000410,01040 -0,10994 3,672D9 -0,28222 1,96
H:AAB | 0,000330,00926 -0,24769 6,05106 0,432521,96F:.LVMH| 0,000000,01096 0,04047 3,200B7 -0,24641 1,96
F:MIDI | 0,000560,01247 -0,24473 3,0719] 0,229791,96F:CRDA| 0,0001{0,01125 -0,79273 6,95885 0,472411,96
H:UNIL | 0,000010,0088% -0,57722 6,22113 0,180651,96 H:AGN | 0,000090,01276 0,02839 3,426[73 0,02398 1,96
D:BAS | 0,0009{,01006 0,12080 3,32559 0,513761,9¢ I:SPI | 0,0007{0,01139 -0,11045 4,009p0 -0,28047 1,96

I:G | 0,000540,00627 0,13030 3,64262-0,023591,9§ F:.LFG | 0,0001(0,01070 -0,23086 4,18894 -0,60%506 1,96
H:AMEV| 0,000990,00872 -0,15000 3,54572-0,479681,96 F:CGE| -0,0009{0,02026 -1,37856 14,79009 -0,44692 1,96
D:SAP | 0,00008,01393 -0,10721 5,2617% 0,054171,96 H:AH | -0,0001(0,01618 0,01363 4,873#%2 -0,36959 1,96
.ENEL | 0,000540,00954 -0,20177 4,85067 0,897501,96 I:TIM | 0,0001{0,01098 -1,58645 22,37707 0,24041 1,96
Cuadro V.10. 250 datos




VALOR |MEDIA] D.T.ASIM.] CURTOSIS TEST] V.C] VALOR | MEDIA| D.T.| ASIM.| CURTOSIS TEST] V.C
F-TAL | 0,001260,01711 -0,014 3,879 -0,107 1,96 D:DCX | -0,000540,0207Q 0,014 4,792 0,1601,96
H:RD | 0,000460,01463 0,197 5,729 -1,130 1,96 H:PHIL | 0,001400,02531 -0,091 5,767 -0,0851,96
F:SQ@F | 0,0007®,01860 0,132 4,874 0,775 1,96 F.EX@F| -0,001180,05696-20,58¢ 510,731 0,4111,96
E-TEF | 0,000740,01889 0,573 7,064 0,832 1,98 LTIT | 0,000600,02709 0,381 8,325 -0,3791,96
M:NOKP -/0,03236 -0,877 9,730 0,337 1,96 F.CRFR| 0,0006D,0182Q 0,150 5,304 -0,390 1,96
0,00004
E:SCH | 0,0003(,02042 0,284 8,626 0,581 1,96 D:RWE | 0,0004¢0,01740 0,326 7,896 0,5071,96

IENI | 0,000080,01762 -0,171 4,882 0,165 1,96 LUC | -0,000220,02139 0,595 6,787 -0,8751,96
D:SIE | 0,0000%0,02121 0,444 8,967 -0,014 1,98 F.LE | 0,0002]0,01932 0,960 11,014 -0,0771,96
D:EOA | 0,0006%0,01669 -0,185 7,072 -0,045 1,96 E:REP | 0,0006D,01554 0,088 4,583 0,8611,96
F:BNP 10,02175 -0,524 6,149 -1,259 1,96 D:BAY | 0,0008740,01764 0,256 5,692 -0,8741,96

0,0012(

H:ING |0,001450,02172 0,166 11,694 0,304 1,96 F:BSN | 0,000410,01488 -0,140 6,215 0,6441,96
E:-BBVA |0,000170,01873 0,472 6,004 -0,240 1,96 F:OR@F| 0,000090,01979 -0,129 5,417 0,4241,96
D:DTE -/0,02677 -0,134 4,050 0,635 1,96 E:ELE | 0,0004%0,01554 0,094 4,234 0,4641,96

0,00007
D:DBK | 0,000610,01885 -0,231 6,391 -0,379 1,96 E:IBE | 0,000020,01539 0,221 7,563 -0,4311,96

F:SGE | 0,00008®,02035 0,003 6,392 0,022 1,96 D:MUV2 | -0,000420,02087 0,547 11,161 -0,0021,96
F:FTEL | 0,001940,03360 0,928 8,610 0,606 1,98 F:AIR | 0,0006(0,01708 0,265 5,709 -1,087 1,96
D:ALV_ |0,000020,02139 0,226 8,024 -0,237 1,96 F:GOB | 0,0001/0,02192 -2,404 29,287 0,9741,96
H:AAB -]0,01815 0,089 6,827 -0,449 1,96 F:LVMH | -0,000130,01977 -0,099 6,596 -0,166 1,96

0,00026
F:MIDI |0,000050,02254 -0,31Q 6,314 -0,407 1,96 F:CRDA| 0,000920,02183 0,309 7,464 0,8891,96
H:UNIL |0,000790,01557 0,01§ 12,871 -0,325 1,96 H:AGN | 0,001040,01984 0,014 5,769 -0,7211,96
D:BAS -0,01645 0,287 6,659 0,424 1,98 I:'SPI | 0,000080,02234 0,448 5,197 0,9741,96
0,0002(

G |0,000590,01734 0,273 4,959 0,290 1,98 FLFG | -0,000090,02071 -0,168 6,399 -0,0311,96
H:AMEV [0,001660,02104 0,529 10,260 1,124 1,96 F.CGE | 0,0010(,02809 0,201 6,659 0,8071,96
D:SAP | 0,00078,02701 0,268 7,346 0,901 1,96 H:AH | 0,001470,02291 1,87 22,014 -0,8691,96
I'ENEL | 0,000120,01616 -0,517 6,291 0,429 1,96 ITIM | 0,000410,02274 0,222 6,200 0,2191,96

Cuadro V.11. Datos semanales




MEDIA|D.T. ASIM. |CURTOS|TEST | V.C| VALOR|MEDIA |D.T. ASIM. |[CURTOS|TEST |V.C
IS IS

F:TAL |0,0005% 0,01814 -0,115 4,979-0,0251,96 D:DCX | -0,000450,02102 -0,034 4,281 0,3651,96

H:RD |0,00031 0,01485 -0,264 6,860 0,7391,96 H:PHIL | 0,000590,02685 -0,237 6,833 1,8571,96

0,00063 0,02023 -0,024 5,426 1,7471,96 -0,000390,03434 -20,104  794,811-0,072 1,96
F:SQ@F FEEX@F

E:TEF | 0,000640,01947 0,141 5,614 2,0731,96 L:TIT -0,000010,02659 -0,175 9,421 -0,6781,96

0,00135 0,03262 -0,307 7,979 3,2191,96 F:CRFR 0,000480,0186% -0,082 6,202 1,8381,96
M:NOK

E:SCH | 0,000440,02032 -0,077 8,293 1,7421,96 D:RWE| 0,000240,01678 0,274 7,114 1,006 1,96

I:ENI |0,00055% 0,01752 -0,015 4,544 -0,3731,96 1:UC 0,0004(0,02236 0,829 11,656-0,176 1,96

D:SIE | 0,00029 0,01995 0,075 7,000-0,3841,96 F:LE 0,0000$0,02044 0,030 9,690 0,2261,96

D:EOA |0,00041 0,01649 0,044 6,466 0,6331,96 E:REP 0,0004®,01586 0,223 7,045 1,6051,96

F:BNP | 0,000320,02209 0,125 6,619 0,3121,96 D:BAY | 0,000280,01920 0,842 29,957 1,3151,96

H:ING |0,00046¢ 0,02100 -0,119 11,00Q 2,3961,96 F:BSN | 0,0002®,01516 -0,019 6,815 0,766 1,96

0,00054 0,01955 -0,007 8,838 1,7251,96 0,000580,01952 -0,027 5,114 0,1641,96
E:BBVA F:OR@H
D:DTE -| 0,02706 0,074 5,117 -0,5151,96 E:ELE 0,0005(0,01638 -0,099 5,869 2,0791,96
0,0000¢4
D:DBK |0,00021 0,01884 -0,135 7,439 1,0371,96 E:IBE 0,0004(0,01446 -0,002 6,928 1,7321,96
F:SGE | 0,0004{70,0212Q 0,032 6,993 1,5251,96 0,000180,02141 -0,089 9,850 0,4411,96
D:MUV
2
F:FTEL -1 0,03352 0,416 6,912-0,128 1,96 F:AIR 0,000290,01713 0,116 5,535 0,9501,96
0,00007
D:ALV |0,00003 0,02060 -0,048 8,733 0,1811,96 F:GOB | 0,000330,02039 -0,467 12,653 0,9791,96
H:AAB |0,00046 0,01867 -0,100Q 8,896 2,311,96 0,000340,02047 0,274 6,592 0,1821,96
F:LVM
H
F:MIDI |0,00034 0,02253 0,034 7,617 1,2771,96 0,000310,01978 -0,128 6,747 0,8111,96
F:CRDA
H:UNIL |0,00032 0,01471 -0,130 9,849 1,8101,96 H:AGN | 0,000400,02202 -0,179 10,893 1,7691,96
D:BAS |0,00046 0,01673 -0,028 5,841 2,020 1,96 I:SPI 0,00018),02224 0,178 5,123-0,4891,96

I:G 0,00023 0,01759 0,117 11,384 0,3241,96 F.LFG 0,00018,01995 0,016 4,850 0,2341,96

0,00047 0,01971 0,422 12,174 2,1271,96 F:CGE | -0,00010,03075 -0,897 27,996 -0,206 1,96

H:AME

Vv

D:SAP | 0,0008p0,02856¢ 0,085 11,269 2,4951,96 H:AH 0,000100,02694 -13,294 508,437 1,0091,96
I:ENEL -| 0,01601 -0,54(Q 8,031-0,0391,96 I:TIM 0,0006Q0,02197 0,222 5,201 0,6141,96

0,00007

Cuadro V.12. Todos los datos




STOCK| TSP(-100,100 T§P TSP | TSB| ATSB NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
TAL 0,036 0,048| 0,040[0,017| 0,019] 0,054 0,040 | 0197 0058 0,035036
RD 0,029 0,024 0,025/ 0,021] 0,022] 0,074 0023 | 023 0050 0,479029

SO@F| 0,027 0,039 0,027/ 0,016/ 0,015| 0,057 0,027 | 0,997 0,055 0,026035
TEF 0,027 0,027 0,026| 0,031] 0,032] 0,071 0,026 | 0408 0053 002023

NOKP 0,028 0,023 0,023 0,020] 0,024] 0,066 0023 | 0280 0054 0018028
SCH 0,020 0,0200,020| 0,030] 0,031| 0,077 0020 | 0228 0048 0,078023
ENI 0,024 0,034 0,029] 0,019] 0,017| 0,066 0,029 | 019 0058 0,078028
SIE 0,030 0,029 0,022 0,015/ 0,016] 0,048 0,022 | 0347 0054 0030030
EOA 0,021 0,024 0,021/ 0,023] 0,024] 0,065 0,021 | 0208 0048 0,478022
BNP 0,034 0,029 0,040 0,030 0,029] 0,080 0040 | 0326 0,047 0,0%4034
ING 0,029 0,046 0,029] 0,042| 0,044| 0,102 0029 | 0434 0,036 0479029

BBVA 0,023 0,024 0,024] 0,021] 0,021 0,067 0,024 | 0250 0,048 0020036
DTE 0,018 0,034 0,017/ 0,034] 0,033] 0,083 0017 | 0290 0044 0020020
DBK 0,028 0,032 0,029] 0,015 0,015| 0,059 0,029 | 034h 0053 0dm024
SGE 0,029 0,0280,031/ 0,032] 0,033| 0,084 0031 | 0294 0046 0,072023
FTEL 0,026 0,034 0,024] 0,038] 0,039] 0,004 0024 | 013 0042 0075026
ALV 0,027 0,039] 0,026/ 0,025/ 0,023] 0,074 0,028 | 0260 0049 0,431,031
AAB 0,034 0,040| 0,039] 0,049] 0,048] 0,100 0,039 | 0499 0038 0,031034
MIDI 0,021 0,030] 0,025/ 0,031/ 0,031| 0,080 0025 | 00% 0042 041021
UNIL 0,029 0,02710,029 0,017 0,018] 0,069 0029 | 0230 0058 0,038033
BAS 0,026 0,024 0,026|0,024] 0,019] 0,064 002 | 039% 0,050 0,479029

Cuadro V.14. Ajustes usando 1000 datos




TSP

STOCK| TSP(-100,100 = TSP | TSB| ATSB NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
G 0,025 0,033 0,025| 0,038 0,038 0,096 0,025 0,228 0,039  0,024024
MEV 0,037 0,057/ 0,046| 0,049 0,051 0,111 0,046 0,133 0,036,  0,03%037
SAP 0,022 0,0270,023| 0,029| 0,028 0,084 0,023 0,106 0,054  0,0Zp022
ENEL 0,039 0,039 0,039{ 0,033 0,033 0,075 0,039 0,218 0,052  0,038038
DCX 0,035 0,044 0,037/ 0,017| 0,017 0,048 0,037 0,191 0,055 0,031031
PHIL 0,018 0,021 0,018/ 0,025| 0,026 0,067 0,018 0,227 0,049 0,020018
EX@F 0,032 0,066/ 0,030/ 0,047| 0,045 0,119 0,031 0,508 0,039  0,03n032
TIT 0,065 0,065| 0,065| 0,064| 0,063 0,088 0,065 0,313 0,062  0,Q@072
CRFR 0,022 0,0290,026| 0,016| 0,016 0,063 0,023 0,450 0,050  0,0Zr022
RWE 0,034 0,043 0,034| 0,024| 0,024 0,042 0,034 0,168 0,058  0,03B033
ucC 0,051 0,051 0,051| 0,047| 0,047 0,101 0,051 0,346 0,046/  0,04x047
LE 0,035 0,053 0,044| 0,051| 0,052 0,109 0,044 0,651 0,036/  0,035035
REP 0,023 0,0270,024{ 0,027| 0,026 0,076 0,024 0,326 0,046/ 0,021,021
BAY 0,031 0,035| 0,031| 0,020| 0,021 0,084 0,031 0,136 0,052  0,025040
BSN 0,033 0,032 0,032| 0,019| 0,020 0,069 0,033 0,256 0,057  0,031031
OR@F 0,032 0,036/ 0,032/ 0,017| 0,020 0,054 0,032 0,220 0,058  0,035035
ELE 0,023 0,039 0,033 0,024| 0,032 0,079 0,033 0,998 0,052  0,0Z5023
IBE 0,032 0,052 0,037| 0,036| 0,032 0,048 0,037 0,237 0,058  0,03p032
MUV2 0,026 0,038 0,024| 0,040{ 0,038 0,096 0,024 0,292 0,043  0,025025
AIR 0,028 0,031 0,031| 0,021| 0,023 0,067 0,031 0,304 0,052  0,021021
GOB 0,017 0,034 0,016{ 0,038| 0,035 0,094 0,017 0,366 0,044  0,017017
LVMH 0,042 0,042| 0,042| 0,026| 0,024 0,078 0,042 0,999 0,055  0,042042
CRDA 0,040 0,043 0,042/ 0,018| 0,017 0,066 0,042 0,324 0,059 0,03%037
AGN 0,029 0,042 0,034/ 0,039| 0,040 0,095 0,034 0,102 0,040  0,024024
SPI 0,028 0,032 0,028| 0,025| 0,026 0,065 0,028 0,446 0,054  0,02x027
LFG 0,021 0,024 0,023{ 0,021| 0,021 0,064 0,023 0,996 0,051 0,018018
CGE 0,030 0,028 0,032| 0,024 0,024 0,078 0,032 0,43p 0,048 0,031,030
AH 0,024 0,091 0,024| 0,034| 0,036 0,149 0,024 1,000 0,044  0,0Z8026
TIM 0,063 0,063| 0,063| 0,049| 0,048 0,086 0,063 0,323 0,047  0,04x058

Continuacién Cuadro V.14. Ajustes usando 1000 datos




TSP(-

STOCK| 140.100) TSP F| TSP | TSB | ATSB NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
TAL | 0,0465 | 0,07800,0470| 0,0401/0,0378| 0,0296 | 0,0470 | 0,0312 0,0713 | 0,04480,0910
RD | 0,0404 | 0,05850,03600,0213/0,0219] 0,0589 | 0,0363 | 0,3832 0,0680 | 0,03820,0382

SQ@F| 0,0514 | 0,05900,0569| 0,0266/0,0291| 0,0511 | 10,0486 | 0,1780 0,0615 | 0,04200,0420
TEF | 0,0489 | 0,08790,0481 0,0358/0,0358 0,0282 | 0,0481 | 0,2078 0,0738 | 0,04950,0643

NOKP | 0,0602 | 0,04660,0651 0,0314|0,0357| 0,0871 | 0,0641 | 0,3436 0,0659 | 0,04990,0613
SCH | 10,0565 | 0,06680,0562| 0,02960,0318| 0,0474 | 0,0568 | 0,0721 0,0573 | 0,04020,0402
ENI_| 0,0408 | 0,07310,0402 0,0244/0,0252] 0,0399 | 0,0401 | 0,7348 0,0661 | 0,04490,0665
SIE_| 0,0385 | 0,06160,0404|0,0268| 0,0268 0,0408 | 0,0404 | 0,1748 0,0646 | 0,03700,0371
EOA | 10,0364 | 0,07500,0357| 0,0295/0,0271| 0,0546 | 0,0361 | 0,1554 0,0639 | 0,03590,0411
BNP | 0,0535 | 0,07060,0642| 0,0364/0,0348] 0,0324 | 0,0641 | 0,1471 0,0651 | 0,06060,0608
ING | 0,0328 | 0,04290,0257| 0,01910,0195| 0,0559 | 0,0260 | 0,1969 0,0531 | 0,02360,0235

BBVA | 0,0601 | 0,07200,0602| 0,0296/0,0299| 0,0404 | 0,0601 | 0,2024 0,0632 | 0,04790,0445
DTE | 0,0415 | 0,05680,0458 0,0252/0,0249 0,0382 | 0,0458 | 0,1881 0,0668 | 0,04250,0415
DBK | 0,0443 | 0,05300,0396| 0,0369/0,0334 0,0496 | 10,0396 | 0,4739 0,0683 | 0,03560,0443
SGE | 10,0346 | 0,05890,0518| 0,0275/0,0283 0,0465 | 0,0518 | 0,1867 0,0602 | 0,03420,0426
FTEL | 0,0588 | 0,07640,0592| 0,0433/0,0448 0,0319 | 10,0591 | 0,1416 0,0769 | 0,06190,0619
ALV | 0,0433 | 0,05750,0601 0,0273/0,0282 0,0411 | 0,0519 | 0,1091 0,0672 | 0,05490,0549
AAB | 0,0556 | 0,04830,0403| 0,0210/0,0233| 0,0457 | 0,0404 | 0,2204 0,0603 | 0,04160,0416
MIDI | 0,0399 | 0,05970,0450| 0,0255/0,0241| 0,0342 | 10,0446 | 0,1170 0,0638 | 0,03920,0393
UNIL | 0,0526 | 0,04730,05430,0294/0,0325 0,0849 | 0,0543 | 0,0981 0,0652 | 0,05010,0501
BAS | 0,0544 | 0,07340,0534 0,0380/0,0382 0,0366 | 0,0535 | 0,2303 0,0658 | 0,04740,0469

Cuadro V.15. Ajustes usando 500 datos




TSP(-

STOCK 100,100) TSP F| TSP | TSB | ATSB|NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
G 0,0351 | 0,041%0,0378| 0,0280] 0,0234| 0,0558 0,0378 | 0,2119 0,0589 | 0,03380,0338
MEV 0,0393 | 0,07880,0377| 0,0223| 0,0218| 0,0523 0,0377 | 0,2771 0,0698 | 0,03890,0392
SAP 0,0350 | 0,037p50,0381| 0,0322]| 0,0246| 0,0684 0,0379 | 0,3377 0,0550 | 0,02990,0298
ENEL 0,0611 | 0,06370,0611| 0,0404|0,0476] 0,0660 0,0611 | 0,9039 0,0669 | 0,04940,0494
DCX 0,0469 | 0,063%0,0502| 0,0363| 0,0345| 0,0391 0,0502 | 0,1903 0,0675 | 0,04510,0451
PHIL 0,0372 | 0,04580,0391| 0,0308| 0,0286| 0,0463 0,0388 | 0,1795 0,0657 | 0,03910,0391
EX@F | 0,0393 | 0,053%0,0344|0,0158) 0,0191] 0,0535 0,0346 | 0,1892 0,0560 | 0,03140,0313
TIT 0,1034 | 0,10400,1040| 0,0861| 0,0840] 0,0897 0,1040 | 0,2081 0,0891 | 0,09180,0918
CRFR 0,0419 | 0,051p0,0445| 0,0260| 0,0266] 0,0398 0,0445 | 0,2853 0,0679 | 0,043%0,0673
RWE 0,0533 | 0,10680,0541) 0,0358| 0,0353] 0,0310 0,0546 | 0,1904 0,0699 | 0,06140,0614
uc 0,0887 | 0,09500,0896| 0,0680] 0,0687| 0,0781 0,0896 | 0,1750 0,0777 | 0,08440,0844
LE 0,0272 | 0,064%0,0300] 0,0191] 0,0226| 0,0688 0,0295 | 0,2173 0,0542 | 0,03030,0304
REP 0,0411 | 0,08980,0445| 0,0275|0,0273] 0,0448 0,0444 | 0,0464 0,0756 | 0,04470,0447
BAY 0,0489 | 0,0689 0,0497| 0,0292| 0,0294| 0,0441 0,0491 | 0,1802 0,0681 | 0,045%0,0456
BSN 0,0542 | 0,065%0,0582| 0,0376| 0,0331] 0,0507 0,0581 | 0,2639 0,0671 | 0,060%0,0526
OR@F| 0,0466 | 0,06280,0464| 0,0346| 0,0337| 0,0301 0,0464 | 0,1984 0,0780 | 0,04810,0511
ELE 0,0529 | 0,079%0,0559| 0,0399 0,0355| 0,0539 0,0558 | 0,5253 0,0683 | 0,04140,0414
IBE 0,0387 | 0,08830,0386| 0,0244| 0,0237| 0,0424 0,0386 | 0,0643 0,0706 | 0,03870,0383
MUV2 0,0310 | 0,0376¢0,0264| 0,0161| 0,0175] 0,0551 0,0263 | 0,2581 0,0594 | 0,02390,0239
AIR 0,0454 | 0,075%0,0466| 0,0322| 0,0292| 0,0407 0,0463 | 0,1979 0,0664 | 0,04490,0449
GOB 0,0317 | 0,064{0,0309| 0,0256| 0,0257| 0,0612 0,0309 | 0,1532 0,0603 | 0,03180,0317
LVMH 0,0767 | 0,0944 0,0770| 0,0521] 0,0528| 0,0306 0,0770 | 0,1618 0,0773 | 0,06840,0708
CRDA 0,0481 | 0,06610,0544| 0,0344| 0,0365| 0,0371 0,0542 | 0,2148 0,0675 | 0,04780,0479
AGN 0,0345 | 0,03930,0337| 0,0238| 0,0197| 0,0602 0,0336 | 0,9980 0,0583 | 0,03490,0457
SPI 0,0556 | 0,068B0,0482| 0,0266|0,0276| 0,0413 0,0476 | 0,1263 0,0659 | 0,05570,0558
LFG 0,0464 | 0,05420,0466| 0,0275| 0,0259] 0,0385 0,0464 | 0,1728 0,0660 | 0,04930,0494
CGE 0,0506 | 0,054B80,0635| 0,0328| 0,0344| 0,0493 0,0631 | 0,1340 0,0654 | 0,05160,0506
AH 0,0422 | 0,04640,0423| 0,0232| 0,0249| 0,0497 0,0423 | 0,2433 0,0573 | 0,04190,0419
TIM 0,0800 | 0,080Q 0,0800j 0,0702/ 0,0713] 0,0939 0,0800 | 0,3110 0,0782 | 0,11940,0845

Continuacién Cuadro V.15.

Ajustes usando 500 datos




STOCK 1332’80) TSPF| 'SP | TSB | ATSB|NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
TAL _ |0,0475 0,0873 0,0467| 0,0342| 0,0360/ 0,0531 | 0,0468 | 0,839M,0763 | 0,04910,0511
RD 0,0441 0,06990,0441| 0,0272| 0,0312| 0,0568 | 0,0438 | 0,41710,0613 | 0,04520,0514
SQ@F | 0,0620 0,08910,0609] 0,0394| 0,0447/0,0469 | 0,0609 | 0,1127,0724 | 0,05940,0568
TEF | 0,0831 0,08740,0854] 0,0471| 0,0580,0,0419 | 0,0855 | 0,2300,0762 | 0,08210,0823
NOKP | 0,0602 0,06040,0569| 0,0366| 0,0394 0,0725 | 0,0560 | 0,15940,0753 | 0,05290,0592
SCH | 0,0588 0,06850,0592| 0,0302 0,0358/ 0,0493 | 0,0592 | 0,35110,0649 | 0,05040,0858
ENI_ |0,0462 0,07700,0555| 0,0366| 0,0356/ 0,0379 | 0,0551 | 0,04660,0760 | 0,05260,0526
SIE | 0,0525 0,06630,0608] 0,0406| 0,0400/0,0359 | 0,0527 | 0,19360,0743 | 0,05790,0579
EOA | 0,0493 0,07880,0499| 0,0309| 0,0318| 0,0596 | 0,0492 | 0,0710,0667 | 0,04800,0554
BNP | 0,0776 0,08440,0946/ 0,0527| 0,0590,0,0332 | 0,0943 | 0,3257M,0794 | 0,07540,1187
ING  |0,0533 0,05970,0548| 0,0349| 0,0369| 0,0659 | 0,0548 | 0,3943,0595 | 0,04060,0405
BBVA [0,0886 0,0837 0,0899| 0,0473| 0,0518/ 0,0467 | 0,0897 | 0,03510,0779 | 0,076%0,0856
DTE | 0,0677 0,05880,0736| 0,0315| 0,0406| 0,0544 | 0,0729 | 0,2426),0685 | 0,05040,0503
DBK _ |0,0491 0,06360,0493| 0,0413 0,0410/0,0509 | 0,0493 | 0,0554,0670 | 0,05210,0521
SGE | 0,0652 0,09180,0807 0,0431] 0,0390/0,0474 | 0,0807 | 0,0769,0653 | 0,06480,0648
FTEL | 0,0609 0,08380,0622| 0,0492| 0,0483/0,0264 | 0,0612 | 0,130(,0806 | 0,06500,0628
ALV |0,0760 0,0907 0,0662] 0,0513| 0,0502/ 0,0341 | 0,0607 | 0,83660,0833 | 0,07040,0650
AAB  |0,0379 0,0549 0,0490| 0,0266| 0,0291/ 0,0482 | 0,0490 | 0,10610,0637 | 0,04380,0437
MIDI __ |0,0496 0,0809 0,0488 0,0311] 0,0301/ 0,0389 | 0,0493 | 0,03410,0819 | 0,04740,0460
UNIL |0,0589 0,0667 0,0587| 0,0386| 0,0396/ 0,0432 | 0,0589 | 0,06110,0766 | 0,05830,0583
BAS | 0,0548 0,08160,0446| 0,0337 0,0368| 0,0422 | 0,0477 | 0,0419,0647 | 0,04750,0442
G 0,0501 0,07880,0459| 0,0357| 0,0327 0,0362 | 0,0458 | 0,46310,0765 | 0,04900,0525
MEV__ |0,0544 0,09820,0630| 0,0384| 0,0393/ 0,0375 | 0,0554 | 0,442,0684 | 0,05240,0525
SAP | 0,0292 0,03040,0262| 0,0302 0,0322/ 0,0764 | 0,0295 | 0,1950,0533 | 0,02750,0275
ENEL | 0,0807 0,08690,0808| 0,0489| 0,0518| 0,0583 | 0,0808 | 0,919%,0685 | 0,067%50,0908

Cuadro V.16. Ajustes usando 250 datos.




STOCK| TSP(-100,100) TSP F TSP | TSB | ATSB|NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
DCX 0,0577 0,08580,0586| 0,0484| 0,0485| 0,0402 0,0577 0,1668,0798 0,05560,0580
PHIL 0,0588 0,05430,0516/| 0,0258| 0,0255| 0,0437 0,0509 0,1778,0619 0,05070,0507
EX@F |0,0435 0,06630,0466| 0,0282| 0,0320| 0,0473 0,0432 0,0743,0665 0,04460,0509
TIT 0,1159 0,11600,1160| 0,0971) 0,0990| 0,1061 0,1160 0,1889,1037 0,10530,1053
CRFR | 0,0457 0,05350,0466| 0,0290| 0,0318| 0,0435 0,0466 0,2718,0732 0,041%0,0415
RWE 0,0678 0,10000,0709| 0,0386| 0,0379| 0,0429 0,0710 0,4052,0652 0,05700,0618
ucC 0,1261 0,13020,1265| 0,0855| 0,0710| 0,0837 0,1265 0,2172,0930 0,12100,1210
LE 0,0364 0,09470,0407| 0,0235| 0,0234| 0,0538 0,0367 0,18440,0649 0,036%0,0366
REP 0,0688 0,08000,0769| 0,0393| 0,0431| 0,0615 0,0766 0,55640,0763 0,06220,0622
BAY 0,0558 0,0819 0,0589| 0,0422| 0,0405| 0,0488 0,0587 0,16070,0803 0,0625%0,0550
BSN 0,0754 0,07400,0778| 0,0527| 0,0513| 0,0480 0,0778 0,1962,0715 0,06360,0658
OR@F | 0,0648 0,07720,0636| 0,0607| 0,0607| 0,0516 0,0635 0,04240,0963 0,05560,0556
ELE 0,0402 0,10560,0457| 0,0290| 0,0282| 0,0464 0,0456 0,586/0,0739 0,04040,0404
IBE 0,0481 0,09990,0569| 0,0247| 0,0247| 0,0548 0,0519 0,087@,0629 0,04810,0376
MUV2 |0,0422 0,05540,0419| 0,0299| 0,0270| 0,0345 0,0419 0,1203,0659 0,04750,0475
AIR 0,0576 0,08650,0720| 0,0451| 0,0412| 0,0362 0,0718 0,6087,0758 0,05760,0576
GOB 0,0665 0,08280,0514| 0,0357| 0,0351| 0,0470 0,0483 0,9112,0703 0,066%0,0666
LVMH |0,0728 0,0911 0,0730] 0,0550| 0,0563| 0,0312 0,0728 0,03810,0802 0,07290,0729
CRDA ] 0,0612 0,06900,0613| 0,0429| 0,0380| 0,0531 0,0614 0,0589,0745 0,06510,0907
AGN 0,0462 0,05920,0460/ 0,0408| 0,0418| 0,0534 0,0460 0,08070,0613 0,04970,0476
SPI 0,0588 0,07250,0599| 0,0365| 0,0377| 0,0435 0,0599 0,08510,0648 0,05870,0461
LFG 0,0578 0,07200,0619| 0,0392| 0,0414| 0,0526 0,0618 0,10910,0730 0,052%0,0553
CGE 0,0608 0,05740,0474) 0,0318| 0,0318| 0,0702 0,0454 0,2156,0639 0,06080,0598
AH 0,0519 0,064(0,0519| 0,0400] 0,0391) 0,0521 0,0520 0,6139,0694 0,05030,0571
TIM 0,0838 0,0840 0,0840| 0,0731| 0,0740] 0,1156 0,0840 0,3368,0722 0,07690,0742

Continuacion Cuadro V.16. Ajustes usando 250 datos




STOCK]| TSP(-100,100) TSP F| TSP| TSB| ATSB|NORMAL | LAPLACE | BETA| CAUCHY | TSP2| TSB2
TAL 0,0417|0,0726| 0,0402| 0,0249/ 0,0264]  0,0325|  0,0403/0,1812]  0,0671] 0,0408] 0,0393
RD 0,0409 0,0565| 0,0412| 0,02780,0243|  0,0663]  0,0408| 0,2303]  0,0498 0,0368| 0,0368

SQ@F 0,0260] 0,0409| 0,0336 0,0207/0,0181]  0,0500]  0,0336/0,5090|  0,0566| 0,0278| 0,0278
TEF 0,0578 0,0589| 0,0589] 0,0446| 0,0457|  0,0568|  0,0589]0,3293|  0,0546| 0,0452| 0,0450

NOKP 0,0869 0,0869| 0,0869) 0,0838/0,0842]  0,0878|  0,08690,2379|  0,0836| 0,1502| 0,0878
SCH 0,0658 0,0726 0,0726| 0,0545/ 0,0557|  0,0672]  0,0726/0,3097|  0,0600| 0,0579) 0,0658
ENI 0,0395 0,0473| 0,0396| 0,0287| 0,0244]  0,0485|  0,03980,4320|  0,0597| 0,0384] 0,0384
SIE 0,0244 0,0303| 0,0239 0,0296/ 0,0293  0,0802|  0,0238/0,9986|  0,0430| 0,0244| 0,0238
EOA 0,0283 0,0554] 0,0293| 0,0273/0,0281|  0,0790|  0,0293| 0,2356]  0,0577| 0,0286| 0,0287
BNP 0,0345 0,0467| 0,0440/ 0,0188/ 0,0195|  0,0573|  0,0440,0,1748|  0,0558| 0,0296| 0,0528
ING 0,0434 0,0696| 0,0328| 0,0442| 0,0475  0,1089|  0,0328/0,3330| _ 0,0391| 0,0297 0,0297

BBVA 0,0474( 0,0452| 0,0452] 0,0440/0,0434|  0,0637|  0,0452/0,1185|  0,0547| 0,0483 0,0642
DTE 0,0356( 0,0363] 0,0384| 0,0349/ 0,0348|  0,0661]  0,0378/0,9923]  0,0544 0,0330| 0,0330
DBK 0,0138| 0,0383] 0,0163| 0,0251/ 0,0254]  0,0673|  0,01630,1839]  0,0498| 0,0203| 0,0130
SGE 0,0374 0,0381/ 0,0379| 0,0331/ 0,0329|  0,0819|  0,0379/0,2753]  0,0516| 0,0436| 0,0364
FTEL 0,0437,0,0460] 0,0445| 0,0234/ 0,0267|  0,0759]  0,0446| 0,0977|  0,0566 0,0366| 0,0367
ALV 0,0344| 0,0329| 0,0343) 0,0259 0,0267|  0,0764|  0,0343/0,3214|  0,0539| 0,0277| 0,0277
AAB 0,0373| 0,0379| 0,0379] 0,0427/0,0428]  0,0899  0,03790,2762]  0,0432| 0,0326 0,0326
MIDI 0,0328| 0,0246| 0,0342/ 0,0222/0,0222]  0,0579|  0,0342/0,9984|  0,0569| 0,0349| 0,0349
UNIL 0,0288| 0,0524| 0,0303 0,0313/0,0312]  0,0970,  0,0301/0,2182]  0,0482| 0,0290] 0,0289
BAS 0,0306( 0,0416/ 0,0319| 0,02060,0228|  0,0523]  0,0319| 0,3448]  0,0559] 0,0285| 0,0260

G 0,0239 0,0245| 0,0245| 0,0273/ 0,0270|  0,0757|  0,0245/0,1690]  0,0543| 0,0353] 0,0354
MEV 0,0436/ 0,0515( 0,0317| 0,0315/ 0,0354|  0,0916/  0,03180,3162|  0,0486| 0,0233| 0,0233
SAP 0,0437 0,0445 0,045/ 0,0294) 0,0296|  0,0835|  0,04450,0942  0,0430| 0,0335| 0,0334
ENEL 0,0635 0,0638] 0,0638] 0,0471/ 0,0459|  0,0794|  0,0638/0,1629]  0,0604] 0,0494| 0,0511

Cuadro V.17. Ajustes usando datos semanales




STOCK| TSP(-100,100) TSP F| TSP| TSB| ATSB|NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
DCX 0,0557| 0,0686| 0,0570| 0,0381| 0,0380 0,0421 0,0566| 0,1828 0,0683| 0,0547| 0,0547
PHIL 0,0268| 0,0563| 0,0278| 0,0276| 0,0276 0,0627 0,0278| 0,2714 0,0533| 0,0271| 0,0272
EX@QF 0,0590] 0,2021] 0,0548| 0,0620| 0,0585 0,2701 0,0545] -------- 0,0500| 0,0626| 0,0627
TIT 0,0607| 0,0609| 0,0609| 0,0655| 0,0640 0,0904 0,0609] 0,3600 0,0661| 0,0677| 0,0707
CRFR 0,0313 0,0486| 0,0318| 0,0209| 0,0185 0,0438 0,0318] 0,4742 0,0587| 0,0310{ 0,0310
RWE 0,0314 0,0321] 0,0321| 0,0291| 0,0299 0,0769 0,0322| 0,5123 0,0499| 0,0236| 0,0235
uc 0,0860 0,0861)| 0,0861| 0,0743| 0,0744 0,0821 0,0861| 0,2670 0,0719| 0,0825| 0,0825
LE 0,0228| 0,0313| 0,0226| 0,0238| 0,0232 0,0848 0,0226| 0,6791 0,0472| 0,0269| 0,0270
REP 0,0560 0,0562| 0,0562| 0,0378| 0,0365 0,0469 0,0562| 0,2039 0,0591| 0,0426| 0,0425
BAY 0,0260| 0,0466| 0,0304{ 0,0211| 0,0211 0,0657 0,0304{ 0,9972 0,0547| 0,0261| 0,0262
BSN 0,0331] 0,0445| 0,0407 0,0178| 0,0214 0,0596 0,0407| 0,2556 0,0546| 0,0332| 0,0333
OR@F 0,0408| 0,0449| 0,0411| 0,0215| 0,0188 0,0455 0,0411] 0,1862 0,0633| 0,0396| 0,0396
ELE 0,0349 0,0491]| 0,0405| 0,0272] 0,0237 0,0456 0,0405| 0,2081 0,0633| 0,0350( 0,0350
IBE 0,0417]0,0407| 0,0417| 0,0459| 0,0446 0,0678 0,0418| 0,2535 0,0530] 0,0423| 0,0422
MUV2 0,0292| 0,0616/| 0,0406| 0,0452| 0,0451 0,0883 0,0407| 0,8164 0,0422| 0,0292| 0,0292
AIR 0,0457| 0,0568| 0,0475| 0,0355| 0,0333 0,0609 0,0475| 0,4799 0,0587| 0,0406/| 0,0406
GOB 0,0388 0,0329| 0,0391| 0,0245| 0,0200 0,0787 0,0391] 0,2210 0,0602| 0,0270| 0,0269
LVMH 0,0364| 0,0380| 0,0364| 0,0247| 0,0248 0,0684 0,0365| 0,2170 0,0509| 0,0343| 0,0343
CRDA 0,0500 0,0396| 0,0547| 0,0412] 0,0389 0,0781 0,0509] 0,3582 0,0610{ 0,0447| 0,0448
AGN 0,0419| 0,0658| 0,0371| 0,0329| 0,0337 0,0721 0,0371] 0,1255 0,0509| 0,0425| 0,0425
SPI 0,029Q 0,0605| 0,0309| 0,0249| 0,0328 0,0667 0,0309| 0,2546 0,0643| 0,0330| 0,0508
LFG 0,0327| 0,0359| 0,0315| 0,0175/ 0,0176 0,0485 0,0315] 0,9965 0,0597| 0,0314{ 0,0413
CGE 0,0332 0,0366| 0,0337| 0,0370| 0,0384 0,0837 0,0337] 0,2897 0,0456| 0,0234{ 0,0234
AH 0,0384| 0,0663| 0,0380| 0,0488| 0,0448 0,1146 0,0379] 0,3858 0,0423| 0,0330] 0,0331
TIM 0,0493| 0,0493| 0,0493| 0,0504{ 0,0513 0,0591 0,0493| 0,2866 0,0568| 0,0555| 0,0555

Continuacion Cuadro V.17. Ajustes usando datosaesaias




STOCK| TSP(-100,100) TSP F| TSP| TSPB| ATSB | NORMAL | LAPLACE | BETA| CAUCHY | TSP2| TSB2
TAL 0,0311|0,0532| 0,0303 0,0134/0,0133]  0,0383|  0,03030,4454]  0,0577|0,0308] 0,0308
RD 0,0240 0,0321] 0,0229| 0,0127/0,0123|  0,0609]  0,0230| 0,2614]  0,0502] 0,0236| 0,0235

SQ@F 0,0195 0,0347] 0,0294 0,0185 0,0166]  0,0459|  0,02950,2332|  0,0541] 0,0192] 0,0191
TEF 0,0604 0,0640| 0,0640 0,0462 0,0461]  0,0596|  0,06400,3254|  0,0498| 0,0519| 0,0522

NOKP 0,1088 0,1096| 0,1096 0,0899| 0,0916]  0,0931|  0,10960,3228|  0,0917| 0,0939| 0,0939
SCH 0,058 0,0598] 0,0598| 0,0462| 0,0468]  0,0703|  0,0598/0,3310|  0,0476| 0,0517 0,0517
ENI 0,0282] 0,0447| 0,0299] 0,0215/ 0,0175  0,0403|  0,0298/0,9981]  0,0579| 0,0341 0,0341
SIE 0,0150 0,0268| 0,0139) 0,0281/ 0,0265|  0,0756|  0,0138/0,9997|  0,0416/ 0,0138| 0,0138
EOA 0,0153 0,0321] 0,0155| 0,0244/ 0,0229| 00,0726/  0,0155| 0,3446]  0,0448 0,0230| 0,0229
BNP 0,0159 0,0178/ 0,0170/0,0152/ 0,0129]  0,0571|  0,0170,0,3209|  0,0539| 0,0176| 0,0177
ING 0,0398] 0,0444| 0,0403| 0,0339| 0,0323]  0,0980|  0,0403/0,1076|  0,0362| 0,0315| 0,0314

BBVA 0,0543| 0,0555) 0,0555| 0,0486/ 0,0488|  0,0684]  0,0555| 0,3554]  0,0515| 0,0491 0,0492
DTE 0,0188 0,0191] 0,0191/ 0,0184/0,0175|  0,0603]  0,0191| 0,2699]  0,0500| 0,0143| 0,0143
DBK 0,0146| 0,0214| 0,0176/ 0,0217/0,0220|  0,0747|  0,0176/0,3438|  0,0429| 0,0147| 0,0146
SGE 0,0186 0,0240| 0,0244| 0,0171/0,0191]  0,0643|  0,0244/0,3203|  0,0479] 0,0168| 0,0168
FTEL 0,0224 0,0304] 0,0210| 0,0162/ 0,0141|  0,0632]  0,0268| 0,0828]  0,0527| 0,0232| 0,0232
ALV 0,0181|0,0176| 0,0180/ 0,0181/ 0,0204]  0,0727|  0,0180,0,3559|  0,0488| 0,0197| 0,0197
AAB 0,0428| 0,0433| 0,0433 0,0321/0,0324|  0,0877|  0,0433/0,5233 _ 0,0406| 0,0337 0,0337
MIDI 0,0200| 0,0249| 0,0249) 0,0188/ 0,0168  0,0655|  0,02490,0761|  0,0486| 0,0192| 0,0192
UNIL 0,0257| 0,0269) 0,0269| 0,0207/0,0223]  0,0784]  0,0269| 0,3603]  0,0469| 0,0185| 0,0184
BAS 0,0311] 0,0360] 0,0318| 0,0153/ 0,0188|  0,0531|  0,0319| 0,9994]  0,0532 0,0226| 0,0225

G 0,0190 0,0188] 0,0188| 0,0195/0,0195|  0,0651|  0,0188| 0,0867|  0,0556 0,0239| 0,0240
MEV 0,0367| 0,0383] 0,0383| 0,0263/ 0,0219]  0,0801|  0,0383/0,1121|  0,0461] 0,0290| 0,0289
SAP 0,0472 0,0480] 0,0480| 0,0298/ 0,0300]  0,0815|  0,04800,0993  0,0403| 0,0360| 0,0360
ENEL 0,0359 0,0358] 0,0358| 0,0354] 0,0357|  0,0674|  0,0358] 0,2102  0,0487 0,0359| 0,0359

Cuadro V.18. Ajustes usando todos los datos




STOCK| TSP(-100,100) TSP F| TSP| TSPB| ATSB | NORMAL | LAPLACE | BETA | CAUCHY | TSP2| TSB2
DCX 0,0324| 0,0540] 0,0336| 0,0168| 0,0167 0,0378 0,0337/0,1705 0,0594| 0,0348| 0,0314
PHIL 0,0322| 0,0330] 0,0330| 0,0211| 0,0212 0,0653 0,0330] 0,2771 0,0446| 0,0248| 0,0247
EX@QF 0,0209| 0,0950] 0,0212| 0,0269| 0,0287 0,1587 0,0211] 1,0000 0,0463| 0,0247| 0,0247
TIT 0,0627| 0,0627| 0,0627| 0,0584| 0,0577 0,0625 0,0627| 0,0730 0,0649| 0,0713| 0,0625
CRFR 0,025§ 0,0338| 0,0301] 0,0147| 0,0140 0,0490 0,0301] 0,5242 0,0525| 0,0218| 0,0216
RWE 0,0249 0,0259| 0,0259| 0,0189| 0,0194 0,0631 0,0259| 0,3488 0,0482| 0,0204| 0,0203
uc 0,0800 0,0786/| 0,0786| 0,0749| 0,0749 0,0857 0,0786| 0,1392 0,0765| 0,0947| 0,0851
LE 0,0191] 0,0224| 0,0193| 0,0187| 0,0190 0,0693 0,0193| 0,7407 0,0497| 0,0205| 0,0416
REP 0,03750,0411) 0,0411] 0,0293| 0,0266 0,0513 0,0411] 0,3406 0,0542| 0,0316| 0,0316
BAY 0,0219| 0,0227| 0,0270| 0,0173| 0,0177 0,0740 0,0269| 0,3044 0,0519| 0,0214| 0,0235
BSN 0,0304 0,0333| 0,0302| 0,0171| 0,0199 0,0508 0,0302| 0,2647 0,0552| 0,0312| 0,0311
OR@F 0,0351) 0,0535| 0,0332| 0,0180] 0,0174 0,0345 0,0343| 0,2657 0,0615| 0,0347| 0,0346
ELE 0,0412 0,0413| 0,0413| 0,0265| 0,0255 0,0518 0,0413] 0,4652 0,0529| 0,0305| 0,0304
IBE 0,0517] 0,0524| 0,0524| 0,0407| 0,0397 0,0560 0,0524] 0,3382 0,0545| 0,0410{ 0,0409
MUV2 0,0354| 0,0353| 0,0353| 0,0362| 0,0357 0,0876 0,0353| 0,3658 0,0390| 0,0388| 0,0390
AIR 0,0360| 0,0414| 0,0360| 0,0261| 0,0206 0,0478 0,0361| 0,3021 0,0572| 0,0307| 0,0307
GOB 0,0262 0,0269| 0,0265| 0,0172| 0,0179 0,0558 0,0265| 0,3740 0,0535| 0,0211) 0,0211
LVMH 0,0210| 0,0224| 0,0207| 0,0141] 0,0134 0,0596 0,0207] 0,9997 0,0530] 0,0221| 0,0264
CRDA 0,0404 0,0432| 0,0419| 0,0183] 0,0175 0,0659 0,0419] 0,3242 0,0594]{ 0,0367| 0,0367
AGN 0,0425| 0,0495| 0,0495| 0,0362| 0,0362 0,0872 0,0495| 0,0991 0,0398| 0,0422| 0,0421
SPI 0,0371 0,0369| 0,0369| 0,0269| 0,0295 0,0567 0,0369| 0,4426 0,0531) 0,0397| 0,0326
LFG 0,0273 0,0360| 0,0278| 0,0128| 0,0111 0,0399 0,0278| 0,9982 0,0597| 0,0281| 0,0281
CGE 0,0201 0,0356| 0,0198| 0,0280| 0,0278 0,0944 0,0198| 0,3586 0,0406| 0,0213| 0,0213
AH 0,0353| 0,0705| 0,0358| 0,0305| 0,0327 0,1333 0,0358| 1,0000 0,0410{ 0,0341] 0,0341
TIM 0,0426| 0,0433| 0,0433| 0,0438| 0,0445 0,0642 0,0433| 0,2864 0,0547| 0,0515| 0,0515

Continuacién Cuadro V.18. Ajustes usando todosl&ies




VALOR |CURTOSIS|DISTRIB. | ACEPTA|ESTAD. | MAX. | VALOR |CURTOSIS| DISTRIB.| ACEPTA| ESTAD. | MAX.
F:TAL 5,164| ATSB 1 0,027| 0,039| D:DCX 4,464 ATSB 1 0,017| 0,039
H:RD 7,304 LAP 1 0,035| 0,039| H:PHIL 4,924| ATSB 1 0,027| 0,039
F:SQ@F 5,334| ATSB 1 0,018| 0,039| F:-EX@F 49,281| LAP 0 0,059| 0,039
E:TEF 6,388 LAP 1 0,033| 0,039| L:TIT 12,987| LAP 0 0,078| 0,039
M:NOKP 9,208| LAP 1 0,033| 0,039| F:CRFR 5,976| LAP 1 0,020| 0,039
E:SCH 5,702 LAP 1 0,026| 0,039| D:RWE 4,363| ATSB 1 0,024| 0,039
I:ENI 5,020| ATSB 1 0,024| 0,039 1:UC 9,298| LAP 0 0,043| 0,039
D:SIE 4,337 ATSB 1 0,016| 0,039| FiLE 8,049 LAP 0 0,047| 0,039
D:EOCA 5,614 LAP 1 0,025| 0,039| E:REP 7,040 LAP 1 0,026| 0,039
F:BNP 8,179 LAP 1 0,028| 0,039| D:BAY 30,645| LAP 1 0,032| 0,039
H:ING 7,436| LAP 0 0,040| 0,039| F:BSN 9,537 LAP 1 0,031 0,039
E:BBVA 5,349| ATSB 1 0,027| 0,039| F:OR@F 6,765| LAP 1 0,038 0,039
D:DTE 6,261 LAP 1 0,023| 0,039 E:ELE 6,370 LAP 0 0,042| 0,039
D:DBK 5,934| LAP 1 0,026| 0,039| E:IBE 5,216| ATSB 1 0,038| 0,039
F:SGE 7,171 LAP 1 0,026| 0,039| D:MUV2 8,260| LAP 1 0,036| 0,039
F:FTEL 7,529 LAP 1 0,033 0,039| F:AIR 6,772 LAP 1 0,029| 0,039
D:ALV 5,600| LAP 1 0,032| 0,039| F:GOB 20,581 LAP 1 0,032| 0,039
H:AAB 7,993| LAP 0 0,042| 0,039| F:LVMH 7,915| LAP 0 0,042| 0,039
F:MIDI 6,410| LAP 1 0,026| 0,039| F:CRDA 6,747| LAP 1 0,037| 0,041
H:UNIL 9,092| LAP 1 0,033| 0,039| H:AGN 7,332| LAP 1 0,034| 0,039
D:BAS 6,511 LAP 1 0,032| 0,039| I:SPI 5,257 ATSB 1 0,028| 0,039
I:G 6,612| LAP 1 0,035| 0,039| F:LFG 5,852 LAP 1 0,018| 0,039
H:AMEV 10,986| LAP 0 0,055| 0,039| F:CGE 11,033 LAP 1 0,024| 0,039
D:SAP 9,753 LAP 1 0,025| 0,039 H:AH 245,808 LAP 0 0,087| 0,039
I:ENEL 10,168 LAP 1 0,038] 0,039| I:'TIM 7,683| LAP 0 0,051| 0,039

Cuadro (V.24) Ajuste simplificado con 1000 datos




ACCION | CURTOSIS| DISTRIB. | ACEPTA| ESTAD. | MAX. | ACCION | CURTOSIS| DISTRIB. | ACEPTA| ESTAD. | MAX.
F:TAL 3,278] NORM 1 0,030| 0,054 D:DCX 3,925 NORM 1 0,039| 0,054
H:RD 9,804 LAP 1 0,048| 0,054| H:PHIL 4,050 ATSB 1 0,036| 0,054

F:SQ@H 6,165 LAP 1 0,054| 0,054| F:EX@F 4,041 ATSB 1 0,027| 0,054
E:TEF 4,197 ATSB 1 0,047| 0,054 LTIT 4,907 ATSB 0 0,085| 0,054

M:NOKP 21,019 LAP 1 0,047| 0,054| F:CRFR 5,393 ATSB 1 0,028| 0,054
E:SCH 4,010 ATSB 1 0,037| 0,054 D:RWE 3,592] NORM 1 0,031| 0,054
I:ENI 5,195 ATSB 1 0,027| 0,054 :UC 6,180 LAP 0 0,094| 0,054
D:SIE 4,387 ATSB 1 0,031 0,054 F:LE 6,669 LAP 1 0,036| 0,054
D:EOA 4,217 ATSB 1 0,027| 0,054 E:REP 3,700 NORM 1 0,045| 0,054
F:BNP 3,421 NORM 1 0,032| 0,054| D:BAY 4,790 ATSB 1 0,037| 0,054
H:ING 4,331 ATSB 1 0,027| 0,054] F:BSN 5,116 ATSB 1 0,040| 0,054

E:BBVA 4,215 ATSB 1 0,044| 0,054| F:OR@F 4,153 ATSB 1 0,049| 0,054
D:DTE 4,161 ATSB 1 0,034| 0,054 EELE 8,018 LAP 1 0,050| 0,054
D:DBK 4,851 ATSB 1 0,044| 0,054 E:IBE 4,523 ATSB 1 0,028| 0,054
F:SGE 4,050 ATSB 1 0,037| 0,054| D:MUV2 4,579 ATSB 1 0,028| 0,054

F:FTEL 3,545 NORM 1 0,032| 0,054 F:AIR 3,885 NORM 1 0,041 0,054
D:ALV 3,737] NORM 1 0,041| 0,054 F:GOB 3,772 NORM 0 0,062| 0,054
H:AAB 4,243 ATSB 1 0,030| 0,054| F:.LVMH 3,342 NORM 1 0,031| 0,054
F:MIDI 3,511 NORM 1 0,034| 0,054| F:CRDA 5,872 LAP 0 0,057| 0,054
H:UNIL 21,830 LAP 1 0,042| 0,054| H:AGN 5,281 ATSB 1 0,024| 0,054
D:BAS 4,132 ATSB 1 0,043| 0,054 I:SPI 3,547] NORM 1 0,041 0,054

I:G 5,765 LAP 1 0,040| 0,054 F:LFG 4,342 ATSB 1 0,031| 0,054

H:AMEV 4,708 ATSB 1 0,030 0,054 F:CGE 7,124 LAP 1 0,049| 0,054
D:SAP 9,731 LAP 1 0,028| 0,054 H:AH 4,688 ATSB 1 0,029| 0,054

I:ENEL 11,705 LAP 0 0,061| 0,054 L TIM 15,174 LAP 0 0,089| 0,054

Cuadro (V.25) Ajuste simplificado con 500 datos




VALOR |CURTOSISDISTRIB.ACEPTAESTADJMAX.|VALOR |CURTOSISDISTRIB.ACEPTAESTAD|MAX.
F:TAL 3,681 NORM 1 0,0530,077 D:DCX 3,767 NORM 1 0,0410,077%
H:RD 3,888 NORM 1 0,0570,077 H:PHIL| 3,880 NORM 1 0,044 0,077
F:SQ@F 3,262 NORM 1 0,0470,0771 F:EX@H 3,752 NORM 1] 0,048 0,077
E:TEH 4,846 ATSB| 1 0,069 0,077 ITIT 8,508 LAP 0 0,09710,0771
M:NOKP| 15,527 LAP 1 0,0630,071 F:CRFH 5,753 LAP 1 0,0550,0771
E:SCH 4,531 ATSB 1 0,030,077 D:RWH 3,927 NORM 1] 0,044 0,077
I:ENI 4,339 ATSB| 1 0,0430,077 1:UC 7,451 LAP 0 0,100 0,077
D:SIE 4,158 ATSB| 1 0,0470,077 F:LE] 4,881 ATSB| 1 0,0220,0771
D:EOA 4,524 ATSB 1 0,0320,071 E:REH 3,920 NORM 1 0,062 0,077
F:BNFA 3,703 NORM 1 0,0340,077 D:BAY 3,680 NORM 1] 0,049 0,077
H:ING 4,587 ATSB| 1 0,0410,077 F:BSN 4,020 ATSB| 1 0,0620,0771
E:BBVA 3,196 NORM 1] 0,0470,071 F:OR@H 5,913 LAP 0 0,0930,077
D:DTE| 5,728 LAP 1 0,070,071 E:ELH 3,668 NORM 1 0,047 0,077
D:DBK 3,223 NORM 1 0,0510,077 E:BE 5493 ATSB 1 0,026 0,077
F:SGH 4,132 ATSB| 1 0,0450,077D:MUV2 3,586 NORM 1 0,0350,0771
F:FTEL 3,147 NORM 1 0,0270,071 F:AIR 3,997 NORM 1 0,0370,077%
D:ALV 2,664 NORM 1 0,0340,071 F:GOBE 3,672 NORM 1 0,047 0,077
H:AAB 6,051 LAP 1 0,0450,071 F:LVMH 3,201 NORM 1 0,0310,077
F:MIDI 3,072 NORM 1 0,0390,077 F:CRDA 6,959 LAP 1 0,064 0,077
H:UNIL 6,221 LAP 1 0,0660,077 H:AGN 3,427 NORM 1] 0,0540,077
D:BAS 3,326 NORM 1] 0,0420,0771 I:SP 4,009 ATSB 1 0,043 0,077
I:G 3,643 NORM 1 0,030,077 FLFG 4,189 ATSB 1 0,0420,077
H:AMEV 3,546 NORM 1 0,03§0,077 F:CGH 14,79( LAP 1] 0,048 0,077
D:SAF 5,262 ATSB| 1 0,030,077 H:AH 4,873 ATSB 1 0,0450,077
I:ENEL] 4,851 ATSB 1 0,058§0,077 I:TIM 22,371 LAP 1 0,0720,077

Cuadro (V.26) Ajuste simplificado con 250 datos




VALOR | CURTOSIS| DISTRIB. | ACEPTA| ESTAD. | MAX. | VALOR | CURTOSIS| DISTRIB. | ACEPTA| ESTAD. | MAX.
F:TAL 3,875] NORM 1 0,033| 0,045 D:DCX 4,792 ATSB 1 0,037| 0,066
H:RD 5,723 LAP 1 0,037| 0,045| H:PHIL 5,767 LAP 1 0,026| 0,045

F:SQ@H 4,878 ATSB 1 0,027| 0,045| F:EX@F 510,731 LAP 0 0,211 0,045
E:TEF 7,064 LAP 0 0,057| 0,045 ITIT 8,325 LAP 0 0,074| 0,045

M:NOKP 9,730 LAP 0 0,089| 0,045| F:CRFR 5,300 ATSB 1 0,019| 0,045
E:SCH 8,626 LAP 0 0,059| 0,045 D:RWE 7,896 LAP 1 0,027| 0,045
I:ENI 4,882 ATSB 1 0,025| 0,056 :UC 6,787 LAP 0 0,079| 0,045
D:SIE 8,962 LAP 1 0,031| 0,045 F:LE 11,012 LAP 1 0,032| 0,045
D:EOCA 7,072 LAP 1 0,029| 0,045 E:REP 4,583 ATSB 1 0,035| 0,045
F:BNP 6,149 LAP 1 0,037| 0,050| D:BAY 5,692 LAP 1 0,026| 0,045
H:ING 11,692 LAP 0 0,050| 0,045 F:BSN 6,215 LAP 1 0,041 0,045

E:BBVA 6,004 LAP 0 0,051| 0,045| F:OR@F 5,417 ATSB 1 0,022| 0,045
D:DTE 4,050 ATSB 1 0,039| 0,059| E:ELE 4,234 ATSB 1 0,032| 0,045
D:DBK 6,391 LAP 1 0,016| 0,045 E:IBE 7,563 LAP 1 0,041| 0,045
F:SGE 6,392 LAP 1 0,036| 0,045| D:MUV2 11,161 LAP 0 0,048| 0,045

F:FTEL 8,610 LAP 1 0,056| 0,062 F:AIR 5,708 LAP 1 0,041| 0,045
D:ALV 8,028 LAP 1 0,033| 0,045 F:GOB 29,287 LAP 1 0,030| 0,045
H:AAB 6,827 LAP 1 0,031| 0,045| F:.LVMH 6,596 LAP 1 0,035| 0,045
F:MIDI 6,318 LAP 1 0,026| 0,045| F:CRDA 7,464 LAP 1 0,058 0,091

H:UNIL 12,877 LAP 1 0,040| 0,045] H:AGN 5,769 LAP 1 0,030| 0,045
D:BAS 6,658 LAP 1 0,036| 0,045 I:SPI 5,197 ATSB 0 0,061| 0,047

I:G 4,958 ATSB 1 0,042| 0,045 F:LFG 6,398 LAP 1 0,038| 0,045

H:AMEV 10,260 LAP 0 0,046| 0,045 F:CGE 6,659 LAP 1 0,038 0,045
D:SAP 7,346 LAP 1 0,032| 0,045 H:AH 22,010 LAP 0 0,057| 0,045
I:ENEL 6,291 LAP 1 0,059| 0,072 I:TIM 6,200 LAP 0 0,062| 0,055

Cuadro (V.27) Ajuste simplificado con datos semesal




VALOR |CURTOSISDISTRIB/ACEPTAESTADJMAX.|VALOR |CURTOSISDISTRIBJACEPTAESTAD |MAX.
F:TAL 4,979 ATSB| 1 0,016 0,020 D:DCX 4,281 ATSB| 1 0,022 0,030
H:RD 6,86( LAP 0 0,022 0,020 H:PHIL 6,833 LAP 0 0,023 0,024

F:SQ@H 5,426 ATSB| 1l 0,020 0,020F:EX@H 794,811 LAP 0 0,098 0,020
E:TEF 5,614 LAP 0 0,046 0,020 I:TIT 9,421 LAP 0 0,062 0,020

M:NOKP 7,979 LAP 0 0,096 0,020 F:CRFR 6,202 LAP 0 0,023 0,020
E:SCH 8,298 LAP 0 0,045 0,020 D:RWE 7,114 LAP 0 0,0210,02d
I:ENI 4,544  ATSB 1 0,018§0,025 I:UC 11,65¢ LAP 0 0,0910,02d
D:SIE 7,000 LAP 1 0,0170,020 F:LE 9,69( LAP 0 0,022 0,020
D:EOCA 6,46¢ LAP 1 0,010,020 E:REP 7,04p LAP 0 0,025 0,020
F:BNP 6,616 LAP 1 0,022 0,023 D:BAY 29,957 LAP 1} 0,016 0,020
H:ING 11,00( LAP 0 0,0380,020 F:BSN 6,815 LAP 0 0,0320,02d

E:BBVA 8,838 LAP 0 0,058 0,02Q0F:OR@H 5114 ATSB 1 0,020 0,020
D:DTE 5,117 ATSB 1 0,0230,026 E:ELE 5,869 LAP 0 0,026 0,020
D:DBK 7,439 LAP 1 0,0180,020 E:IBE 6,928 LAP 0 0,043 0,024
F:SGE 6,998 LAP 0 0,024 0,020D:MUV2 9,85( LAP 0 0,0410,02d
F:FTEL 6,917 LAP 0 0,0300,028 F:AIR 5,535 LAP 0 0,033 0,020
D:ALV 8,733 LAP 1 0,018 0,020 F:GOB 12,653 LAP 0 0,024 0,020
H:AAB 8,896 LAP 0 0,029 0,02QF:LVMH 6,597 LAP 0 0,030 0,024
F:MIDI 7,617 LAP 1 0,014 0,020F:CRDA| 6,747 LAP 1} 0,0370,041

H:UNIL 9,844 LAP 1 0,020 0,020 H:AGN 10,893 LAP 0 0,037 0,020
D:BAS 5,841 LAP 0 0,026 0,020 I:SPI 5,128 ATSB 0 0,0410,021

I:G 11,384 LAP 0 0,028 0,020 F.LFG 4,850 ATSB| 1} 0,015 0,020

H:AMEV 12,174 LAP 0 0,025 0,020 F:.CGE 27,996 LAP 0 0,0370,02d
D:SAP 11,269 LAP 0 0,026 0,020 H:AH 508,437 LAP 0 0,0720,02(
I:ENEL 8,031 LAP 0 0,0370,032 I:TIM 5,201 ATSB 0 0,056 0,024

Cuadro (V.28) Ajuste Simplificado con todos losada






