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La ensenianza del angulo mejora al reflexionar sobre su definicion, usos,
significados y formas en las que se presenta en la matematica escolar. El
objetivo del trabajo es identificar y caracterizar aspectos del
conocimiento especializado que una maestra moviliza cuando trabaja con
angulos en Educacion Primaria. Utilizando el modelo analitico
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge y partiendo de una
revision teorica del concepto, se analizan cinco episodios de ensenianza.
Se observa que prevalece la nocion estdtica del angulo, sin considerar el
angulo como la representacion de un giro, lo que limita la apropiacion
del concepto por el estudiantado.
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How to address angles in primary school? Specialised knowledge and
teaching practice

The teaching of angles improves when their definitions, uses, meanings,
and the various ways they are represented in school mathematics are
deeply reflected upon. The aim of this study is to identify and characterize
aspects of specialized knowledge that a primary school teacher mobilizes
when addressing the notion of angle. Using the Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge analytical model and based on a theoretical
review of the concept, five episodes from the teaching practice are
analyzed. The findings show a predominance of the static notion of angle,
without considering the angle as a representation of a turn, which may
hinder students’ conceptual understanding.
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(Como abordar o angulo na escola primaria? Conhecimento especializado
e pratica docente

O ensino do dngulo melhora quando se reflete profundamente sobre sua
definigdo, usos, significados e as diferentes formas como se apresenta na
matematica escolar. Este trabalho tem como objetivo identificar e
caracterizar aspectos do conhecimento especializado que uma professora
mobiliza ao trabalhar a nog¢do de dangulo no Ensino Fundamental.
Utilizando o modelo analitico Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge e a partir de uma revisdo teorica do conceito, analisam-se
cinco episodios da pratica docente de uma professora. Observa-se uma
predomindncia da nog¢do estatica de dngulo, sem considerar o dangulo
como representagdo de uma rotagdo, o que pode dificultar a apropriagdo
do conceito pelos alunos.

Palavras-chave: Angulo; Conhecimento Especializado do Professor de
Matematica; Educacao Primaria; Pratica docente

El angulo es una nocidon matematica importante para describir y utilizar objetos en
situaciones cotidianas y profesionales. En concreto, es clave en la resolucion de
problemas dentro de las ciencias experimentales, de la ingenieria, del deporte, del
arte y de la arquitectura, entre otras. También, dentro de la propia matematica la
nociéon de angulo juega un papel destacado. Por ejemplo, a partir de la
consideracion del concepto de angulo se desarrolla la trigonometria, existiendo
ademds muchas ramas de la matematica superior que usan funciones
trigonométricas. Sin embargo, dentro de la comunidad matematica, veremos que
no hay un consenso en una unica definicién de angulo. Asi, dependiendo de su uso
o de los fendbmenos a los que da respuesta, aparecen diferentes enfoques o
perspectivas en las definiciones. No es de extrafar que la naturaleza de la nocién
de angulo sea, ya de partida, compleja.

Los curriculos de muchos paises incluyen el concepto de angulo en la
ensefianza en las etapas iniciales de escolarizacion para impulsar el desarrollo del
sentido espacial y de las relaciones geométricas. En el caso de Chile, un objetivo
de aprendizaje de primaria es demostrar que comprenden el concepto de angulo
identificando ejemplos de dngulos en el entorno, estimando la medida de 4ngulos
usando como referente angulos de 45° y de 90° (MINEDUC, 2012, p. 236). Sin
embargo, la variedad de contextos, tanto fuera como dentro de la propia
matematica, en los que se movilizan los angulos hace que su tratamiento en la
escuela sea especialmente complicado (Michelmore y White, 2000; Pachuca y
Zubieta, 2020). Por ello, no sorprende que los estudiantes tengan dificultades en la
escuela elemental para comprender qué es un angulo y como comparar angulos de
distintos tamafios (Fyhn, 2008). Ademads, se han encontrado evidencias de
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estudiantes aventajados en matematica que no logran desarrollar una idea clara del
concepto (Cullen et al., 2018).

Por otro lado, hay estudios que ponen especial atencion a la importancia del
conocimiento que posee el profesorado que ensefia geometria en la escuela
primaria, ya que las oportunidades de aprendizaje que los profesores ofrecen en
sus aulas estan directamente relacionadas con sus conocimientos (Hill et al., 2005;
Kurt-Birel et al., 2020; Montilla et al., 2021). Estas oportunidades son clave para
el desarrollo de la competencia matematica de su alumnado (Carrillo et al., 2013).
Se ha detectado que el profesorado en formacion inicial, tanto en primaria como
en secundaria, presentan una concepcion restringida sobre la nocion de angulo. Por
ejemplo, en algunas ocasiones, al prevalecer un enfoque o perspectiva estatica del
angulo como dos semirrectas que se juntan en un vértice, los futuros docentes
tienen dificultades en el estudio de la trigonometria, que necesita la idea de &ngulo
dinamico como giro (Martin-Ferndndez et al., 2022).

Por todo lo anteriormente discutido, nos planteamos la siguiente pregunta de
investigacion: ;qué elementos del conocimiento sobre angulos moviliza el
profesorado para su tratamiento en el aula de primaria?

Para dar respuesta a nuestra pregunta, nos apoyaremos en el modelo teérico-
analitico Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) de Carrillo-
Yafiez et al. (2018). Este modelo asume la especializacién del conocimiento
matematico del profesorado y, por ello, se centra en aspectos que son especificos
de su labor docente: el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico de
ese contenido. Los datos fueron extraidos de la practica en el aula de una maestra
que manifestd interés en revisar sus clases sobre angulos dado que, a su juicio,
consideraba que no poseia un conocimiento adecuado para que sus estudiantes
aprendieran.

Para abordar nuestra pregunta de investigacion, planteamos como objetivo
identificar y caracterizar aspectos del conocimiento especializado que la maestra
moviliza cuando trabaja la nocion de angulo con su alumnado de Educacion
Primaria. Revisamos dos clases sobre la ensefianza del concepto de angulo y
seleccionamos cinco episodios en los que emergian el o los conceptos de angulos
y sus diversas representaciones. Teniendo en cuenta las dificultades relatadas sobre
el tratamiento del angulo, derivadas de su compleja conceptualizacion desde
diferentes perspectivas, limitamos nuestro andlisis a los elementos del
conocimiento especializado que la maestra moviliza, dentro del subdominio del
MTSK sobre el conocimiento de los temas (Knowledge of Topics, KoT) (Carrillo-
Yafiez et al., 2018).

Dada la complejidad de la idea de dngulo y la escasa dedicacion al estudio de
las matematicas y su didactica en los planes de formacion inicial del profesorado
de Educacion Primaria (Nolla et al., 2021), entendemos que, para abordar
metodoldgicamente la pregunta de investigacion, no es suficiente la observacion y
analisis de la practica de una docente en el aula como en otros trabajos con este
modelo (Carrillo-Yanez et al., 2018; Cayo y Contreras, 2020). Por ello, se
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considera inicialmente un enfoque metodolédgico tipo top-down (de la teoria a los
datos) desde la revision de la literatura académica, en matematicas y en su
didéctica, para construir una coleccion de indicadores del KoT especificos para
ensefar la nocion de angulo (Charalambous y Litke, 2018). Estos indicadores se
concretaran en un instrumento metodologico destinado a examinar de manera
detallada la practica de la maestra informante. El andlisis permitird evidenciar que
en dicha practica predomina una perspectiva estatica de la nocién de angulo, en
coherencia con lo sefialado en la literatura especializada. Asimismo, dado el papel
central de la maestra en los episodios seleccionados, se observa una primacia del
registro verbal sobre el grafico, lo que dificulta la aparicion del registro simbolico
durante la sesion, en contraste con lo documentado en los estudios revisados.

MARCO TEORICO

Conocimiento especializado del profesor de matematicas

A finales de los afios 80 del siglo pasado, Shulman planteé la necesidad de
considerar la especificidad del contenido que se esta ensefiando e introdujo la
distincidn entre el conocimiento de la disciplina y el conocimiento didactico de la
disciplina, entendiendo este Gltimo diferente del conocimiento pedagdgico general
(Shulman, 1986). Desde entonces, han surgido varias conceptualizaciones del
conocimiento del profesorado, especialmente en el caso de la Educacion
Matematica. El modelo MTSK se ha mostrado adecuado en muchas
investigaciones para comprender y caracterizar el conocimiento especializado del
docente sobre diferentes temas matematicos, tanto desde un enfoque teérico, como
desde el analisis de su practica en el aula (Ramirez-Garcia et al., 2021; Lifidn-
Garcia et al., 2021; Mufioz-Cataldn, Ramirez-Garcia et al., 2022).

Dado que en este trabajo nos aproximamos por primera vez a la pregunta de
investigacion planteada, y teniendo en cuenta la profundidad requerida por nuestro
posicionamiento como investigadores sobre la especificidad del conocimiento
matematico para ensefiar, solamente pondremos el foco en las siguientes tres
categorias del subdominio KoT. Este trata sobre qué y como sabe el profesor los
contenidos que ensefia implicando un dominio profundo del tema, que incluye
conceptos, procedimientos, hechos, reglas y teoremas, asi como sus
representaciones y significados (Carillo-Yanez et al., 2018).

(1) Definiciones, propiedades y fundamentos: se refiere al conocimiento del
docente sobre definiciones, teoremas, axiomas, proposiciones y
propiedades matematicas relativas a los éangulos. Mas adelante,
desarrollaremos ese conocimiento de las definiciones, en plural, pues en el
caso del angulo dependen mucho de la aproximacion fenomenoldgica
elegida (Freudenthal, 1983).
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(2) Fenomenologia y aplicaciones: contempla la comprension del profesorado
sobre los usos de un determinado contenido o los eventos, contextos o
sucesos que le dan significado, sentido u origen (Carrillo-Yéanez et al.,
2018). En esa linea, Freudenthal (1983, p. 323) recomienda: “introducir los
conceptos de angulo en plural porque, en efecto, hay varios; diversos
enfoques fenomenologicos conducen a diversos conceptos, aunque puedan
estar estrechamente relacionados”. Sin embargo, coordinar estas
perspectivas en el aula es complicado para los docentes pues al provenir
de sistemas axiomaticos diferentes, no siempre son del todo compatibles
(Kontorovich y Zazkis, 2016).

(3) Registros de representacion: incluye el conocimiento sobre las distintas
formas de representar el contenido matematico, en nuestro caso el angulo,
y las conversiones entre dos representaciones cualesquiera. Ningln
proceso matematico puede darse sin usar un sistema de representacion y, a
diferencia de lo que ocurre en otras areas de conocimiento, los sistemas de
representacion y las conversiones entre ellos estdn en el centro del
quehacer matematico (Duval, 2006).

Para identificar los distintos registros de representacion, utilizamos la adaptacion
del modelo de Lesh (Mufioz-Catalan, Joglar-Prieto et al., 2022). Asi, en lugar de
considerar la diferenciacion entre los sistemas de representacion simbolo escrito y
simbolo hablado, preferimos diferenciar el registro de simbolo matemaético
(escrito) del de lenguaje natural verbal (ya sea escrito o hablado), por el papel que
el simbolo juega en el aprendizaje matematico especialmente en las primeras
etapas escolares. Consideramos entonces cinco registros: grafico (G) y
manipulativo (M), ambos de naturaleza iconica por su relacion de semejanza con
la situacion representada, aunque el primero de naturaleza estatica y el segundo
dinamica, permitiendo interacciones con el aprendiz; lenguaje verbal (V) y
lenguaje simbolico (S), ambos de naturaleza simbdlica y convencional; y situacion
real (R), registro crucial en primaria para facilitar la implicacion del alumnado en
la solucion de la situacion problema al permitir dotarla de significado.

Definiciones, fenomenologia y representaciones del angulo en la literatura

Considerando lo anterior, comenzamos recogiendo definiciones de la nocién de
angulo, asi como fendmenos desde donde emerge y sus representaciones, tal y
como aparecen en trabajos generados dentro de la comunidad matematica.
Ademas, a través de la revision de trabajos de investigacion en didéctica de las
matematicas, identificaremos los aspectos del conocimiento del concepto de
angulo relativos a su definicion, fenomenologia y representaciones, que ayudarian
a un docente a trabajar adecuadamente en el aula. Con eso, completariamos la
primera aproximacion a la nocion de dngulo desde la teoria poniendo el foco en
las tres categorias de conocimiento elegidas, lo que nos permitird, en la seccion de
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metodologia, elaborar un primer instrumento para analizar los datos recogidos de
la maestra informante (aproximacion top-down).

Segun Matos (1990), en una ocasion el Libro I de los “Elementos” de Euclides
define un angulo como el conjunto de dos rectas coplanarias distintas que se cortan
en un punto centrandose asi en los elementos que lo delimitan. Sin embargo,
Euclides, en otras ocasiones en el mismo libro, sugiere que el dngulo es la region
plana limitada por esas dos rectas o, en otras, habla también de la inclinacion entre
dos lineas en un plano, que se unen la una a la otra y que no estan sobre una linea
recta. Euclides parece excluir asi en su definicion de angulo el angulo 0 y el angulo
llano (el que mide 180°) y parece también considerar la posibilidad de que las
lineas que se unen para formar el dngulo no sean rectas. Para Casas-Garcia y
Luengo-Gonzalez (2005), las definiciones de Euclides eran de partida poco
precisas. En cualquier caso, Euclides apuesta por un enfoque que llamaremos
estatico en el abordaje de las definiciones de angulo, fijdndose en la abertura y
muy dependiente de los registros G, Vy S.

De acuerdo con Casas-Garcia y Luengo-Gonzalez (2005), Hilbert coincide
con Euclides considerando el angulo como un sistema formado por dos semirrectas
pertenecientes a distintas rectas coplanarias que se cortan en un punto. Para Severi,
un angulo es el conjunto de los puntos comunes a dos semiplanos, de un mismo
plano, cuyas fronteras se encuentran en un punto. Estas definiciones, segin Casas-
Garcia y Luengo-Gonzalez (2005), encierran de nuevo dificultades, entre las que
destacan que no define inicamente un objeto y que no sirve para angulos de 0°,
180°, 360° o mayores, ni para angulos negativos.

En las definiciones descritas hasta ahora, fenomenoldgicamente, los autores
consideran el angulo como una region del espacio (del plano) o como un par de
lineas rectas (o de semirrectas o rayos) que se cortan en un punto, en ambos casos,
siempre desde un enfoque estatico, dando respuesta al &ngulo como abertura, y
necesitando representaciones graficas y simbolicas para determinar el objeto al que
se refieren en las figuras.

En cambio, serd Klein quien considere la naturaleza dinamica del objeto
identificando el angulo con la cantidad de giro necesaria para trasladar una
semirrecta a la posicion de otra, dadas dos semirrectas con vértice comun,
emergiendo asi una nueva referencia o significado del angulo (Matos, 1990).

En la literatura en espafnol, Rey Pastor y Puig Adam (1959), en su libro de
“Elementos de Geometria” dirigido al profesorado de Educacion Primaria,
explican que “cuando trazamos dos rectas en un plano que se cortan en un punto
O, cada una de las cuatro regiones en las que el plano queda dividido es un angulo”
(p. 21). Asi, en su definicion, dan por hecho que los &ngulos son regiones convexas
del plano. Sin embargo, més adelante ya admiten llamar angulos también a las
regiones no convexas delimitadas por dos semirrectas que se cortan en un punto
coincidiendo con Hilbert. Es importante destacar que, aunque dicen que cuando
las dos rectas coinciden no hay angulo, acuerdan considerarlo como el angulo 0.
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Asi, consideran de nuevo un enfoque estatico, en este caso claramente como region
del plano (abertura), y usan los registros G, Sy V.

Por otra parte, desde el area de la Didactica de las Matematicas, diversas
investigaciones han puesto atencion en como el alumnado de Educacion Primaria
y primeros afios de Educacion Secundaria se aproxima a la comprension del
concepto de dngulo y la medida de su amplitud (Berthelot y Salin, 1996; Clements
y Burns, 2000; Devichi y Munier, 2013; Mitchelmore y White, 2000; Mullins,
2020, Pachuca y Zubieta, 2020). Es claro que la nocion de dngulo, ademas de
presentar problemas ya desde su definicion formal, es complicada de abordar en el
aula. Algunas de las conclusiones de los trabajos citados son que el aprendizaje
del concepto de angulo estd mediado por el trabajo con material concreto, la nocion
del plano infinito y, especialmente, por el trabajo en una combinacion de
situaciones que aborden la construccion del angulo desde diferentes significados
estaticos y dindmicos. Esta tension entre las situaciones estaticas y dindmicas es
complicada de gestionar por los docentes (Kontorovich y Zazkis, 2016).

Por otra parte, Mitchelmore y White (2000) detectaron dificultades en los
estudiantes para movilizar la idea de angulo en situaciones que involucran
intersecciones de caminos, manecillas de relojes u objetos como las tijeras. Es
decir, los estudiantes de primaria tienden a comprender mejor el concepto de
angulo cuando pueden ver sus dos lados. Sin embargo, les resulta mas complicado
reconocer angulos en contextos donde uno o ambos lados del dngulo no estan
visibles.

Utilizar esquinas tiene limitaciones también para trabajar con el angulo llano
(180°). De hecho, autores como Tanguay y Venant (2016) desvelan cémo las
conceptualizaciones de dngulo que el alumnado va construyendo estadn vinculadas
a la forma en que las representaciones, en los diferentes registros, y las
conversiones entre ellas, se usan en las situaciones de aprendizaje llevadas al aula.
El registro grafico tiene mas limitaciones en el enfoque dindmico que en el caso
estatico, con lo que se forzaria un proceso de abstraccion mayor. Fynh (2008)
recomienda de integrar el trabajo de los angulos en primaria en la actividad fisica
por medio de registros que promuevan el movimiento, como el registro
manipulativo o las situaciones reales con objetos como, por ejemplo, los abanicos
(Berthelot y Salin, 1996) o el propio cuerpo (Fyhn, 2008). En cambio, algunos
autores como Guichard (2018), utilizan una aproximacion al trabajo con angulos
en la escuela desde la historia de la matematica, y, sugieren un nuevo enfoque de
la ensefianza del angulo desde la idea de magnitud, usando una definicion
funcional privilegiando la medida de angulos. Complementando lo anterior,
autores como Henderson y Taimina (2005), apuntan a la necesidad de considerar
tres perspectivas diferentes desde las que definir dngulo: como una nocién
dinamica (dando respuesta al fendmeno del giro), nocidn estatica (dando respuesta
al fenomeno de abertura tanto en figuras geométricas como en objetos de la vida
cotidiana y al de inclinacion o pendiente) y como una medida que puede emerger
de forma natural al comparar aberturas o giros.
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Como podemos observar en la revision de la literatura descrita en los parrafos
anteriores, cada definicion de angulo da respuesta a un fendmeno (abertura,
inclinacion, giro, medida). Este aspecto parece propio o intrinseco de la nocion de
angulo. Por ello, nos ha parecido redundante diferenciar las dos categorias en el
analisis y aparecen unidas en las Tablas 3 y 4. Esta decision esta apoyada también
por las reflexiones de Freudenthal discutidas anteriormente (1983).

METODOLOGIA

El objetivo de este trabajo fue identificar y caracterizar aspectos del conocimiento
especializado que una maestra moviliza cuando trabaja la nocion de angulo. Por la
naturaleza del estudio propuesto, se utiliza una metodologia de investigacion
cualitativa con un paradigma interpretativo (Hernandez-Sampieri y Mendoza,
2018).

Datos: informante y episodios
Se han elegido dos lecciones sobre ensefianza de angulo en Educacion Primaria
(estudiantes de 10 afios) de 90 minutos de duracion cada una, cuyo detalle se

encuentra en la Tabla 1.

Tabla 1

Objetivos y actividades de las sesiones

Leccion

Objetivo

Actividades y andlisis a priori

1. Reconociendo
angulos

2. Clasificando y
conceptualizando

Identificar caracteristicas del
cuadrado reconociendo el
angulo recto.

Reconocer angulos rectos,
agudos, obtusos y extendidos o
llanos.

Dibujar figuras con dngulos
rectos.

Clasificar angulos menores o
iguales a 180°.

Conceptualizar la idea de
angulo. Utilizan guias para
clasificar angulos en figuras y

Se presenta al curso un
cuadrado y se pregunta cuales
son sus caracteristicas. Se
busca que identifiquen los
angulos rectos como
caracteristica. Se utiliza el
angulo recto como referencia
de apertura para los angulos
agudos y obtusos.

Se espera que los estudiantes
recuerden la figura geométrica
considerando tanto lados de la
misma medida como angulos
rectos.

Se espera que después del
trabajo, los estudiantes
verbalicen una idea de angulo.

Hay algunos angulos que
visualmente cuesta clasificar,

PNA 20(2)



(Como tratar el angulo en la escuela primaria?... 191

Tabla 1

Objetivos y actividades de las sesiones

Leccion Objetivo Actividades y andlisis a priori
dibujos de objetos. Definen ese es el momento para que los
angulo a partir del trabajo con  estudiantes necesiten medir.
angulos.

Las lecciones fueron disefiadas e implementadas en el aula por una maestra de
Primaria con cinco afios de experiencia de aula y videograbadas para su posterior
revision y andlisis detallado (Erickson, 2006). La informante participd en un
proyecto de investigacion sobre practica docente a lo largo del cual mostrd su
preocupacion por la ensefianza del angulo. Se seleccionaron cinco episodios,
entendidos como “periodos de tiempo de la clase que se dedican a un tipo de
actividad relativamente coherente” (Schoenfeld, 2013; p. 612). En nuestro caso
son precisamente los fragmentos de las lecciones donde la maestra introducia,
definia y ejemplificaba el concepto de 4angulo utilizando diferentes
representaciones.

Los episodios elegidos se organizan en la Tabla 2, donde se presentan los
momentos cuando, de forma explicita e implicita, se trata una definicién y
fenomenologia de angulo considerando distintas representaciones. La
transcripcion de las unidades de informacion relevantes para el analisis se incluye,
para facilitar la lectura, en la seccion de resultados.

Tabla 2

Episodios de analisis

Leccion  Episodio  Actividad Interés de analisis

1 1 (Cual angulo es recto? Conflicto con angulo recto,

angulo llano o extendido y
angulo cero

1 2 Angulos grandes y angulos ~ Se indica que un angulo es “mas
pequetios grande que otro” en el caso que
tenga una mayor amplitud
2 3 La longitud de los lados Los angulos se representan con
del angulo rayos y/o segmentos

(interferencia en la nocién de
angulo de la longitud de sus
lados)

2 4 Definiendo angulo Se realiza una definicion en
conjunto tras realizar
aproximaciones con angulos
estaticos.

PNA 202)



N. Pizarro, A. Zamorano-Vargas, N. Joglar-Prieto y J. M. Belmonte 192

Tabla 2

Episodios de andlisis

Leccion  Episodio  Actividad Interés de analisis

2 5 Con solo una “linea” basta  ;Es necesario tener dos “lineas”

para visualizar un dngulo?

Para la toma de datos se elaboraron consentimientos y asentimientos para la
direccion del centro educativo, la maestra, padres-madres y estudiantes.

Instrumento de analisis

Para disefiar nuestro instrumento de andlisis, metodolégicamente comenzamos
realizando un analisis fop-down partiendo de la revision de la literatura incluida en
el Marco Teorico con base en el modelo analitico el MTSK. Asi, conseguimos una
primera lista de indicadores para cada una de las tres categorias del subdominio
KoT elegidas sobre la nocidon de angulo. Incluimos a continuacion la Tabla 3 en la
que se organiza toda la informacion recogida. Se agrupan, por un lado, los
indicadores encontrados de las categorias Definiciones y Fenomenologia: (i)
Abertura - Region del plano (RP); (i1) Abertura - Par de Semirrectas (PS); (ii1) Giro
(Gl y (iv) Medida (ME); y, por otro, los indicadores encontrados para la categoria
Registros de representacion: Grafico (G), Manipulativo (M); Verbal (V),
Simbolico (S) y Situacion Real (R). Para facilitar la posterior lectura, se abrevian
solo con una inicial las de indicadores de Registros y con dos iniciales las de
Definiciones y Fenomenologia.

Tabla 3

Definiciones de angulos, fenomenologias y uso de registros

Autores Definiciones, fenomenologia y uso de registros

Euclides (s. IV a. Region plana limitada por dos rectas no paralelas (RP), foco en
C.) (citado por el interior de la region; uso de G, Vy S.

Matos, 1990) Conjunto de dos rectas coplanarias distintas que se cortan en un

punto (PS); foco en la frontera de la region; uso de G, Vy S.
La medida de una longitud de arco (ME); uso de G, V y S.

Klein (1849-1925) Dadas dos semirrectas con vértice comun, cantidad de giro
(citado por Matos,  necesaria para trasladar una semirrecta a la posicion de otra

1990) (GI); foco en inclinacion, cambio de direccion. Uso de G, V' y
S.

Hilbert (1862- Sistema formado por dos semirrectas pertenecientes a distintas

1943) (citado por rectas coplanarias que se cortan en un punto (PS); foco en la

Matos, 1990) frontera de la region plana; uso de G, Vy S.
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Tabla 3
Definiciones de angulos, fenomenologias y uso de registros

Autores Definiciones, fenomenologia y uso de registros

Severi (1879-1961) Conjunto de los puntos comunes a dos semiplanos de un mismo
(citado por Casas-  plano, cuyas fronteras se encuentran en un punto (RP y PS);
Garcia y Luengo- foco en el interior de la region; usode S, Gy V.

Gonzalez (2005)

Rey Pastor y Puig ~ Cada una de las cuatro regiones en las que el plano queda

Adam (1959) dividido cuando dos rectas se cortan en un punto (RP); foco en
el interior de la region. Regiones no convexas delimitadas por
dos semirrectas que se cortan en un punto (RP y PS).

Usode G, VyS.

Freudenthal (1983) Parte del plano comprendida entre un par desordenado de
semirrectas con origen comun (RP); foco en la forma
geomeétrica estatica. Par ordenado de semirrectas con origen
comun (PS); cantidad de giro dirigido para llevar la primera a la
segunda (GI). Giro dinamico (goniometria) y medida (ME). La
distancia o el area entre dos lineas que se cortan (RP, ME).
Foco en la abertura y su medida (ME). La diferencia entre la
pendiente de dos lineas (GI). Foco en inclinacioén, cambio de

direccion.

Uso de registros G, V, S, R y M.
Berthelot y Salin Conjunto de puntos situados entre dos semirrectas con un
(1996) origen comun (RP y PS); foco en el interior de la region (RP).

Una clase de sectores circulares de igual radio, que pueden ser
superponibles (RP); foco en el interior de la region, en la idea
de abertura o amplitud (ME). La magnitud de rotacién que
consigue superponer una semirrecta en otra con origen comun
(GI); foco en inclinacion, cambio de direccion.

Uso de los registros G, V, S, My R.

Clements y Burns  Giro para pasar de una direccion a otra (Gi); foco en el cambio
(2000) de direccion y medida con uso de TIC (ME). Uso de registros
R, Gy S. Registro manipulativo virtual.

Mitchelmore y Intersecciones de caminos y esquinas (PS); foco en la forma de

White (2000) la frontera de la region plana. Giros limitados o ilimitados con
diferentes modelos fisicos (GI). Porcion del plano (RP); foco en
el interior de la region, en la idea de abertura, amplitud, la
diferencia de orientacion (RP, ME, GI).

Uso de los registros R, G, My V.
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Tabla 3

Definiciones de angulos, fenomenologias y uso de registros

Autores Definiciones, fenomenologia y uso de registros

Henderson y Cambio de direccion (GI). Longitud de arco (ME). Espacio
Taimina (2005) entre dos semirrectas (RP, PS).

Uso de los registros V, R, Gy S.

Fyhn (2008) Longitud de arco (ME). Region del plano comprendida entre
dos semirrectas con origen comun; foco en el interior (RP). Par
de semirrectas que se cortan en un punto (PS).

Uso de los registros V'y R.
Thanheiser et al. Region del plano comprendida entre dos semirrectas con origen
(2010) comun (RP). Par de semirrectas que se cortan en un punto (PS).

Angulo de rotacién (como representacion de un giro) para pasar
de una semirrecta a otra que comparten el origen (GI). Medida
de un angulo en grados, uso del transportador o de otras piezas
con forma de sector circular para superponer (ME) se mide en
diferentes unidades, no solo en grados.

Uso de los registros V, Gy M.

Devichi y Munier  Angulo de rotacién (GI). Angulo sectorial, la cantidad

(2013) compartida por el conjunto de todos los sectores angulares
superpuestos (RP). Par de semirrectas que se extienden desde
un punto comun (PS).

Uso de los registros V, Ry G.

Kontorovich y Region del plano comprendida entre un par desordenado de

Zazkis (2016) semirrectas con origen comun (RP). Par ordenado de
semirrectas con origen comun, cantidad de giro dirigido para
llevar la primera a la segunda (PS, GI y ME).

Uso de los registros V, Gy S.

Tanguay y Venant  Dos semirrectas con origen en el mismo punto (PS) dividen el

(2016) plano en dos regiones (ilimitadas), y cada region se define
como un angulo (RP). Cuando los rayos no son opuestos, una
region es convexa y se llama angulo interior; la otra es no
convexa y se llama angulo exterior. Abertura entre dos objetos
rectos, ejemplificado con partes del cuerpo (PS y ME).

Uso de los registros G, V, Sy R.
Guichard (2018) Abertura formada por dos lineas o dos planos (PS, GI y ME).
Uso de los registros V, Ry G.
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Tabla 3
Definiciones de angulos, fenomenologias y uso de registros

Autores Definiciones, fenomenologia y uso de registros

Uniodn de segmentos con un punto en comun (PS). Rotacion de

Mullins (2020) una linea (GI).

Uso de los registros Vy G.

Para operativizar el andlisis de los episodios seleccionados, retomamos las
propuestas de San Martin (2014) y consideramos las tres categorias del KoT como
codificaciones abiertas, integrando en una misma unidad las relativas a
Definiciones y Fenomenologia. Estas categorias se configuraron inicialmente
como codificaciones abiertas, en tanto que derivan de la identificacion y
conceptualizacion de la nocidon de angulo a partir de la informacion sintetizada en
la Tabla 3. Posteriormente, dichas codificaciones abiertas se articularon mediante
distintos indicadores, también recogidos en la Tabla 3, siguiendo un enfoque de
caracter top-down. A partir de este proceso se establecieron las codificaciones
axiales, que se presentan en la Tabla 4. Las codificaciones abiertas y axiales son
las que se utilizan en la seccion de Resultados para identificar y caracterizar el
conocimiento especializado de la maestra informante movilizado durante los
episodios observados cuando trabaja con dngulos en el aula.

Tabla 4
Instrumento: codificaciones abiertas y axiales para categorizar el conocimiento
especializado de la maestra informante

Codificacion Abierta (KoT-MTSK) Codificacion Axial (analisis Top-down)

Definicion y Fenomenologia Abertura - Region del plano (RP)
Abertura - Par de semirrectas (PS)
Giro (GI)
Medida (ME)

Registros de representacion Simbolico (S)
Verbal (V)
Grafico (G)
Manipulativo (M)

Situaciones Reales (R)
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RESULTADOS Y DISCUSION

Comenzamos analizando el episodio 1. En este episodio la maestra muestra el
angulo de medida cero y el angulo llano utilizando material didactico.

Episodio 1: ;Cuando el angulo es recto?

Maestra: (So6lo existiran angulos rectos?
Varios estudiantes: [Se escuchan algunos “no” y otros murmuran].
Maestra: Porque yo aqui tengo dos lados, un vértice y estan rectos, Ana,

(qué otro angulo puede existir?
Estudiante 1 [Ana]: Curvos.

Maestra: (Como curvos? Nosotros habiamos dicho que habia dos lineas
rectas que formamos angulos, pero aqui, entre este lado del
rombo y este, se formara un angulo? [Mostrando un &dngulo
obtuso en un rombo que esta en la pizarra].

Estudiantes: [Se escuchan algunos “no” y otros murmuran].

Maestra: Pensemos. ;(Hay dos lineas rectas? [mostrando el rombo].
(Aqui hay una linea recta? [mostrando un lado del rombo].

Estudiantes: No.

Maestra: (Qué hace a una linea ser recta?

Estudiante 2: Que esté derecha.

[La maestra dibuja en forma paralela a un lado del rombo, una linea ondulada de
color azul y el rombo esta dibujado con 1apiz de color negro].

Maestra: (Esta estd asi? (refiriéndose a la linea azul ondulada). ;Esta
(sefialando la linea azul), o ésta (sefalando la linea negra). (Cual
esta recta? O sea, /cudl esta derechita?

Maestra: (Cual de esas dos lineas es una linea recta?

Estudiante 3: La de la derecha.

Maestra: (Lanegra o la azul?
Estudiante 3: La negra. [Indicando el lado del rombo que es una linea recta].
Maestra: Pero la diferencia de esta linea recta, con la otra [mostrando el

rombo] es que ésta otra esta acostada [la maestra se inclina para
mostrar con su cuerpo como seria una linea ‘acostada’], esta un poco
mas inclinada, la otra esta recta, de manera horizontal. ;Aca, existira
un angulo? Si, porque hay dos lineas rectas, hay un vértice, entonces
(por qué se caracterizara el angulo?

Por ejemplo, aqui, ;hay un dngulo? [Muestra las geotiras juntas, una
sobre otra].
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Estudiante 4: No.

Maestra: (Por qué no?
Estudiante 4: Porque estan juntas.
Estudiante 2: No, porque no hay una linea recta que se una con la otra [moviendo

una mano desde arriba hacia abajo].

Maestra: Si hay un vértice, porque se unen aqui [mostrando las conexiones
donde se juntan las geotiras]. Solo que estan asi como si estuviera
una encima de la otra. [Pausa]. ;Ustedes ven un angulo? ;Donde lo
ven?

Estudiante 3: [Muestra las manos, coloca una a continuacion de la otra de forma
horizontal, deja la mano derecha de forma horizontal y pivota la
mano izquierda].

Maestra: Y, (por qué dice que ahi hay un dngulo?
Estudiante 3: Porque tiene un vértice y lo hace ver como un angulo.
Maestra: Ya, muy bien.

A través del dibujo de un rombo en la pizarra, interpretamos que la maestra
moviliza su conocimiento sobre angulos por medio de la definicion (PS) utilizando
la representacion (G). Ademads, conoce el potencial del uso de las geotiras (M) para
acompafiar la conceptualizacion de angulo. La representacion con las geotiras (M)
incide en la concepcion de angulo como (PS). Esto ultimo propicia que el
estudiantado se confunda con el uso del lenguaje natural y el lenguaje geométrico,
donde “lo derecho” parece sinonimo a “recto”. También, respecto al uso del
lenguaje, en este episodio aparece el uso de un vocabulario “flotante” sobre la
palabra recto: (a) recto versus curvo; (b) recto como dos direcciones de un plano
vertical y horizontal y, (c) recto refiriéndose al angulo comprendido entre dos
segmentos ortogonales. Asi, las codificaciones axiales (V) y (M) causan
confusiones con la categoria (R). Sin embargo, los razonamientos que la maestra
propone exigen al estudiante situarse en la concepcion de angulo como (RP),
cuando indica: “Si, hay un vértice porque se unen aqui. Solo que estan asi, como
si estuviera una encima de la otra”.

El uso de lenguaje (V) y el uso de geotiras (M) dan lugar a un conflicto
alineado con las investigaciones de Tanguay y Venant (2016), porque la
representacion dificulta la comprension del angulo. Aqui, el dngulo llano o en
angulo cero, cuando el par de semirrectas pertenecen a la misma recta o coinciden,
pierde la visibilidad emergiendo dificultades en el aprendizaje como indican
Mitchelmore y White (2000).
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Episodio 2: Angulos grandes y angulos pequefios

En este episodio la maestra, considerando la clasificacion de angulos, pregunta
directamente a los estudiantes por dngulos mas pequefios 0 mas grandes que un
recto. Utilizando las geotiras, disefia un angulo recto y pregunta a los estudiantes.

Maestra: Esto es un angulo recto [usando las geotiras]. Y ahora, ;este angulo
es mas pequefio o mas grande? [Juntando un poco las geotiras].

Estudiante 2: Mas pequeftio.

Maestra: Claro, porque las lineas se estan haciendo mas juntas.

Estudiante 2: Porque se inclino.

Estudiante 3: Mientras mas juntas estén las dos, mas pequeiios.

Maestra: [Vuelve a repetir el movimiento]. ;Este angulo es mas pequeiio o mas

Estudiante 4:

Maestra:

Estudiante 4:

Maestra:

Estudiante 4:

Maestra:

Estudiante 5:
Estudiante 6:

Maestra:

grande?

Es mas chico.

(Por qué es mas chico?
Porque se juntaron.
(Qué se junto?

Las lineas.

El angulo es mas pequefio porque las lineas se estan haciendo mas
juntas [con las geotiras forma un angulo claramente obtuso]. ;Este
angulo es mas pequeio o mas grande?

Mas grande.
Esta més separado.

(Qué estd mas separado? Muy bien, les cuento, el &ngulo no son las

dos lineas y el vértice, el angulo es lo que esta entre ellos. Toda la
distancia que hay entre un lado y el otro, se llama angulo [sefialando
con el dedo las geotiras]. Por eso ustedes dicen que son mas grandes
0 mas pequefios, porque la distancia crecid o disminuyo.

La maestra comienza movilizando el significado de angulo recto como referente
para comparar angulos mayores o menores a €l, por medio de la Definiciéon y
Fenomenologia (PS) y asi avanzar hacia el significado de medida poniendo el foco
en la codificacion axial de fenomenologia de medida (ME) de la abertura de las
geotiras, a través de movimientos, tipo giros (GI). La maestra utiliza su
conocimiento de otra Definicion y Fenomenologia, (RP), cuando indica “el angulo
es lo que esté entre ellos”. Al mover las geotiras (M), sabe como representar con
el material un arco que se asemeja a las ideas de Euclides sobre la medida de la
longitud de arco, lo que permite clasificar a los angulos como “maés grandes” o
“mas pequenos” (ME) de acuerdo con la apertura en las geotiras (M). En el proceso
de hacer conversiones entre las representaciones (V) y (M) se apoya especialmente
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en un lenguaje de signos con los dedos de las manos, simulando trazar un supuesto
arco (de una geotira a otra).

Posiblemente, la concepcion estatica del angulo mostrada por la maestra
informante, le hace desaprovechar la potencialidad que el registro manipulativo
presenta para ofrecer la nocion dindmica del angulo. Es decir, las decisiones de
ensefianza que toma, basadas en su conocimiento didéctico del contenido, parecen
estar condicionadas por su conocimiento de los temas. Se observa asi como
indicadores de conocimiento de un subdominio estdn relacionados con otros de
otros subdominios del modelo MTSK.

Episodio 3: Longitud de los lados de angulos
Este episodio ocurre cuando la maestra pide a los estudiantes identificar &ngulos
rectos.

Maestra: (Hay un angulo recto? [Muestra un angulo recto con dos geotiras de
diferente longitud].

Estudiantes: Si... mas o menos [hay estudiantes con dudas].

Maestra: (Quién dice que no?

Estudiante 1:

No, porque no son iguales las lineas.

Maestra: (Qué caracteristicas tenia el dngulo recto? ;Qué sus lineas fueran
iguales?

Estudiante 2: Mmm... tienen un vértice.

Maestra: Ya, el vértice que estd ahi donde se juntan. ;Qué mas? Tiene que
haber dos lineas, un vértice y ;como tienen que estar esas dos lineas?
Ta dijiste algo, ;unidas, cierto? Tengo dos lineas. [La maestra
muestra dos geotiras de distinto tamafio una en cada mano]. ;Tienen
que ser del mismo tamafio?

Estudiantes: No.

Maestra: Da lo mismo, pueden ser como ellas quieran. Tu dijiste que habia
que unirlas y ti que tenian un vértice.

Estudiante 2: Como la luz.

Maestra: (Por qué como la luz?

Estudiante 2: [Se levanta de su puesto para mostrar la caja donde se encuentra el
tubo fluorescente que ilumina la sala y que se encuentra en el techo
y que forma un angulo recto con el techo].

Maestra: Ah, super bien.

El foco del episodio se enmarca en la codificacion axial de Definicion y
fenomenologia (PS). La maestra conoce la definicion de dngulo asociada a dicha
fenomenologia y también el potencial de las geotiras (M) de longitudes
marcadamente diferentes para enfrentar a su alumnado a un obstaculo didactico
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que se genera por el trabajo con las representaciones mas tipicas de &ngulos, donde
la longitud de los lados es la misma. Este obstaculo genera un conflicto al trabajar
con el registro de representacion manipulativo (M) que simula semirrectas con
tiras de longitud claramente distinta, que en realidad representan segmentos. La
maestra comprende las limitaciones de los registros de representacion simbolico
(S) y manipulativo (M) para representar la nocion de recta al ser un objeto no
acotado y, por eso, insiste en la irrelevancia de la longitud de las geotiras para
representar un angulo recto, movilizando asi la codificacion (PS). Ademas, ese
conocimiento la lleva también a facilitar una comparacion en paralelo entre dos
representaciones del angulo recto. Por un lado, la representacion del angulo con
las geotiras (M) y, por otro lado, con una representacion a partir de un objeto real
(R), ala que se refieren como “la luz” (una lampara empotrada en el techo de forma
cuadrada en la que los lados que forman el angulo recto tienen la misma longitud).
Esto evidencia su conocimiento sobre la flexibilidad representacional (Mufioz-
Catalan, Joglar-Prieto et al., 2022): no solo conoce diferentes representaciones, su
potencial y sus limitaciones, también sabe como compararlas (M, R y V). De
nuevo, su toma de decisiones docentes esta apoyada en su KoT.

Episodio 4: Elementos que componen un angulo con los estudiantes.
En este episodio, detrds haber trabajado ya con las clasificaciones de angulos, la
maestra, junto a los estudiantes, intenta ofrecer una definicion de angulo.

Estudiante 1 [Carolina]: Son dos lineas unidas por un vértice.

Maestra: (Estéa bien lo que dice Carolina?
Estudiante 2: No, porque le falta que sean dos lineas rectas.
Maestra: Bien, Amanda con precision. [Mostrando dos geotiras

unidas, una recta y una curva]. Entonces vamos a decir que
el angulo son dos lineas rectas que se juntan en un vértice.

Estudiante 3: Falta decir que el angulo es el espacio.

Maestra: Muy bien, ;entendieron lo que dijo?

Estudiantes: Si [a coro].

Maestra: El angulo es el espacio, gracias a eso se compone. Ya Ana,
(qué podemos decir?

Estudiante 3: El angulo es el espacio entre las dos lineas.

Maestra: Entonces ahi viene lo que dice Carolina, entre dos lineas, y
aqui hay que decir lo que dijo Amanda ;entre dos lineas...?

Estudiantes: Rectas [a coro].

Maestra: Volvamos a lo que dijo Carolina.

Estudiante 1:

Unidas...
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Maestra:

Estudiante 2:

Maestra:

Estudiante 2 [Ana]:

Maestra:

Estudiante 4:
Maestra:

Estudiante 4:

Pongamos que se juntan, para que seamos mas precisos, que
se juntan.

En un vértice.

Ana dijo algo super importante: no estamos diciendo lo que
es un angulo, estamos diciendo lo que compone a un
angulo. Entonces, ;/qué palabras seran importantes aca?

Espacio.

Espacio porque es la abertura. [Abriendo los brazos para
mostrar amplitud].

Vértice.
Vértice, ;{qué mas?

Lineas rectas.

Maestra: Es el espacio entre dos lineas rectas que se juntan en un

vértice. O sea, tengo que tener un espacio, dos lineas rectas
y un vértice. [Mientras la maestra lo menciona va
subrayando estas palabras en la definicion de dngulo que ha
ido anotando en la pizarra].

Estudiante 1: Que se juntan.

Maestra: Claro que se juntan en el vértice.

En este episodio la maestra enumera con los estudiantes los elementos para definir
angulo (lados, vértice y espacio) evidenciando su conocimiento de dichos
elementos y de como coordinar a la vez dos categorias axiales vinculadas a
fenomenologia (RP) y (PS).

Los principales registros de representacion utilizados son el verbal-oral y
verbal-escrito (V) acompanado, ocasionalmente, por los registros manipulativo
con las geotiras (M) y real con sus brazos (R). El registro verbal-oral esta
relacionado con el verbal-escrito porque la maestra escribe en la pizarra una
definicion de angulo subrayando los elementos de la fenomenologia (PS). De
nuevo, estos elementos de la situacidn observada evidencian su conocimiento
sobre las codificaciones axiales identificadas.

Episodio 5: Con solo una “linea” basta
En este episodio, se muestra a los estudiantes que con solo una linea se puede
formar un angulo.

Maestra: Aqui tenemos un dngulo y estas son las lineas, que nosotros

le decimos lineas, pero son rectas... por eso pueden ser
grandes o chiquitas, el porte da lo mismo.

Estudiante 1 [Baltazar]: ;S6lo pueden ser dos lineas o puede ser una?
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Maestra: Tienen que ser siempre dos. A veces la otra es imaginaria,
pero siempre estd, por ejemplo, mira (dibuja en la pizarra
un segmento oblicuo). Alguien te puede decir “Baltazar,
aqui hay un angulo” y ta le puedes decir “pero has hecho
solo una linea”.

Estudiante 1: Esté invisible.

Maestra: Y, (donde esta?

Estudiante 2: En el metal de la pizarra.

Maestra: Exacto, esta en el metal de la pizarra, ;Lo entendiste
Baltazar?

Estudiante 1: Lo sabia.

Durante el episodio la maestra moviliza la fenomenologia (PS) mostrando asi su
conocimiento de la misma. Utiliza fundamentalmente los registros (V) y (G) en
los dibujos de la pizarra, haciendo conversiones entre los dos tipos de registros. En
un momento durante el episodio, ante la pregunta de uno de los estudiantes sobre
la necesidad de dos rectas para definir el angulo, la maestra incide en la idea de
rectas imaginarias apoyandose en la inclinacion de un segmento dibujado
partiendo de un vértice de la pizarra, evidenciando su conocimiento de las
representaciones del angulo ademas de en el registro (V), también en los registros
(R) y (G). Aunque parece que la pregunta del alumno viene dada por la dificultad
de identificar los dos segmentos del angulo llano, la maestra, posiblemente
condicionada por su objetivo de trabajar desde la fenomenologia (PS), no
interpreta el verdadero cuestionamiento del alumno.

Para finalizar esta seccion, se ha incluido una tabla en la que se resumen los
resultados de nuestro andlisis de los cinco episodios organizados en las categorias
axiales de la codificacion abierta construida.

Tabla 5
Codificacion episodios

Codificacion Abierta (KoT — MTSK) Codificaciones Axiales  Episodio

Top-down
Definicion y Fenomenologia Region del Plano (RP) 2,4
Par de Semirrectas (PS) 1,2,3,4,5
Giro (GI) 2
Medida abertura (ME) 2
Registros de representacion Simbolico (S)
Verbal (V) 1,2,3,4,5
Grafico (G) 5
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Tabla 5
Codificacion episodios

Codificacion Abierta (KoT — MTSK) Codificaciones Axiales  Episodio
Top-down

Manipulativo (M) 1,2,3,4
Situaciones Reales (R) 3,4, 5

CONCLUSIONES

En una primera instancia, hemos constatado que encontrar una definicion formal
de angulo es complicado, incluso en trabajos de la literatura especializada tanto en
matematicas como en su didactica. La nocion de angulo estd mediatizada por
fenomenologia, lo que, epistemoldgicamente, puede influir en esta dificultad. Aun
asi, en la escuela se insiste en ofrecer una definicion, en muchas ocasiones, unica.

Se observa que hay coherencia entre lo encontrado en la literatura revisada y
lo evidenciado en los andlisis de los episodios: prevalece el enfoque estatico al
trabajar con los d&ngulos como region plana o par de semirrectas, siendo esta tltima
fenomenologia la mas frecuente. Posiblemente, el uso de las geotiras propicia
dicha aproximacion, aunque este material también pudo haber sido ttil para tratar
la nocién de angulo como giro.

La nocion de angulo como giro o medida, apenas se ha observado en los
episodios analizados, lo que coincide con los resultados de la revision de la
literatura en matematicas. Sin embargo, desde la didactica de las matematicas
todos los trabajos revisados en el apartado del marco teorico a partir de Freudenthal
(1983) insisten en que en las aulas se deben generar diversas oportunidades en las
cuales los estudiantes puedan trabajar para construir su nocion de angulo, con las
distintas perspectivas o sus usos, incluidos el giro y la medida.

En cuanto al uso de registros, dado que en las clases analizadas el
protagonismo recaia en la maestra, el uso de registro verbal esta siempre presente.
Sorprendentemente, la maestra apenas se apoya en el registro grafico, por ello el
registro simbodlico no emerge en ninguno de los episodios a pesar de la prevalencia
de este registro en los textos matematicos revisados. El uso de un material
manipulable como las geotiras sustituye el registro grafico por el manipulativo.

Cabe destacar que hemos constatado que el registro verbal presenta ciertas
dificultades. Por ejemplo, la polisemia en espafiol de la palabra recto genera una
confusidn en los estudiantes cuando la palabra hace referencia a la condicion de
rectos de los lados del angulo y a la condicion del angulo recto (90°), incluso
proponen la existencia de angulos “curvos”. El dngulo cero no tiene curvas ni
pendientes, por lo tanto “estéd recto”, al igual que el angulo llano. A esta confusion
se afiade el que las palabras derecho/recto también hacen referencia a la situacion
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horizontal o vertical del segmento. Nos preguntamos: ;qué es algo recto para los
estudiantes?, ;jalgo que estd derecho y no es oblicuo? Es importante que los
docentes conozcan este obstaculo cultural y puedan tomar decisiones didacticas
adecuadas, esto esta alineado con Tanguay y Venant (2016) que observaron un
abuso en los registros de representacion grafico y simbolico del angulo en la
Educacion Primaria, lo que implica limitaciones en el abordaje de su definicion
como giro o proceso de cambio de direccion, que genera tensiones entre las
diferentes definiciones de angulo en el aula.

Estos resultados nos permiten dar respuesta a nuestro objetivo identificando y
categorizando elementos del KoT desde dos perspectivas: la primera desde la
revision de la literatura, y la segunda desde el analisis de la practica de una maestra.
Se muestra la importancia de que el profesorado disponga de un conocimiento
especializado so6lido sobre angulos que le permita ofrecer oportunidades de
aprendizaje a partir de las diversas fenomenologias y de la explotacion de los
recursos y materiales de ensefianza. En este trabajo no se considera la
representacion manipulativa virtual, porque no se utiliza y apenas es nombrada en
la literatura revisada, sin embargo, deberia ser complementaria a las otras
representaciones y considerada como otro registro por su naturaleza interactiva,
pero no fisica.

Esta investigacion puede tener también repercusiones directas en los planes de
estudios de la formacion inicial y continua del profesorado de matematicas en
primaria, pues indica en qué aspectos del conocimiento MTSK se debe incidir al
abordar con los futuros docentes la ensefianza y el aprendizaje del angulo. En este
sentido es especialmente relevante el resumen de la revision tedrica recogido en la
Tabla 3.
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HOwW TO ADDRESS ANGLES IN PRIMARY SCHOOL!?
SPECIALISED KNOWLEDGE AND TEACHING PRACTICE

Noemi Pizarro, Alicia Zamorano-Vargas, Nuria Joglar-Prieto, and Juan Miguel
Belmonte

The teaching of angles can be significantly improved when attention is paid to their
definitions, uses, meanings, and the various ways they are represented in school
mathematics. This study aims to identify and characterise aspects of the specialised
knowledge a primary school teacher mobilises when teaching the concept of angle.
Two complementary methodological approaches are employed to address the
stated objective: a theoretical review of the concept including mathematics and
mathematics education research, and the analysis of the teaching practice of a
Chilean teacher. Both analyses rely on the Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge (MTSK) theoretical model.

Despite the inclusion of angles in primary curricula in many countries, the
wide range of contexts in which the concept is used—both within and beyond
mathematics—makes its teaching particularly complex. Students frequently
experience difficulties grasping the concept, a challenge that may be compounded
by teachers’ own restricted understandings. It has even been also found that pre-
service teachers generally have a restricted conception of the notion of angle, often
limited to the static idea of two rays meeting at a vertex, which can, for example,
create difficulties later on when they are required to teach trigonometry, which
relies on the dynamic concept of angle.

The findings reveal a predominant focus on a static conception of angle, with
little or no reference to its dynamic interpretation as a representation of turn. This
limited perspective constrains her use of resources, particularly those that could
support the development of a dynamic understanding through manipulative
representations and may hinder students’ conceptual understanding.

This suggests the need for teachers to possess deep, specialised knowledge
that enables them to draw on diverse representations and contexts. Such
knowledge is essential to create meaningful learning opportunities and to make
effective use of didactical tools and materials. This research may also have direct
implications for the design of initial and continuing teacher education programmes
in primary mathematics, as it highlights specific aspects of MTSK that should be
emphasised when addressing the teaching and learning of angles with prospective
teachers.
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