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Capitulo 1

Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

Comenzaremos introduciendo las nociones fundamentales que nece-
sitaremos para el desarrollo de esta asignatura. Para los conceptos no
definidos en lo que sigue, nos remitimos a [2]. La bibliografia contiene
también aquellos textos sobre Teoria de Galois, de entre la multitud que
existen, utilizados en la preparacion de estos apuntes. El desarrollo de las
clases no tiene porqué coincidir literalmente con lo expuesto aqui, aunque
estas notas son el documento basico relacionado con los contenidos del
curso. Se recomienda, por tanto, a los estudiantes que tomen sus propias
notas en clase.

1.1. Extensiones de cuerpos y elementos algebraicos

Comencemos recordando que un cuerpo es un anillo conmutativo K tal
que su grupo de unidades es K\ {0}. Observemos que estamos suponiendo
implicitamente que un cuerpo nunca es el anillo trivial {0}.

DEFINICION 1.1. Sea F un subanillo de un cuerpo K que es, a su vez,
un cuerpo. Diremos que F es un subcuerpo de K. Se dice también que F < K
es una extension de cuerpos.

Dada cualquier extension de cuerpos F < K, la propia multiplicacion
de K proporciona una estructura de F-espacio vectorial sobre K. Explici-
tamente, consideramos sobre K, con su suma, la acciéon de un escalar
A € F sobre un vector o« € K como el producto Ax realizado en K. Que estas
operaciones dotan a K de una estructura de F-espacio vectorial se sigue
inmediatamente de los axiomas de anillo que satisface K.

DEFINICION 1.2. La dimensién de K como F-espacio vectorial se llama
grado de K sobre F. Se suele usar la notaciéon

K : F] = dimg K.
La extension se llama finita si [K : F] < oo.

EJEMPLO 1.3. Se tiene que [C: R] =2, [R: Q] = co. La segunda igualdad
se deduce de que R no tiene cardinal numerable.

Dado cualquier conjunto no vacio A de subcuerpos de K, se comprueba
facilmente que la interseccion (., F es un subcuerpo de K.

DEFINICION 1.4. Dado un subconjunto S de K, la interseccion de todos
los subcuerpos de K que contienen a S se llama subcuerpo de K generado
por S. Se trata del menor subcuerpo de K que contiene a S. Si S = (), el con-
junto vacio, obtenemos el menor subcuerpo de K, que se llama subcuerpo
primo de K.

La caracteristica de un anillo A se denotara por car(A). Recordemos
que la caracteristica de un anillo A es el namero natural n tal que Kerx =
nZ, para x : Z — A el inico homomorfismo de anillos que existe.
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1.1. EXTENSIONES DE CUERPOS Y ELEMENTOS ALGEBRAICOS 6

PROPOSICION 1.5. Dado un cuerpo K, su subcuerpo primo es isomorfo a
Zy, sicar(K) =p >0, y es isomorfo a Q sicar(K) =0.

DEMOSTRACION. Tomemos el iinico homomorfismo de anillos x : Z —
K, determinado por la condicién x(1) = 1. Se tiene que Imyx es el menor
subanillo de K. Por tanto, Imyx esta contenido en el subcuerpo primo P de
K. Sabemos que Keryx = pZ, donde p = car(K).

Si p > 0, entonces tenemos un isomorfismo de anillos Z/pZ = Imy. Co-
mo Imy esta contenido en un cuerpo, ha de ser un dominio de integridad,
luego p es un numero primo. Asi que Imy es un subcuerpo de K isomorfo
a Z,. Como Imy C P, deducimos que Imy = P.

Sip =0, entonces Imy = Z. Por tanto, el cuerpo de fracciones Q de Imy
es isomorfo a Q. Por otra parte, como Imy C P, podemos calcular Q dentro
de P. Asi, Q = P, resultando que P es isomorfo a Q. O

EJERcICIO 1. Demostrar que el cardinal de un cuerpo finito es de la
forma p", donde p es un entero primo y n es un entero positivo. /Qué
interpretacion tienen p y n?

DEFINICION 1.6. Sea F < K una extensién de cuerpos y S C K un mero
subconjunto. Denotaremos por F(S) el menor subcuerpo de K que contiene
a FUS. Diremos que F(S) esta generado sobre F por S y que S es un conjunto

de generadores. Cuando S ={«y,...,at}, usaremos la notacion abreviada
F(CX],.-.,OCt) = F({CX],...,OCt}).

Si K =Fla,...,0), diremos que F < K es una extension finitamente gene-

rada.

Para un anillo conmutativo A, denotaremos por A[X] al anillo de po-
linomios en la indeterminada X con coeficientes en A. Para f € A[X], el
subconjunto de A[X] definido por

(f) ={gf: g € AIX]}

es un ideal de A[X] llamado ideal principal generado por f. Recordemos
que, si A es un cuerpo, entonces todo ideal de A[X] es principal.

DEFINICION 1.7. Para f € K[X] y una extension de cuerpos K < E tal
que f se descompone como producto de polinomios lineales! en E[X], y
E = K(aq,...,¢) para «y,...,x¢ € E las raices de f, diremos que E es un
cuerpo de escision o descomposicion de f. Este cuerpo depende del cuerpo
K donde consideramos los coeficientes de f. A veces se enfatiza este hecho
hablando del cuerpo de descomposicion de f sobre K. Observemos que
hemos usado el articulo indeterminado «un». Mas tarde, daremos una
nocién mas general de cuerpo de descomposicién y una formulacion de su
existencia y unicidad.

OBSERVACION 1.8. Si f € Q[X], la existencia de un cuerpo de descom-
posicién para f se deduce facilmente del Teorema Fundamental del Alge-
bra?: basta con tomar todas las raices complejas aq,...,0; € C de fy el
subcuerpo Q(«1,...,«t) de C es un cuerpo de descomposicién de f.

EJEMPLO 1.9. Un cuerpo de descomposicién de f = X? —2 € Q[X] es
Q(vV2) ={a+bVv2:a,be Q.

1Por «lineales», entendemos de grado 1.
2Ver Seccién 3.3 para una demostraciéon en el contexto de este curso, que no necesita
variable compleja.

Algebra 111, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.1. EXTENSIONES DE CUERPOS Y ELEMENTOS ALGEBRAICOS 7

EJERcCICIO 2. Dada una extension de cuerpos F < K y subconjuntos
S, T C K, razonar que F(SUT) = F(S)(T).

EJEMPLO 1.10. Tomemos f = X* — 2 € Q[X]. Las raices complejas de f
son v/2, V2w, v2w?, donde w = e?™/3 ¢ C. Un cuerpo de descomposicién

de f es Q(v/2, w).

EJEMPLO 1.11. El polinomio f = X™ — 1 € Q[X], para n > 1, tiene todas
sus raices complejas simples, ya que ninguna es comun con la tnica raiz
de f’ = nX"~!. Estas son las llamadas raices n-ésimas complejas de la
unidad. Forman un grupo ciclico bajo el producto; un generador de dicho
grupo es e?™/™ = cos2n/n + isin27/n. Los generadores de este grupo se
llaman raices n—ésimas primitivas complejas de la unidad. Si w es una
cualquiera de ellas, entonces un cuerpo de descomposicion de X™—1 sobre

Q es Q(w).

Los numeros complejos que aparecen en los ejemplos anteriores son
algebraicos sobre Q, en el sentido de la siguiente definicién.

DEFINICION 1.12. Sea F < K una extension de cuerpos. Diremos que
un elemento « € K es algebraico sobre F si es raiz de algiin polinomio no
constante de F[X]. En caso contrario, diremos que « es trascendente sobre
F.

La siguiente proposicion enuncia varios hechos fundamentales para el
desarrollo posterior.

PROPOSICION 1.13. Sea F < K una extensioén de cuerpos y « € K alge-
braico sobre F. Existe un tinico polinomio ménico irreducible f € F[X] tal que
f(o) = 0. Ademads, se tiene un isomorfismo de cuerpos® F(a) = F[X]/(f) y que
1, «,...,x%€1} es una base de F(«) como F-espacio vectorial. Por tanto,
[F(o) : F] = degf.

DEMOSTRACION. La aplicacién e, : F[X] — K definida por ey (g) = g(«),

para g € F[X], es un homomorfismo de anillos. Su nucleo es, por tanto, un
ideal de F[X], que es no nulo ya que « es algebraico sobre F. Sea f € F[X] el
generador monico de Ker e, que sabemos es el polinomio moénico de grado
minimo contenido en Kere,. Veamos que f es, precisamente, el descrito
en el enunciado. Que f es irreducible se deduce del primer teorema del
isomorfismo, ya que éste da un isomorfismo de anillos
(1.1) F<[f>§] = Ime,, (g+ (f) = g(a)).
En efecto, puesto que Ime, es un subanillo del cuerpo K, deducimos que
es un dominio de integridad, por lo que F[X]/(f) lo es también. Dado que
F[X] es un dominio de ideales principales, deducimos que f es irreducible
y que F[X]/(f) es un cuerpo (ver, por ejemplo, [2, Teorema 3.45]).

Si h es irreducible y moénico y h(«) = 0, entonces (h) C (f) y, como el
primero de estos ideales es maximal, deducimos que f = h, puesto que
ambos polinomios son generadores moénicos del mismo ideal de F[X].

Observemos que Ime, C F(«). Puesto que Ime, es un cuerpo y contiene
a «, deducimos que Ime, = F(«). Por tiltimo, observemos que una base
como F-espacio vectorial de F[X]/(f) es

X'+ (f) 11 < degf).

3Un isomorfismo de cuerpos es un isomorfismo de anillos entre dos cuerpos

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.2. EXTENSIONES FINITAS Y EXTENSIONES ALGEBRAICAS 8

El isomorfismo (1.1), que también es F-lineal, lleva esta base en la consig-
nada en el enunciado. U

DEFINICION 1.14. El polinomio f cuya existencia se prueba en la Propo-
sicion 1.13 se llama polinomio minimo (o polinomio irreducible) de « sobre F,
que denotaremos por Irr(«, F). Al grado de Irr(«, F) lo llamaremos también
grado de « sobre F.

OBSERVACION 1.15. Se sigue de la demostracion del la Proposicion
1.13 que el polinomio irreducible de un elemento algebraico « sobre F es
el polinomio ménico de grado minimo entre los de F[X] que tienen a « como
raiz. Ademas, cualquier otro polinomio en F[X] que tenga a « como raiz, ha
de ser un multiplo de Irr(«, F).

EJERCICIO 3. Calcular Irr(w,Q(+v/2)), para w = e'?7/3,

EJERCICIO 4. Sea p un nuimero primo y w # 1 una raiz p—€ésima com-
pleja de la unidad. Calcular Irr(w, Q).

1.2. Extensiones finitas y extensiones algebraicas

Comenzamos con una herramienta basica para trabajar con extensio-
nes finitas.

LEMA 1.16 (De la torre). SeanF < K < L extensiones de cuerpos. Enton-
ces F < L es finita si, y soélo si, F < K y K < L son finitas. En tal caso,

[L:F=[L:K]K:F.

DEMOSTRACION. Supongamos que F < L es finita. Claramente, K es
un F-subespacio vectorial de L, asi que [K: F] < [L : F] y F < K resulta
finita. Por otra parte, cualquier sistema de generadores finito de L como
F-espacio vectorial también lo es como K-espacio vectorial, luego K < L es
finita.

Supongamos ahora que [L : K] = n, [K: F] = m son finitas, y tomemos

bases {uq,...,u,} de L sobre Ky {vq,...,v;;,} de K sobre F. Una comproba-
cion rutinaria demuestra que {u;v; : 1 <1 <n,1 <j < m}es una base de L
como F-espacio vectorial. O

OBSERVACION 1.17. El nombre que hemos puesto al Lema 1.16, y que
nos sera util para agilizar su mencion, proviene de que, cuando se tienen
varias extensiones de cuerpos de la forma F; < .-- < F,, se suele decir que
tenemos una torre de cuerpos.

EJEMPLO 1.18. Observemos que tenemos las extensiones de cuerpos
Q < Q(V2) < Q(V2,w),
para w una raiz compleja ctuibica primitiva de la unidad. Como /2 es raiz
de X3 — 2 y este polinomio es irreducible en Q[X], tenemos que se trata del
polinomio minimo de /2 sobre Q. Por la Proposicién 1.13, una Q-base de
Q(V/2) es {1, v/2, ¥/4}. Por otra parte, w es raiz del polinomio X? + X+ 1, que
es irreducible sobre Q(+/2), ya que sus raices, w, @, no son nameros reales
y, por tanto, no estan en ese subcuerpo. El Lema de la torrre implica que
[Q(V2,w):Ql =6.
De hecho, una Q-base de Q(v/2, w) es
(1, V2, V4, w, w V2, wv4).

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.2. EXTENSIONES FINITAS Y EXTENSIONES ALGEBRAICAS 9

EJEMPLO 1.19. Vamos a usar lo aprendido hasta ahora para calcular
Irr(v/5 + vV—2,Q). Llamamos o = /5 + /—2. Vamos a calcular el grado
del anterior polinomio, para lo que observamos que Q(«) < Q(v/5,v—2), y
queremos demostrar que estos cuerpos son iguales.

Puesto que « — /—2 = /5, elevando al cuadrado, obtenemos que

«? —2v/—-2x—2 =35,
de donde
ot —7

(1.2) V7= >
[0 4

De modo que v—2 € Q(«). Procediendo de manera analoga, obtenemos que

247
V5 = “2: € Q).

Deducimos, pues, que Q(v/5,v/—2) = Q(«). Usando el Lema 1.16 y la Pro-
posiciéon 1.13, obtenamos

deg(Irr(e, Q) = [Q(«) : Q] = [Q(V5,v~2) : Q(vV5)][Q(V5) : Q] =2 x 2 = 4.

Razonemos los valores asignados a la derecha: [Q(v/5) : Q] = 2, puesto que
V/5 es raiz del polinomio X?> —5 € QI[X], que es irreducible por el criterio
de Eisenstein, asi que Irr(v/5,Q) = X? — 5. Por otra parte, v—2 es raiz
del polinomio X2 + 2 € Q(v/5)[X], que es irreducible ya que sus raices no
son reales y no pueden pertenecer al subcuerpo Q(v/5) de R. Por tanto,
Irr(v=2,Q(v5)) = X + 2, lo que implica que [Q(v/5, v-2) : Q(v/5)] = 2.

Para concluir, elevando en (1.2) al cuadrado y operando, obtenemos
que « es raiz del polinomio f(X) = X* — 6X? + 49 ¢ QI[X]. Por tanto, f(X)
es un multiplo de Irr(«, Q) y, como ambos tienen grado 4, deducimos que
Irr(a, Q) = f(X).

PROPOSICION 1.20. Dada una extension de cuerpos F < K y a € K,
se tiene que o es algebraico sobre F si, y solo si, existe una sub-extension
F<L<KtalqueF <L es finitay x € L.

DEMOSTRACION. Si « es algebraico sobre F, tomamos L = F(«) y apli-
camos la Proposicion 1.13.

Reciprocamente, sea L como en el enunciado. Como F(x) < L, deduci-
mos del Lema 1.16 que F(«) es un F-espacio vectorial de dimensién finita.
Por tanto, existe un natural n > 1 tal que «™ depende linealmente sobre F
de 1,a,...,a™ . Los coeficientes en F que expresan «™ como combinacion
lineal de la potencias inferiores de « dan un polinomio no nulo en F[X] que
tiene por raiz a «. ]

DEFINICION 1.21. Una extension F < K se dice algebraica si todo ele-
mento de K es algebraico sobre F.

Las extensiones finitas son algebraicas; es mas, se tiene el siguiente
resultado.

TEOREMA 1.22. Una extension F < K es finita si, y solo si, es algebraica
y finitamente generada.

DEMOSTRACION. SiF < K es finita y « € K entonces, por la Proposicion
1.20, « es algebraico sobre F. Asi que la extension es algebraica. Ademas,
K = F(uy,...,u) para cualquier F-base {u;,...,u} de K.

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS, I 10

Reciprocamente, supongamos que K = F(«1,..., %) ¥ que es algebrai-
ca. Entonces cada «; es algebraico sobre F. Tenemos la sucesion de ex-
tensiones finitas F < F(oy) < Flag, 2) < -+ < F(etyy ..., xn) = K. Aplicando
reiteradamente el Lema de la torre, obtenemos que F < K es finita. O

OBSERVACION 1.23. La demostracion del Teorema 1.22 muestra que,
si K = F(aq,...,an) para «,...,a, algebraicos sobre F, entonces la exten-
sion F < K es finita.

COROLARIO 1.24. Dada una extension F < K, el conjunto A de los ele-
mentos de K que son algebraicos sobre F es un subcuerpo de K. Obviamente,
la extensiéon F < A es algebraica.

DEMOSTRACION. Si «, € K son algebraicos sobre F, entonces « +
B, af € F(e, ). Como la extensiéon F < F(«, ) es finita, segiin se observa en
1.23, deducimos del Teorema 1.22 que es algebraica, asi que «+ 3, 3 son
algebraicos sobre F. Luego A es un subanillo de K. Por ultimo, si « # 0,
entonces o' € F(«), por lo que resulta ser algebraico sobre F. Asi que A
es un subcuerpo de K. O

DEFINICION 1.25. El subcuerpo A de K descrito en el Corolario 1.24 se
llama clausura algebraica de F en K.

EJEMPLO 1.26. La clausura algebraica Q de Q en C se llama cuerpo
de los nuumeros algebraicos. Notese que la extension Q < Q es algebraica
pero no finita, ya que contiene elementos cualquier grado, por ejemplo,
/2 para cualquier natural n > 2.

EJERcICIO 5. Calcular Irr(v2 +1, Q).
EJERCICIO 6. Calcular Irr(v2 4 iv/3,Q).

EJERCICIO 7. Calcular un cuerpo de descomposicion de X* 4 16 € Q[X]
y su grado sobre Q.

EJERcICIO 8. Calcular Irr(v2 + v2,Q).

EJERCICIO 9. Calcular f(X) = Irr(1 + v/2,Q). Calcular las raices com-
plejas de f(X) y un cuerpo de descomposicién suyo.

1.3. Construcciones con regla y compas, I

En lo que sigue, consideraremos algunas construcciones geomeétricas
en el plano afin euclidiano que veremos estan relacionadas con ciertas
extensiones de cuerpos.

Para un conjunto § de puntos del plano, con, al menos, dos puntos,
consideremos I" el conjunto cuyos elementos son las rectas determinadas
por pares de puntos de S junto con las circunferencias con centros en Sy
radio determinado por este centro y cualquier otro punto de §. Llamemos
S§¢ a los puntos obtenidos al intersecarse todo par de elementos de I'. Es
claro que § C §¢.

DEFINICION 1.27. Dado un conjunto de puntos S del plano euclidiano,
definimos recursivamente la sucesion de subconjuntos S, del plano como
sigue: Sp =S, Sn41 = S, paran € N. El conjunto de los puntos construibles
(con regla y compas) a partir de S es

(1.3) C(S) = Sn
neN
Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS, I 11

FIGURA 1. Recta perpendicular, caso 1

FIGURA 2. Recta perpendicular, caso 2

LEMA 1.28. Dados tres puntos P,Q,R del plano, con P,Q distintos, se
puede construir con regla y compas a partir de ellos un punto T tal que la
rectas PQ y RT son perpendiculares.

DEMOSTRACION. Distinguimos dos casos, segan R esté en la recta PQ
0 no.

Para el primer caso (ver Figura 1), trazamos la recta PQ y la circun-
ferencia con centro R que pasa por Q. En caso de ser R = Q, usariamos
la misma construccién con P en el papel de Q. Esta circunferencia corta
a la recta PQ en otro punto S. Ahora, trazamos dos circunferencias, una
con centro Q pasando por Sy otra con centro S y conteniendo al punto Q.
Tomemos un punto T de interseccién de ambas, que sera, claro, equidis-
tante de Q y S. Asi, el triangulo QST es equilatero. Lo que implica que la
recta RT es perpendicular a la recta PQ.

Para el segundo caso, se sigue un procedimiento similar, ilustrado por
la Figura 2.

O

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



1.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS, I 12

FIGURA 3. Suma de numeros reales

EJERcICIO 10. Construir, a partir de tres puntos no colineales, usando
regla y compas, el cuarto punto que completa un paralelogramo.

EJERcIcIO 11. Dados dos puntos que determinan una recta r y un
punto A no contenido en ella, construir, usando regla y compas, el simétri-
co de A con respecto de .

Seguidamente, vamos a ver los puntos construibles como nuimeros
complejos. Para ello, elijamos dos puntos en §. Podemos tomar un sistema
de referencia para el cual las coordenadas de estos puntos son (0,0) y (1,0).
Ademas, cada punto del plano con coordenadas (x,y) puede verse como
el namero complejo x + iy. De esta forma, el conjunto C(S) de los puntos
construibles a partir de § es un subconjunto de C. Con esta perspectiva,
lo que estamos suponiendo es que S contiene a los niimeros 0y 1.

LEMA 1.29. Dado z = x + iy € C se tiene que z € C(S) si, y soélo si,
x,y € C(S).

DEMOSTRACION. Observemos que i € C(S), ya que podemos trazar la
recta que pasa por 0 perpendicular a la recta real determinada por 0,1y
obtener i como interseccién de esta recta con la circunferencia de centro
0 que pasa por 1. Con argumentos similares, es facil deducir que si r € R,
entonces r € C(S) si, y sélo si, ri € C(S).

Bien, si x + iy € C(S), entonces obtenemos x,iy como proyecciones
ortogonales sobre el eje real y el eje imaginario. Por tanto, x,y € C(S).
Reciprocamente, si x,y € C(S), entonces podemos obtener x + iy como la
interseccion de la recta perpendicular al eje imaginario que pasa por iy y
la perpendicular al eje real que pasa por x. O

PROPOSICION 1.30. El conjunto C(S) es un subcuerpo de C. Ademas, si
z € C(S), entonces z € C(S).

DEMOSTRACION. En virtud del Lema 1.29, y de la expresion de las
operaciones suma, producto e inversion de niumeros complejos en funcion
de sus componentes real e imaginaria, basta, para la primera afirmacion,
que demostremos que C(S) NR es un subcuerpo de R.

Vayamos con la suma y el producto: dados r,v’ € C(S) N R, podemos
suponer que los dos son positivos, ya que, en otro caso, sabemos que
tomar opuestos es un proceso construible. Bien, tenemos que z =1/ +ir €
C(S8). Los puntos de corte de la circunferencia con centro v’ que pasa por
z con el eje real son los nameros v’ —r, 1’ + r (ver Figura 3).

Para el producto rr’, supongamos que r,r’ > 0, ya que el resto de los
casos se deduce de éste teniendo en cuenta, de nuevo, que si x € C(S)NR,
entonces —x € C(S) NR. Bien, trazamos la recta paralela a la determinada
por 1,ir que pasa por r’ y tomamos iy su corte con el eje imaginario. Los
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1.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS, I 13

FIGURA 4. Producto de numeros reales

FIGURA 5. Inversion de numeros reales

triangulos de vértices 0,1,ir y 0,7’,1y son semejantes, lo que implica que
y =11’ y, por tanto, rr’ € C(S) (ver Figura 4).

Por ultimo, para ver que el inverso de un nuimero real no nulo r puede
construirse con regla y compas, trazamos la recta paralela a la determina-
da por r,1i que pasa por 1. Su corte, de nuevo por semejanza de triangulos,
con el eje imaginario es 1~ '1, lo que prueba que r~! € C(S) (ver Figura 5).

La segunda afirmacién se deduce del hecho de que tomar el conju-
gado de un numero complejo consiste en tomar el opuesto de su parte
imaginaria. (]

LEMA 1.31. Siz € C(S), entonces /z € C(S).

DEMOSTRACION. Demostremos primero que, si v € C(S) es real y po-
sitivo, entonces /v € C(S). Para ello (ver Figura 6), construimos la cir-
cunferencia con centro m = (1 + r)/2 que pasa por 0. Trazamos la recta
perpendicular al eje real que pasa por 1y la intersectamos con la citada
circunferencia en un punto w = 1 + xi para cierto x € C(S) positivo. Resul-
ta que los triangulos 0, 1,w y 1,w, 1 4+ r son semejantes, lo que implica que
x/1 =1/x, de donde x? =r.

De esta forma, escribiendo cualquier namero complejo en forma polar,
vemos que la extraccion de una raiz cuadrada suya se reduce a la extrac-
cion de la de su modulo, que acabamos de ver que es un proceso cons-
truible, y la de un numero de modulo 1. Tomemos, pues, z = ¢'® € C(S).
El nimero z + 1 € C(S) es entonces de la forma re*®/2 para r = |z + 1| (usar
la regla del paralelogramo para sumar z y 1). Cortando la recta que une 0
y z+ 1 con la circunferencia obtenemos s = e'®/2 ¢ C(S), que es una raiz
cuadrada de z (ver Figura 7).

O

EJERcICIO 12. Sea F un subcuerpo de R. Los puntos (x,y) € F x F se
llaman F-puntos del plano. Una F-recta es aquella determinada por dos
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FIGURA 6. Extraccion de raices cuadradas de numeros
reales positivos

i

z+1

FIGURA 7. Construccion de la raiz cuadrada s = /z, con
|z| = 1.

F-puntos. Demostrar que la interseccion de dos F-rectas, de ser no vacia,
es un F-punto.

EJERrcicio 13. Con la notacién del Ejercicio 12. Una F-circunferencia
es aquella que tiene como centro un F-punto y pasa por otro F-punto.
Demostrar que la intersecciéon de una F-recta y una F-circunferencia, de
ser no vacia, consiste en uno o dos F(y/c)-puntos para cierto ¢ € F positivo.
Deducir que dos F-circunferencias se intersecan, de hacerlo, en F(y/c)—
puntos, para c € F positivo adecuado.

TEOREMA 1.32. El menor subcuerpo de C cerrado para conjugacion y
extraccion de raices cuadradas que contiene a S es C(S).

DEMOSTRACION. Ya sabemos que C(S) es un subcuerpo de C que con-
tiene a S y es cerrado por conjugacion y raices cuadradas. Tomemos otro
subcuerpo C’ con las mismas propiedades, y demostremos que C(S) C C’'.
En vista de (1.3), basta con que demostremos que S, C C’ para todon € N.
Obviamente, Sp = S C C’. Supongamos S,, C C’ para algan n € N, para ra-
zonar por induccion. Dado z € §,4+1, tenemos que z € XNY para X, Y rectas
o circunferencias trazadas a partir de puntos de S, y, por tanto, de puntos
de C’. Como C’ es cerrado por conjugacion, estos puntos tienen coorde-
nadas en F = C' N R, asi que son F-puntos. Por tanto, X,Y son F-rectas o
F-circunferencias, lo que implica que las componentes de z pertenecen a
F(v/c) para algun c € F. Asi, z € C’, ya que este ultimo es un subcuerpo

cerrado para raices cuadradas. O

DEFINICION 1.33. Sea F < K una extension de cuerpos. Diremos que K
una torre por raices cuadradas sobre F si K = F(uy,...,u,) donde uf € Fy
u?, ; € F(u,...,u) paracadai=1,...,t—1.
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Para un subconjunto S de C, definimos S ={z:z € S}.

TEOREMA 1.34. SeaS C C yF = Q(SUS). Denotemos por T el conjunto
de todas las torres por raices cuadradas sobre F contenidas en C. Entonces

)=
KeT

DEMOSTRACION. Sea L = .+ K. Observemos que L es un subcuerpo
de C: si «, 3 € L, no nulos, entonces existen sendas torres por raices cua-
dradas Ky E sobre F tales que « € K, § € E. Ahora es facil comprobar que el
menor subcuerpo M de C que contiene a Ky a E es también una torre por
raices cuadradas sobre F. Obviamente, e — 3, xp~' € M < L, lo que prueba
que L es un subcuerpo de C.

Puesto que F < C(S), se deduce del Lema 1.31 que L < C(S). Ademas,
si z pertenece a una torre F(uj,...,uy) € 7, entonces z € F(i,...,ux),
ya que F es cerrado por conjugacion. Como F(i,...,u;) es otra torre por
raices cuadradas sobre F, deducimos que L es cerrado por conjugacion.
Obviamente, L es también cerrado por raices cuadradas, lo que implica,
por el Teorema 1.32, que C(S) < L. Por tanto, L = C(S). O

COROLARIO 1.35. El cuerpo C(S) es una extension algebraica de F. De
hecho, todo nuumero en C(S) tiene como grado sobre F una potencia de 2.

DEMOSTRACION. Si o« € C(S) entonces, por el Teorema 1.34, existe
una torre por raices cuadradas K sobre F tal que « € K. Como F(x) < K,
deducimos del Lema de la Torre que la extension F < F(«) es finita y [F(o) :
F] es un divisor de [K : F]. Puesto que este ultimo niimero es una potencia
de 2, deducimos que asi lo es el grado de « sobre F. O

DEFINICION 1.36. Un numero complejo z se dice construible si lo es a
partir de {0, 1}.

COROLARIO 1.37. Todo nitmero construible es algebraico con grado so-
bre Q una potencia de 2.

OBSERVACION 1.38. Veremos mas adelante que la afirmacion reciproca
a la del Corolario 1.37 no es cierta. Concretamente, hay niimeros de grado
4 sobre Q que no son construibles (ver Ejemplo 4.21).

EJEMPLO 1.39. Consideremos la circunferencia de radio 1 centrada en
0. Si el lado ¢ de un cuadrado de area igual a la del circulo delimitado
por la circunferencia fuera construible, entonces {? = 7. Eso implica que
7 es construible y, por el Corolario 1.37, algebraico. Lo que contradice el
Teorema de Lindemann-Weierstrass.

EJEMPLO 1.40. Un angulo de 60° esta determinado por los segmentos
del plano complejo con extremos 0,1y 0,e'™/3 = cos /3 +isin /3. Vamos a
analizar si este angulo se puede trisecar con regla y compas. Esto es equi-
valente a construir el niimero complejo e/ = cosm/9 + isinmn/9 a partir
de ei"/3 = 1/2 4+ 1v/3/2. Como éste es un namero construible, en caso de
que la respuesta fuese positiva, tendriamos que cos 7t/9 seria construible.
De acuerdo con el Corolario 1.37, esto implicaria que el grado de cos /9
sobre QQ seria una potencia de 2. Calculemos este grado encontrando el
polinomio minimo de cos /9 sobre Q.

De la relacion general cos 3« = 4 cos® « — 3 cos «, evaluada en « = 7/9,
obtenemos que

% =4cos® /9 — 3 cosm/9.
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Deducimos que cos 71/9 es raiz del polinomio f = 8X3—6X—1. Este polinomio
de grado 3 sera irreducible sobre Q si, y s6lo si, no tiene raices en Q. Si r
es una raiz racional de f, entonces 2r es raiz racional de X3 —3X — 1. Pero
las Ginicas dos posibles raices racionales (+1) de este tltimo polinomio no
lo son, asi que 2r no puede ser raiz suya y, por tanto, r no puede existir
como raiz racional de f. Luego f € Q[X] es irreducible, y asi lo es f/8.
Por la Proposicién 1.13, f/8 es el polinomio minimo de cos7t/9 sobre Q de
donde este numero tiene grado 3 sobre Q. Por tanto, no es construible y
deducimos que el angulo de 20° no se puede construir con regla y compas
a partir del angulo de 60° y, de hecho, no es construible.

1.4. Ejercicios

EJERCICIO 14. Sea F < K una extension de cuerpos y « € K de grado 2
sobre F. Demostrar que F(«) es un cuerpo de descomposicion de Irr(«, F).

EJERCICIO 15. Sea F < K una extension de cuerpos de grado 2. Mostrar
que, si la caracteristica de F es distinta de dos, existe f € K tal que p? € F

y K=F(B).
EJERCICIO 16. Calcular Irr(w,Q(+v/2)), para w = e*27/3,

EJERCICIO 17. Razonar cuales de los siguientes niimeros complejos
son algebraicos sobre Q, suponiendo conocido que e y 7t son trascendentes:

Va,(1+ V901 = V16)7 12, e? —i,ivVi+ V2, \/1— V2,V V2(V2+ V2)7.

EJERcCICIO 18. Sea F < K una extension de cuerpos, « € K y n na-
tural no nulo. Demostrar que « es algebraico sobre F si, y solo si, a™ es
algebraico sobre F.

EJERcICIO 19. Sea F < K una extension de cuerpos, x €« Ky f =1+
o +o®. Demostrar que « es algebraico sobre F si, y solo si, § es algebraico
sobre F.

EJERcICIO 20. Calcular Irr(«, Q) para los siguientes valores de o
34+ V2VE— V5, V2 Vi [2EY8,

EJERcICIO 21. Calcular [E: Q] y una base de E sobre Q en los siguien-

tes casos:
E= Q(\/gfL))E = Q( \3/5) \/jz))E = Q(m> w)

EJERCICIO 22. Sea « € C una raiz del polinomio X3 + 3X + 1. Descri-
bir una base de Q(«) sobre Q y calcular las coordenadas racionales con
respecto de la misma de (1 + a)(1 + « + o?)~'.

EJERCICIO 23. Sean = ¢*?"/? ¢ C. Calcular Irr(n+1, Q). Deducir que 1
es construible con regla y compas®.

EJERCICIO 24. Dar una expresion para la raiz cuadrada de un namero
complejo z = a + ib que soOlo involucre operaciones suma, resta, multipli-
cacion, division y extraccion de raices cuadradas, éstas de ntameros reales
positivos, a partir de la parte real a y la parte imaginaria b.

4Mas tarde caracterizaremos aquellos poligonos regulares construibles con regla y
compas
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Capitulo 2

Homomorfismos y construccion de cuerpos

Nuestro proximo objetivo es construir cuerpos donde los polinomios
con coeficientes sobre un cuerpo dado tengan raices, mas alla del caso de
polinomios con coeficientes en un subcuerpo de C. En particular, todos los
cuerpos finitos seran construidos y su clasificacion desentraniada. A cada
extensién de cuerpos le asignaremos su grupo de automorfismos, que sera
descrito para cuerpos finitos. Ademas, mostraremos como cada cuerpo
puede ser extendido a un cuerpo que «cotiene» a todas sus extensiones
finitas. Se trata de su clausura algebraica.

2.1. Homomorfismos de cuerpos. Cuerpos de descomposicion

Para consultar la nocién de anillo y homomorfismo de anillos remiti-
mos a [2]. Vamos a estudiar qué propiedades y utilidad tienen estos ho-
momorfismos en el caso de que los anillos involucrados sean cuerpos.
Comencemos por una observacion sencilla.

LEMA 2.1. Sea o : F — A un homomorfismo de anillos, para F cuerpo y
A un anillo no trivial. Entonces Imo es un subanillo de A isomorfo a F como
anillo. Como consecuencia, si A es también un cuerpo, entonces Imo es un
subcuerpo de A isomorfo a F.

DEMOSTRACION. Calculemos el nucleo Kero. Sabemos que se trata de
un ideal de F. Como o # 0, ya que o(1) = 1 # 0, la tnica posibilidad es que
Kero = {0}. Asi, pues, f es un homomorfismo inyectivo de anillos, por lo
que F = Imo, como anillos. O

OBSERVACION 2.2. Los homomorfismos de anillos entre cuerpos se
suelen llamar homomorfismos de cuerpos, ya que, automaticamente, pre-
servan inversos multiplicativos. En consecuencia, los isomorfismos de ani-
llos entre cuerpos se llamaran isomorfismos de cuerpos.

OBSERVACION 2.3. Dado un homomorfismo de cuerpos o : F — K, el
Lema 2.1 indica que F es isomorfo, via o, al subcuerpo o(F) = Imo de K.
Observemos que la estructura de o(F)-espacio vectorial de K puede enten-
derse, también, como una estructura de F-espacio vectorial mediante la
definicién ab := o(a)b, para a € F, b € K.

Sea f € F[X] un polinomio con coeficientes en un cuerpo F, y escribamos

f=) fiX', (fieF.

Dado un homomorfismo de cuerpos o: F — K, consideramos el polinomio
7= o(f)X' € KIX.
i
Se deduce de la propiedad universal del anillo de polinomios ([2, Teo-

rema 3.5]) que la aplicacién F[X] — K[X] definida por la asignacién f — f°
es un homomorfismo de anillos.

17
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EJEMPLO 2.4. Supongamos un polinomio no constante f € F[X] y p €
FIX] un factor irreducible de f. Tenemos entonces el cuerpo F[X]/(p). La
aplicacién o : F — F[X]/(p) definida por o(a) = a+ (p), para a € F, es un
homomorfismo de cuerpos. Resulta que o« = X+ (p) es una raiz de f°. En
efecto, escribiendo f = ), f; X', tenemos

() = Y olf)(X+ (p))' =D (fi+ (P)X +(p)) =+ (p) =0+ (p),

ya que f € (p). Observemos que F[X]/(p) = o(F)(«).

Extraigamos una consecuencia obvia del Ejemplo 2.4, enunciandola
como lema, para su uso posterior.

LEMA 2.5. Sea f € FIX] no constante y p € FIX] un factor irreducible de f.
Existen un homomorfismo de cuerpos 0 : F - Ky a € K tal que p°(x) =0y
o(F)(a) =K.

PROPOSICION 2.6. Sea F[X] el anillo de polinomios en la indeterminada
X con coeficientes en un cuerpo F, y f € F[X] un polinomio de grado n > 1.
Entonces existe un homomorfismo de cuerpos o : F — E tal que E es un
cuerpo de descomposicion de f°.

DEMOSTRACION. Primero, observemos que podemos suponer que f es
monico. Vamos a demostrar que existe un homomorfismo de cuerpos o :
F — L tal que f° se descompone como producto de factores lineales en L[X].

Mirando una descomposicion de f como producto de irreducibles, po-
demos escribir f = gh, donde g € F[X] es producto de polinomios lineales' y
h € F[X] no tiene raices en F. Razonamos por induccion sobre degh. Si este
numero es 0 es porque f es un producto de polinomios lineales en F[X];
tomamos L =Fy o =1idf.

Vayamos al caso propio, que ocurre cuando h tiene algan divisor irre-
ducible p de grado mayor que 1. Por el Lema 2.5, existe un homomorfismo
de cuerpos 7 : F — K tal que p* tiene una raiz « € K que, obviamente, es

también raiz de h*. Si escribimos g = (X—aq) ... (X—o), para «q,..., 0 € F,
y extraemos los factores lineales a h™, tenemos que

ff=g"h" = (X=7(ar))... (X =1lot)) (X = B1) - (X = Bs)k
para ciertos f31,..., s € K (entre los que esta incluido «), k € K[X] sin raices

en Ky de grado menor que el de h*. Por hipotesis de induccion, existe un
homomorfismo de cuerpos p : K — L tal que (f*)° se descompone completa-
mente como producto de factores lineales en L[X]. Tomando la composicion
o=pt:F— 1L, f° se descompone como producto de polinomios lineales en
LIX].

Ahora, tomando el subcuerpo E de L generado por o(F) y las raices de
f°, obtenemos un cuerpo de descomposicion de este polinomio. Finalmen-
te, basta con considerar la corestricciéon o: F — E. O

Extendemos la definicién de cuerpo de descomposicion que habiamos
dado inicialmente con objeto de recoger la situacion mas general descrita
por la anterior proposicion.

DEFINICION 2.7. Sea f € F[X]. Un cuerpo de descomposicion de f es un
homomorfismo de cuerpos o : F — E tal que E es cuerpo de descomposiciéon
de f°.

les decir, de grado 1.
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EJEMPLO 2.8. Tomamos f = X2 + X + 1 € Z,[X]. Un cuerpo de des-
composicion de f es Z,[X]/(f). Observemos que este cuerpo tiene cuatro
elementos, y se suele denotar por F4. Usando la notaciéon F, = Z,, tene-
mos que F; = F,(a), donde a € F; satisface la ecuaciéon a? +a+ 1 = 0.
Deducimos que F; ={0,1,a,a+ 1} ={0, 1, a, a?}. La factorizacion en F,4[X] de
fesf=(X+a)(X+a?).

EJEMPLO 2.9. Describamos un cuerpo de descomposicion de f = X3 +
X + 1 € Fz[X]. Notemos que f es irreducible. Construimos, siguiendo el
método del Ejemplo 2.4, una extension L = F,(a) para a € L que satisface
la igualdad a3 + a + 1 = 0. Este cuerpo tiene 8 elementos, que se pueden
escribir como L = {0,1, a, a?, a3, a%, a®, a®}. De hecho, se tienen las igualda-
des

d=a+la'=a’+aqad’=a’+a+1,a®=a’+1,a’ =1.

Por construccion, a es una raiz de f. Realizando una division con resto,
obtenemos f = (X + a)g, donde g = X? + aX + a®. Como g(a?) = 0, realizado
una segunda divisiéon euclidiana, obtenemos la factorizacion

f=(X+a)X+a?)(X+a*).

Por tanto, L es un cuerpo de descomposicion de f. Mas adelante, dare-
mos alguna informacion general sobre los cuerpos de descomposicién de
polinomios con coeficientes en cuerpos finitos.

Vamos a abordar el problema de la unicidad del cuerpo de descompo-
sicion de un polinomio.

LEMA 2.10. Sea o : F — K un homomorfismo de cuerpos y p € F[X]
irreducible. Si « € K es una raiz de p°, entonces se tiene un isomorfismo de
cuerpos o, : FIX]/{p) — o(F)(«) definido por o4(g + (p)) = g° ().

DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo de anillos @ : F[X] —
K dado por 6(g) = g°(«). Tenemos que Imc = o(F)(«), en tanto que Kerc =
(p), ya que p € Ker? es irreducible. Ahora, aplicamos el Teorema del Iso-
morfismo de anillos para obtener o. g

DEFINICION 2.11. Sean t: F - Ey o: F = K homomorfismos de cuer-
pos. Diremos que un homomorfismo de cuerpos n : K — E es una o—
extension de t si T = no. Denotamos al conjunto de estas o-extensiones
por Ex(t, o). Esta situacion puede representarse por el diagrama

F—  >F

\ /
K .
Si F < K es una extension de cuerpos y o : F — K es la inclusion,

entonces nos referiremos a los elementos de Ex(t,0) como extensiones de
T.

La siguiente proposicion sera una herramienta fundamental.

PROPOSICION 2.12 (Extensién de homomorfismos). Seant:F — E y
o : F = K homomorfismos de cuerpos, p € FIX] un polinomio irreducible y
« € K una raiz de p°. Sea R C E el conjunto de todas las raices de p* en E.
Si K = o(F)(«), entonces se tiene una aplicacion biyectiva
Ex(t,0) = R, (m—n(«)).
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DEMOSTRACION. Sea 1 € Ex(Tt,0). Tenemos que comprobar que n(«) es
una raiz de p*. En efecto,

P (m(x)) =p"(M(x)) =n(p°(e)) =n(0) = 0.

Comprobemos que la aplicacion del enunciado es sobreyectiva: dada una
raiz § € E de p®, tenemos el isomorfismo 7 : FX]/(p) — ©(F)(B) dado por el
Lema 2.10. El mismo lema da el isomorfismo o : FIX]/(p) — o(F)(«) = K.
Definimos 1 : K — E como la composicién g0, ' seguida por la inclusion
3 (F)(B) C E. Tenemos que n € Ex(T,0) y, ademas,

(2.1) n(e) = tp(X+ (p)) = B.

Observemos que, de lo demostrado hasta ahora, deducimos que Ex(t, 0)
es no vacio si, y s6lo si, R es no vacio.

Por ultimo, veamos que la aplicacion del enunciado es biyectiva. Sean
n,n’ € Ex(t,0) tales que n(ax) = n’(«). Un elemento cualquiera de K =
o(F)(«) es una suma finita } ; o(a;)a', para ciertos a; € F. Tenemos que

(> oladed) = ¥ n(ofay)n(a)’
= tlan’ (@) =) n'(ola)n’() =n'()_ola)ab).

i
Luegon =n1’. O
OBSERVACION 2.13. Obsérvese que la Proposicion 2.12 no excluye, co-

mo queda patente en su demostracion, el caso en que Ex(t,0) = ), que se
da, justamente, cuando p™ no tiene raices en E.

LEMA 2.14. Sean homomorfismos de cuerpos 1 : F — L, o1 : F — Eq,
02 : £y — E;. Entonces se tiene una unién disjunta

EX(T> 0-20-1) = U EX(TI)UZ)-
nekx(t,01)

DEMOSTRACION. Si tomo 0 € Ex(n,o0;) paran € Ex(t,07), tenemos que
00,01 =noy =1, luego Ex(n, 02) C Ex(1,0207).

Por otra parte, si 0 € Ex(1,0,07), tomandon = 00, tenemos que no; = T,
luego n € Ex(t, 01). Obviamente, 6 € Ex(n, 0,). Asi que

Ex(t,o201) = |J Ex(n,02).
nekx(v,01)

Como, claramente, Ex(1, 02) NEx(n’, 02) = () paran #n’, obtenemos que
la unién es disjunta. El siguiente diagrama ilustra la prueba recién hecha.

F—= -

1)

B

Dado un conjunto finito A, denotaremos su cardinal por #A.

PROPOSICION 2.15. Seant:F — E,o0: F — K homomorfismos de cuerpos
tales que [K : o(F)] es finita. Entonces #Ex(t,0) < [K: o(F)].
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DEMOSTRACION. Haremos induccion sobre n = [K : o(F)]. Sin = 1,
entonces ¢ es un isomorfismo y n = 10~ € Ex(t, o). De hecho, es el tinico
elemento de Ex(t, 0) en este caso.

Sin > 1, existe « € K tal que [0(F)(«) : o(F)] > 1. Por el Lema de la Torre,
K:o(F)(x)] <n.

Denotemos por ¢ : o(F)(«) — K la inclusién, lo que da o = w0’ para o’ :
F — o(F)(«) la adecuada correstriccién de o. La situacion viene ilustrada

por el diagrama
F
o(F)

Por el Lema 2.14, tenemos la unién disjunta

Ex(1,0) = U Ex(n, 1),

neex(t,o0’)

— T
\

() —K

de donde
#Ex(T,0) = Z #Ex(n, L).
nekex(t,o0’)
Para cadan € Ex(t, 0’) tenemos, por hipoétesis de induccion, que #Ex(n, 1) <
[K: o(F)(«)], de donde

#Ex(T,0) < #Ex(T,0")[K : o(F)(x)].

Tomemos p € F[X] tal que p° = Irr(a, o(F)). Segun la Proposicién 2.12,
#Ex(t,0’) es igual al nimero de raices de p* en E. Asi,

#Ex(T,0) < deg(p™)[K: o(F)(x)] = [o(F) (o) : FIIK: o(F) ()] = [K: a(F)].
O

PROPOSICION 2.16. Seant:F — E,o0: F — K homomorfismos de cuerpos
tales que o : F — K da un cuerpo de descomposicion de un polinomio no
constante f € F[X] y f* se descompone como producto de polinomios lineales
en E[X]. Entonces Ex(t,0) es no vacio. Ademas, #Ex(t,0) = [K : o(F)] si f°
tiene deg f raices distintas.

DEMOSTRACION. Razonamos por induccion sobre n = [K : o(F)]. Para
n =1, ¢ es un isomorfismo y Ex(t,0) = {to—'}. Como [K : o(F)] = 1, vemos
que el enunciado es correcto en este caso.

Supongamos, pues, que n > 1, lo que garantiza que f tiene un factor
irreducible p € F[X] de grado mayor que 1. Tomamos un raiz « € K de p° y
deducimos, como en la prueba de la Proposiciéon 2.15, que [K: o(F)(«)] < n.
Denotemos por t: o(F)(«) — K la inclusién, lo que da ¢ = 1o’ para ¢’ : F —
o(F)(«) la adecuada correstriccion de o. De nuevo, como en la Proposicion
2.15, deducimos que

(2.2) #Ex(T,0) = Z #Ex(n, L).

nekx(t,0’)

De la Proposiciéon 2.12 deducimos que Ex(t, 0’) tiene tantos elementos co-
mo raices de p* haya en E. Pero p* es un factor de f*, luego se factoriza
como producto de polinomios de grado 1 en E[X]. En particular, el conjunto
R de raices p™ en E es no vacio, y asi ha de serlo Ex(t, 0’). Por hipdtesis de
induccion, Ex(n, 1) es no vacio para cadan € Ex(t, ¢’) con lo que concluimos
que Ex(t,0) es no vacio.
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Por otra parte, si f° tiene deg f raices distintas, entonces p° tiene degp
raices distintas. Por tanto,

#Ex(1,0') = #R = degp® = [o(F) () : o(F)].

Por hipoétesis de induccién, para cadan € Ex(t, 0’), tenemos que #Ex(n, 1) =
[K: o(F)(«)] lo que, en vista de (2.2), implica que

#Ex(t,0) = [K: o(F)(x)llo(F) () : o(F)] = [K: o(F)].
O

EJERCICIO 25. Demostrar que, si P es el subcuerpo primo de un cuer-
po K, entonces el tinico homomorfismo de cuerpos P — K es la inclusion.

EJEMPLO 2.17. Consideremos K = Q(+v/2,w), para w una raiz ctbica
primitiva de la unidad compleja. Sabemos que K es cuerpo de descompo-
sicion de X3 — 2 € Q[X]. Vamos a describir, con la ayuda de la Proposicion
2.16, y de su demostracion, todos los homomorfismos de cuerpos de K a
C. Para ello, denotemos por 0: Q — Ky 1: Q — C a las correspondientes
inclusiones. Sin : K — C es cualquier homomorfismo de cuerpos, entonces
nt:Q — C ha de ser la inclusion (ver Ejercicio 25). Esto es, lo que quere-
mos calcular es Ex(t,0). Segun la Proposicion 2.16, aplicada a f = X3 — 2,
el cardinal de este conjunto es [K : Q] = 6. Para calcularlos, procedemos
como se describe a continuacion.

Segun la Proposicion 2.12, puesto que las raices en C de f son

(V2,0 V2,0? 2},

hay tres homomorfismos de cuerpos 1; : Q( Vv2) — C, conj =0,1,2, deter-
minados por nj(fﬁ) = wl V2. Para cada nj Q(v/2) — C tenemos, por la
Proposicién 2.12 aplicada a X* + X+ 1 € Q(v/2)[X], que es irreducible, las
extensiones 1y : Q( Vv2,w) — C, para k = 1,2 de cada 1n;, determinadas por
Njk(w) = wX. En resumen, los 6 homomorfismos de cuerpos buscados son
Mjk : K = C, determinados por

{e/inieﬁ
Mjk - "
w = w",

paraj=0,1,2k=1,2.

Para comprobar si entiendes esta descripcion, calcula njy (w v2).

Para concluir el ejemplo, observemos que la anterior discusion es apli-
cable si tomamos, en lugar de C, cualquier subcuerpo suyo E que contenga
a K.

EJERCICIO 26. Sean t:F —» Ey p: E — E homomorfismos de cuerpos.
Demostrar que p es 1(F)-lineal si, y sélo si, pt = 1.

TEOREMA 2.18 (Unicidad del cuerpo de descomposicién). Seant:F —
Eyrt' :F — E' cuerpos de descomposicion de un polinomio no constante
f € F[X]. Entonces existe un isomorfismo de cuerpos 11 : E — E’ tal que
nt=1'.

DEMOSTRACION. En virtud de la Proposicion 2.16, existenn: E — E’ tal
quent=1"yn’':E — E tal que n't’ = 1. Entonces nn’t’ = t’. Esto implica
que nn’ es t/(F)-lineal. Como E’ es de dimension finita sobre t/(F) y nm’ es
inyectiva, se sigue que es biyectiva. Por tanto, n ha de ser sobreyectiva. Al
ser un homomorfismo de cuerpos, es inyectiva, luego 1 es un isomorfismo
de cuerpos. O
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EJERCICIO 27. Sea o : F — E un homomorfismo de cuerpos tal que la
extension o(F) < E es finita. Demostrar que existe un polinomio f € F[X] y
un homomorfismo de cuerpos t: E — K tal que to : F — K es cuerpo de
descomposicion de f.

2.2. Clasificacion de los cuerpos finitos

Vamos a discutir un caso particular de cuerpo de descomposicién que
nos dara informacion relevante sobre los cuerpos finitos. Un hecho fun-
damental para ello es el siguiente.

PROPOSICION 2.19. Sea F un cuerpo finito de caracteristica p y cardinal
q =p". Entonces F es cuerpo de descomposicion de X9 —X e F,, [X]. Asi, cada
cuerpo finito es de esta forma.

DEMOSTRACION. Llamemos f = X% — X. Observemos que F* = F\ {0}
es un grupo multiplicativo de cardinal q — 1. Por el Teorema de Lagrange,

cada « € F* tiene por orden un divisor de q — 1y, asi, 9~! —1 = 0. Por
tanto, todo elemento de F es raiz de f y F es cuerpo de descomposicion de
f. O

Vamos con la clasificacién de los cuerpos finitos. Necesitamos el hecho
descrito en el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 28. Sea F es un cuerpo de caracteristica positiva p. Demos-
trar que, si a,b € F, entonces (a —b)9 = a9 — b9 para todo q = p™ con n
natural no nulo.

TEOREMA 2.20. Para cada niumero primo p, y cada naturalm > 1, exis-
te un unico, salvo isomorfismos, cuerpo de cardinal q = p™. No hay mas
cuerpos finitos que éstos.

DEMOSTRACION. Para q = p™, con p primo, tomamos F un cuerpo de
descomposicion del polinomio f = X9 — X € F, [X]. Sea S el conjunto de las
raices de f en F. Comprobemos que S es un subcuerpo de F. En efecto,
1 € S, obviamente. Ahora, si a,b € S, entonces (a—b)9=a9—-b9=a—D>b,y
(ab)9 = a9b9 = ab, luego a — b, ab € S. Por ultimo, (a9 =a 9= (a9)"' =
a~'. Como F es cuerpo de descomposicion de f, tenemos que S = F. Dado
que? f’ = —1, no hay raices comunes entre fy f’. Por tanto, todas las raices
de f son distintas [2, Proposicion 4.45], asi que S = F tiene q elementos.

Si E es cualquier otro cuerpo con q elementos, tenemos, por la Pro-
posicion 2.19, que E es cuerpo de descomposicion de f. El Teorema 2.18
garantiza que E es isomorfo a F. O

Usaremos la notacion F, para referirnos «al» cuerpo finito con q ele-
mentos. Estos cuerpos se llaman también cuerpos de Galois.
2.3. El grupo de automorfismos de una extension

Dado un cuerpo K, denotaremos por Aut(K) al conjunto de todos los
automorfismos de cuerpos ¢ : K — K. Este conjunto es un grupo cuyo pro-
ducto es la composicion. Si F < K es una extension de cuerpos, entonces
tenemos el subgrupo

Autg(K) ={o € Aut(K) : 0 es F—lineal},

que llamaremos grupo de automorfismos de la extension.

2f’ denota la derivada formal de f.
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EJERcCICIO 29. Demostrar que, si P denota el subcuerpo primo de K,
entonces Autp(K) = Aut(K).

OBSERVACION 2.21. Sea F < K una extensiéon finita de cuerpos e t :
F — K el homomorfismo inclusién. Se sigue del Ejercicio 26 que Autg(K) =
Ex(t,1), para ¢: F — K la inclusion.

PROPOSICION 2.22. Supongamos una extension F < K tal que K es cuer-
po de descomposicion de un polinomio f € F[X]. Entonces #Autg(K) < [K: F].
Si todas las raices de f en K son simples, entonces #Autg(K) = [K: F.

DEMOSTRACION. Aplicar la Proposiciéon 2.16 a Ex(t, (), teniendo en cuen-
ta la Observacion 2.21. O

EJEMPLO 2.23. Del Ejemplo 2.17 deducimos que Aut(Q(+v/2,w)) tiene
seis elementos, que son los automorfismos determinados por las condicio-
nes

e(V2) =w V2, mjlw) =¥,  (=0,1,2k=1,2).

Vamos a obtener informacioén sobre el grupo de automorfismos de un
cuerpo finito.

TEOREMA 2.24. Sea Fq un cuerpo finito, para q = p™ con p primo. En-
tonces Aut(Fy) es un grupo ciclico de orden n.

DEMOSTRACION. Como, de acuerdo con la Proposicion 2.19, F, es cuer-
po de descomposicion de X9 — X € F,,[X], deducimos de la Proposicion 2.16
que #Aut(Fy) = [Fq : Fp] = n. Vamos a dar un elemento de orden n, que,
necesariamente, sera generador del grupo. Definimos la aplicacion

(2.3) T:Fq — Fqy, (x — xP).

Usando que la caracteristica es p, es facil ver que 1t es un automorfismo
de cuerpos. Veamos que su orden es n. Si m es no nulo y tal que t™ = id,
entonces, tomado un generador a del grupo ciclico (ver Ejercicio 30) FX,
tenemos que a = ™ (a) = aP? . Como a tiene orden multiplicativo p™ — 1,
se sigue que m > n. (]

DEFINICION 2.25. El generador T de Aut(F4) definido segin (2.3) se
llama automorfismo de Frobenius del cuerpo F.

2.4. Clausura algebraica

Por economia del lenguaje, diremos que un homomorfismo de cuerpos
0 : F — K es finito si K es de dimensiéon finita como F-espacio vectorial,
equivalentemente, la extension o(F) < K es finita. Diremos que 0: F — K es
algebraico si la extension o(F) < K es algebraica. A veces se usan las ex-
presiones extension finita o algebraica al referirse al propio homomorfismo
o.

El problema que vamos a abordar en esta secciéon es si, dadas dos
extensiones finitas de un cuerpo, existe una extension del mismo que las
«contenga» a ambas. Una solucién puede formularse como la siguiente
proposicion.
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PROPOSICION 2.26. Dados homomorfismos finitos o1 : F — Li,02 : F —
L,, existen homomorfismos finitos T, T1 Yy T2 que hacen conmutar el siguiente
diagrama,

01

(2.4) F——s1L; ,

esto es, 1101 =T = T,0;,. Ademas, t: F — E se puede tomar como un cuerpo
de descomposiciéon de un polinomio de F[X].

DEMOSTRACION. Vamos a construir un polinomio f; € F[X], para cada
i1=1,2, tal que existe un homomorfismo de cuerpos A; : L; — K; de manera
que Ajo; : F — K es cuerpo de descomposicion de f;. Por economia en la
notacién, razonamos para i = 1. Puesto que o7 (F) < L; es finita, tenemos
que Ly = o¢(F)(1y...,x¢), para «q,..., ¢ algebraicos sobre o;(F). Toma-
mos gj = Irr(aj, 01(F)) paraj=1,...,t,y f; € F[X] tal que f{' =g;...g¢.

Por la Proposicion 2.6, existe un cuerpo de descomposicion t: F — E
de f;f,. Por la Proposicién 2.16, existen homomorfismos n; : K; — E tales
que niAi0; = 7. Es decir, el diagrama

FoT o, Mok,

|

Lz § m

.

Ky ——
2 n2

es conmutativo. Tomando t; = niA; para i = 1,2, obtenemos el diagrama
conmutativo (2.4). O

La resolucién del problema planteado antes de enunciar la Proposicion
2.26 a partir de ésta es como sigue. El cuerpo E contiene el subcuerpo t(F),
que es isomorfo a F. Ademas, los subcuerpos t1(L;),T2(L2) de E contienen
a t(F) y son isomorfos, respectivamente, a L; y L,.

La Proposicion 2.26 puede extenderse sin dificultad a una cantidad
finita o; : F — L, parai=1,...,n de homomorfismos finitos. De su enun-
ciado, obtendriamos un homomorfismo finito t: F — E donde yacen todas
las extensiones finitas t(F) < t(L;) < E, para i =1,...,n. Para los propési-
tos de este curso, esto es suficiente. No obstante, la pregunta de si existe
una extension algebraica de un cuerpo F que «contenga» a todas sus ex-
tensiones finitas tiene una respuesta afirmativa, siempre que admitamos
induccion transfinita (Lema de Zorn). La clave esta en la nocion de clau-
sura algebraica, que definimos a continuacién.

DEFINICION 2.27. Sea F un cuerpo. Diremos que un homomorfismo
de cuerpos algebraico o : F — C es una clausura algebraica de F si todo
homomorfismo finito T: C — E es un isomorfismo.

PROPOSICION 2.28. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un homomorfismo algebraico de cuerpos o : F — C.

1. 0:F — C es una clausura algebraica de F;
2. todo polinomio no constante en C[X] tiene una raiz en C.
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DEMOSTRACION. Supongamos que o : F — C es una clausura algebrai-
ca de F y tomemos un polinomio no constante f € C[X]. Tomo 7: C — K un
cuerpo de descomposicién de f, que es un homomorfismo finito. Por tanto,
es un isomorfismo. Si « € K una raiz de f7, entonces 7 '(«) € C es una
raiz de f.

Reciprocamente, supongamos que todo polinomio no constante en C[X]
tiene una raiz en C y que 7: C — E es un homomorfismo finito. Tomo x € E
y f € C[X] tal que f* = Irr(x,t(C)). Usando que cada polinomio no constante
en C[X] tiene una raiz, obtenemos una factorizacion f = I} (X —¢;), con
C1y...,cn € C. Obtenemos, pues, que f* = T1{* (X — 1(c;)). Dado que x es
una raiz de f7, se tiene que x = t(c;) para algun c;. Hemos demostrado que
T es sobreyectivo y, por ser homomorfismo de cuerpos, biyectivo. d

DEFINICION 2.29. Un cuerpo C se dice algebraicamente cerrado si todo
polinomio no constante de C[X] tiene una raiz en C. La Proposicion 2.28 se
puede, pues, reformular diciendo que una clausura algebraica de F es un
homomorfismo algebraico o: F — C tal que C es algebraicamente cerrado.

Nuestro proximo objetivo es demostrar que las clausuras algebraicas
existen. Para exponer una demostracién, necesitamos hacer ciertas preci-
siones e introducir alguna nomenclatura.

Un cuerpo K esta dotado de dos operaciones, suma y producto. Ambas
operaciones pueden formularse como una aplicacién e : K x K — K x K
definida por e(x,y) = (x +y,xy). Esta aplicacién satisface ciertas condicio-
nes que reflejan fielmente aquéllas que fueron requeridas a la suma y el
producto. Nos referiremos a un tal e como la aplicacién estructura de K. Si
L es otro cuerpo con aplicacion estructura f: L xL —-LxLyo:K— Les
una aplicacion, entonces o es homomorfismo de cuerpos si, y soélo si, el
diagrama

KxK—5>=KxK

\LO’XG iGXO’

IxL—>IxL

es conmutativo y o(1) = 1.

Dado el cuerpo K y una biyeccion x : K — X con cualquier otro conjunto
X, la aplicacion s : X — X definida por s = (x xx)e(x~' xx~') hace conmutar
el diagrama

KxK—>KxK |,

\LXXX lXXX

XxX—=XxX

de modo que X se convierte en un cuerpo cuyo uno es x(1). Ademas, x
deviene un isomorfismo de cuerpos. Diremos que hemos trasladado a X la
estructura de cuerpo de K mediante ¥.

LEMA 2.30. Sio: F — E es un homomorfismo algebraico y F es infinito,
entonces E tiene el mismo cardinal que F. Si F es finito, el cardinal de E es
numerable.

DEMOSTRACION. Comparemos primero los cardinales de F y del anillo
de polinomios F[X]. Este se puede poner como F[X] = Uy enPn, donde P, es
el F-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n. Co-
mo F-espacio vectorial, cada P, es isomorfo al producto cartesiano F**'.
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Deducimos que, si #F es finito, entonces #P,, es finito. Si #F es infinito, en-
tonces #F = #P, para todo n. Por tanto, #F[X] es numerable si #F es finito,
y #F[X] = #F cuando #F es infinito. Esta ultima afirmacion usa el hecho de
que una unién numerable de conjuntos infinitos del mismo cardinal da
un conjunto con igual cardinal.

La observacion clave ahora es que, puesto que o es algebraico, E es
unién de conjuntos de raices de polinomios f° con f € F[X]. Como cada
uno de estos conjuntos es finito, el cardinal de E resulta ser el mismo que
el de F[X]. O

TEOREMA 2.31. Existe una clausura algebraica de cada cuerpo F.

DEMOSTRACION. Tomemos un conjunto U de cardinal no numerable
estrictamente mayor que el de F. Elegimos un subconjunto F; de Uy una
biyeccion o : F — F;. Trasladamos la estructura de cuerpo de F a F; me-
diante o.

Definamos I el conjunto parcialmente ordenado cuyos elementos son
los pares (K, e), donde K un subconjunto de U que es un cuerpo con apli-
cacion estructura e y que es una extension algebraica de F;. La relacion de
orden < en I" viene dada declarando que (K,e) =< (L, f) si K es un subcuer-
po de L. Obviamente, I es no vacio, ya que contiene a F;. Ademas, dado
cualquier subconjunto totalmente ordenado C de I', la union

M= [J C

(C,c)eC

de subconjuntos de U tiene una unica estructura de cuerpo que contiene
a cada C como subcuerpo. De hecho, dados x,y € M, puesto que C es un
subconjunto totalmente ordenado de T', existe (C,c) € C tal que x,y € C. La
suma y el producto de x,y en M se definen entonces como las correspon-
dientes operaciones en C. Una comprobacion rutinaria muestra que esta
suma y producto no dependen del elemento (C,c) de C escogido. Los axio-
mas de cuerpo para estas operaciones definidas sobre M se comprueban
facilmente tras observar que cualquier conjunto finito de elementos de M,
por ejemplo de tres elementos, esta incluido en algiin C de la cadena. El
ceroy el uno de M son los de F;. De hecho, M es una extension algebraica
de de F;. Esto se deduce facilmente del hecho de que todas las extensiones
F1 < Ccon (C,c) € C lo son.

En definitiva, llamando m a la aplicacion estructura de M, hemos en-
contrado (M, m) € ' que es cota superior de todos los elementos de C.
Podemos aplicar el Lema de Zorn que nos da un elemento maximal (F,t)
de T". Vamos a demostrar que el cuerpo F es una clausura algebraica de F.

En primer lugar, tomamos el isomorfismo o : F — F; seguido de la in-
clusion F; < F para obtener un homomorfismo de cuerpos, que denotamos
también por o : F — F. Como (F,t) € C, tenemos que ¢ es algebraico.

Tomemos ahora cualquier homomorfismo finito de cuerpos t: F — E.
Puesto que E es un F-espacio vectorial de dimension finita, por el Lema
2.30, tanto el cardinal de E como el de F son estrictamente menores que el
de U. Existe, asi, una biyeccion b : E \ 1(F) — X para algun subconjunto X
de U disjunto con F.

El siguiente paso es dotar a FU X de estructura de cuerpo. Para ello,
vamos a trasladar la de E mediante una biyeccion x : E — F U X. Dicha
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biyeccion viene dada, para y € E, por
T siyen(F
xy) = W stverdd
bly)  siy¢(F)

Tenemos, pues, que FUX es un cuerpo isomorfo a E con aplicacion estruc-
tura s que hace conmutar el diagrama

ExE < ExE

lXXX lXXX

(FUX) x (FUX) ——= (FUX) x (FUX),

donde e es la aplicacion estructura del cuerpo E. Tenemos, pues, el dia-
grama conmutativo

FxF FxF

ExE Z ExE

lXXX lXXX
(FUX) x (FUX) ——= (FUX) x (FUX)

Pero la composicion xt no es sino la inclusion F C FU X, que, en vista del
diagrama anterior, es un homomorfismo de cuerpos. Esto es, tenemos la
extension de cuerpos F < FU X, que es finita puesto que la estructura de
F-espacio vectorial de FU X viene de trasladar la de t(F)-espacio vectorial
de E.

Si X es no vacio, entonces tenemos que (FU X,s) € T es estrictamente
mayor que el elemento maximal (F,t). Por tanto, X es vacio y T es un
isomorfismo. U

Vamos a discutir finalmente la unicidad de la clausura algebraica de
un cuerpo.

PROPOSICION 2.32. Sea t : F — E un homomorfismo algebraico y o :
F — C una clausura algebraica de F. Entonces existe un homomorfismo de
cuerposn: E — C tal quent = 0.

DEMOSTRACION. Vamos a construir una demostracion aplicando el Le-
ma de Zorn al conjunto A de todos los pares (L,A), donde L es una exten-
sion ©(F) < L < Ey A:L — C es un homomorfismo de cuerpos tal que
At = 0. El orden parcial que consideramos en A es (L,A) < (K,k)siLC Ky
ki = A. Es facil comprobar que cada subconjunto totalmente ordenado de
A tiene una cota superior en A. Por el Lema de Zorn, A tiene algan elemen-
to maximal (M,n). La demostraciéon concluye comprobando que M = E.

Dado a € E, tomamos f = Irr(a, M) € M[X]. Por la Proposicién 2.28, C
contiene una raiz de f. La Proposicion 2.12 garantiza la existencia de un
homomorfismo de cuerpos p: M(a) — C tal que ypm =n1. Esto es, (M, 1) =
(M(a), ). Como (M,n) es maximal en A, deducimos que M(a) = M, luego
a € M. Esto prueba que E = M. O

TEOREMA 2.33. Sit:F — E yo:F — C son clausuras algebraicas de
un cuerpo F, entonces existe un isomorfismo de cuerpos 1 : E — C tal que
nT = 0.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.32, existe un homomorfismo de
cuerpos 1 : E — C tal que nt = 0. La demostracion se completa mostrando
que 1 es sobreyectivo. Dado ¢ € C, la extension n(E) < n(E)(c) es finita
porque c es algebraico sobre t(F) y, por ende, sobre n(E). E1l homomorrfis-
mo 1n compuesto con la inclusion n(E) < n(E)(c) resulta ser finito. Como
17:F — E es una clausura algebraica, dicho homomorfimo es un isomorfis-
mo, lo cual sélo es posible si n(E) =n(E)(c), esto es, ¢ € n(E). Por tanto, n
es sobreyectivo. g

2.5. Ejercicios

EJERcICIO 30. Demostrar que, si F es un cuerpo, entonces cualquier
subgrupo finito de F* es ciclico. Deducimos que, en particular, Fy es un
grupo ciclico de orden q — 1. (Pista: usar la descomposicién ciclica de un
grupo finito abeliano).

EJERcICIO 31. Pongamos Fy = F,(a) con a?+a+1 = 0. Comprobar que
F16 puede presentarse como Fi5 = F,(b) donde b* 4+ b 4 1 = 0. Determinar
todos los homomorfismos de cuerpos F4 — Fi¢ en funciéon de a y b.

EJERcICIO 32. Demostrar los anillos Z[i]/(3) y F3[X]/(X? + X + 2) son
isomorfos, sin necesidad de dar un isomorfismo concreto. ¢Serias capaz
de darlo? ;Y de calcularlos todos?

EJERcICIO 33. Realizar las siguientes tareas:

1. Probar que v3 € Q(v/1+2V3).

2. Calcular Irr(v/1+2v3,Q(V3)).

3. Describir todos los homomorfismos de cuerpos de Q(v/1+2+/3) en
C.

4. Calcular Irr(v/1 4 2v/3,Q) y sus raices en C.

EJERCICIO 34. ¢Son los cuerpos Q(v/2) y Q(v/3) isomorfos?.

EJERcICIO 35. Demostrar que si A : F —» E es un homomorfismo al-
gebraico de cuerpos, entonces las clausuras algebraicas de F y E son iso-
morfas.
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Capitulo 3

Extensiones de Galois

En este capitulo veremos los fundamentos de la Teoria de Galois de ex-
tensiones finitas de cuerpos. Indagaremos en las propiedades de los cuer-
pos de descomposicion de los polinomios separables, que daran la nocién
de extension de Galois finita. La Conexion de Galois parametrizara todas
las subextensiones de una extension de Galois en términos del grupo de
automorfismos de la extension (llamado grupo de Galois). Como aplica-
cién, demostraremos el Teorema Fundamental del Algebra, que dice que
el cuerpo de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

3.1. Extensiones de Galois

Comencemos consignando una consecuencia de lo visto en el capitulo
anterior.

PROPOSICION 3.1. SiF < K es finita, entonces #Autg(K) < [K: Fl.

DEMOSTRACION. Llamemos t : F — K a la inclusion. Como, en virtud
de la Observacion 2.21, Autg(K) = Ex(t, 1), la desigualdad se sigue de la
Proposiciéon 2.15. 0

Asi, cada extensioén finita de cuerpos da lugar a un grupo finito. Vamos
a describir un proceso en sentido contrario.
Dado un subgrupo G C Aut(K), definimos el subconjunto

KS ={a € K:o(a) = a, para todo ¢ € G},
que es un subcuerpo de K llamado subcuerpo fijo bajo G.

PROPOSICION 3.2 (Artin). SiG es un subgrupo finito de Aut(K), entonces
[K: KC] < #G.

DEMOSTRACION. Pongamos n = #Gy
G={o1,...,0nh

Tomemos «1,...,x;,; € K con m > n. Queremos demostrar que tales ele-
mentos son K¢-linealmente dependientes.

Consideremos la matriz A = (oj(c;)) de tamano m x n con coeficientes
en K. Como n < m, el rango de A es menor que m, asi que existe algiin
vector no nulo v = (vy,...,v,) € K™ tal que vA = 0. Podemos tomar v con
el namero de componentes no nulas minimo. Ademas, podemos suponer!
que se tiene que 0 # v € K€ para algan indice 1.

Supongamos que v, # oy (vy/) para alguna pareja de indices 1, k. Es-
cribamos

Gk(\)) = (Gk(v1)>' . ')Gk(‘)m))-

1Por ejemplo, podemos obtener un tal v con v; = 1 para alguna componente de v.
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La igualdad vA = 0 es equivalente a

(3.1) D vigjla) =0,  j=T,...,m

Si aplicamos oy a la anterior igualdad, obtenemos que

ZUk(Vi)Uij(OCi)ZO, j=1,...,m.

1
Como G ={oyo01,...,0k0n}, resulta que oy (v)A = 0. Asi,
(v—ok(v))A =0.

Pero v — oy (v) # 0 y este vector tiene, al menos, una componente nula mas
que v (concretamente, la l-ésima). Esta contradiccion nos muestra que
vi» € K€ para todo l'. Lo que, tomando en (3.1) la igualdad correspondiente
al automorfismo identidad, da la relacion de dependencia lineal sobre K&

viog + -+ v, = 0.
O

Queremos ahora ver como se comporta la correspondencia descrita
entre extensiones finitas y grupos finitos.

LEMA 3.3. Para un cuerpo K, son ciertas las siguientes afirmaciones.

1. SiH C G son subgrupos de Aut(K), entonces K" > K6,
2. SiF < E son subcuerpos de K, entonces Autg(K) O Autg (K).
3. Si G es subgrupo de Aut(K), entonces G C Autge (K).

4. SiF es subcuerpo de K, entonces F < FAutr (K],

DEMOSTRACION. Comprobaciones rutinarias. (]

TEOREMA 3.4. SiG es un subgrupo finito de Aut(K), entonces [K : K¢] =
#G y G = AutKG (K).

DEMOSTRACION. Sabemos, por el Lema 3.3, que G C Autye (K). Apli-
cando las proposiciones 3.2 y 3.1, obtenemos

#G < #Autye (K) < [K: KC] < #G,
luego G = Autye (K). O

El siguiente ejemplo puede ser un buen entrenamiento para lo que
sigue.

EJEMPLO 3.5. Tomemos K = Q(+v/2, w), el cuerpo de descomposicién de
X3 —2 € Q[X] cuyo grupo de automorfismos describimos en 2.23. Usaremos
dicha descripcion (y notacion) para calcular los subgrupos de Aut(K). En
este caso, en vista del Teorema de Lagrange, todos los subgrupos propios
son ciclicos, ya que tienen orden primo, asi que basta con calcular el orden
de los elementos del grupo Aut(K). De esta manera, obtendremos que los
subgrupos son

Aut(K), M11) = M21), Mo2), M12), (N22), (id).

El segundo de ellos tiene orden 3, mientras que los tres siguientes tienen
cardinal 2. Calculemos los subcuerpos fijos de K por cada uno de estos
subgrupos.

Obviamente, K{{¥) = K. En lo que concierne a KA*(X) tenemos que,
por el Teorema 3.4, [K : KAWtK)] = #Aut(K) = 6, luego la tinica salida es
KAut[K) — Q
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Vayamos con los subgrupos propios. Respecto a K{"1), observemos
que N11(w) = w, luego w € KM, De esta forma, Q(w) < K{M1, Por otra
parte, [K: Q(w)] =3y, por el Teorema 3.4, [K : K{M11)] = #(n;;) = 3. En vista
del Lema de la torre, hemos de admitir que KM = Q(w).

Razonamientos paralelos a éste permiten calcular el resto de subcuer-
pos invariantes de K, obteniendo la siguiente lista, que incluye sélo los
casos propios:

(32) KM =Qw), K2 =Q(¥2), KM = Q(w? ¥2), K"2) = Q(wV2).

Mas adelante, veremos que todos los subcuerpos de K son fijos por sub-
grupos de Aut(K), por lo que la anterior es una descripciéon completa de
los subcuerpos de K.

EJERCICIO 36. Demostrar que w + v/2 no pertenece a ninguno de los
cuerpos de la lista (3.2).

Seguidamente, vamos a exponer algunos conceptos y hechos constitu-
tivos de las que llamaremos extensiones de Galois.

DEFINICION 3.6. Un polinomio no constante f € F[X] se dice separable
si todas sus raices en un cuerpo de descomposicion suyo son simples, es
decir, tiene deg f raices distintas ahi.

OBSERVACION 3.7. Veamos que f € F[X] es separable si, y sélo si, f es
coprimo con su polinomio derivado f’. Denotemos por d € F[X] el maximo
comun divisor de f y f’. Si d = 1, entonces, por la identidad de Bezout, f
y f’ no tienen ninguna raiz comun en el cuerpo de descomposicion E de f.
Por [2, Proposicion 4.45], f no tiene raices multiples. Si d es no constante,
tomo una raiz suya en E, que es también raiz de f’, ya que d es un divisor
tanto de f como de f’. Por tanto, f y f’ tienen alguna raiz comuin en E y, de
nuevo por [2, Proposicion 4.45], f tiene raices multiples en E.

EJEMPLO 3.8. Si F es de caracteristica 0, entonces todo polinomio irre-
ducible f € F[X] es separable. Esto es porque f’ # 0 y tiene grado menor
que el de fy, por ser f irreducible, deducimos que mcd(f,f’) = 1.

EJEMPLO 3.9. El polinomio X9 — X € F,[X] para q =p™ es separable.

EJEMPLO 3.10. Sea F,(t) el cuerpo de fracciones del anillo de polino-
mios F,[t]. Entonces el polinomio irreducible? f = XP —t € F,(t)[X] no es
separable, ya que f’' = 0.

DEFINICION 3.11. Una extension algebraica F < K es separable si el
polinomio Irr(«, F) es separable para todo « € K.

EJEMPLO 3.12. Toda extension algebraica de cuerpos de caracteristica
cero es separable.

DEFINICION 3.13. Una extension algebraica F < K es normal si Irr(a, F)
se descompone como producto de polinomios lineales en K[X] para todo
x € K.

EJEMPLO 3.14. La extension Q < Q(+v/2) no es normal (aunque es se-
parable).

El siguiente teorema es la piedra angular de la Teoria de Galois.

2Aplicar el criterio de Eisenstein
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TEOREMA 3.15. Para una extension de cuerpos F < K, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) K es cuerpo de descomposicion de un polinomio separable f € F[X];
(i) F <K es finita y F = KAutr(K);
(i11) F = KS para un subgrupo finito G de Aut(K);
(1v) F <K es finita, normal y separable.

DEMOSTRACION. (1) = (11). Sea f € F[X] separable tal que K es cuerpo
de descomposicion de f. Sabemos que F < K es finita. Tenemos que F/' =
KAutr(K) > F_ Aplicando el Teorema 3.4 para G = Aut(K), obtenemos que
Autp(K) = Autg/(K). Como K es también cuerpo de descomposicion de
f € F'[X], la Proposicion 2.22 nos da que

[K:Fl = #Aute(K) = #Auts (K) = [K: F'],

de donde F’' =F.

(11) = (111). Tomamos G = Aut(K) que es finito por la Proposicion 3.1.

(111) = (1v). Por la Proposiciéon 3.2, F < K es finita. Sea « € K, y h =
Irr(e, F). Tomamos {«;, ..., «} la orbita de « bajo la accion de G sobre K, y
definamos un polinomio g € K[X] por

t t
g= H(X— o) = Za]-XJ.
i=1 j=0
Para cada o € G, tenemos que
t t t

> olaX = g% = [[X - )7 = [[(X ~ olew)) = g,

j=1 i=1 i=1
ya que o permuta los elementos a7, ..., &;. Por tanto, a; € K¢ = F para todo
i=1,...,t. Esto es, g € F[X]. Como g(«) =0, deducimos que h divide a g en
F[X]. Ahora, aplicando cada o € G a la igualdad h(«) = 0, obtenemos que
todos los elementos «y,...,«t, que son distintos por constituir una 6rbita
de la accion de G sobre K, son raices de h. Por tanto, h tiene en mismo
grado mayor o igual que el de g. Esto s6lo es posible si h = g. Asi, h se
factoriza en K[X] como producto de polinomios lineales distintos.

(tv) = (1). Como F < K es finita, podemos escribir K = F(oq,...,xn),
para «i,...,x, € K algebraicos sobre F. Consideremos f € F[X] el producto
de los polinomios f; = Irr(«;, F), eliminando repeticiones. Como cada f; se
factoriza como producto de factores lineales distintos en K[X], por ser F < K
separable, obtenemos que K es cuerpo de descomposiciéon de f. Como F < K
es separable, todas las raices de cada f; son simples. Ademas, por ser f;
y f; polinomios irreducibles distintos para i # j, cada uno de estos pares
son coprimos, por lo que no tienen raices comunes. Concluimos que f es
separable. g

OBSERVACION 3.16. En la demostracion del Teorema 3.15, hemos visto
que, si F = K€ para G un subgrupo finito de Aut(K), entonces Irr(x,F) =
[[,(X— ), donde {«q,...,«} es la orbita de « bajo la accion de G. Estos
elementos son los llamados conjugados de x bajo G.

DEFINICION 3.17. Si F < K satisface las condiciones equivalentes del
Teorema 3.15, entonces diremos que es una extension de Galois, al grupo
Autg(K) se le llama Grupo de Galois de la extension.

COROLARIO 3.18. Si la caracteristica de F es cero y K es cuerpo de des-
composicién de cualquier f € F[X], entonces F < K es Galois.
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DEMOSTRACION. Tomamos la descomposicién f = pj' ---p¢r, para p; €
F[X] irreducibles distintos. Entonces K es cuerpo de descomposiciéon de
g =7p1---Pr» que es un polinomio separable. g

COROLARIO 3.19. SiF < K es una extensiéon de Galois y E es un sub-
cuerpode K tal que F < E < K, entonces E < K es de Galois.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.15, K es cuerpo de descomposicion
de un polinomio separable f € F[X]. Viendo f € E[X], obtenemos que K sigue
siendo cuerpo de descomposicion de f. Por tanto, E < K es de Galois. O

TEOREMA 3.20. Toda extension de cuerpos finitos es de Galois con gru-
po de Galois ciclico.

DEMOSTRACION. Sea F < K una extensiéon de cuerpos finitos. Denote-
mos por p a su caracteristica. De acuerdo con la Proposicién 2.19, K es
cuerpo de descomposicion un polinomio X9 — X € [, [X]. Como la derivada
formal del mismo es —1, dicho polinomio es separable. Asi, la extensiéon
Fp, < K es de Galois. El Corolario 3.19 nos da que F < K es de Galois.

El Teorema 2.24 muestra aue Aut(K) es ciclico. Puesto que Autg(K) es
un subgrupo suyo, ha de ser también ciclico. d

EJEMPLO 3.21. Consideremos la extension Q < Q(+v/5,i1v/5) = E. Si se
tratara de una extension de Galois, entonces todas las raices de Irr(V/5,Q) =
X3 —5 han de estar en E. Asi, V5¢i27/3 ¢ E, de donde e'?™/3 < E. Pues-
to que e?™/3 = —1/2 +i/3/2, deducimos que iv/3 € E. Pero, entonces,
Q(iVv5,1v/3) < E. Queremos ver que esta inclusion lleva a una contradic-
cion.

Puesto que [E : Q] = 6, ya que iv/5 ¢ Q(+/5), deducimos que [Q(iv/5,1v/3) :
Q] es un divisor de 6. La contradiccién consiste en que [Q(iv/5,iv/3) :
Q] = 4. Comprobemos, pues, esta igualdad. Para lo que basta ver que
V3 ¢ Q(iv5). Escribimos iv3 = a + biv/5 con a,b € Q, entonces a = 0,
obtenemos que b es raiz de 5X? — 3, imposible, ya que ese polinomio es
irreducible en Q[X] por el criterio de Eisenstein.

La conclusion de nuestros razonamientos es que Q < E no es una
extension de Galois.

EJERCICIO 37. Calcular Aut(Q(v/5,iV5)).

3.2. Teorema fundamental de la Teoria de Galois

Dada una extension de cuerpos de nuestro interés F < K, a los sub-
cuerpos E de K tales que F < E < K se les llama subextensiones de F < K.
Denotamos a este conjunto por Subex(F < K), y lo consideramos ordenado
por inclusion.

Recordemos que, si H es un subgrupo de un grupo G, el indice de H en
G, denotado por (G : H), es el numero de clases laterales de G con respecto
de H. Las clases laterales pueden tomarse a izquierda o a derecha, el indice
no cambia. El conjunto de los subgrupos de G, ordenado por inclusion,
sera denotado como Subgr(G).

TEOREMA 3.22. Sea F < K una extension de Galois con grupo de Galois
G = Autg(K). La aplicacion

Subgr(G) — Subex(F < K), (H— K™
es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados con aplicacion inversa
Subex(F < K) — Subgr(G), (E — Autg (K)).
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Ademas, para subgrupos H; C H; de G, y subextensiones F < E; < E; <K
correspondientes segun la anterior biyecciéon, se tiene

(Hz : Hy) =[Ey : E2].

DEMOSTRACION. Observemos primero que G es finito, en virtud del
Teorema 3.15.

Dado H € Subgr(G), el Teorema 3.4 asegura que Autyn(K) = H. Por
otra parte, dado E € Subex(F < K), tenemos que E = KA4te(K) ya que E < K
es de Galois de acuerdo con el Corolario 3.19. Esto demuestra que las
aplicaciones del enunciado son biyectivas e inversas entre si. En virtud
del Lema 3.3, resultan anti-isomorfismos de conjuntos ordenados.

Dados ahora H; C H; subgrupos de G, las subextensiones correspon-
dientes son E; = KM, E; = KH2, Por el Teorema 3.4, [K : E;] = #H;, para
i=1,2. Asi,

#Hz = [K . Ez} = [K . E]][E] . Ez] = #H] [E1 . Ez].
De donde [E; : E;] = (H, : Hy). O

DEFINICION 3.23. A la biyeccion establecida en el Teorema 3.22 la lla-
maremos conexién de Galois para la extension de Galois F < K.

EJEMPLO 3.24. El el Ejercicio 3.5 fueron descritos los subcuerpos de
Q(v2,w) fijos bajo cada uno de los subgrupos de Aut(Q(+v/2,w)), para w
una raiz cubica primitiva de la unidad compleja. Ahora sabemos, pues-
to que la extension Q < Q(v/2,w) es de Galois, que esos son todos los
subcuerpos del citado cuerpo.

EJEMPLO 3.25. Vamos a describir los subcuerpos de Fq, para q = p™.
Sabemos, por el Corolario 3.20 y el Teorema 2.24, que la extension F,, <
Fq es de Galois y que G = Aut(Fq) = Auty, (Fq) es ciclico de orden n
generado por el automorfismo de Frobenius t. Por tanto, los subgrupos
de G son de la forma (t4) para d un divisor de n. Segun el Teorema 3.22,
los subcuerpos de Fy son, exactamente, los subcuerpos fijos para estos

subgrupos. Asi, para cada divisor d de n tenemos el subcuerpo fijo IFffd>

y [Fgfd) : Fp] = (G : (t9)) = d. Por tanto, para cada divisor d de n existe
un unico subcuerpo de Fq que tiene p? elementos, y éstos son todos los
subcuerpos de Fy.

EJERcCICIO 38. Supongamos que hemos expresado
Fi6 = {Oa a, a2) ) (115}.

Describir explicitamente, usando potencias de a, todos los subcuerpos de
Fis.

Vamos ahora a caracterizar qué subextensiones de una extension de
Galois estan ligadas, por la correspondencia de Galois, con subgrupos
normales del grupo de Galois.

LEMA 3.26. Sea F < K una extensioén de Galois con grupo de Galois G,
H un subgrupo de G y E una subextensién de F < K. Si H y E estan en
correspondencia por la conexién de Galois, y o € G, entonces cHo~ ! y o(E)
lo estan también.
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DEMOSTRACION. A partir de E = K" hemos de mostrar que K°Ho ' =
o(K"). En efecto, dado « € K, tenemos que

x e KH ' o oo (o) = o, VT € H
St (x)=0"(«),VTeHE 0 (a) e K" & « € o(KM).
O

TEOREMA 3.27. Sea F < K una extension de Galois con grupo de Galois
G. Tomemos H un subgrupo de G y E una subextension de F < K correspon-
dientes bajo la conexién de Galois. Entonces H es normal en G si, y solo si,
F < E es de Galois. En tal caso, Autg(E) es isomorfo a G/H.

DEMOSTRACION. Si H es normal, entonces, segun el Lema 3.26, o(E) =
E para todo o € G. Por tanto, tenemos un homomorfismo de grupos r: G —
Autg(E) dado por r(0) = o). Su ntucleo es Autg (K) = H. Ahora,

[E:F=(G:H)=#Imr < #Autg(E) < [E: F.

Por tanto, r es sobreyectivo y tenemos definido un isomorfismo de grupos
G/H = Autg(E). Pero, ademas, dado a € EA“F(E) entonces, para todo
o € G, se tiene que o = 1(0)(x) = o(a), luego a € K¢ = F. De modo que
F =7t (B) y F < E es de Galois por el Teorema 3.15.

Supongamos ahora que F < E es Galois. Asi, E = F(«1,...,x,) para un
polinomio separable f € F[X] con f = H?:] (X — ;). Dado o € G, tenemos

n
f=1 =] [(X—ole)).

i=1

Luego o(ai) = «; € E, para cada i. Por tanto, o(E) = E. Del Lema 3.26
deducimos que KH = E = o(E) = K°H° ', Por la conexion de Galois, H =
oHo~ ' y H es normal en G. a

EJEMPLO 3.28. Consideremos la cuartica f = X* —2X%2 —2 € Q[X]. Para
calcular las raices complejas de f, pensemos que, si s es una de ellas,
entonces s’ es raiz de X? — 2X — 2. Resolviendo la ecuaciéon cuadratica
correspondiente, vemos que las raices de f son «,—«, 3, —f, donde

x=1/V3+1, p=iy/V3—1.

Observemos que af3 = iy/2. Por tanto, el cuerpo de descomposicién de f es

K=Q(e, ) = Qo xB) = Q(\/ V3 +1,iV2).

Como f es irreducible en virtud del criterio de Eisenstein, Irr(«, Q) = f, por
lo que [Q(«) : Q] = 4. Ahora, iv2 es raiz de X? + 2, polinomio cuadratico
que es irreducible sobre Q(«), al no tener raices ahi. El Lema de la torre
permite asi deducir que
K:Q] =8.
Puesto que K es cuerpo de descomposicion de un polinomio en carac-
teristica cero, la extension QQ < K es de Galois (Corolario 3.18), de donde
#Ath(K) = 8.
Calculemos estos ocho automorfismos usando la Proposicion 2.12. Asi,
los homomorfismos de cuerpos de Q(«) a K estan determinados por
M :xXx— & Mi:x——& N2:0— PR, M3:a— —f3,
puesto que f € Q[X] es irreducible.
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Cada uno de ellos se extiende a dos automorfismos de K, correspon-
dientes a sendas raices del polinomio irreducible X? + 2 € Q(«), descritos

por
MNjk {a =y (e
af = (1) ap,
paraj=0,1,2,3;k=0,1.
La extension cuadratica Q(iv2), a la luz del Teorema 3.27, por ser de
Galois, determina el subgrupo normal de Autg(K) dado por

Aut@(iﬁ] = {n)'O ] = O, 1,2, 3}

La siguiente tabla recoge el orden de todos los elementos de Autg(K).

Moo Mio M20 M30 Mor M1 N21 M3
1 2 2 2 2 2 4 4

A modo de ilustracion, calculamos el orden de n;o, llevando pautas simi-
lares el resto:

n3o(a) =n20(B) =mn20(xP/x) =n20(xB)/M20(x) = P /P = .
Como n3,(af) = af, deducimos que 13, = noo, lo que muestra que el orden
de nyo es 2.

Del conocimiento del orden de cada elemento del grupo de 8 elementos
Autg(K) colegimos que es isomorfo a D4, ya que éste es el tnico de dicho
cardinal con 5 elementos de orden 2. Sabemos que este grupo tiene tres
subgrupos de orden 4, que se corresponderan por la conexion de Galois
con las tres extensiones de grado 2 de Q contenidas en K. Aparte de la ya
descrita Q(iv2), tenemos las siguientes dos: Q(+/3) y Q(iv/6). La primera,
como ya hemos observado, se corresponde con el grupo (170,M20), isomorfo
al grupo de Klein. Podemos escribir esta relacion como

K{Mrosm2o0) — Q(Iﬁ)

Observemos que V3 = «? — 1, lo que muestra que este namero queda fijo
por los automorfismos ngo,MN10,M01,N11. Como, en vista siempre de la co-
nexién de Galois, el subgrupo correspondiente a la extensiéon cuadratica
Q < Q(v/3) ha de tener 4 elementos, deducimos que los automorfismos lis-
tados forman dicho subgrupo. Puesto que todos tienen orden un divisor
de 2, se trata de un grupo ismorfo al de Klein, asi que generado por cua-
lesquier par de sus elementos de orden 2. En definitiva, podemos escribir

K{nio,mor) :Q(\@)

El tercer subgrupo de orden 4 ha de ser el ciclico, con generador 1;;.
Observemos que

N21(V3) =n21(e? —1) = (a)? =1 =p2 —1=—V3.
Por tanto,
n21(1V6) =21 (1V2)n21 (V3) = (—ivV2)(—V3) = V6,

lo que muestra no sélo que Q(iv/6) es un subcuerpo distinto de los dos
extensiones cuadraticas Q(iv2) y Q(v/3) sino que, ademas,

K(ﬂ21) — Q(l\/@)

Las subextensiones de grado 4 estan en correspondencia con los subgru-
pos de orden 2, asi que hay, exactamente, 5. Como « y f son numeros
de grado 4 sobre Q, tenemos que dos de ellas son Q(«) y Q(f). Como
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No1(a) = a, tenemos que « € KMo1), La conexién de Galois me dice que la
segunda extension de Q es de grado 4, asi que deducimos que

KMo = Q(w).

Por otra parte,
N1 (B) =nn(aB/a) = —aB/(—a) = B,

lo que implica, por un argumento similar, que

KM =Q(B).

La extension Q < Q(iv2,v3) es la menor que contiene a KMom20) y g
Kiomor) " de modo que, bajo la conexién de Galois, ha de corresponder al
mayor subgrupo contenido en (N10,M20) ¥ (M10,Mo1). €sto es, la interseccion
de ambos. Tenemos, pues,

KMio) — Q(iﬁ, \@).

Nos faltan dos extensiones de grado 4, correspondientes a los subgrupos

(N20) ¥ (M30)-
Observemos que

n2o(x+B) =B +n2o(xB/x) =P+ afp/p =P+ cx.

Por tanto, Q(a+p) < K20}, Por la Conexion de Galois, (N20) € Autg(asp)(K).
Por tanto, Autg«p)(K) puede adoptar tres valores: Aut(K), (nio,n20) 0
(N20). La primera opcién queda excluida porque o + 3 ¢ Q. Observemos
que

*B)

Moo+ B) = —ox+mn10( " =—ax—p #a+p,

lo que excluye la segunda opcion. La tinica salida que deja la conexion de
Galois es que

KMze) = Qo + B).

Una linea argumental analoga deja que

KMse) = Qo — B).

En definitiva, los subcuerpos de K, organizados en un diagrama de Hasse,
son
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quienes, bajo la conexion de Galois, se corresponden con los subgrupos
de Autg(K).

Autg (K)

P N

(M10,M20) Ma1) (M10,M01)

S

(M20) M30) M1o) M) Mo1)

\\//

(Moo)

EJERCICIO 39. Sea F < K una extension de Galois de grado 3™. Demos-
trar que, para cada 1 < i < n, existe una subextension F < E < K tal que
[E: F] =3t

EJERCICIO 40. Supongamos que tenemos cuerpos F < E < K tales que

F < EyE < K son extensiones de Galois. ¢Es necesariamente F < K de
Galois?.

3.3. El Teorema Fundamental del Algebra

Vamos a dar una demostracion del Teorema Fundamental del Algebra
que solo se apoya, desde el punto de vista del Analisis Matematico, en dos
hechos basicos. De una parte, que cada polinomio de grado impar con
coeficientes reales tiene alguna raiz real. Esto es una consecuencia del
Teorema del Bolzano. De otra, que cada numero real positivo tiene una
raiz cuadrada. Lo que es consecuencia del Axioma del Supremo.

La conjugacion compleja es un automorfismo R-lineal del cuerpo Cy,
de hecho, es el generador del grupo Autg(C), cuyo orden es dos, ya que C
es cuerpo de descomposicion de X? + 1 € R[X].

Para f € C[X], por f denotaremos, en esta seccion, el polinomio obtenido
de aplicar el automorfismo conjugacion a sus coeficientes.

TEOREMA 3.29 (Fundamental del Algebra). Si f € C[X] es no constante,
entonces f tiene todas sus raices en C. Es decir, el cuerpo de los niuimeros
complejos es algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION. Observemos que g = ff € R[X] es no constante. Ahora,
(X2 + 1)g € R[X] tiene un cuerpo de descomposicién K que contiene a C.
Nuestro objetivo es probar que K = C, con lo que, en particular, f tendra
todas sus raices en C.

Como C es una subextension de la extension de Galois R < K, tenemos,
por el Lema de la torre, que el orden de G = Autg(K) es un maultiplo de 2.
Podemos, por tanto, tomar un 2-subgrupo de Sylow H de G.

Por la conexion de Galois, [K" : R] = (G : H), luego es impar. Dado
o € KM, Irr(o, R) tiene grado [R(«) : R], luego impar. Por tanto, Irr(«,R)
ha de tener una raiz en R, por lo que ha de ser de grado 1. Asi, x € Ry
deducimos que K" = R. La conexion de Galois da ahora que H = G, por lo
que G es un 2-grupo.

Deducimos que Autc(K) es un 2-grupo. Si fuese no trivial, podriamos
tomar un subgrupo suyo N de indice 2. Entonces, por el Teorema 3.22, la
extension C < KN es de grado 2. Por tanto, KN = C(B), para p € KN tal que
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Irr(B,C) tiene grado 2. Pero entonces Irr(f3,C) es un polinomio de grado
2 con coeficientes complejos, por lo que tiene raices en C, ya que todo
numero complejo tiene raices cuadradas complejas. Por tanto, no puede
ser irreducible, y tenemos una contradiccion.

La conclusién es que Autc(K) es trivial y, por tanto, K = C. De donde
todas las raices de g y, por ende, de f, estan en C. O

CoOROLARIO 3.30. Sif € R[X] es irreducible, entonces f tiene grado me-
nor o igual que 2.

DEMOSTRACION. Sea f € R[X] irreducible de grado mayor que 1. Tome-
mos una raiz suya « € C. Entonces « es raiz de f y, por tanto, (X—a)(X—%)
divide a f en C[X]. Pero este polinomio tiene coeficientes reales, asi que ha
de ser asociado a f. O

EJERCICIO 41. Sea Q la claEsura algebraica de Q en C. Razonar que
todo polinomio no contante f € Q[X] tiene todas sus raices en Q.
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Capitulo 4

Teoria de Galois de ecuaciones

En este capitulo, veremos el grupo de Galois de un polinomio separa-
ble como subgrupo del grupo de permutaciones de sus raices. Completa-
remos la discusién sobre puntos construibles con regla y compas. Como
tema central, expondremos los resultados clasicos sobre resolucion por
radicales de ecuaciones. Daremos una pincelada final sobre resoluciéon de
ecuaciones en cuerpos finitos.

4.1. Grupo de Galois de un polinomio

Definamos el discriminante de un polinomio ménico f € F[X] de grado

n con raices! «q,...,x, en un cuerpo de descomposicion K como
Disc(f) = H (o — oc,-)2 € K.
1<i<j<n

Si f no es moénico, su discriminante se define como cierto elemento no
nulo de F multiplicado por la anterior expresion, que no nos interesa aqui.
Supondremos implicitamente que todos nuestros polinomios son ménicos,
ya que, en lo que concierne a raices, podemos reducirnos a este caso
facilmente. Es claro que f es separable si, y sélo si, Disc(f) # 0.

Una raiz cuadrada del discriminante esta dada por

Af)= ] (oa—o),
1<i<j<n
elemento de K determinado salvo signo (dependiendo de cémo ordenemos
las raices de f).

DEFINICION 4.1. Para f separable, el grupo Aute(K) es llamado grupo
de Galois de f y, por la unicidad del cuerpo de descomposicién, es tnico
salvo isomorfismos.

Sea Sim(ay,...,an) €l grupo de permutaciones del conjunto de raices
{a1,...,n} de un polinomio separable f. Tenemos un homomorfismo de
grupos

Autg(K) — Sim(aq, ..., an),

puesto que cada o € Autg(K) permuta las raices? de f. Dicho homomor-
fismo es inyectivo, porque cada automorfismo del grupo de Galois esta
determinado por su valor sobre las raices de f, que generan K sobre F, asi
que podemos identificar el grupo Autr(K) como un subgrupo del grupo de
permutaciones S;,.

Si 0 € Autg(K), se tiene que

4.1) o(A(f)) = sign(o)A(f), o(Disc(f)) = Disc(f),
1Cada raiz aparece tantas veces como indique su multiplicidad

2Esto es porque si « es una raiz de f, entonces o(«) es también raiz de f para todo o del
grupo de Galois.
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donde sign(o) denota la signatura de o visto como permutacion de las
raices.

PROPOSICION 4.2. Para un polinomio separable f € F[X] con grupo de
Galois G = Autg(K), se tiene que Disc(f) € F. Ademds, el subcuerpo fijo,
bajo la conexién de Galois, de K para G N A, es F(A(f)). Por tanto, A(f) € F
si, y solo si, G C A,,.

DEMOSTRACION. Se sigue de (4.1) que Disc(f) € K¢ = F. También se
deduce de (4.1) que A(f) € KEMAn Asi, F(A(f)) < KS"A~, Como

deducimos que sélo se pueden dar dos casos: F(A(f)) = F o bien F(A(f)) =
KEMAn | El primer caso ocurre, en vista de la Conexion de Galois, exacta-
mente cuando G C A,,. O

EJEMPLO 4.3. Dado un polinomio
n—1
f=X" + Z aiXi,

i=0
no necesariamente separable, con raices «y,...,&,, donde cada una apa-
rece tantas veces como indique su multiplicidad, calculando el producto
f =[], (X—0o) e igualando coeficientes de igual grado, se obtienen las lla-
madas relaciones de Cardano-Vieta (ver Ejercicio 42) que, potencialmente,
permiten calcular el discriminante de f a partir de sus coeficientes. Por
ejemplo, para n = 2 se obtiene

ap = x102, a1 = —(t1 + oz},

relaciones a partir de las cuales se obtiene que Disc(f) = a? —4ay.
Para n = 3 se obtienen las relaciones

Ao = —X1X2&3, A1 = X102 + X103 + a3, a2 = —(x1 + &2 + «3).

A partir de ellas, se calcula una expresién para Disc(f), que no merece
la pena registrar aqui. Quizas el caso particular de la cubica reducida
f = X3 + pX + q pueda interesar para los ejemplos. Sale

4.2) Disc(f) = —4p> — 279>

PROPOSICION 4.4. Sea f € F[X] un polinomio separable con grupo de
Galois G. Entonces f es irreducible si, y sélo si, G actua transitivamente
sobre sus raices. En tal caso, deg f divide a #G.

DEMOSTRACION. Sea K un cuerpo de descomposicion de f. Suponga-
mos f irreducible y sean «, 3 € K raices de f. La Proposicion 2.12 da una
extension t : F(a) — K de la inclusion F < F(«) tal que t(a) = B. Aho-
ra, la Proposicion 2.16 da la existencia de una extension n : K — K de
1. Obviamente, n(a) = t(a) = B y n € Autg(K) = G. Por tanto, G actua
transitivamente sobre las raices de f.

Reciprocamente, sea g un factor irreducible de f. Si « € K es una raiz
de g, entonces o(x) es una raiz de g para todo o € G. Como G actua
transitivamente sobre las raices de f, tenemos que toda raiz de f lo es de
g, lo que implica que g = f.

Por ultimo, si « es una raiz de f, entonces

#G =[K:F] = [K: Fa)][F() : Fl = [K: F()] deg f.
U
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EJEMPLO 4.5. Tomemos f € F[X] separable e irreducible de grado 2.
Sabemos que el cuerpo de descomposicion K de f tiene grado 2 sobre F, asi
que el grupo de Galois de f es ciclico de orden 2.

EJEMPLO 4.6. Para f € F[X] separable e irreducible de grado 3 sabemos
que su grupo de Galois G es un subgrupo transitivo® de S3. Si Disc(f) es
un cuadrado en F, entonces G C A3, luego ha de darse la igualdad. Si
Disc(f) no es un cuadrado en F, entonces G es un subgrupo transitivo de
Sz distinto de A3. Luego G = Ss.

EJEMPLO 4.7. Ahora, supongamos que f € F[X] es separable e irreduci-
ble de grado 4. Su grupo de Galois G es un subgrupo transitivo de S4. Sean
a1, 02, &3, 0ty las raices de f en su cuerpo de descomposiciéon K y definamos

B1 = oo+ a3y
Bz = x103+ X204
Bs = oxjog+ x203.

Consideremos el polinomio

g=X—=B1)(X—=B2)(X—PB3).

Como cada o € G permuta* los elementos B;, resulta que g° = g y, por
tanto, los coeficientes de g estan en K¢ = F. Este polinomio es lo que se
llama una resolvente ctibica de f. Si

f=X"+bX>+cX?+dX +e,
entonces, tras algunos calculos, se obtiene que
g =X> —cX? + (bd — 4e)X — be 4 dce — d°.

Por otra parte, es facil comprobar que los elementos (31, 32, 33 son dis-
tintos. Por ejemplo,

Po—P1 =103+ 0204 — o0t — oz = (0t — ot3) (g — 7).

De hecho, si calculamos las otras diferencias 3 —f1 y 3 — 2, veremos
que Disc(f) = Disc(g). Tenemos que g es separable y E = F(f1,2,B3) es
su cuerpo de descomposicion. Por el Teorema 3.27, F < E es de Galois y
N = Autg (K) es un subgrupo normal de G. Ademas, Autg(E) es isomorfo a
G/N.

Vamos a identificar quién es N. Para ello, consideremos el homomor-
fismo de grupos

S: Sim(th(Xz» X3, “4) — Sim(ﬁh BZ) 63)

dado por s(o) (oo + ) = Ko (i) Ao (j) T Ko (k) Xo(1)- ESte homomorfismo es
sobreyectivo, ya que es facil ver que en su imagen esta cualquier traspo-
sicion. Su nucleo, que tiene cardinal cuatro por el Teorema de Lagrange,
contiene claramente a

Vv ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)},

luego ha de ser justo este subgrupo.

Observemos que, puesto que F < E es de Galois, se tiene, como en la
demostracion del Teorema 3.27, que o(E) = E para cada o € G. Como alli,
denotemos por r : G — Autg(E) la aplicacion que lleva cada o € G en su

SEs decir, que actua transitivamente sobre los elementos que permuta.
4Basta con descoponer o, visto como permutacién, como producto de trasposiciones y
comprobar que cada una de éstas permuta los elementos citados.
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restricciéon a E. Tenemos el diagrama conmutativo de homomorfismos de
grupos con filas exactas®

1 N G r Autp(E) —=1,

|

1 ——=V ——Sim(ay, 002, 03, a) ——= Sim(B1, B2, B3) —=1

donde las flechas verticales representan los homomorfismos inyectivos de
grupos que llevan cada automorfismo en la correspondiente permutacion
de las raices de f y g, respectivamente. Se sigue de aqui que N=GNV.

EJEMPLO 4.8. Tomemos f = X* — 2 € Q[X], que es irreducible por el
criterio de Eisenstein. Por otra parte, es facil comprobar que, si K es su
cuerpo de descomposicion, entonces [K : Q] = 8. Por tanto, su grupo de
Galois ha de ser de orden 8. Visto como subgrupo transitivo de S4, la
Uunica opcion es que sea isomorfo a Dy.

EJEMPLO 4.9. Consideremos la cuartica f = X* + X + 1 € Q[X]. Redu-
ciendo médulo 2, vemos que es un polinomio irreducible en Z[X] y, por ser
primitivo, en Q[X]. De manera que su grupo de Galois G, visto como per-
mutaciones de sus raices, es un subgrupo transitivo de S4, como establece
la Proposicion 4.4. Su resolvente cubica es g = X3 —4X — 1, por lo que

Disc(f) = Disc(g) = 229.

Este numero es primo, de donde X2 —229 ¢ QIX] es irreducible y, asi,
V229 ¢ Q. Por tanto, G no esta contenido en A;. Como G es un subgrupo
transitivo de S4, tiene que ser alguno de los subgrupos de S4 isomorfos a
C4, D4 o €l propio S4. Ahora bien, g es una cubica irreducible, ya que no
tiene raices en Q. Por tanto, su grupo de Galois tiene orden un multiplo de
3. Si E es su cuerpo de descomposicion, entonces, en virtud del Teorema
3.27, N = Autg(K) es un subgrupo normal de G y G/N = Aut(E). Como,
por la Proposicion 4.4, este tiltimo tiene cardinal un multiplo de 3, la tiinica
posibilidad es que G = S4.

EJERcICIO 42 (Identidades de Cardano-Vieta). Sea f € F[X] un polino-
mio moénico de grado n con raices «q,...,x, €n un cuerpo de descompo-
sicion suyo (no suponemos que f sea separable, asi que entre las raices
puede haber repeticiones). Definamos

Sk = Z Ky« oo Ky
1<ij<-<igsn
para k =1,...,n. Demostrar que
f=X"— ;X" T (=) s

EJERCICIO 43. Sea f € F[X] un polinomio separable e irreducible de
grado primo p. Demostrar que el grupo de Galois de f sobre el cuerpo F
contiene un ciclo de orden p. (Pista: usar el Teorema de Cauchy de exis-
tencia de p—subgrupos).

EJERCICIO 44. Sea f € Q[X] irreducible de grado primo p. Demostrar
que, si f tiene exactamente dos raices complejas no reales, entonces el
grupo de Galois de f sobre Q es isomorfo a S,,. (Pista: usar el Ejercicio 43).

5Esto es una manera rapida de decir que r y s son sobreyectivos, N es el nticleo de ry V
es el nucleo de s, ademas de que las dos composiciones posibles de G a Sim(f1, 2, f3) dan
el mismo homomorfismo.
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EJERCICIO 45. Demostrar que el grupo de Galois de f = X> —4X —1 ¢
QIX] es isomorfo a Ss.

EJERCICIO 46. Sea f € R[X] un polinomio de grado 3. Discutir el niime-
ro de raices reales de f en funcién del signo de su discriminante.

4.2. Extensiones ciclotomicas

Comencemos con la siguiente observacién: dado f = X™ — 1 € F[X] el
conjunto de sus raices en cualquier extension K de F es un subgrupo de
K* = K\{0}, llamado grupo de raices n-ésimas de la unidad en K. Sabemos,
por el Ejercicio 30, que se trata de un grupo ciclico cuyo orden ha de ser
un divisor de n. Si f es separable y K contiene al cuerpo de descomposiciéon
de f, entonces se trata de un grupo ciclico de orden n. Sus generadores se
llaman raices n—€simas primitivas de la unidad sobre F. En lo que sigue,
suponemos que X" — 1 es separable, es decir, que la caracteristica de F
es cero o, de ser positiva, no es un divisor de n.

DEFINICION 4.10. El cuerpo de descomposicion de X™—1 € F[X] se llama
n—ésima extension ciclotomica de F.

Es claro que, si ¢ es una raiz n—-ésima primitiva de la unidad sobre F,
entonces la n-ésima extension ciclotomica de F es F(().

EJEMPLO 4.11. Las raices n—ésimas de la unidad sobre Q son los
nuameros complejos {e2/™ : k = 0,1,...,n — 1}, y la n-ésima extension
ciclotémica de Q es Q(e*?™/™). Obviamente, podemos tomar cualquier otra
raiz n—€sima primitiva de la unidad como generador.

Dado n > 2 natural, denotamos por U(Z,) el grupo de unidades del
anillo Z,, = Z/nZ, que sabemos es abeliano de orden ¢(n) (funcién de
Euler aplicada a n). Si ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre
F, describiremos el conjunto de todas las raices n—-ésimas de la unidad
como

{Ck 1k € Zn},

lo que es un pequeno pero muy practico abuso de notacion. Las raices
primitivas son, asi,
{C“rkeu(zZy)h

PROPOSICION 4.12. Sea G el grupo de Galois de la n—-ésima extension
ciclotémica de F. Entonces G es isomorfo a un subgrupo de U(Z,,). Ademas,
G es isomorfo a U(Z,) si, y sélo si, G acttia transitivamente sobre las raices
n—-ésimas primitivas de la unidad sobre F.

DEMOSTRACION. Tomemos ( una raiz n—-ésima primitiva de la unidad.
Dado 0 € G = Autg(F({)), es facil ver que o(() es otra raiz n—ésima primitiva
de la unidad. Por tanto, o(() = (* para algun k € U(Z,). Este k es tinico,
como consecuencia de ser ( raiz primitiva, asi que tenemos definida una
aplicacion G — U(Z,,). Ahora, si T € G y t(() = (!, entonces

(t0)(¢) = t(C¥) =1(Q)* = (H* = .

Por tanto, tenemos un homomorfismo de grupos G — U(Z,). Ademas, es
inyectivo, ya que o € G esta determinado por su valor sobre (. Deducimos
que G es isomorfo a un subgrupo de U(Z, ). El homomorfismo de grupos
dado es sobreyectivo si, y s6lo si, G actua transitivamente sobre las raices
n-ésimas primitivas de la unidad sobre F. O
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DEFINICION 4.13. Definimos el n-ésimo polinomio ciclotémico como

(4.3) on= J] (x=cM.

keU(Zn)

PROPOSICION 4.14. Se tiene que X™ —1 =[], Pa-

DEMOSTRACION. Si denotamos por R,, a conjunto de todas las raices
n-ésimas de la unidad, entonces X" — 1 = [,z (X — a). Por otra parte,
denotemos por P,, al conjunto de las raices m—€simas primitivas de la
unidad. Se tiene una particién R, = din P4, de donde se deduce (4.3). O

PROPOSICION 4.15. Los polinomios ciclotémicos tienen sus coeficientes
en el subcuerpo primo. Ademads, en el caso de caracteristica cero, los coefi-
cientes son enteros.

DEMOSTRACION. A partir de la expresion (4.3), hacemos induccion so-
bre n. Obviamente, ®; = X — 1. Paran > 1, tenemos que

X“—]:d)nH(Dd.

dln
d#n

Por hipétesis de induccion, el factor de la derecha tiene coeficientes en el
subcuerpo primo. La divisiéon euclidiana de polinomios muestra que @,
también los tiene.

En el caso de caracteristica 0, razonemos de nuevo por induccién sobre
n, que ®, € Z[X]. El caso n = 1 es obvio, asi que supongamos que n > 0.
Como @, € Q[X], tenemos que existe a, entero positivo, tal que f = a®,, €
Z[X] es primitivo. Usando la hipétesis de induccién y el Lema de Gauss,
tenemos que a(X"—1) =[] ain ®4 tiene coeficientes enteros y es primitivo.

Por tanto, a =1y ©,, = f € Z[X]. O

EJEMPLO 4.16. En caracteristica 0, ®; = X+ 1, @3 = X2 +X+1, &4 =
X2 + 1. Calculemos ®4. Sabemos que

X —1=0,0,0;0.

Realizando varias divisiones euclidianas, obtenemos que ®g = X? — X +
1. También podemos calcular las raices sextas primitivas de la unidad
compleja y usar directamente la definicién de ®g.

EJERCICIO 47. Calcular, en caracteristica 0, ®g.
TEOREMA 4.17. Cada polinomio ciclotémico ®,, € Z[X] es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos f € Z[X] un factor irreducible de ®,,, y
tomemos cualquier raiz compleja ¢ de f. Vamos a demostrar que, si p es
un primo que no divide a n, entonces (P también es raiz de f.

Razonemos por reduccion al absurdo: Si (P no es raiz de f, entonces
(P ha de ser raiz de g € Z[X] para ®,, = fg. Pero podemos ver esto como
que ¢ es raiz de g(XP) € Z[X]. Luego f(X) y h(X) = g(XP) tienen una raiz
comun en la n-€ésima extension ciclotémica de Q. Esto sélo es posible, por
la identidad de Bezout, si f es un divisor de h en Q[X]. Pero f es primitivo,
por lo que ha se ser un divisor de h en Z[X] (ver [2, Lema 4.25]).

Reduciendo modulo p, tenemos que ®, = fg. Por otra parte, h =
g(XP) = g(X)", puesto que, en F,, se tiene a? = a. Como f divide a h = g",
deducimos que f y g han de tener un factor comun en F,[X]. Por lo que

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



4.2. EXTENSIONES CICLOTOMICAS 49

X"—T1 € F,[X] ha de tener, en su cuerpo de descomposicion, una raiz multi-
ple. Pero eso no es posible, ya que, al ser p coprimo con n, el polinomio
X™ —1 es separable sobre F,,.

Para concluir la demostracion, tomemos cualquier raiz ¢ de f. Puesto
que f es un divisor de @,,, tenemos que ( es una raiz primitiva n-ésima de
la unidad. Usando reiteradamente el hecho probado anteriormente, vemos
que (¥ es raiz de f para cualquier exponente k coprimo con n. Esto es, toda
raiz n-ésima primitiva de la unidad lo es de f. Por tanto, f = @,,.

O

COROLARIO 4.18. El grupo de Galois sobre Q de la n—-ésima extension
ciclotémica es isomorfo a U(Z,,). Por tanto, su grado sobre Q es ¢(n).

DEMOSTRACION. De acuerdo con el Teorema 4.17, el polinomio irre-
ducible de una raiz n—-€sima primitiva de la unidad ¢ sobre Q es ¢, cuyo
grado es ¢(n). Por tanto,

#Aut(Q(¢)) = [Q(C) : Q] = deg pn = ¢(n).
Deducimos de la Proposicion 4.12 que Aut(Q(¢)) es isomorfo a U(Z,,). O

EJEMPLO 4.19. Consideremos ( € C una raiz decimosexta primitiva
de la unidad. Tenemos que la decimosexta extension ciclotomica de Q es
K = Q(¢). Vamos a calcular los subcuerpos de K. Por el Corolario 4.18,

Aut(K) = {15 :j € U(Z16)},

donde T;(¢) = .
Resulta que Aut(K) = (t7,73) y, a partir de aqui, el conjunto ordenado
de los de subgrupos de Aut(K) es

(t7,73)

N

(t1)

El conjunto ordenado de subcuerpos de K se obtiene, por la conexion
de Galois, calculando los subcuerpos fijos por cada uno de estos subgru-

pos. Resulta

Q( C14 CZ + C6

AN

Q(C+ ') Q&+ &) Q(¢?)
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4.3. Construcciones con regla y compas, II

Complementamos el Teorema 1.34 sobre nimeros complejos construi-
bles con el siguiente resultado, que nos permitira tratar el problema clasi-
co de la construccion con regla y compas de un poligono regular. Dado un
conjunto S de nameros complejos, consideramos el subcuerpo F = Q(SUS)
de C. Suponemos que {0,1} C S.

TEOREMA 4.20. Un nitmero complejo z es construible a partir de S si, y
sélo si, existe una extension de Galois F < K tal que z € K y [K : F] es una
potencia de 2.

DEMOSTRACION. Supongamos que z es construible a partir de S. De
acuerdo con el Teorema 1.34, existe una torre de subcuerpos de C

F:FOSFl SSFS)

tales que Fiyq = Fi(ai1) con o, € Fy parai=0,...,s — 1,y z € F5. Vamos
a demostrar, razonando por induccion sobre s, que existe una extension
de Galois F < K cuyo grado es una potencia de 2 y tal que Fs < K.

Si s =0, tomamos K =F.

Supongamos, pues, que s > 0. Por hipotesis de induccion, existe una
extension de Galois F < E cuyo grado es una potencia de 2 y tal que Fs_; <
E. Llamemos a; = «? € F,_;. Pongamos

Aute(E) ={o0,..., 0},

y definamos f = H;‘:O(XZ — 0j(as)), que es, claramente, invariante por la

accion de Autg(E). Asi, f € F[X].

Como F < E es de Galois, E es cuerpo de descomposicion de algan
g € F[X]. Tomemos K cuerpo de descomposicion de fg € F[X], de manera
que F < K es de Galois. Ademas, si osj € K es raiz de X? — oj(as) para
j=0,...,t, tenemos que K = E(xs, xs11,...,%¢). Por el Lema de la torre,
[K: E] es una potencia de 2y, asi, lo es [K: F]. Como Fs = F_(as) < E(as),
vemos completa la induccion.

Reciprocamente, dada una extension de Galois F < K cuyo grado es
una potencia de 2 tal que z € K, tenemos que Autg(K) es un 2-grupo.
Sabemos que, entonces, Autr(K) es resoluble y tiene una serie de compo-
sicion

Autp(K) = Go 2 Gy 2 --- 2 G ={id},
todos cuyos factores de composicion tienen orden 2. La torre de extensio-
nes de Galois correspondiente

(4.4) F=Ko <Kj <--- <K, =K,

es tal que [Kiyq : Ki] = 2 para todo i = 0,...,n — 1. Asi, Ki;1 = Ki(B1),
para B; raiz de un polinomio cuadratico X? + b;X + ¢; € K;[X]. Puesto que

Bi= (—bi +4,/b? —4ci> /2, tenemos que Ki;1 = Ki(o;) para o = y/b? —4c;.

Asi que la torre (4.4) es por raices cuadradas y, de acuerdo con el Teorema
1.34, z es construible a partir de S. d

Recordemos que un numero complejo es construible si lo es a partir
de {0,1}, es decir, usando coordenadas, a partir de dos puntos distintos
dados.

EJEMPLO 4.21. Tomemos « € C una raiz de f = X* +X+1 € Q[X]. Segun
vimos en el Ejemplo 4.9, f un polinomio irreducible cuyo grupo de Galois
es isomorfo a S4. En particular, Irr(«, Q) = f y « es un namero de grado 4
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sobre Q. Ahora, si « fuese costruible, entonces existiria una extension de
Galois K de Q que contendria a « y de grado una potencia de 2. Pero K ha
de contener entonces a todas las raices de f y, por tanto, a su cuerpo de
descomposicion. La conexion de Galois impide que esto pueda ser asi, ya
que el grado de dicho cuerpo de descomposicion sobre Q es el cardinal de
S4 que, obviamente, no es una potencia de 2. De modo que este numero «
no es construible.

COROLARIO 4.22. Un poligono regular de n lados es construible si, y
solo si, ¢(n) es una potencia de 2.

DEMOSTRACION. La idea clave es que el poligono del enunciado sera
construible si, y s6lo si, lo es la raiz n-ésima primitiva de la unidad e/,
Seguin el Teorema 4.20, éste es el caso precisamente cuando e?™/™ ¢ K,
para una extension de Galois K de grado una potencia de 2 sobre Q. Asi,
si e2™/™ es construible, entonces Q(e*?™/™) es un subcuerpo de un cuerpo
K como el descrito, por lo que su grado es un divisor de una potencia de 2.
Pero este grado es ¢(n), por el Corolario 4.18. Reciprocamente, el mismo
corolario da que puedo tomar K = Q(e*?™/™), que es de Galois, y aplicar el
Teorema 4.20. t

EJEMPLO 4.23. Si p es un numero primo, el Corolario 4.22 muestra
que un poligono regular de p lados es construible si, y s6lo si, el primo p es
de la forma p = 1 + 2*. Esto muestra que, aparte del poligono degenerado
de dos lados, el trangulo y el pentagono regulares son construibles. No
obstante, el heptagono regular no lo es y, para encontrar otro poligono
regular construible con un namero primo de lados, hay que subir hasta
p=17.

OBSERVACION 4.24. Los nuimeros primos p para los que @(p) es una
potencia de 2 se llaman primos de Fermat. En este momento, se conocen
sélo cinco: p = 1+ 22" ,m = 0,1,2,3,4. No se sabe si el conjunto de los
primos de Fermat es finito.

EJERCICIO 48. Demostrar que un poligono regular de n lados es cons-
truible si, y soélo si, n es producto de una potencia de 2 y primos de Fermat
distintos entre si.

4.4. Extensiones ciclicas

Vamos a estudiar el cuerpo de descomposicion y el grupo de Galois de
polinomios separables del tipo X™ — a.

TEOREMA 4.25. Supongamos que X™ — a € F[X] es separable y sea K su
cuerpo de descomposicion. Entonces K contiene una raiz n—-ésima primitiva
de la unidad ¢ y K = F({, ), para cualquier raiz r € K de X™ — a. Ademas, el
grupo de Galois de la extension F(() < K es ciclico con orden un divisor de
.

DEMOSTRACION. Puesto que en el caso a = 0 todas las afirmaciones
son obvias, discutamos qué ocurre para a # 0. Como f = X™ — a es separa-
ble, el conjunto R de sus raices en K tiene cardinal n. Por otra parte, dadas
T, s € R, se tiene que 1~ 's es una raiz n-ésima de la unidad que pertenece
a K. De esta forma, fijada r € R, el subconjunto {r~'s : s € R} de K consiste
en n raices n—-ésimas distintas de la unidad. Asi, son todas las posibles, y,
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en particular, K contiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad (. Ob-
servemos que, de esta forma, las raices de X™ —a son 1, {r,...,(" 'r € K.
Por tanto, K = F({, 7).

Dado o € Autg(()(K), tenemos que o(r) = r{) para algun j € Z,. Como
¢ es raiz primitiva, resulta que o determina de manera unica j, luego po-
demos escribir j = j(o) y tenemos definida una aplicacion j : Autg¢y — Zn.
Comprobemos que se trata de un homomorfismo de grupos: j(to) esta
determinado, para T, 0 € Autg()(K), por la condicion

to(r) = 7).
Pero
To(r) =(o(r)) = t(rd9)) = 1(r) 09 =+ PO = (T Hilo),
Por ultimo, j es inyectivo, ya que si o es tal que j(o) = 0, entonces
o(r(*) = o(r)(* = r(* para todo k € Z,,.

Hemos obtenido, pues, que Autg)(K) es isomorfo a un subgrupo de
Zy y, por tanto, ciclico con orden un divisor de n. g

Tenemos la siguiente consecuencia de la demostracion del Teorema
4.25.

COROLARIO 4.26. X™ —a es irreducible sobre F(() si, y sélo si, [K : F(¢)] =

DEMOSTRACION. Observemos que K = F({)(r) y que el grado de Irr(r, F({))
es [K: F(Q)]. O

DEFINICION 4.27. Una extension F < K se dira ciclica si es de Galois
con grupo de Galois ciclico.

EJEMPLO 4.28. Si X™ — a € F[X] es separable con cuerpo de descom-
posicion K y F contiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad, entonces
F < K es ciclica, en virtud del Teorema 4.25.

EJEMPLO 4.29. Toda extension de cuerpos finitos es ciclica (ver el Teo-
rema 3.20).

Nuestro siguiente objetivo es ver como las extensiones ciclicas son, ba-
jo ciertas hipétesis, cuerpos de descomposicion de polinomios de la forma
X" —a.

LEMA 4.30 (de independencia de Dedekind). Sean oq,...,0, : F —
E homomorfismos de cuerpos distintos. Si Aq,...,A, € E satisfacen que
AMoy(x)+ -+ Anon(x) =0 para todo x € F, entonces A\ =--- =A,, =0.

DEMOSTRACION. El enunciado es trivialmente cierto para n = 1, asi
que supongamos que n > 1. Razonemos por reduccion al absurdo. Supo-

nemos asi que existen Aq,---,A, € E no todos nulos tales que

(4.5) Aop(x)+ -+ Anon(x) =0, vx e F.

Tomamos, de entre todas las listas Aq,...,A, satisfaciendo (4.5), una con
numero de elementos no nulos minimo. Reordenando, podemos suponer
que Aq,---,A;, son los elementos no nulos de dicha lista. Es claro que
m > 2.

Puesto que los homomorfismos o; son distintos, existe y € F tal que
o1(y) — om(y) # 0. Por otra parte,

(4.6) AMor(yx) 4+ -+ Anom(yx) =0.
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Ya que cada o; es multiplicativo, restando (4.6) de (4.5) multiplicada por
om(y), obtenemos que

M(o1(y) —om(y))or(x) + -+ Am_1(om—1(y) — om(y))om_1(x) =0,
para todo x € F, violando la minimalidad de m. g

TEOREMA 4.31. Sea F < K una extension ciclica tal que n = [K : F] no es
multiplo de la caracteristica de F. Si F contiene una raiz n-ésima primitiva
de la unidad, entonces K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio
irreducible de la_ forma X™ —a € F[X]. Ademas, si « € K es una raiz de X™ —a,
entonces K = F(«).

DEMOSTRACION. Sea o un generador del grupo de Galois Autg(K) y
¢ € F una raiz n—ésima primitiva de la unidad. El Lema 4.30 asegura que
existe r € K tal que

B =r+C0(r)+...+Cn—1Gn—1(T) £0
Observemos que (o(f) = B, ya que o tiene orden n. De aqui, ™ = ("o(B)™ =

o(p™), de donde a = B™ € F. Los elementos B,(f,...,(" ' son raices dis-
tintas de X™ — a, por lo que

X" —a=(X=B)(X=CB)--- (X=C"'B).

Por tanto, F(B) es cuerpo de descomposicion de X™ — a. Dado que o*(B) =
(~*B, deducimos que id,o,...,0"" ! son F-automorfismos (distintos) de
F(B). La Proposiciéon 3.1 implica asi que n < [F(3) : F], lo que no puede
ser cierto salvo que F(f3) = K. De ahi, K es el cuerpo de descomposicion de
X" — a. Ademas, la igualdad [F(B) : F] = n implica que Irr(f,F) tiene grado
n, luego Irr(B,F) = X™ —a.

La ultima afirmacion es clara, ya que « = (*f para algun k. O

PROPOSICION 4.32. El grupo de Galois de un polinomio separable de la
forma X™ — a € F[X] es resoluble.

DEMOSTRACION. Tenemos la torre de cuerpos F < F(¢) < K para K
cuerpo de descomposicion de X™ — a y ¢ € K raiz n-ésima primitiva de
la unidad. La extension F < F(() es de Galois y su grupo de Galois es
conmutativo por la Proposicion 4.12. Ademas, sabemos por el Teorema
3.27 que el mismo es isomorfo a Autr(K)/Autg)(K). Tenemos asi la serie
normal

{idx} € Autg(g)(K) € Autg(K)
con factores abelianos, en vista del Teorema 4.17. Asi, Autg(K) es resolu-
ble. O

EJEMPLO 4.33. Tomemos K el cuerpo de descomposicion de X8 —3 €
QIX]. Sabemos que K = Q( V/3,0), donde ¢ € C es una raiz octava primitiva
de la unidad. Por ejemplo, podemos tomar

: 1 1
=l = i,
¢ 2 V2
Observemos que v2 = ( + ¢ € Q(¢). De aqui, i = (/2 —1 € Q({). Todo lo
cual implica que Q(¢) = Q(v/2,1). Deducimos asi que K = Q(+/3,v/2,1). Por
tanto,

[K:Ql = [Q(V3,v2,1): Q(V3,V2)I[Q(V3,V2) : Q(V3)][Q(V3) : Ql.

Calculemos los grados que aparecen a la derecha de la anterior igual-
dad. Puesto que X8 —3 € Q[X] es irreducible por el criterio de Eisenstein,
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deducimos que [Q(¥/3) : Q] = 8. Ya que i ¢ Q(V/3,v2) y es raiz de X? + 1,
tenemos que [Q(+/3,v2,1) : Q(V/3,v2)] = 2. Deducimos, pues, que
K :Ql =16[Q(V3,Vv2) : Q(V3)].
Por tanto, el valor de [K : Q] = 32 si v2 ¢ Q(+V/3). Vamos a demostrar esto
ultimo.
Observemos que, como consecuencia del Lema de la torre, cada exten-
sién consecutiva en la torre de cuerpos

Q< Q(V3) <Q(V3) <Q(V3)
tiene grado 2.
Demostremos primero que V2 ¢ Q(v/3). En caso contrario, y, puesto

que {1, V3} es una Q(v/3)-base de Q(+/3), tendriamos a,b € Q(+/3) tales
que v2 = a + bV/3. Elevando al cuadrado, obtenemos

2 =a?+2abVv3+b2V/3.

Igualando coordenadas con respecto de la base citada, obtenemos que
2ab = 0, por lo que a = 0 o bien b = 0. En el primer caso, 2 = b%/3.
Escribiendo b = x +y+/3 con x,y € Q, de donde
2 = (x? + 2xyV3 + 3y?)V3 = (x? + 3y?)V3 + éxy,

lo que implicaria que v/3 € Q, cosa que sabemos no es cierta ya que X> —
3 € QIX] es irreducible. Por tanto, b = 0, lo que da 2 = a?, con lo que
V2 € Q(V/3), cosa que sabemos no es cierta por un argumento sencillo. Asi
que llegamos a una contradiccién, luego v2 ¢ Q(V/3).

Vamos a mostrar por fin que v/2 ¢ Q(+/3). En otro caso, tendriamos que
V2=c+d+Vv3 conc,d e Q(v3)y d+#0. Razonando como antes, obtenemos
que

2=c?+2cdV3+d>V3,
de donde, por Q(+v/3)-independencia lineal de {1, v/3}, ¢ = 0. Obtenemos asi
que 2 = d*+/3. Escribiendo d = z + tV/3, con z,t € Q(v/3 y sustituyendo,
obtenemos

2= (22 + 22t V3 +t2V3)V3 = (22 + t2V3) V3 + 22tV3

de donde, como antes, z2 + t21/3 = 0. Pero esto es soélo posible si z =t =0,
es decir, d = 0; contradiccion.

Una solucién alternativa viene de razonar que f = X3 — 3 € Q(v2)[X]
es irreducible y usar otra torre de cuerpos. Gracias a que Q(v2) es el
cuerpo de fracciones del DFU 7Z[v/2], basta con demostrar que f € ZIV2][X]
es irreducible. Esto se deduce del criterio de Eisenstein si comprobamos
que 3 € Z[\/2] es irreducible. Dada cualquier factorizacion 3 = rs, con
T, s € Z[v2], tomando normas, deducimos que 9 = N(r)N(s). Si r,s no son
unidades, entonces® N(r) = N(s) = 3. Escribamos r = a+bv/2, con a,b € Z.
Tenemos que 3 = a? — 2b%. Reduciendo modulo 3, tenemos la igualdad
0 = a? + b? en Zj3. Pero esto no es posible salvo que tanto a como b sean
multiplos de 3. Aunque, en tal caso, r es multiplo de 3 y su norma no
puede ser 3. Deducimos, pues, que 3 es irreducible en Z[v/2].

Demostrado que X8 — 3 es irreducible en Q(v2)[X], concluimos que

[Q(V3,v2): Q= [Q(V3,v2): Q(V2)]IQ(v2) : Q] =8 x 2 = Te.
De donde se concluye que [K: Q] = 32.
6ambos valores podrian ser —3, lo que no cambia el argumento posterior
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EJERCICIO 49. Supongamos que el polinomio f = X™ — a € F[X] es
separable, con a # 0, y sea K su cuerpo de descomposiciéon. Denotemos
por { € K una raiz primitiva n-ésima de la unidad, y {/a € K una raiz de
f. Dado o € Autg(K), denotemos por j(o), k(o) € Z, determinados por las
condiciones o( {/a) = J'9) {/a, o({) = ¢*(°). Demostrar que la aplicacion

1 0
Aute(K) = GL2(Zn), (0 (j(o‘) k(o))J'

es un homomorfismo inyectivo de grupos. Deducir que #Autg(K) es un
divisor de n@(n). En el caso F = Q, deducir que #Aut(K) = ne(n) si, y sélo
si, X™ — a € Q(¢)[X] es irreducible.

EJERCICIO 50. Sea K = Q(+/5,1).

1. Razonar que K es una extension de Galois de Q y calcular el car-
dinal de su grupo de Galois.

2. Describir los elementos del grupo Aut(K).

3. Calcular todos los subcuerpos de K que tienen grado 4 sobre Q.

4. Calcular todos los subcuerpos de K.

4.5. Ecuaciones resolubles por radicales

En esta seccion, trabajaremos con cuerpos de caracteristica 0. Co-
mencemos definiendo algunos conceptos que seran utiles para el desarro-
llo de esta parte.

DEFINICION 4.34. Una extension de cuerpos F < E se llamara una ex-
tension por radicales si existe una torre de cuerpos

F=E <E1<---<E=E
tal que E; = Ej_1(x;) para «; € Ej raiz de un polinomio X™ — a; € Ej_1[X]
paraj=1,...,t.
DEFINICION 4.35. Sea f € F[X]. Diremos que f es resoluble por radicales

si existe una extension por radicales F < E que contiene al cuerpo de
descomposicion de f.

Para estudiar los polinomios (o ecuaciones) resolubles por radicales,
necesitaremos algunos conceptos mas.

DEFINICION 4.36. Diremos que una extension F < K es radical si K es
cuerpo de descomposicién de un polinomio separable de la forma X™ —a €
F[(X]. La extension se llamara radical iterada si es de Galois y existe una
torre de cuerpos

F=Ko<K; <--- <Ky =K

tal que cada K;_; <Kj, parai=1,...,t, es radical.

OBSERVACION 4.37. Es facil razonar que toda extension radical iterada
es una extension por radicales.

PROPOSICION 4.38. Sea F < E una extension de Galois. Supongamos
una extension t < E(«), para o« una raiz de X™ — a € E[X], con a # 0. Existe
una extension radical iterada E < K tal que E(a) < K y F < K es de Galois.

DEMOSTRACION. Consideremos el polinomio

f= J[ X"—ola).
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Puesto que, para cada o € Autr(E), se tiene que f° = f, sus coeficientes
estan en EAvt*(®) = F, Por otra parte, E es cuerpo de descomposiciéon de
un polinomio g € F[X]. Definamos K como el cuerpo de descomposicion del
polinomio fg € F[X]. Ya que estamos en caracteristica cero, F < K es de
Galois. Obviamente, « € K, asi que E(«) < K. Como K contiene todas las
raices de X™ — a, ha de contener, por el Teorema 4.25, una raiz primitiva
n-ésima de la unidad ¢, y el cuerpo de descomposiciéon de X™ —a es E(«, ().

Numeremos Autg(E) ={07,...,05} con 07 = idg. Para cada i=1,...,s,
tomamos una raiz «; € K de X™ — 0y(a) con «; = «. Tenemos entonces la
torre de cuerpos

E=K <Ky < - <K =K,

dada por Ky = E(Q),K; = Ki_1(x) para i = 1,...,s. Asi, Ko es cuerpo de
descomposicion de X™ — 1 € E[X] y, segun el Teorema 4.25, K; es cuerpo
de descomposicion de X™ — oi(a) € Ki_1[X] parai=1,...,s. Conclusion: la
extension E < K es radical iterada. [l

PROPOSICION 4.39. SiF < E es una extension por radicales, entonces
existe una extension radical iterada F < K tal que E < K.

DEMOSTRACION. Sea una torre de cuerpos
F=E <E <---<E =E

tal que Ej = Ej_1(«;), donde «; € Ej raiz de un polinomio X™' —a; € Ej_¢[X],
para j =1,...,t. Nuestra demostracion procede por induccion sobre t > 0.
La afirmacién es trivial para t = 0, asi que vayamos al paso inductivo para
t > 0. Por hipétesis de induccién, tenemos una extension radical iterada

F=Ko <Kj <+ <Ky
tal que E{_; < K,. Tomemos una F-extension comun de K, y E;, dentro de
la cual podemos considerar el subcuerpo K; (). Obviamente, E; < K; (o).
Por la Proposicion 4.38 existe una extension radical iterada K, < K tal que
K:(at) < Ky F < K es de Galois. Por tanto, existe una torre de extensiones
radicales
KrSKr—H <. <Ky =K
De modo que en la torre
F=Ky <K <o <K €Ky €. <Ky =K

cada extension es radical y F < K es de Galois. Asi, F < K es una extension
radical iterada. O

LEMA 4.40. SiF < K es una extension radical iterada, entonces Autg(K)
es un grupo resoluble.
DEMOSTRACION. Tomemos una torre de cuerpos
F=Ky<K;<--- <Ky =K
tal que cada K;_; < Kj, para i = 1,...,t, es radical. Por hipétesis, F < K

de de Galois, asi que, por la Conexion de Galois tenemos una cadena de
subgrupos

Autg(K) = Autg, (K) D Auty, (K)D---D Autg, (K) D Auty, (K) ={idk}.

Ahora bien, Autg, (K) es normal en Autg, ,(K) paracadai=1,...,t, yaque
Ki—1 < K; es de Galois, por el Teorema 3.27. Por tiltimo, el mismo teorema
nos dice que

Au‘tK17] (K)/Au‘t](.l (K) = AutK17] (Ki),
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y éste ultimo grupo es resoluble por la Proposicién 4.32. Por tanto, Autr(K)
es resoluble. d

EJERcICIO 51. Sea f € F[X] y L un cuerpo de descomposicion de f
sobre F. Demostrar que, para cualquier extension F < E, si K es cuerpo de
descomposicion de f sobre E, entonces Autg (K) es isomorfo a un subgrupo
de Autg(L).

TEOREMA 4.41. Un polinomio f € F[X] es resoluble por radicales si, y
sélo si, su grupo de Galois es resoluble.

DEMOSTRACION. Sea L un cuerpo de descomposicion de f. Si f es re-
soluble por radicales, tenemos una torre de cuerpos F < L < E tal que E
es una extension por radicales de F. La Proposicion 4.39 proporciona una
extension radical iterada F < K tal que E < K. Obviamente, L < Ky, por
otra parte, F < L es de Galois. Por el Teorema 3.27, Aut (K) es un subgru-
po normal de Autg(K) y Autp(L) = Autp(K)/Auti (K). Segin el Lema 4.40,
Autr(K) es resoluble, luego asi lo es también Autg(L).

Reciprocamente, supongamos que Autr(L) es resoluble y pongamos
n = [L : Fl. Consideramos la extensién K = L({), para ¢ una raiz n-ésima
primitiva de la unidad. La extensiéon F < K es de Galois, puesto que K es
cuerpo de descomposicion de (X™ — 1)f € F[X].

Como, de acuerdo con el Ejercicio 51, Autg()(K) es isomorfo a un sub-
grupo de Autr(L), tenemos que Autg)(K) es resoluble y que #Autg(K)
divide a n = #Aut¢(L). Tomemos una serie de composicion

(4.7) Autp()(K) = Go 2 Gy 2--- 2 Gt 2 Gy = {idk}.

Cada factor de composicion G;_;/G; es ciclico de orden primo p;. Obser-
vemos que p; es un divisor de n. Aplicando la conexion de Galois a (4.7)
obtenemos una torre de cuerpos

(4.8) F(Q) = KS <KS' <. <KGo1 < KSt =K.

Cada K€i contiene una raiz p;—ésima primitiva de la unidad y el grupo de
Galois de la extension es isomorfo a G;_1/G;, luego ciclico. En virtud del
Teorema 4.31, cada extension K¢i-1 < KGi es radical y, a la vista de (4.8),
F(¢) < K es una extension radical iterada. Finalmente, F < K es extension
radical iterada y, asi, por radicales. Como L < K, deducimos que f es
resoluble por radicales. d

OBSERVACION 4.42. Un ejemplo de quintica no resoluble por radicales
sobre QQ es la que aparece en el Ejercicio 45.

4.6. La ecuacion general de grado n

Sea F[Xj, ..., Xu] el anillo de polinomios en las indeterminadas Xi,..., X,
con coeficientes en un cuerpo F y denotemos por E = F(X;,...,X;) su cuer-
po de fracciones. Dada una permutaciéon o € S,, ésta da un automor-
fismo F-lineal de anillos © : F[Xy,...,X] — F[Xj,...,X,] determinado por
6(X;i) = Xg(4), para i = 1,...,n. Que proporciona un unico automorfismo
F-lineal de cuerpos de E, que denotamos también por ©. La aplicacién que
lleva ¢ a @ es un homomorfismo inyectivo de grupos de S,, a Autg(E). De-
notemos por G su imagen.

DEFINICION 4.43. El cuerpo EC se llama cuerpo de las funciones racio-
nales simétricas en X;,..., X, con coeficientes en F.
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PROPOSICION 4.44. Para cadak =1,...,n, escribamos
Sk = Z Xi; - Xip
1<ii<--<ixsn
Entonces
E€ =F(s1,...,5n).
DEMOSTRACION. Tomemos el polinomio
f=X—=-X;)---(X—=Xy) € E[X].

Para cada G € G, es claro que f° = f, asi que sus coeficientes estan en EC.
Por otra parte, las identidades de Cardano-Vieta (ver Ejercicio 42), dan

(4.9) f=X"—s1 X" o (1) s

Asi, s, € ES para k= 1,...,ny deducimos que F(s7,...,s,) < EC.
Observemos que E es cuerpo de descomposicion de f sobre F(sq,...,sn).

Como f es separable, tenemos que F(si,...,s5,) < E es de Galois, gracias

al Teorema 3.15. Ademas, G C Autg(,, . s,.)(E). Pero, sit: E — E es un

automorfismo F(sy,..., s, )-lineal, entonces, para cadai=1,...,n, tenemos

0 =1(0) = T(f(X;)) = f(T(X1)),

luego T permuta raices de f, asi que T € G. Obtenemos que G es el grupo
de Galois de la extensiéon F(sy,...,sn) < E, de donde, por la Conexién de
Galois, E€ = F(s7,...,sn). O

Abordemos ahora la solubilidad de la ecuacion general de grado n. Por
tal, entendemos la de un polinomio

(4.10) g=X"—MX" ok (=D)™An € F(AL, .. AR X,
donde Aq,...,A, son indeterminadas y F(Aq,...,A,) es el cuerpo de fraccio-
nes del anillo de polinomios F[A4,...,A,]. Los cambios de signo que apare-

cen en (4.10) son para facilitar la exposicién y, obviamente, no suponen
restriccion sobre la generalidad de g.

LEMA 4.45. Sea h € F[A1,...,Ax] no nulo. Entonces h(s1,...,s4) # 0.

DEMOSTRACION. Observemos que, definiendo so =1y sn(X1,...,Xn—1) =
0, tenemos la relacion

Sk(Xh---»Xn) :Sk(Xh---)an])+5k71(X1)--->Xn71)Xn) (k: ],...,TL),
de donde
(4.11) Sk(Xh--anf])O):Sk(Xl»--anf])a (k:])---)n)-

Demostremos el lema razonando por induccion sobre n.

Para n = 1, puesto que s;(X;) = X;, tenemos que h(s;) = h(X;) y la
asercion es trivial

Supongamos n > 1y, razonando por reduccion al absurdo, que existe

h # 0 tal que h(sy,...,sn) = 0. Tomemos h = hp+h 1A, +---+h AT de grado
minimo m en A, con esta propiedad, donde hgy,...,hn—1 € F[A7, ..., Aqn_1].
Tenemos que
0:hO(Sh---»Snf])+h1(51»---)5n71)5n+"'+hm(s1)---»sn71)5?-
Evaluando ahora en X,, = 0, obtenemos, puesto que s, (Xj,...,Xn) = X5 -+ - Xq,

que
0=ho(s1(X1,..., Xn1,0), .oy snaa (Xay .o, X1, 0)).
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Segun (4.11), hemos obtenido que
0=nho(s1(X1y.eeyXn1)yereySn_1(X1y.e ey Xno1)).
Por hipétesis de induccion, tenemos que hy(Aq,...,A,_1) = 0. Por tanto,
h=(hi +hoAq + - + R A DA,
Evaluando en (s1,...,s4), nos queda que
0= (h1(s1,...,sn,1)+h2(s1,...,sn,1)sn+---—|—hm(s1,...,sn,1)sr{‘_1)sn.

Como s, # 0, el primer factor del segundo miembro ha de ser cero, por lo
que el polinomio no nulo de grado m — 1

hi +hoAn + -+ hp A

se anula en (s7,...,S,), en contradiccién con el caracter minimal del grado
m. (]

PROPOSICION 4.46. El polinomio g en (4.10) es irreducible, separable y
su grupo de Galois es isomorfo a S,,.

DEMOSTRACION. Consideremos, con la notaciéon de la Proposicion 4.44,

el homomorfismo F-lineal de anillos € : F[A1,...,An] — F(sq1,...,s,) deter-
minado por las condiciones e(Ay) = sy, para k = 1,...,n, que existe por
la propiedad universal del anillo de polinomios. Como F(sy,...,s) €s un

cuerpo, dicho homomorfismo, que es inyectivo por el Lema 4.45, se extien-
de de manera unica, por la propiedad universal del cuerpo de fracciones,
a un homomorfismo de cuerpos, que denotamos igual, € : F(A1,...,Ay) —
F(s1,...,sn). Dicho homomorfismo es, obviamente, sobreyectivo y, por tan-
to, es un isomorfismo F-lineal de cuerpos. Ademas, g¢ = f, en la notacion
de (4.9). Como E = F(Xj,...,X;,) es cuerpo de descomposicion de f sobre
EC = F(s1,...,5n), se sigue que € : F(Aq,...,A,) — E da un cuerpo de des-
composicién de g sobre F(Aq,...,A,). Asi, el grupo de Galois de g sobre
F(A1,...,An) es (isomorfo a) G y, por ende, a S,,. Como f es separable, lo
es g y como, obviamente, S, actiia transitivamente sobre las raices de
f, asi lo hace sobre las de g. Deducimos de la Proposicién 4.4 que g es
irreducible. O

OBSERVACION 4.47. El polinomio g = X™ — M X™ ! + ... + (=1)™A, €
FlA1,...,AL][X] es también irreducible. Esto se deduce de la Proposicion
4.46 junto con [2, Proposicion 4.24, Teorema 4.26].

TEOREMA 4.48 (Abel-Ruffini). Si F es de caracteristica 0, entonces el
polinomio g dado en (4.10) no es resoluble por radicales sobre F(Aq,...,A,)
paran > 5.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 4.46, el grupo de Galois de g so-
bre F(Aq,...,A,) es isomorfo a S, que no es resoluble para n > 5. Por el
Teorema 4.41, f no es resoluble por radicales sobre F(Aq,...,An). O

4.7. Resolucion de las ecuaciones de grado hasta 4

Las ecuaciones de grado hasta 4 son resolubles por radicales en ca-
racteristica cero, gracias al Teorema 4.41. En realidad, lo son para casi
todas las caracteristicas. Vamos a dar procedimientos clasicos para tal
resolucion para los diferentes grados.
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4.7.1. Ecuacién cuadratica. Supongamos f = X? + bX + ¢ € F[X]. Si
la caracteristica de F es distinta de dos, tenemos

f=(X+b/2)? +c—b?/4
Por tanto, las raices de f en una extension adecuada de F son
—b+ vb2 —4c¢
—

4.7.2. Ecuacion ciabica. Vamos a usar el llamado método de Car-
dano. Partimos de

f=X3+bX?+cX+d e FX],
y suponemos que la caracteristica de F no es 2 ni 3. Definimos
g(X) = f(X=1b/3) = X* + pX + q,

para p,q € F adecuados, que se ajustan igualando coeficientes del mis-
mo grado. Obviamente, si calculamos las raices de la ctibica reducida g,
obtendremos facilmente las de f.

Sean a4, &z, a3 € K las raices de g en una extension F < K que, ademas,
tomamos conteniendo una raiz ctibica primitiva de la unidad w. Definimos

B = og+way+ w?os
Y = & +wiay + was.

Sumando y teniendo en cuenta que «; + &, + a3 = 0, derivamos que
B+v=3x.

Por otra parte,

By:cx%—koéﬂ—oc%—oqocz—oczog—oqog
= (o1 + o2 + &3)? = 3(x100 + X203 + X1 x3) = —3p.
Tomando
u=p/3,v=y/3,
tenemos que «; = u+v, de donde
0=(u+v)]’ +pu+v)+q=1>+v'+ Buw+p)u+v)+q=u’+v’+q,
ya que 3uv = —p. Tenemos asi que
w4+ = —q
udv? = —p3/27.

3

Por tanto, u?,v3 son raices del polinomio cuadratico

h(Z) = (Z—?)(Z —V?) :ZZ+qz_i

27"
Calculando las raices de h, y las raices ciibicas de éstas, tenemos seis
candidatas a u,v. La condicién 3uv = —p proporciona las parejas que ha-

cen que u + v sean las raices de g.

EJEMPLO 4.49. Consideremos f = X3 — 6X2 —9X + 2 € Q[X]. La cubica
reducida es

g(X) =f(X+2)=X>—21X—-32.
Escribiendo, segiin la exposicién anterior, las raices de g como o = u+v,
tenemos uv = 7. Asi, u?,v3 son las raices del polinomio

h(Z) = 2> — 327 + 343.
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Estas raices son 16 + iy/87. Pongamos u® = 16 +1iv/87,v? = 16 — 1\/87. Fi-
jando valores para las raices cubicas complejas involucradas, los posibles
valores de u,v se pueden expresar como

we = e* 23 7/16 +1v87,  (k=0,1,2).
vi = e*2/33/16 —iV87,  (k=0,1,2).

Tenemos que voup = viu, =vyuq = 7. Las raices de g son, asi,

W +ve = V16+iV87+ V16 —1V87
W +vy = e233/16+1v87 4 e“/3/16 —iV/87
W +vi = e/3/16+1V87 + e2/33/16 —iV87.

Finalmente, las de f resultan:

UW+ve+2 = V16+iV87+ V16—1V/87 +2
W Hva+2 = e 316 +1V87 + e /33/16 — V87 + 2
W +vi+2 = eW/33/16+1v87 + e27/3 /16 — iv/87 + 2.
4.7.3. Resolucion de la cuartica. Aqui vamos a usar el método de

Lagrange. Tomemos f € F[X] de grado 4 para F un cuerpo de caracteristica
distinta de 2,3. Pongamos

f=X"4+bX3 4+ cX? + dX + e,

entonces
g="f(X—b/4) =X*+pX? 4+ qX +,

para ciertos p,q,r € F que se calculan a partir de b,c,d,e € F. Vamos a
obtener una ecuacién cubica auxiliar cuya resolucion llevara a la de la
ecuacion g = 0. Para ello, tomamos las raices f1,32,033,pf4 de g en un
cuerpo de descomposicién suyo. Definimos

p1 = —(B1+B2)(B3+P4)
(4.12) p2 = —(B1+B3)(B2+P4)
p3 = —(B1+PBa)(B2+B3).

El polinomio

h(Y) = (Y —p1)(Y —p2)(Y — p3),
tiene coeficientes en F porque es invariante por el grupo de Galois de g
visto como grupo de permutaciones. Aunque esta afirmacion requiere en
principio que las raices de g sean simples, la conclusiéon es correcta en
general, ya que, de las relaciones de Cardano-Vieta para g deducimos,
aparte de la igualdad

(4.13) B1+ B2+ B3+ Ps =0,

y tras unos calculos, que

P1+p2+pP3 = —2p
P1P2+P1p3 +p2p3 = p>—dr
P1P2pP3 = q2~
Por tanto,
(4.14) h(Y) = Y3 +2pY? + (p? — 47)Y — g2,
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polinomio que es una resolvente ctibica de g. Supuesta resuelta, conoce-
mos p1, P2, P3. Deducimos de (4.12) y (4.13) que

Br+pB2 = /P17, Bz +Ps = —/p1

(4.15) Br1+B3 = p2, B2+Bs = —/P2
B1+PBs = /P3 B2+PB3 = —/P3

La determinacion de las tres raices cuadradas, que pueden encontrar-
se en una extension adecuada de K, ha de hacerse de modo que

VP1Ve2/P3 = —q,

lo que se deduce como sigue:

VP1/P24/P3 (B1+B2)(B1+B3)(B1+ Ba)

B3 + BIB2 + B3B3 + BIP4

B1B2B3 +B1B3P4 + B1B2B4+ B2B3B4

BZ(B1+B2+B3+PBs)—q

—q,

donde hemos usado (4.13) y, de nuevo, las identidades de Cardano-Vieta.
Por ultimo, sumando de tres en tres ecuaciones adecuadas de (4.15),

obtenemos

([ o |

B $(m+\/p*z+ VP3)
f-”z = ?(\/971_\/97_\/973)
Bz = ?(—\/071—5- W—m)
Bs = j(*m*@+\/p§)-

EJERCcICIO 52. Demostrar que el discriminante de una resolvente cubi-
ca, de entre las definidas durante este curso, de una cuartica coincide con
el de ésta.

4.8. Ecuaciones sobre cuerpos finitos

Recordemos de la seccion 2.2 que un cuerpo finito tiene q = p* ele-
mentos, para p su caracteristica, que dos cuerpos finitos con el mismo
cardinal son isomorfos, y que, para cada cardinal como el mencionado,
existe un cuerpo finito de ese tamano. Sabemos, también, que cualquier
extensién de cuerpos finitos es de Galois (Teorema 3.20).

TEOREMA 4.50. Sea Fq < Fyn una extension de cuerpos finitos. Enton-
ces Auty, (Fqn) es un grupo ciclico de orden n generado por ¢, definido por

$ o) = af, (o € Fgn).
Ademas, Fyn es cuerpo de descomposicion sobre I de X" —X.

DEMOSTRACION. Como q = p* tenemos, por el Corolario 3.20, la torre
de extensiones de Galois F, < F,x < F,«. Sabemos, por el Teorema 2.24,
que Autr, (F,xn) = (1), donde T es el automorfismo de Frobenius de Fn.
Como [Fpkn : Fpk] =n, el grupo AutFpk (]Fpkn) es un subgrupo de orden n de
Autg, (Fpn), y, por tanto, Auty , (Fpin) = (t*). Tomando ¢ = t* obtenemos
la primera parte del enunciado. La segunda afirmacién es consecuencia
directa de que, por la Proposicion 2.19, Fg~» es cuerpo de descomposicion
sobre F, de X9" — X. O

DEFINICION 4.51. El automorfismo ¢ del enunciado del Teorema 4.50
se llama automorfismo de Frobenius de la extension Fq < Fgn.
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TEOREMA 4.52. Sif € Fq[X] es un polinomio irreducible de grado n,
entonces su cuerpo de descomposicion es Fyn». Ademas, dada una raiz o €
Fqn de f, el resto de sus raices son «9,..., xd" !

DEMOSTRACION. Como f es irreducible de grado n, ha de tener una raiz
en una extension de F4 de grado n, por ejemplo F[X]/(f), que es un cuerpo
finito con q™ elementos. Como, segun el Teorema 3.20, la extension Fy <
Fqn es de Galois y f es irreducible, resulta que f es separable y todas sus
raices estan en IF;» y son distintas, en virtud del Teorema 3.15. Deducimos
que Fy» es cuerpo de descomposicion de f. Por otra parte, el automorfismo
de Frobenius ¢ de la extension F; < Fy» permuta transitivamente estas
raices, por la Proposicion 4.4. La descripcion de todas ellas se sigue de
aqui. O

TEOREMA 4.53. Un polinomio irreducible f € Fy[X] de grado n divide
a X9" — X si, y solo si, n divide a m. Como consecuencia, X4~ — X es el
producto de todos los polinomios ménicos irreducibles de F4[X] cuyo grado
es un divisor de m.

DEMOSTRACION. Supongamos que f divide a X9" — X. Tomando los
respectivos cuerpos de descomposicion, y teniendo en cuenta el Teorema
4.52, obtenemos que Fy~» es un subcuerpo de Fyn. Pero esto implica que
n es un divisor de m.

Reciprocamente, supongamos que n divide a m. Entonces Fyn < Fgm.
Por el Teorema 4.52, las raices de f estan en Fym. Pero cada una de ellas
es raiz de X9 — X, puesto que todos los elementos de Fqn son raices de
dicho polinomio. Por tanto, f divide a Xa™ — X,

Como el polinomio X4" —X € F4[X] es separable, es producto de polino-
mios irreducibles moénicos distintos. Segun lo descrito en la equivalencia
recién demostrada, éstos han de ser todos los polinomios ménicos irredu-
cibles cuyo grado es un divisor de m.

O

EJEMPLO 4.54. De acuerdo con el Teorema 4.53, tenemos la factoriza-
cion en F,[X]

(4.16) X"04X = X(X+1) 2 +X+1) (X +X+1) (X +X3+1) (X + X34+ X2+ X+1).

Para obtenerla, puede considerarse que hay dos polinomios irreducibles
de grado 1 en F,[X] y uno de grado 2. Ajustando grados, y de acuerdo con
el teorema, X' + X ha de tener, exactamente, tres factores irreducibles de
grado 4, que podemos buscar facilmente de entre los que no tienen raices
en F, y no son multiplos de X? + X + 1.

De acuerdo con el Teorema 4.52, puedo presentar Fi; = F,(a), con
a*+a+1 = 0. Este cuerpo, al ser extension de Galois de FF,, ha de contener
también a todas las raices de X* + X3 +1 e F,[X], que vamos a expresar en
funcién de a. Para ello, calculemos el orden de a en el grupo multiplicativo
Fis. que sabemos es ciclico de orden 15. Asi, el orden mencionado ha de
ser un divisor de 15. No es 1 ni 3, puesto que {1, a,a?, a3} es una F,-base
de F6. Veamos si tiene orden 5.

@’ =aa’=ala+1)=a*+a#l,
ya que {1, a, a’} es F,-linealmente independiente. Por tanto, a tiene orden
15, y ha de ser un generador de Fi¢. Esto es lo que se llama, en el contexto
de cuerpos finitos, un elemento primitivo del cuerpo finito Fy¢.
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Las raices de f = X*4X3+1 son distintas de las de X* +X+1, asi que, de
acuerdo con el Teorema 4.52, son distintas de a, a?,a*, a8. A falta de otro
método, y como criterio heuristico de buiisqueda, probaremos si las raices
de f estan entre los otros elementos primitivos, a saber, a’,a'',a'3,a'*. De
hecho, si una de ellos lo es, €l Teorema 4.52 garantiza que lo son el resto.
Bien,

(a7)4+(a7)3+1 :a28+a21 +] :CL1S+(16+1 :Cl((l4)3+(12(14+1
=ala+1P3+a?(a+N)+T1=a*+a®+a’+a+a®+a’?+1=a+1+a+1=0.

Observemos, por ultimo, que, como los elementos de F;¢ son, precisamen-
te, las raices de X'® + X, la factorizaciéon (4.16) indica que las raices de
X* 4+ X3 + X2 +X+1 han de ser a®,a® a'?,a’. Observemos que ninguna de
ellas genera el grupo multiplicativo F;,. De modo que nuestra suposicién
heuristica no estaba exenta de riesgo...
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Capitulo 5

Algunos ejercicios

5.1. Ejercicios propuestos

EJERCICIO 53. Sea F un cuerpo de descomposicion de f = X3 + X+ 1 €
F,[X] y « € F una raiz de f. Razonar que F = F,(«). Resolver, en F, las
siguientes ecuaciones, expresando las soluciones en funcion de o

X Ax+1=0 X*+x24+1=0, x2+x+1=0.
EJERCICIO 54. Sea K un cuerpo de descomposiciéon de f = X3 +X 41 ¢

F4[X] y « € K una raiz de f. Razonar que K = F4(«). Resolver, en K, las
siguientes ecuaciones, expresando las soluciones en funcién de «:

P rx+1=0 X¥*+x*2+1=0; x*+x+1=0.

Construir, si es posible, una base de K sobre F, usando « y una solucion
de la tercera ecuacion.

EJERcICIO 55. Calcular el namero de polinomios irreducibles de grado
6 en F,[X]. (Nota: hay una férmula general, si la encuentras en la web, no
la uses, no se trata de eso).

EJERCICIO 56. Calcular los grupos de Galois sobre Q de los polinomios
f=X2+X+1)(X2=3)yg=(X*+X+1)(X2+3).

EJERCICIO 57. Calcular el cardinal del grupo de Galois sobre Q del
polinomio f = (X3 + X+ 1)(X2 4 1).

EJERCICIO 58. Tomemos f = (X3 —2)(X? —3) € Q[X] y K el cuerpo de
descomposicion sobre Q de f.
Decidir razonadamente si i + /3 € K.
Calcular razonadamente K : Q].
Describir los elementos del grupo Aut(K).
Describir los elementos de Auty, \/g)(K) y decidir si es un sub-
grupo normal de Aut(K).

0N

EJERCICIO 59. Sea f = X3 —3X + 1 € Q[X] y « cualquier raiz real de f.
Demostrar que el cuerpo de descomposicion de f sobre Q es Q(«).

EJERcICIO 60. Sea K el cuerpo de descomposicion del polinomio f =
(X2 +3)(X3 —3) € QIX]. Calcular todos los subcuerpos de K. Demostrar que

Q(v3+1V3) =K.
EJERCICIO 61. Sea F un cuerpo de descomposicion de f = X® + X+ 1 €
F,[X] y « € F una raiz de f.

1. Razonar que F =F;,(«).

2. Calcular el orden multiplicativo de «.

3. Resolver en F, expresando las soluciones en funcion de «, la ecua-
cion x2 +x+1=0.

EJERCICIO 62. Sea o =+/2 +1iV3 € C.

65
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1. Demostrar que v2 € Q(«) y calcular [Q(«x) : Q.

2. Calcular, definiendo explicitamente todos sus elementos, el grupo
de Galois de Irr(x; Q).

3. ¢Son las raices de Irr(o; Q) construibles con regla y compas?

EJERCICIO 63. Sea K el cuerpo de descomposicion de f = X® —3 € Q[X].

1. Calcular [K: Q].

2. Demostrar que i+ /3 € K.

3. Calcular, definiendo explicitamente todos sus elementos, el grupo
G = Autgy 3 (K).

4. ¢Es G un subgrupo normal del grupo de Galois de f?

EJERCICIO 64. Sea F = F3(a) un cuerpo con a satisfaciendo la ecuaciéon
ad+a—-1=0.
1. Calcular el cardinal de F.
2. Calcular el grado de Irr(a?,F3).
3. Calcular Irr(a?,F3).

EJERCcICIO 65. Calcular el nimero de polinomios monicos irreducibles
de grado menor o igual que 3 en F5[X].

EJERCICIO 66. Sean v/2, v/2 € R.

1. Calcular razonadamente [Q(v/2, v/2),Q].

2. Decidir razonadamente si K = Q(+/2, v/2,1v/3) es una extension de
Galois de Q.

3. Calcular Aut(K) definiendo explicitamente todos sus elementos.

4. Calcular razonadamente el grado del polinomio

f=Irr(vV2 + v/2,Q).

5. Decidir razonadamente quién es el grupo de Galois de f. ;Es f re-
soluble por radicales? ¢Son las raices complejas de este polinomio
construibles con regla y compas?

EJERCICIO 67. Sea K el cuerpo de descomposicion de f = X'2—1 € Q[X].
1. Calcular el grupo de Galois G de f, definiendo explicitamente todos
sus elementos.
2. Calcular todos los subgrupos de G.
3. Calcular todos los subcuerpos de K, indicando a qué subgrupo de
G corresponde cada uno de ellos mediante la Conexion de Galois.

EJERCICIO 68. Sea F =F3(a) un cuerpo con a satisfaciendo la ecuaciéon
al+a?2—1=0.
1. Calcular el cardinal de F.
2. Calcular el grado de Irr(a?,F3).
3. Calcular Irr(a?,F3).

EJERCICIO 69. Formular y demostrar una extension del Teorema 1.34
para S no necesariamente finito.

EJERcICIO 70. Realizar las siguientes tareas.

1. Demostrar que existe a € Fq¢ tal que Fi1g =F,(a) y a* +a+1=0.

2. Demostrar que a genera el grupo ciclico F7.

3. Resolver en F;4, expresando la solucion en funcion de a, la ecua-
cion x> +x+1=0.

4. Calcular el numero de homomorfismos de cuerpos Fs — Fy5.
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EJERCICIO 71. Calcular Aut(E), para E = Q(v/5,1V5).

EJERCICIO 72. Tomemos f = (X* 4+ 2)(X? —2) € QIX] y K el cuerpo de
descomposicion de f.

1. Demostrar que K es también cuerpo de descomposiciéon de X*—2 ¢
QIX].

2. Describir explicitamente los elementos del grupo Aut(K).

3. Calcular, listando sus elementos, Auty iz (K) N Auty 3 (K).

4. Calcular el namero de subcuerpos de K de grado 4 sobre Q.

EJERCICIO 73. Sea « una raiz real de f = X3 —3X+ 1 € Q[X]. ¢Es Q(«)
un cuerpo de descomposiciéon de f?

EJERCICIO 74. Sea F un cuerpo de caracteristica 2 y a € F tal que
F=Fy(a)ya®=a3+1.
1. Calcular el cardinal de F.

2. Calcular Irr(a?',F,) y todos los homomorfismos de cuerpos de
Fz(am) aF.

EJERCICIO 75. Sea w € C una raiz décima primitiva de la unidad.
1. Calcular Irr(w, Q).
2. Calcular, expresando sus generadores en términos de w, todos los
subcuerpos de Q(w).

EJERCICIO 76. Sea f = X* +3X? —2 € Q[X] y K su cuerpo de descompo-

sicion.
1. Demostrar que f tiene una raiz real positiva « tal que « ¢ Q(a?).

Demostrar que iv2 € K y calcular [K : Q].
Calcular Aut(K) definiendo explicitamente todos sus elementos.
Calcular los subgrupos de Aut(K) correspondientes por la Cone-
xién de Galois con los subcuerpos Q(a?) y Q(iv/2) de K, listando
sus elementos.
5. Decidir razonadamente cual es el grado del polinomio

g="Irr(a+ iﬁ,@).

JEs g resoluble por radicales? ;Son las raices complejas de f cons-
tructibles con regla y compas?

0N

EJERCICIO 77. Sean € C una raiz decimocuarta primitiva de la unidad.
1. Calcular el decimocuarto polinomio ciclotémico ¢4 € Q[X].
2. Calcular, definiendo explicitamente todos sus elementos, Aut(Q(n))
y todos sus subgrupos.
3. Calcular, expresando sus generadores en funcién de n, todos los
subcuerpos de Q(n).

EJERCICIO 78. Vimos en clase que Fgs = F,(a) con a satisfaciendo la
ecuacion a®+a+1 =0, y que a es un elemento primitivo del Fg4. Calcular,
expresandolas en funcioén de a, las raices en Fg4 del polinomio h = X3 +X +
1e Fy [X]

5.2. Ejercicios resueltos

Solucién al Ejercicio 5. Puesto que v/2 es de grado 2 sobre Q e i es
de grado 2 sobre! Q(v/2), tenemos, por el Lema de la torre, que [Q(v/2,1) :

i no puede ser de grado 1 porque no pertenece a Q(v/2).
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Q] = 4. Pongamos o = /2 + i. Obviamente, Q(«) < Q(v/2,1). Si razonamos
que V2,1 € Q(«), deducimos que Q(«) = Q(v/2,1).

Como x—+/2 = i, elevando al cuadrado, obtenemos que «? —2v/20+2 =
—1. Despejando v/2, vemos que es un elemento de Q(o). Analogamente, ele-
vando al cuadrado ambos miembros de la igualdad « — i = v/2, deducimos
que i€ Q).

Por tanto, [Q(«) : Q] = [Q(v/2,1) : Q] = 4. De modo que Irr(x, Q) es un
polinomio de grado 4. Si encontramos un polinomio moénico f(X) de grado
4 en Q[X] del que « es raiz, entonces f(X) ha de ser un multiplo de Irr(«x, Q),
por lo que se trata necesariamente de Irr(«x, Q).

Finalicemos: «? = 2 + 2v/2ix — 1 de donde, 2v2ix = «* — 1. Elevando al
cuadrado, deducimos que «* —20? + 9 = 0. Por lo razonado anteriormente,
Irr(o, Q) = X* —2X% +9.

Solucion al Ejercicio 50. Puesto que i € C es una raiz cuarta primi-
tiva de la unidad, sabemos que K = Q(+v/5,1) es cuerpo de descomposicién
del polinomio irreducible X* — 5 € Q[X], de donde la extension Q < K es
de Galois. Ademas, #Aut(K) = [K : Q] = [Q(V/5,1) : Q(W)IIQ(i) : Q] = 8, por
un argumento reiterado que, en caso de examen, hay que hacer explicito.
Sabemos que estos automorfismos se obtienen extendiendo cada homo-
morfismo Q(v/5) — K, determinado por una de las raices de X* — 5 en K,
a dos automorfismos de K, uno para cada raiz del polinomio irreducible
X2 4+ 1 € Q(v/5)[X]. Con este razonamiento, tenemos que

Aut(K) ={Tjx :j € Za, k € U(Za)},

donde
[ V5 — U5
Tk - i sk

= 1

De hecho, por el Ejercicio 49, la aplicacion

(5.1) Aut(K) — GL,(Z4), Tjx — <} i)

es un homorfismo inyectivo de grupos.

De acuerdo con la conexion de Galois, los subcuerpos de K de grado 4
sobre Q estan en correspondencia biyectiva con los subgrupos de Aut(K)
de indice cuatro. O, lo que es lo mismo, con los elementos de orden 2. La
representacion (5.1) de los automorfismos facilita el calculo szk = Tjikjk2-
Por tanto, szk = To7 si, y solo si, j(k+ 1) = 0,k? = 1. Las soluciones (en Z4)
dan 721, 703, T13, T23, T33. Ahora razonamos como sigue: Q( V/5) tiene grado 4
sobre Q. Puesto que To3(v/5) = v/5, obtenemos, con ayuda de la Conexion
de Galois, que K(T3) = Q(+/5). Un razonamiento analogo da que K(¥23) =
Q(iv/5). Como T,7 deja fijos i,1/5 y el cuerpo Q(i,/5) tiene grado 4 sobre Q,
deducimos igualmente que K(*21) = Q(i,/5).

En este punto, hemos identificado como subcuerpos fijos por subgru-
pos de indice cuatro a los “obvios”. Quedan dos por describir. Obser-
vemos que Ti3(v/5(1 +1)) = v/5(1 +1i). Un sencillo calculo muestra que
(V5(1 +1))* = =20, asi que Irr(v/5(1 +1),Q) = X* + 20, puesto que dicho
polinomio es irreducible por Eisenstein. El consabido argumento usando
la conexién de Galois muestra que K{713) = Q(+/5(1 4 1)). Por analogas ra-
zones, tenemos que K(™3) = Q(v/5(1 —1i)). En resumen, los 5 subcuerpos
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de K de grado 4 son
KiTos) = Q(V/5);K{™23) = Q(iv/5); k(™) = Q(4, V5);
KiTs) = Q(V5(1 + 1)) K™ = Q(V5(1 —1)).

Por ultimo, los subcuerpos de K de grado 2 sobre Q estan en corres-
pondencia con los subgrupos de indice 2 de Aut(K), es decir, subgrupos
de 4 elementos. Por otra parte, el tiinico grupo de 8 elementos que tiene
5 subgrupos de orden 2 es, salvo isomorfismos, el grupo diédrico D4 de
simetrias del cuadrado. Este grupo tiene, exactamente, 3 subgrupos de
orden 4, luego hay tres subcuerpos de K de grado 2. Que son evidentes:
Q(i),Q(+v/5),Q(iv5), y han de corresponderse con los tres subgrupos de
cardinal 4. Con ello, hemos completado la descripcion de los subcuerpos
de K.

Como complemento, podemos completar la descripcion de los sub-
grupos de Aut(K) usando la conexion de Galois. Sabemos que (127) =
Autg5.1)(K), por lo que los grupos de indice 2, que son

Ath(i)(K), Aut@(\/g)(K), Ath(i\/g)(K),

han de contener a t;;.

Como 711 (i) =1, y este elemento tiene orden 4, deducimos que Autg(;)(K) =
(T11). Para completar los otros dos grupos de automorfismos, hemos de
anadir dos elementos escogidos de entre {13, T13, T23, T33}. Como T03(V5) =
1,3(v/5) = /5, tenemos que

Autg s (K) = {To1,T21, T03, T23} = (T03, T23)-
Analogamente, se comprueba que

Autg ;5 (K) ={T01,T21,T13, T33} = (T13, T33)-

Solucién al Ejercicio 53. Dado que f € F[X] es irreducible, [F,(«x) :
F,] = degf = 3. Asi que F(«) es un cuerpo de 8 elementos. Toda extension
de cuerpos finitos es de Galois, asilo es F, < F,(«). Puesto que f tiene una
raiz en F;(«), ha de tenerlas todas, luego es un cuerpo de descomposiciéon
de f. Asi, Fy(x) =F.

El resto de las raices de f se obtienen, de acuerdo con el Teorema
4.50, aplicando a « el automorfismo de Frobenius. Resultan asi o, «?, «* =
o+ o, Estas son, claro, las soluciones en F de x* +x+ 1 =0.

Las soluciones en F de x> +x?> +1 =0 son las raices de g = X3 + X* 41 ¢
F,[X]. Este polinomio de grado 3 es irreducible. Deducimos del Teorema
4.53 que g es un divisor de X3 — X. Como los elementos de F son todos
raices de este polinomio, resulta que todas las raices de g han de estar en
F. Dado que ninguna puede coincidir, por la identidad de Bezout, con las
de f, son, necesariamente, « +1,a% + 1, &% + « + 1.

Por ultimo, una solucion B € F de la ecuacién x? + x + 1 = 0 seria una
raiz del polinomio irreducible X? + X + 1 € F,[X]. Por tanto, [F,(B) : F,] = 2,
lo que es imposible por la férmula de la torre.

Solucion al Ejercicio 54. Vamos a demostrar que f € F4[X] es irreduci-
ble, esto es, visto su grado, que no tiene ninguna raiz en F4. Supongamos
que tuviera una, digamos 3 € F4. Como f es irreducible sobre F,, deduci-
mos que Fy = F,(B). Lo que implica que Irr(3,F,) tiene grado 2. Pero éste
ha de ser un factor de f € F,[X], lo cual no es posible. Por tanto, f € F4[X] es
irreducible. Razonando como en el Ejercicio 53, deducimos que K = F4(a),
un cuerpo de 64 elementos.
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Las soluciones en K de x> +x+1 = 0 son las raices en K de f asi que, por
el Teorema 4.52, son «, o}, «'®. Comparando con la solucion del Ejercicio
53, puesto que F < K, hemos de tener que las soluciones son «, «?, a*. No
hay contradiccion ninguna, ya que, por ser F un cuerpo de 8 elementos,
o8 = &, por lo que «'® = o?. La observacion F < K también permite deducir
que las soluciones de la segunda ecuacion son las dadas en el Ejercicio
53.

Con respecto de la ecuacion x* + x + 1 = 0, ahora si que tiene solucién
en F4, ya que este es cuerpo de descomposicion de X? +X+1 € F,[X] y, por
tanto, basta con tomar y € F4 \ F, para que y sea solucion. La base pedida
es, en vista de la demostracion del Lema 1.16,

Kak:j=0,1k=0,1,2.

Solucion al Ejercicio 57. Sea K cuerpo de descomposicion de f sobre
Q. Obviamente, Q(i) < K. Tenemos que K es cuerpo de descomposicion de
g = X3 +X+1 sobre Q(i). Vamos a demostrar que g € Q(i)[X] es irreducible,
lo que equivale a mostrar que g no tiene raices en Q(i).

Como g’ = 3X? + 1, tenemos que g(x), vista como funciéon en una va-
riable real x, tiene primera derivada estrictamente positiva, por lo que es
estrictamente creciente. La consecuencia para el polinomio g es que tiene
una unica raiz real r. Y, por tanto, dos raices complejas no reales conju-
gadas, digamos o, «.

Bien, r ¢ Q(i), ya que, de lo contrario, r € Q, lo que implica que r = £1
cosa que no es cierta.

Six e Q(i), entonces @ € Q(i). En tal caso, h = (X—«)(X—&) € Q[X]. Pe-
ro, entonces, el cociente de g entre h tiene coeficientes en Q. Este cociente
es X —r, lo que implica que r € Q, lo que no es cierto.

Colegimos que ninguna de las raices de g pertenece a Q(i), por lo que
g es irreducible.

En este punto, sabemos que el grupo de Galois de g sobre Q(i) es
isomorfo a A3 o a S3, disyuntiva que se decide viendo si el discriminante
de g es un cuadrado en Q(i). Dicho discriminante vale —31. Si v—31 =
iv/31 € Q(i), entonces /31 € Q(i) o, lo que es lo mismo, v/31 € Q. Esto no
es posible, ya que X? — 31 € Q[X] es irreducible.

Ahora ya sabemos que Autg;)(K) es isomorfo a S3. Por tanto, [K :
Q(i)] = 6. Concluimos:

#Aut(K) =[K: QI = [K: Q()IQ1): Ql =6 x2=12.
Solucion al Ejercicio 58. Las raices de f en C son
V3,—V3, V2, wV2,w? V2,
donde w = e?™/3 = —1/2 +1/3/2. Por tanto,
K =Q(V3, V2,wv2,w?V2).

Observemos que —1/2+1v3/2 = w = (wv/2)/v2 € K, de donde, puesto que
V3 € K, deducimos que i € K. Por tanto, i+ /3 € K.

El anterior razonamiento muestra también que Q(i, 3, v2) < K y, CO-
mo la inclusion reciproca es clara, deducimos que

K =Q(, V3, V2).
Esta ultima igualdad permite escribir, por el Lema de la Torre,
[K:Ql = K:Q(V3, V2)lQ(V3, v2) : Q(v3)l[Q(V3) : Ql.

Algebra 111, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



5.2. EJERCICIOS RESUELTOS 71

Calculemos cada uno de los factores involucrados. En primer lugar,
Irr(i,Q(V3, v2)) =X* +1,

puesto que este ultimo polinomio es irreducible al ser de grado dos y tener
como raices +i ¢ Q(v/3, ¥/2), ya que este tltimo cuerpo sélo contiene niime-
ros reales. Por tanto, [K: Q(v/3, v/2)] = 2. Para el altimo factor, como v/3 es
raiz de X? — 3, que es irreducible por el criterio de Eisenstein, deducimos
que [Q(v/3) : Q] = 2. Un argumento analogo muestra que [Q(v/2) : Q] = 3.
Si se tuviese que v/2 € Q(v/3), entonces Q(+v2) < Q(v/3) lo que, en vista de
los grados sobre Q de ambas extensiones es imposible. Como las otras dos
raices de X3 —2 no son reales, deducimos que este polinomio de grado tres
no tiene raices en Q(v/3) por lo que es irreducible sobre dicho cuerpo. Por
tanto, [Q(v/3, v2) : Q(+/3)] = 3. Deducimos asi que [K: Q] =2 x 3 x 2 =12.

Como K es cuerpo de descomposicion de f sobre Q, sabemos que
la extension Q < K es de Galois y, por tanto, Aut(K) tiene 12 elemen-
tos. Para calcularlos, usamos que K = Q(v/3, v/2,i) y aplicamos reitera-
damente la extension de homomorfismos dada por la Proposicion 2.12.
Asi, los dos homomorfismos de cuerpos no,m1 : Q(v/3) — K estan de-
terminados por las raices ++v/3 del polinomio irreducible X2 -3 € QX,
concretamente, 1no(v3) = v3,11(v/3) = —/3. Cada uno de éstos da tres
extensiones Q(v/3, v2) — K determinadas por las raices de X3 — 2, que,
segliin hemos visto antes, es irreducible sobre Q(v/3). Y, por ultimo, ca-
da uno de los seis homomorfismos descritos se extiende a 2 automor-
fismos K — K segun las raices 4+i de X? + 1. En resumen, tenemos que
Aut(K) ={njx:j=0,1;k=0,1,2,1=0,1}, donde

V3 = (=1)V3
Njkt \S/Z — wkﬁ

i = (=DH
Por ltimo, Auty i, \/g)(K) consiste en los automorfismos de K que de-
jan fijo i + /3. Como njii (i +v3) = (=)' + (—=1)'V/3, deducimos que
Ath(i+\/§J (K) ={noxo : k=0,1,2}.
Un calculo sencillo muestra que Autg; ﬁ)(K) ={noko : k =0,1,2}, de modo

que las extensiones de cuerpos Q(i++v/3) < Ky Q(i,v3) < K tienen el mismo
grupo de Galois, luego, por la conexion de Galois, Q(i++/3) = Q(i,v/3). Asi,
vemos que Q(i + v/3) es el cuerpo de descomposiciéon de (X? + 1)(X? —3)
QIX], lo que muestra que la extension Q < Q(i + v/3) es de Galois y, por
tanto, Auty;, \/g)(K) es un subgrupo normal de Aut(K).

Solucion al Ejercicio 59. El polinomio f es irreducible ya que es de
grado 3 y no tiene raices en Q, puesto que las tnicas posibles no lo son:
f(1) = —1 #0,f(—1) = 3 # 0. Por tanto, su grupo de Galois es un subgrupo
transitivo de S3. Por otra parte, Disc(f) = 81 = 92, lo que implica que dicho
grupo de Galois es Aj3. Ahora, si « es una raiz real de f, tenemos que
Irr(a, Q) = f, luego [Q(«) : Q] = 3. Pero, si K es el cuerpo de descomposicién
de f, tenemos que Q(«) < Ky, por otro lado, [K: Q] = #A3 = 3. Conclusion:
K=Q(«).

Solucioén al Ejercicio 60. Las raices del polinomio f son los nameros
complejos +iv/3, V3, V3w, V3w?, donde w = —1/2 + i1/3/2. Obviamente,
Q(v/3,iv/3) < K. Como w € Q(+/3,iv3), deducimos que todas las raices de
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f estan en ese cuerpo, de donde K = Q( v/3,1V3). Podemos, por el Lema de
la Torre, que

(5.2) [K: Q] = [Q(iv3)(V3) : Q(V3)[Q(V3) : Ql.

Ahora bien, como X? — 3 € Q[X] es irreducible por el criterio de Eisenstein,
tenemos que Irr(v/3,Q) = X3 — 3, lo que implica que [Q(+v/3) : Q] = 3.

Por otra parte, i3 ¢ Q(v/3), puesto que se trata de un namero no real.
Como es raiz de X? + 3, deducimos que [Q(iv3)(v/3) : Q(+/3)] = 2y, como
consecuencia, X2 + 3 es irreducible sobre Q(V/3).

Tenemos ya, en virtud de (5.2), que [K: Q] = 6.

Como K es cuerpo de descomposicion del polinomio separable f, la
extension Q < K es de Galois. Asi, la conexiéon de Galois nos muestra
en este caso que Autg(K) es un grupo de seis elementos. Describamoslos
mediante la Proposicion de Extension. Como X3—3 € Q[X] es irreducible y K
contiene sus tres raices, hay exactamente tres homomorfismos de cuerpos
No,M1,M2 : Q(v/3) — K, determinados por las condiciones n;(v/3) = w /3,
para j = 0,1,2. Para cada uno de ellos, puesto que X + 3 € Q(v/3)[X] es
irreducible, tiene dos extensiones nj, : K — K, con njk(i\/g) = (=13,
k=0,1. En resumen,

G= Ath(K) :{njk:j =0,1,2k = 0,1},

donde
Njk(V3) = W V3
njk(iv3) = (—1)*1V3.

Calculemos todos los subgrupos de Autg(K). La siguiente tabla recoge
los o6rdenes de todos los elementos de este grupo

Moo Mol Mio MNi11 NM20 MN21
1 2 3 2 3 2

Por ejemplo, veamos el orden de n17. Tenemos que
1M1 (V3)) =1 (wV3) =111 (w1 (V3) =@w V3 = V3.

Como 1?,(iv3) = iV/3, deducimos que n, = 2.

En fin, vemos que este grupo es isomorfo a S3, lo que permite describir
facilmente sus subgrupos (los no triviales son tres de orden 2 y uno de
orden 3). Este ultimo es (n;0). Sabemos, por la conexién de Galois, que
[KMie : Q] = (G : (N10)) = 2. Como, obviamente, iy/3 € KMo, tenemos que
Q(iv3) < KMo} y, al ser ambas extensiones de grado 2 de Q, deducimos
que Knio) — Q(l\/g)

Argumentos analogos, que el alumno ha de hacer explicitos, muestran
que

Kmon) = Q(v/3), KM =Qw?v3), KM =Q(wv3).

La conexion de Galois muestra que los cuatro subcuerpos de K des-
critos, junto con el propio K y el subcuerpo primo Q, constituyen la lista
completa de los subcuerpos de K.

Por ultimo, E = Q(V/3 + iv/3) ha de ser uno de los subcuerpos calcu-
lados. Primero, E no puede ser Q ni Q(+/3) porque estos dos cuerpos s6lo
contienen niimeros reales. Si E = K1, entonces v/3 + iy/3 ha de ser fijo
por 1. Pero

m1(V34+1V3) = wv3—1iV3,

Algebra III, version 3.0 J. Goémez-Torrecillas



5.2. EJERCICIOS RESUELTOS 73

elemento que, de ser igual a v/3+1v/3, daria 2iv/3 = (w—1)V/3. La parte real
del miembro de la izquierda es cero, cosa que no ocurre para el miembro
de la derecha.

Un argumento similar descarta que E = K27, con lo que la tinica salida
es admitir que E = K.

Solucién al Ejercicio 62. 1. Tenemos que o — v/2 = i\/3. Elevando al
cuadrado,

oF —2vV2a+2 =-3.
Por tanto, v2 = “;+5 € Q(a). Como V3 = & — 2 € Q(«), deducimos que

Q(v2,i1v3) < Q(«). Como la inclusién reciproca es clara, obtenemos que

Q(a) = Q(v/2,iv/3). De modo que, usando el Lema de la Torre,
[Q(e) : QI = [Q(V2)(iv3) : Q(V3)IQ(V3) : Q] = 4,

ya que ambos factores valen 2: el segundo, porque X?—2 € Q[X] es irreduci-
ble (por el criterio de Eisenstein), y el segundo porque X? +1 € Q(+/2)[X] es
irreducible al ser de grado 2 y no tener raices reales y, por tanto, tampoco
en Q(v2).

2. Hemos visto en el apartado anterior que Q(«) = Q(v2,iV3). La
segunda descripciéon muestra que Q(«) es cuerpo de descomposicién de
(X2 —2)(X? + 3) € Q[X]. Como estamos en caracteristica 0, deducimos que
la extension Q < Q(«) es de Galois. En particular, es normal, por lo que,
dado que Irr(,Q) € Q[X] tiene una raiz en Q(«) y es irreducible, ha de
tener todas sus raices en Q(a). Deducimos, pues, que Q(«) es cuerpo de
descomposicion? de Irr(«, Q) y el grupo de Galois de éste es Aut(Q(«)).

Usando la descripcién Q(«) = Q(v/2,iv/3) y la Proposicion de Exten-
sién, argumentamos que existen dos homomorfismos de cuerpos, no,n7 :
Q(v2) — Q(«) (tantos como raices de X? — 2 en Q(«)), determinados por
n; (v2) = (—=1))V/2 para j = 0, 1. De manera similar, cada homomorfismo ub
se extiende a dos homomorfismos de cuerpos njx : Q(«) — Q(«) determina-
dos por njk(i\@) = (—=1)*iy/3 con k = 0, 1. Estos resultan ser automorfismos
porque son en particular aplicaciones (Q-lineales de un espacio vectorial
racional de dimension 4 sobre si mismo. En resumen, el grupo de Galois
de Irr(e, Q) es {njx : j, k =0,1}

3. Todas las raices de Irr(x,Q) pertenecen a Q(«), que hemos visto
es una extension de Galois de Q de grado 4 = 22. Por tanto, se trata de
nameros construibles 3.

Solucién al Ejercicio 63. 1. Las raices complejas de f = X® — 3 son

{w*V3 :k =0,...,5} para w € C una raiz sexta primitiva de la unidad.
Podemos tomar w = 1/2 +1v/3/2. Como w = “’\6/6?, deducimos facilmente

que K = Q(+V/3,w). Podemos simplificar algo mas los generadores de esta
extensioén de Q , ya que la forma de w nos da que K = Q(+/3,1v/3). Aplicando
el Lema de la Torre,

K:Ql=[K:Q(V3)]Q(V3):Ql=2x6=12.

2Un argumento alternativo, basado también en el apartado 1, es calcular Irr(«, Q) y com-
probar que se trata de una cuartica bicuadratica. De modo que sus raices son «, —&, &, —&,
numeros todos pertenecientes a Q(v/2,iv/3) = Q(w).

3Un argumento alternativo es que todas las raices, «, —x, @, —& son construibles porque,
por ejemplo, tienen partes real e imaginaria raices cuadradas de nameros enteros, que son
construibles.
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El segundo factor vale 6 porque X®—3 € Q[X] es irreducible por el criterio de
Eisenstein. El primer factor vale 2 ya que X? + 3 € Q(+V/3)[X] es irreducible
por se un polinomio de grado 2 sin raices reales y, por tanto, en Q(+v/3).

2. Bien V3 = (¥/3)® € K. Como, segun el apartado anterior, iv3 € K,
obtenemos que i = L3 ¢ K. Por tanto, i +v/3 € K.

V3
3. Vamos a dar una descripcion adecuada de los elementos de Aut(K).

Puesto que i = ig € K, tenemos que K = Q(+/3,1). Por la Proposicién de

Extension, hay exactamente un homomorfismo de cuerpos o;j : Q( Vv3) > K
determinado por la condicién o;(V/3) = w’ V3, para cada j = 0,...,5. Cada
uno de éstos se extiende a un automofismo oj¢ : K — K tal que oji (i) =
(—=1)*i para k = 0,1. De manera que Aut(K) = {o5x 1) =0...,5;k = 0,1},
donde

ok (V3) =l V3, op(i) = (—1)ki.
De acuerdo con la conexion de Galois, #Ath(Hﬁ)(K) = [K: Qi+ V3.
Por otra parte, Q(i + v/3) = Q(i,v/3), ya que, si denotamos p = i + /3,
entonces /3 = ﬁ;g“ e i = p — /3. Esto muestra, por el Lema de la Torre,
que [Q(i+v3):Q] =4y, por el mismo lema, que [K: Qi+ v/3)] = 12/4 = 3.
Deducimos que Autg;, 3, (K) tiene 3 elementos. Puesto que los elementos

de este grupo son aquellos oj, que dejan fijo a i+ V3y
020(V3+1) = 020((V3)?) + 020(1) = wV3 +1= V3 +1,
040(V3 +1) = 040((V3)?) + 040(i) = w'?V3 +i= V3 +1,

tenemos que
Autg i, 3)(K) = {000, 020, 040}.

4. Segun el apartado anterior, Q(i++/3) = Q(i, v/3). Esta ultima descrip-
cién muestra que Q(i++/3) es cuerpo de descomposicion de (X2+1)(X2—3) €
QIX]. Por tanto, Q@ < Q(i++/3) es una extension de Galois. El grupo corres-
pondiente por la conexion de Galois, Autg;, 3, (K), es, por tanto, normal

en Aut(K).
Solucion al Ejercicio 64. 1. El elemento a es raiz del polinomio f =

X3 +X—1 € F3[X]. Como f(—1) = 0, se trata de un polinomio reducible. De
hecho, se tiene que f = (X+1)(X> =X —1) es la factorizacién en irreducibles

de f en F3[X]. Asi que tenemos dos casos: o bien a = —1, o bien aZ—a—1=0.

En el primero, F = F3(—1) = F3, cuyo cardinal es 3. En el segundo, el

cardinal de F3(a) es 9, puesto que [F: F3] = 2.
2.Enelcasoa=—1,a?=1eIrr(1,F3) = X1, grado 1. En el segundo

caso, a = a’> — 1, de donde F3(a?) = F3(a) = F, luego Irr(a?,F3) tiene grado
2.

3. Segun el apartado anterior, en el caso a # —1, a? ha de ser raiz de
alguno de los tres polinomios moénicos irreducibles de grado 2 en F3[X].
Podemos descartar X> — X — 1, ya que sus raices son a,a® = 1 — a, hecho
que deducimos de aplicar el automorfismo de Frobenius. De los dos que
quedan, observamos que

(@) =ad'=(a+1)V =a’4+2a+1=a+1+2a+1=2=—1.
Luego Irr(a?,F3) = X? + 1.

Solucidn al Ejercicio 65. Los polinomios moénicos de grado 1 en F5[X]
son cinco: X +k, con k = 0,...,4. Puesto que 25 = 52, la factorizacion
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completa de X%5 — X € F5[X] contiene a todos los polinomios monicos irre-
ducibles de grado 1y 2 (los divisores de 2). Por tanto, el producto de los
segundos ha de tener grado 25 —5 = 20, lo que implica que hay 10 polino-
mios monicos irreducibles de grado 2. El mismo razonamiento, aplicado a
la factorizacion completa de X'?> — X € F5[X], nos da que hay 120/3 = 40
polinomios moénicos irreducibles de grado 3 sobre F5. En total, el namero
pedido es 5+ 10 + 40 = 55.

Solucion al Ejercicio 66. 1. Consideremos la torre de cuerpos Q <
Q(v2) < Q(v2, V/2). Puesto que V2 es raiz del polinomio X3 —2 € Q(v/2)[X],
el polinomio minimo de /2 sobre Q(v/2) tiene grado menor o igual que 3.
Asi que, por el Lema de la Torre,

[@(v2,V2): Q1 <2 x3 =6,

ya que [Q( Vv2):Q] =2, por ser X2 —2 € Q[X] irreducible por el criterio de
Eisenstein. Ademas, [Q(v/2, v/2) : Q] es un multiplo de 2. Pero también es
un multiplo de 3, aplicando un razonamiento analogo a la torre de cuerpos
Q < Q(¥v2) <Q(v2, v2). Conclusion: [Q(v2, v2): Q] = 6.

2. Vamos a demostrar que K es cuerpo de descomposicion del poli-
nomio (X2 — 2)(X3 —2) € QIX] lo que, en caracteristica 0, sabemos que
implica que la extension Q < K es de Galois. Las raices del polinomio son
+v2, V2, wv2,w? V2 para w = —1/2 + i1/3/2. Todas ellas pertenecen a K,
luego el cuerpo de descomposicion esta contenido en K. Observemos que
w = wv/2/+v2 esta en dicho cuerpo de descomposicion, de donde lo esta
iv3. Concluimos que K es el cuerpo de descomposicion buscado.

3. Para describir los elementos del grupo Aut(K) usaremos reitera-
damente la Proposicion de Extension. Asi, puesto que las raices del po-
linomio irreducible X? — 2 ¢ Q[X] pertenecen a K, hay exactamente dos
homomorfismos de cuerpos T; : Q(v2) — K, para j = 0,1, determinados
por Tj(v/2) = (—1))v/2. Del apartado 1y el Lema de la Torre deducimos que
[Q(v/2,v2) : Q(v/2)] = 3, lo que implica que X3 —2 € Q(v/2)[X] es irreduci-
ble. Como las raices de este polinomio estan en K, hay exactamente tres
extensiones de cada Tj, digamos Tjy : Q(v2, v2) = K, para k =0, 1,2, deter-
minadas por Tj( f/i) = w¥ v/2. Por ultimo, cada una de éstos se extiende a
dos automofismos Tji; : K — K, con 1 =0, 1, uno por cada raiz del polinomio
X2 + 3, irreducible sobre Q(v/2, v/2) al carecer de raices en ese CUerpo y ser
de grado 2. En resumen,

Aut(K):{Tjklzj:0,1;k:0,1,2;l:0,1},
donde
V2 = wkV2
W3 = (-N4V3.

4. Llamemos « = v2 + V2. El grado pedido es [Q(«x) : Q]. Observemos
que {too1 : 1 = 0,1} € Autg)(K). Razonemos que esta inclusiéon es una
igualdad. Si Tji1 () = «, entonces

V24 (=12 = (wk - 1) V2.

El nuimero de la izquierda es real, en tanto que el de la derecha, si k # 0,
no lo es. Luego k = 0. Lo que implica que el nimero del miembro a la

V2 o (-1)V2
Tjkli{
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izquierda es 0 y, por tanto, j = 0. Tenemos, pues, que

#Aut(K) E B

Qo) : Q) = (Aut(K) : Autg(a)(K)) = —6.

N #Ath(‘x)(K) 2

5. Como Q < K es de Galois y contiene una raiz del irreducible f € Q[X],
deducimos que todas las raices de f estan en K. Por tanto, el cuerpo de
descomposicion de f, digamos E, esta incluido en K. Tenemos la torre de
cuerpos Q < Q(a) < E < K. Por otro lado, Q(«) < Q(v2,v2) y ambas
extensiones tienen grado 6 sobre Q. Por tanto, se tiene la igualdad y, en
particular, v/2 € Q(«x). Por tanto, E debe contener a todas las raices de X3 —
2, lo que entrana que E es estrictamente mayor que Q(«), ya que contiene
numeros no reales. La inica posibilidad es E = K y, por tanto, el grupo de
Galois de f es Aut(K). Este grupo tiene orden 12, por lo que es resoluble,
asi que f es resoluble por radicales. En contraste, todas las raices de f
tienen grado 6, luego ninguna es construible con regla y compas.

Solucién al Ejercicio 70. 1. El polinomio f = X* + X +1 € F,[X] es
irreducible porque no tiene factores de grado 1 al carecer de raices en F;, y
el inico posible factor irreducible de grado 2, X?4+X+1 no lo es. Esto tiltimo
es evidente en cuanto se observa que (X? + X+ 1)2 = X* + X? + 1. Por tanto,
F =TF[X]/(f) es un cuerpo, cuyo cardinal es 16, al tener dimensién como F,—
espacio vectorial igual a 4. Asi, F;4 es isomorfo a F. Como F = F,(X + (f)),
podemos tomar a € Fjg como la imagen de X + (f) bajo el mencionado
isomorfismo.

2. El grupo multiplicativo F;5 es ciclico de orden 15. Asi que el orden
multiplicativo de a ha de ser un divisor de 15. Observemos que {1, a, a?, a®}
es una F,-base de Fi4. Esto implica que a # 1,a® # 1, por lo que el orden
de a no es ni 1 ni 3. También tenemos que

@’ =aa*=ala+1)=a*+a#]l,

lo que implica que el orden de a no es 5. Por tanto, a tiene orden 15, es
decir, es un generador de F7.

3. Si b es solucion de x? + x + 1 = 0, entonces Irr(b,F,) = X2+ X +1 €
F2[X], que es irreducible. Por tanto, F,(b) es un cuerpo de 4 elementos. Eso
implica que el orden multiplicativo de b es 3. Estos elementos son a®,a'®.
Observemos que

(@®P+a®+1=(a’+a)’+d?+a+1=a*+a’+a’+a+1=a+1+a+1=0.

Por tanto, a® es solucion y, aplicandole el automorfismo de Frobenius,

tenemos que también lo es a'®. Como la ecuacioén tiene grado 2, hemos
obtenido todas sus soluciones.

4. Puedo poner F; = F,(b) con b2 +b + 1 = 0. Por la proposicién de
extension, los homomorfismos de cuerpos de F4 a Fy4, estan en corres-
pondencia biyectiva con las raices de X* + X + 1 en Fq4, que hemos visto
son 2. Luego hay 2 homomorfismos.

Solucion al Ejercicio 72. 1. Comencemos describiendo K. Las raices
complejas de f son los cuatro valores de v/—2, junto con ++/2. Un valor de

v—2es

. %ﬂﬂﬂ Ay

2 V2
Asi, los valores de v/—2 son +«,+®. Por tanto, K = Q(v2, «,&). Puesto
que a®@ = /2, tenemos que K = Q(«,®). Como « + & = 2/v/2, deducimos
que K = Qo x + &) = Q(ex, ¥/2). Y, dado que v2x = 1+ i, obtenemos que
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K = Q(«v2,v2) = Q(i, v/2). Como las raices de X* — 2 son i*v/2, para
k = 0,1,2,3, deducimos que K es también cuerpo de descomposicion de
X* — 2 sobre Q.

2. Por el Lema de la Torre,

(5.3) [K:Ql = [K:Q(v2)][Q(V2):Ql.

Puesto que Q(v/2) C R, el polinomio de grado dos X? + 1, cuyas raices son
+i, es irreducible sobre Q(+v/2), de donde Irr(i,Q(v2)) = X2 + 1. De aqui
que [K : Q(v2)] = [Q(v/2)(i) : Q(+/2)] = 2. Por otra parte, X* —2 € Q[X] es
irreducible por el criterio de Eisenstein, lo que nos da que Irr(v2,Q) =
X* — 2y, consecuentemente, [Q(v2) : Q] = 4. Sustituyendo los valores
calculados en (5.3), obtenemos [K : Q] = 8.

La extension Q < K es de Galois, porque K es cuerpo de descompo-
sicion de un polinomio con coeficientes en Q y estamos en caracteristica
0. Consecuentemente, #Aut(K) = #Autg(K) = 8. Calculemos los elemen-
tos de este grupo usando la Proposicion de Extension para las dos ex-
tensiones sucesivas usadas en (5.3). Asi, los homomorfismos de cuerpos
desde Q(v/2) a K estan en correspondencia biyectiva con las raices de
Irr(v/2,Q) = X* — 2 en K. Luego hay cuatro, digamos 1y,11,12,n3. determi-
nados por n;j(v/2) =1 V2, paraj =0,1,2,3.

Cada uno de los anteriores se extiende a dos homomorfismos de K a K,
segun las raices de Irr(i,Q(+v/2)) = X2 4 1. Esto nos da los ocho automor-
fismos buscados. En resumen,

Aut(K) ={nx:j=0,1,2,3;k=0,1}
con njx determinado por nji(V2) = UV V2, (i) = (—1)*.
3. Tenemos que
Ath(i\/Z)(K) OAth(ﬁ)(K) = Ath(ﬁ,iﬁ)(K)'

Por un argumento similar al usado en el apartado anterior, tenemos que
[Q(v/2,1v/2) : Q] = 4. La Conexioén de Galois nos da entonces que

(Aut(K) : Autgyz4,7)(K)) = [Q(V2,1v2) : @ =4,

lo que indica que Autg 5 ;,/7)(K) tiene 2 elementos. Como

N20(V2) =120((V2)?) =M20(V2)? = (—V2)2 =vV2, m(i) =1,

deducimos que Aut@(ﬁ,iﬁ) (K) ={Moo,M20}-

4. La Conexion de Galois nos dice de nuevo que los subcuerpos de
K que buscamos estan ligados a los subgrupos de orden dos de Aut(K).
Es decir, estamos buscando contar los elementos de orden dos de este
grupo. Puesto que njzk(i) = 1 para cualquier par j, k, los automorfismos de
orden dos son aquellos que, distintos de 1o, satisfacen que njzk( V2) = V2.
Calculando, obtenemos

T]jzk(éfz) =nj(V V2) = (-1)Mi8 V2.

Para k =0 conj # 0, la condiciéon njzk( v2) = V2 se da, exactamente, cuando
j =2. Para k = 1, se tiene que (—1)/i¥) = 1 para cualquier valor de j. Por lo
que los elementos de orden dos son my¢,Mn01,M11,MN21,M31- Concluimos que
hay 5 subcuerpos de grado 4 de K.

Solucion al Ejercicio 73. Como f(1) = —1y f(—1) = 3, ninguna de las
posibles raices racionales de f lo es, luego f no tiene factores de grado 1.
Al ser de grado 3, esto implica que es irreducible. Por tanto, su grupo de
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Galois es isomorfo a Az o a S3. Ahora bien, Disc(f) = 81 = 92, luego la
opcion correcta es la primera. Asi, si K es el cuerpo de descomposicion de
f, sabemos que [K : Q] = #A3 = 3. De la torre de cuerpos Q < Q(«) < K
deducimos, mediante el Lema de la Torre, que K = Q(«).

Solucion al Ejercicio 74. 1. El elemento a es raiz del polinomio f =
X® 4+ X3 41 € F,[X]. Obviamente, f no tiene raices en F,, por lo que la tinica
forma en que podria ser reducible es que tuviera un factor irreducible de
grado 2 o de grado 3. Todos estos posibles factores son X% + X+ 1, X3 + X +
1,X3+X2 +1. Anora, el resto de dividir X° 4+ X3 +1 entre X2+ X+ 1 es 1; el de
dividirlo entre X3 + X +1 es X? + X+ 1y entre X3 + X2 + 1 es X. Conclusion,
ninguna de las divisiones es exacta, luego f es irreducible. Sabemos que,
en tal caso, F tiene dimensién 6 sobre F», es decir, tiene 2°¢ = 64 elementos.

2. Tenemos que el grupo multiplicativo F* es ciclico de orden 63. Asi
que (a?')?® = a® = 1. Por tanto, a?' es raiz del polinomio X3 + 1 € F,[X].
Como X3 +1 = (X4 1)(X? + X 4 1), deducimos que, o bien a?' = 1, o bien
Irr(a?!,F,) = X24-X+1. Descartemos la primera opcién: a’ = aa® = a(a’+1).
Por tanto,

' = +1)P = +a®+ad+1) =’
Ahora, a’ = a®a® = (a® + 1)a® = a® +a® = a®> + 1+ a® = 1, de modo que,
después de todo, a?' = a® # 1, ya que {1,qa,a?, a3, a* a°} es un conjunto
F,-linealmente independiente.

Por la Proposicion de Extension, los homomorfismos de F,(a?') a F
estan determinados por las raices de Irr(a?',F;) = X2 + X + 1. Estas raices
son a?! y a*?, por aplicacion del automorfismo de Frobenius. En resumen,
tenemos los dos homomorfismos n; : F2(a?') — F, con nj(a?') = aJ*?! para
j =1,2. Obviamente, n; es la inclusién.

Solucién al Ejercicio 75. 1. Sabemos que Irr(w,Q) = ¢10, el décimo
polinomio ciclotéomico sobre Q. Como
X101 X—1 X541

T oidads (X5—Nds,  X+1°
realizando la tltima division obtenemos que ¢1o = X* — X3 + X2 — X + 1.

2. Como la décima extensioén ciclotéomica Q < Q(w) es de Galois, vamos
a usar la Conexion de Galois. Tenemos que

Aut(@(w)) :{Tj ] € U(Z1O)} :{Tj ) = 1a3»7)9})

donde Tj(w) = w’. Observemos que T3(w) = w’ # w, ya que w tiene orden

multiplicativo 10. De modo que T3 tiene orden mayor que 2, de donde, por
el Teorema de Lagrange, su orden es 4. Es decir, Aut(Q(w)) es ciclico con
generador 13. Por lo que su tnico subgrupo propio, de cardinal dos, es (To).
Como To(w?) = w®' = w, deducimos que w + w? € Q(w)™ y Q(w + w?) <
Q(w){™). La igualdad se dara, por el Lema de la Torre, siempre y cuando
comprobemos que w +w’ ¢ Q. Bien, como, al tener orden multiplicativo 2,
w’ = —1, deducimos que

b10

W rw=—wttw=w—wtw—T4+w¢Q,

ya que {1, w, w?, w3} es un conjunto Q-linealmente independiente.

La Conexion de Galois nos dice, entonces, que los subcuerpos de Q(w)

son Q, Q(w + w?), Q(w).

Solucion al Ejercicio 76. 1. Como f es bicuadratico, podemos calcular
sus raices como sigue. Si r es una, entonces 12 lo es de X? + 3X — 2, por lo
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que
5, —3E£VI17
= —
2
Esto da cuatro valores complejos para r, que son &, —«, 3, —f3, donde

—3+17 L [3+V17
*=\—7 BZI\/T’

De estos nuiimeros, « es el tnico real y positivo. Observemos que Q(a?) =
(@(_3%@) = Q(V/17). Puesto que el polinomio X? — 17 € Q[X] es irreducible
por el criterio de Eisenstein, deducimos que se trata de Irr(v/17,Q), de
donde [Q(v/17) : Q] =2 y {1,417} es una Q-base de Q(/17).

Si a € Q(«?) deducimos de lo anterior que existen a,b € Q tales que
« = a + by/17. Elevando al cuadrado, obtenemos que

—3+V17
-

Igualando coordenadas con respecto de la base {1,1/17}, obtenemos que
—3/2 = a? + 17b% > 0. Esta contradiccion fuerza que o ¢ Q(o?).
2. Es claro que K = Q(«, ). Por tanto, 3 € K. Pero

(=347 (3 +VI7Y . [8 .
ocﬁzl\l< > )( > )zlﬁzlﬁ.

Por otra parte, K = Q(«, ) = Q(«, xp) = Q(«,iv2). Usando el Lema de la
Torre, obtenemos

(5.4) K:Ql = [Q(a)(iv2) : Q()][Q(«) : Q(aP)[Q(o?) : Q.

Como iv/2 raiz de X? + 2 € Q(«)[X], el primer factor es, a lo sumo, 2. Ya
que iv2 ¢ Q(«), por ser « real, resulta ser 2. Puesto que Q(«?) = Q(v/17) y
V17 ¢ Q, segiin se ha argumentado en el apartado anterior, deducimos que
[Q(a?) : Q] = 2. Para calibrar el factor central, observemos que « es raiz de
X?—o? € Q(a?)[X], porlo que [Q(x) : Q(x?)] < 2. Como « ¢ Q(«?), deducimos
que este valor es 2. Asi, la igualdad (5.4) muestra que [K: Q] =2x2x2=38.

3. Puesto que K es cuerpo de descomposicion de un polinomio sepa-
rable*, Q < K es de Galois, por lo que #Aut(K) = 8. Comenzamos usando
la Proposicion de Extension para determinar los homomorfismos de cuer-
pos desde Q(«) a K, que no son mas que las extensiones de la inclusiéon
Q < Q(«a). Los citados homomorfismos estan en correspondencia con las
raices en K de Irr(a, Q). El grado de este polinomio es [Q(«) : Q], valor que,
segun se colige de lo expuesto en el apartado anterior, es 4. Como « es raiz
de f, y f alcanza el minimo grado entre los polinomios que se anulan en
«, deducimos que f = Irr(«, Q). De modo que hay cuatro homomorfismos
n; : Q) = K, conj =0,1,2,3, determinados por. nj(«) = (-1 paraj =0,1
ymjla) = (~1)p. para j = 2,3.

Cada n; se extiende, por la misma Proposicion de Extension, a tantos
homomorfismos de K = Q(«)(iv2) a K como raices tenga en K el poli-
nomio Irr(iv/2,Q(a))". Pero iv2 es raiz de X2 +2 e iv2 ¢ Q, por lo que
Irr(iv2,Q(«)) = X? + 2. Deducimos, por tanto, que 7 tiene dos extensiones

a? + 17b% + 2abV17.

4también valdria aqui invocar que estamos en caracteristica cero
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Mje : K = K, determinadas por nje(iﬁ) = (—1)%+v/2 para { = 0, 1. Obtenemos,
pues, que
A‘Ltt(K) = {nje : J = O) ])2)3>€ = O) ]}»
para nj;, determinado por
x = (—])):(X, (J O)])
(55) Nje - X = (_1)JB) (] 2)3)
W2 = (-D4Y2 (£=0,1)
4. Tenemos que calcular los subgrupos Autg 42 (K) y Auty ;7 (K). Por
la Conexion de Galois, conocemos sus tamanos: para el primero, tenemos

K:Ql
[Q(a?) : Q]
Aqui, hemos usado informacion de los apartados anteriores. Analogamen-
te, se obtiene que #Autg; 7)(K) = 4. Para el primer grupo, hemos de bus-

#AULG(o2)(K) = (Autg(e2)(K) 1 idk) = [K: Q(a?)] = =8/2=4.

car cuatro automorfismos de K que dejen fijo o?. A la vista de (5.5),
Autg(2)(K) = {Noo,Mo1,M10,M11}-

Con el mismo argumento, los cuatro automorfismos que dejan fijo iv/2 son
Autg ;3 (K) = {noo,M10,M20, N30}

5. Como «+1iv/2 € K, tenemos que Q(a+1iv/2) es un subcuerpo de K que,
por la Conexiéon de Galois, ha de ser el subcuerpo fijo por un subgrupo de
Aut(K). Veamos quién es dicho subgrupo. Observemos que

Nje(a+iv2) = (1Y a+ (-DNV2  (=0,1),

nie(a+iv2) = (1B + (-N'vV2  (j=2,3).
En el primer caso, que nje(« + iv2) = « + iv2 implica, igualando partes
reales e imaginarias, que « = (—1)a y (—1)%+/2. Por tanto, j = { = 0. En
el segundo caso, si { = 0, y « + iv2 queda fijo por njo, deducimos que

o = (—1))B, lo que implicaria que un numero sea real e imaginario puro al
mismo tiempo. El subcaso restante da la igualdad

x+1ivV2 = (=1)B —iVv2.

Lo que implica que o« = —2iv/2+ (—1)' 3. Esto es también imposible porque,
en tal caso, o seria un numero imaginario. En conclusion, AUty oiiva) (K) =
{Noo}. La Conexién de Galois implica que K = Q(« +1v/2). Luego el grado de
g=Irr(x+1v2) es igual a [K: Q] = 8.

Como Q < K es de Galois, todas las raices de g estan, al estar una y ser
irreducible, en K. Es decir, K es cuerpo de descomposicion de g € Q[X]. Asi,
su grupo de Galois, que es Aut(K), tiene 8 elementos, luego es resoluble.
Por tanto, g es resoluble por radicales.

Por ultimo, f es resoluble por radicales porque sus raices estan en K,
que es una extension de Galois de grado 8 = 23 sobre Q. Alternativamente,
podemos decir dichas raices se obtienen partiendo de Q mediante extrac-
cion de raices cuadradas y operaciones de cuerpo, por lo que son nimeros
construibles.

Solucién al Ejercicio 77. 1. Sabemos que X'* —1 = ¢p1d2d7¢14. Como

¢1d7 = X7 — 1, deducimos que ¢4 = % = X7 + 1. Luego ¢4 = %

Realizando esta division euclidiana de polinomios, obtenemos que
Gra =X =X+ X = X3+ X2 —X+1.
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2. Sabemos que Aut(Q(n)) es isomorfo al grupo de unidades U(Z4).
De hecho, ese isomorfismo viene de la descripcion explicita

Aut(Qm)) ={1;:j =1,3,5,9,11,13},

donde 7j(n) = 1/ para cada j. Como es un grupo abeliano de cardinal 6,
ha de ser ciclico de orden 6, luego tiene, aparte del subgrupo trivial y del
total, dos subgrupos de orden 2 y 3, respectivamente. Calculemos éstos.
Comencemos con el orden de 13, aplicandolo sucesivamente a 1, segiin se
indica en el siguiente esquema:

(5.6) n—sn® —sn? s =q'3

Las raices decimocuartas de la unidad forman un grupo ciclico de
orden 14 generado por 1. Por tanto, n'2 # 1, por lo que '3 # 1. Deducimos
que el orden de T3 es mayor que 3. El Teorema de Lagrange nos dice que
ha de ser 6, esto es, Aut(Q(n)) = (T > El subgrupo de orden 2 ha de ser
(13), en tanto que el de orden 3 es (t3). El propio calculo (5.6) indica que
estos grupos son, respectivamente, (ty3) y (T9).

3. Como sabemos que Q < Q(n) es una extensién de Galois, podemos
usar la Conexién de Galois para asegurar que los subcuerpos de Q(n) son,
exactamente, los fijos por los subgrupos del grupo Aut(Q(n)), descritos en

el apartado anterior. Asi, aparte de Q y Q(n), los subcuerpos propios seran

Q)™ y Q).

Tenemos que [Q(1){™) : Q] = (Aut(Q(n)) : < o)) = 2. Hemos de buscar
elementos fijos por 1. Vemos que t9(n”) = n® =1n’, pero n’ tiene orden
multiplicativo 2, luego n” = —1. Asi que Q(1’) = Q, luego hemos de buscar

otro elemento fijo por To.
Describamos la érbita de 1 por la accién de To:

T T T
n——=n'=n1"n?=—7x? —"> =70t —T> 7 =nf=n.

De donde obtenemos que

tom—n’—n")=-n’—n'+n,
De modo que 1 —n? —n* € Q™). Podemos afirmar que n —n? —n* ¢ Q ya
que [Q(n) : Q] =6y {1,n,...,n°} es Q-linealmente independiente. Por tanto,
Q™) =Qmn—n?—n*).

Puesto que 1’ = n~', tenemos que T3 +1n7') = 17! + 1, luego
QMm+n") £ QM){*3). Ademas, n+1n~' ¢ Q, ya que, usando que ¢4 es el
polinomio minimo de n sobre QQ, obtenemos que

n+n =n-n°=n-n"+n'—n’+n’—n+1=-n"+n*—n’+n’ -1
y que {1,n,...,1n°} es Q-linealmente independiente. La Conexién de Galois
nos da, como antes, que [Q(n)(*'3) : Q] = 3, por lo que hemos de admitir,
por el Lema de la Torre, la igualdad Qm +n~") = Q(n){™13.

Solucion al Ejercicio 78. Puesto que h € F,[X] no tiene raices en F, y
tiene grado 3, ha de ser irreducible. Vimos en clase que cualquier cuerpo
de descomposicién de h es isomorfo a uno de 23 = 8 elementos. También
sabemos, puesto que 64 = 2° y 3 divide a 6, que Fg4 = F,(a) contiene un
unico subcuerpo F con 8 elementos. Dicho cuerpo es de la forma F = F,(b)
para b € Fg,4 tal que Irr(b,F,) tiene grado 3. Buscamos, pues, b € F,(a) de
manera que Irr(b,F,) = h.

Sabemos que F* es un grupo ciclico de orden 7. Como, de acuerdo
con el enunciado, a es un generador del grupo ciclico F;(a)*, que tiene
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orden 63, F* ha de ser el unico subgrupo ciclico de orden 7 de F,(a)*.
Como consecuencia, b € {a?,a'%, a?”, a3®, a*>, a®*}, ya que b # 1. Probemos
a evaluar h en el mas sencillo: hemos de calcular h(a’?) = (a?)® 4+ a” + 1.
Tenemos que

a’ =a3(a+1)=a*+a3

(@) =(® =(@a+18a+1)=(a®+N(a+1)=(a?a®+1)(a+1)
=(a(a+N+NDa+)=(+a?+N(a+)=a*+a*+a+]1,

luego
hia)=a'+a?+a+1+a’+a®+1=a’+a+ad’,

elemento que es no nulo porque {1, a, a?, a3, a*, a®} es una F,-base de F;(a).

Ahora podriamos seguir “probando” a evaluar mas candidatos, pero
preferimos usar un poco mas de teoria: Recordemos que los elementos
de F son, exactamente, las raices de X8 + X en F,(a). De la factorizacion
completa X8 4+ X = X(X 4 1)(X3 + X + 1)(X3 + X2 4 1) deducimos, puesto que
no lo es de h, que a’ ha de ser raiz del ultimo factor. Sus otras dos raices
se obtienen aplicando el automorfismo de Frobenius de F: son a'8, a3°. De
modo que las raices de h tienen que ser los tres elementos que quedan en
F* distintos de 1, a saber, a?7,a*’, a®*.
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