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RESUMEN

En este trabajo de fin de master se caracterizan los niveles de razonamiento geométrico y
el sentido espacial de un grupo de Futuro Profesorado de Educacién Primaria (FPEP)
mediante la aplicacion de un cuestionario. En la muestra participaron 54 sujetos (32
mujeres y 22 hombres) de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de
Céadiz. Se disefiaron cuatro tareas de ensefianza para establecer conexiones extra-
matematicas con elementos artisticos y teselaciones, que sirvieron como instruccion para
responder el cuestionario. Las tareas se llevaron a cabo en la asignatura Didactica de las
matematicas | y el cuestionario se aplico en la asignatura Didactica de las matematicas II.
Los resultados revelan que la mayoria de los sujetos alcanzaron los niveles 2 y 3 de Van
Hiele y manifestaron varias combinaciones de los componentes del sentido espacial.
Ademas, se encontro una relacion entre alcanzar un mayor nivel de Van Hiele con una

mayor manifestacion de componentes del sentido espacial.

Palabras clave: Sentido espacial, Visualizacion, Razonamiento geométrico, Niveles de
Van Hiele, Teselaciones, Formacién de profesorado.

ABSTRACT

This master’s thesis characterizes the levels of geometric reasoning and spatial sense of
a group of preservice teachers through the application of a questionnaire. The sample
consisted of 54 students (32 women and 22 men) from the Faculty of Educational
Sciences at the University of Cadiz. Four teaching tasks were designed to stablish extra-
mathematical connections with artistic elements and tessellations, that served as
instruction for answering the questionnarie. The tasks were carried out in the course
mathematics didactics | and the questionnaire was administered in the course
mathematics didactics 1. The results reveal that most students reached levels 2 and 3 of
Van Hiele and displayed various combinations of components of the spatial sense.
Furthermore, a relationship was found between achieving a higher level of Van Hiele

with a greater manifestation of components of the spatial sense.

Keywords: Spatial sense, Visualisation, Geometric reasoning, Van Hiele levels,
Tessellations, Preservice teachers.
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1. INTRODUCCION

La mejora educativa en las universidades espafolas tiende a estar acompafiada de
estrategias con iniciativas propias, enfocadas hacia la transformacion de los
procedimientos y las practicas tradicionales que se llevan a cabo en las aulas. Su finalidad
es potenciar las capacidades del estudiantado e implementar metodologias que
proporcionen una alternativa adicional en su aprendizaje autbnomo, y les permita
desarrollar con mayor eficacia las competencias establecidas en su etapa formativa sin
dejar de atender los aspectos generales del curriculo, las nuevas tecnologias y su didactica,
ni los métodos de instruccion y los programas formativos (Real Decreto 822/2021, 2021).
En Educacion Matemaética se contemplan los conocimientos que deben impartirse, como
serén impartidos y la didactica que requiere saber el Futuro Profesorado de Educacion
Primaria (a quienes llamaremos FPEP de aqui en adelante) para que en su desempefio
profesional puedan transmitirlos. Dichos conocimientos deberian estar estrechamente
relacionados con los contenidos del curriculo de mateméticas de Educacion Primaria en
cada una de las comunidades autonémicas, por ejemplo, con el de Andalucia (Junta de
Andalucia, 2023) que se enfoca en conseguir el mayor desarrollo posible de las
competencias y la adquisicion de conocimientos del estudiantado. En esta version del
curriculo, los saberes basicos se encuentran estructurados en torno al concepto de “sentido
matematico” y esta compuesto por seis bloques: sentido numérico; sentido de la medida;
sentido espacial; sentido algebraico; sentido estocastico y sentido socio-afectivo, como

se aprecia en el diagrama de la Figura 1.

Sentidos matemdticos

Sentidos: Aspactos geomdtricos del antomo; Figuras geomdtricas
Sentido numérico Identificacion 20y 30
Santido de la medida _r_p. Reprasentacin Transformaciones y movimientas
Sentido espacial = Clasificacidn de formas Visualizacion
Sentido algebraico Propiedades Razonamiento
Santido estocastico Relaciones
Sentido s -afect '
Mo sncraatecive Componentes del sentldo espacial

Propiedades de formas y liguras
Relaciones ge-}métrn:a ]
Ubicacion y movimientos
Visualizacion

ol

Figura 1. Diagrama esquematico basado en el BOJA 104/2023 y Flores et al., 2015.



Los sentidos matematicos abarcan las competencias adquiridas por el alumnado en las
dimensiones cognitiva y afectiva mediante los saberes béasicos que integran el
conocimiento, la destreza y las actitudes. En particular, el sentido espacial permite
comprender los aspectos geométricos del entorno, identificar los elementos y
representarlos, clasificar sus formas, propiedades y sus relaciones, sus movimientos, y
visualizarlos en el plano o en el espacio. En el diagrama anterior, la proyeccion del sentido
espacial sobre los aspectos del entorno geométrico permite introducir el concepto de sus

componentes (Flores et al., 2015), los cuales seran explicados en el marco tedrico.

La visualizacion forma parte principal de los dos primeros niveles en el modelo de
razonamiento geométrico de Van Hiele (Van Hiele, 1986). Este modelo sigue
utilizandose en estudios recientes para conocer el razonamiento geométrico de los FPEP
en su etapa formativa inicial (Ovez y Ozdemir, 2024), para medir el conocimiento
geométrico gque necesitan sobre la ensefianza de las propiedades y caracteristicas de las
formas y figuras (Yi et al, 2022), o para conocer su capacidad en las demostraciones
geométricas (Manero y Arnal-Bailera, 2021). Sin embargo, no es un modelo que se haya
utilizado especificamente en la geometria de las transformaciones, que juegan un papel
muy importante en las habilidades que un sujeto necesita para formar imagenes mentales,
transformarlas y manipularlas en su mente (Lean y Clements, 1981). La visualizacion
espacial contribuye a incrementar el desarrollo cognitivo y el aprendizaje de la geometria
en estudiantes de cualquier nivel educativo (Battista et al., 1982). Del Grande (1987;
1990) y Gutiérrez (1992) asociaron los procesos de transformacion de las imagenes con
capacidades psicolégicas para medir la habilidad de visualizacién, como pueden ser:
identificacion visual, constancia perceptual, percepcion de posiciones espaciales,

relaciones espaciales, discriminacion visual, memoria visual y rotacion mental.

En el curriculum actual, adquieren relevancia el sentido espacial y la visualizacidn porque
tienen un caracter funcional para aplicarlos en diferentes contextos. Ademas, se cuenta
con una diversidad de tareas para incrementar las habilidades de visualizacion desde
diferentes enfoques que nos permiten establecer conexiones “extra-matematicas”. Las
conexiones extra-matematicas se refieren a las relaciones con elementos de otras areas,
con elementos socio-culturales y con el arte. Son de utilidad para comprender las ideas y
procesos matematicos (Kenedi, 2019; Vargas et al., 2024). En la literatura podemos
encontrar una variedad de estudios que establecen conexiones extra-matematicas con

elementos artisticos, por ejemplo, Ward (2003) afirm6 que la implementacion de tareas
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que involucran la construccion de mosaicos y teselaciones en forma manual o digital
puede incrementar las habilidades de visualizacion de los FPEP porque facilita el
reconocimiento de transformaciones y de movimientos en el plano. Ademas, les permite
establecer conexiones de manera natural con aspectos artisticos y multiculturales de otras
disciplinas. De forma similar, Gutiérrez (2005) sugiridé que las teselaciones y
recubrimientos en la obra gréfica del artista M. C. Escher, pueden aplicarse desde un
enfoque didactico-matematico de la visualizacion con diferentes grados de dificultad,
dependiendo del nivel educativo, y pueden aplicarse incluso en los programas formativos
de los FPEP, ya que resultan ser de gran utilidad para ensefiar los movimientos y
transformaciones en las practicas educativas. Rumanova y Smieskova (2015) utilizaron
las teselaciones de Escher para disefiar problemas de visualizacion y despertar la
creatividad de los FPEP. Afirmaron que las teselaciones son un medio apropiado para la

motivacidn y activacion en Educacion Matematica.

Para los propdsitos de este Trabajo de Fin de Master (TFM), se disefiaron tareas que
permitieron establecer conexiones extra-matematicas con elementos artisticos y
teselaciones. Se pretende establecer relaciones entre el modelo de VVan Hiele, plenamente
asentado en la investigacion y en los planes de formacion del FPEP, y los componentes
del sentido espacial que marcan las nuevas directrices curriculares. Se disefid un
cuestionario para que los FPEP manifestaran su razonamiento geométrico y sentido
espacial. El cuestionario se enfoca en los niveles de razonamiento geomeétrico y en los

componentes del sentido espacial que pueden manifestar durante su etapa formativa.

Este TFM se estructura de la siguiente manera: en la Seccion 2 se describe el problema
que se aborda y los objetivos de investigacion, enfocados hacia la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria para FPEP. La Seccion 3 corresponde con los antecedentes
que se relacionan con las tareas que aqui se presentan. En la Seccién 4 se describe el
marco tedrico que sustenta este trabajo, abarca el modelo de razonamiento geométrico de
Van Hiele y el sentido espacial, en el que se aborda el concepto de visualizacion. También
se describe el concepto de las isometrias. La seccién 5, explica la metodologia llevada a
cabo, en la que se describen las tareas de ensefianza previas al cuestionario, las cuales
sirvieron como instruccion para homogeneizar los conocimientos de los FPEP y
responder el cuestionario. En la Seccion 6 se muestra el anélisis y los resultados
obtenidos. Finalmente, la Seccion 7 proporciona las conclusiones y la perspectiva que se

tiene para extender el estudio hacia futuras investigaciones.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA'Y OBJETIVOS
DE INVESTIGACION

Hace veinticinco afios que en los principios y estandares del National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM, 2000) se establecieron los programas de instruccion para
capacitar al estudiantado de todos los niveles educativos en lo que respecta a la
visualizacion espacial y el razonamiento geométrico, en la aplicacion de
transformaciones, en el uso de simetrias y en el modelado geométrico. La finalidad era
que desarrollasen su autonomia para analizar situaciones matematicas y resolver

problemas de la vida real.

Las generaciones de estudiantes de principios del siglo XXI son las que ahora se estan
recibiendo en las universidades para formarse en su carrera profesional. La realidad nos
muestra que todavia se encuentran dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria. En el campo de la Educacion Matematica se han estudiado los diferentes
factores que intervienen al respecto. La mayoria de los investigadores coincide en que
hay una deficiencia atribuida a las limitaciones de los planes de estudio y a la posible falta
de preparacion del profesorado, o porque quizas no se atienda en su totalidad a los
contenidos que estan incluidos en su asignatura (Hernandez et al., 2002). Podria ser
también porque algunos profesores enfocan de manera muy simplificada los contenidos
geomeétricos de esta disciplina (Béez e Iglesias, 2003). Se han hecho esfuerzos en publicar
manuales y libros de contenido geométrico que abordan las necesidades didacticas y
educativas de los FPEP, como el que publicaron Godino y Ruiz (2002). También se ha
contribuido en el disefio de las practicas para cubrir los contenidos de las asignaturas que
forman los programas de estudios en algunas universidades (Bolea et al., 2008). Sin
embargo, las carencias de conocimientos geométricos en la formacion inicial de los FPEP
todavia persisten hasta nuestros dias. Como un ejemplo, la asignatura Didactica de las
matematicas | (DMI) que se imparte en el segundo afio del grado en Educacion Primaria
de la Universidad de Cadiz, solamente tiene incluido un subtema dedicado a la geometria,
el cual puede ser cubierto en tan solo tres horas de clase. La asignatura Didactica de las
matematicas Il (DMII), que es impartida en el tercer afio, ni siquiera incluye contenidos

de la geometria. Por esta razdn, se disefiaron tareas de instruccion y un cuestionario para



abordar las tematicas establecidas en el NCTM mencionadas al principio de esta seccion,

las cuales fueron aplicadas a un grupo de FPEP de esta Universidad.

Investigar en el campo de la visualizacion espacial permitird conocer las habilidades de
visualizacion espacial y los niveles de razonamiento geométrico que se espera alcanzar
por parte de los FPEP durante su etapa formativa. Este estudio podria conducir hacia la
elaboracion de nuevas propuestas y disefios de tareas que incentiven el aprendizaje de los
contenidos deficitarios en la geometria. Para ello, el estudio se apoya en trabajos recientes
en donde los sujetos de las muestras se encuentran en situaciones similares (Bonyah y
Larbi, 2021; Ovez y Ozdemir, 2024; Putri, 2017; Yi et al., 2022).

Por otro lado, se contrastaria una teoria clésica y bien sustentada como la de Van Hiele
con las nuevas directrices curriculares que presenta en la actualidad el sentido espacial.

A partir del interés que motiva esta investigacion surgieron las siguientes preguntas:

¢ Qué razonamiento geométrico y sentido espacial manifiestan los FPEP al resolver tareas

geomeétricas?

¢Qué relacion existe entre razonamiento geométrico (niveles de Van Hiele) y sentido

espacial (componentes)?
Para responder estas preguntas se plantearon los siguientes objetivos:

o Obijetivo general.
Identificar el razonamiento geométrico y el sentido espacial de un grupo de FPEP en sus

respuestas a un cuestionario.

o Obijetivo especifico 1.
Caracterizar los niveles de razonamiento geométrico y los componentes del sentido

espacial con el cuestionario.
o Obijetivo especifico 2.

Establecer relaciones entre los niveles de razonamiento geometrico y los componentes de

sentido espacial manifestados.
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3. ANTECEDENTES

Para abordar los objetivos de investigacion en este TFM, se presentaron a los FPEP varias
tareas de ensefianza relativas a isometrias, contextualizadas en el ambito artistico
asociado a los mosaicos. Estas tareas pueden llevarse a la practica con FPEP para
incrementar sus habilidades de visualizacién y razonamiento geomeétrico. También
pueden conducirles a obtener un mayor rendimiento académico. Watson y Ohtani (2015)
sefialaron que las tareas como fundamento del aprendizaje, podemos resolverlas,
transformarlas y modificarlas desde una perspectiva cognitiva, cultural o practica,
incluso, podemos disefiar tareas multidisciplinarias que contribuyan para incrementar la
motivacion y el aprendizaje significativo cuando se abordan aspectos cientifico-creativos.
Lyublinskaya y Cabral (2023) utilizaron herramientas digitales como el software de
geometria dinamica GeoGebra para instruir a profesores de Educacion Primaria, en
geometria de transformaciones. Las autoras afirmaron que la integracion del software y
el arte incrementan la creatividad de los docentes y la comprension de las isometrias para
sus fines pedagdgicos. Revelo y Bedoya (2025) realizaron actividades y talleres para
ensefiar geometria a través de las artes visuales a los FPEP, apoyandose en los contenidos
curriculares de la educacion basica para generar propuestas de formacion docente e
integrar estas dos disciplinas. En los talleres que se imparten para FPEP sobre geometria,
es comun asociar las isometrias y los movimientos en el plano con la obra gréfica del
artista M. C. Escher, o con los mosaicos que decoran los palacios nazaries, los cuales,
siguen siendo de interés para su estudio e instruir a FPEP y docentes que se encuentran
en servicio (Contreras et al., 2016; Mazzitelli, 2017). Asi mismo, se siguen utilizando los
patrones geomeétricos islamicos en las clases que se imparten para FPEP con el fin de
establecer “contextos interdisciplinarios” (Mutlu, 2025). En ocasiones, el estudio de
teselaciones irregulares como las de Penrose, también pueden ser un complemento

adicional y un refuerzo en la etapa formativa de los FPEP (Martinez-Artero, 2019).

Las teselaciones no son utilizadas unicamente para construir mosaicos, sino que pueden
ser Utiles para reforzar y actualizar los conocimientos geométricos de los docentes que se
encuentran en servicio (Morales y Rubio, 2020). También pueden aplicarse en la
demostracion de teoremas. Por ejemplo, Martinez et al. (2020) emplearon teselaciones

poligonales para demostrar el teorema de los catetos y de la altura como una extension al
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teorema de Pitagoras. En estudios avanzados para especialistas en matematicas, Stiven y
Ramirez (2019) propusieron una demostracion rigurosa de dos teoremas para construir
teselaciones “regulares-isométricas” en el plano Euclidiano. Este tipo de teselaciones
corresponden con las configuraciones de triangulos equilateros, cuadrados y hexagonos

regulares que todos conocemos.

La geometria juega un papel muy importante al interactuar con las artes visuales porque
acttia como un punto de encuentro de dos disciplinas. Ambas se sustentan por los mismos
elementos: lineas, formas y figuras, simetrias, patrones, escala y proporcion. Ademas,
utilizan el dibujo como una herramienta comun para representar los objetos en dos y tres
dimensiones. Nutov (2021) por ejemplo, incluyé en sus tareas elementos artisticos y
fractales para consolidar los conceptos del “cero” y del “infinito” que los FPEP deben
conocer. En el caso opuesto, los estudiantes que se preparaban para ser artistas visuales,
estuvieron incursionando en estudios geométricos mas profundos para comprender y
asimilar el concepto de “infinito potencial”, al que asociaron con la idea de crecimiento
ilimitado y de continuidad (Pallarés y Pallarés, 2022). Estos ultimos, emplearon simetrias
rotatorias para desarrollar sus habilidades de visualizacion y orientacion espacial. Las
isometrias creadas con tecnologias digitales por los FPEP, igualmente son de gran apoyo
para la visualizacion, el disefio de tareas y la resolucion de problemas geométricos (Thagi
y Gimeénez, 2014).

Otro tipo de investigaciones demostraron que el desarrollo de la creatividad y
visualizacion en los FPEP puede surgir al establecer conexiones extra-matematicas a
partir de una serie de imagenes fotograficas, interpretandolas para disefiar una tarea de
geometria que haga alusion al contenido de la imagen (Vargas et al., 2023). Berciano y
Gutiérrez (2015) propusieron un experimento con FPEP proporcionandoles una caja de
carton con la que deberian ser capaces de describir e interpretar sus caracteristicas fisicas
de forma verbal, hacer representaciones graficas en dos y tres dimensiones y explicar los
conceptos matematicos involucrados. Hay otros estudios que involucraron modelado en
3D con diferentes softwares como el SketchUp, empleado como una herramienta para la
integracion de tecnologias digitales en la rotacion espacial de los objetos (Turgut y
Uygan, 2014). En entornos similares y estudios recientes se investigaron los procesos
para que los FPEP puedan alcanzar la generalizacion en un contexto de dibujo
tridimensional conociendo la superficie total de un cuerpo sélido y proyectando sus caras

en dos dimensiones (Kurban y Yanik, 2024). También se han aplicado cuestionarios que
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abarcan los niveles de visualizacion en el conocido modelo de Van Hiele (Firmansyah et
al., 2019) y se ha hecho la evaluacion comparativa entre los test psicométricos y las tareas
de geometria aplicada a estudiantes con talento matematico (Ramirez y Flores, 2017).

En la publicacion del segundo manual de investigacion sobre la Psicologia de la
Educacién matematica (PME), Jones y Tzekaki (2016) hicieron una revision de los
trabajos publicados desde 2005 a 2015 relativos a la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria. Los diferentes enfoques abarcan una variedad de temas, entre los que se
incluye: el razonamiento geométrico, la visualizacion espacial, la medida, los
cuestionarios y test, conocimiento y desarrollo de los estudiantes y futuros docentes, asi
como el disefio de tareas. En este apartado de tareas, Xistouri y Pitta-Pantazi (2006)
demostraron que la rotacion de iméagenes mentales y su perspectiva, asi como las
transformaciones relacionadas con las simetrias pueden crear conexiones entre la
capacidad espacial y el pensamiento geométrico. Packang y Kongtaln (2007) utilizaron
trabajos artisticos como una herramienta creativa para reconocer las figuras geométricas.
Pitta-Pantazi y Christou (2009) definieron diferentes estilos de creatividad en
matematicas para incentivar a los estudiantes en el desarrollo de razonamiento
geométrico, el pensamiento creativo, la fluidez y la flexibilidad matematica utilizando

imagenes y objetos.

Por otro lado, Mountain (2019) y Schoevers et al. (2019) comentaron que en algunos
paises ya se esta implementando de manera oficial la integracion de contenidos artisticos
en los curriculos de matematicas para que los estudiantes desarrollen habilidades y
competencias que les permitan interiorizar los conocimientos matematicos, movilizar el
pensamiento l6gico e incrementar el desarrollo de su creatividad. Esto coincide con la
propuesta de Uribe et al. (2014) en la que afirmaron que el concepto y aplicacion de las
teselaciones deberia incluirse en los curriculos de Educacion Infantil y Primaria de las
escuelas espafiolas para llevar a la practica tareas con nuevos saberes escolares,
matematicos y artisticos, ya que les permite desarrollar el pensamiento geométrico y
espacial del alumnado. Aunado a esto, los materiales recortables, artisticos y
manipulativos como el Pattern blocks, resultan de gran utilidad para el desarrollo de las
practicas educativas en la etapa basica escolar (Garzon et al., 2015; Hidalgo y Ruiz,
2023). De igual manera, las artes plasticas pueden actuar como estrategia didactica para
el desarrollo de pensamiento geométrico (Santos, 2024), o las herramientas digitales

13



como el software Scratch que permite crear teselaciones, abordar la estética matematica

y seguir un rol generativo evaluativo y motivacional del alumnado (Gokdag et al., 2022).

Las habilidades de visualizacién y sentido espacial pueden medirse en todos los niveles
educativos utilizando diferentes herramientas metodologicas y enfocandose
principalmente en las habilidades cognitivas de los sujetos. Roura y Ramirez (2021) por
ejemplo, utilizaron la Prueba de Actitudes Primarias (PMA), que permite evaluar los
factores bésicos de inteligencia, el factor espacial en particular. En esta prueba
encontraron que mas del 50 % de los FPEP alcanzaron una visualizacion media. Ghorbani
et al. (2024) utilizaron el Método de Ciencia Cognitiva de Seguimiento Ocular (ETCSM,
Eye Tracking Cognitive Science Method) para evaluar los niveles de VVan Hiele en FPEP.
Encontraron que cerca del 40 % de los participantes se encuentra entre el Nivel 1 y Nivel
2. Baranovic (2024) utilizé el método visual-analitico de observacion dirigida (VAMDO
Visual-Analytical Method of Directed Observation) para medir el conocimiento
geométrico y las habilidades de visualizacion en FPEP. Aplico un test justo antes de
iniciar un curso de geometria euclidiana y volvio a aplicarlo justo después de terminar.
El test consistia en preguntas asociadas con los niveles de Van Hiele. Observo que el
rendimiento académico de los FPEP puede mejorar cuando la ensefianza se adapta a sus
conocimientos previos y el aprendizaje va acompafiado del conocimiento geométrico y
las habilidades visoespaciales. Yorulmaz y Cilingir (2021) aplicaron la Escala de Auto-
Eficacia Geométrica (GSE), que permite medir la confianza de los sujetos en su habilidad
para resolver problemas de geometria. La prueba fue aplicada en un estudio con FPEP,
cuyos resultados indicaron un valor medio de auto-eficacia geométrica alcanzado por los
participantes. Putri (2017) utilizé el Test de Pardue de Visualizacion Espacial (PSVT),
que permite medir la habilidad de un sujeto para manipular y rotar objetos en el espacio
de forma mental. Con esta prueba midié las habilidades de visualizacién en futuros
docentes de matematicas. Sus resultados mostraron que mas del 50 % de los sujetos
evaluados alcanzé un nivel intermedio de visualizacion. Cruz y Ramirez (2018)
emplearon la Prueba de Aptitudes Mentales (PMA), en la que se evalUan 5 de 7 aptitudes,
aplicando un “Test de Factor E” que permite evaluar la visualizacion estatica, definida
como “la aptitud para interpretar y reconocer objetos que cambian de posicion en el
espacio manteniendo su estructura interna”. Con esta prueba, los autores evaluaron a
estudiantes de Educacion Secundaria y caracterizaron los items correspondientes del

cuestionario aplicado a partir de los componentes del sentido espacial. Sus resultados
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mostraron que la mayoria de los sujetos manifestdé mayor namero de errores en items
relacionados con la percepcion de figura-contexto y la discriminacion visual. Demirel y
Cetin (2023) aplicaron el Test de Visualizacion Espacial (SVT), que se enfoca en la
habilidad de visualizar y manipular figuras y formas geométricas en la mente de los
sujetos. Esta prueba la aplicaron a estudiantes de segundo grado de primaria y obtuvieron
como resultado un nivel bajo de visualizacion espacial. Jaime y Gutiérrez (1989)
plantearon una propuesta para evaluar los niveles de Van Hiele aplicando el modelo a
isometrias en el plano. Utilizaron figuras distintas para mostrar los movimientos e
hicieron estudios con estudiantes de Educacion Primaria, cuyos niveles alcanzados se

encontraban entre el Nivel 1y Nivel 2.

La gran variedad de los estudios mencionados y que anteceden esta investigacion se
enfocan en el uso de diferentes elementos artisticos, principalmente en las teselaciones y
los mosaicos debido a su utilidad para ensefiar la geometria de transformaciones y los
movimientos en el plano. Ademas, son empleados como recursos didacticos para generar

conexiones extra-matematicas entre la geometria y el arte.

Los distintos métodos y técnicas aplicadas para medir los niveles de razonamiento
geométrico y las habilidades de visualizacidn, coinciden en su mayoria, en que los FPEP
alcanzan niveles intermedios segin el modelo de Van Hiele. De igual manera, sus
habilidades de visualizacion se encuentran en valores medios. Estos resultados conducen
a los investigadores a crear nuevas propuestas de ensefianza-aprendizaje de la geometria
para que los FPEP puedan asimilar los contenidos geométricos desde otro enfoque y les

conduzca a un mayor rendimiento académico.
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4. MARCO TEORICO

En relacion con el marco tedrico, aqui se describen los principales elementos de los
modelos utilizados en el TFM, el de Van Hiele y el de sentido espacial, asi como una
introduccidn a las transformaciones y movimientos en el plano (isometrias), en donde se

explican los conceptos de teselaciones y mosaicos geometricos.

4.1 Modelo de Van Hiele.

El modelo de Van Hiele (Van Hiele, 1986) ha sido hasta ahora uno de los mas estudiados
en los programas formativos del profesorado. En este modelo, el razonamiento
geométrico de una persona podria incrementase paulatinamente al superar cada uno de
los cinco niveles de aprendizaje que lo constituyen. Estos niveles se resumen de la

siguiente manera:

Nivel 1 (visualizacion) que consiste en la percepcion global de las figuras

geomeétricas, enfocandose en sus propiedades visuales o fisicas.

¢ Nivel 2 (Analisis) donde se reconocen las propiedades y elementos que componen

las figuras.

¢ Nivel 3 (Deduccion informal) para reconocer las relaciones de implicacion que

ligan las propiedades de las figuras geométricas y su clasificacion.

¢ Nivel 4 (Deduccion formal) es necesario para el razonamiento matematico formal,

ademas de comprender y realizar demostraciones de manera autonoma.

¢ Nivel 5 (Rigor) que es el mas avanzado y requiere trabajar con diferentes sistemas
axiomaticos, con dos 0 mas geometrias distintas y tener dominio para relacionar

axiomas y teoremas establecidos en esas geometrias.

Este dltimo nivel, en principio, solamente puede ser alcanzado por especialistas en
matematicas. Sin embargo, estudios recientes propusieron nuevas metodologias para que
puedan alcanzarlo quienes hayan superado el nivel 4 (Arnal-Bailera y Manero, 2024). En

la Tabla 1 se resume este modelo.
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Tabla 1. Modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele (Van Hiele, 1986)

Nivel Caracteristicas

Percepcion de objetos geométricos en conjunto; apariencia fisica, descripcion; no
reconoce la forma explicita.

Percepcion de componentes y propiedades de los objetos geométricos; descripcion
Nivel 2 de figuras, propiedades y relacidn entre ellas; experimenta la creacion de nuevas
figuras y propiedades; clasificacion de objetos a partir de sus propiedades.
Descripcion formal de figuras; clasificacion logica y formal, razonamiento
matematico; demostracion logica.

Nivel 4  Deduccién y demostracién l6gica-formal; establecimiento de axiomas.

Conocimiento de axiomas y teoremas; analisis y demostracion rigurosa;
comparacion entre diferentes geometrias.

Nivel 1

Nivel 3

Nivel 5

La relevancia evidente de este modelo ha permitido plantear propuestas para identificar
el nivel de razonamiento geométrico en diversas practicas educativas, en particular, las
relacionadas con isometrias en el plano. La propuesta de Jaime y Gutiérrez (1989)
consider6 Unicamente cuatro niveles, jerarquizados como se muestra en la Tabla 2. Dicha

propuesta puede aplicarse a tareas que estén relacionadas con las isometrias.

Tabla 2. Modelo de Van Hiele aplicado a isometrias (Jaime y Gutiérrez, 1989, p. 133)

Nivel Caracteristicas

Identificacion visual de traslaciones, rotaciones y simetrias estaticas.
Nivel 1~ Reconocimiento estatico. Identificacion de figuras isométricas.
Reconocimiento dindmico (movimiento realizado automaticamente).

Nivel 2 Descubrimiento experimental de elementos /propiedades de isometrias.

Deduccion experimental de relaciones y propiedades de las isometrias.
Justificacion de propiedades y relaciones ya conocidas.

Nivel 3 Definicion formal de traslacion, rotacién y simetria.
Descomposicion de isometrias.
Vision global de las isometrias planas.
. Demostracion formal de sus propiedades.
Nivel 4

En la estructura grupal se toma en cuenta las relaciones existentes entre las
isometrias que son generalizadas.

4.2 Sentido espacial

Hasta ahora, el sentido espacial ha sido considerado como una capacidad vital para el
pensamiento y las acciones humanas, pero no siempre ha sido identificado o soportado

de manera formal en el ambito educativo (Whiteley et al., 2015). Hay autores que definen
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el sentido espacial como “un modo intuitivo de entender el plano y el espacio para
identificar cuerpos, formas y sus relaciones, que implica manejar relaciones y conceptos
de geometria de forma no convencional, incluyendo la habilidad para reconocer,
visualizar, representar y transformar formas geométricas” (Flores et al., 2015. p. 129). El
modelo de sentido espacial que establecieron estos mismos autores se representa de

manera esquematica en la Figura 2.

Modelo de sentido espacial

= . Elementos == T
" Ubcacion y geométricos | Relaciones 2N
movimientos geométricas

Figura 2. Representacion esquematica del modelo de sentido espacial (Flores et al., 2015).

Este modelo consiste en tres componentes principales y uno mas, que actia como

componente integrador de los tres:

1) Las caracteristicas y propiedades de las formas y figuras. En este componente, se
identifican las figuras por sus nombres, se trabaja la definicion, la construccion, la

representacion y la caracterizacion.

2) Las relaciones entre las formas y los cuerpos geométricos. Aqui se aprecian las
cualidades en las figuras y cuerpos geométricos como la longitud, semejanza,
perpendicularidad, paralelismo.

3) La ubicacion, los movimientos y transformaciones (isometrias). En este componente
la geometria se convierte en algo dindmico, se buscan referentes para situarse en el plano
y en el espacio, manejar las coordenadas y saber aplicar movimientos y detectar

regularidades en las figuras.

4) Visualizacion. Es un componente integrador de los tres componentes anteriores. Es el
que permite hacer estimaciones y/o mediciones para conocer el grado de habilidad y/o la

capacidad de visualizacion geométrica de un sujeto.
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Las caracteristicas de cada componente se desglosan en la Tabla 3.

Tabla 3. Modelo de sentido espacial (Flores et al., 2015)

Componente Caracteristicas

Conocimiento de caracteristicas y propiedades de las formas y cuerpos

Componente 1 o .
P geométricos en el plano y en el espacio.

Reconocer y establecer relaciones geométricas entre las formas y los

Componente 2 e
CUErpos geometricos.

Ubicacion y movimientos que se pueden realizar con las formas y los

Componente 3 Lo .
P cuerpos geométricos en el plano o en el espacio.

Integra los tres componentes anteriores en una visualizacion generalizada

Componente 4 de imagenes, procesos y habilidades para analizar, transformar y comunicar
(integradora) informacién visual de los objetos y conceptos geométricos, reales o
imaginarios.

La importancia de la relacion que existe entre la visualizacion espacial y el aprendizaje
de la geometria ha sido ampliamente estudiada desde diferentes enfoques matematicos
(Fernandez, 2013; Gutiérrez, 2006; Presmeg, 2006; Presmeg et al., 2016). Hasta ahora, la
visualizacion no tiene una sola definicion debido a que en las Ultimas décadas la
investigacion en educacion matematica se ha incrementado de manera significativa y cada
vez se hacen nuevas aportaciones. Algunos autores la definieron como “la habilidad, los
procesos, los productos de creacidn, interpretacion, uso y reflexion de las fotografias,
imagenes y diagramas, en nuestras mentes, en papel o con herramientas tecnoldgicas, con
el propdsito de describir y comunicar informacion, pensar y desarrollar ideas previamente
desconocidas y avanzar en la comprension” (Sarama y Clements, 2009. p. 183). Para los

propositos de este TFM se hace referencia la definicion de Angel Gutiérrez:

En este contexto, hay que entender la visualizacion como el conjunto de tipos de
imagenes, procesos y habilidades necesarios para que los estudiantes de geometria puedan
producir, analizar, transformar y comunicar informacion visual relativa a objetos reales,
modelos y conceptos geométricos. La informacién visual producida (imagenes) puede ser
tanto fisica (figuras o diagramas) como mental (imagenes mentales). El analisis de
informacion visual se refiere tanto a las imagenes producidas por el propio estudiante
como a las recibidas desde el exterior (de estudiantes, profesor, texto, etc.). Las
transformaciones pueden hacerse entre una imagen e informacién verbal (oral o escrita)
0 de una imagen en otra. La comunicacion puede ser gréafica, verbal o mixta.

(Gutiérrez, 2006, p. 27).

Con esta definicion se resalta la importancia de la visualizacién en la ensefianza-
aprendizaje de la geometria en distintos aspectos como la representacion y transformacién

de objetos e imagenes y la comunicacion de resultados matematicos. Tiwari et al. (2021)
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establecieron que las habilidades de visualizacion pueden ser “la combinacion de virtudes
como la creatividad, la imaginacion, la determinacion, la perseverancia, constancia y la
diligencia, y que no toda la visualizacion es efectiva, por lo que hay que practicarla para
que se convierta en una habilidad”. Aunado a esto, Bishop (1989) describid en su

momento dos procesos de visualizacion que se presentan cuando se utilizan imagenes:

a) Interpretacion de la informacion figurativa (IFI): es el proceso que tiene lugar al
intentar leer, comprender e interpretar una imagen para extraer informacion de
ella.

b) Pensamiento visual de la informacion (VP): es el proceso que tiene lugar al
convertir informacion no visual en imégenes, o al transformar una imagen ya

formada en otra.

Para medir las habilidades de visualizacion Del Grande (1990) y Gutiérrez (1992)
asociaron estos dos procesos con capacidades psicoldgicas que pueden relacionarse con

la geometria, por ejemplo:

1. Coordinacion ojo-motor. Es la habilidad para coordinar la vision ocular con el
movimiento del cuerpo.

2. Percepcion de figura y contexto. Es la habilidad de reconocer una figura
aislandola de su contexto, en el que aparece camuflada o distorsionada por la
superposicién de otros elementos gréaficos.

3. Conservacion de la percepcién. Es la habilidad de reconocer que un objeto
mantiene determinadas propiedades, como la forma o el tamafio, aunque cambie
de posicion y deje de verse por completo.

4. Percepcion de la posicion en el espacio. Es la habilidad de relacionar un objeto
con el observador o con otro objeto que actiia como referencia.

5. Reconocimiento de relaciones espaciales. Es la habilidad de identificar
correctamente las relaciones entre varios objetos situados simultaneamente en el
espacio (equidistancia, simetria, perpendicularidad, posicion relativa, etc.).

6. Discriminacion visual. Es la habilidad de comparar dos imagenes o dos objetos
en la misma imagen e identificar sus semejanzas y diferencias visuales.

7. Memoria visual. Es la habilidad para recordar las caracteristicas visuales y de
posicion que tenian en un momento dado un conjunto de objetos que estaban a la

vista, pero que ya no se ven, o han sido cambiados de posicion.
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4.3 Transformaciones y movimientos en el plano (isometrias).

En Educacion Matematica, la geometria de transformaciones se enfoca en las habilidades
de un sujeto para desarrollar el pensamiento logico y el sentido espacial. Las
transformaciones (isometrias) se refieren a los movimientos o cambios de posicion en el
plano o en el espacio de una forma o figura geométrica sin que se alteren sus propiedades.
De forma general se trabaja con cuatro isometrias en el plano: traslacion, rotacion,
simetria axial y simetria central. Hay autores que a la combinacion de una simetria axial
con una traslacion le llamaron “simetria con deslizamiento” o “reflexion deslizada”
(Martin, 1982). Una sucesion de reflexiones deslizadas conduce a la construccion de
frisos, que son los recubrimientos de una region del plano limitada por dos rectas
paralelas. Mientras que, una combinacién de isometrias, puede conducir a la construccion
de mosaicos, como se explica mas adelante en este apartado. Para los propdésitos de este
TFM sdlo se consideraron cuatro isometrias en el plano, cuyas definiciones por Noceti
(s/f) se describen de la siguiente manera:

1) Traslacion. Es la transformacion que a cada punto P de una figura se le asocia mediante
un vector otro punto P’ tal que PP’= v. Las traslaciones conservan la forma y el tamafio

de las figuras.

2) Rotaciones o giros. Dado un punto P del plano, un centro de giro O, un angulo o y un
sentido de giro, el punto que resulta de aplicar a P el giro de centro O y angulo positivo o

negativo a, es P, tal que el &ngulo POP’ sea igual a o y OP sea congruente con OP’.

3) Simetria central. Dada una figura en el plano y un punto O, una simetria central de
dicha figura con centro en O es la transformacion que aplicada a cualquier punto P de la
figura le corresponde otro punto P’, tal que la distancia de O a P es igual a la distancia de

O a P’ ylos puntos P, O y P’ pertenecen a una misma recta.

4) Simetria axial. Dada una figura en el plano y un punto O, una simetria axial de dicha
figura segin un eje “e” es la transformacion que aplicada a cualquier punto P de la figura
le corresponde otro punto P’, tal que la distancia del eje “€” a P es igual a la distancia del
eje “e” a P’ y los puntos P, O y P’ pertenecen a una recta perpendicular al eje “e¢”. En la

Figura 3 se muestra una representacion esquematica de las isometrias en el plano.
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Figura 3. Tipos de isometrias en el plano. Fuente: Elaboracion propia.

Las isometrias, han sido ampliamente estudiadas en los mosaicos nazaries desde
diferentes enfoques matematicos y didacticos (Gutiérrez, 2005; Ramirez y Fernandez-
Plaza, 2018; Torres, 1987). De igual manera, el concepto de teselacion ha sido empleado
en diversas practicas educativas que van desde Educacion Infantil y Primaria hasta los
estudios universitarios (Garzén et al., 2015; Uribe et al., 2014). En términos generales,
teselar una superficie plana significa que, mediante una figura patron, se cubre la totalidad
de una superficie sin que se superpongan ni dejen huecos. A esta superficie limitada, suele
Ilamarsele mosaico geométrico si las teselas que lo conforman presentan isometrias. Las
teselaciones mas comunes son las poligonales regulares con un patrén triangular,
cuadrangular, o hexagonal; en cada caso el patrén es el mismo en todos los vértices, como

se muestra en la Figura 4.

Tesslaciones poligonales regulares
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Figura 4. Teselacion triangular, cuadrangular y hexagonal. Fuente: Elaboracion propia.
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5. METODOLOGIA

En relacion con los aspectos metodoldgicos, aqui se presenta el disefio de la investigacion.
Se comenta un estudio previo realizado con un grupo piloto de estudiantes del méster en
didactica de las matematicas de la Universidad de Granada. Se describen cuatro tareas
previas a la investigacion, que sirvieron como instruccién para homogeneizar los
conocimientos y responder a un cuestionario disefiado para que los FPEP manifestaran su
razonamiento geométrico (niveles de Van Hiele) y sentido espacial (componentes). Por
ultimo, se muestra la determinacion de las categorias para el analisis del cuestionario, el

cual sirvié como instrumento de analisis.

5.1 Disefio de la investigacion

La metodologia empleada para este estudio es de tipo cualitativa y de caracter descriptivo
porque se especifican las caracteristicas de los objetos analizados (Hernandez et al.,
2014), cuyo analisis en particular, es de contenido visual y de texto (Rico, 2013). En el
estudio participaron 54 sujetos (32 mujeres y 22 hombres) con edades comprendidas entre
20y 22 afios que cursaban la asignatura Didactica de las matematicas |1 (DMII) en tercer
afio del grado en educacién primaria en la Universidad de Cadiz. El instrumento de
analisis fue un cuestionario disefiado para contextualizar los componentes del sentido
espacial en mosaicos geométricos desde un punto de vista didactico para identificar las
habilidades de visualizacion de los FPEP (Ward, 2003; Gutiérrez, 2005). En este
cuestionario se consideraron como unidad de analisis las respuestas a cada uno de los 16

items.

Este TFM se centra particularmente en la geometria de transformaciones y movimientos
en el plano (isometrias). Las competencias relativas a la investigacion, ademas del
conocimiento de los modelos teoricos, requieren del disefio y andlisis de tareas con
potencial para comparar el razonamiento geomeétrico con el sentido espacial y la
capacidad de analizar ambos modelos teoricos en futuros docentes. Previamente a la
investigacion del cuestionario que aqui se describe, se realizé un estudio piloto para
indagar en la complejidad de la tarea implicada en el cuestionario y su potencial de

analisis. Se caracterizaron los niveles de Van Hiele en un grupo de 14 estudiantes del
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master de investigacion en Didactica de las Matematicas de la Universidad de Granada
que cursaban la asignatura Didactica de la geometria. ElI grupo era heterogéneo,
incluyendo profesorado en activo de primaria, secundaria y universidad, asi como
recientes egresados/as de los grados de Matematicas y Educacion Primaria. A los sujetos
se les habia presentado el modelo de Van Hiele y el de sentido espacial como referentes
tedricos para la caracterizacion del razonamiento geométrico. Las tareas realizadas en ese
estudio piloto favorecieron que tres participantes manifestaran caracteristicas propias del
Nivel 4, asociadas con la categoria de vision global de las isometrias (ver Tabla 2 del
marco tedrico); el resto de participantes, manifesto caracteristicas propias de los Niveles
1, 2 y 3 asociadas a las categorias que se indican en esa misma tabla. Los resultados
obtenidos en ese estudio son consistentes con los encontrados por Arnal-Bailera'y Manero
(2021).

5.2 Tareas de ensefianza previas al cuestionario

Previamente al cuestionario, como investigador y profesor de la asignatura DM1, el autor
de este TFM disefi0 cuatro tareas de ensefianza que fueron consideradas para la
evaluacion del curso. La finalidad de estas tareas fue homogeneizar los conocimientos de
geometria en los sujetos, por lo que se llevaron a cabo durante el curso DML1. Las cuatro
tareas sirvieron como refuerzo en las competencias matematicas relativas al manejo de
instrumentos de dibujo y en los conceptos basicos de geometria euclidiana. Con las Tareas
1y 2 se pretende activar habilidades de visualizacion como la conservacion de la
percepcién 'y el reconocimiento de relaciones espaciales (paralelismo vy
perpendicularidad, simetria, posicion relativa), para ello se construyeron poligonos
regulares, poliedros y antiprismas. En la Tarea 3 se pretende observar los dos procesos de
visualizacion (VP) y (IFI) descritos por Bishop (1989), que ocurren al trasformar una
imagen ya formada en otra y a partir de la Ultima, extraer informacion visual de ella. Con
esta tarea los sujetos desarrollan su creatividad. Con la Tarea 4 se pretende desarrollar
habilidades de visualizacion como la conservacion de la percepcion y la memoria visual
al aplicar traslaciones, rotaciones y simetrias (isometrias en el plano) a una figura
compuesta por varios elementos geométricos. Ademas, esta tarea permite establecer
conexiones extra-matematicas con elementos artisticos a través de teselaciones y
mosaicos. En el curriculo de la asignatura DM1, estas cuatro tareas juegan el papel de

atender las necesidades y cubrir las carencias de la geometria que se establecieron en los
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principios y estandares del NCTM (2000), relacionados con la capacitacion en el
razonamiento geomeétrico y el sentido espacial. En adicion, sirvieron para contestar el
cuestionario, que fue considerado como instrumento de anlisis para esta investigacion y

se describe en el apartado 5.3 de esta seccion.

5.2.1 Tarea 1. Poligonos regulares

Consiste en construir de forma manual seis poligonos regulares de n lados (n =3, 4, 5, 6,
7,y 8) inscritos en una circunferencia de 3 cm de radio. Se pide encontrar la relacion
existente entre las areas y perimetros de cada poligono con respecto a la circunferencia y
el circulo. Se permite utilizar Iapiz de grafito para resaltar los trazos. Es necesario el uso
de reglay compas. Se dispuso de 1.5 horas de clase para realizar esta actividad y la entrega

fue en una cartulina blanca tamafio A4.
5.2.2 Tarea 2. Poliedros y antiprismas

Consiste en construir de forma manual dos poliedros de base triangular (tetraedro y
octaedro), un antiprisma cuadrangular y un antiprisma hexagonal. Se pide llevar a cabo
la conversion de una figura plana en un cuerpo tridimensional, manteniendo las
dimensiones de 3 cm por lado en todos los tridngulos utilizados. Se permite el uso de
regla, compas y lapiz de grafito para trazar las lineas. Se dispuso de 3 horas de clase para
realizar esta actividad. La entrega de los poliedros y antiprismas fue en fisico, construidos

con cartulina blanca.
5.2.3 Tarea 3. Transformacion de imagen figurativa

Consiste en transformar una imagen figurativa en elementos geométricos para construir
un cuadro. Se permite cualquier material recortable (papel, cartulina, tela, cartdn,
plastico). Se sugiere colocar los elementos compositivos en una distribucidon triangular
en todo el cuadro porque al unirlo con otros cuadros de las mismas caracteristicas, la
distribucion triangular pasara a formar una composicion nueva basada en formas
rectangulares. Esto permitio introducir a los sujetos en las nociones basicas de
teselaciones y mosaicos geométricos. En esta actividad se dispuso de 3 horas de clase, su
entrega fue en una cartulina negra tamafo A4. En la Figura 5 se muestran estas tres tareas

de forma esquematica.
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Tareas de ensefianza previas

1. Paligonos regulares 2. Poliedros y antiprismas 3. Composicidn triangular

Figura 5. Tareas de ensefianza previas al cuestionario. Fuente: Elaboracion propia.

5.2.4 Tarea 4. Construccion de mosaicos geométricos

Esta tarea consiste en elegir una de las cuatro teselas mostradas en la Figura 6 para
construir de forma manual un mosaico de ocho piezas. Cada tesela mide 6 x 10 cm.
Pueden aplicarse isometrias de forma arbitraria. Se permite el uso de regla, escuadra,
cartabdn y compas, asi como un lapiz de grafito para resaltar las lineas de trazo. La
aplicacion de nomenclatura, color o tramas es opcional. Ademas, se debe elaborar un
informe escrito que incluya la interpretacion geométrica de la tesela elegida y del mosaico
construido. La interpretacion geométrica debe escribirse de manera sistematica basandose
en el modelo de VVan Hiele. Para esta tarea se emplearon 6 horas de clase y su entrega fue

en fisico, en una cartulina blanca tamano A4.

Teselas

al b} [4]

Figura 6. Teselas como elemento generador del mosaico. Fuente: Elaboracién propia.

5.3 Cuestionario

El uso de test y cuestionarios ha demostrado ser una herramienta eficaz para analizar el
sentido espacial de los FPEP (Cruz y Ramirez, 2018; Roura y Ramirez, 2021), aun cuando
las capacidades de respuesta de un sujeto se encuentran entre un componente y otro. De

igual manera los cuestionarios disefiados con preguntas abiertas han sido Gtiles para
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evaluar el grado de adquisicion de razonamiento geométrico mediante los niveles de Van
Hiele. En los afios 90 se hicieron esfuerzos por estandarizar un modelo de test que permita
evaluar los niveles de Van Hiele de una forma eficaz. Aplicaron preguntas abiertas
referentes a distintos topicos de geometria, en particular a los poligonos y cuadrilateros
(Crowley, 1989; Gutiérrez y Jaime, 1995; Jaime y Gutiérrez, 1994). En el presente,
todavia se siguen utilizando los cuestionarios como un referente para conocer los niveles
de Van Hiele en FPEP (Arnal-Bailera y Manero, 2021; Baranovic, 2024).

Como investigador y profesor de la asignatura DMII, el autor de este TFM disefid un
cuestionario para considerarlo como instrumento de analisis en esta investigacion, el cual
fue aplicado al final del curso de DMII. En dicho cuestionario se incluyeron preguntas
abiertas y figuras de varios mosaicos con el fin de encontrar la tesela generadora y sus
movimientos realizados. Los mosaicos que se presentan en este cuestionario estan
basados en la Tarea 4, en donde a partir de unatesela y aplicar diferentes movimientos en
el plano los mosaicos se fueron construyendo. EI mosaico nimero 3, que permite
responder a los items 3-6, esta coloreado en diferentes tonos de grises con el fin de
representar la tridimensionalidad. Para su interpretacion, pueden asociarse tres
habilidades de visualizacion como la percepcion de figura y contexto, la conservacion de
la percepcion y la discriminacion visual. También es posible identificar los niveles de
Van Hiele.

Varias preguntas que se incluyeron en el cuestionario, por ejemplo, las de los items 8 y
9, hacen referencia a las habilidades de visualizacién (Componente 4) como la percepcion
de figura y contexto, la conservacion de la percepcion, el reconocimiento de las relaciones
espaciales y la discriminacion visual. El item 1, estd asociado a la habilidad de
discriminacion visual, o el item 2, que se asocia a la habilidad de la memoria visual.
Ademas, permiti¢ identificar las relaciones que existen entre el razonamiento geométrico

(niveles) y el sentido espacial (componentes).

El cuestionario que se muestra en la Figura 7 fue disefiado para identificar los niveles de
Van Hiele y los componentes del sentido espacial que manifestaron los sujetos de la
muestra en esta investigacion. Para los niveles de Van Hiele, se utilizé la propuesta de
Jaime y Gutiérrez (1989) descrita en el marco teorico. El cuestionario fue aplicado en el
aula durante una sesion de clase en el curso DMII, por lo que se dedicaron 1.5 horas para

resolverlo.
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Cuestionario de sentido espacial

1. a) ;Cuadles figuras son congruentes con A? ;Por qué son congruentes?
b) Identifica y sefiala las transformaciones que se han realizado en B, C, D y E con respecto a la figura A.
Justifica tu respuesta,
C D 3

s L] CIF s L 1%

v N1 2N A S Sk

2. a) Dibuja el dado girandolo a: +90° horizontal; -90° vertical; +180° vertical; -45° horizontal; 45° vertical.

b) Dibuja el dado de tres formas diferentes (descomponiendo las caras en el plano con sus puntos
correspondientes).

3. Identifica el elemento generador en cada uno de estos tres mosaicos.

4. Senala los movimientos o transformaciones que se emplearon para generar cada mosaico.
5. Describe las diferencias entre el mosaico 1y 2; entre el 1 y 3; entre el 2 y3.

6. ;Qué relaciones tienen entre ellos?

r - - - -

1)

- - ——— - - —rt — i

7. a) En este mosaico, identifica los hexagonos con una H, los rombos con R, los cuadrados con C, los
poligonos concavos con V, los poligonos estrellados con E.
b) Define las propiedades de cada uno de ellos.

Y . X X — — . Y Y

8. a) Elige un elemento interno del mosaico e identifica su transformacion sefalando con un rotulador: su
centro de giro; su eje de simetria, o sus puntos de traslacion.
b) Describe las propiedades de esta transformacion.
9. a) Identifica y sefala dos transformaciones distintas a la anterior.
b) ;Qué relacién tienen entre ellas?
10. a) Hallar el elemento generador (tesela) del mosaico. ¢como lo has conseguido? Explica.

Figura 7. Cuestionario para evaluar el sentido espacial. Fuente: Elaboracion propia.
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5.4 Categorias para el andlisis del cuestionario

Con el fin de contrastar la teoria clésica de Van Hiele con las nuevas directrices
curriculares que presenta en la actualidad el sentido espacial, se establecieron categorias

para ambos modelos.

Las categorias para el modelo de VVan Hiele son las mismas que fueron establecidas en la
propuesta de Jaime y Gutiérrez (1989) descrita en el marco teorico (Tabla 2). En la Tabla
4 se han agregado las siglas correspondientes a cada categoria para facilitar el analisis.
IVI, REF y RDF, estan asociadas con el Nivel 1, que es el reconocimiento de figuras
estaticas y dindmicas (isometrias). DEE, se asocia con el Nivel 2, que es el descubrimiento
experimental al practicar las isometrias en el plano. DER, JPR, DFRT y DI, estan
asociadas con el Nivel 3, en el que se exigen deducciones, definiciones y justificaciones
de propiedades de las isometrias, asi como su descomposicion para describir las partes
que las integran. VGI, DFP y EGR, se asocian al Nivel 4, que corresponde con la vision
global de las isometrias en conjunto y la demostracion formal de sus propiedades.

Tabla 4. Modelo de Van Hiele aplicado a isometrias (Jaime y Gutiérrez, 1989, p. 133)

Nivel Categoria Caracteristicas

VI Identificacion visual de traslaciones, rotaciones y simetrias estaticas.
Nivel 1 REF Reconocimiento estatico. Identificacion de figuras isométricas.

RDF Reconocimiento dindmico (movimiento realizado automaticamente).
Nivel 2 DEE Descubrimiento experimental de elementos /propiedades de isometrias.

DER Deduccién experimental de relaciones y propiedades de las isometrias.
Nivel 3 JPR Just_ifi_ca_xcién de propiedades_y relacio_nes ya _conocidas.

DFRT Definicion formal de traslacion, rotacién y simetria.

DI Descomposicion de isometrias.

VGI Vision global de las isometrias planas.
Nivel 4 DFP Demostracion formal de sus propiedades. _ _

EGR En la estructura grupal se toma en cuenta las relaciones existentes entre

las isometrias que son generalizadas.

Las categorias para el modelo del sentido espacial, fueron establecidas con base en lo
descrito en el marco tedrico (Tabla 3). Se conformaron tras la prueba piloto, considerando
tanto la resolucién de expertos como la de los estudiantes analizados. Estas categorias
permiten evaluar los cuatro componentes y se desglosan en la Tabla 5. FGM esta asociada
con el Componente 1 (Conocimiento de caracteristicas y propiedades de las formas y

figuras). FAC y EGM se asocian al Componente 2 (Establecer relaciones geométricas
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entre las figuras). RMT, TFA y DRP estan asociadas con el Componente 3 (Ubicacion y
movimientos que se pueden realizar con las formas y figuras). VIC y RIM integran en
una visualizacion global las imagenes generadas (mosaicos, patrones, nuevas formas y
figuras geomeétricas), estan asociadas a las habilidades de discriminacion visual,

percepcion de la figura-contexto y las relaciones espaciales.

Tabla 5. Categorias para el analisis del cuestionario (modelo de sentido espacial)

Componente Categoria Descripcion
Componente 1 EGM Identifico/sefialo las figuras geométricas en los mosaicos y/o
(Reconocimiento) definio sus propiedades.
Componente 2 FAC Ident@f!c@/seﬁalé las figuras congruentes del |’_tem 1a).
. EGM Identificd el elemento generador de los mosaicos y/o sus
(Relaciones) -
movimientos.
RMT Describi6 relaciones /movimientos de teselas con centro de
Componente 3 giro, _vgctor, ejes. . . ,
(Movimientos) TFA Id_ent_lflco las transformamqnes en las flgurag del item 1b).

DRP Dibujo los dados con rotaciones /Transformo los dados en el
plano (6 caras).

VIC Mostré habilidades de visualizacion como la conservacion de
la percepcion: reconocid que en las isometrias las figuras no
cambian su forma o tamafio, aunque cambien de posicion.
Dibujo6/sefialé distintas isometrias a la vez, con su centro de

Componente, 4 ?Eilr;)éioineggsulo, ejes de simetria, vectores, y explico sus
(Visualizacion) RIM Mostr6 habilidades de visualizacién como el reconocimiento

de relaciones espaciales  (equidistancia,  simetria,
perpendicularidad, posicion relativa). Describid/justifico
adecuadamente las diferencias/relaciones de las isometrias en
los mosaicos con argumentos geométricos y matematicos.

Como investigador y profesor de la asignatura DMII, el autor de este TFM realizé el
analisis del cuestionario tras consensuar las categorias de andlisis con profesorado experto

en sentido espacial.
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6. RESULTADOS

Previamente a la descripcion de los resultados del cuestionario, también se describe en
esta seccion el rendimiento de las tareas de ensefianza como elemento descriptivo de la
muestra. En lo que respecta al instrumento de analisis (cuestionario), fue analizado con
el modelo de sentido espacial para identificar los componentes y caracteristicas que
manifestaron los sujetos. También se hizo un anélisis de este cuestionario con el modelo
de Van Hiele aplicado a isometrias para identificar los niveles alcanzados por los sujetos,
y para encontrar las relaciones existentes entre los componentes y niveles de ambos

modelos.

6.1 Rendimiento de las tareas de ensefianza previas al cuestionario.

Para conocer el rendimiento de las Tareas 1-3 se establecieron las categorias de la Tabla
6. Se consideraron dos niveles de rendimiento en cada tarea (Alto y Bajo). Las categorias
HIPR e HIPA corresponden con entregas correctas y completas, TEG al ser una actividad
manual en la que la mayoria mostré predisposicién fue considerada de rendimiento alto.
DIG corresponde con los sujetos que tenian dificultades para dibujar las figuras de forma
manual y DTG con los sujetos que no comprendieron esta actividad, por lo que, ambas se

consideraron de bajo rendimiento.

Tabla 6. Categorias para el rendimiento de las Tareas 1-3

Categoria Descripcion

Mostro habilidad con instrumentos geométricos y complet6 sin fallos los
dibujos de poligonos regulares.
Mostr6 habilidad con instrumentos geométricos y completé sin fallos los

HIPR

HIPA Lo . e
dibujos y cuerpos de poliedros y antiprismas.

TEG Transformé adecuadamente la imagen figurativa en elementos geométricos y
construy6 un cuadro geométrico.

DIG Dificultades con instrumentos geométricos / cometié muchos fallos.

DTG Dificultades en la transformacion geométrica. No comprendi6 el concepto.

En la Tabla 7 se muestra el rendimiento de las Tareas 1-3. En la Tarea 1, se observo que

el 57 % de los sujetos presentaron dificultades al elaborar los poligonos inscritos en la
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circunferencia. En la Tarea 2, al 68 % de los sujetos se les dificultd el trazado de los
antiprismas en el plano y construir los poliedros. En cambio, en la Tarea 3, solo el 9 %
de los sujetos no transformd correctamente la imagen figurativa. La libertad de accion en
esta tarea condujo a los sujetos a mostrar mayor predisposicion con los materiales
recortables, comparandola con el rigor del dibujo técnico en las actividades anteriores.
Mas del 50 % de los sujetos manifestd no haber utilizado los instrumentos de dibujo salvo
durante su etapa escolar en Educacion Secundaria. Con base en los resultados obtenidos,
el rendimiento de la Tarea 3 fue alto, mientras que, el de las Tareas 1 y 2 se considera que
fue bajo. En la Figura 8 se muestran ejemplos de las tareas realizadas. En la Figura 9 se
aprecia una combinacion de cuadros formando un pequefio mosaico de cuatro piezas que
se unen con mitades de retrato en los extremos. Esta combinacion de cuadros se realizd

durante una clase con el fin de introducir el concepto de teselaciones y mosaicos.

Tabla 7. Rendimiento de las Tareas 1-3

Tarea i Rendim_iento Difif:ultades
Categoria N°sujetos % Categoria %
Tarea 1 HIPR 23 43 % DIG 57 %
Tarea 2 HIPA 17 32% DIG 68 %
Tarea 3 TEG 49 91 % DTG 9%

Poligonos regulares, poliedros y antiprismas

Figura 8. Tareas manuales de poligonos regulares y cuerpos geométricos.

Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMI.
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Transformacion figurativa en elementos geométricos

Figura 9. Tarea manual: transformacion de imagenes figurativas en elementos geométricos.

Fuente: elaboracion de estudiantes de DMI.

Para conocer el rendimiento de la Tarea 4, se establecieron las categorias de la Tabla 8.
Se consideraron tres niveles de rendimiento: Alto, Medio y Bajo, porque de esta manera
es posible observar las deficiencias y las aptitudes de los sujetos, y establecer nuevas
acciones para atender sus necesidades y superar esas carencias. Cuando el nimero de
sujetos que supera una categoria es mayor que 40, el rendimiento es alto (Alto > 75 %).
Rendimiento medio, cuando el nimero de sujetos que supera una categoria esta entre 27
y 40 (50 % < Medio < 75 %). Rendimiento bajo, si el nimero que supera una categoria

es menor que 27 (Bajo < 50 %).

Tabla 8. Categorias para el rendimiento de la Tarea 4. Construccion de mosaicos

Categoria Descripcion

PGT Sefial6 / identificd y describid propiedades de figuras geométricas en las teselas.

CTT Utilizo color o tramas para distinguir elementos geométricos en las teselas.

PNE Sefialé / identifico y describid propiedades y relaciones interfigurales de las
nuevas formas y figuras generadas en el mosaico.

MDT Realiz6 movimientos distintos a la traslacion con las teselas.

CT™M Utilizé color/tramas para distinguir nuevos elementos geométricos en el mosaico.

EIM Defini6 / explico las isometrias aplicadas en los mosaicos.
Mostr6 habilidades de visualizacién como la conservacion de la percepcion:

VIG reconocio que en las isometrias las figuras no cambian su forma o tamafio
aungue cambien de posicidn. Visualizé de forma global las isometrias en los
mosaicos, construyd patrones y nuevos elementos interfigurales.

DEI Mostré habilidades de visualizacion como el reconocimiento de relaciones

espaciales: equidistancia, simetria, perpendicularidad, posicion relativa.
Demostro las propiedades de las isometrias / Identificd relaciones existentes
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Las categorias PGT y CTT estan asociadas con el reconocimiento estatico e identificacion
de figuras isométricas. PNF, MDT y CTM se asocian con el descubrimiento experimental
de elementos geométricos y propiedades de las isometrias. EIM es asociada con la
definicion formal de traslacion, rotacion y simetria. VIG fue asociada con la vision global
de las isometrias planas y su estructura grupal o generalizada. DFI se asocia con la

demostracion de propiedades de las isometrias e identificacion de relaciones existentes.

En la Tabla 9 se muestra el rendimiento de esta tarea. Aqui se observa que el menor
porcentaje (5,5 %) ocurre porque solamente tres sujetos supieron definir y explicar las
propiedades de las isometrias aplicadas en los mosaicos. La aplicacion de color en las
teselas y los mosaicos era opcional por lo que CTM obtuvo un rendimiento medio (65
%). En la visualizacion global (VIG), veinticinco sujetos construyeron mosaicos
aplicando més de dos movimientos, identificaron patrones mediante el color y
encontraron nuevos elementos interfigurales. Sin embargo, el rendimiento de esta
categoria fue bajo (46 %). En esta tarea no fue requerida la demostracion formal de las
isometrias por considerarse inapropiada para que pudieran desarrollarla los FPEP, por

esta razon la categoria DFI no fue considerada para el rendimiento de la tarea.

Tabla 9. Rendimiento de la Tarea 4 por categorias

N° de sujetos Rendimiento

Categoria gue la superaron (%)

PGT 53 98 %
CTT 52 96 %
PNE 53 98 %
MDT 48 89 %
CT™M 35 65 %
EIM 3 55%
VIG 25 46 %
DFI 0 0%

La creacion de mosaicos fue a partir de traslaciones, rotaciones y simetrias. EIl uso de
color, tramas y nomenclatura para distinguir los elementos geomeétricos en las teselas,
facilité la interpretacion para escribir sus reportes. La isometria mas simple para ser
utilizada es la traslacion, pero con ésta no se logran los patrones para los que se han
disefiado las teselas. En cambio, una reflexion o una rotacion producen simetrias con las
que pueden generarse disefios simétricos y armoniosos. La policromia aplicada, en las

teselas (Figura 10), ademas de proporcionar un valor estético, permitid identificar nuevas
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formas y figuras, establecer patrones y simetrias en los mosaicos, y distinguir los

movimientos realizados.

Teselas con color

Figura 10. Teselas coloreadas. Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMI.

En los mosaicos que se aplicaron isometrias y colores arbitrarios se encontraron formas
y figuras irregulares que podrian sugerir abstracciones geométricas. Las repeticiones de
mosaicos eran de esperarse debido a que solamente habia cuatro modelos de teselas,
comparando con el nimero de sujetos que habia en la muestra. Sin embargo, la variedad
de aplicaciones del color en diferentes zonas sugiere que cada uno de los disefios sea

considerado como una pieza auténtica, como puede apreciarse en la Figura 11.

Mosaicos geométricos

Figura 11. Mosaicos coloreados. Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMI.

Los rendimientos obtenidos en estas cuatro tareas podrian considerarse como un
indicativo sobre la necesidad de crear propuestas de este tipo para el desarrollo de las
competencias matematicas en el alumnado. La Tarea 3 permitié identificar una mayor
predisposicion hacia las précticas manuales que involucran aspectos creativos con
margenes de libertad para su elaboracién, comprarandola con las Tareas 1y 2, cuyo grado
de precision es necesario en las figuras planas para conseguir su transformacion a los
cuerpos tridimensionales. El hecho de que en estas dos tareas el rendimiento se encuentre
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por debajo del 50 %, indica la necesidad de establecer nuevas acciones y propuestas para
intentar superar las dificultades que se presentaron. En su mayoria fueron atribuidas a la
falta de precision en los trazos debido a no tener suficiente experiencia con el uso de los
instrumentos geomeétricos, como el compas y las escuadras. El rendimiento en la Tarea 4,
ademas de contribuir al desarrollo de las competencias procedimentales, permitié que los
sujetos desarrollaran habilidades de visualizacion espacial. La aplicacion de las
isometrias para construir mosaicos, permitio desarrollar caracteristicas del Componente
3 del modelo de sentido espacial, que corresponde con la ubicacién y movimientos en el
plano. La interpretacion geométrica de la tesela en forma sistematizada basandose en el
modelo de Van Hiele, permiti6 identificar que el nivel en que se encuentran los sujetos
oscila entre el Nivel 2 y 3, relacionados con el analisis y la deduccion informal. EI hecho
de que ningun sujeto haya superado la categoria DFI y que tan sélo tres sujetos hayan
superado la categoria EIM, ambas relacionadas con las propiedades y demostracion
formal de las isometrias, indica la necesidad de establecer nuevas acciones y propuestas
de tareas que conduzcan a la superacion de estas dificultades, causadas quizas por la

escasa formacion en geometria que los FPEP han recibido durante sus estudios previos.

6.2 Analisis del Cuestionario (modelo del sentido espacial)

Como investigador y profesor de la asignatura DMII, el autor de este TFM realizo el
analisis del cuestionario utilizando como triangulacion la interpretacion de las categorias

por lo estudiantes participantes en la prueba piloto.

En la Tabla 10 se muestra el nimero de respuestas acertadas y respuestas erréneas de la
aplicacion del cuestionario. Se consideraron como como fallos las preguntas parcialmente
respondidas, con errores, 0 con manifestacion de dificultades en la respuesta, y no
respondida (N/R) a las preguntas que dejaron en blanco. Los items 7 a) y 7 b) fueron
asociados con el Componente 1 del modelo de sentido espacial (reconocimiento de
figuras y elementos geomeétricos). Estos dos items se asocian a este componente porque
unicamente se pretende que el sujeto identifique y sefiale figuras geométricas e indica las
propiedades de cada una. Los items 1 a), 3, 10 a) y 10 b) se asociaron con el Componente
2 (establecer relaciones entre las figuras) debido a que el item 1a) permite que el sujeto
relacione las figuras mostradas para saber si son congruentes o no. El item 3 permite ver

la relacion de las figuras en conjunto para determinar un solo elemento generador del
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mosaico, lo mismo sucede con los items 10 a) y 10 b), salvo que, en este ultimo se pide
al sujeto explicar como encontr6 el elemento generador. Los items 1 b), 2 a), 2 b), 4, 5,
6, 8 a), 8 b) se relacionaron con el componente 3 (ubicacién y movimientos), porque
permiten que el sujeto identifique y reconozca las isometrias establecidas en las figuras y
en los mosaicos. Finalmente, los items 9 a) y 9 b) se asociaron con el Componente 4
(visualizacion). Se espera que en estos dos items el sujeto tenga desarrolladas las
habilidades de visualizacion para poder responderlos.

En la Tabla 10 se observa que el mayor nimero de respuestas en blanco fue para los items
8 b) y 9 b), que corresponden con el establecimiento de relaciones entre las isometrias.
Esto puede ser debido a la falta de comprensién en los conceptos de las isometrias o
posiblemente a que los sujetos lo hayan olvidado y no supieran qué responder. Solamente
un sujeto respondié correctamente el item 9 b) y cinco sujetos mas lo respondieron, pero
de manera incorrecta. En la relacién entre preguntas acertadas con respecto a las
preguntas respondidas se observé que el valor més bajo (0.07) ocurre con el item 6,
encontrar las relaciones entre los mosaicos. En este caso, solamente 4 sujetos
respondieron correctamente y 48 respondieron de manera errénea. En el caso contrario,
los valores mas altos (0,94 y 0,91) ocurren con los items 7a) y 7b), que estan relacionados
con la identificacion y el reconocimiento de figuras geométricas. Después le siguen los
valores (0,85 y 0,8) correspondientes a los items 2a), 1a) y 8a), relacionados con las

transformaciones y los movimientos.

Tabla 10. Respuestas al cuestionario

item Aciertos  Fallos N/R Aciertos/Respondida

la 42 10 2 0,80
1b 21 28 5 0,43
2a 45 8 1 0,85
2b 38 10 6 0,79
3 26 26 2 0,50
4 14 37 3 0,27
5 9 41 4 0,18
6 4 48 2 0,07
7a 48 3 3 0,94
7b 42 4 2 0,91
8a 40 10 4 0,80
8b 10 15 29 0,40
9a 24 8 22 0,75
9b 1 5 48 0,16
10a 23 25 6 0,48
10b 11 18 25 0,38
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En la Figura 12 se muestra la manifestacion de los sujetos en cada una de las categorias
de los cuatro componentes. En gris, se identifican tres sujetos (E15, E20 y E25) que se
manifestaron en la Unica categoria del Componente 1. En rosa, dos sujetos (E3 y E27) se
manifestaron en las categorias de los Componentes 1 y 2. En violeta, un sujeto (E38) se
manifestd en los Componentes 1 y 3. En naranja, un sujeto (E49) se manifestd en los
Componentes 2 y 3. En amarillo, 25 sujetos se manifestaron en las categorias de los
Componentes 1, 2 y 3, y en verde, 24 sujetos se manifestaron en las categorias de los

Componentes 1, 2, 3y 4.

C-1 c-1 C-3 -4
FGM FAC EGM FMT TFA DEP VIC FIN
El a =] =
E2 = =! ° a a
E3 =] o
E4 a3 o a a
E5 L] o [=] [=]
Es =] o =] a (=] a3
E7 L] o [ [=] [=]
EB a @ a a
Eo a -] (-] a a
Elfd a -] a o a
Ell -] a o =}
El2 a3 a o a
El3 =] o a L] =] @
El4 a a a o -]
Elj o
Elé a o @ a a
El7 -] o a o (-] -
EiR a (-] a =3 a
ElZ a -] a =3 a
El =
E1l a a a o a
E12 a o a o a
El3 L] [ a o [=]
El4 L] [ [=] [=]
El5 =
El§ = = a -3 a
EIT a -]
ElR a -] (-] a =3 a
EX a3 o a a
Eil a =] -] a a a
E3l a o a a o a
E32 =] o =] a (-
E33 a o @ a o a
E34 -] o a L] (-] -
E35 a -] (-] a o =} a o
Eif -] -] (-} a o =}
E37 a -] (-] a =3 a
Eig | = o s
Eid a o a a -]
EAD a o a a a a
E41 L] o [ [=] o [=]
E42 = o a
E43 =] o =] a L] (=] (-
E44 -] o @ a (-] -
E45 a -] (-] a o =3 a
EAf a3 o a o a
E47 a3 =] o a
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Es1 = = a
E33 a o @ a o a
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Figura 12. Manifestacion de los sujetos en cada categoria de los cuatro componentes.

Fuente: Elaboracion propia.
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Con base en la Figura 12, se observa que las Unicas combinaciones de respuestas por
categoria fueron: (C-1), (C-1y C-2), (C-1y C-3), (C-2y C-3), (C-1,C-2y C-3) y (C-1,
C-2, C-3y C-4), pero no se presentaron otras combinaciones como (C-2y C-4) o (C-3y
C-4). Estos resultados indican que la manifestacion en los componentes no es

acumulativa.

Para los propdsitos de este TFM, se asume que la manifestaciéon de un Componente
implica que los sujetos al menos hayan manifestado caracteristicas en una de sus
categorias, por lo que, con base en la Figura 12, se observa que 53 sujetos manifestaron
el Componente 1. EI Componente 2, lo manifestaron 48 sujetos. EI Componente 3, fue
manifestado por 49 sujetos, y en el Componente 4 se manifestaron 24 sujetos. El hecho
de que solamente tres sujetos manifestaran caracteristicas de los Componentes 1y 2, y
que tres sujetos manifestaran solamente caracteristicas del Componente 1, puede ser
debido a los errores cometidos por no haber comprendido las preguntas planteadas en el
cuestionario, porque sus respuestas fueron fallidas, o porque no las respondieron. En la

Tabla 11 se muestra un resumen de la manifestacion de componentes por categoria.

Tabla 11. Componentes del sentido espacial manifestados con el cuestionario

N° de Sujetos ~ N° de sujetos Porcentaje de
Componente Categoria que _Que su!etos que
manifestaron  manifestaron el manifestaron el
la categoria componente componente
Compone_nte_ 1 FGM - e3 58 0%
(Reconocimiento)
Componente 2 FAC 41 .
(Relaciones) EGM 30 48 89 %
Componente 3 RMT 44
(MO\?imientos) TFA 21 49 91 %
DRP 46
Componente 4 VIC 24 .
(Visualizacion) RIM 1 24 55 %

Estos resultados parecen evidenciar la posible influencia que tuvieron las tareas de
ensefianza que se realizaron previamente. La Tarea 4, por ejemplo, en la que aplicaron
diferentes isometrias para construir un mosaico, condujo a 49 sujetos (91 % de la muestra)
a manifestar el Componente 3, relativo a la ubicacion y movimientos en el plano. El hecho
de que 24 sujetos (55 % de la muestra) hayan manifestado la categoria VIC y solamente
un sujeto haya manifestado la categoria RIM del Componente 4, indica que estos sujetos

desarrollaron habilidades de visualizacion como la percepcion de figura-contexto, y
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conservacion de la percepcion. Ademds, un sujeto desarrolldo habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales. Esto llama la atencion para crear nuevas
acciones y propuestas que contribuyan en la manifestacion de la ultima categoria
establecida. La razon por la que solamente tres sujetos hayan podido manifestar el
Componente 1 y unicamente dos sujetos hayan manifestado los Componentes 1y 2, puede
ser debido a diferentes factores como las dificultades observadas en las tareas de
ensefianza, que no las hayan realizado, que no hayan comprendido las preguntas del
cuestionario y por tanto que no las hayan respondido adecuadamente. Al ser el
investigador el profesor de la asignatura y conocer a los sujetos de la muestra, podria
decirse que estos sujetos son casos de estudiantes con bajo rendimiento académico en la

clase, 0 que no asistieron a todas las sesiones de las tareas de ensefianza.

6.3 Analisis del Cuestionario (modelo de Van Hiele aplicado a isometrias)

Con base en la Tabla 10 del apartado anterior, para analizar el cuestionario con el modelo
de Van Hiele aplicado a isometrias, los items 1 a), 1 b), 7 a), 7 b) y 10 b) fueron
clasificados con el Nivel 1. Este nivel estd asociado con la identificacion visual de
isomerias y reconocimiento de figuras estaticas y dindmicas. Los items asociados con este
nivel permiten que el sujeto identifique y defina las propiedades de las figuras
geométricas establecidas de forma independiente y que identifique las figuras con las que
se produce una isometria en el interior del mosaico. Los items 2 a), 2 b), 3 y 10 a) fueron
asociados con el Nivel 2, que es el descubrimiento experimental y las propiedades de las
isometrias. Aqui, los items 2 a) y 2 b) permiten al sujeto experimentar con rotaciones de
los dados y encontrar la tesela generadora de los mosaicos para responder a las preguntas.
Los items 4, 5, 6, 8 a), 8 b) y 9 a), se asociaron con el Nivel 3 (propiedades, definicién y
descomposicion de las isometrias). Aqui los items indican al sujeto que identifique al
menos una isometria en el mosaico, a la que pueda definir y descomponer en partes y
describir sus propiedades. Finalmente, los items 9 a) y 9 b) se asociaron con la categoria
VGI (Visidn Global de las Isometrias) del Nivel 4. Esta categoria fue establecida en la
propuesta de Jaime y Gutiérrez (1989) que se describié en el marco teoérico. En este
analisis, VGI fue asumida como un conocimiento general de las cuatro isometrias
conocidas: traslacion, rotacion, simetria axial y simetria central. Aqui, el sujeto debe ser
capaz de identificarlas, representarlas, describirlas y definir sus propiedades. El item 9 a),

pide al sujeto identificar al menos dos isometrias diferentes a la que ya ha identificado,
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definido y descrito anteriormente en el item 8 a). En adicion, el item 9 b), pide al sujeto

establecer la relaciones entre todas las isometrias que ha identificado previamente.

Las categorias DFP (demostracién formal de propiedades de las isometrias) y EGR (en la
estructura grupal se toma en cuenta las relaciones existentes entre las isometrias que son
generalizadas) requieren un conocimiento muy amplio en matematicas, por esta razon,

las respuestas de los FPEP no se manifestaron en estas dos categorias.

Para los propdsitos de este TFM, se asume que alcanzar un Nivel de Van Hiele implica
que los sujetos al menos hayan manifestado caracteristicas en una de sus categorias, como
se muestra en la Figura 13. En color gris, se identifica la manifestacion de dos sujetos
(E3 y E27) en las categorias del Nivel 1. En rosa, 14 sujetos manifestaron las categorias
de los Niveles 1y 2. En amarillo, 35 sujetos manifestaron las categorias de los Niveles 1,
2y 3,y en verde, 3 sujetos manifestaron las categorias de los Niveles 1, 2, 3y 4. Al ser
el modelo de VVan Hiele jerarquico, se asignaron colores a cada nivel, siendo el color verde
el maximo nivel alcanzado. En todos los casos, salvo con el sujeto E15, alcanzar un nivel

implicaba haber alcanzado los niveles anteriores de manera acumulativa.

En total, 53 sujetos alcanzaron el Nivel 1 y 52 alcanzaron el Nivel 2. EI Nivel 3, fue
alcanzado por 38 sujetos y el Nivel 4, lo alcanzaron Unicamente 3 sujetos. El hecho de
que solo tres sujetos hayan alcanzado el Nivel 4, es debido a que la categoria VGI no
establece explicitamente la demostracion formal, como si lo hace la categoria DFP. En
este cuestionario no se exigio la demostracion formal de las propiedades y caracteristicas
de las isometrias, por lo que, ningun sujeto manifestd caracteristicas de DFP. Tampoco
manifestaron caracteristicas de la categoria EGR, como era de esperarse, porque los

sujetos de la muestra no son especialistas en matematicas.
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Figura 13. Manifestacion de los sujetos en cada categoria de los cuatro niveles.

Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 12 se muestra un resumen de los niveles alcanzados y la manifestacion de los

sujetos en cada categoria.
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Tabla 12. Niveles de Van Hiele alcanzados con el cuestionario

N° de Sujetos

N° de sujetos Porcentaje de
. . que .
Nivel Categoria . que alcanzaron sujetos que alcanzaron
manifestaron . .
. el Nivel el Nivel
la categoria
Nivel 1 VI 41
(Reconocimiento REF 51 53 98 %
estatico / dindmico) RDF 14
Nivel 2
(Descubrimiento DEE 52 52 96 %
experimental)
Nivel 3
(Propiedades / ?FLEIE g
Definicion / 38 70 %
. DFRT 7
Relaciones de
. . DI 37
isometrias)
Nivel 4
(Visualizacion global / VGI 3
Demostracion formal / DFP 0 3 55 %
Relacion grupal de EGR 0
isometrias)

Estos resultados revelan que los mayores porcentajes se encuentran entre los Niveles 1y
2y que 38 sujetos (70 % de la muestra) se encuentran en el Nivel 3. Tan solo tres sujetos
(5,5 %) manifestaron caracteristicas de la categoria VGI, relativa a la vision global de las
isometrias, por lo que, segun lo establecido para el andlisis de este estudio, estos sujetos
se encuentran en el Nivel 4 por haber manifestado al menos una de las categorias
establecidas. La manifestacion en esta categoria consistid en haber identificado,
representado, descrito y definido las propiedades de al menos tres isometrias diferentes
que se encuentran ocultas y distribuidas implicitamente en un mosaico, por lo que, se
asume que los sujetos han mostrado tener la capacidad y un conocimiento global de las
isometrias como para identificarlas y diferenciarlas, aun cuando se encuentran ocultas y

distribuidas formando parte de un solo conjunto en el plano.

La demostracion formal no estuvo incluida en los items del cuestionario por considerarla
inapropiada para los sujetos de la muestra (son FPEP y no especialistas en matematicas),
y esta es la razén por la que ningln sujeto manifestd caracteristicas de las categorias DFP
y EGR. El hecho de que solamente dos sujetos hayan podido alcanzar inicamente el Nivel
1, podria ser por tratarse de un caso particular en el que los sujetos tienen bajo rendimiento
académico en la clase, o porgue no asistieron a todas las sesiones cuando se llevaron a
cabo las tareas. La razon por la que sélo 14 sujetos hayan alcanzado el Nivel 2, puede ser

debido a diferentes factores como las dificultades que se observaron en las tareas de
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ensefianza, que no hayan comprendido las preguntas del cuestionario y, por tanto, que no

las haya respondido adecuadamente.

6.4 Errores y dificultades

En este apartado se comenta algunos errores y dificultades encontradas al responder el
cuestionario, no se consideraron como categorias de investigacion, pero si aportaron
informacidn importante para la caracterizacion del razonamiento geométrico y sentido
espacial de los sujetos. Los errores y dificultades mas comunes fueron identificar las
isometrias y los elementos interfigurales. Se encontré que diez sujetos confundieron los
movimientos de traslacion con una simetria axial. Tres sujetos identificaron el cuadrado
como un rombo y lo etiquetaron como un poligono céncavo. El hexadgono que se
encuentra entre los poligonos estrellados fue etiquetado como un rombo por cuatro

sujetos, como se muestra en la Figura 14.

Errores y dificultades
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Figura 14. Errores al identificar isometrias y elementos interfigurales en el mosaico.

Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMII.

Otro error que se encontrd fue visualizar las figuras del item 1a), que consiste en
identificar las figuras congruentes. En las respuestas escritas, indicaron que todas eran
congruentes, pero Unicamente dos de ellas lo son. Una dificultad comdn fue visualizar y
dibujar los dados al hacer las rotaciones. La representacion tridimensional mediante un
dibujo manual, tiene sus complicaciones, aunado a la descomposicion de las seis caras

del dado para transformarlo en una figura plana, como puede apreciarse en la Figura 15.

Errores y dificultades

1/‘

Y 4

Figura 15. Errores y dificultades al girar los dados.

Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMI|I
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Al encontrar el elemento generador de los mosaicos, 26 sujetos sefialaron las estrellas o
pequefios fragmentos de las figuras internas. El elemento generador es el mismo para los
tres mosaicos, sin embargo, hay una clara diferencia en los movimientos realizados con
la tesela para construirlos, no obstante, a 41 de los sujetos les resulto dificil distinguir
estas diferencias, sus argumentos no estuvieron bien planteados en las respuestas escritas.

La Figura 16 muestra algunos ejemplos de estos errores.

Errores y dificultades

Figura 16. Dificultades para identificar el elemento generador de los mosaicos.

Fuente: Elaboracion por estudiantes de DMII.

De manera general, la variedad de aciertos y errores podria ser la razon por la que los
sujetos manifestaron caracteristicas de un componente y no de otro o de un nivel y no de
otro. Las tareas previas de ensefianza tuvieron la finalidad de homogeneizar los
conocimientos geométricos de todos los sujetos de la muestra, sin embargo, los errores
detectados revelan que la asimilacion de los conocimientos no fue homogénea. Esto puede
comprobarse facilmente, por ejemplo, hubo quienes identificaron correctamente las
isometrias, pero no reconocieron correctamente los elementos geométricos de los

mosaicos, 0 no supieron cdmo establecer relaciones entre las isometrias.

6.5 Relaciones entre razonamiento geométrico y sentido espacial

El analisis del cuestionario con los modelos descritos en el apartado anterior, permitio
determinar las relaciones entre razonamiento geométrico y sentido espacial. Ambos se

encuentran estrechamente ligados con la ensefianza-aprendizaje de la geometria.

El modelo de Van Hiele estd basado en cinco niveles progresivos de razonamiento que
dependen mas de la instruccidn recibida que de las edades y nivel educativo de los sujetos.
Permite planificar las fases de ensefianza en cada nivel conforme el sujeto avanza en el

nivel inmediato anterior. EI modelo de sentido espacial se enfoca en el concepto de
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habilidades de visualizacion para reconocer, manipular, relacionar y hacer
transformaciones de las formas en el espacio. Se basa en cuatro componentes, de los
cuales, uno de ellos actia como componente integrador de los otros tres. En este modelo,
los sujetos pueden desarrollar habilidades de visualizacién en cualquiera de sus tres
componentes. EI modelo Van Hiele se fundamenta en una teoria consolidada hace
aproximadamente medio siglo. Las propuestas del modelo del sentido espacial

comenzaron hace apenas una década.

Con base en los resultados obtenidos y para responder a las preguntas de investigacion,
las relaciones existentes entre el modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele

aplicado a isometrias y el modelo de sentido espacial, se describen de la siguiente manera:

1) Sujetos con nivel bajo de Van Hiele. Solamente dos sujetos (E3 y E27)
identificados con color gris en la Figura 13, alcanzaron Unicamente el Nivel 1,
que corresponde con el reconocimiento estatico y dindmico de las figuras que
componen las isometrias en el mosaico proporcionado en el cuestionario. Estos
sujetos se caracterizan porque la capacidad que mostraron en esta prueba
solamente les permite reconocer, identificar y describir las propiedades de figuras
geométricas. Estos mismos sujetos en el sentido espacial manifestaron el
Componente 1y solamente la categoria FAC del Componente 2, que corresponde
con la identificacion de figuras congruentes del item 1 a), asociado con la
habilidad de conservacion de la percepcion. Por lo que, en el modelo de sentido
espacial estos dos sujetos se caracterizan por su capacidad para reconocer,

identificar y describir las propiedades de figuras geométricas.

2) Sujetos con niveles intermedios de Van Hiele. Los 14 sujetos que lograron
alcanzar el Nivel 2, identificados con color rosa en la Figura 13, se caracterizan
por la capacidad que mostraron en el descubrimiento experimental de los
movimientos en el plano, esto es, por su capacidad de identificar diferentes
isometrias. Estos 14 sujetos, en su mayoria, manifestaron caracteristicas de los
Componentes 1, 2 y 3 en el modelo de sentido espacial, donde se caracterizan por
tener capacidad de ubicacidn, relacionar figuras y reconocer los movimientos en
el plano. Solamente tres de estos sujetos (E15, E20 y E25) identificados con color
gris en la Figura 12, se caracterizan por su capacidad de reconocer y describir

figuras geométricas al manifestarse unicamente en el Componente 1. El Nivel 3
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3)

fue alcanzado por 35 sujetos, identificados con color amarillo en la Figura 13, los
cuales, se caracterizan por su capacidad para establecer relaciones, descomponer
isometrias en sus partes y definir sus propiedades. En el sentido espacial se les
caracteriza por tener habilidades de visualizacion como la percepcion de figura-
contexto, la conservacion de la percepcion y la memoria visual. EI hecho de que
en ambos modelos un gran ndmero de sujetos hayan alcanzado el Nivel 3 y
manifestado el Componente 3, puede ser atribuido a la influencia que tuvo la

realizacién de la Tarea 4, concerniente a la construccion de mosaicos.

Sujetos con nivel alto de Van Hiele. En el Nivel 4, solamente tres sujetos (E23,
E44 y E54) identificados con color verde en la Figura 13, se manifestaron en una
de las tres categorias (en VGI). Estos sujetos se caracterizan por haber adquirido
un conocimiento global de las cuatro isometrias que se estudiaron en el curso.
Ademas, por su capacidad de identificarlas, representarlas, describirlas y definir
sus propiedades, incluso cuando se encuentran ocultas y distribuidas en un
conjunto como es el caso de un mosaico. Esta categoria fue establecida en la
propuesta de Jaime y Gutiérrez (1989) como Vision Global de las Isometrias
(VGI), asumida en este analisis como un conocimiento global de las cuatro
isometrias conocidas. En el modelo de sentido espacial estos tres sujetos
manifestaron los Componentes 1, 2, 3 y 4, por lo que se caracterizan por tener
habilidades de visualizacion como la percepcién de figura-contexto, la
conservacion de la percepcidn, la memoria visual, y el reconocimiento de

relaciones espaciales. La Tabla 13 muestra algunas de estas relaciones.

Tabla 13. Relaciones entre razonamiento geométrico (niveles) y sentido espacial (componentes)

Van Hiele Sentido Espacial
NI N2 N3 N4 c1 C2 C3 C4
N° de 2 14 35 3 3 2 25 24
sujetos
Porcentaje ~4% 26% 65% 55% 6% ~4% 46%  44%

En la Tabla 14, se presenta la muestra completa y la relacion individual de los sujetos que

alcanzaron los niveles y manifestaron los componentes. En esta tabla se observa que, los

sujetos E3 y E27 alcanzaron Unicamente el Nivel 1 en el modelo de Van Hiele, mientras
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que, en el modelo de sentido espacial lograron manifestarse en el Componente 2. El sujeto
E15, alcanz6 Unicamente el Nivel 2 en el modelo Van Hiele, pero Unicamente se
manifestd en el Componente 1 del modelo de sentido espacial. El sujeto E1 alcanzo el
Nivel 3 y manifestdé el Componente 3, similarmente los sujetos E44 y E54 alcanzaron el

Nivel 4 y se manifestaron en el Componente 4.

Tabla 14. Sujetos que superaron los niveles de Van Hiele y los componentes del sentido espacial

Van Hiele Sentido Espacial
N1 N2 N3 N4 C1 C2 C3 C4
E3 E15 El E23 E15 E3 El E2
E27 E16 E2 E44 E20 E27 E4 E6
E20 E4 E54 E25 E5 E9
E25 E5 E7 E10
E33 E6 E8 E13
E38 E7 Ell E17
E39 E8 E12 E18
E42 E9 El4 E19
E46 E10 E16 E21
E47 Ell E23 E22
E48 E12 E24 E26
E49 E13 E29 E28
E50 El4 E33 E30
E52 E17 E36 E31
E18 E38 E32
E19 E39 E34
E21 E41 E35
E22 E42 E37
E24 E46 E40
E26 E47 E43
E28 E48 E44
E29 E49 E45
E30 ES50 E51
E31 E52 E54
E31 E53
E34
E35
E36
E37
E41
E41
E43
E45
E51
E53

La jerarquia de los niveles de VVan Hiele podria limitar el conocimiento geométrico de los
sujetos mas alla de tareas que requieran justificacion debido a que el Nivel 4 se asocia

con la demostracion formal de las propiedades de las isometrias y con establecimiento de
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relaciones entre ellas. Es decir, es complejo evidenciar el maximo nivel en tareas
geomeétricas que no requieran justificaciones o argumentaciones. En cambio, en el sentido
espacial se pueden abordar tareas que no impliquen necesariamente estas competencias

matematicas para el desarrollo de habilidades de la visualizacion.

Los resultados encontrados muestran que un nivel bajo de Van Hiele se corresponde con
la manifestacion de pocas componentes del sentido espacial. Mientras que, un nivel
intermedio se corresponde con varias combinaciones de los componentes. En cambio, un
nivel alto de Van Hiele se espera que corresponda con la manifestacion de todos los

componentes del sentido espacial.
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7. CONCLUSIONES

Las conclusiones de este estudio se presentan como una revision de los objetivos
establecidos y su cumplimiento. Se comenta que los resultados obtenidos fueron
contrastados con los encontrados en la literatura para comprobar su consistencia. Se
exponen las limitaciones del estudio y las implicaciones que puede tener para la
ensefianza. Por Gltimo, se muestra una perspectiva abierta para continuar en esta linea de

investigacion.

7.1 Conclusiones generales

Esta investigacion estuvo centrada en identificar el razonamiento geométrico y el sentido
espacial que los FPEP manifestaron al aplicarles un cuestionario, el cual fue disefiado con
preguntas abiertas que se relacionan con las categorias establecidas en cada uno de los
Niveles del modelo de Van Hiele y con cada uno de los componentes del modelo del
sentido espacial. También estuvo centrada en encontrar las relaciones existentes entre

ambos modelos.

Con el fin de homogeneizar los conocimientos geométricos en los sujetos de la muestra,
se aplicaron cuatro tareas de ensefianza que sirvieron como instruccion. Las dos primeras
tareas se relacionan con la geometria euclidiana, principalmente con poligonos regulares,
poliedros y antiprismas. El rendimiento de estas dos tareas fue menor del 50 %, lo que
indica que hay una necesidad de establecer nuevas acciones y propuestas para intentar
superar las dificultades que se presentaron, sobre todo en las habilidades y destrezas
procedimentales referentes al uso de instrumentos geométricos como las escuadras v el
compas. En la tercera tarea el rendimiento fue del 91 %, lo que permitio6 identificar mayor
predisposicion hacia las practicas manuales que involucran aspectos creativos y conocer
los procesos de visualizacién de imagenes, como la interpretacion de la informacion
figurativa (IFI) y el pensamiento visual de la informacion (\VP) establecidos por Bishop
(1989). El alto rendimiento de la cuarta tarea (més del 90 %), sugiere que las conexiones
extra-matematicas establecidas con elementos artisticos como los mosaicos, son de gran
utilidad para comprender los procesos matematicos y pueden ser un buen indicio para la

ensefianza-aprendizaje de los movimientos en el plano (Gutiérrez, 2005; Vargas, et al.,
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2024; Ward, 2003). La construccion de mosaicos a partir de las teselas proporcionadas en
esta tarea, condujo a que gran parte de los sujetos alcanzaran el Nivel 3 de Van Hiele y
que se manifestaran en los Componentes 3 y 4, asociados con la ubicacién y movimientos
y la visualizacion. También contribuyé a que tres sujetos manifestaran la categoria que
se relaciona con vision global de las isometrias en el Nivel 4. De igual manera, esta tarea
contribuy6 a que 24 sujetos manifestaran el Componente 4 del sentido espacial, el cual
esta asociado con las habilidades de visualizacion como la percepcion de la figura y

contexto, la conservacion de la percepcion, y la memoria visual.

Algunos errores que se detectaron en las respuestas del cuestionario no estaban
considerados en los objetivos de investigacion, pero sirvieron para la caracterizacion de
los sujetos. Estos errores podrian conducir al planteamiento de nuevas acciones para la
planificacion de la docencia, por ejemplo, dando importancia principalmente a la
geometria de las transformaciones y a la descripcion de las relaciones interfigurales, que
son necesarias para la manifestacion de los primeros niveles de Van Hiele y el primer
componente del sentido espacial. Esto fortaleceria sus habilidades para la identificacion,
reconocimiento y comparacion de las figuras geométricas entre si, establecer sus

diferencias, semejanzas, analogias y describir sus propiedades intrinsecas.

Las preguntas de investigacion condujeron a plantear como objetivos identificar y
caracterizar el razonamiento geométrico y el sentido espacial mediante las respuestas del
cuestionario. Asi como encontrar las relaciones existentes entre los niveles de Van Hiele

y los componentes del sentido espacial.

En lo que respecta al primer objetivo y en relacion con el razonamiento geométrico, se ha
evidenciado que mayoritariamente los sujetos se sitian en el Nivel 2 y Nivel 3 de Van
Hiele. A estos sujetos se les caracteriza por su capacidad para identificar y descomponer
isometrias en sus partes y definir sus propiedades. Los niveles alcanzados en esta
investigacion son consistentes con los encontrados en la literatura, por ejemplo, con los
de Ghorbani et al. (2024), los de Arnal-Bailera y Manero (2021), y los de Mbatha y
Bansilal (2023), cuyos estudios fueron realizados con FPEP. Hubo tres sujetos que
manifestaron una categoria del Nivel 4, a estos sujetos se les caracteriza por su habilidad
de identificar, representar, describir y definir las propiedades de las isometrias cuando se
encuentran ocultas y distribuidas implicitamente formando parte de un solo conjunto en

el plano, como es el caso de un mosaico. Para que estos sujetos alcancen plenamente el
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Nivel 4, estan condicionados a desarrollar competencias matematicas de demostracion y
deduccion formal, porque el hecho de haber identificado multiples movimientos en un
mosaico requeria de justificar determinadas propiedades, aunque no evidenciaran
demostracion formal. En el caso contrario, solo dos sujetos alcanzaron unicamente el
Nivel 1, a estos sujetos se les caracterizan porque su capacidad solamente les permite

reconocer, identificar y describir las propiedades de figuras geométricas.

En relacion al sentido espacial, se ha evidenciado que mayoritariamente los sujetos
manifiestan los Componentes 1, 2 y 3. A estos sujetos se les caracteriza por tener
capacidad de ubicacion, relacionar figuras y reconocer los movimientos en el plano. A
los sujetos que se manifestaron en el Componente 4, se les caracteriza por sus habilidades
de visualizacion como la percepcion de figura-contexto, la conservacion de la percepcion,
la memoria visual y el reconocimiento de relaciones espaciales. Estos sujetos forman el
55 % de la muestra. Un resultado similar fue encontrado por Roura y Ramirez (2021),

quienes determinaron una visualizacion media para los sujetos de su estudio.

En cuanto al segundo objetivo, se ha evidenciado una relacidn existente entre un mayor
nivel de razonamiento geométrico con una mayor manifestacion de sentido espacial. Es
decir, los sujetos que alcanzaron un nivel bajo de VVan Hiele manifestaron sélo uno o dos
componentes del sentido espacial. Mientras que, los que alcanzaron niveles intermedios
manifestaron varias combinaciones de los componentes, y quienes alcanzaron un nivel

alto, se manifestaron practicamente en todos los componentes.

El razonamiento geométrico y el sentido espacial al estar estrechamente ligados con la
ensefianza-aprendizaje de la geometria, inician su relacion con el modelo de Van Hiele,
cuya teoria se encuentra consolidada desde hace aproximadamente medio siglo, en
cambio, la propuesta del modelo de sentido espacial hace apenas una década que comenzé
a difundirse. Los cinco niveles de Van Hiele son progresivos en el razonamiento y no
depende de la edad de los sujetos sino de la instruccion recibida para pasar de un nivel a
otro. Estos niveles permiten planificar la ensefianza conforme avanza el sujeto en el nivel
anterior. EI modelo de sentido espacial, en cambio, se enfoca en las habilidades de
visualizacion que pueden desarrollarse en cualquiera de sus componentes, como pueden
ser: reconocer, manipular, relacionar y hacer transformaciones de las formas y figuras en
el plano o en el espacio. En el modelo Van Hiele la visualizacion se desarrolla inicamente

en los dos primeros niveles, mientras que, en el modelo de sentido espacial, el cuarto
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componente actia como un componente integrador en el que se pueden medir las

habilidades de visualizacién establecidas por Del Grande (1990).

El Nivel 4 de Van Hiele esta muy asociado con la deduccién y demostraciones formales
de las isometrias, asi como en establecer relaciones entre ellas. En cambio, en el sentido
espacial se pueden abordar una gran variedad de tareas que no impliquen estas
competencias matematicas, por ejemplo, la tarea de mosaicos que se propuso para este
estudio contribuy0 para que tres sujetos se manifestaran en una categoria del Nivel 4 y

que estos sujetos a su vez, se manifestaran en los cuatro componentes del sentido espacial.

7.2 Limitaciones de la investigacion

La muestra que se analizd no fue suficientemente numerosa para generalizar los
resultados obtenidos. Ademas, estuvo condicionada por otras variables que no fueron
consideradas en el estudio, por ejemplo, no fue posible realizar una triangulacion del
analisis con expertos en la materia. Sin embargo, las categorias que se establecieron para
analizar el cuestionario, no solo revelaron las habilidades y destrezas de los sujetos, sino
que también permitieron identificar errores y dificultades que pueden derivar en

conocimientos nuevos a posteriori.

La falta de dominio con los instrumentos geomeétricos es una limitante para ampliar el
estudio a muestras de sujetos méas grandes debido a que requeriria mayor nimero de

sesiones para homogeneizar las habilidades y destrezas.

Los trabajos manuales podrian ser reemplazados por actividades y tareas digitales, pero
se afrontarian nuevo retos y dificultades, por ejemplo, el uso del software empleado para
transformaciones o geometria dindmica requiere un tiempo de familiarizacion y

aprendizaje para ejecutar los comandos.

El hecho de que los sujetos de esta muestra manifestaran caracteristicas de algunas
categorias asociadas a un determinado nivel o componente, pero no de otros, sugiere dar
continuidad durante su etapa formativa para homogeneizar la manifestacion de todas las
categorias correspondientes con los niveles de Van Hiele y con los componentes del
sentido espacial. Si se ampliara la muestra con un namero mayor de sujetos, esta

continuidad o seguimiento de los sujetos que se propone seria mas dificil de alcanzar.
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7.3 Implicaciones para la ensefianza

Las tareas de ensefianza que fueron previas a esta investigacion y en particular la de
construir mosaicos propiciaron la consecucion de los resultados obtenidos, por lo que, se
considera necesario implementar en los programas de formacion de FPEP actividades
educativas y tareas que contribuyan a la manifestacion del Nivel 4 y del Componente 4
como lo sugieren Pandiscio y Knight, (2010). Las Tareas 1-3 que se realizaron aqui
permitieron reforzar los conocimientos, habilidades y destrezas de los FPEP en la
geometria euclidiana y retomar las practicas manuales de geometria, las cuales estan
siendo reemplazadas casi por completo por las tecnologias digitales. La tarea manual de
teselaciones y mosaicos contribuyé para el desarrollo de las competencias
procedimentales y para incrementar las habilidades de visualizacion mediante
movimientos y transformaciones en el plano. Esta tarea permitio establecer conexiones
extra-matematicas con elementos artisticos para incrementar su creatividad y comprender

las ideas y los procesos matematicos de las isometrias (Vargas et al., 2024).

7.4 Lineas futuras que se derivan de este trabajo

El estudio presentado en este TFM deja una perspectiva abierta para continuar con esta
linea de investigacion en una variedad de posibles aplicaciones. Podria extenderse por
ejemplo, hacia estudios multidisciplinarios para encontrar conexiones intra/extra-
matematicas con diferentes elementos del arte, en la pintura, la escultura o la arquitectura,
como lo hacen Gandfulfo y Lentinelli (2013) al abordar la geometria y el arte en diferentes
niveles educativos desde un enfoque interdisciplinario. En las corrientes vanguardistas se
parte del cubismo hasta llegar al abstraccionismo geométrico, en el que la formay el color
predominan sobre lo figurativo (De Micheli, 2000). La descomposicion y transformacion
de iméagenes figurativas en elementos geométricos siguiendo un orden sistematico para
su interpretacion, conducen hacia la motivacion y activacion del razonamiento
geomeétrico. La elaboracion de nuevas propuestas para el disefio y la creacion de teselados
geométricos podria abrir una nueva brecha para su analisis y estudio. La interpretacion y
recreacion de obras artisticas que involucren alto contenido geométrico podria arrojar
conocimientos nuevos en un estudio que esté relacionado con sus elementos compositivos
(Mora, 2007). También podria ser considerada la transferencia del conocimiento

geométrico de una manera creativa hacia otros contextos socio-culturales y educativos.
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