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Parte I

Teoria Basica de Modulos






Capitulo 1

Teorema Chino del Resto

1.1. Conceptos basicos

Un anillo es un grupo aditivo (A,+,0) dotado de una segunda operacion
binaria - : A x A — A, llamada producto o multiplicacién, que satisface, para
cualesquiera a,b,c € A,

l.a-(b-¢c)=(a-b)-c.
2. a-(b+c)=a-b+a-c.
3. (b+c)-a=b-a+c-a.

Solo consideraremos anillos unitales, en el sentido de que existe un elemento
leAtalquel-a=a=a-1paratodoacA.

La primera es la propiedad asociativa del producto, en tanto que nos refe-
riremos a la segunda y la tercera como propiedades distributivas. El elemento
1 de la cuarta propiedad se llama uno del anillo A. Es usual usar la notacion
abreviada ab = a- b, para a,b € A.

Un anillo A se dice conmutativo si ab = ba para todo a,b € A.

Ejercicio 1. Sea A un anillo. Diremos que A es trivial si A = {0}. Demostrar que
A es trivial si, y solo si, 1 =0.

Ejemplos.
1.1.1. Ejemplos basicos de anillos conmutativos son Z, Q, R, C.

1.1.2. También son anillos conmutativos los cuerpos finitos F,, con q una po-
tencia de un numero primo.

1.1.3. Dado un anillo conmutativo A, tenemos el anillo de polinomios A[X] en
la indeterminada X.
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1.1.4. Dado un anillo A y un numero natural n > 1 el conjunto M,,(A) = {(ay) :
1 < 1,j < n} de las matrices cuadradas de tamano n con entradas en A es un
anillo con las operaciones suma y producto definidas como sigue:

(ay) + (by) = (sy), sy =ay+by;  (ag)lby) = (py)y, Py=) auby.
k=0

Si A es no conmutativo o n > 1, entonces M,,(A) es no conmutativo.

Recordamos seguidamente dos procedimientos para construir anillos a par-
tir de anillos ya conocidos: los subanillos y los anillos cocientes.

Definicion 1. Un subgrupo aditivo S de una anillo A se dice un subanillo si
st € S para todo s,t € Sy 1 € S. Obviamente, S es asi un anillo.

Definicion 2. Un ideal de un anillo A es un subgrupo aditivo I de A tal que
ar,ra € [ para todo r € I y todo a € A. Bajo estas condiciones, el grupo cociente
A/l es un anillo con el producto definido por (a+1)(b+1) = ab+1, para a,b € A.

Los conceptos de subanillo y anillo cociente pueden modelarse conjunta-
mente a través de la nocion de homomorfismo de anillo, que recordamos segui-
damente.

Definicion 3. Sean A, B anillos. Una aplicacion f: A — B es un homomorfismo
de anillos si es un homomorfismo de grupos aditivos tal que f(aa’) = f(a)f(a’)
para todo a,a’ € Ay f(1) = 1.

Son ejemplos de homorfismos de anillos la aplicacion inclusion t: S — A de
un subanillo S de A y la proyeccion canoénica w: A — A/I de un anillo sobre su
conciente por un ideal.

El nucleo de f, definido como

Kerf ={a € A:f(a) =0},

es un ideal de A. Por otra parte, es facil ver que Imf = {f(a) : a € A} es un
subanillo de B.

Teorema 1.1.5 (Teorema de isomorfia). Sea f : A — B un homomorfismo de
anillos eI un ideal de A. Si 1 C Kerf, entonces existe un tinico homomorfismo de
anillos f: A/1 — B tal que

fla+1) =f(a),
para todo a € A. Ademas, f es inyectivo si, y solo si, | = Kerf. En tal caso, f
proporciona un isomorfismo de anillos

A/Kerf =Imf
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1.2. Teorema Chino del Resto

Vamos a dar una version general del conocido Teorema Chino del Resto en el
contexto general de anillos cualesquiera. Para ello, recordemos que si Aj,..., A,
son anillos, entonces el producto cartesiano A; x --- X A,, es un anillo con las
operaciones suma y producto definidas componente a componente a partir de
las de A4,...,A,. Recordemos también que, dados ideales I, ] de un anillo A, los
subgrupos aditivos suma I + | e interseccion 1N ] de A son ideales. Para tres
ideales I, J, K usaremos la convencion I+ JNK =1+ (J N K).

Definicion 4. Dos ideales I,] de un anillo A se dicen coprimos si 1+ ] = A.
Equivalentemente, existen x € [,y € ] tales que x +y = 1.

Lema 1.2.1. Sean 1, ],K ideales de un anillo A. Se verifica que
[+]=1+K=A

si, y solo si,

I[+]NK=A.
Mas en general, sil;,...,I; son ideales de A, cont > 2, se tiene que I, +1; = A
para todoj =2,...,t si, y sélo si, [, +;_, Ij = A.

Demostraciéon. Supongamos que [+ ] =1+ K = A. Entonces existen x,x’ € [,y €
J,ze Ktalesque 1 =x+yy 1 =x"+z. Asi,

IT=x+y=x+ylx'+z)=x+yx'+yzel+JnNK.

Por tanto, I+ JNK =A.

Reciprocamente, supongamos que A = [+]NK. Entonces [+] D I[+]JNK =A,
por lo que [ + ] = A. Analogamente, [+ K = A.

Vayamos con la segunda afirmacion. Comencemos demostrando por induc-
cion sobre t que, si [;+I; = A paratodoj = 2,...,t, entonces I1+ﬂ;:2 [; = A. Dicha
implicacion es trivial para t = 2. Partiendo de I, +I; = A paratodoj = 2,...,t+1,
pongamos [ =1;,] = ﬂ].tzz I;, K = I;;;. Tenemos entonces, por hipotesis de induc-
cion, que 1+ ] = A. Como [ + K = A, deducimos de lo demostrado antes que
[+]JNK=A.Pero]NK= ﬂ]t:; I;, lo que completa la induccion.

La implicacion reciproca es, como antes, muy facil. L
Teorema 1.2.2 (Teorema Chino del Resto). Sean f;: A — A, coni=1,...,t, con
t > 2, homomorfismos de anillos y definamos la aplicacién

f:A—>Imf; x- - xImfy, (f(a) = (fi(a),...,f(a))),
que es un homomorfismo de anillos. Llamamos I; = Ker f; parai=1,...,t, con lo

que el nicleode f es =1, N---N 1. En virtud del Teorema 1.1.5, f induce en el
cociente A /1 un homomorfismo inyectivo de anillos

f:A/l—=Imf x---xImf, (fla+1) = (fi(a),...,f(a)).

Se tiene que f es un isomorfismo de anillos si, y solo si, I; +1; = A para todo i # j.
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Demostracion. Que f es un homomorfismo de anillos es una comprobacion ru-
tinaria.

Para a € A, tenemos que a € Kerf si, y solo si, a € [; para todoi=1,...,t.
Por tanto, Kerf = I. B _

El Teorema 1.1.5 da ahora el homomorfismo inyectivo f. Por otra parte, f es
biyectivo si, y solo si, f es sobreyectivo. Vamos a caracterizar, por tanto, esta
propiedad.

Supongamos que f es sobreyectiva. Dado i € {1,...,t}, tomamos x € A tal
que fj(x) = 0 para j # iy fi(x) = 1. Tenemos asi que x — 1 € I;, mientras que
x € ()4l Estoes, 1 =1—x+x€ i +[)]. Porel Lema 1.2.1, ; + I, = A para
todo j # 1.

Reciprocamente, supongamos que los ideales I; son coprimos dos a dos. Por
el Lema 1.2.1, para todo i = 1,...,t, tenemos que [, + ), 4] = A. Para cada

i=1,...,t, tomamos una descomposicion 1 = a; + p;, donde a; € ; y p; € ﬂ#i L.
Dados valores cualesquiera by,...,b; € A, pongamos x = 5 | bip; € A. Asi, para
cadaj=1,...,t, tenemos
t
(*) (#%)
fj(X) = Zf](blpl) = f)(b]p]) = f](b]” — Clj)) = f](b]) — fj(b)-a]-) = f](b]) (11)

i=1

En el anterior calculo, la igualdad (x) viene de que p; € ), i Ik € Ij para to-
do j # i. La igualdad (xx) ocurre porque a; € I;. Como (1.1) dice que f(x) =
(f1(b1),...,fi(by)), concluimos que f es sobreyectiva. O

1.3. Interpolacion polinomica y transformada dis-
creta de Fourier.

Aplicaremos el Teorama Chino del Resto a un anillo de polinomios, y obten-
dremos herramientas de utilidad en otros campos del saber.

1.3.1. Interpolacion polinémica

Consideremos un cuerpo K, y el anillo de polinomios en una indetermina-
da K[X]. Dados valores «y,...,x, 1 € K, consideramos los homomorfismos de
evaluacion

xi : KIX] — K, (xi(f) = flou)).

El nucleo de x; es (X — «;), el ideal de K[X] generado por X — ;.
Tenemos asi un homomorfismo de anillos

X : KIX] — K, (x(f) = (fleto)y ..oy Flotn)),
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n—1

cuyo nucleo es ()._, (X—«;). El Teorema 1.2.2 muestra que x es sobreyectiva si,
y solo si, oy # o siempre que i # j. Como, en tal caso, ﬂ?;o] (X—oa4) = (p(X)) para

n—1
p(X) = [ (X — ),
=0

obtenemos un isomorfismo de anilllos

XS K, R(() = () Fen)) (1.2)
(p(X))
Aqui, estamos usando la notacion x = X + (p(X)). Observemos que x puede
interpretarse consistentemente como una variable que puede tomar los valores
Xoy .-y Xn_1, y f(x) €s una funcion polinémica de grado menor que n.
Una interpretacion del isomorfismo (1.2) es que, para cada

Yoy---yYn-1 € K

existe una unica funcion polinémica g(x) con coeficientes en K de grado menor
que n tal que g(«;) = y; para todo i =0,...,n— 1. Para obtener dicho polinomio
de interpolacion, basta con calcular X '(yo,...,yn_1). Puesto que X es K-lineal,
basta con calcular Li(x) = X '(e;), para los vectores e; de la base canonica de
K™, Concretamente,

Li(x) - pi(X) )
pi(“i)
para
_plx)
pilx) = x— o

La matriz que representa! a X con respecto de las K-bases

1,%,...,x™ 1)
y
{60,61,...,671,1}
es
1 1 1
Xo X1 R O |
M = : : : , (1.3)
oG o ]

cuya inversa es, en ciertos casos que trataremos mas abajo, facil de expresar.

IRepresentamos las coordenadas como vectores fila.
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1.3.2. Transformada discreta de Fourier

Supongamos que K contiene una raiz n—-€sima primitiva de la unidad w.
Esto significa que 1,w,...,w™! son raices distintas de X" — 1. En particular,
la derivada de este polinomio es no nula, es decir, n no es un maultiplo de la
caracteristica de K.

Si tomamos «; = w! parai=0,...,n—1, la matriz M en (1.3) adopta la forma
1 1 1
w° w! o W]
Ww = . . . ) [14)
(wO)nJ ((,U1 )n71 (wn—l)n—1

o, de manera mas compacta,
Ww = ((,Uij>0§i’].§n_] . [15)
Sea p : K" — K[X]/(X"™ — 1) el isomorfismo K-lineal dado por

n—1
P(S0y. vy Sno1) = Z six'y
i=0

YV X : KIX]I/(X" —1) — K" el homomorfismo de evaluacion

Xeo(f(x)) = (f(1), f(w), ..., flw™ ).

Entonces el isomorfismo K-lineal

n p K[X] Xw n
K s K

viene dado por x.p(s) = sW,, para s = (Sg,...,Sn_1). Su inverso
F w = P_1XZ,1
se llama transformada de Fourier discreta (con respecto de w).

Observemos que, para 0 < i < n—1, w! es raiz del polinomio? X'+ .. +X+1,
esto es,

n—1

D) wh=o. (1.6)
k=0
De (1.6) deducimos que, para i,j € 0,...,n — 1, distintos,
1
w_j n—1
. . . —2j .
(1, whw?, .. D [ W™ =3 ik =,
: k=0
w_(n_])j
2observemos que X™ — 1= (X —1)(X" " +... £ X+ 1)
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puesto que w™ = w' para m = 1 (mod n). Deducimos que

Ww : Ww—l = TLIn,

o, alternativamente,
W =—W, .. (1.7)
n

De modo que

Asi, escribiendo
]:w(y) = ({J\%g]) v )gnJ)»

tenemos
1 n—1
Gi=—) yw ™ (1.8)
k=0
De esta forma, el polinomio interpolador de los datos y = (yo,Y1,.--,Yn-1) €
K" en los nodos 1, w,...,w"™ " esta dado por
n—1
h(x) =) G¥. (1.9)

)

Il
o

Una forma alternativa de escribir (1.7) es
Fo 1= nF,1.

El isomorfismo K-lineal p : K™ — K[X]/(X" — 1) permite trasladar el producto
del segundo anillo al llamado producto de convolucion en K". Es comodo para
describir este producto considerar 7, = {0,1,...,n — 1} con la estructura de
grupo ciclico de orden n proporcionada por la suma modulo n. Asi, el producto
de convolucion viene dado, para u,v € K" por z =u *v, donde

Zy = E UjVk—j.
JE€ZLn

Esta estructura de anillo se denotara por (K", %), en tanto que la dada por el
producto cartesiano de anillos lo sera por (K", ).

Teorema 1.3.1. SiK contiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad w, enton-
ces
fw(u\)) = ]:w(u) * -Fw(v))

y
Foluxv) =nFy(u)Fuv),

para cualesquiera u,v € K™,
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Demostracion. La primera identidad es, simplemente, escribir que F, : (K", -) —
(K™, %) es un homomorfismo de anillos.
Para la segunda, consideremos el calculo

Folwxv) = :—l}";]] (uxv) = % 1 (w) ;L (v) = nFy(u) Fu(v).

w1

Transformada de Fourier Discreta Clasica

Si ahora tomamos K = C y w = e!?"™, entonces (1.8) adopta la forma

—1

3

—i2mjk/n
yre jk/ ,

0

i =

2=
T

que no es otra cosa que la transformada discreta de Fourier. De hecho, si
tomamos una funcién f : [0, 271] — C tal que f(0) = f(27), y tenemos una muestra
de tamano n en puntos equidistantes

y = f(2nl/n), 1=0,...,n—1,

podemos considerar la funcion g : [0,271] — C dada por
n—1
g(t) =) et
=0
Usando (1.9), obtenemos
n—1 n—1
g2rl/n) = ) G = 3 (€M) =y, = f(2nl/n),
j=0 j=0

paral=0,...,n—1.

a b

Ejercicio 2. Sea A un anilloy R = {( 0 c> : a,b,c € A}. Comprobar que R es

un subanillo de M;(A). Comprobar que | = {(O b :b € A} es un ideal de R.

00
Buscar dos homomorfismos de anillos f;,f, : R - A de manera que, al aplicarles
el Teorema Chino del Resto, obtengamos un isomorfismo de anillos R/] = A x A.

Ejercicio 3. Sea F, el cuerpo finito de q elementos y F; < Fy» una extension
de grado m. Supongamos un natural n tal que F;~» contiene una raiz n-€sima
primitiva de la unidad w. Sea y = (yo,..-,Yn1) € Fgm, € Y = (Yoy---,Yn-1) € Fym
su transformada de Fourier. Demostrar que y € Fj si, y solo si, ﬁ;‘ = Ujq para
todo j € Z,.

Ejercicio 4. Dotar a C" de un producto interno de manera que la transformada
de Fourier discreta sea una isometria.
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Capitulo 2
Modulos

2.1. Nocion de modulo sobre un anillo

Sea M un grupo aditivo, es decir, un grupo abeliano en el que usamos no-
tacion aditiva. Asi, la operacion binaria de grupo sera denotada por + y el
elemento neutro por 0. Si N es un segundo grupo aditivo, entonces el conjunto

hom(M,N) ={f: M — N | f es homomorfismo de grupos}

es un grupo aditivo con la siguiente operacion: Para f, g € hom(M, N) definimos
f4+g: M — N por

(f +g)(m) = f(m) 4+ g(m), Ym € M.

El elemento neutro de este grupo es el homomorfismo 0 : M — N definido por
O0(m) =0 para todo m € M.
Consideremos el grupo aditivo

End(M) =hom(M,M) ={f: M — M | f es homomorfismo de grupos}.

Si f,g € End(M), entonces fo g € End(M). De esta manera, la composicion
dota a End(M) de una segunda operacion binaria. Obviamente, la aplicacion
identidad idy : M — M es un elemento neutro para la composicion.

Proposicion 2.1.1. Si M es un grupo aditivo, entonces
(El’ld(M), +» O» O, 1'dl\/l)
es un anillo.

Demostracién. Es una comprobacion rutinaria recomendable para principian-
tes. []

15
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Definicion 5. El anillo definido obtenido en la Proposicion 2.1.1 se llama anillo
de endomorfismos de M.

Observacion 1. Si M = {0}, entonces End(M) = {0}. En este caso, idy = 0, claro.
Estamos preparados para dar una definicién fundamental en este texto.

Definicion 6. Sea A un anillo y M un grupo aditivo. Una estructura de A-
modulo sobre M es un homomorfismo de anillos

¢:A — End(M).

Diremos entonces que M es un A-modulo. Dicho moédulo se dice fiel si ¢ es
inyectivo.

Ejemplos. Los ejemplos mas elementales de modulo son los siguientes.

2.1.2. Grupos aditivos. Sea M un grupo aditivo y x : Z — End(M) el tnico
homomorfismo de anillos. Recordemos que este homomorfismo de anillos esta
determinado por la condicion x(1) = idm. Vemos, asi, que M tiene una (Gnica)
estructura de Z-modulo.

2.1.3. Espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
Definimos ¢ : K — End(M) por ¢(k)(v) = kv para todo k € Ky v € V. De los
axiomas de espacio vectorial se deduce que ¢ es un homomorfismo de anillos.
Por tanto, V es un K-modulo. De hecho, un K-modulo es, exactamente, un
K—-espacio vectorial, como se deduce de la Proposicion 2.1.4 mas abajo.

Parte de la literatura define los modulos de manera distinta a como lo hemos
hecho aqui. Distinta, pero equivalente, segun vamos a discutir seguidamente.

Proposicion 2.1.4. Sea M un grupo aditivo y A un anillo. Existe una biyecciéon
entre

1. Estructuras de A-médulo sobre M.
2. Operaciones binarias - : A x M — M sujetas a las siguientes condiciones':

a)a-(m+m')=a-m+a-m’ paratodoa c A,m,m’ € M.
b) (a+a’)-m=a-m+a’-m paratodoa,a’ € A,m e M.
c) (aa’)-m=a-(a’-m) paratodo a,a’ € A,m € M.

d) T-m =m para todo m € M.

IDesde esta perspectiva, los modulos que hemos definido se suelen llamar médulos a iz-
quierda en la literatura

Teoria de Médulos Ilustrada I, version 2.0 J. Goémez-Torrecillas
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Demostraciéon. Vamos a describir la correspondencia biyectiva mencionada en
el enunciado. Si ¢ : A - End(M) es un homomorfismo de anillos, definimos

a-m=@(a)(m), para a € A,m € M.

Esto define una operacion binaria - : A x M — M. Que la misma satisface las
condiciones listadas en 2 es una comprobacion rutinaria. Comprobemos, por
ejemplo, 2¢): dados a,a’ € A,m € M, tenemos

(aa’)-m = p(aa’)(m) = (¢(a) o @(a’))(m) = p(a)(p(a’)(m)) =a- (a"-m),

donde, en la segunda igualdad, hemos usado que ¢ es multiplicativa (esto es,
preserva productos).

Reciprocamente, dada una operacion binaria como la descrita en 2, defini-
mos ¢ : A — End(M) por

e(a)(m) =a-m, paraa e A;m e M.

Ahora, partiendo de las condiciones 2a), 2b), 2¢) y 2d) se comprueba sin difi-
cultad que ¢ ciertamente define un homomorfismo de anillos. Por ejemplo, que
¢@(a) € End(M) para todo a € A se deduce de 2a). H

Observacion 2. De la misma forma que el producto de dos elementos de un
anillo, si el contexto lo permite, se denota por yuxtaposicion, asi, para un A-
modulo M, usaremos la notacion am = a-m para a € A, m € M. Lo que hace los
calculos mas legibles y faciles de manejar. También usaremos la abreviatura
AM para indicar que M es un A-modulo.

Ejemplos. Los que siguen son ejemplos de procedimientos abstractos de cons-
truccion de modulos.

2.1.5. Modulo regular. Dado un anillo A, tenemos el homomorfismo de anillos
A:A — End(A)

que asigna a cada a € A el endomorfismo A(a) : A — A definido por
Aa)(a') = aad’

para todo a’ € A. Asi, A es un A-moédulo, gracias a su multiplicacion. Este es
el llamado “modulo regular”.

2.1.6. Restriccion de escalares. Consideremos M un moédulo sobre un anillo
Ay un homomorfismo de anillos p: R — A, donde R es, claro, un anillo. Si

¢:A — End(M)
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es el homomorfismo de anillos que da estructura de A-modulo a M, entonces
@op:R— End(M)

es un homomorfismo de anillos. Por tanto, dota a M de estructura de R—-modulo.
Este proceso se llama restriccion de escalares.

En particular, el A-modulo regular A resulta ser un R-modulo. Concreta-
mente, la accion de R sobre A viene dada, a la luz de la Proposicion 2.1.4,
por

r-a=p(r)a

para todo a € Ay todo r € R.

2.1.7. Ideal anulador. Dado un moédulo ,M, el ntcleo del homomorfismo de
anillos correspondiente ¢ : A — End(M) es, como sabemos, un ideal de A.
Dicho nucleo se llama anulador de M, denotado por Anna(M). Tenemos que

Anna(M) ={a € A| am =0, para todo m € M},

y el primer teorema del isomorfismo nos da que M es un A/Ann,(M)-modulo
fiel con la accion
(a+Anna(M))m = am,

para todo a € A,m € M.

Ejercicio 5. Completar la demostracion de la Proposicion 2.1.4.

2.1.1. Modulos sobre un anillo de polinomios

Sea V un K-espacio vectorial sobre un cuerpo Ky
T:VoV

una aplicacion lineal. Sea K[X] el anillo de polinomios en una indeterminada X
con coeficientes en K. Para

f="Ff+ X+ + X" e K[X],
tomemos el operador f(T) € End(V) definido por

f(T) =foldy + F1 T+ -+, T
Una comprobacion rutinaria muestra que la aplicacion

et : K[X] — End(V)
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definida por e(f) = f(T) para todo f € K[X] es un homomorfismo de anillos y,
asi, V viene a ser un K[X]-mo6dulo. En resumen, un par (V, T) formado por un K-
espacio vectorial y una aplicacion lineal T : V — V proporciona una estructura
de K[X]-moédulo sobre V.

El proceso reciproco funciona como sigue. Supongamos que V es un K[X]-
modulo. Dado que K es un subanillo de K[X], mediante restriccion de escalares
dotamos a V de estructura de K-espacio vectorial. Por otra parte, definamos
T:V — Vpor T(v) = X-v para todo v € V. Comprobemos que T es K-lineal.
Dados u,v € Vy k € K, tenemos

Tu+v)=X-(u+v)=X-u+X-v=T(u) + T(v),

y
Tk-u)=X-(k-u)=Xk)-u=(kX)-u=k-(X-u)=%k-T(u).

Observemos que, en el segundo calculo, hemos usado que kX = Xk.

Que ambos procesos son reciprocos entre si supone una facil comprobacion.

En definitiva, dar un K[X]-médulo es equivalente a dar un K-espacio vec-
torial V junto con una aplicacion lineal T : V — V. Esto sugiere que clasificar
endomorfismos K-lineales es un problema equivalente a clasificar K[X]-modu-
los.

Ejemplo. Sea C*(R) el espacio vectorial real de todas las funciones de clase
infinito definidas en R. Consideremos la estructura de R[X]-médulo sobre C*(R)
proporcionada por la aplicacion lineal D : C*(R) — C*(R) que asocia a cada
funcién f su derivada D(f) = f’.

Calculemos

(X2 4+ 1) -sin(t) = X% - sin(t) + 1 - sin(t) = X - (X - sin(t)) + sin(t) = 0.

Asi que tenemos que (X? + 1) -sin(t) = 0, y vemos que, en un modulo, es posible
que ocurra a-m =0 con a # 0 y m # 0. Esto entrana una profunda diferencia
entre la teoria de espacios vectoriales y la de modulos.

Ejercicio 6. Demostrar que si, en el Ejemplo 2.1.1, el K-espacio vectorial V
tiene dimension finita, entonces Anngyx (V) = (u(X)) para cierto polinomio no
nulo pu(X) € K[X]. Este es el llamado polinomio minimo de T.

Ejercicio 7. Sea M un grupo aditivo finito. Describir Annz(M). Calcular este
anulador para M = Z¢ X Zg.

2.2. Submodulos, homomorfismos, cocientes

2.2.1. Submodulos

Comencemos con la definicion de submoédulo, que generaliza la de subespa-
cio vectorial.
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Definicion 7. Si .M es un modulo, un subgrupo aditivo N de M es un submédu-
lode M si ax € N para todo x € N,a € A. Los submodulos de A se llaman ideales
a izquierda de A.

Observacion 3. Los ideales a izquierda de un anillo conmutativo no son mas
que sus ideales.

Los submodulos triviales de un modulo M son el submodulo cero {0} y el
submodulo total M.

Ejercicio 8. Sea T : V — V una transformaciéon lineal en un K-espacio vec-
torial V. Un subespacio vectorial W de V se dice T—invariante si T(W) C W.
Demostrar que los subespacios T-invariantes de V son, exactamente, los K[X]-
submodulos de V. Demostrar que, si V # {0} y {0} y V son los tinicos subespacios
T-invariantes de V, entonces el polinomio minimo de T es irreducible en K[X].
Mostrar que el reciproco no es cierto mediante un contraejemplo.

Cada elemento m € M genera el llamado submodulo ciclico Am dado por
Am={am|ae€ A}

Se trata del menor submodulo de M, en el sentido de la inclusion, que contiene
am.

Ejemplo. El submédulo ciclico del R[X]-modulo C*(R) (ver Ejemplo 2.1.1) ge-
nerado por sint es el R-subespacio vectorial que tiene como base {sin t, cos t}.

Ejemplo. El propio anillo A es un A-moédulo ciclico generado por 1 € A.

Mas generalmente, dados my,...,m, € M en cantidad finita, definimos
Amy+---+Am, ={aymy+---+a.my | ay,...,a, € AL (2.1)

Es facil comprobar que se trata de un submodulo de M, llamado submédulo de
M generado por el conjunto de generadores my, ..., m,.

Definicion 8. Un modulo M se dice finitamente generado si existen my,..., m, €
M tales que M = Amy + --- + Am,,.

El simbolo “+” a la izquierda de la igualdad (2.1) tiene también el sentido
de suma de submodulos, de acuerdo con la siguiente observacion: si Ny,..., N,
son submoédulos de M, entonces

N1—|—---+Nn:{m1+---+mn|mi€Ni}

es un submoédulo de M. Este submoédulo también se denotara como ) ; N; o,
simplemente, por } ; N, si el contexto lo permite.
Discutamos ahora la nocion de suma directa interna.
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Proposicion 2.2.1. Supongamos una familia finita Ny, ..., N; de sumédulos de
un moédulo M. Son equivalentes:

() Paracadai=1,...,t, Nin Y, N; ={0};

(i) si0 =n; +---+n, conn; € N;, entoncesn; =0 para todoi=1,...,t;

(i11) cadan € N; +---+ Ny admite una tnica expresion comon =nq +---+mn; con

n; € N;.
Demostracion. (1) = (11). Como, para cada i =1,...,n, tenemos que
Ny = ZTL]' S NiﬂZNj :{O},
j#AL jAL

deducimos que n; = 0.
() = (). Sin=ny+---+ny =n;+---+n{ con n,n/ € N;, entonces
0= —ny)+- -+ (e —mny),

de donde, por la condicion (1), obtenemos n; =n/ parai=1,...,t.
(1) = (1). Si, dadoi=1,...,t, tomamos n € N; N Z#i N;, entonces

n= Z Tl,j,
j#
para ciertos n; € N;. Pero, entonces,
O=n-— Z nj,
j#
con lo que la unicidad supuesta aplicada a 0 da que n =0. [
Definicion 9. Si un modulo M se expresa como M = N; + --- + Ny, para cier-
tos submodulos N; que satisfacen las condiciones equivalentes establecidas en
la Proposicion 2.2.1, diremos que M es suma directa interna de Nj,..., N, y

escribiremos
M =Nj;+---F+ N,
Cada uno de los submodulos N; se dice ser un sumando directo de M.
Observemos que, en la Definicion 9, en ningan momento hemos supuesto

que los submodulos N; son no nulos. Obviamente, los casos interesantes no
involucran sumandos nulos.

Definicion 10. Si Nj,...,N; son submédulos no nulos de un modulo .M y
satisfacen las condiciones equivalentes de la Proposicion 2.2.1, diremos que
forman un conjunto de submédulos independientes.

Ejercicio 9. Sea M un modulo finitamente generado sobre un anillo conmuta-
tivo A. Si my,...,m, € M es un conjunto de generadores de M, demostrar que
Anny (M) = anna(m;) N---Nanna(my).
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2.2.2. Descomposicion primaria de modulos sobre un DIP

Consideraremos un modulo M sobre un DIP (dominio de ideales principales)
A, con lo que los resultados obtenidos no so6lo se aplicaran cuando A = KI[X],
sino también en otros casos, como A = Z.

Supondremos que M es acotado en el sentido de que Anna (M) = (u) para
0 # n € A. Supongamos que M # {0}, con lo que p no es una unidad de A. Asi,
tenemos una factorizacion completa

p=p" Py (2.2)
donde py,...,p: € A sonirreducibles distintos y ey, ..., e; son naturales no nulos.
Para cadai=1,...,t, pongamos

i
ql = pfi?

y
M, :{qim:me M}.

Cada M; es un A-submodulo de M. Por otra parte, el maximo comun divisor
de qi,...,q¢ €s 1, por lo que existen q; € A tales que

t
1= Z aiqgi.
i=1

De donde
m = Z agim, [23)

para cada m € M, lo que demuestra que M = M; +--- + M,.

Observemos que q;q; es un multiplo de u si i # j. De aqui que, para m € M;,
se tenga que g;m = 0 si j # i (recordemos que (1) = Ann,(M)). Deducimos asi
de (2.3) que, si m € M,;, entonces m = a;qim. De aqui,

M;={m e M |m = a;qym}. (2.4)

Si ahora suponemos que 0 = ) ,m;, para m; € M;, hacemos actuar a;q; pa-
ra cada j = 1,...,t y obtenemos que 0 = a;q;m; = m;. Por tanto, tenemos la
descomposicion del A-modulo

M=M,+ -+ M. (2.5)

La descomposicion (2.5) se llama descomposicion primaria de M, y el submodu-
lo M; se llama componente p;—primaria de M.
Observemos, por ultimo, que de (2.4) y (2.3) se deduce

Mi={meM|pim=0}
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Asi, de (2.5), deducimos que

() =Ann,M = mAnnAMi 2 O<Pfi> = (W),

lo que implica que
AnnaM; = (p{')

parai=1,...,t.

Ejemplo. Sea M un grupo aditivo finito. Esto implica que M es un Z-modulo
acotado. De hecho, Annyz = (u), para p el minimo comtin multiplo de los 6rdenes
de todos los elementos de M. Para cada divisor primo p de u, la componente
p-primaria de M es, precisamente, su p—subgrupo de Sylow.

Ejemplo. En términos del endomorfismo K-lineal T que hace de V en el Ejemplo
6 un K[X]-modulo, la descomposicion

V=V,i-- 4V,

para V; = {v € V| p{*v = 0}, proporcionada por la factorizacion completa (2.2)
del polinomio minimo p de T, puede interpretarse como una suma directa de
subespacios T-invariantes, ya que T(V;) C V; para i = 1,...,t. Tomando una
base, como K-espacio vectorial, de cada V; y reuniendo éstas en una base de
V, obtenemos que la matriz de T con respecto de la misma es diagonal por
bloques, siendo cada bloque la matriz que representa a la restriccion T : V; — V.
Volveremos sobre esto mas adelante.

Ejercicio 10. Calcular la descomposicion primaria de Zgy usando la suma
directa interna.

Ejercicio 11. Sea T: V — V una transformacion lineal de un espacio vectorial
V de dimension finita sobre un cuerpo K y p € K[X] su polinomio minimo.
Demostrar que degp < dimg V y que se da la igualdad si, y solo si, V es un
K[X]-médulo ciclico.

Ejercicio 12. Dado un endomorfismo lineal T : V — V, para V un K-espacio
vectorial de dimensién finita con polinomio minimo p € K[X]. Deducir de la
descomposicion primaria de V que u se factoriza completamente como producto
de polinomios lineales monicos distintos si, y solo si, T es diagonalizable.

Ejercicio 13. Tomemos un espacio euclideo V de dimension ny T :V — V
una isometria. Demostrar que el ortogonal de cada R[X]-submédulo de V es
asimismo un R[X]-submodulo. Aplicar esta observacion para demostrar que V
se descompone como suma directa de subespacios vectoriales invariantes por
T de dimensiones 1 o 2. Deducir que existe una base ortonormal de V con
respecto de la cual la matriz de T es diagonal por bloques de tamano 1 o 2.
,Qué aspecto tienen esos bloques?

Teoria de Médulos Ilustrada I, version 2.0 J. Goémez-Torrecillas



2.2. SUBMODULOS, HOMOMORFISMOS, COCIENTES 24

2.2.3. Homomorfismos y modulos cociente

Puesto que el concepto de modulo cociente esta intimamente ligado al de ho-
momorfismo, comencemos definiendo aquél. Por A, denotamos un anillo cual-
quiera. Si L es un submodulo de un modulo M, entonces el grupo aditivo
cociente M/L tiene estructura de A-modulo dada por

alm+L)=am+1L,
para a € A, m+ N € M/N. Resulta que la proyeccion canonica
P: M — M/L, (p(m)=m+1)
es un homomorfismo de A-modulos en el sentido de la siguiente definicion.

Definicion 11. Sean M y N modulos sobre un anillo A. Un homomorfismo de
A-moédulos de M a N es una aplicacion f : M — N tal que, para cualesquiera
m,m’ € My ae€ A, se verifica que

1. f(m+m’) = f(m) + f(m'),
2. f(am) = af(m).
Es facil comprobar que, para médulos sM, 4N, el conjunto
Moda(M,N) ={f: M — N | f homomorfismo de A-médulos }
es un grupo aditivo con la suma definida declarando, para f,g € Moda (M, N),
f4+ g (m)=f(m)+ g(m), (m e M).

Diremos que un homomorfismo de modulos f : M — N es un isomorfis-
mo cuando sea biyectivo. En este caso, f' : N — M es automaticamente un
homomorfismo de modulos y, por tanto, un isomorfismo. Cuando exista un
isomorfismo de modulos f: M — N, diremos que M y N son moédulos isomorfos
y denotaremos este hecho por la notacion M = N.

Los homomorfismos de modulos inyectivos se suelen llamar monomorfis-
mos, en tanto que los sobreyectivos reciben el nombre de epimorfismos de
modulos.

El teorema del isomorfismo admite también una version para moédulos.

Proposicion 2.2.2 (Primer Teorema de Isomorfia). Dado f € Mod,(M,N), el
ntcleo Ker f es un A—submodulo de M, y la imagen Im f es un A—submaodulo de
N. Para cada submédulo L C Ker f, existe un tinico homomorfismo de A-maédulos
f: M/L — N tal que

f(m+ L) = f(m),
para todo m € M. Ademas, f es inyectivo si, y solo si, L = Kerf. En tal caso, f
proporciona un isomorfismo de A—-maodulos

M/Ker f = Im f.
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Demostracion. Se deduce inmediatamente del Primer Teorema de isomorfia pa-

ra grupos aditivos, sin mas que observar que el homomorfismo de grupos f es
ahora un homomorfismo de modulos. O

Ejemplos.

2.2.3. Anulador de un elemento. Dado un modulo n\M y m € M, tenemos el
homomorfismo A-modulos f: A — M definido por f(a) = am para todo a € A.
La imagen de f es, obviamente, Am, en tanto que el nucleo de f es

anna(m) ={a € A|am =0}

que es un ideal a izquierda de A, llamado anulador de m. Tenemos el isomor-
fismo de A-modulos

A/anna(m) = Am, (a +annp(m) — am).

2.2.4. Sucesiones linealmente recursivas Consideremos, para un cuerpo K,
el K-espacio vectorial
S={s:N—= K}

de todas las sucesiones con valores en K. Este espacio de sucesiones puede
dotarse de estructura de K[X]-mo6dulo declarando el operador lineal

Xs(n)=sn+1)

para s € Sy n € N. Explicitamente, para s € S,

1
f=) X' €KX,
i=0

1
fs(n) = > fis(n+1), (n e N).
i=0
De modo que anngx(s) # {0} si, y solo si, existen fy,...,f,_; € K tales que?
sm+1)= Zfs n+1i), ( para todo n € N). (2.6)

Observemos que anng(s) = (p(X)), donde p(X) es moénico de grado minimo
en anngx(s).

Una sucesion satisfaciendo una relacion recursiva como (2.6) se suele llamar
linealmente recursiva. El polinomio p(X) se llama polinomio de conexién de la
sucesion, en tanto que su grado es la complejidad lineal de la misma.

2siempre podemos tomar un polinomio moénico que anula a s
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Por ejemplo, si p(X) = X? — X — 1, entonces tenemos la siguiente recursion
lineal para una sucesion s anulada por p(X)

sm+2)=s(n+1)+s(n), (n € N).
Iniciando s(0) = s(1) = 1, obtenemos la famosa sucesion de Fibonacci.

2.2.5. Ecuaciones diferenciales lineales. Tomemos ahora el espacio vectorial
real C*(R) de las funciones definidas en la recta real R con valores reales que
admiten derivadas de cualquier orden. Se trata de un R[X]-mo6dulo determinado
por el operador lineal derivacion X¢ = ¢’, para ¢ € C>*(R). Dado f = Z}:o Xt €
R[X], tenemos que

donde ¢V denota la derivada de orden i de ¢. De forma que la condicion
anncy (@) # {0} significa que ¢ satisface una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes. En tal caso,

anngx (@) = (p(X)),

para p(X) el polinomio no nulo de grado minimo que anula a s.
Por ejemplo, si « = 1/2 4+ +/5/2, que raiz de p(X) = X2 — X — 1, entonces

(p(t) =€,

es solucion de la ecuacion diferencial
1 /
» —¢@ —¢@=0.

2.2.6. Funciones analiticas y sucesiones linealmente recursivas. La apli-
cacion 1 : C*°(R) — Map(N,R) definida por t(@)(n) = @™ (0) es un homomor-
fismo de R[X]-mo6dulos. Como consecuencia, para cada funciéon ¢ se tiene que
anngx (@) C anngx(t(¢@)). Ademas, se tiene la igualdad si ¢ es analitica en R,
ya que, en tal caso, ¢ esta determinada por t(¢).

2.2.4. Ejercicios

Ejercicio 14. Calcular todas las funciones f € C*(R) tales que anng(f) € (X* —

X), con la estructura de R[X]-mo6dulo dada por el operador lineal derivada.

Ejercicio 15. Demostrar que una sucesion s es linealmente recursiva si, y solo
si, K[X]s es un K-espacio vectorial de dimension finita.
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Ejercicio 16 (Segundo Teorema de Isomorfia). Supongamos submodulos L C
K € M. Deducir del Primer Teorema de Isomorfia que existe un isomorfismo de

modulos ML

— = M/K.

K/L /
Demostrar que todo submodulo de M/L es de la forma K/L para cierto submodu-
lo K € M que contiene a L.

Ejercicio 17 (Tercer Teorema de Isomorfia). Supongamos submoédulos [, N de
un modulo M. Deducir del Primer Teorema de Isomorfia que existe un isomor-
fismo

(L+N)/L=N/(LNN).

Ejercicio 18. Para K un anillo conmutativo, consideremos el anillo de polino-
mios K[X]. Establecer que dar un K[X]-médulo es equivalente a dar un K-moédulo
M junto con un endomorfismo de K-modulos T: M — M.

2.2.5. Suma directa externa y sucesiones exactas
Dados A-modulos My, ..., M,, el producto cartesiano
M; x - x My ={(my,...,my) : my € My}

es un A-modulo con la suma definida “componente a componente” y la accion
de A dada por

a(mi,...,m,) = (amy,...,am,).
Este modulo se llama suma directa externa de M;,...,M,. Usaremos la nota-
cion
]\/[1 PP Mn

para designarlo.

En el caso especial en que M; = --- = M,, = M, esta suma directa sera deno-
tada por M". En particular, tenemos el modulo A™ que, como veremos, tiene un
papel relevante. Este modulo es finitamente generado, ya que un conjunto de
generadores es ey,...,e,, donde e; es la n-tupla todas cuyas componentes son
0, salvo la i—ésima, que es 1.

Ejercicio 19. Sean Nj,...,N; submodulos de un moédulo M. Demostrar que
existe un homomorfismo sobreyectivo de modulos N; @ -+ & Ny — Ny +--- + Ny
que es un isomorfismo si, y soélo si, la suma N; + --- + N; es una suma directa
interna.

Proposicion 2.2.7. Sea .M un médulo, y my,...,m, € M. Existe un tnico ho-
momorfismo de moédulos f : A — M tal que f(e;) = m; parai = 1,...,n. Como
consecuencia, todo A-maédulo finitamente generado es isomorfo a un médulo de
la forma A™/L para cierton € N y L un submaédulo A™.
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Demostracién. Un elemento de A" se escribe de forma tnica como } , a;e; para
ciertos a; € A. Como consecuencia, la inica definicion posible para un homo-
morfismo de A-moédulos como el del enunciado es

f(Z aiei) = Z a;my.

Un calculo rutinario muestra que esta definicion da realmente un homomorfis-
mo de A—-modulos.

Si ahora my, ..., m, constituyen un conjunto de generadores de M, entonces
el homomorfismo f: A™ — M es sobreyectivo. La ultima afirmacion del enuncia-
do es ahora consecuencia directa de la Proposicion 2.2.2 tomando L = kerf. [

La Proposicion 2.2.2 admite una formulacion mas abstracta, en términos de
las llamadas sucesiones exactas de médulos. Veamos primero su definicion.

Definicion 12. Una sucesion de homomorfismos de moédulos

se llama exacta en M, si Im f; = kerf;,;. La sucesion es exacta si es exacta en
todo M,;. Una sucesion exacta de la forma

0 L——=M N 0

se llama sucesion exacta corta. Esto significa, ni mas, ni menos, que « es in-
yectivo, (3 es sobreyectivo e Im & = ker 3. Observemos que estamos denotando
por 0 es grupo aditivo con un unico elemento, el 0, que es un modulo sobre
cualquier anillo.

Por ejemplo, dado un homomorfismo de moédulos f : M — N, se tiene una
sucesion exacta corta

0——=kerf—M —-Imf——0

donde el morfismo kerf — M no es mas que la inclusion, y M — Imf es la
correstriccion de f.

n

Proposicion 2.2.8. Sea 0 L M —2=N 0 una sucesion exacta de

A-modulos.

1. Si M es finitamente generado, entonces N es finitamente generado.

2. SiL y N son finitamente generados, entonces M es finitamente generado.
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Demostracion. 1. Puesto que ¢ es sobreyectivo, cualquier conjunto de genera-

dores {my,...,m;} de M da un conjunto de generadores {@(m,),...,@(m;)} para
E.- Sea {n;,...,ns} un conjunto de generadores de N y escojamos, puesto que ¢
es sobreyectiva, {m;,..., m;} C M tal que
@e(my)=n; paratodoi=1,...,s.
Sea {l,..., 1} un conjunto de generadores de L. Si m € M, entonces
o(m) = Zrini = (P(Z M)
para ciertos ry,...,1s € R. De esta forma,

m— Zrimi € ker .

1

Puesto que ker ¢ = Im1, vemos que existen u;,...,u; € R tales que
m— Z Timy = Zujll)(lj)
i j

En resumen,

m = ZTimi + Zujlp(lj)»
i j

de donde {my,...,mgY(l;),...,P(lt)} es un conjunto de generadores de M. H

Merece la pena mencionar aqui que un submodulo de un modulo finita-
mente generado puede no ser finitamente generado, como muestra el siguiente
ejercicio.

Ejercicio 20. Consideremos un anillo no trivial R y un conjunto infinito I. El
anillo producto R! = {(xi)ie1 : i € R} tiene como ideal al conjunto RV de las I-
tuplas (x;)ics tales que x; = 0 salvo para un conjunto finito de indices i. En facil
ver que RV, como ideal a izquierda de R!, no es finitamente generado.

2.3. Condiciones de cadena
El Ejemplo 20 sugiere que, para algunos anillos, el concepto de modulo fini-
tamente generado no es suficientemente bueno con respecto de las sucesiones

exactas.
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2.3.1. Modulos noetherianos

Definicion 13. Un moédulo M se dice noetheriano si todo submodulo de M es
finitamente generado.

Por £(M) denotamos el conjunto de todos los submodulos de un médulo M.
Consideramos dicho conjunto ordenado por inclusion.

Proposicion 2.3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un moédulo
M.:

1. M es noetheriano;

2. cualquier cadenal; CL; C.--C L, C--- de submodulos de M se estabiliza,
esto es, existe m > 1 tal que L, = L, para todon > m;

3. cualquier subconjunto no vacio I' C L(M) tiene un elemento maximal.

Demostracion. (1) = (2). Dada la cadena [ C [, € --- C L,, C ---, tenemos el
submodulo® L = (J ., L, de M. Si F es un conjunto finito de generadores de L
entonces F C L,, para algan m. Claramente, L, = L, lo que implica L,, = L,, para
todo n > m.

(2) = (3). Supongamos que existe I' C £(M) no vacio sin elementos maximales.
Dado L; € T, L; no es maximal en I', de manera que existe L, € I' que contiene
propiamente a ;. De esta manera, vemos que existe una cadena L; C L,--- C
L, C --- de elementos de I' con todas las inclusiones estrictas.

(3) = (1). Denotemos por R el anillo. Dado un submoédulo L de M, consideremos
I' el conjunto de todos los submoédulos finitamente generados de L, y L’ un
elemento maximal de I'. Si L’ # L, tenemos la inclusion estricta L’ ¢ L’ + Rl
para algan 1 € L\L'. Puesto que L’ 4+ Rl es un submodulo finitamente generado
de L, obtenemos que L’ no es maximal, una contradiccion. Asi, L = L'y L es
finitamente generado. O

Proposicion 2.3.2. Sea 0 L M-—9-N 0 una sucesioén exacta de
modulos. Entonces M es noetheriano si y soélo si N y L son noetherianos.

Demostraciéon. Supongamos que M es noetheriano. Tenemos que L = Im e
Im1 es un submoédulo de M. Claramente, cualquier cadena de submodulos de
Im1 lo es de M y, al ser éste noetheriano, ha de estabilizarse. Esto prueba que
Im1 y, por tanto, L, es noetheriano.
Por otra parte, si
Nt SN, C---C Ny C-e

SEn general, la unién de submodulos no es un submodulo, pero si en el caso especial en
que los submoédulos forman una cadena para la inclusion.
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es una cadena de submoédulos de N, entonces
@ ' N C@(N))C - C@ '(Ny)C -

es una cadena de submoédulos de M. Como M es noetheriano, existe m > 1
tal que ¢ '(N,) = ¢ '(N,,) para todo m > n. Por tanto, N, = @(@ '(N,)) =
@(@ " (Nn)) = N, para todon > m.

Reciprocamente, supongamos que tanto L como N son noetherianos y con-
sideremos una cadena M; € M; C --- C M, C --- de submo6dulos de M.
Usando que N y L son noetherianos, existe m > 1 tal que ¢(M,) = ¢(M,,) €
Imyp N M,, = ImNM,, para todo n > m. Ahora, tomado x € M, con n > m,
tenemos @(x) € @(M,) = ¢(M,,), luego ¢(x) = ¢@(y) para cierto y € M,,,. Por
tanto, x —y e kerepNM,, =Im{p M, =Im{pNM,,. Esto implica que x € M,,. [

Corolario 2.3.3. Sean M;, M, dos médulos. Entonces M; & M, es noetheriano
si y solo si M; y M, son noetherianos.

Demostracion. Tenemos la sucesion exacta
v @
0O—M; —M; M, —M,;, —0,

donde {(m,) = (my,0) para todo m; € My, y @(m;, m;) = m, para todo (my,m;) €
M; & M,. El corolario se sigue ahora de la Proposicion 2.3.2. O

Definicion 14. Un anillo A es noetheriano a izquierda si oA es noetheriano.

El siguiente teorema muestra quizas la propiedad mas interesante de los
anillos noetherianos a izquierda.

Teorema 2.3.4. Un anillo A es noetheriano a izquierda siy sélo si todo A-mddulo
finitamente generado es noetheriano.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado y que A A es noethe-
riano. En virtud de la Proposicion 2.2.7, existe una sucesion exacta de A-modu-
los

0 L A™ M 0.

Por el Corolario 2.3.3, A™ es noetheriano y M deviene noetheriano por la Pro-
posicion 2.3.2. m

Corolario 2.3.5. Sea 0 LY M-—?-N 0 una sucesion exacta de modu-
los sobre un anillo noetheriano a izquierda. Entonces M es finitamente generado
siy solo si N y L son finitamente generados.

Demostracion. Se deduce del Teorema 2.3.4, junto con la Proposicion 2.3.2. [

Ejemplo. Todo DIP es un anillo noetheriano.
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2.3.2. Modulos artinianos

Existe una nocion dual de la de modulo noetheriano, que pasamos a estu-
diar brevemente.

Proposicion 2.3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un médulo
M.:

1. M satisface la condicién de cadena descendente para submaodulos, esto es,
para cadena de submodulos de M de la_forma

NyDN, D--- DNy D ---
existe un indice m tal que N,, = N, para todon > m;
2. todo subconjunto no vacio I’ C L(M) tiene un elemento minimal.
Demostracion. Se deja como ejercicio. [

Definicion 15. Un modulo M se dice artiniano si satisface las condiciones
equivalentes de la Proposicion 2.3.6.

Proposicion 2.3.7. Dada una sucesion exacta

0—=L—"-M—2-N 0,

se tiene que M es artiniano si, y solo si, L y N son artinianos.
Demostracion. Similar a la de la Proposicion 2.3.2 [
Ejercicio 21. Sea p un numero primo, y consideremos el conjunto
Cpo ={z € C:z"" =1 para algan n > 1}
Comprobar que C,~ es un subgrupo del grupo multiplicativo
S'={zeC:|z =1L

Por tanto, C,~ es un grupo abeliano, que puede considerarse canonicamente
como un Z-modulo. Demostrar que Cp~ es un Z-modulo artiniano pero no es
finitamente generado.

Ejercicio 22. Sea A un dominio de integridad conmutativo. Demostrar que, si
el modulo regular A es artiniano, entonces A es un cuerpo.

Ejercicio 23. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y K[X] el anillo de polinomios.
Consideremos la aplicacion lineal T : K[X] — K[X] dada por T(f) = f’. Asi que
tenemos, sobre K[X], definida una estructura de K[X]-moédulo a través de T.
Demostrar que, con esta estructura, K[X] es un K[X]-mo6dulo artiniano. Deducir
que K[X], con la estructura de K[X]-médulo descrita, no es isomorfo al K[X]-
modulo regular.
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2.4. Modulos de longitud finita

Vamos a introducir una clase de modulos de las mejor conocidas, sobre
algunos anillos, eso si.

Definicion 16. Un moédulo se dice simple si tiene, exactamente, dos submodu-
los (el submodulo cero y el total). Observemos que entendemos que un modulo
simple es no nulo.

Ejemplo. Los espacios vectoriales simples son, precisamente, los de dimension
1.

Ejemplo. Consideremos el R[X]-moédulo (R T), donde T es el giro de angulo 7t/3
en el espacio euclidiano R? con eje de giro “vertical”. Observemos que, tanto este
eje, como el plano perpendicular al mismo, son R[X]-moé6dulos simples, bien que
de dimension real distinta.

Definicion 17. Una cadena estricta de submodulos de un moédulo M
{0)=MycM;C---CM, =M (2.7)

se dira una serie de composicion* de M si M;/M;_; es un moédulo simple para
todo i =1,...,n. El numero n se llama longitud de la serie de composicion.

Ejemplo. Para el modulo del Ejercicio 2.4 se pueden identificar dos series de
composicion.

Proposicion 2.4.1. Un médulo no nulo M admite una serie de composicion si, y
solo si, M es noetheriano y artiniano.

Demostraciéon. Supongamos que M admite una serie de composicion de longi-
tud n. Argumentaremos por induccion sobre n. Si n = 1, entonces M es simple,
lo que implica obviamente que es tanto noetheriano como artiniano. Suponga-
mos ahora que n > 1, y consideremos una serie de composicion de M como
en (2.7). Entonces M,_; admite una serie de composicion de longitud n — 1,
con lo que es noetheriano y artiniano por hipotesis de induccion, en tanto que
M,,/M,_; es simple, luego noetheriano y artiniano. Las proposiciones 2.3.2 y
2.3.7 implican que M es noetheriano y artiniano.

Reciprocamente, supongamos que M es tanto noetheriano como artiniano.
Por ser artiniano, M contiene un modulo simple M, (es decir, un modulo mi-
nimal entre todos los moédulos no nulos de M). Si ahora M; # M, tomamos M,
minimal entre todos los modulos que contienen estrictamente a M;, entonces
M,/M; es simple. De esta forma, vemos que existe una cadena

ocM,CcM,C---

4solo consideraremos series de composicion finitas
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que ha de terminar por ser M noetheriano. Por construccion, esta cadena habra
terminado cuando M,, = M para algan n. Habremos asi obtenido una serie de
composicion para M. [

Corolario 2.4.2. Si

0 L—~-M-—2-N 0
es una sucesion exacta de modulos no nulos, entonces M admite una serie de
composicion si, y solo si, L y N admiten sendas series de composicion.

Demostraciéon. Consecuencia de las proposiciones 2.4.1, 2.3.2y 2.3.7. U

Corolario 2.4.3. Si M; y M, son médulos no nulos, entonces M; & M, admite
una serie de composicion si, y solo si, la admite tanto M; como M,.

Teorema 2.4.4 (Jordan-Holder). Supongamos que un médulo M admite dos se-
ries de composicion
of=MycM;C---CcM, =M

y
{O}:NOCN1C"'CNm:M.

Entonces n = m y existe una permutacion o : {1,...,n} — {1,...,n} tal que
Mi/Mi_1 = Ngi)/Ngi)—1 paratodoi=1,...,n.

Demostracion. Argumentamos por induccion sobre n. Si n = 1, entonces M =
M, es simple y, por tanto, m =1,y N; =M = M.

Supongamos que n > 1. Entonces M no es simple y, por tanto, m > 1.
Distinguimos dos casos.
Caso 1. Si M, ; = N,,_;, tenemos la situacion descrita por el diagrama de la
izquierda en la Figura 2.1. Por hipotesis de induccion, tenemos que n—1 = m—1
y existe una permutacion o : {1,...,n—1} — {I,...,n — 1} tal que M;/M; ; =
No(i)/Ngi)-1 parai=1,...,n—1. Tenemos, pues, que n = my o se extiende por
o(n) =n.
Caso 2. Si M,,_; # N,,_; entonces M,,_1+N,,_; = M, puesto que M,,_; y N,,_; son
submodulos maximales de M. El submoédulo N,, ; N M,,_; de M admite, por el
Corolario 2.4.2, una serie de composicion

{O=LycLyCc---CcLy=Np1NM.;.

El diagrama que describe esta situacion es el de la derecha de la Figura 2.1. El
segundo teorema de isomorfia (Ejercicio 17) nos da que
M o Mnfl + Nmfl ~ Mn71

Nmfl B Nmfl B Nmf] N Mnfl

y, puesto que M/N,,_; es simple, obtenemos una serie de composicion

0= CcLyC---CLyC My,
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M, = N, M, = N,

| PN

M1 = N \Y/ N1
MT‘I_Z NT_Z M1 N Ny
: M, Ly N2
\ \
M, N,
\ /
{0} M, L N,
\ /
{0}

Figura 2.1: Diagramas de Hasse que describen el Caso 1 (izquierda) y el Caso
2 (derecha).
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de M,,_;. Por hipoétesis de induccion, k +1 = n — 1, y existe una permutacion
T {l,...,n—=1} = {1,...,n—1} tal que L;/Li_.y = M4y)/Myy—1 parai=1,...,n—2
y My_1/La2 = Myn_1)/Mxn-1)-1. Ahora bien,

{0}=LycLicCc---CLiyCNug
resulta ser una serie de composicion de longitud n — 1 de N,,_;, ya que

M . Nm—1 + Mn—] ~ Nm—l

Mn—] B Mn—1 B Nm—] N Mn—1)

por lo que podemos aplicar de nuevo la hipotesis de induccion para obtener
que n—1=m—1y la existencia de una permutacion

p:{l,....n—T1}—={1,...,n—1}

tal que Li/Li—] = Np(i)/Np(i)—] para i= 1, ey — 2 y qu/Ln,z = Np(n,”/Np(n,]),] .
Reuniendo toda la informacion, obtenemos que n = m, y que la permutacion
o:{1,...,n} = {1,...,n} definida por

pt (i) siie{l,...,n—1tyt'1i)e{l,....,n—2}
o(i) =< n siie{l,...,.n—T}yt'i)=n—1

pn—1) sii=n

es tal que existen isomorfismos de modulos M;/Mi_; = Ng4)/Ngi—1 para i =
1,...,n. O]

Definicion 18. Diremos que un moédulo M tiene longitud finita si es noethe-
riano y artiniano. En tal caso, definimos la longitud de M, denotada como {(M),
como la longitud de cualquiera de sus series de composicion, cuando el modulo
es no nulo. Entendemos que (({0}) = 0.

Ejercicio 24. Demostrar que un espacio vectorial sobre un cuerpo es de longi-
tud finita si, y solo si, es de dimension finita. /Qué relacion hay entre longitud
y dimension?

Definicion 19. Los moédulos M;/M; ;, i = 1,...,n que aparecen en una serie
de composicion de M se llaman factores de composiciéon de M y el Teorema de
Jordan-Hélder muestra que estan determinados, salvo isomorfismo y reorde-
nacion, por el propio modulo de longitud finita M.

Ejemplo. La longitud del grupo aditivo Z, es la suma de las multiplicidades de
cada primo en la descomposicion completa de n.

Ejercicio 25. Sea M un modulo no nulo. Demostrar que M es simple si, y
solo si, anna(m) es un ideal a izquierda maximal de A para todo elemento no
nulo m € M.

Ejercicio 26. Calcular todas las series de composicion del Z-modulo Z, & Z,.
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2.4.1. El zé6calo de un modulo de longitud finita

Cada modulo contiene un submodulo especialmente sencillo, llamado zoca-
lo. Para definirlo, observemos que, si M es cualquier modulo y I' € £(M) un
subconjunto no vacio, entonces (). N € £(M). Observemos que estamos afir-
mando que (). N es un submodulo de M, pero no que pertenezca a I'. Nor-
malmente, esta observacion se usa como sigue: se define I' como la familia de
los submodulos de M que verifican cierta propiedad que se mantiene por in-
tersecciones, con lo que obtenemos el menor submodulo de M que posee esa
propiedad.

Definicion 20. El z6calo de un modulo M es el menor submodulo, en el sentido
de la inclusion, de M que contiene a todos los submodulos simples de M. Usa-
remos la notacion Soc(M) para referirnos al mismo. Si M no contiene ningiin
submoédulo simple, entonces definimos Soc(M) = {0}.

Ejercicio 27. Demostrar que Soc(pA) = {0} para todo dominio de integridad
conmutativo A que no sea un cuerpo.

Ejercicio 28. Demostrar que Soc(V) = V para todo espacio vectorial V.

Seguidamente, nos interesamos en estudiar el zocalo de un modulo de lon-
gitud finita.

Proposicion 2.4.5. Sea M un médulo no nulo de longitud finita. Entonces exis-
ten submaodulos simples Sy, ...,S, de M tales que Soc(M) = S;+---+S,. Ademas,
siSoc(M) =T+ -+T, paraTy,..., T, submoédulos simples de M, entonces m = n
y, tras eventual reordenacién, S; = T, para todoi=1,...,n.

Demostracion. Consideremos el conjunto I' de submodulos de M de la forma
Si+---+S;, para Sy,...,S; submodulos simples de M. Puesto que M es de
longitud finita no nulo, ha de contener al menos un modulo simple, ya que tiene
una serie de composicion. Por tanto, I' es no vacio. Por la Proposicion 2.4.1, M
es noetheriano, asi que I' tiene un elemento maximal, digamos S; 4 ---+S,,. Por
definicion de zoécalo, S; 4 --- + S,, € Soc(M).

Razonemos la inclusion reciproca. Si S es cualquier submodulo simple de
M,y SN (S +---+S,) ={0}, entonces S+ S; +---+ S, € . Pero esto contradice
la maximalidad, asi que SN (S;+---+S,) #{0}. Al ser S simple, esto implica que
SCSy+4---+S,y, al ser S arbitrario, que Soc(M) C S;+--- 4+ S,..

En lo que a la afirmacion sobre la unicidad respecta, basta con aplicar el
Teorema de Jordan-Hoélder a las dos series de composicion de Soc(M) dadas
por

{O}CS] cS$i+S,c---CSy ‘l—‘l—sn:SOC(M)

y
OcThchi+TL,c---CcTi+ -+ Tn =Soc(M).

]
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Definicion 21. Un moédulo se llama semisimple si M = Soc(M).

La Proposicion 2.4.5 muestra que un modulo semisimple no nulo de longi-
tud finita es isomorfo a una suma directa finita de modulos simples determi-
nados salvo isomorfismo.

Ejercicio 29. Un anillo A se dice ser un anillo de divisiéon si todo elemento no
nulo a de A tiene un inverso multiplicativo, esto es, un elemento b € A tal que
ab = ba = 1. Demostrar que A es un anillo de division si, y solo si, A es simple.

Ejercicio 30. Sea

0 L—'>~M—2-N 0
una sucesion exacta corta de modulos de longitud finita. Demostrar que {(M) =
¢(L) + £(N).

Ejercicio 31. Sean L,N submodulos de un modulo de longitud finita M. De-
mostrar que
C(L+N)+£€LNN)=1¢€L)+£N)

Ejercicio 32. Dado un grupo ciclico de orden finito m, visto como Z-médulo,
calcular su longitud y sus factores de composicion.

Ejercicio 33. Sea A un dominio de ideales principales. Demostrar que A A es
de longitud finita si, y s6lo si, A es un cuerpo. Demostrar que, si I es un ideal
no nulo de A, entonces el A-moédulo A/I es de longitud finita. ;/Puedo deducir
la longitud y los factores de composicion de A/I a partir de un generador del
ideal I?.

Ejercicio 34. Sea A = M;(K) el anillo de matrices de orden 2 con coeficientes

en un cuerpo K. Tomamos m = <8 (])) € A. Calcular anns(m) y Anna (Am).

Ejercicio 35. Demostrar que el anillo de matrices M;(Q), visto como modulo
regular, tiene un numero infinito de series de composicion, a pesar de que su
longitud es 2.

Ejercicio 36. Sea K un cuerpoy

K K ab
= (59 ={(3 D) sancen).
Comprobar que R es un subanillo de M;(K) y que los subconjuntos
K K 0 K
=0 0) =0 %)

son ideales de R. ;A qué anillo son isomorfos los anillos cocientes R/F y R/C?
Y el anillo R/(FN C)?
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Ejercicio 37. Con la notacion del Ejercicio 36. Comprobar que, para W un
subespacio vectorial de K2, el conjunto

(6) =13 o) emew)

K K) . Demostrar que todo ideal a izquierda de

0 K
0 K
0 K)' Calcular Soc(gR).

es un ideal a izquierda de R = (

R que no es de esa forma ha de ser R o bien C = (

Ejercicio 38. Con la notacion del Ejercicio 36. Calcular todos los homomorfis-
mos de R-moédulos f: R/F — R.

Ejercicio 39. Con la notacion del Ejercicio 36. Sea T : Y — X un homomorfismo
de K-espacios vectoriales. Definimos

66 =("a™),

para <8 E) eR= (]g E) y (3) € X @Y. Demostrar que el K-espacio vectorial

X @Y es, de esta forma, un R—-modulo.

Ejercicio 40. Demostrar que todo R-médulo es isomorfo a uno de los definidos
en el Ejercicio 39.

2.5. Estructura de los modulos de longitud finita
sobre un DIP

En esta seccion, vamos a desentranar la estructura de los modulos de lon-
gitud finita sobre un DIP. Comencemos conectando la nocion de longitud finita
y los modulos acotados, para los que ya establecimos su descomposicion pri-
maria en el Ejemplo 2.2.2.

A lo largo de esta seccion A denotara un DIP que no es un cuerpo.

Lema 2.5.1. Un médulo nM es de longitud finita si, y solo si, es finitamente
generado y acotado.

Demostraciéon. Como los moédulos de longitud finita son siempre finitamente
generados, podemos suponer que M lo es, y tomar generadores my,...,mg; € M,
esto es,

M=Am; +---+Am,.
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Deducimos que

Annj (M) = anna(my) N---Nanna(mg). (2.8)
Como A es un DIP, existen fj,...,f; € A tales que anna(m;) = (f;) para i =
1,...,s. Deducimos entonces de (2.8) que
Anna(M) = ()(f:) = (w), (2.9)
i=1
para 1 un minimo comun multiplo de fy,...,f;.

Si M es de longitud finita, entonces lo es cada Am; = A/(f;). De acuerdo con
el Ejercicio 33, cada f; # 0, lo que implica que 1 # 0, es decir, M es acotado.

Reciprocamente, si M es acotado, entonces p # 0. Esto solo es posible si
fi # 0 para todo i = 1,...,s. Como cada Am; = A/(f;), deducimos del Ejercicio
33 que los modulos ciclicos Am,,...,Am, son todos de longitud finita. Ahora,
tomemos el epimorfismo de modulos

Ami@---BAM; - Amy+---+Amg,  ((aymy,...,asmg) — aymy + -+ - + agmy),

que muestra que M = Am, + --- + Am, es de longitud finita. [

Vamos ahora a indagar sobre la estructura de las componentes primarias
establecidas en la Seccion 2.2.2.

Definicion 22. Tomemos un primo p € A. Diremos que M es p-primario si
Anna (M) = (p') para cierto t > 1.

Observacion 4. Para un A-moédulo p—-primario de longitud finita M, existe x €
M tal que Anna (M) = anna(x). En efecto, si Ann,(M) = (p') y m € M, entonces
anna(m) 2 (p'), por lo que anna(m) = (p") para cierto r < t. En vista de (2.8),
alguno de los generadores m; de M ha de verificar que (p') = ann,(m;). Tomese
X =my.

Lema 2.5.2. Sea M un A-mdédulo p—primario de longitud finita. Se tiene que
Soc(M)={meM:pm=0}L (2.10)

Demostracion. Si 0 # m € M es tal que pm = 0, entonces, puesto que (p) es
un ideal maximal, deducimos que anna(m) = (p). Por tanto, Am es simple y
Am C Soc(M). Para razonar el reciproco, tenemos, por la Proposicion 2.4.5,
que Soc(M) = S;+- -+ S, para ciertos submoédulos simples S; de M. Deducimos
que

(p") = Anna (M) C Anna (Soc(M)) = Anna(S1) N --- N Anna(S,).

Asi, cada Ann, (S;) es un ideal maximal de A que contiene a (p'), luego Ann, (Soc(M))(p).
Deducimos que Annx (Soc(M)) = (p). De aqui, pm = 0 para todo m € Soc(M). [
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Proposicion 2.5.3. Supongamos que M es p—primario de longitud finita con
Anna (M) = (p'). Six € M es tal que annx(x) = (p'), entonces Ax es un sumando
directo de M.

Demostraciéon. Expondremos una demostracion por induccion sobre {(M), la
longitud de M. Si {(M) =1, entonces M = Ax y no hay nada que demostrar. Su-
pongamos, pues, que {(M) > 1. De nuevo, si Ax = M, no tenemos que demostrar
nada, asi que supongamos que Ax # M.

Razonemos primero que existe y € M tal que y ¢ Ax y anna(y) = (p). Como
M/Ax es un moédulo no nulo de longitud finita, contiene algun A-submédulo
simple, digamos S. Tomemos s € S tal que S = As. Tenemos que

(p") = Anna (M) C Anna(M/Ax) C Anna(S) = anna(s).

Puesto que S es simple, anna (s) es un ideal maximal de A lo que, en la situacion
presente, implica que annp(s) = (p).

Tomemos ahora z € M tal que s = z + Ax. Tenemos que pz € Ax, por lo que
existe a € A tal que pz = ax. Observemos que p*'ax = p'z = 0, con lo que
p''a € anny (x) = (pt). Por tanto, a = pa’ para cierto a’ € A. Luego pz = pa’x, de
donde p(z — a’x) = 0. Tomamos, pues, y =z — a’x # 0, elemento no nulo porque
z & Ax.

Como Ay es simple (puesto que anna(y) = (p)), e y ¢ Ax, deducimos que
Ax N Ay = {0}. Asi,

Ax Ax + Ay
Ax = = =A A
X Ax N Ay Ay (x+Ay)

Como consecuencia,

(p") = anna(x) = Anna (A(x + Ay)) 2 Anna(M/Ay) 2 Anna (M) = (ph).

c —.

Deducimos que x+ Ay y M/Ay estan bajo las mismas hipétesis que x y M, pero
((M/Ay) < {(M). Por tanto, podemos aplicar la hipotesis de induccion, lo que
nos da un submodulo N de M tal que Ay C Ny

M  Ax+Ay . N
= +

Ay Ay Ay (2.11)

Deducimos de aqui que
M =Ax+ Ay + N =Ax+ N.
Puesto que la suma (2.11) es directa, tenemos también que
AxNN C (Ax+ Ay) NN = Ay.
De donde
AxNN=AxNNNAy C AxN Ay ={0}.

Concluimos, asi, que M = Ax + N. O
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Estamos preparados para obtener la descomposicion ciclica de un modulo
primario.

Teorema 2.5.4. Sea M un A-médulo p—primario no nulo de longitud finita, para

p un primo de A. Entonces existen elementos no nulos x;,...,x, € M tales que
M=Ax; + -+ Ax, (2.12)
y
Anna (M) = anna(x;) € anna(x;) C --- C anna (x,). (2.13)
Ademas, sivyi,...,Ym € M son elementos no nulos tales que
M= Ay +--- +Ayn (2.14)
con
anna (ys) C anna(yz) C --- C anna(Ym), (2.15)
entonces m =n y annp (y;) = anna(x;) parai=1,...,n.

Demostracion. Sea x; € M tal que Anna (M) = anna(x1), que existe en virtud de
la Observacion 4. Por la Proposicion 2.5.3, M = Ax;+N para cierto A-submodu-
lo N de M. Si Ax; = M, no hay nada que demostrar, en lo que concierne a la
existencia de la descomposicion en suma directa interna (2.12). Si Ax; # M
tenemos, argumentando por induccion sobre la longitud, que

N=Ax; + -+ Ax,
para ciertos elementos no nulos x;,...,x, € N tales que
Anna(N) = annx(xz) € --- € anna(x,).

Como Annjy (M) C Annx (N), concluimos que anna(x;) C anna(x;).

Razonemos la unicidad por induccion sobre la longitud de M. Si M es sim-
ple, entonces M = Ax; = Ay, y, por tanto, anna(x;) = (p) = anna(y;). Suponga-
mos, pues, que M no es simple.

El A-modulo M/pM es semisimple en virtud del Lema 2.5.2, puesto que
Ann, (M/pM) = (p). El homomorfismo

AxXq Ax,
D---D

M :
- APpX; APpxn

dado por

Z aixi — (arxy + Apxqy ..., QnXn + Apxy)
i=1
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es sobreyectivo y tiene por nucleo® pM. Tenemos asi un isomorfismo de A-

modulos
M _ Axg o Ax,

pPM ~ Apx G Apxn,

Puesto que Ax;/Apx; es ciclico no nulo generado por x; +Apx; y anna (x; +Apx;) =
(p), deducimos que es simple para todo i = 1,...,n. Esto demuestra que n es,
precisamente, la longitud de M /pM. Como el anterior razonamiento es aplicable
también a la descomposicion (2.14), deducimos que n = m.

Si pM = {0}, deducimos del Lema 2.5.2 que todos los anuladores que apare-
cen en (2.13) y (2.15) son iguales a (p).

Tratemos ahora el caso pM # {0}. Este modulo tiene longitud menor que la
de M (ya que pM # M). Tenemos que

pM = Apx; + -+ Apx,
para un indice r < n tal que annx(x;) = (p) si, y solo si, i > r. Asimismo,
pM = Apy: + - + Apy;s

para s < n tal que anna(yi) = (p) si, y s6lo si, i > s. Escribamos, para 1 <
i <1, anna(x;) = (p'), con t; > 1. Tenemos, asi, que ann, (px;) = (p'). Como
consecuencia,

anna (pxy) C -+ C anna (px,).

Analogamente, escribiendo anna(y;) = (p*), vemos que ann, (py;) = (p*~') para
1<i<sy
anna (py;) C --- € anna (pys).

Por hipoétesis de induccion, r = s y anna (px;) = anna(py;) para todo 1 <i <.
De aqui se completa facilmente la induccion. O

Corolario 2.5.5. Si M es un A-médulo p—primario de longitud finita, entonces
M=Ci - - Cy

para Cq,...,C,, modulos ciclicos. Ademas, si
M=D;&---& Dy

para Dq,...,D,, ciclicos, entonces n = m y, tras eventual reordenacion, C; = D;
paratodoi=1,...,n.

Demostracion. El isomorfismo

M=Cio---dC,

5Comprobar
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permite dar x4,...,x, € M tales que
M= Ax; + -+ Ax,

con Ax; = C; para i = 1,...,n. Ademas, puesto que M es p-primario, asi lo
son todos estos modulos ciclicos, luego podemos, tras eventual reordenacion,
suponer que anna(x;) C --- C anna(x,). Razonando de igual forma para el iso-

morfismo M = D; & --- & D,,,, obtenemos yi,---,y, € M también en las condi-
ciones del Teorema 2.5.4 tales que D; = Ay; parai=1,...,m. El citado teorema
implica que n = m y que anna(x;) = anna(y;) para i = 1,...,n. Asi, para cada
i=1,...,n,

Ci = Ax; = A/anna(x) = A/anna(yi) = Ay = Dy,
lo que concluye la prueba. O

Ejercicio 41. Un médulo M se dice indescomponible si M = N 4 L implica
N = {0} o L = {0}. Demostrar que si un moédulo de longitud finita primario M
sobre un DIP se descompone como M = C; @ --- ¢ C,, para Cy,...,C, ciclicos,
entonces estos ciclicos son indescomponibles.

Ejemplo. Si M es un grupo abeliano de longitud finita y p—primario, deducimos
del Corolario 2.5.5 que M = C; & --- ¢ C,,, para Cy,...,C, ciclicos p—-primarios.
Asi, existen enteros positivos tinicos my, ..., m, tal que

M = me1 EB e @men.
Observemos que M ha de ser finito.

Vamos seguidamente a considerar A-modulos de longitud finita no necesa-
riamente primarios.

Teorema 2.5.6. Sea M un médulo no nulo de longitud finita sobre un dominio
de ideales principales A. Existen irreducibles p;,...,p, € A Yy niumeros naturales
nonulos ny,...,n. yey > --- > ey, parai=1,...,r, determinados univocamente
por M, tales que

M = ‘i‘{:] ("']TL:L]AXU) ) (2 16)

parax;; € M que verifican anna (x;;) = (p;’) paratodoi=1,...,1;j =1,...,mni.
Estos parametros determinan M salvo isomorfismos.

Demostracion. Sea 1 € A la cota de M. Vimos en el Ejemplo 2.2.2 que, si
w=p; ---p¢ es la descomposicion completa de p, entonces tenemos una des-
composicion

M =M+ -+ M, (2.17)

donde M; es un submodulo pi—primario de M para i = 1,...,r. Si ahora des-
componemos cada componente primaria de acuerdo con el Teorema 2.5.4, ob-
tenemos una descomposicion como la de (2.16).
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Seguidamente, hemos de discutir que los parametros enunciados estan de-
terminados por el modulo M. Comencemos viendo de la descomposicion pri-
maria (2.17) es unica. De hecho, si M = N;+---+ Ny, con Anna(N;) = (s?), para
s1,..., 8¢ € irreducibles distintos, entonces

() = Annp (M) = (JAnna (Ng) = (()(sf) = (s]' - - s{").

i=1 i=1

Por unicidad de la descomposicion completa de p en nuestro DIP, deducimos
que, tras eventual reordenacion, t =1, s; = p; parai = 1,...,7y f; = e; para
i=1,...,r. De esta forma, tenemos que, para cadai=1,...,r,

N; C{meM:pm=0}=M;,

donde la igualdad de la derecha se probo en el Ejemplo 2.2.2. Deducimos, pues,
que N; =M, paratodoi=1,...,r.

Lo anterior puede aplicarse en particular a una descomposicion como la de
(2.16), con lo que obtenemos que, necesariamente,

M; = —HLHAXU'
para cada i = 1,...,r. Deducimos, pues, que los parametros r,pi,...,p: Y €11 =
er,..., e = e, estan determinados por M.
El resto de los parametros e;; coni=1,...,71yj=2,...,n, son univocamente
determinados por cada M, en virtud del Teorema 2.5.4 [

Definicion 23. La descomposicion (2.16) se llama descomposicion ciclica prima-
ria de M. También se suele llamar asi a cualquier descomposicion establecida
por un isomorfismo como suma directa externa de modulos ciclicos primarios.
Los elementos p;” € A se llaman divisores elementales de M.

Observacion 5. Durante la demostracion del Teorema 2.5.6, hemos probado
que los irreducibles p;,---,p; € A y los naturales eyy,..., ey vienen determina-
dos por la factorizacion completa de la cota 1 de M.

Ejercicio 42. Dado un modulo M de longitud finita sobre un DIP, expresar
Soc(M) en términos de su descomposicion ciclica primaria.

2.5.1. Estructura de un grupo abeliano finito

Supongamos un grupo abeliano finito M con m > 2 elementos. Visto como
Z-mo6dulo, M es, obviamente, de longitud finita y se tiene que m € Anny(M).
Por tanto, Annz(M) = (u) para un divisor p de m. Mas adelante veremos como
calcular p, si disponemos de informacion suficiente sobre M.
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Podemos aplicar el Teorema 2.5.6 a M. A partir de esa descomposicion in-
terna, obtenemos que, si p = p7' ---p¢ es una descomposicion completa de la

cota, obtendremos que
M =D D%y,

i=1 j=1
isomorfismo de grupos, para ciertos naturales e; = e;; > --- > e;,,, > 1. Compa-

rando cardinales,
T
e
m=TTI7",

i=1 j=I

de donde, si m = p{' ---p* es una factorizacién completa, se tiene que

fi:Zeij, (l:],,T)
j=1

Por ejemplo, si M tiene cardinal 12, entonces ha de ser isomorfo a uno de los
dos siguientes grupos:
Ly @ 73, Ly @7y ® Ls.

El primero de ellos tiene anulador generado por 12, en tanto que el segundo
tiene anulador 6Z.

2.5.2. Sucesiones linealmente recursivas

Consideremos el K-espacio vectorial M = Map(N, K) de las sucesiones con
valores en K, al que dotamos de estructura de K[X]-mo6dulo mediante la regla

Xs(j) =s(j+ 1), seM, jeN.

Para f € K[X], ponemos R; ={s € M : fs =0}, que es un K[X]-submodulo de M.
Dado f =} | fiX* € K[X], s € M, tenemos

fs(j) = > fis(j+%),
k=0

asi, fs = 0 significa

1
fas(G+n)=— > fis(j +k),
0

=

i

y,sif,=1,
s(j+n) = kas G+%), jeN. (2.18)

Para cada naturaln > 1, tenemos la aplicacion K-lineal

Th: M — K", s (s(0)y,...s(n—1)).
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Lema 2.5.7. Sif € K[X] tiene gradon > 1 entonces r,, : R; — K" establece un
isomorfismo de K—espacios vectoriales.

Demostracion. Como R, es un K-subespacio vectorial de M, deducimos que 1,
es K-lineal. Que r, : R; — K" es biyectiva se deduce de (2.18). O

Proposicion 2.5.8. El K[X]-médulo R; es ciclico e isomorfo a K[X]/(f).

Demostracion. Sea s € R, tal que r,(s) = (0,...,0,1). Afirmamos que (f) =
anngx(s). Demostraremos que, si g € R es no nulo de grado m < n, enton-
ces gs # 0. En efecto, si g = Y ', g«X*, entonces

gs(n—1—m):ngs(n—1—m+k):gm7é0.

k=0

Por tanto, f es de grado minimo contenido en anngy(s), luego lo genera como
ideal de K[X]. Tenemos asi un isomorfismo de K[X]-mo6dulos K[X]/(f) = K[X]s. De
esta forma, K[X]s tiene dimensiéon n como K-espacio vectorial, que es, precisa-
mente, la dimension de R, de acuerdo con el Lema 2.5.7. Por tanto, K[X]s =
R;. O

Queremos dar una descripcion mas precisa de los modulos R, para ciertos
polinomios f. Consideremos un polinomio p € K[X], para K un cuerpo. Dicho
polinomio define una funciéon, que denotamos igual, p : N — K. Veamos que, si
p tiene grado k, entonces p € Ry ;... Para ello, basta con que lo comprobemos

para las funciones monomiales definidas por my(j) = j*, para j € N. Observemos
que

lo que permite demostrar, por induccion sobre k, que (X — 1)*"Tm; = 0.

Se podria esperar, a primera vista, que {moy, my, ..., m;} generasen el K-espacio
vectorial R(Xq)w. No obstante, esto no es cierto en general, ya que, por ejem-
plo, en caracteristica 2, m, = m;. Pasamos a describir una base que funciona
en cualquier caracteristica.

Para cada k € N, definimos la sucesion

adi= (1), Gem.

Reduciendo moédulo la caracteristica, esta sucesion tiene sentido sobre cual-
quier cuerpo.
Se sigue de la identidad de Pascal que

Xdi = dy + Xdi1, (k> 0), (2.19)
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donde entendemos que d_; = 0. Se deduce inmediatamente de (2.19) que
k
Xde =) du. (2.20)
De aqui, se deduce facilmente que {dy, d;,...,dx} es una K-base de R(Xq)w.

Vamos a demostrar algo mas general.
Para cada « € K*, definimos la sucesion y(«) € Ry_, por

y(@(§) =«, (jeN).
Proposicion 2.5.9. Una K-base de R x_an €S {doy()y ...y dngy(x)}.
Demostracion. De (2.19), deducimos que, para k <1,
(X —1kd; = X*d_y. (2.21)
La identidad (2.21) permite deducir, para k < 1, que
X=1de i =X—1(X=1*"Td ;= (X=1XTdy = (X—1)dy =0.
Por otra parte,

(X —a)¥dry(e) =

E ) (X —o)dry(x)
(
(

X — —1
X — o) ' (XdiXy (o) — xdry(«))
X — ) 1(th - dL)OW(OC)
— (X — ) oy ().

Esta ultima igualdad permite demostrar, por induccion sobre k, que
(X —o)*dry() = (X — 1) diady (). (2.22)

Deducimos de (2.22) y (2.19) que {doy(a),...,dn1Y()} C Mx_an-
Para comprobar que se trata de un conjunto linealmente independiente,

Supongamos
1
s=) cudiy(a) =
k=0

paral<h-—1, ¢p,...,c, € K con ¢; # 0. Entonces

0=(X—a)'s=cidoaty(a) = craty(ex) # 0.

><

Contradiccion ésta que muestra la independencia lineal y termina la demostra-
cion. Ol

Proposicion 2.5.10. Si la caracteristica de K es cero, entonces una K-base de

Rix_ar €S {moy(ed), ..., mugy(e)}.

Demostraciéon. Cada dy es, en caracteristica 0, una funcion polinémica y, por
tanto, combinacion K-lineal de my,..., m;_;. Ahora aplicamos la Proposicion
2.5.9. []
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2.5.3. Ecuaciones diferenciales lineales

Una funcion ¢ : R — C, podemos escribirla en la forma ¢ = ¢, + ip., donde
¢r, @ : R — R son las funciones parte real y parte imaginaria de ¢. Entendemos
que ¢ es derivable si lo son ¢,, .. La derivada es ¢’ = ¢/ + ip.. Para tratar
simultaneamente los casos real y complejo, denotaremos por K un cuerpo que
puede ser R o C. Consideremos el conjunto F de todas las funciones ¢ : R — K
que tienen derivadas de cualquier orden. Se trata de un espacio vectorial sobre
K y la aplicacion que asigna a cada ¢ € F su derivada es lineal. Tenemos, por
tanto, que F es un K[X]-modulo.

La aplicacion t: F — Map(N,K) dada por

es un homomorfismo de K[X]-modulos. Deducimos que, para ¢ € F, se verifica
que anngx (@) C anngix(t(¢)). Por tanto, por restriccion de 1, tenemos, para
cada f € K[X], un homomorfismo de K[X]-moédulos

T:.Ff_)Rf.

donde F; = {¢ € F; : fo = 0}, que es un K[X]-submédulo de F. En el caso
f = (X — )", para « € K, podemos dar explicitamente algunas funciones en
Fix—an- Asl, para cada k € N, definimos

ep(t) =te™,  (teR).
Un sencillo calculo muestra que
(pr)" =kop; + ooy,

equivalentemente,
(X — )@ = ko, (2.23)

igualdad valida para todo k € N tomando ¢_; = 0. Se deduce que

{(pg‘, ceey (p}"l‘,]} C ./—"(X,(X)h.

Lema 2.5.11. La aplicacion t© : Fix_qn — R(xﬂx)h es un isomorfismo de K[X]-
modulos y {¢§, ..., ¢5_;} es una base de Fx_, como K-espacio vectorial.

Demostracién. Denotemos ¢, = @f por simplicidad y definamos sy = T(@y)
para k € N. Demostremos que sy, s;,... €s un conjunto linealmente indepen-
diente. Observemos que sy, # 0. Razonando inductivamente, supongamos que
S0, S1y - - - » Sk €S linealmente independiente y supongamos una combinacion lineal

k+1

0= Z a; Sy, (Clo, ey Q1 € K) (2.24)
1=0
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Puesto que T es un homomorfismo de K[X]-mo6dulos, deducimos de (2.23) que
(X —a)sy = s,

para todo 1 € N. Aplicando el operador X — « en la igualdad (2.24), deducimos
que

K1
0= Z la131_1 .
1=0
Por hipoétesis de induccion, obtenemos que la; ; =0 para 1 <1< k+1, de donde

aq=0paral <l<k+ 1. Pero, asi, aysp =0, de donde ay = 0, asimismo.

Puesto que la dimension como K-espacio vectorial de R, ;). es h, deducimos
que {sg,...,sn_1} €s una base. Como consecuencia, {@y,..., @, 1} €s una base y
T Fix—apn — Rix_qn €8 un isomorfismo. O

Lema 2.5.12. Seap € R[X] un polinomio ménico irreducible de grado 2 con raices
complejas «, «. La aplicaciéon T : th — Rﬂsh es un isomorfismo de R[X]-médulos y

{05 + 08,y OF 1 + Of_1, LOF — 0F), -, LR — o 1)) (2.25)
es una base de ffh como R-espacio vectorial.

Demostracion. Tenemos la descomposicion primaria de ]-";Ch — }“&7“)}1 —i—]:g(fa)h. El
Lema 2.5.11, junto con un cambio de coordenadas claro, da que (2.25) es una
base del espacio complejo ]-"fh. Cada una de estas funciones coincide con su
conjugada, asi que, realmente, forman un conjunto linealmente independien-
te de ]—“fh. Tenemos el diagrama conmutativo de homomorfismos de espacios
vectoriales reales

Fon —— R,

L

lT_‘((f T C
ph _>Rph>

donde las flechas verticales denotan inclusiones. Observemos que la aplicacion
7 de la linea inferior es un homomorfismo de C[X]-mé6dulos y, mirando las
descomposiciones primarias de ambos modulos y el Lema 2.5.11, deducimos
que se trata de un isomorfismo. Esto implica que la aplicacion T de la linea
superior es inyectiva y, al ser lineal, su imagen tiene dimension al menos 2h
como subespacio vectorial real de RE,. Pero este ultimo es un espacio vectorial
de la misma dimension, lo que concfuye la prueba. O

Teorema 2.5.13. Para cada polinomio no nulo f € K[X], la aplicacién t: F; — R,
es un isomorfismo de K[X]-mddulos.
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Demostraciéon. Podemos suponer que f es moénico. Partimos de una descom-
posicion completa f = pg” ---pM para py,---,pr € K[X] irreducibles y ménicos.
Esto da lugar a sendas descomposiciones primarias de F; y R; de manera que
tenemos

oy sy
T: +k:]fp:k — +k:]Rp:k°

Como 1 es homomorfismo de K[X]-mo6dulos, preserva las componentes prima-

rias, esto es, por restriccion, tenemos T : ]—"phk — R ,, para cada k = 1,...,7.
k Pk

Como cada py tiene grado uno o dos, gracias al Teorema Fundamental del Alge-
bra, deducimos que estas restricciones son todas isomorfismos por aplicacion
de los lemas 2.5.11 y 2.5.12. Por tanto, t: F; — R, es un isomorfismo. [

Corolario 2.5.14. Si ¢ € F; satisface las condiciones iniciales @(0) = --- =
©™(0) =0, paran = degf, entonces ¢ = 0.

2.5.4. Estructura de un endomorfismo lineal. Forma de Jor-
dan.

Vectores ciclicos y matrices comparneras. Teorema de Cayley-Hamilton.

Tomemos un operador lineal T: V — V actuando sobre un espacio vectorial
de dimension finita n sobre un cuerpo K. Sabemos (ver Ejercicio 11) que V es
un K[X]-mo6dulo ciclico si, y solo si, el grado de su polinomio minimo p € K[X]
es n. Tomemos un generador v € V como K[X]-mo6dulo (es lo que se llama un
vector ciclico de T). Entonces

WV, Tv,..., TV v} (2.26)

es un conjunto linealmente independiente de vectores de V y, como tiene car-
dinal n, resulta ser una base.
La matriz que expresa T en coordenadas con respecto de esta base es

0O ... 0 —Ho

1 ... 0 —Hl
Cw=1|. . . .

0 ... 1 —HUn-1,

sip=py+mX+-+ u X* "+ X" Esta es la llamada matriz companera del
polinomio p.

Lema 2.5.15. Sea p € K[X] un polinomio ménico. El polinomio caracteristico de
C(u) es p.
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Demostracion. Se puede razonar por induccion sobre el grado de p a la vista de
la igualdad

X 0 0 -~ 0 0 Ko
1 X 0 -~ 0 0 W
0 -1 X --. "
0 0 0 - =1 X .
o 0 0 - 1 X
X 0 -~ 0 0 " 1 X 0 - 0 0
1 X ... 1 0 -1 X ...
X . + (=)o
o o --- =1 X Un_2 o o o0 --- =1 X
0 0 - 1 X o 0 0 -- 1

O

Proposicion 2.5.16. Un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensioén fini-
ta admite un vector ciclico si, y soélo si, su polinomio caracteristico es su polinomio
minimo.

Demostracion. Denotemos por V el K[X] médulo de dimension n dado por un
endomorfismo K-lineal T. Si hay un vector ciclico es porque V es ciclico como
K[X]-moédulo y la matriz de T en coordenadas con respecto de la base (2.26) es
C(u) para p su polinomio minimo. Por el Lema 2.5.15, el polinomio caracteristi-
co de C(u) es el polinomio minimo. Reciprocamente, si el polinomio minimo p
coincide con el caracteristico, entonces el grado de n es la dimension n de V'y,
por el Ejercicio 11, V es ciclico. O

No todo endomorfismo T posee un vector ciclico. En el caso general, lo que
siempre se puede conseguir es que V, en tanto que K[X]-modulo, se escriba co-
mo suma directa de submodulos ciclicos (por ejemplo, mediante su descompo-
sicion ciclica primaria). Si descomponemos V = V;+---+V;, para V; submodulos
ciclicos, cada restriccion Ty, : Vi — V; admitira un vector ciclico v; y una base de
la forma {vi, Tvi, ..., T% v;}. Uniendo estas bases obtenemos una de V en cuyas
coordenadas la matriz de T es una matriz diagonal por bloques de la forma

C(fy)
y (2.27)

para f; el polinomio minimo de Tjy,.
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Teorema 2.5.17 (Cayley-Hamilton). El polinomio minimo de una transformacion
lineal T : V — V de un espacio vectorial V es un divisor del polinomio caracteristi-
codeT.

Demostraciéon. Descomponemos V como suma directa de subespacios ciclicos
que proporcionan una base en cuyas coordenadas la matriz de T es de la forma
(2.27). El producto f; - - - f; esta contenido en el anulador de V como K[X]-mo6du-
lo, asi que es un multiplo del polinomio minimo. Pero f;---f; es el polinomio
caracteristico de (2.27) y, por tanto, de T. O

Ejercicio 43. Sea B € M, (F) y F < K una extension de cuerpos. Entonces el po-
linomio minimo de B, vista como matriz de M, (K) es el mismo que considerada
en M, (F).

Forma canonica de Jordan.

Supongamos que el polinomio minimo de T es 1 = (X —A)", para cierto A € K.
Si n es la dimension del K-espacio vectorial V, tenemos que, en tanto que K[X]-
modulo, V es ciclico. Vamos a describir una base especial: tomemos v € V tal
que anngy(v) = ((X —A)"), y observemos que {v, (T — A)v,...,(T —A)* v} es un
conjunto linealmente independiente de vectores y, por tanto, una base de V.
La igualdad

TT-=Av=(T=A+A)(T=Av=(T=AN""v+ AT =AY,
para i > 0 muestra que la matriz de T con respecto de la K-base

W (T=Av, .. (T=AV )

es
AT 0 -+ 0
0 A 1 0
JnA) =
0 0 ... ... A

Llamaremos a una matriz del tipo J,,(A) bloque de Jordan de tamano n para
el valor propio A.
Ahora, supongamos que T tiene polinomio minimo

p=X=N)" (X=N)7,

para Aj,..., A, € K. En virtud de Teorema 2.5.6, tenemos una descomposicion
de V como K[X]-modulo
V= H1 (HEKIXxg) -
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Tomando en cada V; = K[X]x;; la base
Dy (T = Ay - (T = ) gl

obtenemos, reuniéndolas, una base de V, con respecto de la cual la matriz de
T adopta la forma diagonal por bloques

]en (?\1)
]em] (7\1)

Jeur (Ar)

Jern, (A+)

Teorema 2.5.18. Sea B € M, (F) una matriz cuadrada con coeficientes en un
cuerpo F. Sea K una extension de F donde el polinomio minimo de B tiene todas
sus raices. Entonces existe P € GL,,(K) tal que

J]=PBP

Demostraciéon. Consecuencia del Lema 43 y el desarrollo inmediatamente ante-
rior al mismo. ]

La matriz | se llama forma canoénica de Jordan de la matriz B.

Corolario 2.5.19. Una matriz B € M,,(F) es diagonalizable en alguna extension
K de F si, y sélo si, su polinomio minimo es separable.

Demostraciéon. Observemos que B es diagonalizable si, y solo si, cada bloque
de Jordan de | es de tamano 1 x 1. Equivalentemente, e; = 1 para todo i =
..., ]

Corolario 2.5.20. SiB € M, (F) tiene n valores propios distintos en una extension
K de F, entonces B es diagonalizable sobre K.

2.5.5. Potenciacion y exponenciacion de matrices. Sistemas
de ecuaciones diferenciales.

Comencemos por mostrar como el uso de la forma canoénica de Jordan faci-

lita el calculo de las potencias sucesivas de una matriz B. Para ello, escribamos

B = PJP~! como en el Teorema 2.5.18 y observemos que B™ = PJ™P~! para todo
m € N. Por tanto, solo necesitamos calcular las potencias |™ y, dada la forma
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diagonal por bloques de ], basta con calcular las potencias de un bloque de
Jordan J,,(A). Podemos escribir

Jn()\) = Al + ]n(o)

Usando esta expresion, obtenemos

m

=Y (T) AT, (0.

j=0

Recordemos que el K-espacio vectorial de las funciones de R — K indefinida-
mente derivables es un K[X]-médulo con la accién X¢ = ¢’. Mas generalmente,
una funcion indefinidamente derivable y : R — K" puede entenderse como un
elemento de F", esto es, y = (yi,...,Yyn) para yi,...,y, € F. De esta forma,
obtenemos el K[X]-moédulo 7", resultando Xy =y'.

Vamos a estudiar las soluciones de un sistema homogéneo de EDOs lineales
con coeficientes constantes. Un tal sistema puede escribirse de manera com-
pacta como la busqueda de las funciones y = F" tales que

y =yB. (2.28)

para una cierta matriz de coeficientes B € M,,(K). Nuestra primera observacion
es que, si B = PCP~! para C € M, (K) y P € GL,(K), entonces, realizando el
cambio de variables z = yP, tenemos que el sistema (2.28) es equivalente a

z' =zC.

Podemos establecer este hecho en términos de modulos como sigue. Por
F(B) denotamos el conjunto de soluciones en F" de (2.28).

Lema 2.5.21. La aplicaciéon F(B) — F(C) que enviay en z = yP es un isomorfis-
mo de K[X]-mddulos.

Demostracién. Observemos primero que F(B) y F(C) son K[X]-submoédulos de
F™, lo que es facil de comprobar. La aplicaciéon y — z es claramente lineal y
biyectiva. También es claro que es un homomorfismo de K[X]-médulos. O

El siguiente lema permite usar lo demostrado para ecuaciones diferenciales
lineales en la teoria de sistemas.

Lema 2.5.22. Sea 1 el polinomio minimo de B. Si B admite un vector ciclico,
entonces los K[X]-médulos F(C(u)) y F,, son isomorfos.

Demostracion. Como B posee un vector ciclico, podemos encontrar una base
de K" de manera que la aplicacion lineal dada por B se expresa, en coordena-
das con respecto de la misma, como mediante la matriz companera C(u). Asi,
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B = PC(u)P~! para una matriz inversible P. De modo que, segun el Lema 2.5.21,
F(B)y F(C(n)) son K[X]-modulos isomorfos. Ahora, consideremos la aplicacion
F" — F proyeccion en la primera componente, que es, claramente, un homo-
morfismo de K[X]-mo6dulos. Una mera comprobacion muestra que, por restric-
cion de esta proyeccion, obtenemos un homomorfismo inyectivo de K[X]-modu-

los F(C(p)) — F,. Finalmente, si ¢ € F,, entonces (¢, ¢’,...,o™ ) € F(C(u)),
lo que muestra que el homomorfismo de K[X]-mo6dulos considerado es sobre-
yectivo y, por tanto, un isomorfismo. [
Teorema 2.5.23. Dada una matriz inversible P tal que PCP~' = B, para
C(fy)
C — ‘. . y
C(fy)

se tiene un isomorfismo de K[X]-moédulos
f(B)%ff] @"'@fft'
Como consecuencia, dimg F(B) = n.

Demostracion. El Lema 2.5.21 nos permite reducirnos al caso F(C). La estruc-
tura por bloques de C nos da una descomposicion

F(C) = F(C(f1)) + -+ + F(C(f)).
Aplicamos, para terminar, el Lema 2.5.22. [

Corolario 2.5.24. La aplicacién F(B) — K" que enviay eny(0) es un isomorfis-
mo de espacios vectoriales.

Demostracion. En vista del Teorema 2.5.23, basta con que probemos que la
aplicacion, que es obviamente lineal, es inyectiva. Podemos reducirnos al caso
F(C), para C como en el Teorema 2.5.23. La descomposicion

F(C) = F(C(f)) + -+ F(C(fy))

muestra entonces que podemos reducirnos al caso F(C(f;). Pero, si z € F(C(f;)
es tal que z(0) = 0 entonces, aplicando el Corolario 2.5.14, obtenemos que
z=0. [

Definimos la funcién exponencial
= — (2.29)

ya que esta serie es absolutamente convergente para cada t € R.
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Teorema 2.5.25. Si dotamos a K" de la estructura de K[X]-médulo dada por el
endomorfismo K-lineal de K" definido por B, entonces la aplicacién L : K" — F™
definida por L(x) = xe'® es un homomorfismo inyectivo de K[X]-modulos cuya
imagen es el conjunto de todas las soluciones de (2.28).

Demostracion. Derivando término a término con respecto de t la serie (2.29)
obtenemos que
(etB)/ — etBB — BetB

La aplicacion L es claramente K-lineal e inyectiva. Tomado x € K", tenemos
que
XL(x) = x(e'®)’ = xBe'® = L(xB) = L(Xx).

Asi que L es un homomorfismo de K[X]-mo6dulos. Ademas, y = L(x) es una
solucion de (2.28):
y' = x(e)’ = xe'®B = yB.

Si y es solucion de (2.28), tomamos x = y(0). Tenemos que z = y — xe'®
es solucion de (2.28) y z(0) = (0,...,0). Por el Corolario 2.5.24, z = (0,...,0) e
y = xe'® = [(x). O

La descomposicion ciclica primaria del K[X]-mo6dulo (K",B) da ahora un
método para describir todas las soluciones de (2.28). De hecho, si denota-
mos por F(B) a dicho conjunto, el Teorema 2.5.25 nos dice que se trata de
un K[X]-submoédulo de F y que L : (K",B) — F(B) dado por L(x) = xe'® es un
isomorfismo de K[X]-modulos. Asi, si Si u € K[X] es el polinomio minimo de la
matriz B, entonces Anngx(F(B)) = (n). La descomposicion ciclica primaria de
(K™, B) se traslada, mediante L, a la de F(B).

Ahora, supongamos

= (X=M)" - (X= A7,

para Aq,..., A, € K. En virtud de Teorema 2.5.6, tenemos una descomposicion
de K" como K[X]-modulo

K" =+ (H2KXIxy) -
Tomamos en cada V; = K[X]x;; la base
(i, X (B — Ay -+, X4 (B — AT,
y tendremos que una base de F(B) se obtiene reuniendo todas las bases
{L(xy), L(xi(B — i), -+, L(xi(B — A1)}
Esto indica que hemos de calcular cada solucion
Vi = L(x(B — A)*) = x35(B — M) e™® = xyje'®,
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donde x;;x = x;;(B — \)*. Observemos que
Xiji(B — A9 = x5(B — A) = 0.
Observemos ahora que

61j7k71 te

t(B—Ay) StAL [4 tAL

= Xjje ( )e = Z E(B—}\l) e .
=0

Xiji etB — Xiji et(B=A)+tA

Ejemplo. Discutamos el calculo de la exponencial para matrices de orden 2.

En el caso de que | = 7(\)] A ) , para A, A; € R, que corresponde a polinomios
2

minimos (X —A;)(X —A;) o bien X — A, tenemos que

e 0
et = ( 0 e”‘z) .
A
e)\t te)\t
w:<o w)'

Esta ultima igualdad es consecuencia de que las matrices
At 0 0 t
0 At)’\0 0
At 0 0t
el — o\0 At) N0 0
o
L0 0 _ (1 t))

01

ya que, en este caso, el cuadrado de la matriz de la que calculamos la exponen-
cial es cero.

En el caso de que el polinomio minimo sea cuadratico e irreducible, entonces
ha de ser de la forma (X —A)(X —A), para A € C\ R. En este caso,

e 0
et] = <O 60\) .
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Alternativamente, si no queremos usar numeros complejos, pongamos
w=X*"+bX+c,
y definamos « = \/m, fp = —b/2. De esta forma,
w=X>—2BX + o + p*.

0 —o?—p?
BZ(] 28 )

Tomamos V=R?y T:V — V definido por T(x) = xB, parax € V.
Tomado un vector no nulo v € V, tenemos la R-base {—av, (T — )v} de V.
Puesto que

Sea

T(—ov) = —a(T—B)v—PBav,
TT—RB)v=(T*=PBT)v= 2T —p*— o — BT)v=B(T — B)v — acxv,
tenemos que la matriz de T con respecto de esta base es

=& 5)
=[5 8)+(a <)

y los sumandos conmutan entre si, tenemos que
o€ eft 0 [cosat —sinat
“\0 eft)\sinat cosat )’
donde hemos hecho uso del desarrollo en serie de potencias de las funciones
trigonomeétricas.

Puesto que

Ejemplo. Sea v un numero real, y consideremos la sucesion ¢, = cos kv, con
k € N. Vamos a ver que se trata de una sucesion linealmente recursiva. Vista
como sucesion de numeros complejos, podemos escribir

eikv + e—ik\/

Cx = >

Esto permite ver que el polinomio
X2 —2cosvX+1=(X—e")(X—e™)

esta en el anulador en R[X] de c,, por lo que éste es no nulo. De hecho, al ser
irreducible dicho polinomio en R[X], deducimos que

anng (cx) = (X* —2cosvX + 1).
Obtenemos asi la formula recursiva

cos(k+2)v=2cos(k+ 1)vcosv — cos kv, (k € N).
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Capitulo 3

Algebra Lineal Basica sobre un
anillo

3.1. Modulos no finitamente generados

Recordemos que, para un modulo M sobre un anillo R, denotamos por £(M)
el conjunto ordenado por inclusion de todos los submodulos de M. Sabemos
también que si ' C £(M), entonces

ML

Ler

es un submodulo de M. De hecho, se trata del menor submoédulo de M que
contiene a todos los submodulos pertenecientes a I'.

Definicion 24. Sea X un subconjunto de un moédulo M. El menor submoédulo
de M que contiene a X se llama submdédulo de M generado por X. Usaremos la
notacion RX para referirnos a €l.

Lema 3.1.1. Si X es un subconjunto de xM, entonces

x€F

RX = {erx:FQXﬁnito, rXER}.

Demostracion. Es facil ver que el conjunto {erF X : F C X finito, r, € R} es un
submodulo de M que contiene a X. Asi que ha de contener a RX. Pero RX con-
tiene a X, asi que cada elemento de la forma ) . r.x € RX. Lo que concluye la
demostracion. [

Ejemplo. Si X = {x;,...,x,}, entonces RX = Rx; + --- + Rx,. Por tanto, los R-
modulos M para los cuales existe un conjunto finito X C M tales que RX = M
son, exactamente, los finitamente generados.

61
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Consideremos una familia de R-modulos {M; : i € [} indexados por un con-
junto (finito o infinito) I. El producto cartesiano

H Mi = {(My)ier : My € My}
iel

es un R-modulo con la suma y la accion de R definidas componente a compo-

nente. Para cada j € I, tenemos la aplicacion i : My — [[,.,; M que asigna a

cada m € M; la I-tupla y(m) = (my)ic; dada por
m sii=)
m; = .
0 sii#j

Cada y; es un monomorfismo de R-moédulos y, por tanto, ;(M;) es un submodulo
del producto isomorfo al propio M;.

La suma directa externa ®;c;M; de los modulos {M; : i € I} se define como el
menor submodulo de [ [;.; M; que contiene a todos los submodulos ;(M;) con
j € 1. Si, para x = (xi)ier € [[;¢; M definimos su soporte como sop(x) = {i € I :
x; # 0}, entonces un argumento sencillo muestra que

@ M; = {x € H M; : sop(x) es finito } .

iel iel

Supongamos ahora que tenemos un conjunto {N; : i € I} de submodulos de
un modulo M. Por } .., N; denotamos el menor submodulo de M que contiene
a N; para todo i € I. A partir del Lema 3.1.1, es facil deducir que

> Ni= {Zni:FgIﬁnito,meNi}.

iel icF
En notacion simplificada, escribiremos
E ng = E T,
icF iel

entendiendo siempre que la suma es finita (o, si se quiere, que n; = 0 para

idP.

Lema 3.1.2. Existe un tinico homomorfismo de médulos 0 : @, N; — > ;. N; tal
que 0y (m) =m para todoi € [ y todom € N;.

Demostracion. Sencilla. O]

Proposicion 3.1.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para {N; | i €
I} C L(M):
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1. Paratodoj € I se verifica que N; N 3 ;. Ny ={0}.

2. Paratodo subconjunto finitoF C 1, y todoj € F, se verifica que Njﬂzj sier Ni =
{0}.

3. La expresiéon de cada elementom € ) _
es unica.

Nicomom =) . ,my, conm; € M4

i€l i€l

4. Si0 =) ,.;m; conm; € M;, entonces m; =0 para todo i € L.

5. El homomorfismo candnico 0 : @, Ny — > ;. N; es inyectivo (y, asi, un
isomorfismo).

6. Para cada par de subconjuntos Ji,]J, C I conJ; N ], = 0, se tiene Zieh N; N

ZiE]z Ni - {O}

Demostraciéon. (i) = (ii). Esto es obvio.
(ii) = (iii). Supongamos dos expresiones de m como suma de elementos de los

modulos de la familia.
m:Zmi:Zm{. (3.1)

Tomemos F C I finito tal que m; = m{ = 0 para todo i # F. Para todo j € F
deducimos de (3.1) que

/_§ /

lo que implica, por independencia, que m; —mj = 0.

(iii) = (iv). Evidente.

(iv) = (v). Supongamos una I-tupla (m;)ic; € ker 6. Entonces ) ., m; = 0, luego,
por hipotesis, la i-tupla tiene todas sus componentes nulas. Esto muestra que
0 es inyectivo.

(v) = (vi). Un elemento no nulo m € Zieh N;N Zieh N; es imagen de dos I-tuplas
en @, M; con ‘soporte’ distinto. Pero esto es imposible, ya que 0 se supone
inyectivo.

(vi) = (i). Evidente. O

Definicion 25. En caso de verificarse las condiciones equivalentes de la Pro-
posicion 3.1.3, diremos que el submodulo ) , N; es suma directa interna de
los submoédulos {N; | i € I}. Usaremos la notacion +i<;N; para referirnos a esta
situacion.

Corolario 3.1.4. Si{N; | i € I} es una familia submédulos de yM que satisface
las condiciones equivalentes de la Proposiciéon 3.1.3 y N es un submodulo de
M tal que N N 4+ N; = {0}, entonces {N; | i € I} U{N} satisface las condiciones
equivalentes de la Proposicion 3.1.3
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Demostracién. Supongamos 0 =n+) ;. n; € N+4iN;j. entoncesn =—3 .. n; €
NN+iciN; = {0}, de donde n =} ;. n; = 0. Se sigue que n; =0 paratodoiel. [

Definicion 26. Una familia {N; | i € I} de submoédulos no nulos de un médulo
M se dira independiente si para todo j € I se verifica que N; N 3, .., Ni = {0}.

Ejemplo. Sea M un modulo sobre un DIP A. Definimos
t(M) ={m € M : annx(m) # {0}}.

Es facil comprobar que t(M) es un submoédulo de M, llamado submédulo de
torsion.
Para p € A irreducible, definamos

M, ={m € M :p*m =0 para alguan e > 1}.

Se comprueba sin dificultad que M, es un A-submodulo de t(M). Denotemos
por P a un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de los
elementos irreducibles bajo la relacion ser asociados. Afirmamos que

t(M) = —i_PEPMP'

En efecto, si m € t(M), entonces Am es un modulo de longitud finita, y podemos
tomar su descomposicion primaria Am = my+- - -+m,. Asi, m = ny+---+n, con el
anulador de n; € N; primario. Por tanto, t(M) = Zpep M,. Para ver que la suma

es directa, supongamos 0 = m; +---+m,, con m; € M, para py,...,p. € P. Pero
L=Am; + .-+ Am, es un modulo de longitud finita y cada Am, es p;—primario.
Razonando como en la Seccion 2.2.2, m; =0 paratodoi=1,...,r.

3.2. Resoluciones libres

Si, en la construccion de la suma directa externa, tomamos M; = R para
todo i € I, entonces obtenemos un R-modulo que denotamos por RY, y que
viene dado por

RW = {r € R': sop(r) es finito}.

Si denotamos, para cada i € I, por ¢; el elemento de RY todas cuyas compo-
nentes son 0, salvo la i-ésima, que vale 1, tenemos que cada elemento r € R
se expresa de manera iinica como

r— Z Ti€4, [32)
)

iesop(r

con 1y € R. Como antes, es usual escribir la igualdad (3.2) como r = }_
entendiendo que r; =0 si i ¢ sop(r).

i€l Ti€i9
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Proposicion 3.2.1. Sea M un R-médulo y {m; : i € I} € M. Existe un tnico
homomorfismo de R-médulos f : R — M tal que f(e;) = m; para todo i € 1.

Demostracion. Un homomorfismo f que satisfaga la condicion enunciada ha de

verificar que
f(Z Ti€i) = Z rif(ei) = Z Ty, (3.3)

i€l iel iel

lo que prueba la unicidad. Como la representacion de un elemento de RV en
la forma ), rie; es unica, la expresion (3.3) define una aplicacion f: RV — M.
No entrana dificultad comprobar que, asi definida, f es un homomorfismo de
R-modulos. []

Definicion 27. Diremos que {m; : i € [} es un conjunto linealmente indepen-
diente si la aplicacion f establecida en la Proposicion 3.2.1 es inyectiva, equi-
valentemente, la igualdad 0 = }_,_, r;m; s6lo es posible cuando r; = 0 para todo
iel

iel

Ejercicio 44. Demostrar que un grupo abeliano finito, visto como Z-moédulo,
carece de conjuntos linealmente independientes.

Definicion 28. Un conjunto linealmente independiente de generadores de un
modulo se llama una base. Un modulo que admita una base se llamara libre.
Por conveniencia, consideraremos el modulo cero como libre con base vacia.

Ejercicio 45. Demostrar que un modulo libre es finitamente generado si, y s6lo
si, tiene una base finita.

Ejemplo. El modulo R es libre con base {¢; : i € I}. Se desprende de la Propo-
sicion 3.2.1, y de la propia definicion, que cada moédulo libre es isomorfo a un
modulo de la forma R,

Ejercicio 46. Demostrar que un conjunto de elementos {e; : i € I} de un R-
modulo F es una base si, y solo si, para cualquier otro R-modulo M y cualquier
subconjunto {m; : i € [} C M, existe un tinico homomorfismo de R-modulos
f:F— M tal que f(e;) = m; para todo i€ I.

El Ejercicio 46 permite demostrar que todo modulo admite una resolucion
libre, en el sentido especificado mas abajo.

Proposicion 3.2.2. Sea M un médulo. Existe una sucesion exacta

f o f_q fo

F Fo

M 0, (3.4)
donde F_,, es libre para todon € N.
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Demostraciéon. Dado un modulo M, podemos siempre tomar un conjunto de
generadores {m, : i € [} suyo. Tomemos un moédulo libre F, con base {e; : i € I}. El
Ejercicio 46 nos dice que existe un tnico homomorfismo de moédulos py: Fp - M
tal que po(e;) = m; para todo i € I, que resulta ser sobreyectivo de manera obvia.
Si Ky = kerpy, tenemos una sucesion exacta corta

0 Ko Fo—2~ M 0, (3.5)

que se llama presentacioén libre de M.

Podemos repetir el proceso para Ky, tomando un conjunto de generadores
suyo, y construir una presentacion libre de Ky, y, de hecho, podemos iterar el
proceso para obtener la sucesion exacta que aparece en la fila de arriba del
siguiente diagrama

f2 F f-1 Fo —
NN
K_4 Ko

M 0,

donde
1. F ¢ es un modulo libre para todo k =0,1,2,...,

2. p_x: F.x = K441 es un homomorfismo sobreyectivo de modulos para k =
1,2,...,

3. Ky es el nucleo de p_y e i_y denota la inclusion para k =0,1,2,...,
4. f,k = i,kJr] op_x, para k = ],2, ceen
Llamando f, = py, obtenemos la sucesion exacta del enunciado. O

Definicion 29. La sucesion exacta (3.4) se llama resolucion libre de M. Obvia-
mente, cada modulo tiene multitud de resoluciones libres. Si F_,, = {0} para
algan n > 0, diremos que la resolucion es finita.

Ejercicio 47. Calcular una resolucion libre finita para el Z-modulo Z, @ Z,.
Ejercicio 48. Demostrar, a partir su descomposicion ciclica primaria, que un

modulo de longitud finita M sobre un DIP admite una presentacion libre finita
de la forma

0 F_ Fo M 0

para F_;, Fp modulos libres con bases finitas.
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3.3. Modulos finitamente presentados

Definicion 30. Diremos que un modulo M es finitamente presentado si existe
una resolucion libre de M cuyos dos primeros términos Fy, F_; son ambos libres
finitamente generados, esto es, existe una sucesion exacta

o fo

F Fo M 0, (3.6)
con F_;, F) libres finitamente generados. Esta sucesion se llamara presentacion

libre finita de M.

Se desprende de la definicion que todo modulo finitamente presentado es fi-
nitamente generado. El reciproco de esta afirmacion no es cierto, como muestra
la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.1. Un anillo R es un noetheriano a izquierda si, y soélo si, todo
modulo finitamente generado es finitamente presentado.

Demostracion. Supongamos que gM es finitamente generado y que gR es noethe-
riano.Tomamos una presentacion libre de M de la forma (3.5) en la que que,
por ser M finitamente generado, podemos suponer que F, es libre finitamente
generado. Como R es noetheriano, tenemos que K, es también finitamente ge-
nerado, luego, tomando de nuevo una presentacion libre de K,, obtenemos una
presentacion finita de M. Reciprocamente, necesitamos Schanuel. O

Si un R-modulo M es finitamente presentado y tenemos una presentacion
libre finita como (3.6), entonces el primer teorema de isomorfia nos da un iso-
morfismo de modulos

Fo/Im f,1 = M.

Esto sugiere que si tenemos una representacion suficientemente buena del ho-
momorfismo f_;, entonces dispondremos de un buen conocimiento del modulo
M. Con esta motivacion, pasaremos a estudiar la representacion matricial de
un homomorfismo entre dos modulos libres finitamente generados.

El conjunto de las matrices de tamarno s x t con coeficientes en R se denotara
por R¥*t, La suma de matrices, y el producto, cuando los tamanos de los factores
lo permiten, se definen por las mismas reglas que en el caso usual de cuerpos.

Tomemos dos modulos libres finitamente generados E; y F,, y fijemos bases
respectivas e = {ey,..., e}, f ={f1,...,fi}. Cualquier homomorfismo de R-modu-
los P : E; — F; esta determinado por una matriz A,, = (a;;) € R*** definida por
las condiciones

1|)(€i)=Zaijfj, (121,,8)
j=1
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Explicitamente, siu =) ;_; x;e;, entonces (u) = }_;_, y;fj, donde x = (x1,...,%,) €
R* ey = (yi,...,Yi) € R estan relacionados por la igualdad
Y = XAy, (3.7)

Si mejoramos un poco la notacion, podemos llamar a x las coordenadas de u
en la base {e;,...,es}, y usar la notacion u, = x. Esto da un isomorfismo de

R-moédulos E, (;)> R* . De este modo, (3.7) adopta la forma

ll) (u)f = ueAlb

o, mas graficamente, se tiene un diagrama conmutativo de homomorfismos de

R-moédulos

E,—>F,

(_)el l()f
RS ﬂ) Rt

es conmutativo. Aqui, el homomorfismo de la fila inferior viene dado por multi-
plicacion a la derecha por la matriz A,,.

Ejercicio 49. Para una matrix A € R**', denotamos por row(A) C R' el R-
submodulo de R' generado por las filas de A. Demostrar que existe un isomor-
fismo de R-modulos B

f:F/Imyp — R'Y/row(Ay)

que verifica

f(v+Im) = v+ row(Ay),
para todo v € R%.

Un calculo sencillo muestra que, si

¥ ¢

Es——F ——Gy
son homomorfismos entre modulos libres finitamente generados, entonces

Ejemplo. Sea T : V — V una aplicacion lineal definida sobre un K-espacio
vectorial V. Consideremos V como K[X]-médulo y supongamos que V es de di-
mension finita con base {v,...,v,}. Sea B = (by) € K™ la matriz que representa
a T con respecto de la base fijada, esto es

T(Vi) = Zbij\)j, (l: 1,...,1’1). (38)
j=1

Teoria de Médulos Ilustrada I, version 2.0 J. Goémez-Torrecillas



3.3. MODULOS FINITAMENTE PRESENTADOS 69

Vamos a calcular una presentacion libre finita de yV. Tomamos un K[X]-
modulo libre F, con base {fi,...,f,}. Definimos ¢ : F, — V por ¢(f;) = v; para
i=1,...,n. Las igualdades (3.8) muestran que

Xfi—ZbijijKeer, i=1,...,n).
=1

Vamos a demostrar que
{Xfi—Zbijiji:1,...,Tl} [39)
j=1

es un conjunto de generadores de Ker ¢.
Dado x € F,, tomemos su expresion unica

x=) piX)fi,  piX) € KIX.
i=1

Para cada i =1,...,n, escribimos p;(X) = qi(X)X + b; para q;(X) € K[X], b; € K.
Asi,

n n

x=Y G(X)Xfi+ ) bifi=
i

i=1
n n

> {qi(X)Xﬂ —a:i(X) Y byfy+qiX) ) bﬁfj} +) bifi=
=1 =1

i=1 i=1

n n n

Z qi(X) (Xf; — Z byf;) + Z(Z by;qi (X)) f; + Z b;ifi.
=1 =1 i -

i=1

Puesto que deg q;(X) < degpi(X) para cada i, podemos reiterar el proceso y

obtener que
x=Y mX)Xfi— > byfi)+ > af,
i1 j=1 i=1

para ciertos r;(X) € K[X], a; € K. Si x € ker ¢, deducimos que ) | ; a;v; =0, lo que
implica que a; =0 parai=1,...,n. Asi,

X = Z T (X) (Xf; — Z by;fj),
i=1 j=1
como queriamos.
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Definimos ahora ¢ : F, — F, por
(f) =Xfi— Y byf,  ({A=1,...,n).
j=1

Deducimos que

F—YoF, YV 0

es una presentacion libre finita de V. Observemos que

X—bn —bip -+ —bn
by X—by -+ —bmnm
Ay = 021 b | 02 € KX,
_bnl _an e X = bnn

la matriz caracteristica de B. Usando la estructura de K[X]-modulo de K[X]™*"
como suma directa externa de copias del médulo regular K[X], tenemos que

Ay = XL, — B,
donde I,, denota la matriz identidad de tamarno n x n.

Nuestro proximo objetivo es representar un homomorfismo entre modulos
finitamente presentados sin necesidad de suponer que son libres. Necesitamos,
para ello, establecer una propiedad fundamental de los modulos libres.

Lema 3.3.2. Sea F un médulo libre, y ¢ : M — N un epimorfismo de médulos.
Para cada homomorfismo « : F — N existe un homomorfismo 3 : F — M tal que

PR = .

Demostraciéon. Tomemos una base {e; : i € I} de F. Puesto que « es sobreyectivo,
para cada i € I, existe m; € M tal que ¢(m;) = «(e;). Por el Ejercicio 46, existe
un homomorfismo de moédulos 3 : F — M tal que 3(e;) = m; para todo i € 1.
Observemos que, entonces

p(Ble)) = @(mi) = (ei),
para todo i € I. Por tanto, ¢ = «. O
Consideremos un homomorfismo de R-modulos
M—"-N

para modulos finitamente presentados M, N. Tomando presentaciones libres fi-
nitas de ambos, vamos a obtener un diagrama conmutativo de homomorfismos
de modulos
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oMo (3.10)
Pl
B, N0,

Describamos como se construyen p, q. Para la existencia de q tal que ¢'q =
h¢, aplicamos directamente el Lema 3.3.2.

Puesto que ¢'qp = hdp = 0, deducimos que Imqp C kerp’ = Im1p’. Por
tanto, podemos aplicar de nuevo el Lema 3.3.2 a la co-restriccion de q a su
imagen, y obtenemos la existencia de p tal que ¥'p = q.

Reciprocamente, si nos dan homomorfismos p, g como en el diagrama (3.10)
tales que q = VY’p, entonces definimos h como sigue: dado m € M, tomo
cualquier u € F; tal que ¢(u) = m. Definimos entonces

h(m) = ¢'(q(u)).

Para comprobar que esta definicion es consistente, supongamos v € F, tal que
¢ (v) = p(u). Como v —u € ker ¢, existe x € E; tal que P(x) =v —u. Por tanto,

¢'(q(v) — q(w) = ¢'(qv—w))) = ¢'(q(b(x))) = ¢'(P'(p(x))) =0,

con lo que ¢'(q(v)) = ¢'(q(u)).

Una vez comprobada la consistencia de la definicion de h es rutinario verifi-
car que se trata de un homomorfismo de modulos.

Hemos visto, pues, que definir un homomorfismo de moédulos h: M — N
es equivalente a dar una pareja de homomorfismos de moédulos p,q como en
el diagrama (3.10). Advirtamos, no obstante, la correspondencia descrita entre
homomorfismos h y pares de homomorfismos p, q descrita no es biunivoca.

Tomando bases en los cuatro modulos libres involucrados, y representando
asi mediante matrices los homomorfismos, vemos que definir h es equivalente,
con el matiz explicado, a dar matrices Ay, A, tales que

ApAq = ApAy.
Explicitamente, si las bases de F; y F|, son, respectivamente f = {f;,...,f} y
f' = {f],...,f.}, y escribimos m; = ¢(f;) para i = 1,...,t, y nj; = ¢’'(f]) para
j=1,...,t entonces, para A, = (q;;), tenemos que
t/
h(mi) = Z qimn.
j=1

Ejercicio 50. Con la notacion anterior, demostrar que h es un epimorfismo si,
y solo si, Imq +Im+’ =F/,.
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Ejercicio 51. Con la notacion anterior, demostrar que h es un monomorfismo
si, y solo si, Im{ ={x € F;: q(x) € Im{'}.

La primera aplicacion que vamos a dar de este desarrollo abstracto es el
siguiente teorema clasico del Algebra Lineal.

Proposicion 3.3.3 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sea M un médulo finitamen-
te generado sobre un anillo conmutativo K y g : M — M un homomorfismo
de K-médulos. Dado un sistema de generadores {m,,...,m,} de M, tomamos
B = (by) € K™™ tal que T(my) = Z?:] bymy paraj =1,...,t. Si vemos M, g como un
K[X]-médulo, entonces Anngx (M) contiene al polinomio caracteristico d(X) de B.

Demostraciéon. Tomemos V un K-modulo con base {vi,...,v,}, yseap:V - M
K-lineal dado por ¢(vi) = m; para i = 1,...,n. Si definimos T : V — V por
T(vi) = 3", byjej, tenemos un diagrama conmutativo

V—2-M—=0

o

VM ——0,

que muestra que ¢ es un homomorfismo de K[X]-modulos de (V,T) a(M, g). Por
tanto, Anng;(V) € Anng(M), por lo que basta con mostrar que Anngx(V)
contiene al polinomio caracteristico d(X) de B.

Vemos V como K[X]-médulo y consideramos la presentacion libre finita

n

F. F, -2V 0

construida en el Ejemplo 49. Si P es la matriz adjunta de A,,, tenemos que
PA, = d(X)I,. Recordemos que A,, es la matriz caracteristica de B. Sea 6 : F,, —
F,. el homomorfismo cuya matriz con respecto de la base {fi,...,f,} es d(X)I,,
es decir, 6(f;) = d(X)f; para i = 1,...,n. Finalmente, sea p : F, — F, el homo-
morfismo de K[X]-modulos tal que A, = P. Tenemos el diagrama conmutativo
de homomorfismos de K[X]-modulos con filas exactas

Fn_6>Fn_ﬂ>Fn/Im(5)_>O»

R

F,—YoF, — % v 0

donde 7 es la proyeccion canénica y h es el homomorfismo determinado por
el par de homomorfismos p,id. Puesto que ¢ es sobreyectivo, asi lo es h. Esto
implica que

d(X) € Anngx(F./Im (8)) € Anngx (V) C Anng(M).
]
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Seguidamente, vamos a usar la representacion del homomorfismo identi-
dad de un modulo dado como herramienta para obtener informacion sobre la
estructura del mismo.

Definicion 31. Una matriz A = (a;) € R¥*" se dice cuasi-diagonal si a; = 0
para todo i # j. Si denotamos por m el minimo de s,t y escribimos d; = a;; para
i=1,...,m, entonces usamos la notacion A = diagsy¢(di,...,dn).

Por GL,(R) denotamos el conjunto de las matrices Q € R™*" que son inver-
tibles, esto es, para las que existe Q7' € R™™" tal que [, = QQ' = Q'Q. Este
conjunto es un grupo, llamado grupo lineal general de orden n de R.

Proposicion 3.3.4. Supongamos dada una presentacion finita

¥ ¢

Es Fy M 0

de un médulo M. Supongamos que existen matrices P € GL;(R),Q € GL((R), y
una matriz cuasi-diagonal D = diagsx¢(di,...,dn) € R**! tales que PA, = DQ.
Si {my,...,m} es el conjunto de generadores de yM dado por m; = ¢(f;) para
i=1,...,t y escribimos

t
xi:Zqﬁmj, (i:],...,t),
j=1
para Q = (qy), entonces
M — +t:] RXi,
con anng(x;) = Rd; parai=1,...,m, anng(x;) = {0} parai > m, si se da el caso.
Demostraciéon. Vamos a construir una segunda presentacion libre finita de M

L

E, F— M 0,

como sigue. Tomando isomorfismos p, q tales que A, = Q,A, = P, y un homo-
morfismo 1, tal que Ay, = D, tenemos el diagrama conmutativo

Py o3}

E, F, M 0.
lp lq jid
E—sF %M 0

Observemos que estamos definiendo ¢; = ¢q. Como g es un isomorfismo, ob-
tenemos inmediatamente que ¢; es sobreyectiva. Es también facil deducir la
exactitud en F, de la primera fila de la de la segunda.

Tenemos, también, que ¢,(f;) = ¢q(f;) = x4, parai = 1,...,t, lo que prueba
que {x1,...,%} €s un conjunto de generadores de M.
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Si 3 ., mix =0, entonces 5 |, 7if; € Ker ¢ = Im1p;. Observemos que
Im; = Rd;fy & - - + Ry Fi.

Esto implica que r; € Rd; parai=1,...,my r; =0 para i > m. Por tanto, existen
ai,...,a;, € R tales que 1y = a;d; para i = 1,...,m. En el siguiente calculo,
pondremos d; =0 para i > m, si se da el caso.

dix; = di(Z qymy) = di(Z qyd(fj)) = CI)(Z diqiifj) = d(qi(fi)) = d(Pp(fi)) = 0.
=1 =1 =1

Deducimos que
M — +I:] RXi)

El anterior calculo también demuestra que anng(x;) = Rd; parai=1,...,m,
y anng(x;) ={0}sim<i<t. O]

Para un anillo general R, no tengo garantias de que existan P, Q y D como
en el enunciado de la Proposicion 3.3.4. No obstante, las herramientas basicas
para intentar obtenerlas son las operaciones elementales sobre las filas y las
columnas de la matriz A,,, que son el resultado de multiplicar a izquierda o
a derecha por ciertas matrices invertibles llamadas elementales. Para describir
esta relacion, denotemos, sin especificar el tamano, por E;; a la matriz cuadrada
cuyas componentes son todas 0 salvo la (i,j)-€sima, que vale 1. Tenemos que

EFur — Eu Sl]:k
TR0 sijAKS

Para cada r € R, la matriz tEy; = Eyr tiene todas sus entradas nulas, salvo la
(1,j)—€sima, que vale r.

La matriz (I + rE;)A es la matriz obtenida de A al sumarle a su fila i-€sima
la fila j—€sima multiplicada por la izquierda por r. Analogamente, A(I + rE;;) se
obtiene de A sumandole a su columna j—-€sima la columna i-ésima multiplicada
por r por la derecha.

Para cadar € R, e i,j €{1,...,n} distintos, la matriz I, + rEy; € GL,(R), siendo
su inversa I, — rEj;.

Intercambiar las filas i-ésima y j—ésima de A es calcular

(I+ Ey + Eji — By — Ej5)A.
Se tiene que I+ Ey + Ej; — Ey — Ej; € GL,(R). De hecho, su cuadrado es I. La
misma matriz proporciona, multiplicando por la derecha, el intercambio de las

columnas i-ésima y j—€sima.
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Otra operacion elemental sobre filas es multiplicar la fila i-ésima de A a la
izquierda por una unidad u € U(R). El mismo efecto se obtiene realizando el
producto matricial (I + (u— 1)E;;)A. Observemos que

(I+ (w—NE)(I+ (W' =1Ey) =1,

con lo que (I+ (u—1)Ey) € GL,(R).
Analogamente, el producto de una columna por una unidad de R a la dere-
cha se obtiene multiplicando por una tal matriz invertible.

Ejemplo. Supongamos que M es el grupo aditivo con generadores {m;, m;, ms}
sujetos a las relaciones

2mp4+m;—mz = 0

4dm; +my +3m; = 0.

Esto significa, precisamente, que M admite una presentacion como Z-modulo

de la forma
VP

E, F;—YoM——0,
donde m; = ¢(f;) para {f;, f2, f3} una base del Z-modulo libre F;, y

21 —1
Ay = (4 103 )
la matriz de { con respecto de la base citada de F; y una base {e;,e;} de E,.

Vamos a aplicar una sucesion de operaciones elementales sobre las filas y las
columnas de A,, con objeto de buscar una presentacion cuasi-diagonal.

21 =1\ (2 1 =1\ (2 0 4\
4 1 3 0 -1 5 0 —1 5) &2
2 0 0\ _ 2 0 0
0 -1 5) =210 -1 0)°

donde las operaciones sobre columnas son las dos ultimas.
Obtenemos, pues, que existen matrices P € GL,(Z), Q' € GL3(Z) tales que

(2 0 0
PAwQ‘:(O e o)'

Como hemos indicado las operaciones elementales sobre columnas usadas,
sabemos que, aplicando las inversas en orden contrario a la identidad,

10 2
Q=[0 1 =5
00 1
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Obtenemos, pues, unos nuevos generadores {x;,x,, x3} de M tales que anny(x;) =
27, anng(x,) = Z,annz(x3) = {0}. Desde luego, deducimos que x; =0y

X1 = m1+2m3

X3 = Mm3 ’

son tales que M = Zx; + Zx; con Zx; = 7,,7Zx3 = 7Z. Podemos escribir, pues, que
M =7, Z.

Ejemplo. Consideremos una aplicacion lineal T : V — V para V un K-espacio
vectorial de dimension 3 con base {v;,v;,v3}. Supongamos que la matriz de T
con respecto de dicha base es

1T -1 1
B=|—-1 —1 1
-1 1 1

La matriz caracteristica de B es
X—1 1 —1
A= 1 X+1 -1
1 -1 X—1
Vamos a obtener una descomposcion de V como suma directa de subespa-

cios ciclicos. Para ello, diagonalizamos la matriz A. Lo haremos primero si la
caracteristica de K no es 2.

X—1 1 —1 1 -1 X—-1
1 X+1 -1 ~ 1 X+1 -1
1 -1 X-1 X—1 1 —1

1 -1 X—1

~[0 X+2 —X
0 X —X*+2X-2
1T —1 X—1 1T -1 X—1
~(0 2 X2-3X+2|~[0 2 X2 —3X+2
0 X —X'42X-2 0 0 —X4+3X2+X-2
1 -1 X—1 10 X—1
~{0 2 X2=3X+2 | ~gie |02 X2—3X+2
0 0 X—X*—2X+4 00 X>—X*—2X+4
10 0

~es—(x=1)e; | O 2 X2 —3X+2
0 0 X3—X2—-2X+4

10 0

Te3— 3 (X2-3X+2)c, 0 2 0
00 X}-X2—-2X+4
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La matriz Q que permite calcular los nuevos generadores de V es

11 X—1
Q=10 1 3(X*—3X+2)
00 1

De hecho, en vista de los elementos diagonales de la matriz

10 0
D=0 2 0
0 0 X3—X2—-2X+4

so6lo nos interesa la tltima fila de Q. Tenemos que x; = 0,x; = 0, x3 = v3, es decir,
V = K[X]vs, y el polinomio minimo de T es

w(X) =Xx3—X>—2X +4,

ya que
anngy (vs) = (X3 — X* —2X +4).

Deducimos que {v3, T(v3), T?(v3)} es una K-base de V con respecto de la cual la

matriz de T es

0 10
0 01
—4 21

En cuanto a la descomposicion ciclica primaria de V como K[X]-moédulo res-
pecta, esto depende de quién sea K. En efecto, si K = Q, resulta que pu(X) no
tiene raices racionales por lo que, al ser cubico, resulta irreducible en Q[X] y
oxV no puede descomponerse mas.

Puesto que p/(X) = 3X?—2X—2 tiene como raices (1+£v/7)/3y u((1+v7))/3) > 0,
deducimos que la cubica pu(X) tiene una tnica raiz real «, asi que tenemos la
descomposicion

n(X) = (X — &) (X = z)(X —Z),

para cierto numero complejo no real z. La descomposicion primaria de V =
R[X]v; viene a ser, pues,
V = R[X]‘LL] + R[X]Uz,

para
w; = (T* = 2Re(2)T + [z*) vz, up = (T — ot)vs,

vectores que satisfacen
anng;x (W) = (X — «), anngp (1) = (X* — 2Re(z)X + [z]*).

En la base
{ur, up, T(uz)},
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la matriz del endomorfismo T adopta la forma

x 0 0
0 0 1 .
0 —[z]* 2Re(z)

Los valores de « y z han de ser aproximados numéricamente.
La descomposicion primaria de ¢y V viene dada por

V = ClxJu; + Clxly; + Clxlys,

donde
Y2 = (T - Z)U.z,yg = (T - Z)uz,

con lo que
annxyx) (y2) = (X —z),anncyx (ys) = (X —z).

Con respecto de la C-base
{wi,y2,y3h

x 0 0
0 z 0].
0 0 z

Discutamos seguidamente el caso en que la caracteristica de K es 2. La
matriz caracteristica de B es, en este caso,

X+1 1 1
A= 1 X+1 1 .
1 1 X+1

Una sucesion de operaciones elementales sobre filas y columnas para diagona-
lizar A puede ser

X+1 1 1 1 1 X+1 1T 1 X+1
1 X+1 1 ~ 1 X+1 1 ~10 X X
1 1 X+1 X+1 1 1 0 X X

1T 1T X+1 1 0 X+1 10 0
~ O X X ~eatcq O X X ~ez+(X+1)eq 0 X X
0 0 X2+X 0 0 X2+X 0 0 X2+X

la matriz de T resulta

1 0 0
~c3+co 0 X 0
0 0 X2+X
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La matriz de paso es ahora

11 X+1
Q=0 1 1
00 1

De modo que x; = 0,X; =V, +V3,X3 =V3 ¥
V= K[X]Xz -|- K[X]Vg,

con anngy (xz) = (X), anngp(v3) = (X2 + X).
La descomposicion ciclica primaria se obtiene como

V = K[XIxz + K[Xly1 + K[XJyz,

con y; = (T + 1)vs,y, = Tvs. Asi, en la base

{XZ)yhyZ})
la matriz del endomorfismo T es

000
0 00
0 0 1

El procedimiento usado en el Ejemplo 3.3 puede sistematizarse para que
funcione sobre cualquier dominio euclideo (DE) R con funcién euclidea v : R\
{0} — N.

Proposicion 3.3.5. Dada cualquier matriz A € R**' sobre un dominio euclideo R,
existe una matriz cuasi-diagonal D € R**' y matrices P € GL¢(R), Q € GL(R) tales
que PA = DQ.

Demostraciéon. Supongamos que A # 0. Usaremos operaciones elementales so-
bre sus filas y columnas con objeto de demostrar que PAQ~' es cuasi-diagonal
para P,Q'" invertibles obtenidas como producto de matrices elementales. Ha-
cemos induccion sobre v(A), el minimo entre los valores de la funcién euclidea
evaluada en las entradas no nulas de A para demostrar que se puede reducir
a una matriz por bloques de la forma

d O
(& 2). 5.1

para A; € RE“D*(t-1) Es resultado se deduce facilmente reiterando el argumento
sobre A;.

Escogemos una entrada no nula ay de A con v(ay) minima. Un intercambio
entre las filas 1 y k, y un intercambio entre las columnas 1y 1 colocan dicha
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entrada en la posicion (1,1). Podemos, pues, suponer que a;; €s no nulo y de
funcion euclidea v(a;;) minima entre los valores de la misma en las entradas
no nulas de A.

Si a;; es un divisor de todas las entradas de la primera fila y la primera
columna de A, entonces es claro que se puede reducir A a una matriz de la
forma (3.11).

Si a;; no es un multiplo de a;;, para algun i, entonces, puesto que dispone-
mos de la division euclidea, podemos escribir a;; = qa;; + r para ciertos ¢q,r € R
con v(r) < v(a;;). Sumando a la fila i-ésima la primera multiplicada por —q nos
ponemos en disposicion de aplicar induccién, ya que, para la matriz A’ que
obtenemos, v(A’) < v(r). Un argumento analogo se usa si a;; no es un multiplo
de a;; para algun i.

O

Ejercicio 52. Cada una de las siguientes matrices tiene coeficientes en un
cuerpo K y dotan, por tanto, a un K-espacio vectorial V de dimension 4, una
vez fijada una base {vi,v,,v3,v4} de estructura de K[X]-moédulo. Calcular la des-
composicion ciclica primaria de dicho moédulo, como suma directa interna, en
los siguientes casos: K = Q,R,C,Z,,Z;.

-3 2 -2 2
o o0 1 0
T -1 1 0

-1 1 =11

-2 1 -1 2
o o0 1 0
T -1 1 0
0O 0 0 1
3 0 1 =2
0 0 1 0O
1 -1 1 0
5 -1 2 -3

Ejercicio 53. Sean E, F modulos libres sobre Zg con bases respectivas {ey, e, }, {f1, f2, f3}
vy : E — F el homomorfismo de Zs—modulos cuya matriz con respecto de dichas

bases es -
7
Aw:(z 4 1)'

Calcular una serie de composicion del Zg-moédulo F/Im (V).
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Capitulo 4

Modulos y anillos semisimples

Un resultado fundamental del Algebra Lineal es que todo espacio vectorial
tiene una base (posiblemente infinita). Vamos a demostrar una version mas
general de este hecho.

Proposicion 4.0.1. Sea {M,; : i € I} una familia no vacia de submédulos simples
de un moédulo M. Sea M’ = 3 .. M; y N € M’ submédulo propio (es decir, N #
M'). Existe ] C I tal que {M; : i € J} es independiente, N N (+ic;Mi) = {0}, y
M’ =N + (F+igMy).

Demostracion. Sea I' el conjunto de los subconjuntos | de I tales que la familia
{M; |j € ]} es independiente y (4;c;M;) NN = {0}. Razonemos primero que I' es no
vacio. Si N = {0}, entonces basta con tomar i € I cualquiera para obtener que
{i} e . Si N # {0}, pero M; "N = {0} para algun i € [, entonces volvemos a tener
que {i} € T'. Por ualtimo, si N N M, # {0} para todo i € I, entonces, por ser cada
M; simple, obtenemos que N N M; = M; para todo i € I, o sea, M; C N para todo
i € L. Esto claramente implica que M’ = N, en contra de nuestra hipotesis.

Queremos aplicar el Lema de Zorn a I', ordenado por inclusion, asi que to-
memos una cadena x en I, y sea | = (J, C. Para demostrar que el conjunto
{M; | 1 € J} es independiente podemos, en virtud de la Proposicion 3.1.3, consi-
derar cualquier subconjunto finito F C J. Pero entonces F C C para algiun C € ¥,
y la familia {M; : i € F} es independiente por serlo el conjunto {M; : i € C}. Por
otra parte, si m € N N (+ig;M;), entonces m € N N (+iccM;) para algun C € y,
luego m = 0. Asi que | € I' es una cota superior para x.

Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal | en I'. Para todo indice
i ¢ ] ocurre que M; N (N + +j¢;M;) # {0}. Como M; es simple, esto implica que
M; € N + +j¢M;, lo que concluye la prueba. O

Los modulos sobre un anillo de division D se suelen llamar D-espacios vec-
toriales

Corolario 4.0.2. Sea pV un espacio vectorial sobre un anillo de divisiéon D. Para
todo sistema de generadores no nulos {v; | i € I} de V existe un subconjunto | C I
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tal que V = +;¢;Dv;. Como consecuencia, todo espacio vectorial sobre D tiene una
base.

Demostracion. Observemos que V = } . Dv;. Ahora bien, por ser D un anillo
de division, pD = Dv; para todo i € I. Como pD es simple, se sigue que Dv; es
simple para todo i € I. Ahora aplicamos la Proposicion 4.0.1 para obtener J. Asi,
deducimos que todo espacio vectorial tiene una base, ya que tiene un sistema
de generadores, por ejemplo, {v |0 #v € V}. ]

Hay algunas observaciones aqui pertinentes en relacion con la nomencla-
tura. En la demostracion del corolario, hemos visto que Dv; = pD para todo
i € I, con lo que Dv; resulta ser libre de rango 1. Por tanto, hemos demostrado
asimismo que pV es libre con base {v; | j € J}. Por supuesto, pV = DU, lo que
se puede considerar una clasificacion de todos los D—espacios vectoriales por

la izquierda.

4.1. Modulos semisimples de cualquier longitud

Dados homomorfismos
N—2>-M-—-">N
tales que fg = idy, diremos que g es un monomorfismo escindido y que f un epi-

morfismo escindido. De hecho, es facil ver que g es realmente un monomorfismo
y que f es un epimorfismo.

Lema 4.1.1. Todo médulo no nulo y finitamente generado tiene un submoédulo
maximal.

Demostracion. Sea M = Rm,; + - - - + Rm, un R-modulo generado por my,..., m,.
Sea I' el conjunto de los submodulos estrictamente contenidos en M. Dada
una cadena C de I', ponemos M’ = | J; .. L. Es rutinario comprobar que M’ es
un submoédulo de M. Si M’ = M, entonces my,...,m, € M’. Ha de existir,
pues, L € C tal que my,...,m, € L, lo que implica que L = M, en contradiccion
con el hecho de que L € T'. Por tanto, M’ C M. Aplicando el Lema de Zorn,
concluimos que I" tiene al menos un elemento maximal, que es, por definicion,
un submodulo maximal de M. [

Teorema 4.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un médulo M.
1. Todo submédulo de M es un sumando directo;
2. todo monomorfismo L — M es escindido;
3. todo epimorfismo M — N es escindido;

4. Soc(M) =M;
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5. M es suma de una familia de submédulos simples;
6. M es suma directa interna de una_familia de submédulos simples.

Demostracion. (1) = (3). Sea ¢ : M — N el epimorfismo y pongamos L = Ker ¢.
Entonces M = L 4+ X para cierto submédulo X de M. Pero se tienen los isomor-
fismos canoénicos ‘

M  L+X

N~ — = -2 ~X

L L
De hecho, el isomorfismo X — N viene dado, precisamente, por la restriccion
de ¢ a X. El inverso, pues, escinde a ¢.
(3) = (2). Sea ¢ : L - M un monomorfismo. Consideremos la sucesion exacta
corta

0—=L—2M—"=C 0

donde C = M/Im ¢, y k es la proyeccion canonica. Como este tiltimo morfismo
escinde, existe g : C — M tal que kg = idc. Consideremos el morfismo h =
idm — gk. Es facil comprobar que kh = 0, de donde h factoriza a través del
nucleo de k, que es L. Es decir, existe un morfismo f: M — L tal que ¢f = h. De
manera que

o(fe)=hp =9 —gkp=¢

Como ¢ es inyectiva, deducimos que fo = 11, luego ¢ escinde.

(2) = (1). Dado un submodulo X de M, existe una escision de la inclusion, esto
es, un homomorfismo p : M — X que, restringido a X, es la identidad. Se deduce
sin dificultad que M = X 4 Ker p.

(4) = (5). Por definicion, Soc(M) es el menor submodulo de M que contie-
ne a todos sus submodulos simples, equivalentemente, la suma de todos los
submodulos simples de M.

(5) = (6). Esto es consecuencia directa de la Proposicion 4.0.1, tomando N = {0}.
(6) = (1). Consecuencia de la Proposicion 4.0.1.

(1) = (4). Por hipétesis, M = Soc(M) + X para cierto submodulo X de M. Basta
con demostrar que X = {0}. Supongamos que existe 0 # m € X. Por el Le-
ma 4.1.1, existe un epimorfismo p : Rm — S, para un modulo simple S. Por
otra parte, como Rm es un sumando directo de M, tenemos un epimorfismo
m: M — Rm. Componiendo ambos, obtenemos el epimorfismo prt: M — S. Aho-
ra bien, hemos demostrado antes que (1) es equivalente a (3), por lo que existe
un homomorfismo t: S — M tal que pmt = ids. Por tanto, S = Im (7tt) € Rm, lo
que prueba que X contiene un modulo simple. Esto es una contradiccion. [

Extendemos seguidamente la nocion de modulo semisimple a modulos cuya
longitud no es necesariamente finita.

Definicion 32. Un moédulo M se dice semisimple si Soc(M) = M.
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Corolario 4.1.3. Todo cociente y todo submédulo de un moédulo semisimple es
semisimple.

Demostracién. Si N es una imagen epimorfica de un moédulo semisimple M
entonces, al ser éste suma de simples, asi lo es N. Por otro lado, cada sumoédulo
de M es un sumando directo, luego isomorfo a un cociente de M. [

Corolario 4.1.4. Un moédulo semisimple es finitamente generado si, y solo si, es
de longitud finita.

Demostraciéon. Sea M semisimple, entonces, por el Teorema 4.1.2, M = +S;
para un conjunto {S; : i € I} de submoédulos simples. Si M es finitamente ge-

nerado, entonces M = Rm; + --- + Rm,, para ciertos my,...,m, € M. Existe un
subconjunto finito J C I tal que my,...,m, € +;¢S;. Por tanto, M = +;4S;, de
donde M es de longitud finita. O

Definicion 33. Un anillo R se dice semisimple si todo R-médulo es semisimple.
Ejemplo. Todo anillo de division es semisimple.

Teorema 4.1.5. Un anillo R es semisimple si, y sélo si, el médulo regular xR es
semisimple.

Demostracion. Supongamos que gR es semisimple y consideremos un R-modulo
M. Para cada m € M tenemos un epimorfismo R — Rm. Por el Corolario 4.1.3,
Rm es semisimple, asi que es suma de modulos simples. Como M =} ., Rm,
deducimos que M es suma de modulos simples, luego es semisimple. O

Observacion 6. Si el anillo R es semisimple, entonces el modulo regular R es
de longitud finita, en virtud del Corolario 4.1.4.

4.2. Anillos de endomorfismos y Teorema de Den-
sidad

Para investigar la estructura de los anillos semisimples es muy util conside-
rar anillos de endomorfismos de modulos, de acuerdo con la siguiente defini-
cion.

Definicion 34. Sea M un médulo sobre cualquier anillo R. El conjunto
Endyg(M) ={f: M — M | f homomorfismo de R — modulos }

es un subanillo de End (M) llamado anillo de endomorfismos del R—-médulo M.
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Escribamos S = Endg(M). Como S es un subanillo de End(M), tenemos que
M es un S—-modulo y podemos considerar el anillo Ends(M). Dado g € End(M),
observemos que g € Ends(M) si, y solo si, para todo m € M, f € Endg(M) se
tiene que g(fm) = f(gm). Esto es,

Ends(M) ={g € End(M) | gf = fg para todo f € Endg(M)}.

Lema 4.2.1. La aplicaciéon A : R — Ends(M) definida para cada r € R por
A(r)(m) = rm para m € M es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. De hecho, la definicion original de modulo fue dada como un
homomorfismo de anillos A : R — End(M). Sélo tenemos que comprobar, pues,
que Im (A) € Ends(M). Dados r € R, f € S, m € M, tenemos

A(r)(f(m)) = rf(m) = f(rm) = f(A(r)(m)).
Por tanto, A(r) € Ends(M). O

Por R-sumando directo de xM entenderemos un R-submoédulo X de M tal
que M = X + Y para otro R-submoédulo Y de M.

Proposicion 4.2.2. Sea yM un médulo, S = Endg(M) y T = Ends(M). Considere-
mos el médulo M dado por el subanillo T de End(M). Los R-sumandos directos
de M son los mismos que los T-sumandos directos de M. Como consecuencia, si
rM es semisimple, entonces tM es semisimple.

Demostracion. Tenemos el homomorfismo de anillos A : R — T. Asi, si tM = X+4Y
entonces, por restriccion de escalares, fkM = X + Y.

Reciprocamente, supongamos que fM = X + Y. Vamos a demostrar que X e
Y son T-submodulos de M. Consideremos la aplicacion p : M — M definida por
p(m) = x para m = x + y la inica descomposicion con x € X,y € Y de m € M.
Tenemos que p € S e Im (p) = X. Ahora, si g € T, entonces gp = pg, con lo que,
para x € X, g(x) = gp(x) = pg(x) € X. Por tanto, X es un T-submodulo de M.
Analogamente para Y.

La segunda afirmacion es ahora consecuencia del Teorema 4.1.2. [

Corolario 4.2.3. Si yM es semisimple de longitud finita, entonces tM es semi-
simple de longitud finita. En tal caso {(kM) = {(+M).

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion 4.2.2 y de que los modulos se-
misimples de longitud finita son, precisamente, los que se descomponen como
suma directa finita de submodulos simples. O

Dado un moédulo M, consideremos una suma directa externa finita M" de
copias de M. Pongamos S = Endg(M) y S’ = Endg(M"). Para cada i = 1,...,n,
sea i : M — M" la aplicacion que lleva m € M a la n—-tupla todas cuyas com-
ponentes son 0 salvo la i-ésima, que vale m. Por m; : M — M, denotamos la
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aplicacion que lleva cada n—-tupla en su componente i-ésima. Tanto 1; como
son homomorfismos de R-modulos. Se tiene que

n
idMn = E LT
i=1

Si ahora nos dan f € Ends(M), definimos f =Y, ufm; € End(M"), esto es

f(mh---)mn):(f(m1)>~°°)f(mn))) (mh---)mn) c M". (41)

Afirmamos que f € Ends,(M"). En efecto, si g € S/, entonces

g? = Z Liﬂfigtjfﬂ]' = Z Lifﬂigtjﬂj = ?g)
i,j=1

=1
donde la segunda igualdad se da porque gy € Sy f € Ends(M).

Teorema 4.2.4. (Densidad) Sea M un moédulo semisimple, y my,...,m, € M.
Pongamos S = Endg(M). Para cada f € Ends(M), existe r € R tal que f(m;) =rmy
paratodoi=1,...,n.

Demostracion. Tomemos m = (my,...,m,) € M". Como M" es un R-modulo
semisimple, Rm es un R-sumando directo de M". La Proposicion 4.2.2 garantiza
que Rm es un Ends/(M")-submédulo de M", para S’ = Endg(M"). Como f ¢
Ends/(M"), deducimos que f(m) € Rm. Esto es, existe r € R tal que f(m) = rm,
lo que concluye la demostracion en vista de (4.1). [

Lema 4.2.5 (Schur). Sea M un médulo simple sobre un anillo R. Si xN es otro
modulo simple y f: M — N es un homomorfismo no nulo de R-médulos, entonces
f es un isomorfismo. Como consecuencia, Endg(M) es un anillo de division.

Demostracion. Como f # 0, Im f es un submodulo no nulo de N, luegoImf =Ny
f es sobreyectivo. Pero ker f # M, asi que ker f = {0}. Luego f es un isomorfismo.
O

Proposicion 4.2.6. Sea R un anillo cuyo médulo regular gR es artiniano. Supon-
gamos que M es un médulo simple y pongamos D = Endy(M). Entonces M es
un D-espacio vectorial de dimensioén finita y

A:R — Endp(M)

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Demostracién. Supongamos que pM fuese de dimension infinita. Podemos, asi,
seleccionar, de una base B de pM, cuya existencia esta garantizada por el Co-
rolario 4.0.2, un conjunto {x; : i € N} C B linealmente independiente. Para cada
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i € N, tomamos la aplicacion D-lineal f; : M — M que vale 0 en todos los ele-
mentos de B salvo en x;, donde asignamos fi(x;) = x;. Por el Teorema 4.2.4,
existe 1; € R tal que fi(x;) = ryx; para todo j =0,...,i. Asi, parai>1,

Ti € al’ll’lR(Xo) MN---N annR(xH)
pero
T ¢ anng(xo) N -+ - Nanng(xy).

Obtenemos asi una cadena estrictamente descendente de ideales a izquierda
de R, con lo que gR no es artiniano.
Hemos demostrado, pues, que si gRR es artiniano, entonces pM es finito-

dimensional. Tomemos {m,..., m,} una D-base de M. Si f € Endp(M), el Teo-
rema 4.2.4 nos da r € R tal que f(m;) =rm; parai=1,...,n. De aqui, f =A(r) y
deducimos que A es sobreyectiva. O

Observacion 7. En las hipétesis de la Proposicion 4.2.6, deducimos del teore-
ma del isomorfismo que R/Anng(M) es isomorfo a Endp(M).

Observacion 8. El enunciado de la Proposicién 4.2.6 se puede refinar como
sigue: Dado un simple M, se tiene que R/Anng(M) es artiniano a izquierda
si, y so6lo si, pM es de dimension finita, en cuyo caso, el anillo R/Anng(M) es
isomorfo a Endp(M).

Ahora vamos a usar una herramienta sencilla que necesitamos para termi-
nar de desentranar la estructura de un anillo semisimple. Un elemento e de un
anillo se dice idempotente si e = e.

Definicion 35. Un conjunto de idempotentes ey, ..., e, € R tales que
l=e1+---+e,

y eie; = 0 cuando i # j se llamara un conjunto completo de idempotentes ortogo-
nales (brevemente, CCIO).

Si{e;,...,ey} s un CCIO de R, entonces
R =Re; + -+ Re,.

En efecto, si r € R, entonces r = ) ', re;, luego R = Re; + - + Re,. Ademas, si
0 = > I',rie; para ciertos r; € R, entonces, multiplicando por la derecha por e;

i=1

para cada j =1,...,n, obtenemos 0 = 1je;. Asi que la suma es directa.

Teorema 4.2.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo no
nulo R.

1. gR es semisimple y todos los R-mdédulos simples son isomorfos entre si;
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2. R es isomorfo, como anillo, a Endp (M) para cierto anillo de division D y un
D-espacio vectorial de dimension finita M;

3. R es artiniano y existe un R-moédulo simple fiel;
4. R es artiniano y los tnicos ideales de R son {0}, R.

Ademas, el anillo de division D y la dimensién del D—espacio vectorial M men-
cionados en 4.5.5 estan determinados por R en el sentido de que D es isomorfo
como anillo a Endg(X), para £ cualquier R-médulo simple, y dimp(M) = {(gR).

Demostracion. (1) = (4). Como iR es suma directa interna de un numero finito
de simples, resulta ser de longitud finita y, asi, artiniano. Si ahora I es un
ideal de R e I # R, entonces el R-modulo no nulo R/I es semisimple. Como
es finitamente generado y todos los moédulos simples son isomorfos entre si,
deducimos que R/I = X™, para un modulo simple X. Asi,

Pero R = I" para n = {(R), asi que
[ = Anng(X) = Anng(X") = Anng(R) ={0}.

(4) = (3). Si X es cualquier modulo simple, entonces Anng(X) # R. Luego
Anng(X) ={0}, por lo que Z es fiel.

(3) = (4.5.5). Consecuencia de la Proposicion 4.2.6.

(4.5.5) = (1). Pongamos U = Endp(M). Puesto que, para cada par de elemen-
tos mym’ € M con m # 0, existe un homomorfismo de D-espacios vectoriales
f € U tal que f(m) = m/’, deducimos que yM es simple.

Sea {my,...,m,} una D-base de M. Para cada i = 1,...,n, sea e; € U el
homomorfismo determinado por las condiciones e;(m;) =0 si j # i pero e;(m;) =
m;. Es claro que {e;,...,e,} es un CCIO para U, de modo que tenemos una
descomposicion

U=Ue; + -+ Ue,. 4.2)

Demostremos que cada Ue; es simple. Basta con que demostremos que si 0 #
fe; para cierto f € U, entonces Ufe; = Ue;. Tenemos que 0 # fe;(my) = Z?:] a;my,
para a; € D. Tomemos un indice k tal que ay # 0, y definamos s : M — M por
s(m;) = 0 si j # k, mientras que s(my) = a,'m,.

Tenemos

sfei(my) = S(Z amy) = a[] am; = my,
j
de donde sfe; = e; y, por tanto, Ue; C Ufe;.

Veamos que cada Ue; es isomorfo a M. Tomemos el homomorfismo de U-

modulos ¢ : U — M dado por ¢(f) = f(m;). Como ¢(e;) = m; # 0, deducimos
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que la restriccion de ¢ a Ue; es no nula, luego, por el Lema de Schur, da un
isomorfismo de U-modulos Ue; = M. Por ultimo, si yX es simple, entonces es
isomorfo a un cociente de yU, por lo que existe un epimorfismo p : U — Z. Asi,
la restriccion de p a Ue; ha de ser no nula para algun i, lo que da, por el Lema
de Schur, un isomorfismo entre Ue; y X.

Ahora, denotemos por ¢ : U — R un isomorfismo de anillos. La descomposi-

cion como suma de simples (4.2) da una descomposicion analoga
R=Rd(er) + -+ R(en).

Por tanto, R es semisimple y £(gR) = £(yU).

Si X es un R-modulo simple, entonces, por la restriccion de escalares pro-
porcionada por el isomorfismo ¢, tenemos que X es simple y, como ya hemos
demostrado, ha de ser isomorfo a M. Pero tal isomorfismo ha de ser también
de R-modulos, por restriccion de escalares asociada a ¢~'. Asi que R es semi-
simple y todos sus moédulos simples son isomorfos a yM y, por ende, isomorfos
entre si.

Para dar cuenta de la unicidad enunciada tras las afirmaciones equivalen-
tes, observemos primero que Endy (M) = Endg(M). Por otra parte, el homomor-
fismo de anillos

A:D — Endy(M)

es un isomorfismo por el Teorema 4.2.4. Por ultimo,
dimp (M) =n ={(yU) = €(gR).
[]

Ejercicio 54. Supongamos que, para R un anillo, se tiene una descomposicion
gRR = I; + --- + I;, para I; ideales a izquierda. Demostrar que existe un CCIO
{e1,...,e;en Rtal que [; = Re;, parai=1,...,t.

Ejercicio 55. Supongamos D y E anillos de division y sean pM y ¢N espacios
vectoriales de dimension finita. Demostrar que Endp (M) y Endg(N) son anillos
isomorfos si, y s6lo si, D y E son isomorfos y dimp(M) = dimg(N).

Ejercicio 56. Sea M un modulo sobre un anillo R, S = Endg(M) y T = Ends(M).
Demostrar que S = Endy(M). Deducir que, si Q es el cuerpo de fracciones de
un dominio de integridad A, entonces Q es indescomponible como A-moédulo.

Ejercicio 57. Sea K un cuerpoy

Rz{(a b):a,b,cGK}.
0 c

Demostrar que R es un anillo artiniano que no es semisimple. Calcular Soc(gR).
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4.3. Componentes homogéneas

Nuestro proximo objetivo es descubrir la estructura de un anillo semisimple
cualquiera.

Lema 4.3.1. Dado cualquier anillo R, existe un conjunto Qp de R-médulos sim-
ples no isomorfos entre si tal que cada R-médulo simple es isomorfo a un moédulo
en el conjunto Qg.

Demostracion. Sea S cualquier modulo simple. Tomado 0 # s € S, tenemos que
S = Rs. Como Rs = R/anng(s), vemos que cada R-moédulo simple es isomorfo a
un modulo de la forma R/I para [ un ideal a izquierda maximal de R. Podemos
tomar entonces en el conjunto de los ideales a izquierda maximales de R la
relacion de equivalencia I ~ | si R/I = R/] como R-modulos. Si tomamos un
conjunto de representantes de las correspondientes clases de equivalencia de
ideales maximales a izquierda bajo esta relacion, obtenemos, realizando los
respectivos modulos cocientes, un conjunto Qp de R-modulos simples como el
descrito en el enunciado. O

Definicion 36. El conjunto Qy descrito en el Lema 4.3.1 se llama conjunto de
tipos de isomorfia de R—-moédulos simples.

Proposicion 4.3.2. Sea M un médulo y definamos, para cada ¥ € Qg, el
submoédulo Socs (M) como la suma de todos los submédulos de M isomorfos a
L (si no hay ninguno de éstos, Socs(M) se define entonces como el submédulo
{0}). Entonces

Soc(M) = 4seq,Socs (M).

Ademas, sif: M — M es un endomorfismo de R-médulos, entonces f(Socz(M)) C
Socs (M) para todo £ € Qg.

Demostracion. Obviamente, por definicion, Soc(M) = ZZEQR Socs (M). Tenemos,
pues, que demostrar que si L’ € Qg, entonces

N =Socs/ (M) N} Socg(M) ={0}
THAL!

Si N # {0}, entonces tomamos 0 # m € N. Tenemos que Rm es un modulo
semisimple finitamente generado. Por tanto, es artiniano y ha de contener un
sumodulo simple S. Como S C Socyz(M), y esta inclusion ha de ser escindida,
existe un epimorfismo g : Socs(M) — S. Al ser S # {0}, tenemos que g # 0, lo que
implica que ¢g(S’) # 0 para algin S’ C M con S’ = X. Pero, por el Lema de Schur,
la restriccion de g a S’ da un isomorfismo S’ = S. Luego S = X. Un argumento
idéntico demuestra que S = ¥’ para algun ¥’ # X. Como en Q moédulos distintos
son no isomorfos, tenemos la contradiccion ¥ = S = /. Por tanto, N = {0}.
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Para la segunda parte, consideremos que

f(Socz(M)):f(ZS> Zf C Socs (M),
S=3

donde la ultima inclusion viene del hecho de que, para S = %, se tiene que, o
bien f(S) ={0}, o bien f(S) = S. ]

Corolario 4.3.3. Para cada ~ € Qg, Socs(R) es un ideal de R.

Demostracién. En efecto, si r € R, entonces p, : R — R, definido por p,(s) = s,
es un homomorfismo de R-moédulos. Por la Proposicion 4.3.2, p,(Socs(R)) C
Socs (R). Deducimos facilmente que Socy(R) es un ideal. H

Teorema 4.3.4. Sea R un anillo semisimple. Entonces Qg es finito. Si ponemos
Qr = {%,..., L} y D; = Endg(Z;), entonces dimp, (X;) es finita para para i =
1,...,t y existe un isomorfismo de anillos

R = Endp, (&) x --- x Endp, (Z). (4.3)

Demostracion. Sabemos que R = S; + --- + S,,, para ciertos ideales a izquierda
simples Si,...,S,. Por otra parte, si L € Qg, entonces existe un epimorfismo
R — I cuya restriccion a algun §; sera no nula. El Lema de Schur nos dice
ahora que X = S;. Esto muestra la finitud de Q.
Para obtener el isomorfismo (4.3), observemos primero que, para i # j, se
tiene
SOCZj (R) - AII].’IR(Zi). [44)

Esto es consecuencia de que
Socy; (R) - Socg, (R) € Socy; (R) N Socy, (R) = {0},

puesto que ambos son ideales por el Corolario 4.3.3.

Por otra parte, si ponemos I; = Z]. 41 50Cs; (R), tenemos que I; + I; = R si i #j.
Esto, junto con (4.4), dar que los ideales Anng(X;) son coprimos. Por el Teorema
Chino del Resto, tenemos un isomorfismo de anillos

R — R/Anng(L;) x --- x R/Anng(L), (r+ (r+Anng(L;),...,v+Anng(L,))),

ya que Anng(X;) N--- NAnng(X;) = {0}.
Deducimos del Teorema 4.2.7 que

R/Anng(%;) = Endp, (%),

para
l:)'l = El’ldR(Zi).

]
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Ejercicio 58. Sean R,S anillos y T = R x S, el anillo producto. Tomamos e =
(1,0) € T. Por m: T — R denotamos la proyeccion canéonica dada por 7t(r,s) = .
Demostrar que la aplicacion L(1Te) — L(rR) que envia un T-submodulo I de Te
en 71(I) esta bien definida y es una biyeccion que preserva la inclusion. Deducir
que T es semisimple si, y so0lo si, Ry S son semisimples.

Para completar la clasificacion de los anillos semisimples, hemos de dis-
cutir la unicidad de la descomposicion proporcionada por el Teorema 4.3.4.
Para ello, es util discutir los idempotentes centrales de un anillo, es decir, los
idempotentes del centro del anillo.

Ejercicio 59. Demostrar que, si e es un idempotente central de un anillo R,
entonces Re es un anillo con el producto y la suma heredados de los de Ry con
e Como uno.

Ejercicio 60. Demostrar que si R =1+ ] para I, ] ideales de R, entonces existe
un idempotente central e tal que I =Rey ] =R(1 —e).

Definicion 37. Un ideal I no nulo de un anillo se dice indescomponible si no
admite descomposiciones I = I’ + I” para ideales no nulos I’,1” de R. El anillo R
se dice indescomponible si lo es como ideal.

Definicion 38. Un idempotente central e de un anillo R se dice indescompo-
nible si e # 0 si Re es un ideal indescomponible. Equivalentemente, si e # 0y
cada descomposicion e = e’ + e”, para e/, e” idempotentes centrales ortogonales
implica que e’ = e o bien e” = e. Observemos que el anillo R es indescomponible
si 1 es un idempotente indescomponible.

Ejercicio 61. Demostrar que el anillo Z[v/3]/(3) es indescomponible.

Ejercicio 62. Demostrar que un anillo no nulo R es indescomponible si, y s6lo
si, R no es isomorfo a ningan producto de anillos R; x R, con Ry, R; no triviales.

Observacion 9. Un anillo semisimple es indescomponible si, y solo si, satisface
las condiciones equivalentes del Teorema 4.2.7.

Proposicion 4.3.5. Si un anillo contiene un CCIO centrales indescomponibles,
entonces éste es unico. Todo anillo R tal que {(gR) es finita contiene un tinico CCIO
centrales indescomponibles.

Demostracién. Sean {ey,...,e,}, {fi,...,fn} dos conjuntos de CCIO centrales in-
descomponibles. Observemos que e;fj es un idempotente central para cada par
de indices 1i,j. Ademas, e; = e;ifj + e;(1 — f;). De modo que, si e;if; # 0, entonces
ei(1 —f;) =0, es decir, e;(1 —f;) =0, con lo que e; = e;fj. Pero, por un argumento
simeétrico, se demuestra que si e;fj # 0, entonces e;f; = f;. Luego hemos probado
que e;f; # 0 implica que e; = fj.
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Por otra parte, dado e;, tenemos que
O#ei:ei(ﬁ ++fm) :eiﬂ +'”+eifm)

por lo que e;f; # 0 para algun j, asi que e; = fj. Por tanto {e;,..., e} C {fy,..., ).
La otra inclusion se deduce igual cambiando los papeles de los dos CCIO cen-
trales indescomponibles.

Para ver que el anillo gR tiene un CCIO centrales indescomponibles, razo-
naremos que cada ideal I de R admite una descomposicion I = I; +--- + [,
para ideales indescomponibles I;,...,I,. Aplicando esto a I = R, obtenemos lo
deseado. Pero la afirmacion se sigue facilmente por induccion sobre {(gI).

O

Teorema 4.3.6. Supongamos que R es un anillo semisimple con

Q:{Z],...,Zt}
Yy que se tiene un isomorfismo de anillos

R=R; x -+ xRy,
donde R;,...,R; son anillos indescomponibles. Entonces s = t y, salvo even-
tual reordenacion, R; = Endp, (%) con D; = Endg(%Z;) parai = 1,...,t. Ademas,
los anillos de divisién Dy,...,D; son tnicos salvo isomorfismos y los niumeros

dimp, (Z),...,dimp, (Z;) son tnicos.

Demostracion. Una primera observacion, que vamos a usar, es que los CCIO
centrales indescomponibles se preservan por isomorfismos de anillos. A par-
tir de aqui, el enunciado es claro, ya que R = Socs, (R) + -+ + Socg, (R) es la
descomposicion de R como suma directa de ideales indescomponibles.

]

Definicion 39. Un anillo semisimple R se dira de tipo (Dy,...D¢ny,...,ny) sies
isomorfo a Endp, (£;) X --- x Endp, (X)) con n; = dimp, ().

Corolario 4.3.7. Sea R un anillo semisimple, mantenemos la notacién anterior.
Si M es un R-modulo, entonces, para cadai=1,...,t, se tiene

Socy, (M) =eM ={esm: m € M}.

Demostracion. Observemos que Anng(X;) = Ann(Re;), asi que si v € Ann(Re;),
entonces re; = 0. Pero r =re; +--- +re,, luego v € ), Rej. Tenemos, pues, que
Anng(L;i) C ) ;; Rej. Puesto que la inclusion reciproca se demostro en la prueba
del Teorema 4.3.4, deducimos que

j#
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Si N es cualquier submodulo simple de M isomorfo a ¥;, entonces, segun (4.5),
AnnR(N) = AnnR(Zl) = Z Re;.
j#

De aqui, para m € N, tenemos que m = e;m. Deducimos, pues, que Socy, (M) C
e;M. Para la inclusion reciproca, observemos que si m € M, entonces anng(e;m) 2
2_i Rej. Por tanto, tenemos un epimorfismo de modulos

Re; =R/ Z Re; — R/anng(e;m) = Reym.
j#

Como Re; = Socy, (R), deducimos que Re;m es suma de modulos simples isomor-
fos a %, esto es, Re;m C Socy, (M). O

4.4. Anillo opuesto y modulos a derecha.

Para un anillo R, tenemos el llamado anillo opuesto R°?. Como grupo aditivo,
R°P = R, pero el producto se modifica definiendo r*s = sr, para r,s € R°?. Algunos
R°?’-modulos aparecen de forma natural a partir de los R-modulos, como indica
la siguiente construccion.

Sea M un R-modulo. Sobre el grupo aditivo

*M ={f: M — R | f es homomorfismo de R — moédulos}
se tiene una estructura de R°’-modulo dada, para r € R°P,; ¢ € *M, por
(r-@)(m)=¢(m)r, meM. (4.6)

Ejercicio 63. Comprobar que, con la accion dada en (4.6), *“M es ciertamente
un R°P-modulo.

Tenemos un homomorfismo de anillos
0 : Endg(M)°? — Endger (*M) 4.7)
definido por
O(f)(@) =@of, f € Endg (M), @ € Endgor ("M). 4.8)

Ejercicio 64. Comprobar que 0, definido segun (4.8), es un homomorfismo de
anillos.

Proposicion 4.4.1. Supongamos que xM es libre con base {vi,...,v,}. Para i =
1,...,n, tomamos *v; € *M definidos por *vi(v;) = &, (“delta de Kronecker”). En-
tonces {*v1,...,"v,} es una base para el R°’-médulo *M y el homomorfismo de
anillos (4.7) es un isomorfismo.
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Demostracion. Para cada m € M, se tiene que

Por tanto,
n
=) o),
i=1

de donde {*vy,...,*v,} es un conjunto de generadores del R°’-mo6dulo *“M. Ahora,
si0= ZL Ti"v; para ; € R°, entonces, evaluando en v;, obtenemos que 1; = 0,
por lo que se trata de una base.

Bien, probemos que 0 es un isomorfismo. Si f € Endg(M) es tal que 0(f) =0
entonces, dado m € M, tenemos

=Y wilf(m)vi =Y 6()("vi) (m)v = 0.

Por tanto, f =0y 0 es inyectivo.
Para ver que es sobreyectivo, dado { € Endg.» (*M) definamos la aplicacion
f: M — M como

= le)(*vi)(m)vi, (m e M).

Es facil ver que f € Endg(M). Por otra parte, para ¢ € *"M y m € M, tenemos

0(f)(@)(m) = @(f(m))

= Z (P )Vl)

= Z ll) Vl (vl)

= Z (P Vl (Vl))(m)

= Z (P Vl Vl)(m)

= YP(e)(m).
De donde 9(f) = . ]
Teorema 4.4.2. Si R es semisimple de tipo (Dq,...,D,ny,...,n), entonces R°P
es semisimple de tipo (D{",...,D{" ,ny, ..., ny).

Demostracion. Tenemos que R es isomorfo al anillo Endp, (X;) x --- x Endp, (X;).
Por tanto, R°? es isomorfo a Endp, (£;)° x - - - x Endp, (X;)°?. Para cada i, tenemos
un isomorfismo de anillos Endp, (X;)°P = EndDop( L) y dimp, (&) = dimD?p(*Zi).

O
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Ejercicio 65. Un anillo R puede dotarse de estructura de R°’-modulo mediante
el homomorfismo de anillos p : R°? — End(R) dado por p(r)(s) = st para r,s € R
(si se quiere, R es un R-modulo a derecha). Para el subanillo

R:{(g vzv) reR,z,w e C}

de M;(C), calcular €(gR) y £(rorR).

4.5. Funciones sobre un grupo finito

Sea G un grupo con elemento neutro e y denotemos por CG el espacio vecto-
rial complejo con base G. Consideremos la aplicacion bilineal n: CG x CG — CG
determinada, sobre los elementos de la base G por la multiplicacion de G, esto
es, u(g,h) = gh, para g,h € G. Para cada elemento r € CG, usaremos la expre-
sionrt =) __.7149, con 1y € C. De esta manera, la expresion de la multiplicacién
i sera

gei

rs:=u(r,s) = Z TgShgh, (r,s € CG).
g,heG

Como la multiplicacion en G es asociativa, deducimos que asi lo es la multi-
plicacion que hemos definido en CG. Ademas, e resulta ser obviamente el ele-
mento neutro para esta multiplicacion. Obtenemos asi un anillo, que seguimos
denotando por CG.

Observemos que la aplicacion n: C — CG definida por n(z) = ze, para z € C,
es un homomorfismo de anillos. Asi, podemos identificar C con el subanillo

Im(n) ={ze:z € C}

de CG. De hecho, se trata de un subanillo del centro de CG, ya que, paraz € C
y v € CG, tenemos

rze = ( E Tqg)ze = E Tgzge = E zZryeg = zer.
geaq geaq geaq

Asi, a partir de ahora, consideraremos que C es un subanillo del centro de
CG, lo que hace de éste ultimo un algebra asociativa compleja con uno. Por
cierto, consecuentemente, escribiremos e = le = 1, cuando sea conveniente.
Este algebra se llama algebra compleja del grupo G.

Consideremos ahora el C-espacio vectorial de las aplicaciones de G en C:

M(G) ={p:G — CL
Dados g € G, ¢ € M(G), definimos p(g)(¢) € M(G) por
p(g)(e)(x) = e(xg), (x € G).
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Obtenemos, asi, una aplicacion p(g) : M(G) — M(G), que resulta ser lineal. Asi
que tenemos una aplicacion

p: G — Endc(M(G)).
El siguiente calculo muestra que p(gh) = p(g) o p(h) para todo g,h € G:

p(gh)(@)(x) = @(xgh) = p(h)(@)(xg) = p(g)(p(h)(¢))(x), (x € G, € M(G)).

De esta forma, p deviene en lo que se llama una representacion lineal de G
con espacio de representacion M(G).
Ahora, p define una aplicacion lineal

0:CG — End¢c(M(G))

que, al preservar p productos, es un homomorfismo de anillos. Por tanto, M(G)
es un CG-modulo, con la accion

(r@)(x) = p(r)(@)(x) = D_14p(g)(@)(x) = D_T40(xg).

geaq geaq

Dado un CG-moédulo V de dimension finita y una C-base {vi,...,v,} de V
tenemos, para cada x € G,

para ciertas t;; € M(G). Estas son las llamadas _funciones matriciales del modulo
V asociadas a la base {vy,...,v,}. Supongamos ahora un homomorfismo de CG-
modulos f: V — V', con V' de dimension finita y base {vj,...,v; }. Denotamos
por t;; a las funciones matriciales de V' con respecto de esta base. Sea A = (a;))
la matriz de f con respecto de las bases mencionadas, esto es,

f(\)i) = Z aijvj’.
j

Dado x € G, tenemos

xf(vi) =x Z aijxv; = Z Qj Z ti (X,
j j k

)

f(xvi) = f(Z ti(x)vy) = Z ty(x)f(vy) = Z ty5(x) Z iV,
j j k

Como xf(v;) = f(xv;) para todo x € G, obtenemos la igualdad matricial

(ty) A = A(t]). (4.9)
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Lema 4.5.1. El subespacio vectorial C(V) de M(G) generado por las funciones
matriciales {t;; : 1 < i,j < n} es independiente de la base escogida, y es un CG-
submoédulo de M(G). Ademas, si V' es un CG-médulo isomorfo a V, entonces
C(V)=C(V').

Demostracion. Si f es un isomorfismo, la matriz A es inversible, asi que la
ecuacion (4.9) implica que cada t;; es combinacion lineal de las funciones tj;, y
reciprocamente. Por tanto, ambos conjuntos de funciones matriciales generan
el mismo subespacio vectorial. Esto da cuenta de que C(V) no depende de la
base escogida y que, de hecho, es el mismo para cualquier moédulo isomorfo a
V.

Observemos ahora que, para x,y € G cualesquiera,

1] XU Z tlk tk]

Ahora, si x,y € G, tenemos
ytl] ( - tl] Xy Z tlk tk] Z tlk tk)

por lo que
yty = ) taly)ti.
k
Asi que C(V) es un CG-submodulo de M(G). O
Enunciemos este hecho junto con otra propiedad que es util.

Proposicion 4.5.2. Para cada CG-médulo V de dimensién finita, se tiene que
C(V) es un CG-submédulo de G. Sif : V — M(G) es un homomorfismo de CG-
modulos, entonces Imf C C(V).

Demostracion. Basta con comprobar que f(v;) € C(V) para los elementos v; de
una base de V. En efecto, dado x € G, tenemos que

f(vi) (x) = xf(vi)(e) = f(xwi)(e) = f( th x)vi)(e) = D ti(x)f(vy)(e)
j

De donde
fvi) = Y f(v)(e)ty € C(V).
j
]

Definicion 40. Definimos el CG-submodulo R(G) de las funciones representa-
tivas sobre G como la suma de todos los submodulos C(V) para V CG-modulo
de dimension finita.
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4.5.1. Grupos finitos

Vamos a tratar ahora el caso en que G es un grupo finito.

Usaremos alguna terminologia proveniente de la teoria de representaciones.
Asi, por ejemplo, si tomamos un CG-moédulo V, tenemos un homomorfismo de
grupos p : G — GL(V) dado por p(g)(v) = gv para g € G,v € V. Esto es lo que
se llama una representacion compleja de G con espacio de representacion V.
De hecho, la estructura de CG-modulo queda completamente determinada por
esta representacion y resulta equivalente, dado un espacio vectorial complejo
V, dar una representacion compleja de G cuyo espacio de representacion es V
y dar una estructura de CG-modulo sobre V.

Cuando el espacio de representacion V es de dimension finita y viene dotado
de un producto interno (—,—), la representacion p se llama unitaria si todos los
operadores p(g) para g € G son unitarios.

Proposicion 4.5.3. Si la representacion dada por un CG-médulo V de dimen-
sion finita es unitaria y W es un CG-submoédulo de V, entonces W+ es un CG-
submodulo de V. Por tanto, toda representacion unitaria de dimension finita da
un CG-moédulo semisimple.

Demostracion. Sean u € W+, g € G. Dado w € W, tenemos que

(gu, w) = (gu, gg~'w) = (u,g"'w) =0,
ya que g~ 'w € W. Por tanto, gu € W+,
Para la segunda afirmacion, si V no es simple, entonces tomo un CG-
submodulo no nulo propio W de V. Sabemos que W+ es también un CG-

submodulo y que V = W+W-+, Una sencilla induccion sobre la longitud (o sobre
la dimension compleja, como se prefiera) muestra que V es semisimple. [

Proposicion 4.5.4. Sea V un CG-médulo de dimension finita como espacio vec-
torial. Existe un producto interno sobre V tal que la representacién de G dada por
V es unitaria. Por tanto, V es semisimple.

Demostracién. Tomamos un producto interno cualquiera (—,—) en V'y, a partir

de él, definimos
(wv)e =D (gu,gv),
geG

para u,v € V. Es rutinario comprobar que (, ) es también un producto interno
en V. Ademas, tenemos, para cada g € G, u,v € V, que

(gu, gv)e = > (xgu,xgv) = Y (yu,yv) = (1,v)q,
x€G yea

donde hicimos el cambio de variable y = xg en G. Asi, la representacion dada
por el modulo V resulta unitaria con respecto de (—,—)g. Por la Proposicion
4.5.3, deducimos que V es semisimple. O
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Teorema 4.5.5. El dlgebra de grupo CG es semi-simple.

Demostraciéon. Como G es finito, el modulo regular CG es semisimple por la
Proposicion 4.5.4. O

Lema 4.5.6. Si X es un CG-moédulo simple, entonces
End(cg(Z) ={Aids : A € C}.

Demostraciéon. Tenemos que, por el Lema de Schur, D = End¢g(Z) es un ani-
llo de division. De hecho, es un algebra compleja. Ademas, puesto que X es
isomorfo a un cociente de CG, resulta ser de dimension finita como C-espacio
vectorial. Por tanto, D es un anillo de division que, como C, es de dimension

finita. De aqui, es de dimension compleja 1. [
Teorema 4.5.7. Sea Q¢g = {¥;,...,L}. Entonces existe un isomorfismo de C-
algebras

CG = End(c(Z]) X X Endc(Zt)

Por tanto,
|G| = dim¢(Z;)? + - - - + dimg(Zy)?.

Demostracion. ]

Lema 4.5.8. Sif : V = W es una aplicaciéon C-lineal entre dos CG-modulos,
entonces la aplicacion f : V — W definida por

flv) =) xf(xv)
xeG

es un homomorfismo de CG-moédulos.

Demostracion. Paray € G, v € V, tenemos

%v(yv) = Zx’“‘(xyv) = Zgz’]f(zv) = y%v(v).

xeG zeG

O

Dado un moédulo de dimension finita V sobre M(G), y fijada una base suya,
a las funciones matriciales calculadas con respecto de ésta las denotaremos
por t}.

Teorema 4.5.9. Sea G un grupo finito. Sobre M(G) definimos el producto interno
1 -
(0 W) = 15 D e (X).
xeG
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Si Qcg =1{%,..., X2}, entonces
M(G) = C(&y) + -+ + C(Z). (4.10)

Ademas, sidotamos a cada L, de un producto interno de manera que la represen-
tacion de G asociada sea unitaria, tomamos funciones matriciales con respecto
de bases ortonormales y ponemos d, = dim¢ X, entonces

{(Vdatir:a=1,...,t,1 <j,k < di, (4.11)
es una base ortonormal de M(G).

Demostraciéon. Como M(G) is semisimple, podemos tomar su descomposicion
en componentes homogéneas

M(G) = Socs, (M(G)) + - + Socs, (M(G)).
Por el Lema 4.5.2, Socy, (M(G)) C C(X), asi que
M(G) =C(Z) +---+ C(Zy). (4.12)

Supongamos ahora CG-modulos de dimension finita V y W, dotados con
sendos productos internos para los cuales las representaciones correspon-

dientes de G son unitarias. Tomamos bases ortonormales {v;,...,v,} de V y
{wy,y .o, w} de WL
Parai=1,...,n,j=1,...,m, definimos la aplicacion lineal p;; : V— W por
PEVI =90 sik i

Tenemos, de acuerdo con el Lema 4.5.8, el homomorfismo de CG-moédulos py; :
V — W dado por

Pi(v Zx Py (xv), veV.

x€G

Bien, la cosa es que

Py (Vi) ZX Pij (xvi) Zx Py Ztu x)v1)
xeG x€G
=Y xhiw =Y Y 0t (x e

x€G 1 xeG

Por otra parte, como cada matriz (t}’j"(x)) es unitaria, obtenemos

W) = [@WYx)) T = (V).
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Asi,

Pij (Vi) Z <Z tk1 ) wi. (4.13)

x€G
Si tomamos V y W simples no 1s0m0rfos, entonces p;; = 0 para todo i,j y, en

virtud de (4.13),
0= ti(x)t¥(x),

para todo 1i,j,k,l. Esto muestra que, para a # b, toda funcion tizj“ es ortogo-

nal a toda funcién t;p. En particular, la suma (4.12) ha de ser directa, luego
obtenemos (4.10).

Tomemos ahora V = W = X, para cierto a = 1,...,t. Por el Lema 4.5.6,
Piyj = oyjids, para cierto escalar oy; € C. Por (4.13), tenemos que

XKijVi = Z (Z t tl)a ) Vi, (4 14)

x€G

para todo k=1,...,d,.
Para k # 1, deducimos de (4.14) que

0= Z b tlla
xeG
Pero si l =k con i # j, tenemos que

0=) thx Nt =Y trxtsx)

xeG x€eG

0= tre(x)tr(x).

x€G

Tenemos, por tanto, que cada par de funciones matriciales distintas asocia-
das a X, son ortogonales. Finalmente,

Conjugando,

xeG

Por otra parte, si hacemos explicita la representacion p : G — GL(Z,), tenemos

que
pi=) ox pupx) =) p(x) 'puplx

x€G x€G
Tomando trazas, «;;d, = |G|. Por tanto,

(tin, ti) = 1/da.
O]
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Seguidamente, vamos a dar algunos ejemplos de descomposicion de funcio-
nes sobre grupos finitos. Comenzaremos por algunos conmutativos, para cuya
discusion sera util el siguiente hecho.

Proposicion 4.5.10. Si G es un grupo abeliano, entonces todo CG-médulo sim-
ple de dimension finita tiene dimensién 1 como espacio vectorial complejo. Como
consecuencia, si G es abeliano finito, entonces Q¢g tiene cardinal |G]|.

Demostracion. Sea L simple de dimension finita. Dado x € G, la aplicacion lineal
fy : £ — X dada por f,(v) = xv es un homomorfismso de CG-modulos, ya que,
paray € G, tenemos

fr(yv) = xyv = yxv = yfy(v).
Por el Lema 4.5.6, f,(v) = «,v para cierto «, € C. Ahora, tomo 0 # v € X. Si
w € X, entonces existe ) __.Ax € CG tal que

w = Z AXV = Z A OV

xeG xeG

x€G

Por tanto, v genera L como espacio vectorial.
Si ahora G es finito, y Q¢g ={%4,..., X, }, entonces, por el Teorema de Wedderburn-
Artin,
CG = End(c(Z]) X oo X EndC(Zn).

Comparando dimensiones, deducimos que |G| =n. [

Ejemplo. Tomemos G = Z,. Por la Proposicion 4.5.10,
Qcg = {ZO) SRR} Zn—1})

y cada X; es de dimension compleja 1. Podemos dar directamente una tal co-
leccion de simples no isomorfos como sigue. Sea w = " ¢ C. Para j =
0,...,mn—1 € Z,, defino, para un espacio vectorial complejo X; de dimension
1 con base uj,
k- = wy (k=0,...,m—1).
Dicha accion, extendida por linealidad, da una estructura de CZ,,—modulo,

a fortiori simple, sobre Z;. Un homomorfismo de modulos f : L; — Z; estaria
determinado por « € C tal que f(u;) = au;.. Ahora, para 1 € Z,, tendriamos

woy = flwy) =f(1-w) =1 oy = ocwj'uj/.

De donde, si o # 0, entonces j = j’. Por tanto, los modulos %; no son isomorfos
entre si.

La base ortonormal correspondiente a estas representaciones unitarias es
{t¥o,...,t* 1}, donde t¥ (k) = w*, para k = 0,...,n — 1. Asi, cualquier funcién

(S L, S€ expresa Ccomo
—1

¢p = <(p)t2j>tzj)
j

=

I
=
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donde | :
% = — Z = — —jk
(0, t5) =— 3 otk =— 3 o(ka
KEZn KEZn
Ejemplo. Consideramos ahora el grupo Z, x Z,. Vamos a calcular
anxzm :{Z(j,j’) ZO S] S n-— ],O S j/ S m — 1}
Tomamos w = " u = ™ ¢ C. Tomo un vector u;; de L/, que conside-
ro como base ortonormal. Sobre ;;/ definimos una representacion declarando

k' kl'l
(K k') - wgyn = w0 g 0.

Razonando como en el ejemplo anterior, obtenemos que estas representaciones
dan modulos simples no isomorfos y que una base ortonormal de M(Z,, x Z,)
es

5031 :0<j<n—-1,0<j <m-—1},
para t*6:" (k, k') = w"pkT’,
Ejemplo. Tomemos el grupo diédrico D,, dado por generadores r, s sujetos a las
relaciones ™ = s? = 1,st =1 's. Asi,

D,={s":a=0,1:k=0,...,n—1}.

Vamos a calcular algunas representaciones complejas unitarias de dimension 2
de D,,. Para ello, tomo « € C tal que «™ = 1 y un espacio vectorial hermitiano V,
de dimension 2 con base ortonormal {v,v,}, para el que defino el homomorfismo
de grupos! D, — U(V) dado, en coordenadas con respecto de esa base, por

1"_)ocO HO]
0 o)’ 1 0/

Vamos a calcular las funciones matriciales correspondientes {ti1, t2, t21, t22}.
Para ello, consideremos que
.
ok 0 i
x sia=0
0 o

SaTkl—) (Xk 0 0 1 a_
0 * 10)
x sia=1
(\a* 0

Analicemos ahora cuando es V, simple. Supongamos que no lo es: entonces
existe 0 # v € V, tal que rv,sv € Cv. Si v tiene coordenadas (x,y), tenemos que

% (§ 5) =Bl 0 (7 ) =vnu)

1U(V) denota el grupo unitario de V
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para ciertos B,y € C. Es facil ver que esto implica que o = 1. Por tanto, para
o # 1, obtenemos que el modulo V, es simple.

Por otra parte, si V, y V. son modulos isomorfos, entonces, tomando trazas,
obtenemos que a+x = o/+a’. Asi, obtenemos condiciones para obtener modulos
simples no isomorfos.

Ahora consideremos w = e¥¥", que es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad, y tomemos X; = V,;. La condicion (w')? = 1 implica que 47j/n ha de ser
un multiplo de 27t o, lo que es lo mismo, 2j un multiplo de n. Vamos a discutir
el caso en que n es impar. Escribimos entonces n = 2v + 1, lo que implica

que, tomando j = 1,...,v, segun la discusion anterior, X; es simple. Ademas,
la igualdad w + w7 = W’ + w7’ implica que cos27j/n = cos 2mj’/n. Esto, para
1 <j,j’ < v fuerza que j = j’. Asi, obtenemos que %, j = 1,...,v son modulos

simples no isomorfos entre si.

Para estimar cuantos CD,—moédulos simples faltan para completar la lista,
observemos que 2n—4v =4v+2—4v = 2 que, para ser expresado como suma de
cuadrados, s6lo admite la forma 2 = 1+ 1. Asi que han de existir dos moédulos
simples de dimension 1, que completaran, junto con Z;,..., L, la “lista” de todos
los modulos simples. Llamémoslos X, X_;, donde X, es la representacion trivial,
que lleva todo elemento de D,, en 1 € C, en tantoque Z_; llevasen —Tyren 1.

Hemos demostrado, pues, que

QDn - {2—1)ZO>Z1) .. -»Zv}o
La base ortonormal de M(D,,) que obtenemos es
{5t V2t :1=1,...,v,b,c = 1,2},

donde
tHo(s9r%) =1, (a=0,1,k=0,---,n—1),

ety o) sta=0k=0,.,n-1
-1 sia=1,k=0,...,n—1

¢ ](Squ) _ eiZij/Tl si a:O)kZO,...)n—‘]
1 0 sia=1,k=0,...,n—1
3 (sr%) = 0 sia=0,k=0,...,n—1
1 eiZﬂjk/n Sia:])k:o)_."n_1
T ek 0 sia=0,k=0,...,n—1

t51(s%r") = .

21( ) {e—lzmk/n sia=1,k=0,...,n—1

51 (sor) e 2k/n gia=0,k=0,...,n—1
22 0 sia=1,k=0,...,n—1

El caso n par admite una discusion similar.
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4.6. Apéndice: S’

G) consideremos y € G, conside-

Proposicion 4.6.1. Para cada funciéon f € M(
= f(xy) para x € G. Las siguientes

remos y - f € M(G) definida por (y - f)(x)
condiciones son equivalentes sobre f:

1. f es una funcioén representativa;
2. CG - f es un espacio vectorial de dimensioén finita.

Demostracion. (1 = 2). Sea (T1, V) tal que f es una combinacion lineal de funcio-
nes matriciales z;; con respecto de ITy una base {ey, ..., e,}. Podemos reducirnos
al caso f = z; para ciertos i,j € {1,...,n}. Para x,y € G, tenemos

(Y- z5)(x) = zg(xy) = ) za(X)zig(y).
k

De aqui,
Y f=y-z5=) z5(yzu
k

Por tanto, CG - f es un espacio vectorial de dimension finita por estar contenido
en el subespacio de M(G) generado por {zy :k=1,...,n}.

(2 = 1). Si f € M(G) es una funcion tal que CG - f es de dimension finita,
puesto que se trata de un subespacio invariante para la representacion regular
R’, tenemos la restriccion de esta ultima a CG - f da una representacion finito-
dimensional de G. Obviamente, podemos suponer que f # 0y, asi, elegir una
base {e;,...,e,} de CG - f tal que e; = f. Asi, para x € G,

x-f= Z zy(x)e,

para ciertas funciones matriciales {z;; : i = 1,...,n}. Evaluando en el elemento
neutro e € G,

f(x) = (x-f)(e) = ) _zu(x)eie).

Por tanto,

f= Z ei(e)zﬂ.
[]

Ejemplo. Cualquier homomorfismo de grupos x : G — C* es una funcién re-
presentativa, ya que CGyx = Cx.
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Lema 4.6.2. Si G es un grupo topolégico, el conjunto Cont(G,C) de todas las
funciones continuas es un CG-submaédulo de M(G).

Demostracion. Dada f : G — C continua y x € G, entonces la funcion xf es
continua ya que

xf(y) = flyx), (y e G),

y el producto en G es continuo. [

Proposicion 4.6.3. Si G es un grupo topoldgico, entonces el conjunto R.(G) de
todas las funciones representativas continuas es un CG-submaodulo de M(G).

Ejemplo. Toda representacion compleja continua del grupo aditivo R es, de
acuerdo con el Lema de Schur, de dimension 1. Esto es, se trata, salvo equiva-
lencias, de un homomorfismo continuo de grupos x : R — C*. Vamos a describir
todos ellos.

Para ello, observemos primero que el conjunto de los nimeros de la forma
n/2™, paran € Z,m € N es denso en R. Supuesto conocido que Q lo es, basta el
siguiente argumento: dado p/q € Qcon q >0y m € N, existen n € Z,r € N tales
que

2™p =nq+r, r<q.

Asi,
T 1

2mq <o

P n
q 2m

En segundo lugar, dado un homomorfismo de grupos continuo x : R — C*,
tenemos que p(t) = x(t)/Ix(t)| es otro homomorfismo continuo de grupos. Existe
¢ > 0 tal que, para todo t € [—c, c], el nimero complejo p(t) pertenece al conjunto
(el : 0 € (—m/2,7/2)}. Si escribo p(c) = €%, entonces p(c) = p(c/2)?, de donde
p(c/2) = e¥%/2, Reiterando el argumento, tenemos que p(c/2™) = e%/2" para
todo m € N. De aqui, p(cn/2™) = ¢%"2™ para todo n € Z,m € N. Por tanto,
las funciones continuas p(ct) y e coinciden en un subconjunto denso de R,
asi que son iguales. Tomando b = 0,/c obtenemos que p(t) = e'** para todo
t € R. Por otra parte, r(t) = |x(t)| da una funcion continua de R en R tal que
r(t+1t') = r(t)r(t’) para todo t,t’ € R. Se supone conocido que, en tal caso,
r(t) = e, para cierto a € R.

En conclusion, x(t) = e", paraw = a+ bi € C.

Vamos ahora a dar todas las representaciones continuas complejas irredu-
cibles de U(1) = S'. Para ello, observemos que tenemos un homomorfismo de
grupos p : R — U(1) dado por p(t) = e'*. Dada una representacion continua
x : U(1) — C*, tenemos, segun la discusion anterior, que existe w € C tal que
xp(t) = e"t. Esto es, x(e"') = e™*. En particular, 1 =x(1) = x(e'") = e"*". Si escri-
bo w = a + ib, tengo la igualdad 1 = e*"e'**". De donde a = 0,b € Z. Por tanto,
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x(e') = e, con b € Z. En resumen, las representaciones complejas continuas

irreducibles de U(1) son
Irr(U(T)) ={xx : k € Z},

donde X, (z) = z* para z € U(1).
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