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El estudio analiza las competencias de profesores en formacion en la
resolucion de problemas de modelacion matemdtica, caracterizando
niveles de logro, interrelaciones y su influencia en el éxito, usando
GeoGebra y colaboracion entre pares. Examina errores y dificultades en
cada competencia. Los resultados muestran un menor desarrollo en
codificacion, validacion e interpretacion de resultados, y una
correlacion  significativa entre representacion, visualizacion Yy
construccion de modelos reales. Aunque no se midio el impacto de
GeoGebra y la colaboracion, se observo que estos elementos son
prometedores para la indagacion, visualizacion y validacion en la
modelacion matemadtica.
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Exploring Mathematical Modelling Competencies and Errors in Teacher
Education

The study analyses the competencies of trainee teachers in solving
mathematical modelling problems, characterising levels of achievement,
interrelationships and their influence on success, using GeoGebra and
peer collaboration. It examines errors and difficulties in each
competency. The results show lower development in coding, validation
and interpretation of results, and a significant correlation between
representation, visualisation and construction of real models. Although
the impact of GeoGebra and collaboration was not measured, these
elements were observed to be promising for inquiry, visualisation and
validation in mathematical modelling.
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Explorando Competéncias de Modelagem Matematica e Erros na
Formacao de Professores

O estudo analisa as competéncias de professores em formagdo na
resolu¢do de problemas de modelagdo matematica, caracterizando
niveis de realizagdo, inter-relagoes e a sua influéncia no sucesso,
usando GeoGebra e colaboragdo entre pares. Examina erros e
dificuldades em cada competéncia. Os resultados mostram um menor
desenvolvimento em codifica¢do, valida¢do e interpretagdo de
resultados, e wuma correlagdo significativa entre representa¢do,
visualiza¢do e constru¢do de modelos reais. Embora o impacto do
GeoGebra e da colaborag¢do ndo tenha sido medido, observou-se que
estes elementos sdo promissores para a investiga¢do, visualizag¢do e
validacdo na modelacdo matematica.

Palavras-chave: Erros; Formagao inicial de professores; Modelagdo matematica;
Software GeoGebra

En la actualidad resulta crucial poseer habilidades como resolver problemas,
razonar, pensar criticamente, colaborar y comunicar (OECD, 2021), cuya
integracion con la matematica en diversos contextos es percibido como esencial
para la ciudadania (OECD, 2018). Niss (2012) sugiere centrarse en competencias
de modelacion, abordando problemas reales y configurando modelos
matematicos (Kaiser, 2005; Blum, 2015). Estas competencias demandan
conocimientos matematicos, comprension de la realidad y experiencia en
modelacion (Almeida et al., 2021), donde la formulacion de supuestos y
conjeturas son fundamentales (Pollak, 2015).

El profesorado de matematica en Chile requiere competencias para resolver
problemas de manera creativa y colaborativa, modelando fenémenos naturales y
sociales (CPEIP, 2021). Sin embargo, estudios indican que la resolucion de
problemas en el sistema escolar chileno suele ofrecer situaciones poco
desafiantes para el estudiantado, caracterizdndose por una resolucion mecanica
por parte del cuerpo docente (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016). Otros estudios
revelan que el profesorado en formacion muestra dificultades en la resolucion de
problemas abiertos, no rutinarios y en contextos reales, prefiriendo situaciones
puramente matematicas (Diaz y Aravena, 2021). También se observa que su
formacion carece de familiaridad con las complejidades didacticas de la
modelacion matemadtica, evidenciando errores en la comprension de problemas
reales, simplificacion al modelo matematico y validacion de soluciones
(Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022; Huincahue et al., 2018).

Blum (2015) identifica poca disponibilidad de modelos dirigidos al
profesorado, restringiendo su capacidad para aplicar estrategias en contextos mas
alla de los problemas ficticios y cerrados. Este hallazgo pone de manifiesto la
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ausencia de conocimiento adecuado en la creacion de tareas exploratorias. Al
respecto, Pollak (2011) y Anhalt et al. (2018) sefalan que la modelacion
matematica requiere habilidades matematicas y no matematicas, siendo una
actividad desafiante desde las etapas iniciales de la formacion docente, con
dificultades durante todo el proceso de modelacion (Niss y Blum, 2020), incluso
identificando diferencias culturales en el proceso (Yang et al., 2022). Por ello, es
relevante fortalecer las competencias de modelacion y disefiar cursos que
aborden conocimiento matematico y pedagogico relacionado con ésta.

Asimismo, las competencias para resolver problemas y modelar, al
plantearlas con tecnologias, estimulan la motivacion y exploracion, facilitando
conexiones e interpretaciones beneficiosas para entender tareas cientificas
(Alvarez et al., 2021). La integraciéon de herramientas tecnolégicas en los
procesos de exploracion, visualizacion y generalizacidn matematica es comun en
la modelacion. Disefiar entornos de aprendizaje que fomenten estas experiencias
tecnoldgicas constituye una orientacion pedagogica favorable (Villa-Ochoa et al.,
2018). Un ejemplo es el uso del software GeoGebra, que facilita la visualizacion
y comprension de objetos matematicos complejos, ademas de identificar con
claridad las rutas de desarrollo del estudiantado, lo que permite un andlisis de sus
procesos de aprendizaje y los errores cometidos (Aguerrea et al., 2022).
Investigaciones recientes destacan su potencial en aulas escolares y de educacion
superior para ensefar, aprender, estudiar y simular contenido y propiedades
matematicas formales, asi como para aplicaciones matematicas a la realidad,
involucrando activamente a profesores y estudiantes en situaciones de
aprendizaje (Alvarez-Melgarejo et al., 2019; Granados-Ortiz y Padilla-Escorcia,
2021; Lopez et al., 2022).

Ademas, las tecnologias educativas promueven el trabajo colaborativo y el
desarrollo de habilidades para resolver problemas (Saadati y Felmer, 2021). El
enfoque colaborativo, como estrategia didactica para construir conocimiento,
cuenta con respaldo creciente (Revelo-Sanchez et al., 2018).

En coherencia con la problematica planteada, esta investigacion abordd las
siguientes preguntas: ;cudl es el nivel de logro en las competencias desarrolladas
durante la resolucion de problemas de modelacion?, ;qué relaciones existen entre
los niveles de logro de las competencias en el proceso de modelacion?, ;qué
dificultades y errores estdn asociados a estas competencias? y ;como se utilizan
GeoGebra y la interaccion grupal en foros virtuales durante el proceso?

Para dar respuesta a dichas preguntas, se formularon los siguientes objetivos:

¢ caracterizar el nivel de logro de las competencias de modelacion en

profesores de matematica en formacion;

¢ identificar relaciones entre los niveles de logro de las competencias para

determinar cudles influyen més en el éxito al resolver problemas de
modelacion;

¢ analizar los errores y dificultades asociados a cada competencia; y
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¢ describir el uso de GeoGebra, el papel de las indicaciones en los
problemas de modelizacion y las interacciones grupales en foros virtuales.

MARCO TEORICO

En este apartado se describe en qué consiste el proceso de modelizacion
matematica, su relacion con la resolucion de problemas y las investigaciones
sobre errores y dificultades en el proceso de modelacion que han servido de
inspiracion para este trabajo.

Proceso de modelacion matematica

El estudio de la modelacion matematica aborda diferentes enfoques, objetivos y
etapas para comprender el proceso. En un enfoque pedagodgico, destaca la
transicion de una situacion real a un problema matematico como nucleo del
proceso. Busca desarrollar competencias que permitan al estudiantado
comprender su entorno con herramientas matematicas, generando una actitud
positiva hacia la matematica (Kaiser y Sriraman, 2006). El proceso comienza con
un problema real simplificado para crear un modelo aproximado a la situacion
real (Werle et al, 2021). El modelo matematico se obtiene aplicando
conocimientos a la interpretacion matematica del modelo real, resolviendo y
validando las soluciones en el contexto real (Maal}, 2006). Este proceso acta
como puente de aprendizaje entre la realidad y el conocimiento matematico
(Huincahue et al., 2018). La competencia modelar se define como la habilidad de
construir y utilizar modelos matematicos, siguiendo las fases del proceso de
modelacion, para comprender situaciones del mundo real o interpretar resultados
matematicos relacionados (Blum, 2015). Para facilitar la identificacion de
dificultades y errores en las diversas etapas, Blum y Kaiser (citado en Maal,
2006) detallan competencias vinculadas al proceso de modelado.

Asimismo, se reconocen la capacidad metacognitiva, la organizacion de
hechos, la argumentacion matematica y la actitud hacia la resolucién de
problemas como factores beneficiosos para el proceso de modelacion; sugiriendo
la integracién constante de estas competencias en diversas clases y tipos de
problemas (Anhalt et al., 2018).

Resolucion de problemas y modelacion matematica

La resolucion de problemas se estudia desde diversos enfoques, centrados en
fases especificas de resolucion, identificacion y correccion de errores, o en una
estructura mas amplia que integra aspectos metacognitivos, creencias y
estrategias del alumnado (Baumanns y Rott, 2022). Estos enfoques pueden
complementarse en educacion matematica para ofrecer una ensefianza mas
integral y adaptada a las necesidades y contextos del alumnado (p.e., Newman,
1983; Polya, 1957; Schoenfeld, 1985).
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Asimismo, conocer modelos y la capacidad de modelar facilita identificar
relaciones existentes en los problemas y su resolucion. No obstante, en la
resolucion de problemas, una dificultad comun es imaginar como modelarlos, es
decir, establecer relaciones entre la teoria, los objetos matematicos y la situacion
real (Garcia-Garcia y Renteria-Rodriguez, 2013). Al respecto, Saadati y Felmer
(2021) sugieren enfocarse en la representacion del problema para comprender
como el estudiantado aborda la resolucion, basandose en su perspectiva y en el
proceso de busqueda de soluciones.

Es este camino, Pollak (2015) invita a involucrar a estudiantes y docentes en
actividades de resolucion de problemas que gradualmente incorporen la habilidad
de modelar, desarrollando cuatro etapas (Tabla 1). Ademads, Blum (2015)
identifica un paso previo inicial, la construccion del modelo real de la situacion
(CMEDO), senalando que los esquemas de modelacion dependen del proposito de
ésta.

Tabla 1
Etapas para el aprendizaje de modelacion de Pollak considerando la etapa
previa CMEQ reportada en Blum (2015)

Codigo Descripcion de las etapas

CMEO Construccion del modelo real de la situacion, los esquemas de modelacion
dependen del proposito de ésta.

CME1 Integracion, simplificacion, idealizacion, recoleccion de datos y formulacion
de un problema.

CME2 Matematizacion, transicion del lenguaje natural al lenguaje matematico,
formulacion de hipdtesis y definicion de variables.

CME3 Resolucion, obtencion de un modelo matematico, uso de conceptos, teoremas,
procedimientos y técnicas matematicas.

CME4 Interpretacion de resultados y su validacion, andlisis y confrontacion de
resultados con la situacion real.

En el transito entre la resolucion de problemas y la modelacion, la visualizacion
desempena un papel crucial. Las diversas formas de representacion y
razonamiento durante este proceso contribuyen a definir caracteristicas y
relaciones (Duval, 2006). En la busqueda y formulacion de conjeturas, las formas
argumentativas juegan un papel fundamental. Tanto las formas argumentativas
empirica-inductivas (inductiva, analdgica, perceptual) derivadas de las fases de
creacion y/o descubrimiento de la resolucion del problema como la
argumentacion ldgico-deductiva (analitica, axiomatica) son igualmente validas, y
estan presentes en los procesos de matematizacion (Alvarez et al., 2013; Godino
y Recio, 2001).
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Dificultades y errores en el proceso de modelacion

La modelacién implica construccion y ajuste, enfrentando dificultades si los
conceptos matematicos no se dominan (Huincahue et al., 2018). Moreno et al.
(2021) categorizan errores en cuatro tipos: simplificacién, matematizacion,
resolucion e interpretacion. Segin Moreno et al. (2021), éstos ocurren
principalmente en las fases donde interviene la situacion real: simplificacion y
validacion.

Estudios sobre las estrategias del profesorado en formacion en tareas de
modelacion, usando problemas de Fermi, observan que la mayoria no construyen
modelos ni escogen estrategias Optimas sistematicamente, aprovechando poco el
potencial matematico y mostrando dificultades para cambiar de criterio segtn el
contexto del problema. Los planes de resolucion mejoran en las resoluciones
grupales (Segura y Ferrando 2023).

Segura y Ferrando (2021) analizaron errores en la estimaciéon de grandes
cantidades en superficies delimitadas, usando el ciclo de modelacion de Blum-
Borromeo (Borromeo Ferri, 2006) y una clasificacion especifica de errores en la
estimacion y medicion de longitudes y areas, basada en Moreno et al. (2021).
Identificaron una alta frecuencia de errores conceptuales vinculados a la
simplificacion y matematizacion de la situacion real. También encontraron una
relacion significativa entre el contexto del problema y las categorias de errores,
destacando la influencia del contexto en la naturaleza de los errores cometidos.
La tabla 2 detalla el sistema de categorias de errores definido.

Tabla 2
Sistema de categoria de errores en el proceso de modelacion
Categoria Categoria Moreno et al. Categoria Segura y Ferrando
(2021) (2021)
Error de Modelo real incompleto Modelo inicial incompleto asociado
simplificacion asociado a la falta de a la falta de consideracion de

consideracion de elementos de  elementos de la situacion real.
la realidad

Modelo real incompleto por Modelo inicial incorrecto por error
incoherencias en las de percepcion de la magnitud.
relaciones entre los elementos

de la realidad considerados

No se elabora una funcion Modelo inicial incorrecto por
objetivo para el modelo real inadecuada internalizacion de
referentes de la magnitud a estimar.

No construye un modelo real ~ No construye un modelo inicial.
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Sistema de categoria de errores en el proceso de modelacion

Categoria Categoria Moreno et al. Categoria Segura y Ferrando
(2021) (2021)
Error de Modelo matematico Modelo matematico incoherente

matematizacién  incoherente con el real

con el modelo inicial debido a un
error en el significado de los
términos de la magnitud.

Modelo matematico incoherente
con el modelo inicial por
inadecuada internalizacion de las
unidades de medida del SI de la
magnitud a estimar.

Modelo matematico incoherente
con el modelo inicial por el uso de
unidades de medida inadecuadas.

Modelo matematico
incompleto

No se construye un modelo

El modelo matematico no se
construye o esta incompleto porque
los elementos del modelo inicial no
estan cuantificados.

matematico
Error de Errores conceptuales Uso de procedimientos de calculo
resolucion . incorrectos o errores de calculo.
Errores procedimentales
Error en la conversion de unidades
de medida.
Resolucion incompleta Resolucion incompleta
Error de No se interpretan los Ausencia de unidades de medida en
interpretacion resultados los resultados.

No identificar o plantear
posibles limitaciones del
modelo

La estimacion es claramente
incompatible con la situacion real.

METODOLOGIA

Es este apartado se describe el disefio metodoldgico de este trabajo, detallando la
muestra, la tarea utilizada, el sistema de categorias empleado para el andlisis de
las respuestas, el proceso de recogida de informacion y de anélisis.
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Diseiio del estudio y participantes

Se adopté un enfoque mixto secuencial, combinando métodos cuantitativos y
cualitativos (Creswell y Creswell, 2018). En la fase cuantitativa, se utilizdé un
disefio descriptivo y analitico para explorar el comportamiento y detectar
diferencias significativas en las categorias de andlisis. En la fase cualitativa, se
realizd un andlisis de contenido de las justificaciones proporcionadas por el
grupo de estudio, donde los fragmentos de texto respaldan y articulan las
experiencias formativas de los participantes (Blanco y Barrantes, 2003). La
seleccion de la muestra se realiz6 mediante un muestreo no probabilistico
intencionado (McMillan y Schumacher, 2011). La muestra esta compuesta por 42
estudiantes de segundo afio de pedagogia en matematica, que se encontraban en
modalidad remota y cursando célculo diferencial e integral en varias variables,
ademas, estaban familiarizados con el uso del software GeoGebra. Se
organizaron en 10 grupos codificados como G1-G10 (ocho de cuatro y dos de
cinco participantes), participando de forma voluntaria y proporcionando su
consentimiento informado.

Para el estudio, se adaptdé un problema de Purcell et al. (2017, p. 114),
eliminando datos iniciales y afiadiendo un contexto mas realista para el
estudiantado. Esto result6 en una tarea abierta y no rutinaria, que fomentd la
reflexion sobre la ensefianza de la modelacion matematica (Figura 1). Ademas, se
incluyeron preguntas para guiar la resolucion y asegurar respuestas explicitas a
las competencias del proceso de modelacion descritas en la tabla 1 (Figura 2).

Las Araiias y el Control Natural de las Moscas en el Planeta

Por cada persona que habita en este planeta hay
17 millones de moscas. Estos insectos cumplen
un rol en el equilibrio del planeta realizando
funciones como polinizar plantas y devorar
cadaveres en descomposicién, ademas de
nutrirse de los residuos y aguas servidas
presentes en los drenajes de las ciudades. Sin
embargo, también dafian los cultivos, propagan
enfermedades, matan araflas y cazan libélulas.
Asimismo, poseen la habilidad de escapar
debido a que cuentan con un sofisticado sistema
sensorial que les permite anticiparse a los
movimientos de su atacante y responder con
movimientos muy rapidos.

Por otro lado, las moscas también
forman parte de la cadena alimenticia de otras
especies, en particular las arafias de la familia
Salticidae mas conocidas como araflas saltarinas
o caza moscas. Quienes tienen la caracteristica
de estar constantemente al acecho de sus
victimas, aproximéandose con una corta carrera y
deteniéndose para dar un gran salto final, en

cualquier direccion, el cual puede ser muy largo
y muy preciso de acuerdo a la ubicacién de su
presa.
Ademas de los controles biologicos para
controlar o eliminar algunas especies como las
moscas existen los llamados controles naturales
que no usan sustancias quimicas, en este sentido
las arafias saltarinas cumplen este rol en la
naturaleza.

En este contexto, suponga que una
mosca se mueve sigilosamente, de derecha a
izquierda, a lo largo de la parte superior de la
superficie de un monticulo de basura. Al mismo
tiempo, una arafia saltarina situada a la izquierda,
en la horizontal de la base del monticulo, la
observa esperando el momento exacto para
capturarla y obtener su cena. ;Como determinar
el momento 6ptimo en que la arafia deberia saltar
para capturar a la mosca? (A) y jcomo tendria
que ser este salto para tener éxito en el primer
intento? (B).

Figura 1. Contexto de la tarea
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Preguntas de la parte I de la tarea

1. (Qué informacién relevante entrega la situacion planteada para responder las
preguntas A y B?

2. Representa graficamente la problematica A y B, luego explica por qué elegiste tal
representacion.

3. (Qué conceptos matematicos y/o habilidades, adquiridas en tu formacién
podrian ayudar a responder A y B? Explica en cada uno de los casos.

4. Considerando tu respuesta en 3, ;qué informacién adicional es necesaria tener
para contestar la pregunta A? ;Es ésta suficiente para contestar también B?

5. Propone un método matematico para responder las preguntas A y B. Explica tu
razonamiento.

Indicaciones para la parte II de la tarea

1. Plantea condiciones necesarias y suficientes para dar respuesta al problema
planteado en las preguntas Ay B.

2. En base a las condiciones dadas, simula en GeoGebra la situacién. Luego,
comenta sobre la pertinencia de tus hipotesis.

3. Teniendo en cuenta lo anterior, define formalmente un modelo matematico que
permita responder las preguntas A y B. Identifica los datos, parametros y/o
variables que participan en tu modelo. Resuelve formalmente y responde las
preguntas.

4. Compara tu respuesta formal con la simulacién en GeoGebra. Comenta lo que
observas.

5. Valida la respuesta obtenida del modelo en el contexto real.

Figura 2. Preguntas e indicaciones de la tarea

Para el disefio y analisis de esta tarea, se cre6 un sistema de categorias con cinco
dimensiones competenciales, considerando investigaciones previas y las etapas
para el aprendizaje de la modelacién matemadtica (Tablal), y el uso del software
GeoGebra. Para describir los errores del proceso, se usaron las categorias de
analisis de Moreno et al. (2021) y Segura y Ferrando (2021). La tabla 3 muestra
el sistema de categorias con sus respectivas componentes y los descriptores
asociados para identificar el desarrollo de competencia.
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Tabla 3
Sistema de categorias de andlisis
Dimension )
. Componentes Descriptores
Competencial
DC1: Lectura y DCI1: Lectura e Identifican informacion disponible y
construccion identificacion de distinguen entre lo relevante e
informacion. irrelevante.
DCI12: Representacion, Representan la situaciéon en forma
visualizaciéon y construcciéon grafica, visualizando una situacion
de un modelo real. ideal y construyendo un modelo real
de la problematica.
DC2: DC21: Recoleccion de Recurren a datos e informacion
Comprension datos e informacion necesaria, realizan  suposiciones,
completa e complementaria. simplifican el problema, establecen
integracion DC22:  Idealizacién relaciones entre Val:lgbles y formulan
L - el problema matematico.
simplificacion.
DC23: Formulacion de un
problema.
DC3: DC31: Realizacion de un Elaboran un plan para resolver el
Transformacién plan. problema matematico formulado,
y DC32:  Transicion  del seleccionan notaciones apropiadas,
matematizacion ' matematizan cantidades y relaciones

lenguaje natural al lenguaje
matematico.

DC33: Formulacion de
hipotesis y definicion de
variables.

relevantes, y representan la situacion
graficamente. Ademads, simplifican
estas cantidades y relaciones mediante
formulacion de hipdtesis, variables y
relaciones.

DC4: Proceso y DC41: Obtencion de un Aplican estrategias heuristicas
resolucion modelo matematico. respaldadas por GeoGebra, emplean
DC42: Uso de conceptos conocimientos matematicos de
' o ’ manera adecuada y aplican estos

teoremas, procedimientos y o
técnicas matematicas conocimientos para resolver el

' problema.
DCs: DC51: Analisis y validacion Verifican criticamente y reflexionan
Codificacion, matematica de resultados. sobre las soluciones utilizando
1nte?rpr§t,alc1on Y DC52:  Interpretacién  y GeoGe‘Pr'a. Interpretan los resultados
validacion. matematicos en contextos externos a

confrontacion de resultados
con la situacion real.

DC53: Revision del modelo.

las matematicas y revisan partes del
modelo o repiten el proceso si las
soluciones no se ajustan a la situacion.

Nota. Descriptores adaptados de subcompetencias de Blum y Kaiser (MaaB3, 2006, p. 116-117)
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La correspondencia entre las preguntas de la tarea y los componentes de la
dimension competencial se dan en la tabla 4.

Tabla 4
Correspondencia preguntas de la tarea con dimensiones competenciales

Parte de la Tarea Pregunta ~ Dimension competencial ~ Componentes

Parte | 1 DC1 DCl11
2 DC1 DC12
3 DC2 DC21
4 DC2 DC22, DC23
5 DC3 DC31

Parte I1 1 DC3 DC32, DC33
2 DC4 DC41
3 DC4 DC41, DC42
4 DC5 DC51
5 DC5 DC52, DC53

La tarea demandd la comprension contextual, formulacion de conjeturas, y
conocimientos de calculo diferencial e integral, geometria analitica y
trigonometria (Moreno et al., 2021; Pollak, 2015), asi como también, aplicar
habilidades de estimaciéon y medicion (Segura y Ferrando, 2021). Resolverla
implico imaginar monticulos en tres dimensiones, simplificar al plano, reconocer
informacion relevante sobre posiciones, restricciones de movimiento y
habilidades de los insectos, idealizar utilizando curvas suaves, como por ejemplo,
parabolas, elipse, etc., para aplicar conocimientos del calculo diferencial; esto
porque en el texto se indica que la mosca se mueve sigilosamente, de derecha a
izquierda, a lo largo de la parte superior de la superficie del monticulo, lo que
lleva a inferir que la superficie puede ser modelada y/o medible por una curva
suave. En tal caso, la posicion optima de la mosca para ser atrapada, se determina
en la linea visual tangente a la curva (idealizacion del monticulo), y el salto de la
arafa se puede modelar con las ecuaciones de lanzamiento de proyectil.

Para comprender e integrar completamente, se necesitd informacion
adicional al contexto, como por ejemplo la capacidad visual de las arafas
saltarinas y su capacidad de salto, que en general pueden saltar hasta seis veces la
longitud de su cuerpo, permitiendo formular un problema matematico
simplificado al plano, suponiendo la forma y tamafo del monticulo en relacion
con la capacidad de salto de la arafia y su posicion (uso de unidades de medida,
percepcion de magnitud, etc.), ademas, de explicar la posicion de la mosca en el
instante que debe saltar la arafia para que la mosca no alcance a escapar
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(momento Optimo), el angulo de salto y la velocidad inicial necesaria para
determinar la trayectoria del salto.

En la transformacion y matematizacion, se elabor6 un plan para describir un
método matematico, identificando variables, funciones objetivo, rectas tangentes,
derivadas, trayectoria parabolica, angulo de salto minimo, etc., utilizando
GeoGebra para visualizar y conjeturar.

Para el proceso de resolucion hipotético de la tarea, fue posible formular un
modelo matematico validado con GeoGebra, resolviendo y argumentando en
términos matematicos, pudiendo aplicar conocimientos del calculo diferencial,
como es la derivacion de la funcidén objetivo, puntos criticos, recta tangente,
angulo minimo para el salto con planteamientos de ecuacion de movimiento, y
empleando ecuaciones de lanzamiento de proyectil.

En la codificacion, interpretacion y validacion, se compard las soluciones
formales con simulaciones, asegurando coherencia con las dimensiones del
modelo y las capacidades de los insectos.

En cuanto a la validacion de la tarea, ésta fue evaluada por jueces expertos
dedicados a la formacion del profesorado, perteneciente a dos instituciones de
educacion superior. Los evaluadores asignaron puntuaciones que fluctuaron entre
3 y 4 puntos en una escala de 1 a 4, validando la claridad, coherencia, relevancia
y suficiencia los items de la tarea en relacion con las dimensiones a evaluar. Por
ello, los ajustes aplicados estuvieron centrados en la adecuacion de la sintaxis y
redaccion, para lograr una mejor comprension del contexto. Posteriormente, se
aplicé la version mejorada a un grupo piloto de estudiantes, con el objetivo de
comprobar la claridad y comprension de los items; obteniendo una
retroalimentacion valiosa que confirm6 la efectividad de las modificaciones
realizadas. Sin embargo, se decidi6 dividir la tarea en dos partes, con el fin de
incorporar espacios de reflexion y colaboracion entre los grupos, como foros
virtuales.

Recogida y analisis de datos
La tarea fue presentada en formato PDF y trabajada durante dos semanas,
abarcando cuatro sesiones sincronicas y asincronicas en Teams® y Moodle. El
equipo de investigacion superviso el trabajo, llevando a cabo la experimentacion
en agosto de 2021 mediante canales especificos asignados a cada grupo. Los
datos recopilados incluyen respuestas grupales y observaciones de campo, los
cuales se recolectaron en dos etapas. En la primera etapa, correspondiente a las
dos primeras sesiones, se abordaron las dimensiones DC1, DC2 y parte de DC3.
Las respuestas fueron compartidas en foros virtuales para comentarios y
revisiones del estudiantado. La segunda etapa se centré en DC3, DC4 y DCS, con
respuestas elaboradas sin socializar en los foros.

Para el andlisis de datos, se organizo la informacién de acuerdo con las
dimensiones competenciales y sus componentes. Se utilizO un andlisis
descriptivo con estadisticos y la prueba de Kruskal-Wallis. En la fase cualitativa,
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se realizd un andlisis de contenido inductivo. Los datos se analizaron entre los
investigadores paralelamente, identificando similitudes y disparidades,
principalmente en las dificultades y errores de las respuestas, alcanzando un
porcentaje de similitud del 95% y resolviendo las disparidades. La cuantificacion
del desempefio se basd en una plantilla de concrecion de cuatro niveles, similar a
la utilizada por Saadati y Felmer (2021) (Tabla 5).

Tabla 5

Esquema de puntuacion para el desemperio

Puntos Codigo Descripcion

0 En blanco/no formula ~ No se formula respuesta o se esta lejos de
respuesta. comprender lo esperado.

1 Formular sin éxito. Se formula respuesta insuficiente y con errores.

2 Formular con error Se formula respuesta incompleta o con errores
menor. menores durante la ejecucion.

3 Formular Se formula respuesta completa, pero posiblemente se
correctamente. cometio un error menor.

La tabla 6 muestra un ejemplo una especificacion del puntaje asignado al analizar
el logro de las respuestas relacionadas con la componente DC1.2.

Tabla 6
Asignacion de puntaje segun nivel de logro
Componente Puntos Concrecion
0 No hace representacion grafica del problema.

Se representa la situacion sin conectar con la informacion
relevante ni el problema planteado.

2 Representa en el plano la forma del monticulo, posiciones de
la arafia y la mosca, visual en el instante 6ptimo en que la
DC1.2 arafia y la mosca se ven, pero no representa el salto de la arafia
en el mismo instante. No explica.

3 Representa la situacion en tres dimensiones, luego la
simplifica en dos dimensiones, justificando. Explicita: forma
del monticulo, posicion de la arafia, y de la mosca en la parte
superior de un monticulo suave; grafica de la visual en el
instante Optimo en que la arafia y la mosca se ven y la grafica
del salto parabdlico de la arafia en ese instante.
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RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado se entregan las estadisticas descriptivas (media aritmética,
desviacion tipica y moda) de los resultados por dimension competencial y
componentes de los diez grupos (Tabla 7).

Tabla 7
Distribucion de puntajes modales, media y desviacion tipica

Categorias Componentes Moda(s) Media Desviacion tipica (DT)

DCl11 2;3 2,5 0,50
DC1
DCI12 1 1,5 0,67
DC21 1 1,9 0,83
DC2 DC22 2 2,0 0,63
DC23 2 2,0 0,77
DC31 1;2 1,5 0,50
DC3 DC32 1;2 1,5 0,81
DC33 2 2,0 0,77
DC41 2 1,8 0,75
DC4
DCA42 1 1,4 0,80
DC51 1 1,2 0,87
DC5 DC52 0 1,0 1,18
DC53 0 0,6 0,80

Se observan puntajes mas altos en DCI11 (Modas = 2 y 3), sefialando dos
tendencias que evidencian la capacidad de leer el problema e identificar
informacion relevante. Una explicacion plausible de este logro podria ser
resultado de la discusion grupal, convirtiendo el trabajo en un entorno cognitivo
colaborativo (Blum, 2015). Aunque todos los grupos representan el problema, la
mayoria enfrenta dificultades al construir un modelo real satisfactorio (DC12,
Moda=1), revelando desafios para simplificar y estructurar, posiblemente debido
a limitaciones en el conocimiento extramatematico y su relacion con el contexto
del problema (Borromeo Ferri, 2019).

Se destaca que las componentes con puntajes mas altos, donde los grupos
tienen un comportamiento promedio similar, son: DC22, DC23, DC33 y DC41.
Esto evidencia avances en la formulacion de un problema matematico, realizando
suposiciones y simplificando la situacidn, a pesar de las dificultades encontradas
en la construccion de un modelo real (DC12). También se observa progreso en la
matematizacion del problema, formulando variables e hipotesis y relacionandolas
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para obtener un modelo matematico, pese a las dificultades en las componentes
anteriores, donde varios grupos no logran realizar una transicion completa del
lenguaje natural al lenguaje matematico (DC32, Moda=1 y 2), al no relacionar
adecuadamente las variables definidas con el contexto.

Lo anterior, entrega evidencias de que es posible avanzar en el proceso,
incluso sin completar satisfactoriamente las etapas anteriores; es decir, el proceso
de resolucion no es lineal, en concordancia con Borromeo Ferri (2006). Ademas,
los foros virtuales facilitaron la reflexion y la comparacion de respuestas,
contribuyendo al entendimiento del problema.

La mayoria de los grupos propusieron un modelo matematico de manera
incompleta (DC41, Moda=2), evidenciando dificultades en el empleo de
conceptos, teoremas, procedimientos y técnicas matematicas en su resolucion
(DC42, Moda=1). En su mayoria, no llevan a cabo la interpretacion ni la
confrontacion de resultados con la situacién real (DC52, Moda=0), una
observacion también encontrada por Blum (2015), donde el alumnado percibe la
confrontaciéon y validacién como una tarea mas propia del docente que de su
propio proceso de resolucion.

Se obtienen niveles de logro mayoritariamente heterogéneos, con
desviaciones tipicas fluctuando entre 0,50 y 1,18. El indicador con mayor
variabilidad (DT=1,18) se presenta en la interpretacion y confrontacion de
resultados frente a la situacion real, mientras que hay mayor homogeneidad en la
lectura e identificacion de informacién y en la elaboracion de un plan (DT=0,5).
Esto evidencia dificultades para articular la teoria con los objetos matematicos y
la situacion real que se analiza, en consonancia con los hallazgos de Garcia-
Garcia y Renteria-Rodriguez (2013).

Respecto al logro promedio en cada componente (Figura 3), se observa un
avance en la tarea, logrando formular hipotesis y definir variables (DC33,
Media=2,0) y obtener un modelo matematico de manera incompleta (DC41,
Media=1,8), a pesar de las dificultades enfrentadas en las componentes DC12,
DC31 y DC32. Se muestra un mayor logro promedio en la lectura e
identificacion de informacion (DC11, Media=2,5). Esto refleja que el alumnado
extrae de la lectura informacion relevante de la situacion, pero evidencian
dificultades para utilizar esta informacion en la construccion de un modelo real,
la elaboracion de un plan y la transicion entre el lenguaje natural y el
matematico, en coherencia con Segura et al. (2021).
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DC11
DC53 Z; DC12
DC52 15 DC21
DC51 DC22
DC42 DC23
DC41 DC31

DC33 DC32

Figura 3. Diagrama radial distribucion de puntajes promedios

Asimismo, se observa que los niveles de logro promedio disminuyen al emplear
el conocimiento matematico y aplicarlo correctamente en la resolucion del
problema (DC42, Media=1,4); al analizar y validar los resultados matematicos
(DC51, Media=1,2); al interpretar y confrontar esos resultados en el contexto
(DC52, Media=1,0); y al ajustar el modelo después de revisarlo (DC53,
Media=0,6). Estos hallazgos podrian explicarse por las concepciones del
estudiantado sobre lo que implica validar y ajustar un modelo, donde la mayoria
realiza una validacion interna basada en el procedimiento de resolucion, sin
conectar los resultados con la situacioén contextual (Borromeo Ferri, 2006).

Por otro lado, en la tabla 8 se muestra el coeficiente de correlacion no
paramétrico de Spearman (rS), teniendo en cuenta el nimero de observaciones,
presentando correlaciones positivas, negativas y nulas, con distintos grados de
intensidad.

Se observa una alta correlacion significativa entre la componente DC12 con
las componentes DC21, DC31 y DC42 (rS>0,80), y con las componentes DC51-
DC53 (0,66< rS <0,76), las cuales todas presentan un bajo nivel de desempeino
(Media<1,9; DT>0,5). Indicando que la falta de representacion, visualizacion y
construccion adecuada de un modelo real impide lograr una comprension
completa e integracion satisfactoria del problema con los objetos matematicos
necesarios para resolverlo e interpretar y validar resultados en contextos. Estos
hallazgos son coherentes con los entregados por Anaya et al. (2006), quienes
evidencian las mismas dificultades en estudiantes de ingenieria de primer afo,
sin experiencia en modelacion.

Asimismo, se observan altas correlaciones significativas entre las
componentes que involucran la recoleccion de datos e informacion
complementaria (DC21) y el uso de conceptos, teoremas, procedimientos y
técnicas matematicas (DC42, 1S=0,83), indicando que las dificultades
manifestadas en la recoleccion de datos e informacion complementaria esta
fuertemente asociada con el bajo rendimiento en el uso de conceptos y técnicas
matematicas.
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Ademas, las altas correlaciones entre la realizacion de un plan (DC31) con
DC42 (rS=0,79), y con el analisis y la validaciéon matematica de resultados
(DC51, rS=0,71), las cuales muestran un bajo desempefio (Media <1,5; DT>0,5),
indican que las dificultades para realizar un plan estdn estrechamente ligadas al
bajo desempeno en el uso de conceptos y técnicas matematicas, asi como
también, al analisis y validacion de resultados matematicos. Lo que evidencia las
dificultades existentes para establecer relaciones entre la situacion problema y el
conocimiento matematico necesario para resolverla. Este hallazgo concuerda con
investigaciones previas, como las presentadas por Moreno et al. (2021).

Tabla &

Matriz de correlacion entre componentes presentes en cada categoria.
DC1 DC2 DC3 DC4 DC5
DC DC DC DC DC DC DC DC DC DC DC DC

11 12 21 22 23 31 32 33 41 42 51 52

DC1 DCl1
DC12 0,08
DC2 DC21 037 0,83*
DC22 -0,32 0,28 0,37
DC23 0,26 0,80* 0,93* 0,61
bC3 DC31 -0,20 0,80* 0,60 0,63* 0,78*
DC32 033 -0,06 023 0,00 0,12 -0,15
pc33 0,17 0,18 048 031 047 0,17 0,76
DC4 DC41 021 0,17 043 027 050 021 036 0,75*
DC42 0,04 0,89* 0,83* 036 083* 0,79* 025 051 0,49
bDCs DCst -0,19 0,76* 056 030 0,58 0,71* 0,14 029 042 0,86*
DCs2  -0,19 0,66 054 0,18 046 041 026 052 030 0,67 0,67
DC53 -0,32 0,69* 038 0,00 031 047 000 0,14 0,03 0,63 0,77* 0,87*

Nota. *=Correlacion significativa al 5%

También se presenta una alta correlacion positiva entre la formulacion de
hipotesis y definicion de variables (DC33) con la obtencion de un modelo
matematico (DC41, rS=0,75). Se observa que el desempeiio en promedio esta
entre 1,8<Media<2), con desviacién tipica muy alta (DT> 0,75). Dado el
desempeno promedio de los grupos con una variabilidad significativa en estas
componentes, esta correlacion implicaria que una mejora en la formulacion de
hipotesis y la definicion de variables esta fuertemente asociada con una mejora
en la obtencion de un modelo matematico. Al respecto, Guerrero-Ortiz y
Borromeo Ferri (2022) identifican en su investigacion una alta frecuencia de
errores durante la fase de simplificacion del modelo matematico y la
matematizacion.
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Ahora, la fuerte correlacion positiva entre el uso de conceptos, teoremas,
procedimientos y técnicas matematicas (DC42) con las componentes donde
intervienen el analisis y la validacion matematica de resultados, asi como
también, la interpretacion y confrontacion (DC51, rS=0,86; DC52, rS=0,67),
indica que el uso de conceptos y técnicas matematicas esta fuertemente asociado
con el andlisis y validacion matematica de los resultados, asi como también, con
la capacidad de interpretar y confrontar resultados; las cuales tienen bajo
desempeino (Media <1,4; DT>0,87). Sugiriendo una tendencia hacia la resolucion
mecanica y una comprension inadecuada de los conceptos y procedimientos
matematicos en términos aplicados. Resultado consistente con lo que sucede con
profesores noveles en Chile (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016), mostrando en la
formacion inicial y en el proceso de insercion escolar del profesor dificultades
similares.

Es importante sefialar la alta correlacion inversa entre las componentes DC11
con DC22 y DC53 (rS=-0,32). Una posible explicacion podria ser la falta de una
comprension profunda de la situacion dificulta la idealizacion, simplificacion y
ajuste del problema, a pesar de realizar una lectura adecuada. Esto podria deberse
a la comprension literal sin lograr articularla con el conocimiento matemadtico
necesario.

Respecto al analisis por dimension competencial, el analisis de varianza
unidireccional no paramétrico de Kruskal-Wallis (Tabla 9), entrega diferencias
estadisticamente significativas al 5% en la dimensiéon de Codificacion,
interpretacion y validacion (DCS5) con respecto al resto de las dimensiones (p-
valor<0,05). Evidenciando areas donde el estudiantado enfrenta mayores
dificultades. Sin embargo, no se encontraron diferencias significativas entre las
primeras cuatro dimensiones, lo que indica un progreso, aunque de forma
incompleta. Entre éstas, la dimension competencial de Proceso y resolucion
(DC4) muestra el rendimiento mas bajo, lo cual podria ser consecuencia de que
el bajo nivel de logro en competencias de un proceso anterior del ciclo de
modelacion puede afectar a las siguientes fases del proceso.

Tabla 9
Resultados promedios de las categorias evaluadas y diferencias estadisticas.

CDlI CD2 CD3 CD4 CD5 p-valor

Puntaje  2,0+0,80., 1,97+0,76. 1,67+0,75. 1,60+0,82. 0,93+1,02y 0,00

Nota. Letras iguales indican que no existen diferencias al 5%

A continuacion, se detallan las respuestas del estudiantado, centrandose en las
dificultades y errores, asi como en el uso de GeoGebra, con base en las
componentes y descriptores de la tabla 3, el desempefio definido en la tabla 5,
niveles de logro, como lo ejemplificado en la tabla 6, y el sistema de categorias
de errores dados en la tabla 2.
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Lectura y construccion

En esta dimension, solo el grupo G2 formuld correctamente todas las
componentes, identificd la informacion relevante y representd graficamente de
manera coherente con el problema. Cabe destacar que todos los grupos usan
GeoGebra para visualizar la situacion, pese a no ser una instruccion explicita.
Esto implica una temprana matematizacion al usar el software, posiblemente
debido a la seguridad que brinda (Garcia-Lopez et al., 2021) o la instruccion de
representar graficamente la situacion problematica fomentando que el modelo
real se registre graficamente; dado que se tratd de una actividad en una
plataforma online, el uso de un software pudo ser lo mas cdémodo y natural.

En la construccion de modelos reales (Figuras 4-7), algunos grupos cometen
errores de interpretacion, mientras que otros no conectan con conceptos fisicos y
matematicos, aun cuando el estudiantado habia aprobado un curso de calculo
diferencial e integral, afiadiendo interés al analizar las fuentes de estas
dificultades.

FORO P2: Las Analis y e Coatrol Natural de Lis Moseiss en ¢l Plascta

Tamafodefuente A- A A+ Colordelsito R A

FORO P2 Las Asslan y el Controd Nataral de las Mosces ea ¢l Plascta

Tamanodefuente A- A A+ Colordelsitio R A A

Re: FORO P2: Las Arafias y el Control Natural
de las Moscas en el Planeta

Figura 5. Construccion real del modelo de G9
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Tamanhodefuente A- A A+ Colordelsito R A A

Figura 6. Construccion real del modelo de G10

FORO P2: Las Arafias y el Control Natural de las Moscas en ¢l Planeta

Tamano de fuente A- A A+ Colordel sitio

Punto optimo para cazar
Punto optimo para cazar,

Figura 7. Construccion real del modelo de G4

Los diferentes supuestos utilizados por los grupos muestran distintas formas del
modelo real, evidenciando distintos niveles de calidad en la resolucion. Por
ejemplo, el grupo G8 asume que la captura ocurre durante el vuelo de la mosca
(Figura 4), mientras que G9 no construye un monticulo suave para representar el
movimiento de la mosca, haciendo una incorrecta interpretacion de que la mosca
se mueve de izquierda a derecha sigilosamente en la parte superior del monticulo
(Figura 5). Por su parte, G4 elige un punto de captura deficiente, evidenciando
que no considera las habilidades de cada insecto frente a los ataques
mencionados en el texto, dado que el ataque deberia ocurrir cuando ambos se ven
por primera vez, y como propone una representacion suave del monticulo, esto
deberia ocurrir cuando la visual es tangente al trayecto de la mosca sobre el
monticulo. Este aspecto es correctamente representado por el grupo G10 (Figura
6). Por otro lado, aunque G4 intenta representar el salto de la arafia, comete el
error de considerar una trayectoria eliptica (Figura 7).

Ademas, solo tres grupos entregan una representacion tridimensional cercana
a la realidad, de los cuales, dos simplifican su representacion al plano. Sin
embargo, solo el G2 justifica esta eleccion argumentando que:

En general, los monticulos tienen forma de paraboloide y usaremos una
parabola para su representacion, porque la mosca tiene restringido su

PNA 19(2)



Explorando competencias de modelacion ... 207

dominio a través del monticulo, debido a que el enunciado sefiala que
ella se mueve de derecha a izquierda y en la parte superior del
monticulo. También es necesario saber que los saltos son parabdlicos.

Asi, la mayoria de los grupos muestran dificultades en lectura, interpretacion
y construccion adecuada de la tarea contextualizada, evidenciando error de
simplificacion (Tabla 2). Este error se refleja al no considerar todos los
elementos relevantes y en la transicion de una representacion tridimensional a
una bidimensional. Ademas, hay una desconexion entre el contexto y los
conocimientos fisicos y matematicos adquiridos. Tampoco se hace referencias a
magnitudes involucradas en el contexto, en coherencia con los resultados de
Segura y Ferrando (2021). A pesar de esta falta de comprension, segun Blum
(2015), el estudiantado podria resolver con éxito el problema, ignorando el
contexto y aplicando un esquema aprendido que prioriza la resolucion
matematica.

Comprension completa e interpretacion

En esta dimension, solo los grupos G1, G2 y G10 formulan correctamente la
informacién complementaria para resolver el problema, mientras que los demas
lo hacen de manera incompleta o insuficiente. Un ejemplo de esto es la respuesta
proporcionada por G10:

Se necesitaria datos relevantes de cada insecto, como que la arana
alcanza un salto de hasta seis veces su longitud, también la forma y las
medidas especificas del monticulo, elegiremos una elipse, para poder
calcular su formula de manera mds acertada, y el punto donde se
encuentra la arafa.

Se observa un mayor dominio del conocimiento matematico y la comprension de
la realidad en la respuesta de G10, lo que permite una simplificacion mas
efectiva, la relacion de variables y la formulacion de un problema matematico
mas completo, como sefialan Almeida et al. (2021).

Aunque en general los grupos formulan supuestos para idealizar y simplificar
el problema, no siempre son precisos, necesarios o suficientes para su resolucion.
Por ejemplo, G1 confunde sus supuestos con sus conjeturas, como se observa en
el siguiente relato:

Para la primera pregunta asumimos que el movimiento de la mosca es
constante; conocer cuanto tiempo tiene vision la araiia sobre la mosca,
aunque ya asumimos que el momento optimo para atacar a la mosca es
justo en el que se ven (recta tangente).

Donde el momento dptimo para atacar a la mosca se asume como un supuesto y
no se considera como una conjetura, lo que fue validado mediante
experimentacion en GeoGebra. Segin Maall (2006) y Blum (2015), el
estudiantado tiende a ser inseguro al hacer suposiciones por si mismo pues les
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resulta mas dificil hacer una suposicioén que resolver el problema. Por lo tanto, en
esta etapa se observan dificultades en sus formas argumentativas, las cuales
surgen del descubrimiento de la resolucion al problema planteado (Godino y
Recio, 2001).

A pesar de las dificultades de algunos grupos en la recoleccion de datos e
informacién complementaria necesaria, avanzan en la resolucion al idealizar y
simplificar la situacion, permitiendo relacionar variables y formular un problema
matematico. Sin embargo, en la mayoria de los casos, no consideran
adecuadamente las condiciones del contexto.

De igual manera, aunque G5 formula con errores la dimension de lectura y
construccion, al proponer una representacion incorrecta de la situacion planteada,
logra idealizar y simplificar la situacion (Figura 8), asi como relacionar variables:

Necesitamos la posicion de la araiia, la funcion del monticulo donde se
mueve la mosca, el punto dptimo donde saltar, la velocidad de salto de
la arana y el angulo del salto.

54 P /

/N s
- - \?( Mosca \ 5

Tangente

Figura 8. Representacion inicial (izquierda) y modificada (derecha) de G5

Esta mejora en la comprension e interpretacion de la situacion problema, podria
deberse a la socializacion en los foros, facilitando el intercambio de ideas y la
colaboracion entre el estudiantado. Una situacion similar se observé en G6 y G9.

Por otro lado, solo los grupos G4, G7 y G8 formulan el problema matematico
sin ¢éxito, considerando como problema obtener la distancia lineal entre los
insectos, sin tomar en cuenta otros antecedentes relevantes. Esto podria
explicarse porque no logran una lectura y construccion adecuada, como se
evidencia en la formulacion sin éxito del modelo real para G4 y G8 (Figuras 4 y
7). Por ejemplo, G4 proporciona la siguiente respuesta:

El problema es calcular el punto dptimo sobre una parabola, para ello
debemos calcular la distancia que puede saltar la araiia cuando tiene
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contacto visual con la mosca (con una recta), luego aplicamos la
formula de distancia.

Se observa una comprension limitada del punto 6ptimo en el contexto del
problema. Aunque la representacion parabolica del monticulo es correcta, el
punto optimo debe identificarse en la linea tangente a la curva, dado que la
mosca se mueve sigilosamente de izquierda a derecha y podria escapar debido a
su capacidad para detectar amenazas. Ademds, G4 menciona que se requiere la
distancia lineal segun la capacidad de salto de la arafia, pero este dato no es
suficiente para calcular el punto dptimo, omitiendo otras variables relevantes.

En sintesis, en esta etapa se cometen errores, principalmente debido a la
formulacién de un problema matematico incompleto, la falta de conexion con
elementos de la realidad o la formulacion de respuestas no coherentes o
imprecisas, segun la situacion planteada. Estos errores se encuadran en el error
de simplificacion (Tabla 2). Ademas, en general, los grupos no incorporan en sus
respuestas percepcion de magnitudes asociadas al tamafio del monticulo y la
arafia, ni las magnitudes de longitud involucradas (Segura y Ferrando, 2021).

Transformacion y matematizacion

En esta dimension, aunque todos los grupos intentan describir elementos
relacionados con algun plan de resolucion al problema formulado, solo los
grupos G1, G2, G3, G5 y G10 formulan con errores menores o de manera
correcta. Estos grupos indican la necesidad de un modelo funcional (suave) para
el monticulo y la posicion de la arafia en el plano con el fin de encontrar la
ubicaciéon Optima de la mosca. Ademads, proponen utilizar la derivada,
demostrando claridad al responder la primera pregunta de la situacion problema
(A). Un ejemplo de esto es la respuesta proporcionada por G2:

Derivada: para optimizar el momento en el cual la mosca y la araiia se
ven. Ecuacion de la recta: para calcular la recta tangente que
representa cuando la araiia se ve con la mosca. Geometria analitica:
para trabajar con la parabola que representard el monticulo de basura y
para modelar el salto dptimo de la arana.

No se relaciona con las propiedades del movimiento de proyectiles para calcular
la trayectoria del salto de la arafa, necesario para responder la segunda pregunta
del problema (B). Esto puede deberse a una mayor familiaridad con problemas de
optimizacion rutinarios en lugar de aplicaciones fisicas, como indican Diaz y
Aravena (2021). Sin embargo, solo G5 considera el dngulo minimo y la
velocidad inicial del salto, basandose en un anélisis con GeoGebra para formular
hipétesis; utilizando el software como herramienta de indagacion para visualizar
y conjeturar, sin que esto forme parte de las instrucciones en esta etapa.

Respecto a los cinco grupos que presentaron dificultades para seleccionar las
estrategias adecuadas y elaborar un plan que les permitiera resolver su problema
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formulado (G4, G6-G9), se observa una falta de referencia a conocimientos
fisicos y matematicos, como muestra el siguiente relato:

Nuestro método se basa en el uso de la distancia entre dos puntos, para
esto es necesario la ubicacion de la arania y la mosca, también saber la
velocidad del salto de la araiia y de la mosca, y conocer la posicion de
ambas a la hora del salto. Lo ideal es que la mosca esté al lado
izquierdo del monticulo para que la arafia tenga vision de la mosca y
pueda atraparla.

Donde se formula un problema, pero no un plan para su resolucion que
identifique las estrategias y herramientas matematicas adecuadas en el contexto
planteado, como lo indicaba la pregunta 5 (parte I) de la tarea. En este caso, no
haber considerado los supuestos adecuados implico el fracaso del resto de la
tarea.

Por otro lado, tres grupos que inicialmente realizaron un plan sin éxito (G6,
G8 y G9) reformulan su problema y logran transitar del lenguaje natural al
matematico. Eligen notaciones matematicas y matematizan cantidades relevantes
(Figura 9), respondiendo a la instruccion dada en la pregunta 3 (parte II).

DATOS
L)
:::ifub —_:l.le(-:: ;-&m 0 %‘q‘“"x‘" —v y-Aixe)s K ita) (x-Xo)

*Pro. Tangpwcia —s(x, M) Flov- de W novur evtee xs-2 y xz2.

Figura 9. Transicion del lenguaje natural al matematico de G8

El estudiantado formula hipdtesis y define variables con notaciones matematicas,
evidenciando habilidad para matematizar a pesar de las inconvenientes
anteriores. Sin embargo, se observan dificultades en la definicion formal de
variables, mostrando errores conceptuales y mal uso de éstas (error de
matematizacion, Tabla 2), indicando una dificultad en el desarrollo del
pensamiento algebraico. Las figuras 10 y 11 muestran ejemplos al respecto.

La representacion muestra una relacion funcional, pero no identifica
correctamente el dominio ni los objetos matematicos involucrados. Se evidencia
ademads confusion entre ecuacion y funcion, y dificultad en interpretar variables y
usar lenguaje formal, consistentes con Ursini y Trigueros (2006).
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Datos:
Funcién que determina la forma del monticulo, y la posicién de la mosca, en metros:

fx) = %" + 4

Posicion inicial de la arafia: (x, 0) = (0, 0), en centimetros.

Pardmetro:
Posicion Optima de 1la mosca, para que la arafia la case.
a'y c son parametros.

Variables: x variable independiente.

f(x) y g(x) variables dependientes.

1

Posicion de la mosca, dada por la funcién: f(x) =— sz + 4

f(x) es altura, medida en centimetros
x es una distancia lineal en la base.

Figura 10. Uso de variables de G2

Datos, pardmetros y variables

Arara (0,0)
P}O (r'\h(,c (Xo, Yc)

Funcen monhiculo 3+ |4~ a0x-3)
L.n‘

Gravedad (9\: 4,8 m/s
y(;i Veleadad ncial
' LLU(\(xcn blun_‘y.lrmenk pmob‘lc » 3Y.2 K\Oﬂ 0 - 951

2 Uv‘ LQ')‘ 0

Var: x: var .n&. (imov honzon\ul\
v:var. deo.(mov verheol)
Figura 11. Uso de variables de G10.

Proceso y resolucion

En esta etapa, nueve grupos usan GeoGebra para respaldar los supuestos
planteados y el modelo matematico propuesto, previa a la resolucion formal,
como fue indicado en la pregunta 2 (parte II) de la tarea, excepto G3 que valida
después de la resolucion. Mayormente, la simulaciéon se enfoca en la primera
pregunta. G8 y G10 descubren con GeoGebra que el angulo de elevacion de la
arafia debe ser mayor que el de la tangente (Figura 12), evidenciando como el
estudiantado utiliza el software para reformular el problema, variando cantidades
o datos sin dificultades.
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Figura 12. Validacion de conjeturas con GeoGebra de G10

En cuanto al proceso de resolucion, G8 y GI10 resuelven correctamente el
modelo, aunque G8 tiene un pequeio error de calculo. G1, G2 y G3 lo resuelven
de manera incompleta o con errores. G1 no responde la segunda pregunta y G2
determina incorrectamente una trayectoria parabolica sin considerar elementos
fisicos (Figura 13). G3 asume un salto lineal, mostrando errores de resolucion y
conceptuales (Figura 14).

Salto de lo. arnoso

« ‘U.‘V\(,g,(;v\ mrodala —wu.jrf\d
'“ nelto tiewe o forvwa
:< g(x)=az2 4+ C ; worn. b =0

* 'p\puw\p aven) o pumbton
('S.O\ N ‘7-.3> e la funcion
amtoion

teS¢ x (-50)=>9(-%)= a(-s)*+ ¢

(- 2,3)=> g(- 2)= a(- 2)*+

Figura 13. Resolucion de G2

PNA 19(2)



Explorando competencias de modelacion ... 213

Centrandose en la pregunta B, el salto tendrd que ser de trayectoria parabolica que tienda a
una linea recta, para que sea la menor distancia posible entre la mosca y la arafia. De esta
forma, la mosca tendra menos tiempo de reaccion, dejando todo a favor de la arafia. Dicha
linea recta tendra como magnitud la distancia euclidiana entre la arafia y la mosca.

d (erana, mosw) = W/:TT? AN+ (8JT§'-,2(9-0)D

m—
< J1m x4 13 -2-26-8{1% + 2*

3 S N RS R
= 1521 - 416 V>

i e 1
Figura 14. Resolucion de G3

Ademas, los grupos G4-G6 y G9 dan respuestas formales, pero con errores
procedimentales y conceptuales en la resolucion. Por ejemplo, el punto de
tangencia no se determina formalmente, prefieren usar el punto obtenido en la
simulacién con GeoGebra. Como se observa en la figura 15, G9 y G4 calculan la

pendiente de la recta tangente utilizando los puntos (1.58,2.2)y (—1,4V2)
(respectivamente, obtenidos de GeoGebra, evidenciando una resolucion
mecanica sin conexion con los requisitos del problema, posiblemente porque se
encontraron con un paso que fue dificil de resolver.
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o rweo chilefo Sen: i & B asY e A (-1 qﬁ\)
) &% !

i uQmoS
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us 16X E62%-40 v & oo (1.38,2.22)
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o= o |2

y - 16X 3 62x-4o vy o
19
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Figura 15. Resolucion de G9 y G4

Las dificultades en el uso de objetos y procedimientos matematicos, asi como
una alta confianza en las respuestas proporcionadas por el software, podrian
explicarse por las posibilidades de explorar que da GeoGebra, junto con la
indicacion explicita de simular y probar hipotesis en la pregunta correspondiente
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de la actividad, lo que podria haber impactado en el desarrollo de la
argumentacion logico-deductiva del estudiantado (Ruiz et al., 2021).

En resumen, se evidencian dificultades y errores conceptuales relacionados
con la matematica y las propiedades fisicas asociadas al problema, asi como
errores en los procedimientos de calculo y una resolucion incompleta del modelo
matematico propuesto (error de resolucion, Tabla 2).

Codificacion, interpretacion y validacion

En esta dimension, la mayoria de los grupos comparan sus soluciones formales
con las obtenidas en la simulacién y validan sus resultados en el contexto
matematico. Solo G2, G3 y GI10 reflexionan sobre la interpretacion y la
pertinencia de sus resultados, determinando que no se ajustan al tamafio y la
capacidad de salto de una arafia. Pese a su reflexion, solo algunos revisan algunas
partes del modelo, proponen cambios y ajustan el modelo con GeoGebra, al
reubicar la posicion de la arafia para facilitar la modelacion del salto (Figura 16).

-
-

P 1 ~ \
, ~ ARARAMOSEA = 450 \\ 2 / \

// \\ l /:'/// / : \

ARA:A/,(‘.U\ / \ - [ \

MONTICULO(x) = Si(3.27 < < 6.73,~(x — 5+ 3) MONTICULO(x

Figura 16. Ajustes al modelo matematico con GeoGebra de G3

Ademas, solo G3 y G10 incorporan medidas de longitud y reflexionan sobre la
pertinencia y coherencia del modelo respecto a éstas.

Dos grupos, al validar con GeoGebra, detectaron errores de proceso, pero no
los corrigieron, en linea con hallazgos de MaalBl (2006), Guerrero-Ortiz y
Borromeo Ferri (2022) y Yang et al. (2022). Esto sugiere que los profesores en
formaciéon no suelen reflexionar sobre sus errores, aunque den resultados
inverosimiles, ni corrige a partir de ellos el modelo (Segura y Ferrando, 2021);
evidenciando la necesidad de fortalecer el pensamiento critico, la metacognicion
y la motivacion para modelar (Blum, 2015).

En resumen, hay dificultades para reflexionar sobre el modelo una vez
resuelto, interpretar los resultados en el contexto del problema y abordar las
limitaciones de la solucion propuesta (error de interpretacion, Tabla 2).
Asimismo, prevalecen la ausencia de unidades de medida respecto al contexto
del problema y estimaciones incompatibles con la situacion real (Segura y
Ferrando, 2021).
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CONCLUSIONES

Los hallazgos indican que los futuros profesores de matematicas presentan
carencias en el desarrollo de competencias para abordar la resolucion de
problemas con enfoque en la modelacion, mostrando mayores dificultades en la
dimensién de Codificacion, interpretacion y validacion. Esta conclusion
concuerda con las investigaciones de Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri (2022) y
Yang et al. (2022). Ademds, no se observan diferencias estadisticamente
significativas al 5% en las otras dimensiones, mostrando menor dificultad en
hacer suposiciones, simplificar la situacion, construir relaciones entre variables y
formular un problema matematico.

La elevada correlacion observada entre componentes de las dimensiones
competenciales, en especial entre la componente de Representacion,
Visualizacion y Construccion de un modelo real y las restantes componentes,
sefiala la imperante necesidad de abordar el proceso de modelizacion con
atencidon en aspectos relativos a la representacion, visualizacidén y construccion
de un modelo real.

En lo referente a las dificultades y errores identificados, se destaca la
dificultad inherente en la construccion de un modelo real integral, la
explicitacion precisa de las variables involucradas, asi como su vinculacion con
los conceptos fisicos y matematicos pertinentes. Asimismo, se evidencian fallos
conceptuales y una utilizacion incorrecta de las variables definidas, denotando
una insuficiencia en el desarrollo del pensamiento algebraico. En el transcurso
del proceso de resolucion, se constatan errores y una notoria dificultad para llevar
a cabo un anadlisis critico y validar de manera apropiada los resultados obtenidos.

Ademads, se pone de manifiesto una dificultad para reflexionar sobre la
interpretacion y pertinencia de los resultados. Asi, se observan errores y
dificultades especificas en las cuatro categorias identificadas por Moreno et al.
(2021): simplificar, matematizar, resolver e interpretar los resultados del modelo.

El software GeoGebra fue utilizado por el estudiantado para simulacion,
visualizacion, indagacién y validacion de resultados, lo que probablemente
mejoro sus resoluciones y niveles de competencia. Los foros virtuales facilitaron
la retroalimentacion y la reformulacion de respuestas en las fases iniciales,
aunque no se evalud su impacto. Sin embargo, la interaccion grupal emergiod
como un factor clave en el desarrollo de competencias. Asi, GeoGebra y los foros
virtuales se presentan como herramientas prometedoras para potenciar
habilidades de modelacion. Este enfoque coincide con la sugerencia de Blum
(2015) de incorporar la componente tecnoldgica al ciclo de modelado.

En resumen, se subraya la necesidad de robustecer los procesos de
modelacion en la formacion inicial docente, de forma anticipada y progresiva.
Esto posibilitaria que los futuros educadores adquieran las competencias
esenciales para llevar a cabo actividades pedagogicas centradas en la resolucion
de problemas y la modelacion matematica, teniendo en cuenta la relevancia de

PNA 192)



M. Aguerrea, F. Rodriguez-Alveal y J. Huincahue 216

estas en el curriculo escolar chileno y en los estandares para la formacion inicial
de profesores de matematicas. Asimismo, se enfatiza la importancia de reforzar
los conocimientos matematicos en aquellos aspirantes a docentes que han
cursado una parte significativa de su formacion de manera remota debido a la
pandemia.

Una limitacion del estudio es la autenticidad de la tarea de modelacion
matematica desde la perspectiva del estudiantado. Este aspecto merece atencion
en futuros estudios que comparen dimensiones competenciales en tareas con
diferentes niveles de aproximacion a la realidad. La estructura de la tarea
utilizada demostro ser eficaz para identificar dificultades y errores en el proceso.
Esta estrategia puede ser util para abordar tareas similares, permitiendo una
progresion gradual hacia modelaciones mas complejas, en linea con Blum
(2015), Anhalt et al. (2018) y Moreno et al. (2021). Ademas, el pequefio tamaiio
de la muestra resta fiabilidad a los resultados cuantitativos, por lo que se deberia
replicar el estudio con una muestra mas grande. Una limitacion final del estudio
es la falta de comparacion entre el uso de GeoGebra y el desempefio al realizar
trabajo presencial sin software, lo que impidi6é evaluar su impacto en el logro de
las competencias.
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EXPLORING MATHEMATICAL MODELLING
COMPETENCIES AND ERRORS IN TEACHER
EDUCATION

Maitere Aguerrea, Francisco Rodriguez-Alveal and Jaime Huincahue

The study examines the competencies of pre-service teachers in problem-solving
with mathematical modelling, assessing achievement levels and their
interrelations, and the impact of using GeoGebra software and peer collaboration.
It also explores errors and difficulties related to each competency. The analysis
reveals lower development in coding, validation, and interpretation of results,
with a strong correlation between representation, visualisation, and real model
construction and other components of the process. Although the impact of
GeoGebra and peer collaboration was not the focus, they emerged as promising
tools to enhance inquiry, visualisation, and validation in modelling.

A sequential mixed-methods approach was used, combining quantitative and
qualitative methods. The quantitative phase employed a descriptive and
analytical design, while the qualitative phase involved content analysis of
justifications from the study group. The sample was selected through intentional
non-probabilistic sampling.

Findings show pre-service teachers struggle with coding, interpretation, and
validation, consistent with previous research. No significant differences were
observed in other dimensions. There is a high correlation between competence
dimensions, emphasizing the need to focus on representation, visualisation, and
real model construction.

Difficulties include constructing an integral real model, specifying variables,
connecting with physical and mathematical concepts, algebraic thinking
deficiencies, critical analysis, and result validation. Errors and difficulties align
with four categories: simplifying, mathematizing, solving, and interpreting model
results.

GeoGebra was used for simulation, visualisation, conjecture inquiry, and
result validation, improving resolutions and competency levels. Virtual forums
facilitated feedback and response reformulation. Group interaction emerged as
crucial for competence development. Educational technologies like GeoGebra
and virtual forums show promise in enhancing modelling skills, supporting the
incorporation of technology in the modelling cycle as suggested by Blum (2015).
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