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Presentacion del TFM

En este Trabajo Final de Master se describiré el pensamiento funcional en nifios de
10 afios y adolescentes de 13 afios, analizando el tipo de generalizacion y cuales son las
representaciones utilizan al resolver un problema que involucra la funcion f(x) = 4x. A
través de esto, se desea determinar también las diferencias y similitudes entre cada uno de
los niveles educativos contrastandolo con las habilidades que deberian tener los estudiantes
segun el curriculo escolar de matematica en Costa Rica. Para lograr esto se investigaran 25
nifios de cuarto nivel y 16 de séptimo nivel de una Institucion privada de la provincia de
Heredia, Costa Rica.

Esta memoria contiene seis capitulos. En el primer de ellos, se presenta el problema
de investigacion y la justificacion del mismo desde el punto de vista personal, curricular e
investigativo.

En el segundo capitulo se presenta el marco tedrico en cudl se basa la investigacion,
asi como algunos antecedentes de otras inverstigaciones que trabajan el pensamiento
funcional en nifios y jovenes.

A la luz de la problematica presentada y los elementos tedricos que la sustentan, en
el capitulo tres se describen los objetivos tanto generales como especificos que se desean
lograr con la investigacion.

En el cuarto capitulo se describen todos los elementos metodologicos considerados
para la investigacion: tipo de investigacion, sujetos, disefio e instrumentos de la recogida de
la informacion y las categorias para el andlisis de la informacion.

Precisamente el quinto capitulo se refiere al andlisis de la informacién y el altimo

capitulo se dan las conclusiones del trabajo de investigacion.
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Capitulo 1. Presentacion y justificacion del problema

En este capitulo se presenta el problema y la justificacion del mismo desde el ambito

personal, curricular e investigativo.

1.1. Presentacion del problema de investigacion

Se sabe que el aprendizaje del algebra tradicionalmente se ha relegado a la educacion
secundaria (jovenes de 13 afios en adelante) y muchos estudios han demostrado las grandes
dificultades que tienen los jovenes en el area del algebra. (Brizuela, B. y Martinez, M.;
2012; Carraher, D. y Schliemann A., 2007; Schliemann et al., 2011).

Por lo anterior, desde los afios 90 se ha puesto en manifiesto la necesidad de
incorporar el pensamiento algebraico desde la educacion primaria (Kaput, 1989, 1995,
2000). Las ideas de este autor, posteriormente se materializa en lo que se conoce como
early algebra, que busca la incorporacion del pensamiento algebraico desde la educacion
primaria. Como parte de este tipo de pensamiento se encuentra el pensamiento funcional,
que trabaja en la relacion entre dos cantidades de nimeros que varian y que se pueden
representar de diferentes formas.

Por otro lado, en Costa Rica, en el afio 2012 se aprueba un nuevo curriculo de la
educacion primaria y secundaria que contiene elementos propuestos segun el early algebra.

La investigacion trata sobre la forma en que se manifiesta este tipo de pensamiento
(funcional) en nifios de 10 afios y jovenes de 13 afios de una escuela privada de Costa Rica.

Particularmente el estudio se concentra en el tipo de generalizacion que realizan los
estudiantes, asi como las diferentes representaciones que utilizan para evidenciar ese
pensamiento funcional. Posterior a esto se realiza una comparacion entre ambos grupos de
estudios.

1.2. Justificacion del Problema
En Costa Rica la Educacion General Basica y Diversificada se divide en cuatro

ciclos, tal y como se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 1: Organizacion de la Educacion General Basica en Costa Rica

Primaria | Secundaria
Ciclo I I 111 Diversificado
Nivel lectivo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Edad 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Fuente: Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica
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En el 2012 se aprobd un nuevo Programa de Estudios para Matematicas cuyas areas
tematicas son las que lo organizan. Estas son: Numeros, Estadistica y Probabilidad,
Relaciones y Algebra, Medidas y Geometria.

Figura 1: Transversalidad de las areas del curriculo de Costa Rica
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Como se observa en la Figura 1, todas las areas matematicas se trabajan de forma
transversal en todo los afios escolares de la primaria y secundaria.

Los conocimientos asociados a estas areas se van desarrollando poco a poco en los
diferentes niveles educativos (de primer a undécimo nivel) a través de habilidades
especificas que son capacidades a corto plazo que buscan el aprender a aprender (MEP,
2012).

El conjunto de habilidades especificas generan una serie de habilidades generales
para cada ciclo lectivo que son perfiles de salida para cada una de las dreas matematicas.

Esta investigacion se desarrollara en el area de Relaciones y Algebra,

particularmente lo asociado al pensamiento funcional. Las habilidades generales de I Ciclo,
segin MEP(2012) que se enmarcan dentro del pensamiento funcional son:

Construir sucesiones con numeros y con figuras.
Identificar patrones en una secuencia de figuras o de numeros.

Ordenar numeros en forma ascendente o descendente.
Escribir e interpretar expresiones matematicas que representan cantidades dadas.

Identificar y sustituir el nimero que falta en una tabla o en una expresion

matematica.

Plantear y resolver problemas a partir de una situacioén dada.
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Para el II Ciclo, son:

e Analizar patrones numéricos y no numéricos.

o Pasar de representaciones verbales a numéricas.

o Representar relaciones entre cantidades variables.

e Determinar el valor desconocido en una expresion numérica.
o Utilizar letras para representar cantidades variables.

o Plantear y resolver problemas a partir de una situacioén dada.

Esta investigacion se realizard en los niveles educativos de cuarto (nifios de 10 afios) y
séptimo (adolecentes de 13 afios) considerando que son los estudiantes que han culminado
el primer y segundo ciclo de la Educacion General Bésica, por lo que se tiene el perfil de
salida de estos estudiantes, particularmente en el drea matematica de Relaciones y Algebra.

A partir de lo anterior se presenta cual es interés por desarrollar esta investigacion

en tres ambitos: personal, curricular e investigador.

1.2.1 Ambito personal

El Proyecto Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica! se ha encargado
de redactar el curriculo de Matematica del Ministerio de Educacion Publica en el afio 2012,
asi como de ofrecer capacitaciones a docentes en ejercicio por todo el pais de forma
presencial, semi presencial y totalmente virtual.

Como parte de este Proyecto, siempre me he interesado en desarrollar estrategias
para que los docentes tengas las herramientas necesarias para poder dar los diferentes temas
del 4rea de Relaciones y Algebra, ya que en la formacion inicial de los docentes de primaria
solo se consideran uno o dos cursos de matematica y en los mismos no se trabaja el
pensamiento relacional o algebraico (de Faria, 2016).

Particularmente, en la Institucion donde se desarrollara la investigacion, he ofrecido
algunas capacitaciones a los docentes de primaria y secundaria sobre pensamiento
algebraico, sin embargo este esfuerzo no lo he podido visualizar en el trabajo que se realiza

en el aula con los estudiantes.

1 www.reformamatematica.net
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Por lo anterior, deseo conocer el trabajo que realizan los estudiantes (como

manifiestan el pensamiento funcional) a través de una tarea donde esta presente la funcion

f(x) = 4x.

1.2.2. Ambito curricular

Como se plante6 anteriormente, en el curriculo costarricense estan establecidos los
elementos bésicos del pensamiento funcional (generalizacion, diferentes representaciones,
concepto de la variable, entre otros) en la educacion primaria.

Las sucesiones se trabajan en todo la educacion primaria, con excepcion del quinto
grado. Mas adelante se detalla las habilidades especificas que se trabajan en cada uno de los
anos.

Las funciones se trabajan desde el tercer grado, y su evolucion en el curriculo es a
través de sus representaciones, agregando una representacion cada nivel lectivo desde el
tercer afo.

La Institucién donde se realiza la investigacion es privada, sin embargo por politicas
nacionales, todas las Instituciones educativas deben trabajar al menos lo planteado en el
curriculo, por lo que los estudiantes de los niveles de cuarto y séptimo deberian haber
recibido los conocimientos y habilidades planteadas en el Programa de Estudios.

Por lo anterior, mi interés en el ambito curricular es analizar si las habilidades
planteadas en el curriculo ayudan a desarrollar el pensamiento funcional en los estudiantes,
esto considerando muchas posibles variables que pueden suceder (como por ejemplo que
los docentes de los afios anteriores no trabajaran a cabalidad las habilidades del area de

Relaciones y Algebra).

1.2.3 Ambito investigativo
En Costa Rica no hay investigaciones sobre el pensamiento funcional en la
educacion primaria, por lo que esta investigacion seria la primera vez que se investigue

sobre como hacen los estudiantes de Costa Rica para generalizar y representar funciones.
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Capitulo 2: Marco tedrico y antecedentes

2.1 Introduccion

Hace algunos afios el area del dlgebra se estudiaba solamente en la secundaria, sin
embargo varias propuestas han buscado la introduccion de diferentes conceptos de esta area
desde la primaria. Una de ellas es el early algebra que busca desarrollar el pensamiento
algebraico desde los primeros cursos de la primaria. Varias investigaciones sobre este
enfoque han concluido que los nifos tienen capacidades para desarrollar este tipo de
pensamiento (e.g., Blanton, 2008; Blanton y Kaput, 2005; 2011; Brizuela y Martinez, 2012;
Carpenter, Franke y Levi, 2003).

Como parte del pensamiento algebraico se encuentra el pensamiento funcional,
varios autores lo definen como una actividad cognitiva donde se establecen relaciones entre
dos o mas cantidades que varian (Blanton, 2008; Blanton, Levi, Crites y Dougherty, 2011;
Rico, 2006; Smith, 2008). Para Canadas y Molina (2016) el pensamiento funcional es “un
modo de pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion, representacion y

razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen.” (p.3).

2.2 Estructuras y generalizacion

Para Pinto y Cafiadas (2017), en el pensamiento funcional, la relacion entre las
variables (dependiente e independiente) se puede representar numérica y algebraicamente.
Esta relacion contiene una estructura interna (relacion interna entre las cantidades y las
operaciones) y externa (apariencia de la expresion). Las expresiones que tienen la misma
estructura interna son equivalentes, como por ejemplo, para obtener el perimetro de un
cuadrado, algunos estudiantes recurririan a la utilizar P =4 X lyotros P =1+ 1+ 1 + [,

ambas expresiones son equivalentes pues tienen la misma estructura interna.

El pensamiento funcional también abarca el proceso de la generalizacion, ya que es
necesario identificar la relacion entre las variables existentes (Torres, Cafiadas y Moreno,
2018). Por ejemplo, Cafiadas, Castro y Castro (2008) en un estudio con estudiantes de 14 a
16 afios concluyen que si los estudiantes no son capaces de identificar el patron presente en

un problema no son capaces de expresar la generalizacion.

Existen diferentes autores que han establecido diferentes formas en que puede dar
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una generalizacion (eg. Ellis, 2007; Stacey, 1989; Radford, 2008, 2010).

Radford (2010) indica que se debe tener cuidado de no confundir la induccién con
la generalizacion, la primera se da cuando el estudiante se basa en prueba y error para
determinar casos generales, la segunda se basa en las caracteristicas de la tarea y las
relaciones que existen entre las variables. Ademas indica que no se debe confundir la

generalizacion aritmética con la algebraica.

La generalizacion aritmética se da cuando se nota una regularidad local pero que
esta informacion no es suficiente para conocer el término cualquiera de la funcion
(Radford, 2010). En un trabajo previo, Radford(2003) habia tipificado las generalizaciones

algebraicas en

1. Genereralizacion factual: se utilizan gestos, movimientos y palabras para determinar
casos muy particulares.

2. Generalizacion contextual: sin utilizar letras se logra determinar el patron existente,
a través de frases “clave”. (Vergel, 2015)

3. Generalizacion simbolica: se utilizan simbolos (nimeros, letras, operaciones, entre

otros).

Por otro lado, Stacey (1989) establece que las tareas del generalizacion se pueden
categorizar como aquellas de generalizacion cercana donde se solicita un término siguiente
o alguno que puede obtenerse por un conteo, mientras que las tareas de generalizacion

lejana son aquellas donde es necesario conocer o identificar el patron o la funcion.

Schifter et al (2008) establecen que los nifios son capaces de percibir regularidades
utilizando las “herramientas” que tienen. Aqui es donde surgen las diferentes formas de
expresar una generalidad y pone en manifiesto, la necesidad de iniciar el pensamiento
algebraico y particularmente, el pensamiento funcional desde la primaria. Esto es
precisamente lo que plantea early algebra (Brizuela et al, 2015; Kaput, 2008; Molina,
2009).
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2.3 Sistemas de Representacion

Desde que los estudiantes se encuentran en preescolar o los primeros afos de la
educacion primaria, buscan representar los nimeros, letras, palabras, figuras de acuerdo
con un sistema de simbolos que en muchas ocasiones dista de la simbologia usada
convencionalmente. (Brizuela, Blanton, Gardiner, Newman-Owens y Sawrey, 2015;
Brizuela, Blanton, Sawrey, Newman-Owens y Gardiner, 2015; Ferreiro y Teberosky, 1979;
Kiichemann, 1981). Por lo anterior, es natural que los estudiantes utilicen diferentes
representaciones para un concepto nuevo de matematica, en nuestro caso, las funciones.
EI NCTM (1998), indica que los programas de instruccion matematica, deben enfatizar las
representaciones matematicas para fomentar la comprension de estas, de manera que los
estudiantes creen y usen estas representaciones para organizar, memorizar y comunicar
ideas matematicas, desarrollen una coleccion de representaciones ttiles, flexibles y
convenientes y que se pueden utilizar para modelar e interpretar fendmenos fisicos, sociales
y matematicos.

Para desarrollar el pensamiento funcional es fundamental el conocimiento y analisis
de los diferentes sistemas de representacion de una funciéon matematica. (NCTM, 2003).

Algunos de estos sistemas de representacion son:

2.3.1 Pictorico

Este tipo de representacion utiliza algun tipo de dibujo o grafo para representar la
relacion entre los datos. Por ejemplo, un estudiante representa la relacion entre mesas y
sillas de una tarea propuesta a través de la siguiente representacion pictorica:

Figura 2: Representacion pictorica de una tarea sobre mesas y sillas
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2.3.2 Tabular

Posee un formato rectangular compuesto de encabezados y cuerpo de datos,
localizados en filas y columnas. Las tablas difieren en variedad, estructura, flexibilidad,
notacion, representacion y uso (Estrella, 2014). Esta es la representacion mas natural, de
facil lectura y se visualiza facilmente la relacion entre las dos cantidades (dominio y
codominio). Los nifios desde sus primeros afos escolares utilizan esta representacion
(Blanton y Kaput, 2004; Blanton, M., Brizuela, B., Gardiner, A., Sawrey, K. y Newman-
Owens, A; Brizuela y Alvarado, 2010).

En la Figura 3 se muestra una tarea matematica y en la Figura 4 se encuentra una
posible solucion a la tarea utilizando tablas.

Figura 3: Tarea sobre mesas y sillas

Alquiler de mesas y sillas
El papa de Esteban desea comprar sillas y mesas para hacer un negocio de
alquiler. Seglin los calculos debe comprar 4 sillas por cada mesa cuadrada
pequeiia que compre. ;Cuantas sillas necesataria para 1, 2, 3,4,5,6, 7y 10
mesas?

Figura 4: Numero de mesas y sillas representada tabulamente

Nimero de Mesas

Operacién para calcular
niimero de sillas

Numero de sillas

cuadradas pequeii

1 \*\yl: \

‘ Yyg = 3

¥ t\x3 = \2

Y Yodius L6

; W5 = A0

: yox 6= 248

10 i Z“i
ol 2 )

2.3.3 Natural (verbal o escrito)
Se utilizan palabras y frases de lenguaje cotidiano para expresar la relacion, sin
embargo no es facil visualizar la relacion entre dos cantidades con esta representacion. Con

el ejemplo propuesto en la Figura 3, la frase “debe comprar 4 sillas por cada mesa cuadrada
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pequeiia” es un indicio de que existe una relacion entre la cantidad de mesas y sillas que debe
comprar. La respuestas del estudiante puede darse en lenguaje natural, como por ejemplo:

Figura 5: Relacion entre mesas y sillas a través del lenguaje natural
cao(n Y

2.3.4 Simbdlica

Rico (2009), explica que una funcion puede representarse a través de nimeros y letras
que cumplen cierta sintaxis. Cuando se utilizan numeros (operaciones y resultados) se dice
que es una representacion simbolica numérica mientras que la simbolica algebraica es cuando
se utilizan nimeros, letras y operaciones para expresar la generalizaciéon. Para Merino,
Canadas y Molina (2013), el uso de simbolismo algebraico supone un mayor grado de
abstraccion. En el siguiente ejemplo se puede observar en las dos ultimas filas, como el
estudiante utiliza lenguaje simbolico algebraico para dar respusta a lo propuesto.

Figura 6: Relacion entre mesas y sillas expresada a través del lenguaje simbolico algebraico

2.3.5 Grafica

Se utiliza algun sistema de coordenadas para representar la relacion entre las variables
a través de puntos, cuyas coordenadas son de la forma (x,y). Para Brenner et al (1997), al
resolver un problema y utilizar una representacion como la grafica, no es necesario el
cumplimiento estricto de las convenciones para realizar los graficos. Para estos autores para
que una grafica pueda ser considerada como tal, es necesario que se representen los ejes con
intervalos escalonados y que se visualice la representacion lineal presente en el problema de
alguna manera. Algunas graficas que cumplen estas condiciones podrian ser como las

presentes en la Figura 7.
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Figura 7: Algunas posibles representaciones graficas

= | ol

2.3.6 Multiples

Para Van Somersen(1998) una representaciéon multiple es aquella donde se utilizan
dos o mas representaciones anteriores. Por otro lado Figueiras y Canadas (2010) distinguen
dos tipos de representacion multiple: (a) combinadas que son aquellas representaciones que
resultan de una combinacidon de dos o mas de los sistemas de representacion citados
anteriormente; y (b) sintéticas, cuando se utilizan dos o mas representaciones pero que

ninguna por si misma da sentido a la resolucion.

Figura 8: Relacion entre mesas y sillas expresada a través de representacion multiple
combinada

En este caso, el estudiante utiliza la representacion pictérica y la simbdlica numérica

para expresar la relacion entre las mesas y sillas.

2.4 Pensamiento funcional en la primaria

Los Principios y Estandares para la Educacion Matematica del National Council of
Teacher of Mathematics es uno de los primeros documentos que plantea la necesidad de
incorporar el algebra y particularmente las funciones desde la primaria a través de la nocion

de cambio: “Si las ideas relativas al cambio reciben un enfoque mas explicito desde los
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primeros niveles, quizas los estudiantes lleguen, con el tiempo, a abordar el calculo con una
base mas solida para entenderlo.” (National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p.
42).

El uso de las diferentes representaciones juegan un papel fundamental para
introducir el concepto de funcion desde la primaria, ya que en los primeros niveles se puede
trabajar dicho concepto a través de tablas y pictogramas para posterior pasar a otras
representaciones (Fuentes, 2014).

Heid (1996) plantea que el pensamiento funcional se debe introducir a través de
tareas de contexto real, es decir, situaciones de la vida cotidiana, mientras que Blanton y
Kaput(2011) explican que para introducir el pensamiento funcional en la educacion
primaria se puede realizar a través de modificaciones de tareas que se hacen en aritmética,
medidas o geometria.

Por ejemplo, al preguntar cudl es el area de un cuadrado de lado 4 cm, esto es una
tarea de medidas, mientras que al modificar la tarea y solicitar que se complete la siguiente
tabla, calculando el area del cuadrado respectivo, se obtiene una tarea donde se inicia con el
concepto de funcion.

Tabla 2: Area de un cuadrado en una tabla

Lado del cuadrado Area del cuadrado
1 1
2 4
3 9
4 16
5 ;7

2.5 Pensamiento funcional en el curriculo de Costa Rica
En el curriculo de Costa Rica, el 4rea de Relaciones y Algebra se trabaja desde la
primaria, a través de conceptos que tienen que ver con las sucesiones, relaciones,
ecuaciones e inecuaciones y las diferentes representaciones de una relacion. Lo anterior con
el objetivo de desarrollar el pensamiento algebraico y particularmente el pensamiento
relacional desde la primaria como lo establece MEP:
El concepto de cambio o variacion, que también es comun al andlisis de datos,
forma parte central de los temas de esta area. Se podria decir que los procesos de
cambio pueden ser modelados por las relaciones y funciones matematicas, y éstas

pueden tener distintas representaciones: grdficas, tabulares, simbdlicas. (MEP,
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2012, p.54)
Estas diferentes representaciones se trabajan de manera paulatina y acorde al nivel
educativo.

Tabla 3: Representaciones de una relacion funcional en el curriculo de Costa Rica en la educacion
primaria

Niveles educativos

Representaciones 1 2 3 4 5 6
Natural v v v
Tabular v v v v

Simbolica-Algeb v v
Grafica v

Fuente: MEP (2012)

El tema de relaciones se incorpora en los Programas oficiales de Matematica de Costa
Rica desde el tercer afio escolar (nifios de 9 afos), iniciando con la representacion tabular
que sera utilizada en todos los niveles posteriores.

La representacion natural se inicia en el cuarto afio (nifios de 10 afios) con problemas
del tipo: “La primera columna contiene los nlimeros impares menores que quince, ordenados
en forma ascendente. Coloque en la segunda columna numeros que son cuatro veces los de
la primera columna, menos diez.” (MEP, 2012, p.233) Esta representacion se trabaja en el
resto del sistema educativo.

En el quinto afio escolar se introduce el concepto de variable, por lo que es a partir de
este aflo que se trabaja la reprentacion algebraica. En el sexto afio se introduce la
representacion grafica debido a que es necesario estudiar con anterioridad el sistema de
coordenadas del area de Geometria.

Por otro lado, en MEP(2012) la generalizacion se trabaja desde el primer grado de
escuela a través del subtema de sucesiones. Todas las habilidades especificas de MEP(2012)

relacionadas con el pensamiento funcional se encuentran en la Tabla 5 y Tabla 6.
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Tabla 4: Habilidades especificas por ano lectivo del I Ciclo de la educacion primaria en

MEP(2012)

Primer aiio

I CICLO
Segundo aiio

Tercer aio

Sucesiones

Funciones y sus

representaciones

e Identificar patrones o
regularidades en
sucesiones con nimeros
menores que 100, con
figuras o con
representaciones
geomeétricas

o Construir sucesiones con
figuras o con numeros
naturales menores que
100 que obedecen a una
ley dada de formacion o
patron.

e Construir sucesiones con
figuras o con numeros
naturales menores a 1000
que obedecen un patrén
dado de formacion.

e Identificar patrones o

regularidades en sucesiones

o en tablas de nimeros
naturales menores que
1000, con figuras o con
representaciones
geométricas.

e Identificar y construir
sucesiones ascendentes o
descendentes

e Identificar y construir

sucesiones con figuras,
representaciones
geomeétricas o con
numeros naturales
menores a 100 000 que
obedecen a un patrén dado
de formacion.

Identificar y construir
sucesiones ascendentes o
descendentes.

Plantear y resolver
problemas aplicando
sucesiones y patrones.

Representar tabularmente
relaciones entre nimeros y
operaciones.

Identificar el nimero que
falta en una tabla.

Plantear y resolver
problemas que involucran
valores faltantes en una
tabla o expresion
matematica.

Fuente: MEP(2012)
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Tabla 5: Habilidades especificas por ano lectivo del I Ciclo de la educacion primaria en

Sucesiones

Funciones y sus representaciones

MEP(2012)

Cuarto aiio

II CICLO
Quinto afio

Sexto aiio

Analizar patrones en
sucesiones con figuras,
representaciones
geométricas y en tablas
de numeros naturales
menores que 1000000.
Aplicar sucesiones y
patrones para resolver
problemas
contextualizados.

Representar una
expresion matematica
dada en forma verbal
utilizando nimeros y
operaciones.

Construir tablas que
cumplan las
especificaciones dadas
en forma verbal.
Plantear y resolver
problemas formulados
verbalmente.

Identificar el nimero que
falta en una expresion
matematica, una figura o
en una tabla.

Distinguir entre cantidades
variables y constantes.
Identificar y aplicar
relaciones entre dos
cantidades variables en una
expresion matematica.
Determinar relaciones de
dependencia entre
cantidades.

Representar mediante tablas
relaciones entre dos
cantidades que varian
simultaneamente.
Representar una expresion
matematica dada en forma
verbal utilizando nimeros y
letras.

e Analizar sucesiones y
patrones con nimeros,
figuras y representaciones
geométricas.

o Plantear y resolver
problemas aplicando
sucesiones y patrones.

e Representar
algebraicamente una
expresion matematica
dada verbalmente.

e Identificar y representar en
un plano de coordenadas
puntos que satisfacen una
relacion entre dos
cantidades que varian
simultaneamente.

Fuente: MEP(2012)
Se puede observar la gran cantidad de habilidades relacionadas con el pensamiento

funcional en todos los niveles educativos de la primaria. Esto concuerda con los esfuerzos

internacionales de incorporar el pensamiento algebraico previo a la secundaria. Algunos

paises que ya incluyen esto en sus lineamientos curriculares son Australia, Canadé, China,

Corea, Japon y Portugal (Merino, Cafiadas y Molina, 2013).

2.6 Antecedentes

A pesar de que la idea de incorporar las funciones desde la educacion primaria es

relativamente nueva, ya hay investigaciones que han arrojado resultados importantes. Por
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ejemplo, Fuentes (2014) concluye que los alumnos utilizan diferentes sistemas de
representacion: pictorico, simbolico y verbal, con predominancia del pictérico, después de
trabajar con estudiantes de siete afios, con tareas que utilizan las funciones f(x) = x,
fx)=3x, f(x) =5xyf(x) =x+1.

Rodriguez (2016), realiz6 una investigacion con estudiantes de ocho anos, a través
de un juego de tarjetas que usaban la funcion f(x) = x + 1 y su inversa, destaca que dentro
de las estrategias de conteo, respuesta directa, recursiva y operatoria, los estudiantes
utilizan la estrategia recursiva y emplean pensamiento funcional por correspondencia.

Merino, Cafiadas y Molina (2013) en su estudio sobre la funcion f(x) = 2x + 2,
analizada a través de un problema de personas que se pueden sentar en un conjunto de
mesas colocadas de forma rectangular, llegan a la conclusion de que los estudiantes utilizan
mas la representacion verbal, sin embargo en la resolucion de los problemas se ve una
diversidad de representaciones. Dentro de las estrategias utilizadas estan el uso de patrones
y el conteo.

Canadas, Castro y Castro (2008) aplicaron el cuestionario de las baldosas a
estudiantes de 14 y 15 afios y que cuya funcion que se analizaesla f(x) =2x+ 6y
obtuvieron que en su mayoria los estudiantes utilizan un sistema de representacién
numeérico para luego buscar una generalizacion. Este mismo problema fue utilizado por
Pinto y otros (2016) pero aplicado a nifios de tercero de primaria, cuyos resultados
evidencian el uso de la correspondencia y covariacion, con mayor énfasis en la primera y
también se visualiza el uso de multiples representaciones.

Torres, Cafladas y Moreno (2018) en un estudio sobre estructuras y generalizacion
en nifios de 7 y 8 afios evidencian capacidades “para identificar estructuras en problemas
que involucran relaciones funcionales y generalizarlas.”(p.581).

Por otro lado, Pinto y Cafiadas (2017) en un estudio comparativo entre estudiantes
de tercer y quinto nivel de primaria sobre las estructuras que utilizan al resolver el
problema de las baldosas, concluyen que hay mucha variedad de las estructuras usadas, sin
embargo los estudiantes de tercero son los que mas utilizan (pero pocas son correctas),
mientras que los de quinto nivel utilizan menos estructuras. Otro hallazgo importante es que
los estudiantes mas jovenes varian en el uso de las estructuras al resolver la misma tarea,

mientras que los de quinto afio son mas consistentes.
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En este sentido, Blanton y Brizuela (2014) destacan que en las dos décadas que han
investigado sobre el pensamiento funcional en la educacion primaria, sobresale los
diferentes recursos que utilizan los nifios para representar las funciones involucradas.

Sin embargo, si no existe un proceso constante donde se trabaje el pensamiento
funcional en el aula, este se podria minorizar, por esta razon Blanton y Kaput (2011)
plantean la necesidad de incorporar las funciones en el curriculo pues permite que los nifios
desarrollen las habilidades necesarias para generalizar. Esto es fundamental, ya que
estudios han demostrado que el desarrollo de estas habilidades en edades tempranas logran
una comprension y uso de la variable en comparacion con estudiantes que no han trabajado
el algebra temprana. (Blanton et al., 2015; Carraher et al., 2008; Kaput, Carraher y Blanton,
2008).

En Costa Rica no existen investigaciones sobre el pensamiento funcional en la
educacion primaria, sin embargo, al incorporarse en el curriculo de matematica en el afio

2012, se espera que surjan investigaciones en esta area y otras.
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Capitulo 3. Objetivos de investigacion

3.1 Objetivos generales:

1. Describir el pensamiento funcional que ponen de manifiesto nifios de 10 afios y
adolecentes de 13 afios en una escuela de primaria de Costa Rica.

2. Comparar las respuestas de los estudiantes de cada uno de los niveles y contrastarlo con

las habilidades que el curriculo de matematica de Costa Rica pretende desarrollar.

3.2 Objetivos especificos:

1.1. Describir las estrategias utilizadas por los estudiantes al generalizar en problemas que
involucran pensamiento funcional.

1.2 Identificar los sistemas de representacion utilizados por los estudiantes al resolver un
problema de pensamiento funcional.

1.3 Describir las representaciones graficas realizadas por los estudiantes al dibujar un
grafico que mostraré la relacion funcional.

2.1 Comparar las respuestas de los estudiantes de cada uno de los niveles educativos para
encontrar diferencias y similitudes.

2.2 Contrastar las respuestas de los estudiantes con los conocimientos previos que deben

tener los estudiantes de cada nivel, seglin el programa oficial de matematicas de primaria.

3.3 Preguntas de investigacion:

1. ;Cdmo establecen las relaciones funcionales los nifios de 10 afios y adolecentes de
13 afios?

2. ;Cbémo generalizan los nifios de 10 afios y adolecentes de 13 afios?

3. (Cuantas y cudles representaciones utilizan los estudiantes de ambos niveles
educativos estudiados?

4. ;Cbmo utilizan la representacion grafica para representar una relacion matematica?

5. (Generalizan y utilizan los mismos sistemas de representacion los nifios de 10 afios
y los adolescentes de 13 anos?

6. ¢Utilizan los conocimientos previos de acuerdo al curriculo de Costa Rica en cada

uno de los niveles educativos?
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Capitulo 4. Marco metodologico

En este capitulo se describen los elementos mas importantes del marco

metodoldgico.

4.1 Tipo de investigacion

Esta investigacion tiene un enfoque mixto, ya que en la misma es necesario la
recoleccion datos cuantitativos y cualitativos e integrarlos para un analisis conjunto

(Hernéndez, Fernadndez y Baptista, 2010).

Por otro lado, la investigacion es descriptiva y exploratoria. Es descriptiva, ya que el
estudio busca describir como expresan el pensamiento funcional de nifios y jovenes de una
escuela y colegio en Costa Rica. Esto coincide con Hernandez, Fernandez y Baptista,
(2010) que establecen que este tipo de investigacion pretende “medir o recoger informacion
de manera independiente o conjunta sobre los conceptos o las variables a los que se
refieren” (p.95). Concretamente la investigacion podriamos denominarla descriptiva
transversal dado que pretendemos realizar “una fotografia instantanea de una poblacion en

un momento determinado” Cohen y Manion (1990, pp. 103).

Para esta descripcion, se realizard un primer analisis cuantitativo sobre las
respuestas correctas e incorrectas entre los dos grupos de estudiantes (10 y 13 afios).
Posteriormente se hace un analisis cualitativo de las respuestas de las dos muestras para
analizar el tipo de generalizacion y las representaciones que han utilizado. También se

realizard un estudio comparativo entre estos grupos de estudiantes.

Las investigaciones sobre el pensamiento funcional en nifios y jévenes, han ido
aumentando a nivel internacional, sin embargo en Costa Rica no existe ninguna
investigacion sobre este tema, por esta razon es que la investigacion tiene un caracter
exploratorio también, de acuerdo con lo que plantea Hernandez, Fernandez y Baptista,
(2010): “Los estudios exploratorios se efectiian, normalmente, cuando el objetivo es
examinar un tema o problema de investigacion poco estudiado, del cual se tienen muchas

dudas o no se ha abordado antes.” (p.93)
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4.2 Sujetos

La investigacion se realizo con estudiantes de una escuela de ensefianza primaria y
secundaria en la zona de Heredia, Costa Rica. La institucion es privada y se encuentra en
una zona urbana del pais. Se escogieron 25 estudiantes de cuarto nivel y 16 de séptimo
nivel como muestra tipo intencional, con el objetivo de tener acceso a informacion valiosa
para realizar un estudio a profundidad (Quinn,1988).

Se escogieron estudiantes de estos afios lectivos pues de acuerdo a la organizacion
del Ministerio de Educacion Publica en Costa Rica (ver Tabla 1), cuarto afio es el primer
nivel del II Ciclo y séptimo afio es el primer nivel del III Ciclo y de acuerdo a MEP (2012)
se tiene un perfil de salida para el I Ciclo y II Ciclo en el area de Relaciones y Algebra,
como se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 6: Perfil de salida de estudiantes de Costa Rica en el [ y II Ciclo en el area de

Relaciones y Algebra
Perfil de salida de I Ciclo en Relaciones y Perfil de salida de II Ciclo en Relaciones y
Algebra segiin MEP(2012). Algebra segiin MEP(2012)
e Construir sucesiones con nimeros y con e Analizar patrones numéricos y no
figuras. numeéricos.
o Identificar patrones en una secuencia de e Pasar de representaciones verbales a
figuras o de niimeros. numeéricas.
e Ordenar numeros en forma ascendente o e Representar relaciones entre cantidades
descendente. variables.
e FEscribir e interpretar expresiones e Determinar el valor desconocido en una
matematicas que representan cantidades expresion numérica.
dadas. e Utilizar letras para representar cantidades
e I[dentificar y sustituir el nimero que falta en variables.
una tabla o en una expresion matematica. o Plantear y resolver problemas a partir de una
e Plantear y resolver problemas a partir de situacion dada.

una situacion dada.

Fuente: MEP (2012)
De acuerdo con lo anterior, los estudiantes de cuarto nivel tendrian como perfil de
salida lo descrito en la columna de la izquierda, mientras que los de séptimo nivel lo de la

columna de la derecha.

4.3 Diseiio de recogida de informacion
Para recoger toda la informacion, se aplicé el mismo cuestionario en los dos niveles
educativos el mismo dia. El cuestionario consta de 4 paginas y los estudiantes lo resolvian

de manera individual. Se iba entregando hoja por hoja a los estudiantes, es decir, cuando
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un estudiante terminaba de contestar las preguntas de la primer hoja se le entregaba la

segunda y asi sucesivamente.

4.4 Instrumentos de recogida de informacion
El mismo consta de un problema que involucra la relacion funcional f(x) = 4x (ver
Figura 9).

Figura 9: Problema del cuestionario aplicado

|Alquiler de mesas y sillas
El papa de Esteban desea comprar sillas y mesas para hacer un negocio de alquiler. Segin
los célculos debe comprar 4 sillas por cada mesa cuadrada pequefia que compre.

A partir del contexto se solicita al estudiante que complete algunas tablas con
valores cercanos (1,2 3,4, 5,6,7, 8,9y 10 mesas) y lejanos (15, 16, 20 y 1000 mesas),
tanto directamente como inversamente (se pregunta por 100, 160 y 400 sillas). También se
pregunta sobre la relacion en su representacion natural, algebraica y grafica de la relacion.

(Ver el cuestionario en el Anexo 1).

4.5 Recogida de informacion

El cuestionario fue aplicado por el investigador el dia 28 de marzo de 2019 de 7:30
am a 8:50 am en el grupo de séptimo afio; y de 12:20 pm a 13:40 pm al grupo de cuarto afio
(Ver Figura 10). Los docentes de cada grupo no participaron en la clase cuando se aplico el

mismo.

Figura 10: Aplicacion del cuestionario

Se aclararon dudas puntuales a los estudiantes participantes sin orientar las

respuestas. La aplicacion de los cuestionarios dur6 alrededor de una hora y veinte minutos.
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Se conto con el permiso de los padres de familia de cada estudiante para la grabacion de
video y toma de fotografias.

La aplicacion del cuestionario se grabo con dos camaras, sin embargo para los
efectos del TFM no se utilizaran las grabaciones.

La sesion se organizé en dos partes. En la primer parte, el investigador leyo el
contexto del problema y luego los estudiantes respondieron las preguntas de cada pagina
entregada de forma individual. En la segunda parte se realiz6 un puesta en comtin con todo
el grupo con la mediacion del investigador. En esta parte los estudiantes explicaban la
forma en que resolvieron cada pregunta. Debido al tiempo y de gestion de la cantidad de
informacion, los datos de esta segunda parte tampoco se considerd para el andlisis de la
informacion.

Para que la presencia del investigador no creara un sesgo de la informacion que se
iba a obtener de los estudiantes, el autor de este TFM aplico otro cuestionario previamente
con los mismos grupos. Esta sesion también se grabo con dos camaras, con el objetivo de
que la presencia de las camaras afectara lo minimo en el desarrollo normal de la clase.

Los datos analizados son las respuestas a cada una de las preguntas del cuestionario.

4.6 Categorias para el andlisis de datos

Las categorias para el analisis de datos se establecieron a priori, con base a Brenner
et al (1997); Brizuela, Blanton, Gardiner, Newman-Owens y Sawrey (2015); Brizuela,
Blanton, Sawrey, Newman-Owens y Gardiner, (2015); Kiichemann (1981); Smith (2008),
Stacey (1989), Radford (2003) y Vergel (2015).

Sin embargo como lo establece Martinez (2006), “al reflexionar y concentrarse en la
informacion, en esa contemplacion, iran apareciendo en nuestra mente las categorias o las
expresiones que mejor las describen...”(p.140), por esta razén surgieron las categorias para
analizar la representacion grafica y el curriculo.

Por lo anterior, las categorias y los respectivos valores para el andlisis de los datos

son:
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Tabla 7: Categorias para el analisis de los datos

Categorias Valores de la categoria
t
Resultados Correcta
Incorrecta
N li
Formas de o generaliza
R Cercana
Generalizacion .
Lejana
No generaliza
Tipo de Factual
Generalizacion Contextual
Simbdlica-Algebraica
Natural

Simbolico numérico
Simbolico algebraico
Sistemas de Pictérico
representacion Miultiples

Grafico numérico
Grafico estadistico

4.6.1 Resultados

Se analizan las respuestas de las preguntas numéricas, es decir, de aquellas donde se
solicita una imagen o preimagen o ambas. Esto se hace en las preguntas 1, 2 y 5 del
cuestionario. Se establece como correcta si el estudiante escribe el valor esperado e

incorrecta en cualquier otro caso.

4.6.2 Categoria Formas de Generalizacion

A partir de los elementos tedricos sobre la generalizacion, de acuerdo con Stacey
(1989) se considera que existe generalizacion cercana al analizar las respuestas del
estudiante en la pregunta 1 del cuestionario, donde la misma plantea completar una tabla si
se tuvieran que comprar 1, 2, 3,4, 5, 6, 7y 10 mesas. Por otro lado, se considera que el
estudiante manifiesta generalizacion lejana, al analizar las respuestas de la pregunta 5 del
cuestionario, que busca completar una tabla si se tuvieran que comprar 8, 9, 15,20 y 1000
mesas; y si se tuvieran que comprar 100, 160 y 400 sillas. Un ejemplo de un estudiante que

manifiesta generalizacion cercana mas no la lejana es la que se muestra en la Figura 11.
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Figura 11: Estudiante manifiesta generalizacion cercana pero no lejada

4.6.3 Categoria Tipo de Generalizacion

Para determinar si existe generalizacion factual y contextual se analizan los
cuestionarios por completo, sin embargo las respuestas a la pregunta 4 del cuestionario da
informacion para categorizar estos tipos de categorizacion. Por ejemplo, al dar como
respuesta solo la palabra “multiplicando” se tomara como generalizacion factual
(considerando las respuestas a las demads preguntas), ya que a pesar de que la relacion
funcional presente en el problema es una multiplicacion, el estudiante no alcanza nivel de la
enunciacion (Vergel, 2015). Sin embargo, la respuesta “multiplicando por cuatro” o
semejantes se tomara como generalizacion contextual, ya que dicha frase es clave y es una
descripcion del término general (Vergel, 2015). Algunos ejemplos se muestran en las

Figura 12, Figura 13 y Figura 14.

Figura 12: Estudiante que manifiesta generalizacion factual

Figura 13: Estudiante que manifiesta generalizacion contextual
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Figura 14: Estudiante que no manifiesta ni generalizacion factual ni contextual

Por ultimo, para conocer si un estudiante logra la generalizacién simbolica-
algebraica se analiza las respuestas de todo el cuestionario, principalmente de los dos
ultimos items de la pregunta 5, donde se solicita la imagen de M y la preimagen de X. En la
Figura 15 se muestra las respuestas de un estudiante que logra la generalizacion algebrico-
simbdlica.

Figura 15: Estudiante que manifiesta generalizacion algebraico-simbolica

4.6.4 Categoria de Sistema de representacion

Como se detalld en el marco tedrico, una relacion funcional se puede representar de
diferentes maneras, a partir de esto se crean las categorias detalladas en la Tabla 8. Para el
analisis de los datos se considerara el uso o no de las siguientes representaciones por parte
de los estudiantes si cumplen las condiciones dadas.
4.6.4.1 Natural: Se considera que un estudiante representa la relacion funcional de forma
natural, principalmente al mostrar alguna evidencia de la relacion en la pregunta 4 del
cuestionario, que dice: ;como sabe el papa de Esteban cual es la cantidad de sillas a

comprar si €l conoce el nimero de mesas?. Un ejemplo se puede ver en la Figura 16.

Figura 16: Representacion natural de la relacion dada por un estudiante
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4.6.4.2 Simbdlica-numérico: Se considera que un estudiante utiliza esta representacion al
utilizar nimeros y operaciones para calcular el nimero de sillas o mesas solicitado en los
diferentes items. Particularmente, en la pregunta 1 en la segunda columna se solicita que se
complete con la operacion para calcular el nimero de sillas, como se observa en la
siguiente figura:

Figura 17: Representacion simbolica-numérica para expresar la relacion

15 C9mplete la tabla con el nimero de sillas que se tienen que comprar de acu
cantidad de mesas. Agregue en la segunda col que operaci6 3
numero de sillas

Nimero de Mesas

4.6.4.3 Simbodlica-algebraico: Se considerara el uso de esta representacion al responder
correctamente los dos ultimos items de la pregunta 5 donde se cuestiona sobre la cantidad
de sillas a comprar para una cantidad M de mesas y la cantidad de mesas a comprar para
una cantidad X de sillas. También se considera otras preguntas del cuestionario.

4.6.4.4 Pictorica: Se considera la utilizacion de este tipo de representacion si en el
cuestionario se encuentra algin dibujo como el que se muestra en la Figura 18.

Figura 18: Representacion pictorica dada por un estudiante
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4.6.4.5 Multiples: Se considera la utilizacion de este tipo de representacion si en una misma
pregunta del cuestionario, el estudiante utiliza mas de una representacion descrita
anteriormente. En la Figura 19 se muestra un ejemplo de uso de representaciones multiples.

Figura 19: Uso de la representacion multiple dada por un estudiante

4.6.4.6 Griéfica

En el cuestionario se planteaba una pregunta sobre la representacion grafica de la relacion
funcional presente en el problema. Siguiendo con lo que plantea Brenner et al (1997) sobre
las difententes formas de expresar una grafica; y al obtener una diversidad de respuestas en

ambos niveles educativos, para analizar esta representacion se crearon dos valores:
4.6.4.6.1 Grafico numérico: Se considera que se utiliza este tipo de representacion cuando

utilizan los nimeros como elemento grafico, como se muestra en la Figura 20.

Figura 20: Representacion grafica utilizando nimeros
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4.6.4.6.2 Grafico estadistico: Se considera que se utiliza este tipo de representacion cuando
utilizan alglin elemento de la estadistica (como graficos de barras) como elemento gréfico.
Un ejemplo se muestra en la Figura 21.

Figura 21: Representacion grafica utilizando elementos de estadistica
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Capitulo 5. Analisis de datos y resultados

Una vez aplicado el instrumento de recogida de datos, se organizo la informacion. A
cada cuestionario se le asignd un cédigo segun el nivel escolar en que se encuentre, es
decir, a los de cuarto nivel se les asigné codigos: 4-1, 4-2, ..., 4-24 y 4-25; mientras que los
codigos de los alumnos de séptimo nivel son: 7-1, 7-2, ..., 7-15, 7-16. El orden es de
acuerdo a la primer letra del nombre de los estudiantes.

Las preguntas del cuestionario se codificaron de la siguiente manera:

Tabla 8: Explicacion de cada pregunta del cuestionario y su cddigo respectivo para el

analisis
Pregunta Objetivo de la pregunta Cadigo Explicacion del cédigo
1 Se solicita completar una tabla 1.1,1.2,1.3, 1.4, El valor después del punto
si se tuvieran que comprar 1,2, 1.5,1.6,1.7,1.10 hace referencia a la cantidad
3,4,5,6,7y 10 mesas. de mesas que se dan.
2 Se solicita completar una tabla 2.ay2.b.

con dos valores inventados por
los estudiantes.
3 Pregunta abierta sobre 3
caracteristicas de los numeros
de la tercer columna de la
pregunta 1.
4 Pregunta abierta sobre la 4
generalizacion en palabras de la
relacion funcional.
Se solicita completar una tabla 5.8,59,5.15, El valor después del punto

si se tuvieran que comprar 8, 9, 5.20, 5.1000 hace referencia a la cantidad
15, 20 y 1000 mesas. de mesas que se dan.
5 Se solicita completar una tabla 5.100.inv, El valor después del punto
si se tuvieran que comprar 100, 5.160.inv, hace referencia a la cantidad
160 y 400 sillas. 5.400.inv de sillas que se dan (Relacion
inversa)
Se solicita completar una tabla 5.M, 5.X.inv
si se tuvieran que comprar M
mesas y X sillas.
6 Pregunta sobre la 6
representacion grafica de la
relacion funcional
7 Pregunta abierta sobre la 7
explicacion de la construccion
del grafico.

Fuente: propia de la investigacion
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5.1 Analisis de resultados por pregunta

Primero se hard un andlisis cuantitativo comparando las respuestas correctas en los
nifios de cuarto nivel y en los jovenes de séptimo nivel. Para esto se analizaran las
preguntas 1, 2 y 5 que tratan de la biisqueda de imagenes y preiméagenes de la relacion
funcional. Los resultados se resumen en la Tabla 10.

Tabla 9: Cantidad de estudiantes (y porcentaje) con respuestas correctas en las preguntas

1,2y5
Cédigo de pregunta Cuarto nivel Séptimo nivel

1.1 24 (96%) 16 (100%)
1.2 24 (96%) 16 (100%)

1.3 24 (96%) 16 (100%)
1.4 24 (96%) 16 (100%)
1.5 24 (96%) 16 (100%)
1.6 24 (96%) 16 (100%)
1.7 23 (92%) 15 (93,7%)
1.10 20 (80%) 16 (100%)
2.a 22 (88%) 15 (93,7%)
2.b 22 (88%) 15 (93,7%)
5.8 17 (68%) 15 (93,7%)
5.9 17 (68%) 15 (93,7%)
5.15 16 (64%) 13 (81,3%)
5.16 18 (72%) 13 (81,3%)
5.20 18 (72%) 14 (87,5%)
5.100.inv 15 (60%) 12 (75%)
5.160.inv 11 (44%) 13 (81,3%)
5.400.inv 18 (72%) 13 (81,3%)
5.1000 16 (64%) 14 (87,5%)

Fuente: propia de la investigacion
Como se puede observar, en todas las preguntas el grupo de mayor edad tuvo un
porcentaje mayor de respuestas correctas. Donde se nota la mayor diferencia de respuestas
correctas entre las dos poblaciones es en las preguntas de relacion inversa. Llama la

atencion la gran cantidad de respuestas correctas en ambas muestras.

5.2 Analisis de la forma de generalizacidn

Para analizar la categoria forma de generalizacion de los estudiantes en el problema
planteado se establecieron los valores: no generaliza, generalizacion cercana y lejana.
Solamente el estudiante 4-10 no logro generalizar por completo. Las respuestas a las

preguntas 1,4y 5 de este estudiante se muestran en la Figura 22.
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Figura 22: Respuestas de la estudiante 4-10 a las preguntas 1,4 y 5.

Como se puede observar, este alumno supone que la cantidad de sillas necesarias es
el doble de la cantidad de mesas. Sin embargo, ese mismo patrén no lo utiliza en las
preguntas de relacion inversa (5.100.inv, 5.160.inv, 5.400.inv), inclusive para estas
respuestas no se logra entender cudl fue el patron utilizado para colocar 10, 60 y 40 como
respuesta.

Para realizar el conteo de la cantidad de estudiantes que lograron cada tipo de
generalizacion, es importante recalcar que todos los estudiantes que lograron la
generalizacion lejana, también lograron la cercana, por lo que en la Tabla 11 se muestra la
cantidad de estudiantes que manifiesta cada una de las generalizaciones, segun el nivel
escolar.

Tabla 10: Cantidad de estudiantes (y porcentaje) que manifiestan alguna forma de
generalizacion por nivel educativo

Cuarto nivel Séptimo nivel
No logro generalizar 1 (4%) 0 (0%)
Cercana 24 (96%) 16 (100%)
Lejana 17 (68%) 14 (87 ,5%)

Fuente: propia de la investigacion
Como se puede observar el 96% de los estudiantes de cuarto nivel manifiestan

generalizacion cercana, mientras que en el caso de los estudiantes de séptimo nivel es el
100%.
Al analizar la generalizacion lejana los porcentajes disminuyen, principalmente en

cuarto nivel donde el 68% de los estudiantes lo manifiestan, mientras que en séptimo nivel
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14 de los 16 estudiantes lo logran. Un ejemplo de un estudiante que logra la generalizacion
cercana pero no lejana se puede ver en la Figura 23.

Figura 23: Respuesta del estudiante 7-4 a las preguntas 1,4y 5

En el caso del estudiante 7-4, se puede evidenciar claramente que manifiesta una

generalizacion cercana, ya que puede lograr dar respuesta a la pregunta 1 del problema
donde se plantean valores pequefios de la preimagen. Inclusive la respuesta de la pregunta
4, también la plantea para casos cercanos: “...porque por cada mesa cuadrada entran 4
sillas, si son 2 mesas se suman 4 sillas mas que serian 8 en total”. Posteriormente, al
averiguar las imagenes de 8 y 9 si las tiene correctas, sin embargo, cuando la preimagen es
un poco mas grande, no lo logra. Inclusive dejo sin responder el caso de que la cantidad de
mesas sea 1000.

En el caso del cuarto nivel hay siete estudiantes con esta misma condicion (lograron
la generalizacion cercana pero no la lejana) y en séptimo solo dos estudiantes estan en esta

condicion.

5.2 Analisis de los tipos de generalizacion
Para analizar el tipo de generalizacion de los estudiantes en el problema planteado
se establecieron las categorias: no generaliza, factual, contextual y simbolico-algebraico.
En la siguiente tabla se muestra con detalle el tipo de generalizacion que logro cada

estudiante de cuarto nivel.
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Tabla 11: Tipo de generalizacion lograda por los estudiantes de cuarto nivel

Tipos de generalizacion
Estudiante No generaliza Factual Contextual Simbdlico algebraico

4-1 v

4-2 v

4-3 v

4-4 v

4-5 v

4-6 v

4-7 v

4-8 v

4-9 v

4-10 v

4-11

4-12

RN ANIEN

4-13
4-14 v

4-15 v

4-16 v

4-17

4-18

4-19

ANIENIENIEN

4-20

4-21 v

4-22

ENIEN

4-23

424 v

4-25 v

Fuente: propia de la investigacion
Como se puede observar en la Tabla 12, hay 12 estudiantes de este nivel que no

logran ningtn de los tipos de generalizacion de esta categoria de analisis, esto representa
casi el 50% de la muestra. El segundo tipo mas evidenciado por los estudiantes de este
nivel esla generalizacién contextual con un 40% de los estudiantes y por tltimo la factual
con un 12%. Esto Ultimo hace indicar que los estudiantes que logran generalizar en este
nivel, lo hacen a través de frases clave que describen la relacion funcional (Vergel, 2015).
En las Figuras 24, Figura 25 y Figura 26 se muestran evidencias de cada uno de los tres

tipos de generalizacion para este nivel.
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Figura 24: Evidencia de que el estudiante 4-10 no logra generalizar

El caso del estudiante 4-10 es interesante, pues al escribir “multiplicando” parece
que podria evidenciar generalizacion factual, sin embargo, al revisar las otras preguntas del
cuestionario (ver Figura 22), se puede deducir que este estudiante no logra generalizar.
Caso contrario sucede con el estudiante 4-15 que al contestar la misma pregunta, respondio:
“multiplicando las mesas” (Ver Figura 25). Esta frase junto con las respuestas de las demas

preguntas permite deducir que este estudiante logra generalizar a través de esta frase clave.

Figura 25: Evidencia de generalizacion factual del estudiante 4-15.

Al mismo tiempo, un ejemplo de los que evidencian generalizacion contextual es el
estudiante 4-3, que en la Figura 26, se puede observar en su respuesta que tiene claro que
para obtener el nimero de sillas total, es necesario multiplicar por cuatro el nimero de

mesas.

Figura 26: Evidencia de generalizacion contextual del estudiante 4-3.

Por otro lado, en la Tabla 13 se muestran el tipo de generalizacion de esta categoria

pero ahora de los estudiantes de séptimo nivel.
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Tabla 12: Tipo de generalizacion lograda por los estudiantes de séptimo nivel

Tipos de generalizacion
Estudiante No generaliza Factual Contextual Simbdlico algebraico

7-1 v
7-2 v
7-3
7-4 v
7-5
7-6
7-7
7-8
7-9 v
7-10
7-11 v
7-12 v
7-13
7-14
7-15
7-16
Fuente: propia de la investigacion

<
AN

ENENIENIEN

<
AN

ENENIENIEN

En esta tabla se puede visualizar que s6lo hay dos estudiantes que logran la
generalizacion simbolico-algebraica y estos también logran la contextual. Luego, cinco
estudiantes no lograron generalizar (equivalente a un 31,25%) y el doble de estos lograron
la generalizacion contextual, es decir un 62,5%. Solamente un estudiante mostrd una
generalizacion factual.

A continuacion se presenta una relacion entre la forma de Generalizacion y el tipo
de Generalizacion. Es interesante que todos los estudiantes de cuarto nivel que
manifestaron la generalizacion factual o contextual, son parte del subcojunto de los que
presentaron la combinacion cercana-lejana. Es decir, los 3 estudiantes de cuarto nivel que
lograron la generalizacion factual (Ver Tabla 12), son parte de los 17 que lograron la lejana
y estos a la vez son parte de los 24 que lograron la cercana (Ver Tabla 11). Lo mismo

sucede con la generalizacion contextual. En las Figura 27 se visualiza mejor esta relacion.
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Figura 27: Relacion entre la forma y los tipos de generalizacion utilizados por los

estudiantes de cuarto nivel

Gen. Cercana(24)

Gen. Lejana (17)

Gen. Factual (3)

Gen. Contextual (10)

El estudiante que no utiliz6 ninguna forma de generalizacion tampoco utiliz6 algun
tipo de generalizacion.

En séptimo afio también sucede algo parecido, es decir, los estudiantes que logran
generalizar del tipo factual, contextual o simbdlico-algebraico son parte de los que
manifestaron la generalizacion cercana-lejana. En la Figura 28 se muestra mejor esta
relacion.

Figura 28: Relacion entre la forma y los tipos de generalizacion utilizados por los

estudiantes de séptimo nivel

en. Cercana (16,
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Lo anterior, muestra que los estudiantes que logran generalizar de forma factual,

contextual o algebraica logran también la generalizacion lejana y cercana.

5.4 Analisis de sistemas de representacion

Para analizar los sistemas de representacion se tienen las siguientes categorias:
natural, simbolico numérico, simbolico algebraico, pictdrico, multiple y grafica. En las
siguiente tabla se resumen los diferentes sistemas de representacion utilizados por los
estudiantes de cuarto nivel.

Tabla 13: Sistemas de representacion utilizados por los estudiantes de cuarto nivel

Sistema de representacion

Estudiante Natural Simbolico  Simbolico Pictorico Multiple Grafica
numérico algebraico
4-1 v v v
4-2 v
4-3 v v v
4-4 v v v
4-5
4-6 v v v
4-7 v v
4-8 v v v
4-9 v v v
4-10 v v v
4-11 N4 v v
4-12 N4 v
4-13 v v v v
4-14 4
4-15 v v v
4-16 v v v
4-17
4-18
4-19 v v
4-20 v v
4-21 N4 v v
4-22 v
4-23 v v
4-24 N4 v
4-25 v v v

Fuente: propia de la investigacion

Los datos de la tabla anterior se resumen a continuacion.
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Tabla 14: Cantidad de estudiantes (y porcentaje) de cuarto nivel que utilizaron los tipos de

representaciones.

Sistema de representacion

Natural Simbdlico Simbolico Pictoérico Multiple Grafica
numeérico algebraico
16 (64%) 16 (64%) 0 (0%) 11 (44%) 1 (4%) 11 (44%)

Fuente: propia de la investigacion

De acuerdo con la informacién anterior, es evidente que las representaciones natural
y simbolico numérico son las mas utilizadas por parte de los estudiantes de cuarto nivel.
Esto coincide con Pinto (2015) que establece que la mayoria de los estudiantes de tercer
grado investigados en su trabajo, utilizan estas dos representaciones también.

En esta misma tabla, se puede observar que hay once estudiantes que utilizan las
representaciones pictoricas y graficas. Luego, le sigue la multiple y por tltimo, ningin
estudiante de este nivel utiliza la representacion simbdlico algebraica.

Algunas representaciones pictoricas realizadas por los estudiantes de este nivel son
muy interesantes, ya que presentan la relacion funcional de formas muy creativas, como se
muestra en la siguiente figura.

Figura 29: Representaciones pictoricas de los estudiantes 4-6 y 4-24

Como se puede observar, el estudiante 4-6 coloco los valores de las preimagénes en

el eje Y y las imagenes en el eje X, pero no hizo ninguna relacion con ellas.

La representacion del estudiante 4-24 es sumamente elaborada. El hace una relacién
entre preimagen-imagen a través de un “intermediario” que son las casillas 1,2 3,4y 5 que
coloca tanto en el nimero de sillas como en el nimero de mesas, es decir, en el caso de las
mesas el 4 va con 7, entonces en el caso de las sillas, el 2 va con la imagen del 7 que es 28.

Como se puede ver, esta representacion es bastante elaborada y creativa.
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Hay tres estudiantes (4-5, 4-17 y 4-18) que no utilizan ningun tipo de representacion
para expresar la relacion funcional presente en el problema. Sin embargo, al analizar el tipo
de generalizacion que presentan estos estudiantes, se observa que dos evidencian una
generalizacion cercana (4-5 y 4-18) y el otro (4-17) presenta una generalizacion lejana. Esto
significa que estos estudiantes pudieron lograr un grado de generalizacidon pero no tienen
las herramientas suficientes para poder representar la relacion que existe en esa
generalizacion.

En la Figura 30 y Figura 31 se muestra las respuestas del estudiante 4-17 al solicitar

que represente la relacion en su forma natural y gréfica.

Figura 30: Respuesta de estudiante 4-17 sobre la representacion natural

Figura 31: Respuesta de estudiante 4-17 sobre la representacion grafica

Como se puede observar dicho estudiante no logra representar la relacion
graficamente y naturalmente, sin embargo en la Figura 32 se puede ver como este

estudiante si logra calcular las preimagenes e imagenes de la relacion funcional.
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Figura 32: Respuesta de estudiante 4-17 a las Preguntas 1 y 5 del cuestionario

Al mismo tiempo, en la Tabla 14 también se puede observar que un poco menos de

la mitad de los estudiantes utilizan tres representaciones para expresar la relacion funcional
y s6lo un alumno utiliza cuatro representaciones.

Asi mismo, los estudiantes de séptimo nivel utilizan las diferentes representaciones
como se muestra en la Tabla 16.

Tabla 15: Sistemas de representacion utilizados por los estudiantes de séptimo nivel

Sistema de representacion
Estudiante = Natural Simbodlico  Simbolico Pictorico Multiple Grafica
numérico algebraico

7-1 v v
7-2 v v
7-3 v
7-4
7-5
7-6
7-7
7-8
7-9
7-10
7-11
7-12
7-13
7-14
7-15
7-16
Fuente: propia de la investigacion
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Tabla 16: Cantidad de estudiantes (y porcentaje) de séptimo nivel que utilizaron los tipos de

representaciones.

Sistema de representacion

Natural Simbdlico Simbolico Pictoérico Multiple Grafica
numeérico algebraico
13 (81,25%)  15(93,75%) 2 (12,5%) 5(31,25%) 1 (6,25%) 14 (87,5%)

Fuente: propia de la investigacion

Como se puede observar, las representaciones mas utilizadas por los estudiantes de
este nivel son la natural, simbolica numérica y grafica. Luego, con una marcada diferencia,
la representacion pictorica es utilizada solo por cinco personas, la representacion simbolica
algebraica por dos y por ultimo solo un estudiante utiliza la representacion multiple.

Con base a la Tabla 16 se puede ver que en este nivel todos los estudiantes
utilizaron al menos dos representaciones, la mayoria utiliz6 tres representaciones y la
tripleta mas utilizada es Natural-Simbodlico Numérico-Grafica. Estas tres representaciones
son las mas utilizadas por esta poblacion.

En particular, los estudiantes 7-3 y 7-10 son los que utilizan la representacion
algebraica, que para Merino, Cafiadas y Molina (2013), es la de mayor grado de
abstraccion. En la Figura 33 y Figura 34 se encuentran las respuestas donde se evidencia la
utilizacion de este tipo de representacion en distintas preguntas del cuestionario.

Figura 33: Evidencia de la representacion algebraica del estudiante 7-3
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Figura 34: Evidencia de la representacion algebraica del estudiante 7-10

Conviene subrayar las cinco representaciones utilizadas por el estudiante 7-14. La
unica representacion que no utilizo fue la simbolico algebraica. Este alumno al graficar la
relacion funcional, utilizo también un elemento pictorico (el ancho de las barras las
considera como la cantidad de mesas) como se muestra en la Figura 35.

Figura 35: Representacion grafica, pictorica y multiple del estudiante 7-14

La diversidad de respuestas obtenidas al consultar sobre la representacion grafica de
la relacion funcional, como la mostrada en la figura anterior, fue lo que originé la creacion
de una categoria de analisis dedicada s6lo a las respuestas dadas por los estudiantes al

indicarles que dibujaran la relacion funcional.

5.5 Analisis de la representacion grafica

Como ya se indicd en la Tabla 15, en cuarto nivel 11 estudiantes utilizaron la
representacion grafica y en la Tabla 17 se muestra que 14 estudiantes de séptimo nivel
utilizaron este tipo de representacion. En ambos niveles educativos esta fue una de las
representaciones mas utilizadas por los estudiantes y debido a la variedad y riqueza de las
respuestas fue necesario la creacion de esta variable de anélisis.

Para valorar que un estudiante realiz6 una representacion grafica se considera lo que

plantea Brenner et al (1997), con respecto a los elementos minimos que debe contener una
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representacion para considerarla como gréfica: que se representen los ejes con intervalos
escalonados y que se visualice de alguna manera la relacion lineal presente en el problema.
En la Figura 36 se muestran algunos ejemplos de estudiantes cuyo dibujo no se
puede considerar como una representacion grafica.
Figura 36: Respuestas de los estudiantes 7-1, 4-12, 4-21 y 4-25 a la pregunta sobre la

representacion grafica de la relacion
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Como se observa en los diferentes dibujos, el estudiante 7-1 solo realiz6 tres barras

verticales una mas pequefia que la otra, indicando segun sus propias palabras “las sillas que

se van perdiendo”, aspecto que no tiene sentido en la representacion grafica de la relacion

funcional.
El estudiante 4-12 coloca el 1 en una fila, luego el 1 y 2 en una fila de abajo y asi

sucesivamente hasta enumerar los nimeros del 1 al 6. Los numeros de la izquierda hace

referencia a las preiméagenes de la Pregunta 1 del cuestionario. Incluso el estudiante no

explica el grafico que realizo. Lo anterior no guarda relacion con la funcion f(x) = 4x.
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El estudiante 4-21 dibujo un cuadrado en la primer fila, en la segunda traslada ese
cuadrado una unidad a la derecha y dibuja otro a la par y asi sucesivamente hasta dibujar
siete cuadrados en una fila en la parte superior. Este dibujo no se puede tomar como una
representacion grafica ya que no relaciona preimagenes con imagenes. El estudiante no
logra describir el dibujo que realizo.

El dibujo realizado por el estudiante 4-25 a pesar de que parece a una de las graficas
descritas en la Figura 8, que se pueden considerar como una representacion grafica de la
funcion, sin embargo al analizar lo que dibuj6 el estudiante y comparandolo con las
respuestas del estudiante a la pregunta 5 (ver Figura 37), se observa que lo que hizo el
alumno fue colocar las preimagenes en el eje X y las imagenes en el eje Y y hacer
cuadrados relacionando una con una pero sin considerar ni escalas ni orden de preimagenes
e imagenes.

Figura 37: Respuestas del estudiante 4-25 a la pregunta 5 del cuestionario

Nimero de Mesas Nimero de sillas
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El mismo estudiante al describir lo que realizo6 indica “...lo acomodé por su
resultado”. Se puede visualizar en la Figura 36 donde el estudiante coloca la preimagen 1.
Por lo anterior, el estudiante no grafica la relacion funcional. Por esta razon no se puede
considerar como una representacion grafica.

Al analizar las respuestas de los estudiantes que si se consideran como una gréfica,
se observo que los mismos hace uso de diferentes conocimientos previos. Por esta razon, el
sistema de representacion grafico se dividio en grafico numérica y grafico estadistica. En la

Tabla 18 se muestran los estudiantes cada una de estas categorias.
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Tabla 17: Estudiantes por nivel que utilizaron la representacion grafico numérica y grafico

estadistica.
Cuarto nivel Séptimo nivel
Grafico numérica 4-3,4-8, 4-9
Grafico estadistica 4-2,4-4,4-7,4-11, 4-15, 7-2,7-3,7-4,7-5,7-6,7-7,
4-16, 4-20, 4-23 7-8,7-10, 7-11, 7-12, 7-13, 7-

14, 7-15,7-16

Fuente: propia de la investigacion
De las representaciones graficas, solo tres estudiantes utilizaron la representacion
desde lo numérico, todos estos de cuarto nivel. El resto de estudiantes (ocho de cuarto y
catorce de séptimo nivel) utilizaron como herramienta algunos conocimientos previos de la
construccion de graficos estadisticos. Ademas se puede observar que la unica categoria
utilizada por los estudiantes de séptimo nivel fue desde lo estadistico. En la siguiente figura

se muestran las representaciones graficas desde lo numérico.

Figura 38: Representacion grafico numérico de los estudiantes 4-3, 4-8 y 4-9

La gréfica del estudiante 4-3 relaciona el 4 conel 1, el 8 conel 2 y asi

sucesivamente, colocando los nimeros de los ejes de forma descendente. Lo mismo
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realizan los estudiantes 4-8 y 4-9, solamente que estos colocan los niumeros del eje X
descendentemente y los del eje Y de forma ascendente, por lo que se visualiza una relacion
decreciente en lugar de creciente. La colocacion y uso de los nimeros de ambos ejes es
fundamental para considerarlo como representacion grafica, por esta razon los dibujos
realizados se consideran como graficas.

Un contraejemplo de lo anterior, es la respuesta del estudiante 4-14 (Ver Figura 39),
donde el dibujo es muy parecido al de los estudiantes 4-8 y 4-9, sin embargo, este
estudiante colocd los nimeros de forma descendente, asi como lo indica en su respuesta
“’yo solo puse los numeros de mayor a menor”, es decir que este estudiante no esta
relacionando el 1 con el 4, el 2 con el 8 y asi sucesivamente, sino simplemente ordenando
un conjunto de nimeros (imagenes) y que al tener un sistema de coordenadas los ordena
tanto de izquierda a derecha como de arriba para abajo. Por lo anterior, el dibujo del
estudiante 4-14 se considera como una representacion pictorica, pero no grafica.

Figura 39: Respuesta del estudiante 4-14 a las preguntas 6 y 7 del cuestionario

Nimero de sillas

Numero de Mesas cuadradas pequenas
7. Explica aqui el grifico que has construido
[J") /'f/,l/// 2R o) mu
Veamos ahora algunas representaciones graficas desde lo estadistico. En la Figura
40 se muestran algunos ejemplos representativos, sin embargo en el Anexo 2 y Anexo se

puede visualizar todas las respuestas de los estudiantes a la pregunta 6 del cuestionario.
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Figura 40: Representacion grafica desde lo estadistico de los estudiantes 4-4, 4-11, 7-3 y
7-10

Los estudiantes 4-11 y 7-10 al describir como realizaron el grafico construido,

agregan en sus respuestas que el dibujo corresponde a un gréafico de barras, esto indica
claramente el uso de lenguaje estadistico en sus respuestas. Es destacable el uso de la escala
del eje Y en el estudiante 7-10.

Por otro lado, el estudiante 4-4 dibuja barras verticales de tamafio diferente,
dependiendo del resultado de la multiplicacién y no coloca los valores de la preimagen. Sin
embargo, es muy claro el uso de graficos estadisticos para realizar dicha representacion.

Por ultimo, el estudiante 7-3 hace unas barras a escala y con todo el detalle,
colocando las preimagenes e imagenes, asi como toda una explicacion sobre la relacion
entre el nimero de mesas y sillas con un ejemplo directo (“6 mesas X 4 sillas =24 sillas™) e
inclusive hace un ejemplo inverso (12 sillas + 4=3 mesas”). Toda esto demuestra una

clara idea de la relacion funcional presente en la tarea.
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5.6 Comparaciéon de ambas muestras

Los estudiantes de los niveles de cuarto y séptimo presentan ciertas coincidencias y
diferencias, que se mostraran en este apartado. Se dividird en 4 partes: desde la
generalizacion, desde las representaciones, desde la representacion grafica y desde lo que
plantea el curriculo de Costa Rica

5.6.1. Desde la generalizacién

En la Tabla 11 se muestran los valores absolutos de la cantidad de estudiantes que
utilizan las diferentes tipos de generalizacion. Estos valores dan una idea de las diferencias
de como generalizan los estudiantes de cuarto y séptimo nivel, sin embargo en el Grafico 1
se pueden visualizar las diferencias con valores relativos.

Grafico 1: Porcentaje de estudiantes que utilizan alguna forma de generalizacion de cuarto
y séptimo nivel
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Grafico 2: Porcentaje de estudiantes que utilizan algun tipo de generalizacion de cuarto y
séptimo nivel
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Como se puede observar en el Grafico 1 y Grafico 2, en casi todos los tipos de
generalizacion el porcentaje de estudiantes de séptimo afio es mayor a los de cuarto nivel..
El nico porcentaje que los nifios superan a los jovenes es la generalizacion factual, sin
embargo, este tipo de generalizacion es cuando no se alcanza un nivel de enunciacion.

La diferencia entre la cantidad de estudiantes que lograron la generalizacion lejana
con respecto a los que lograron la cercana, es muy pequeiia en séptimo afio (solo un
12,5%), sin embargo en cuarto nivel, esa diferencia es mayor, un 28%.

Por otro lado, la generalizacion simbolica algebraica ningun estudiante del nivel
menor la logro realizar, mientras que el 12,5% de los estudiante del otro nivel si la
realizaron, siendo este tipo de generalizacion la que requiere mayor grado de abstraccion,

segiin Merino, Canadas y Molina (2013).

5.6.2. Desde la representaciones

En las Tabla 14 y Tabla 16 se muestran las representaciones utilizadas por cada uno
de los estudiantes de cuarto y séptimo nivel. En el Grafico 2 se muestran los datos
resumidos de estas tablas, de acuerdo a la cantidad de representaciones utilizadas por los
estudiantes de ambos niveles educativos.

Grafico 3: Porcentaje de estudiantes que utilizan diferente cantidad de representaciones
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Porcentaje de estudiantes
8
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Fuente: propia de la investigacion
Aqui se puede notar que la cantidad de representaciones mas utilizada por ambos
grupos de estudiantes es tres, el 48% de los nifios utilizan estas tres representaciones en
comparacion con un 68,7% de los adolescentes. Ademads, se puede observar los estudiantes

de cuarto nivel tienen un mayor porcentaje cuando utilizan ninguna, una o dos
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representaciones, mientras que cuando se utilizan tres, cuatro o cinco representaciones, la
cantidad de estudiantes de sétimo nivel estan por encima que los nifios.

La tripletas de representaciones mas utilizadas por los alumnos de cuarto afio fue
Natural-Simbolico numérico-Grafica y Natural-Simbélico numérico-Pictdérico donde cinco
estudiantes utilizaron cada una de estas tripletas, mientras que en séptimo afio fue la
Natural-Simbolico numérico-Grafica. En las Figura 41, Figura 42 y Figura 43 se muestran
tres ejemplos de estudiantes utilizando estos trios de representaciones.

Figura 41: Estudiante 4-6 utilizando las representaciones: Simbolico numérico, Natural y

Pictoérico

Figura 42: Estudiante 4-15 utilizando las representaciones: Simbdlico numérico, Natural y

Grafica
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Figura 43: Estudiante 7-8 utilizando las representaciones: Simbolico numérico, Natural y

Grafica

Prosiguiendo con este analisis, al mostrar los datos del Gréfico 3 pero de forma
acumulada, es decir, los porcentajes de estudiantes de cuarto y séptimo nivel que utilizan
una o mas, dos o mas, tres 0 mas, cuatro o mas o cinco representaciones para evidenciar la
relacion funcional, se obtiene el siguiente grafico:

Grafico 4: Porcentaje de estudiantes de cuarto y séptimo nivel que usan una o mas, dos o

mas, tres 0 mas, cuatro o mas o cinco diferentes representaciones

Porcentaje de estudiantes
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Fuente: propia de la investigacion

Como se puede observar, los estudiantes de séptimo superan en todas las categorias
a los cuarto nivel, esto supone que los estudiantes mas avanzados tienen mayor diversidad
de herramientas para poder representar una relacion funcional.

También se observa que el 12% de los estudiantes de cuarto nivel no lograron

utilizar ni una sola representacion y que en el caso de séptimo nivel la menor cantidad de

representaciones que utilizan es dos.
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Todo lo anterior muestra que los estudiantes de mayor edad tienen mas herramientas

en comparacion con los mas jovenes.

5.6.3. Desde las graficas

En este apartado es donde se visualiza mayor diferencia entre las dos poblaciones
estudiadas, ya que en las Tabla 15 y Tabla 17 se observa que el 44% de los alumnos de
cuarto nivel realizaron una representacion grafica de la relacion funcional, mientras que los
de séptimo fue casi el doble de ese porcentaje, un 87,5%.

Asi mismo, en la Tabla 18 se puede observar que todos los estudiantes de séptimo
realizaron la grafica a través de conocimientos previos de la estadistica, mientras que los de
cuarto nivel solo el 32% lo realiz6 de esta manera. Esto es muy interesante, ya que se puede
intuir que la preparacion previa en el area de estadistica de los jovenes, les ha condicionado
para graficar una relacion funcional.

En vista de lo anterior, finaliz6 este analisis con una comparacion desde el curriculo
de primaria de matematicas de Costa Rica, comparando los conocimientos previos de los
estudiantes con lo desarrollado en el cuestionario y lo evidenciado con respecto a la
generalizacion y las representaciones utilizadas.

A modo de resumen, en la siguienta figura se muestra el porcentaje de los
estudiantes de cada uno de los niveles educativos que utilizan un tipo de generalizacion y

cada representacion.
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Figura 44: Porcentaje de estudiante de cuarto y séptimo nivel que utilizan un tipo de
generalizacion y una representacion

Cuarto nivel Escala

Natural Simb-num Simb-Alg Pictérica Muiltiple Grafica

Color % de estudiantes

Cercana 56% 60% 0% 40% 4% 40%
100%-90%
Lejana 52% 56% 0% 28% 4% 28%
90%-80%
Factual 12% 12% 0% 4% 0% 8% TERA
Contextual 36% 36% 0% 16% 4% 16% 80%-70%
. . 70%-60%
Simbélica-Algebraica 0% 0% 0% 0% 0% 0% Rl
60%-50%
Sétimo nivel 50%-40%
Natural Simb-num Simb-Alg Pictérica Muiltiple Grafica 40%-30%
30%-20%
Cercana 62,50% 12,50%  31,25% 6,25% 220
20%-10%
Lejana 62,50% 12,50% 18,75% 6,25%
) 10%-0%
Factual 6,25% 6,25% 0% 0% 0% 6,25%
Contextual 56,50%  56,50% 6,25% 6,25% 6,25% 56,50%
Simbdlica-Algebraica  6,25% 12,50% 12,50% 0% 0% 12,50%

En esta figura se puede ver como los mayores porcentajes son de los estudiantes de
séptimo nivel, incluso llama la atencion que de los estudiantes que lograron realizar la
representacion grafica, el 87,5% evidenciaron una generalizacion cercana, el 81,25% lejana
y el 56,5% contextual, que son porcentajes bastante altos en comparacion con las mismas
categorias de los estudiantes de cuarto nivel.

Ademas se puede ver que con respecto a la representacion pictérica, en todos los

casos es mayor el porcentaje de estudiantes de cuarto afio.

5.6.4. Desde lo curricular

De acuerdo con el Programa de Estudios del Ministerio de Educacion Publica de
Costa Rica, el area de Estadistica y Probabilidad se trabaja desde el primer nivel educativo
(Ver Figura 1). Estas son algunas habilidades especificas que se deben trabajaren el [ y II

Ciclos que consideran el concepto de graficos:

Tabla 18: Habilidades especificas de MEP (2012) de I y II Ciclo donde se trabajan los
graficos estadisticos

I Ciclo II Ciclo

Interpretar informacion que ha sido resumida Interpretar informacion que ha sido resumida
en dibujos, diagramas, cuadros y graficos. (2) en dibujos, diagramas, cuadros y graficos en
diferentes contextos (4)
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Interpretar informacion que ha sido resumida
en textos, dibujos, diagramas, cuadros y
graficos (3)

Resumir los datos por medio de cuadros que
incluyan frecuencias absolutas o graficos de
barras. (3)

Analizar la informacion recolectada por medio
de un cuestionario mediante la elaboracion de
cuadros, graficos con frecuencias absolutas y el
calculo de medidas de posicion y de
variabilidad. (5)

Utilizar diagramas lineales para representar
tendencias en series de tiempo. (6)

Fuente: MEP(2012)

Nota: Los numeros entre paréntesis indican el nivel escolar donde se trabaja la habilidad

Como se puede observar, desde el segundo nivel se estan desarrollando habilidades

referentes a los graficos estadisticos, incluso desde el tercer afo educativo se trabaja la

construccion de grafico de barras.

Lo anterior, podria ser una de las razones por las cuales, tanto estudiantes de cuarto

como de séptimo (principalmente estos ultimos) utilicen herramientas de la estadistica para

intentar graficar una relacion funcional, pues como se mostrara a continuacion, en el area

de Relaciones y Algebra solamente hay una habilidad especifica que promueve la

construccion de graficos de relaciones lineales. Esto se puede ver en la Tabla 20.

Tabla 19: Habilidades especificas de MEP (2012) de I y II Ciclo donde se trabajan las

diferentes representaciones de una relacion funcional

I Ciclo

II Ciclo

Representar tabularmente relaciones entre
niimeros y operaciones. (3)

Identificar el nimero que falta en una tabla. (3)
Plantear y resolver problemas que involucran
valores faltantes en una tabla o expresion
matematica. (3)

Representar una expresion matematica dada en
forma verbal utilizando numeros y operaciones.
4

Construir tablas que cumplan las
especificaciones dadas en forma verbal. (4)
Plantear y resolver problemas formulados
verbalmente. (4)

Representar mediante tablas relaciones entre
dos cantidades que varian simultaneamente.(5)
Representar una expresion matematica dada en
forma verbal utilizando nimeros y letras. (5)
Representar algebraicamente una expresion
matematica dada verbalmente. (6)

Identificar y representar en un plano de
coordenadas puntos que satisfacen una relacion
entre dos cantidades que varian
simultaneamente. (6)

Fuente: MEP(2012)

Nota: Los numeros entre paréntesis indican el nivel escolar donde se trabaja la habilidad
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Como se observa en esta tabla, solo hay una habilidad referente a los inicios de la
construccion de una grafica de una relacion funcional, puede ser que por esta razon los
estudiantes buscan otras herramientas para graficar, inclusive utilizan representaciones

pictdricas bastante elaboradas pero que no se pueden considerar como graficas.
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Capitulo 6. Conclusiones

Este capitulo sobre las conclusiones mas importantes de la investigacion, se
estructura en tres partes: (a) logro de objetivos y principales aportes de la investigacion, (b)

limitaciones, y (c) principales lineas abiertas que deja la investigacion

6.1 Logro de objetivos y principales aportes

La informacién proveniente de las respuestas de los estudiantes de cuarto y séptimo
nivel ha permitido abordar los objetivos propuestos de la investigacion. Se ha identificado
claramente aquellos estudiantes que manifiestan pensamiento funcional, a través del
andlisis de la generalizacion y de las representaciones utilizadas por ellos, asi como también
se ha evidenciado las diferencias de ambas poblaciones al trabajar precisamente la
generalizacion y las representaciones.

El primer objetivo general planteado es “Describir el pensamiento funcional que
ponen en manifiesto nifios de 10 afios y adolecentes de 13 afios en una escuela de primaria
de Costa Rica.” A través del andlisis que se realizo sobre el tipo de generalizacion que
evidenciaban los estudiantes en sus respuestas, asi como las diferentes representaciones
utilizadas se ha dejado en evidencia el logro de este objetivo.

Los objetivos especificos asociados al anterior objetivo general eran: “1.1. Describir
las estrategias utilizadas por los estudiantes al generalizar en problemas que involucran
pensamiento funcional” e “1.2. Identificar los sistemas de representacion utilizados por los
estudiantes al resolver un problema de pensamiento funcional” y “1.3. Describir las
representaciones graficas realizadas por los estudiantes al dibujar un grafico que mostrara la
relacion funcional.”

El 1.1 se cumpli6 al realizar el analisis del nivel de generalizacion de los estudiantes
en el problema planteado. Para este analisis se crearon las categorias formas de
Generalizacion y tipos de Generalizacion. La Figura 27 y Figura 28 muestran claramente el
comportamiento de ambos grupos de estudiantes con respecto a estas categorias. En ellas se
muestra que si los estudiantes (de ambos grupos) logran generalizar de forma factual,
contextual o algebraica entonces logran también la generalizacion lejana y cercana.

El objetivo 1.2 se cumplio al describir con detalle las diferentes representaciones

utilizadas por los estudiantes de ambos niveles educativos. Se evidencia que las
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representaciones natural y simboélico numérico son las més utilizadas por parte de los
estudiantes de cuarto nivel. Este resultado coincide con Pinto (2015) quien investigd un
grupo de nifios de 9 afios y estos también utilizan estos tipos de representacion.

También se describieron las representaciones utilizadas por el grupo de séptimo
afio. En este nivel se observa que la mayoria de estudiantes utilizo tres representaciones y la
tripleta més utilizada es Natural-Simboélico Numérico-Grafica.

Las representaciones utilizadas por ambos grupos coinciden parcialmente con lo que
Merino, Cafiadas y Molina (2013), ya que estos autores destacan en su investigacion la
presencia de combinacion de representaciones: natural-simbolico-numérico, natural-
simbdlico-algebriaco y natural-pictorico.

Ademas, debido a la diversidad de respuestas obtenidas al solicitar la gréafica de la
relacion funcional presente en la tarea matematica, se realizo otra categoria de andlisis, para
analizar la representacion grafica de los estudiantes. Este andlisis es uno de los aportes de
esta investigacion pues fue necesario, a través de este analisis, diferenciar entre una
representacion pictdrica y una grafica, a pesar de que ambos dibujos son muy parecidos, tal
y como se muestra en la Figura 45.

Figura 45: Diferencia entre una representacion Pictdrica y Grafica

=773
¢ | S

R

Srir

Como se puede observar, ambos dibujos son muy parecidos, sin embargo el de la
izquierda se considera como una representacion pictorica, ya que el estudiante no tiene
consciencia de la escala tanto para el eje X como para el eje Y, solo coloca los nimeros de
acuerdo a una tabla previa que complet6. Por otro lado, el dibujo de la derecha si es

considerada una representacion grafica, ya que el estudiante si considera la relacion 1 con
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4,2 con 8 y asi sucesivamente, ademas del uso correcto de las escalas en ambos ejes. Estas
dos son condiciones fundamentales para considerar un dibujo como una gréfica segiin
Brenner et al (1997).

Otro aspecto interesante con respecto a las representaciones graficas es el uso de la
estadistica para representar una relacion funcional, principalmente por los estudiantes de
séptimo nivel. Una posible causa de esto es la preparacion previa que tienen los estudiantes
de primaria en el area de Estadistica, de acuerdo al curriculo oficial de matematicas de
Costa Rica, tal y como se muestra en la Tabla 19, donde se describen las habilidades
matematicas relacionadas con la construccion de graficos estadisticos, que se trabajan en la
educacion primaria en el pais, segin MEP(2012). Precisamente MEP(2012) propone que
los temas que se trabajan en el area de la Estadistica y Probabilidad “son cada dia un
requisito para poder comprender lo que pasa en el mundo y poder actuar.”(p.55).

Precisamente Blanton y Brizuela (2014) después de veinte afios de investigar el
pensamiento funcional, destacan que los nifios disponen de una diversidad para representar
funciones.

Lo descrito anteriormente es parte de la evidencia de que el objetivo 1.3 también se
ha cumplido.

El segundo objetivo general que se planted fue “Comparar las respuestas de los
estudiantes de cada uno de los niveles y contrastarlo con las habilidades que el curriculo de
matematica de Costa Rica pretende desarrollar”. A través de lo descrito en el tltimo
apartado del capitulo de analisis de datos y resultados se evidencia el logro de este segundo
objetivo general.

Los objetivos especificos asociados a este segundo objetivo general son: “2.1
Comparar las respuestas de los estudiantes de cada uno de los niveles educativos para
encontrar diferencias y similitudes” y “2.2 Contrastar las respuestas de los estudiantes con
los conocimientos previos que deben tener los estudiantes de cada nivel, segin el programa
oficial de matemadticas de primaria”.

Para lograr el objetivo 2.1 se ha destacado la generalizacion los estudiantes de
cuarto nivel con respecto a los séptimo, principalmente a través de la Figura 27 y Figura 28,
donde se muestra la relacion que existe entre la categoria de formas de Generalizacion y

tipos de Generalizacion en cada uno de estos niveles educativos. En dichas figuras se
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muestra que en cuarto nivel de los estudiantes que lograron generalizacion cercana, el
70,8% también lograron la lejana y de estos 17,6% evidencian generalizacion factual y
58,8% contextual. Mientras que en sétimo nivel, todos los estudiantes evidenciaron la
generalizacion cercana, el 87,5% la lejana y de estos solo 1 estudiante evidencio
generalizacion factual y el 71,4% contextual Ademads 2 estudiantes lograron la
generalizacion simbdlica -algebraica. De lo anterior se deduce que los estudiantes de
séptimo nivel logran expresar la generalizacion con mayor facilidad que los de cuarto nivel.

La relacion entre las forma de generalizar (cercana y lejana) y los tipos de
generalizacion (factual, contextual y simbdlica-algebraica) es otro aporte de la
investigacion.

Por otro lado, también se muestra qué representaciones utilizan cada grupo de
estudiantes. En este punto se ve claramente que los estudiantes de séptimo utilizan mas
representaciones que los de cuarto nivel (ver Grafico 2 y Grafico 3), por lo que se puede
inducir que los estudiantes mayores tienen mas herramientas para representar una relacion
funcional. Lo anterior se visualiza mas en la representacion grafica donde solo el 44% de
los alumnos de cuarto nivel realizaron una representacion grafica de la relacion funcional,
mientras que los de séptimo fue el 87,5%. Este porcentaje de estudiantes realizaron la
grafica a través de conocimientos previos de la estadistica. Esto conlleva a una linea abierta
para investigar que surge de esta investigacion, que se detallara mas adelante.

El logro del objetivo 2.2 se evidencia al realizar un analisis de las habilidades
especificas que contiene el curriculo costarricense en primaria que tengan que ver con las
representaciones graficas en estadistica y con las representaciones de una funcién. Ademas
se muestra como estas habilidades trabajadas en los afios anteriores a cuarto y séptimo
nivel, son base para que los estudiantes utilicen diferentes representaciones evidenciadas en
sus respuestas, como por ejemplo el uso de herramientas estadisticas para representar
graficamente una relacion funcional.

En sintésis, se considera que se han logrado todos los objetivos (generales y
especificos) planteados y se destaca que este estudio viene a dar una primer idea como
manifiestan el pensamiento funcional los nifios y jovenes en Costa Rica, ya que no existe
ninguna investigacion en este campo en el pais. Sin embargo, el estudio viene a

complementar una serie de investigaciones sobre el pensamiento funcional en el contexto

59



Pensamiento funcional de estudiantes de cuarto nivel (10 afios) y séptimo nivel (13 afios)

internacional (Blanton, M. y Brizuela, B., 2014; Brizuela, Blanton, Sawrey, Newman-

Owens y Gardiner, 2015; Canadas, M. y Molina, M., 2016; Kaput, 2008; Molina, 2009).

6.2 Limitaciones

Debido a la estructura y los tiempos en que esté establecido el Trabajo Final de
Master, no permite profundizar en algunos aspectos que van surgiendo en el desarrollo de
la investigacion. Por ejemplo, podria ser interesante después de tener ciertos resultados,
realizar otra intervencion en los grupos investigados para indagar sobre algun aspecto mas
puntual.

Tal y como se detalld en el marco metodologico, previo al cuestionario analizado se
aplico otro cuestionario (problema de las baldosas) a los mismos estudiantes, sin embargo
por las razones antes mencionadas, fue imposible aprovechar la informacion de ese
cuestionario para cruzar o detallar mas informacion.

Por otro lado, las investigaciones que se realizan en el contexto costarricense estan
muy localizadas en la educacion secundaria. Al no existir ninguna investigacion sobre
pensamiento algebraico en la educacion primaria y ni mucho menos en pensamiento
funcional, ha limitado el estudio, por ejemplo para establecer comparaciones de los

resultados de esta investigacion.

6.3 Lineas abiertas

Se destaca como una primer linea abierta de investigacion a raiz de los resultados de
este estudio, el analizar profundamente el porqué la mayoria de estudiantes utilizaron
elementos de la estadistica para graficar la relacion funcional presente en el problema. Esto
se considera importante, ya que si se confirmara la hipdtesis de que una buena educacion
estadistica le da herramientas a los nifios y jovenes para representar funciones e inclusive
para establecer las relaciones algebraicas mismas, permitiria crear una trayectoria hipotética
de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004) diferente a como se trabaja normalmente las
relaciones funcionales y sus graficas.

Como una segunda linea a investigar es realizar un estudio comparativo entre las
respuestas ante una tarea donde se desarrolle el pensamiento funcional, entre estudiantes de

Espafia (o cualquier otro pais) y de Costa Rica de edad similar.
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Otra linea abierta de investigacion, es conocer mas sobre el conocimiento
profesional del profesor de matematica, particularmente sobre algunos elementos del
pensamiento funcional. Esta linea surge a raiz de que el cuestionario que se le aplico a los
estudiantes en el presente estudio, también se le aplicod a la maestra de primaria del grupo
de cuarto nivel y al profesor de secundaria del grupo de séptimo nivel, y en las respuestas
surgen algunos elementos interesantes para profundizar.

Por ultimo, un elemento interesante a investigar en una tesis doctoral seria un
estudio longitudinal con estos estudiantes de cuarto nivel, realizar estudios en el quinto,
sexto e inicios de séptimo nivel que permitian analizar el avance de estos afio con afio e
incluso comparar los resultados de éstos con lo que se evidencia en esta investigacion con

los estudiantes de séptimo nivel.
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Anexo 1: Cuestionario aplicado en la investigacion

Alquiler de mesas y sillas

El papa de Esteban desea comprar sillas y mesas para hacer un negocio de alquiler.

Seglin los calculos debe comprar 4 sillas por cada mesa cuadrada pequefia que compre.

1. Complete la tabla con el nimero de sillas que se tienen que comprar de acuerdo con la
cantidad de mesas. Agregue en la segunda columna que operacion realizé para obtener el

namero de sillas

Numero de Mesas Operacion para calcular Numero de sillas
cuadradas pequeiias numero de sillas
1
2
3
4
5
6
7
10

2. En la siguiente tabla invente una cantidad de Mesas cuadradas pequenas y realice

los célculos correspondientes.

Numero de Mesas Operaciones para calcular Numero de sillas

cuadradas pequeiias numero de sillas

3. Observe los nimeros que aparecen en la tercera columna. Escriba una caracteristica

comun de estos nimeros.
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4. Podria explicarme ;como sabe el papa de Esteban cual es la cantidad de sillas a

comprar si ¢l conoce el numero de mesas?

5. En la siguiente tabla aparece alguna informacion sobre la cantidad de mesas y sillas

posibles a comprar. Completa los espacios faltantes

Namero de Mesas Numero de sillas
cuadradas pequeiias

8

9

15

16

20
100
160
400

1000
M
X
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6. Dibuja un grafico para mostrar la relacion que hay entre el nimero de Mesas

cuadradas pequefias y de sillas que necesitaria comprar el papa de Esteban.

Numero de Mesas cuadradas pequenas

7. Explica aqui el grafico que has construido



Ricardo Poveda Vasquez, 2019

Anexo 2: Graficas realizadas por los estudiantes de cuarto nivel
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Pensamiento funcional de estudiantes de cuarto nivel (10 afios) y séptimo nivel (13 afios)

Anexo 3: Graficas realizadas por los estudiantes de séptimo

nivel




