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Resumen

Este estudio es parte de una investigacion mas amplia que indaga sobre el pensamiento funcional de
estudiantes de educacion primaria en Espaiia. El objetivo de este trabajo es describir diferentes
niveles de comprension de tablas y grdficos. Analizamos las entrevistas realizadas tras cuatro
sesiones de clase con un estudiante de quinto y otro estudiante de sexto de Educacion Primaria.
Mostramos ejemplos de cada uno de sus niveles de comprension a través de su trabajo con tareas de
generalizacion con funciones lineales y diferentes representaciones, especificamente tablas y
graficos. El marco proceso-objeto de Sfard (1991) nos permitio explicar los niveles de comprension
para la representacion tabular y grdfica.

Palabras clave: educacion primaria, generalizacion, pensamiento funcional, representacion grdfica,
representacion tabular.

Abstract

This study is part of a broader research project that explores functional thinking among primary
school students in Spain. The aim of this paper is to describe the different levels of understanding of
tables and graphs. We analyzed two students’ interviews, one fifth grader and one sixth grader,
conducted after four classroom sessions. We share examples of each of their levels of understanding
through their work with generalization tasks with linear functions and different representations,
specifically tables and graphs. Sfard’s (1991) process-object theoretical framework allowed us to
explain students’ levels of understanding of the table and graphical representation.

Keywords: elementary education, functional thinking, generalization, graphic representation, table
representation.

INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Centramos este estudio en la comprension de las representaciones tabulares y graficas dentro del
pensamiento algebraico, concretamente en el pensamiento funcional. Segin Canadas y Molina (2016)
el pensamiento funcional es un tipo de pensamiento algebraico centrado en el trabajo con funciones
y los elementos que las constituyen. Autores como Cafiadas et al. (2019) evidencian el interés que,
hoy en dia, existe por este tipo de pensamiento dentro de la investigacion en Educaciéon Matematica.

Otra justificacion sobre la importancia de este estudio es la inclusion del sentido algebraico en el
curriculo de Educacion Primaria, en vigor en Espana desde hace tan solo dos afios (Real Decreto,
2022). Ademas, entre las competencias especificas de matematicas que definen este curriculum se
encuentran comunicar y representar, por lo que la comprension de tablas y graficos que exploramos
en este estudio es crucial.

Investigaciones recientes han explorado como distintas representaciones algebraicas como las tablas
(Brizuela et al., 2021; Torres et al., 2022) apoyan el desarrollo del pensamiento funcional. Existen
también investigaciones que exploran como los estudiantes trabajan la representacion grafica en
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diferentes contextos como la interpretacion del grafico de barras (Marti et al., 2010) o la comprension
de graficos de manera més general (Friel et al., 2001). Sin embargo, atin son escasos los estudios que
abordan cémo estudiantes de educacion primaria trabajan con graficos para representar funciones
(Pérez-Martos et al., 2023). Utilizando trabajos anteriores como el de Gabucio et al. (2010) que
establecieron diferentes niveles de comprension de la representacion tabular y el de Marti et al. (2010)
que definieron diferentes niveles de comprension para los graficos, Strachota et al. (2024)
desarrollaron dos progresiones que incluyen distintos niveles de comprension: una sobre graficos y
otra sobre tablas.

En este estudio utilizamos los datos de dos estudiantes para identificar los diferentes niveles de las
progresiones desarrolladas por Strachota et al. (2024) en el contexto de Estados Unidos. Atendiendo
a todo lo anterior surge nuestra pregunta de investigacion: basado en las progresiones de Strachota et
al. (2024), ;cuales son los niveles de comprension de graficos y tablas entre estudiantes de quinto y
sexto de primaria en Espafia al trabajar con tareas de generalizacion con funciones lineales? El
objetivo de esta investigacion es identificar y describir diferentes niveles de comprension de tablas y
graficos de estudiantes de quinto y sexto de educacidon primaria. Aqui presentamos una primera
aproximacion a través de un estudio exploratorio con dos estudiantes.

ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

En torno a la representacion tabular, destacamos a Brizuela et al. (2021), quienes observaron como
Max, un nifio de 5 afos, fue capaz de hacer inferencias y generalizaciones sobre relaciones
funcionales a partir de la visualizacion de la tabla. Concluyeron que este alumno podia mirar a través
de la representacion tabular (Kaput et al., 2008) ya que comenzoé a usarla como herramienta para
pensar y razonar sobre la informacion subyacente. Por otra parte, la forma en que estudiantes de
segundo de primaria organizaron los datos en tablas al trabajar tareas sobre funciones permitio a
Torres et al. (2022) identificar mas facilmente las estructuras que evidencié el alumnado. Finalmente,
en Pérez-Martos et al. (2023) se extendi6 a los graficos de funciones la idea de mirar a través de una
representacion. Estos autores observaron como un estudiante de quinto de primaria fue capaz de mirar
a través de la representacion grafica, haciendo inferencias, predicciones y generalizaciones
evidenciadas a través de conceptos relacionados con esta representacion.

Utilizamos las progresiones de Strachota et al. (2024) para explorar como dos estudiantes espafioles
comprenden tablas y graficos en contextos de pensamiento funcional. Estas progresiones utilizaron
el marco tedrico de proceso-objeto de Sfard (1991) para explicar las comprensiones de los
estudiantes. El marco establece tres etapas, interiorizacion, condensacion y reificacion, que permiten
describir el proceso por el cual el estudiante consolida un objeto matematico. En la etapa de
interiorizacion los estudiantes pueden considerar, analizar y comparar un proceso sin necesidad de
realizarlo (Sfard, 1991). Por ejemplo, la autora describe como los estudiantes que estan desarrollando
una comprension de la cardinalidad de los nimeros interiorizan el proceso de contar. Durante la etapa
de condensacion los estudiantes manipulan entidades de mayor tamafio. Siguiendo el ejemplo
anterior, esta etapa describiria como los alumnos pueden contar de cinco en cinco, o que el nimero
cincuenta estd compuesto por cinco decenas. Finalmente, la autora sefiala que la reificacion sucede
cuando el proceso se convierte en un objeto matematico. En el ejemplo que seguimos, para la autora
se presenta la reificacion cuando el nimero 50 es considerado un objeto matematico por el alumno,
¢l ya no precisa contar hasta 50, es decir, el numero se ha convertido en un objeto en si, y podra ser
utilizado por el alumno en otros contextos. Estas tres etapas subyacen a las progresiones de Strachota
et al. (2024) que usamos en este estudio.

METODOLOGIA

Esta investigacion cualitativa es un estudio de casos que se llevo a cabo en un colegio publico del sur
de Espafia seleccionado de forma intencional.
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Participantes

Centramos nuestra atenciéon en el tercer ciclo de educacion primaria (quinto y sexto). Los
participantes (un total de 52, 26 en quinto y 26 en sexto) habian tenido cierto contacto con la
representacion tabular como herramienta para organizar datos en las diferentes asignaturas. Por el
contrario, el Uinico contacto mantenido con la representacion gréafica y la generalizacion en contextos
funcionales fue en las cuatro sesiones de clase que llevamos a cabo en cada uno de los cursos. Estas
sesiones giraron en torno a tareas de generalizacion con funciones lineales y diversas
representaciones: verbal, simbdlica, tabular y grafica. Durante la clase los estudiantes respondieron
preguntas que involucraban la lectura e interpretacion de algunas de estas representaciones,
principalmente la tabular y la grafica.

Entrevistas individuales y seleccion de participantes

Realizamos entrevistas individuales semi-estructuradas con seis estudiantes de cada curso al finalizar
las cuatro sesiones. La seleccion de los seis estudiantes para entrevistar se realizo en base a su trabajo
con la generalizacion en las sesiones previas de grupo-clase. La intencién era entrevistar a dos
estudiantes que generalizaron desde el principio en las sesiones, otros dos que no generalizaron al
principio, pero si al final y otros dos que no generalizaron en ningin momento del presente estudio.
Las entrevistas las realizé el mismo investigador-docente que dirigio las sesiones de clase, siguiendo
un protocolo disefiado por los miembros del equipo de investigacion. Cada entrevista tuvo una
duracion en torno a 23 minutos y planteamos tres tareas que resumimos en la Tabla 1. De los seis
nifios entrevistados, en este trabajo informamos sobre dos de ellos: Q1 de quinto y S1 de sexto,
seleccionados porque fueron los que ofrecieron mas informacion sobre las representaciones.

Tabla 1. Breve descripcion de la entrevista
Nota. Tabla modificada de Pérez-Martos et al. (2023).

Relaciones ;
Tarea . Preguntas planteadas Representaciones
asociadas

Si entran 4 bolas, ;cuantas saldrian? (y asi para varios casos

particulares) Para cualquier numero de bolas que entre,

[cuantas bolas saldrian? ;Coémo me explicarias el Pictorica, tabular
funcionamiento de la maquina? (Serias capaz de hacer una y gréfica.

tabla para esta situacion? ;Serias capaz de representar en un

grafico esta situacion?

1 y=3x+1

Si entro al parque y hago 4 viajes, ;cuanto pago? (y asi para
varios casos particulares) Si hago un niimero de viajes
cualquiera, ;como sabria cuanto tengo que pagar? (Es
posible que pagase 33 euros en viajes? ;Podrias organizar
esta situacion en una tabla? El grafico de esta situacion, ¢lo
podrias representar?

2 y=3x+1 Tabular y gréfica.

A partir del grafico de la comparacion de dos parques de
atracciones, les hicimos preguntas como las siguientes:
( Como puedo saber cuanto tengo que pagar en cada parque? Grafica.
(Cual de los dos parques crees que es mas caro? ;A qué
parque me interesaria ir? ;Como observas eso en el grafico?

y=2x+5
y=3x

Analisis de datos

Nuestra unidad de analisis fue cada una de las verbalizaciones realizadas por los dos estudiantes en
su entrevista. Cada verbalizacion abarcé de principio a fin cada enunciado realizado por un estudiante.
Justo antes y justo después de cada verbalizaciéon ocurrian cada una de las verbalizaciones del
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entrevistador. Para identificar y describir los niveles de comprension de graficos y tablas de los
alumnos utilizamos la codificacioén temadtica (Gibbs, 2007). Utilizando el marco proceso-objeto de
Stard (1991), Strachota et al. (2024) desarrollaron dos progresiones que expanden las tres etapas: 1)
interiorizacion, 2) condensacion y 3) reificacion, como se detalla en la Figura 1.

Figura 1. Niveles de comprension de las representaciones grafica y tabular

Niveles de comprension de las representaciones

-
o a Pre-interiorizacion
o
—
E Interiorizacion .| e Interiorizacion de los componentes
2
*q"o> e Coordinacion de cantidades
'§ 3 Condensacion > o Inferenc@as Recu%’sivas
o e Inferencias Funcionales
&
3
& Reificacion » ¢ Objeto Matematico
\

El primer nivel, pre-interiorizacion, ocurre cuando el estudiante no puede identificar o comprender
la representacion. En este nivel el estudiante es capaz de trabajar con la representacion, pero no de
manera especifica. Es decir, no puede diferenciar la representacion con la que esta trabajando de otras.
En el siguiente nivel, interiorizacion de los componentes, el estudiante comienza a interiorizar los
componentes de la representacion. Por ejemplo, las columnas, filas y etiquetas en las tablas y los ejes
y puntos en los graficos. Al interiorizar las partes de cada representacion el estudiante es capaz de
entender de qué trata la representacion pudiendo indicar la informaciéon que se esta registrando.
Coordinacion de cantidades ocurre cuando el estudiante ha desarrollado una conceptualizacion de la
representacion como la coordinacion de componentes de la representacion. En el nivel inferencias
recursivas el estudiante es capaz de relacionar dos o mas pares de valores en la representacion
describiendo un patrén recursivo. Cuando un estudiante puede relacionar los valores mediante una
relacion funcional comprendida en la representacion el alumno realiza inferencias funcionales. Una
diferencia entre los niveles inferencias recursivas y funcionales es que en el primero los estudiantes
refieren a valores de la representacion consecutivos (filas o puntos), mientras que en el segundo los
estudiantes articulan la relacion para todos los valores. En el ultimo nivel, representacion como objeto
matemadtico, los estudiantes son capaces de extender la comprension mas alld de la representacion;
esto es, pueden utilizarla para dar lugar a una nueva relacion funcional, manipulando o transformando
la representacion original sin tener que construirla nuevamente.

La primera autora codificd las verbalizaciones de cada alumno. El segundo autor confirmo la
codificacion de cada verbalizacion. En casos de desacuerdo se discutieron con la tercera autora hasta
llegar a un comin acuerdo y consenso. Una vez codificadas las entrevistas, seleccionamos las
verbalizaciones que consideramos mas significativas para describir cada nivel y asi contestar nuestra
pregunta de investigacion.

RESULTADOS
Niveles de comprension de tablas

En el nivel de pre-interiorizacion se observo que los estudiantes no eran capaces de identificar la
representacion tabular ni sus elementos, es decir, no sabian que estaban trabajando con una tabla ni
tampoco lograron identificar sus componentes. El siguiente fragmento de la transcripcion de S1,
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cuando le preguntamos si se acordaba de la tabla para representar los datos, es un ejemplo claro de
este nivel:

S1: (De multiplicar? Si.

I: No, de multiplicar no. Unas tablas para representar datos (dice mientras traza la T de la tabla
con su dedo sobre la mesa) ;Te acuerdas?

S1: Pero, a ver, depende de como es...

I: Dame (dice cogiendo el folio y el lapiz), si yo te digo... (dibuja la T de la tabla en el folio) ;Te
suena?

Sl1: Si... (aunque no parece muy convencido).

El segundo nivel, interiorizacion, se evidenci6 cuando los estudiantes fueron capaces de identificar
los elementos de la tabla, pero ain no encontraban relaciones entre ellos. Una evidencia de este nivel
la obtuvimos de Q1, cuando identificé las etiquetas que debia poner en la tabla: “aqui (dice sefialando
el lugar donde va la etiqueta de la columna de la izquierda) es atracciones. Aqui (sefialando lo mismo)
es el numero de atracciones que haces y aqui el total (se refiere al total de euros. Sefiala el lugar donde
va la etiqueta de la columna de la derecha)”.

Se observé el tercer nivel, coordinacion de cantidades, cuando los estudiantes consiguieron coordinar
los valores de columnas y filas. Aunque la relacién que obtuvo no es correcta, S1 es un ejemplo de
este nivel ya que logré leer los valores de la tabla y entendi6 el significado de los pares de valores:
“(S1 comienza a rellenar la columna viajes, colocando los numeros 1, 2, 3 y 4, y comienza a rellenar
la columna euros) Tres (dice colocando el 3 en la primera casilla de la columna euros), dos por tres,
seis (dice mientras coloca un 6 en la casilla siguiente), tres por tres da nueve (coloca un 9 en la
siguiente) y cuatro por tres da doce (coloca el 12 y resulta lo que se puede observar en la Figura 2)”.

Figura 2. Ejemplo de coordinacion de cantidades de S1

T
R

Los niveles inferencias recursivas 'y funcionales fueron los més sencillos de identificar. S1 ofreci6 la
siguiente inferencia recursiva al explicar como habia construido la tabla: “Pues, por ejemplo, en una
salen cuatro y con dos salen siete, entonces con tres saldrian diez porque cada vez diez porque cada
vez que vayas aumentando una moneda salen tres mas”.

Se trata de una inferencia recursiva puesto que para hallar un caso particular necesit6 el caso anterior,
como muestra al decir “al aumentar una salen tres mas”. En este nivel, el alumno prest6 atencion a la
relacion entre los valores de la columna. Observamos la inferencia funcional cuando le preguntamos
a Q1 qué pasaba si entraba cualquier nimero de bolas y respondi6: “Podria hacer asi, ;sabes?
Directamente (escribe correctamente la relacion funcional 3x+1 en la columna “salen” de la tabla)”.

A diferencia del nivel anterior, esta inferencia funcional le permiti6 a este alumno obtener un valor
arbitrario de una columna a partir de la otra. En otras palabras, pudo articular una relacién sin la
necesidad de recurrir a valores consecutivos. El nivel fabla como objeto matematico se caracteriza
por una comprension que se extiende mas alla de lo que esta presente. Q1 identifico la igualdad de la
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tabla que realiz6 con la tabla de la tarea anterior, es decir, fue capaz de trabajar la situacion actual
con la tabla anterior sin necesidad de realizar una nueva:

I: Bueno, suficiente. ;Como lo haces?

Ql: Es la misma que esta (sefiala la tabla del contexto anterior).

I: (Es la misma? Entonces, ;como lo haces?

Ql: Pues primero me fijo en estos, los que tenga hechos (refiriéndose a copiar los datos de la tabla

de la otra situacion) y luego pues se puede conseguir con lo mismo que esto (refiriéndose a la
tabla de antes), atracciones por tres, mas uno.

Niveles de comprension de graficos

Si bien sugerimos que en el nivel pre-interiorizacion los estudiantes no son capaces de reconocer los
componentes de un grafico, no observamos evidencia de este nivel en los dos estudiantes
entrevistados. La interiorizacion en el contexto de las representaciones graficas sucedié cuando los
estudiantes identificaron los ejes del grafico y la variable a la que cada uno refiere; esto es, podian
comprender de qué trataba el grafico, pero aun no podian interpretar puntos. Para que esto suceda el
alumno debe coordinar cantidades. Por ejemplo, Q1 mostr6 evidencia de este nivel:

I: Bueno, y ahora yo te digo: esta informacion, ;eres capaz de convertirla en un grafico?

Ql: (Comienza a hacerlo y rapidamente pregunta) ;Aqui tengo que poner las que salen (sefialando
el eje x) y aqui las que entran (sefalando eje y)?

I: En el orden que ta creas. ; Tu como crees que deben ir? ;A ti como te resulta mas facil entender
el grafico?

Ql: Espérate que lo voy a hacer. (Comienza a poner nimeros en el eje x.) ;Hasta cuanto?

L: Ya esta.

Ql: Y aqui (refiriéndose al eje y)... me falta el cero...

I: (Te falta el cero? Bueno, pues dale la vuelta (dice dandole la vuelta al folio cuadriculado), ahi

esta. Lo vas a repetir porque tu dices que te falta el cero.

Aqui se puede observar como el alumno supo qué informacion se estaba registrando en el grafico,
pero aun no lleg6 a interpretar puntos.

El nivel de coordinacion de cantidades en los graficos se caracterizd por una comprension de la
representacion grafica como una coordinacion entre los ejes (filas y columnas uniformes seglin
Battista et al., 1998). En las entrevistas se pudo observar como esta coordinacion estructurada
permiti6 a los estudiantes interpretar puntos del grafico, como fue el caso de S1 en la tarea 3, que fue
capaz de coordinar las cantidades de los ejes y asi leer los puntos del grafico: “Si doy nueve viajes
(dice algo inaudible) en el parque 1 pagas veintitrés (y en el parque 2 veintisiete?”

Cuando un alumno es capaz de relacionar dos o mas puntos del grafico describiendo un patrén
recursivo realiza inferencias recursivas. Aqui pudimos observar como los estudiantes pudieron
identificar nuevos puntos a partir del anterior, logrando articular una regla que les permitia construir
nuevos puntos. Sin embargo, en este nivel el alumno no logroé identificar la relacion funcional. Como
ejemplo de inferencia recursiva en el grafico tenemos el siguiente:

I: Bueno, pero te pregunto entonces, ahora viendo el grafico, ;eres capaz de decirme una expresion
mas general? Una especie de formula, algo, para que sepamos como funciona la maquina.

S1: Que con una salen cuatro y a partir de ahi van saliendo tres, ya esta. Con una mas que eches
salen tres mas (dice mirando y sefialando los saltos de las coordenadas en el grafico).

S1 hizo referencia al patrén recursivo cuando indicd “tres mas” mientras sefialaba el eje de las
coordenadas. Esto muestra que en este nivel aun es necesario recurrir a puntos anteriores para articular
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una regla general. El nivel de inferencias funcionales se observé cuando los estudiantes generalizaron
la relacion para todos los puntos utilizando el grafico. Q1 nos dejo una clara evidencia de ello al
mostrar la siguiente relacion general entre las variables:

I: Vale. Este punto tres, dos que me estas diciendo, ;tiene sentido o no?
Ql: No.

L: Por qué?

Ql: Porque el que sale no puede ser mayor que el que entra.

El ultimo nivel se caracteriz6 por el logro de condensar el grafico y tratarlo como objeto matemdtico.
En este caso describieron el comportamiento y forma de otro gréafico a partir del primero sin necesidad
de hacer uno nuevo. Q1 evidenci6 este nivel cuando al preguntarle por el grafico de la tarea 2 nos
dijo que ya estaba hecho, identificando la igualdad entre las relaciones funcionales involucradas en
las tareas 1y 2:

I: Ah bueno, el grafico de esta situacion ;como lo harias?
Ql: Pues lo mismo, mira, ya esta hecho (dice senalando el grafico trabajado en la tarea 1).

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las progresiones de Strachota et al. (2024) nos permiten explicar como dos alumnos reificaron un
grafico segiin el marco proceso-objeto de Sfard (1991). Dentro del marco de Sfard, la etapa de
interiorizacion ocurre cuando un estudiante puede considerar un proceso sin necesidad de realizarlo.
Segun los niveles que presentamos, esta etapa ocurre en el nivel de pre-interiorizacion e
interiorizacion que describimos anteriormente ya que tanto en la tabla como en el grafico los alumnos
comenzaron a organizar los diferentes valores dando lugar a los diferentes elementos de las
representaciones (e.g., columnas en las tablas y los ejes en los graficos). Esto quiere decir que los
alumnos comenzaron a trabajar con estos elementos de mayor orden, en vez de trabajar con cada
valor de manera independiente. La etapa de condensacion (Sfard, 1991) ocurre cuando el alumno
puede concebir los pares de coordenadas como una unidad, esto se pudo ver cuando los alumnos
comenzaron a coordinar las cantidades. Los niveles de inferencias recursivas y funcionales permiten
también observar esta fase porque requiere que los estudiantes condensen pares de valores. Cuando
condensaron pares de valores consecutivos los alumnos fueron capaces de articular una regla
recursiva y cuando la condensacion fue total pudieron describir una regla funcional. Finalmente, el
proceso de reificacion (Sfard, 1991) se observo cuando los alumnos fueron capaces de considerar la
tabla y el grafico como objetos matematicos. La representacion se convirtidé en una herramienta que
les permiti6 trabajar en diferentes contextos sin la necesidad de realizar el proceso nuevamente; es
decir, sin necesidad de construir un nuevo grafico o tabla. Volviendo al objetivo de investigacion,
pudimos identificar los seis niveles para la representacion tabular, y cinco niveles para la
representacion grafica en dos alumnos espafioles. Las evidencias de estos niveles nos permitieron
describir con mayor atencion cada nivel de las progresiones realizadas por Strachota et al. (2024) en
el contexto de Estados Unidos, y asi establecer relaciones con el marco proceso-objeto de Sfard
(1991). Hemos podido evidenciar con este trabajo que la relacion entre las progresiones de Strachota
et al. (2024) y el marco de Sfard (1991) es valida tanto para la representacion grafica como para la
tabular en distintos contextos y escolares. Vimos como los alumnos comienzan a interiorizar
elementos de la representacion, luego fueron capaces de condensar pares de valores para finalmente
reificar las representaciones.
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