Técnicas Cuantitativas Il

CONTRASTE DE HIPOTESIS

Test de razon de verosimilitudes
Contraste de hipotesis sobre poblaciones normales
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Introducci on al contraste de hip otesis

indice En el presente tema se aborda el problema de inferencia sobre los parametros desconoci-

dos de una distribucion desde un nuevo enfoque. En este caso desarrollaremos un proced-
imiento, conocido como contraste de hipotesis, que va a permitir discernir si una propuesta
sobre los posibles valores que puede tomar un parametro puede considerarse 0 no como
cierta. Dicha decision sera tomada a partir de una regla, referida como region de rechazo,
basada en la informacion muestral (destacar que no se estudiara como se construye dicha
region de rechazo, la cual nos sera dada directamente).

El procedimiento de contrastacion, que estudiaremos en los siguientes apartados,
tiene los siguientes pasos:
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Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media
poblacional

Contraste para la
proporcion

Contraste para el
cociente de varianzas

B Planteamiento de hip6tesis nula y alternativa, asi como eleccion del nivel de signifi-
cacion (normalmente 0’05y 0'01).

B Seleccion de un estadistico de prueba que conduce a unos limites (valores criticos)
qgue dividen el espacio muestral en una region donde se rechaza la hip6tesis nula
(region critica).

B Tomar una decision.
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poblacionales

Contraste para la
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proporciones
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Contrastes de hip otesis e intervalos de confianza

indice Para aplicar esta metodologia necesitaremos las mismas distribuciones usadas en la ob-

tencion de intervalos de confianza. Esta situacion no es casual, ya que una regla factible
para rechazar un determinado valor para el parametro o parametros desconocidos es que
dicho valor se encuentre fuera del correspondiente intervalo de confianza. El contraste y
los intervalos de confianza son pues, dos cuestiones estrechamente relacionadas.
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Formulaci on de un contraste
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Consideraremos una hipotesis estadistica como cualquier afirmacion, verdadera o falsa,
sobre alguna caracteristica desconocida de la poblacion. El proceso de contrastacion
de hipotesis consiste en considerarla provisionalmente como verdadera, se denominara
hipbtesis nula y se denotard como Hp. La veracidad de la hipotesis nula se somete a
comprobacion experimental frente a otra hipétesis complementaria, que se denominara
hipotesis alternativa y se denota como H;. Como consecuencia de la comprobacion ex-
perimental la hipotesis nula podra seguir siendo considerada cierta o por el contrario se
rechazara.

Para una determinada variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades depende
de un parametro desconocido, 6, se pueden establecer las siguientes hipotesis:

Hy: 0 cw
Hi: 00 —w ’

donde O se define como el conjunto de posibles valores que puede tomar 0 y que recibe
el nombre de espacio parameétrico.

En tal caso, la hipotesis nula, Hp, afirma que el verdadero valor del parametro
pertenece al subconjunto w C ©. Mientras que la hipotesis alternativa, H1, afirma, por el
contrario, que el verdadero valor del parametro no pertenece al citado subconjunto.
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Dependiendo del nimero de elementos que forman el conjunto w, se distingue entre:

B Hipotesis simples: Si se refiere a un Gnico valor del parametro, es decir a un (nico
punto del espacio paramétrico.
B Hipotesis compuestas: Si se refiere a una region del espacio paramétrico.

Ejemplo1l Sea X una variable aleatoria que modeliza el peso de los alumnos de la
UGR y que se distribuye segun una normal de media u y varianza . Nos planteamos
contrastar si el verdadero valor de la media es 0 no 68 kg. Se han establecido distintas
posibilidades clasificadas en simples y compuestas:

CL) H()I,u:68 b) Ho:,u268 C) H()I,u§68
Hi: p#68 [’ Hi: p<68 [’ Hi: p>68 |
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Region de rechazo
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Tal y como se ha dicho anteriormente, el procedimiento de contrastacion de hipobtesis con-
siste en tomar como cierta la hipbtesis nula y con la informacion proporcionada por la
muestra decidir si se acepta o no dicha suposicion.

Con tal objetivo se tendra en cuenta la siguiente definicion: La region de rechazo ,
R, puede considerarse como el conjunto de valores del estadistico de prueba que no
tienen posibilidad de presentarse si la hipotesis nula es verdadera. Por otro lado, estos
valores no son tan improbables de presentarse si la hipotesis nula es falsa (el valor critico
separa la region de no rechazo de la de rechazo).

Por tanto, la forma de actuar o regla de decision, siendo la region de rechazo (o critica)
el conjunto de todos los valores del estadistico de prueba para los cuales la hipotesis nula
sera rechazada, sera extraer una muestra y comprobar si pertenece a la region de rechazo.

iProblema!: Si la muestra se situa en la region de rechazo se tendrian indicios para
creer que la hipotesis nula es falsa. Sin embargo, puede ocurrir que se haya obtenido una
muestra poco frecuente y tenemos el riesgo de rechazar la hipbtesis nula siendo verdadera.
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Tipos de error
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Cualquiera que sea la decisiobn tomada, ya sea de rechazo o no de la hipoétesis nula, puede
incurrirse en error:

B Se comete error de tipo | cuando se rechaza la hipotesis nula siendo cierta.
B Se comete error de tipo Il cuando no rechazamos la hipotesis nula siendo falsa.

En la siguiente tabla se muestran las decisiones que se pueden tomar y las consecuencias
posibles:

Hy cierta Hy falsa
Se rechaza Hy Error tipo | Decision correcta
No se rechaza Hy Decision correcta Error tipo I

Por tanto, de los cuatro escenarios posibles, en dos se toma la decicion correcta y en los
otros dos se comete un error. Ahora bien, ¢puede controlarse dicho error?
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Definiendo el nivel de significaci 6n como la probabilidad de rechazar la hipbtesis nula
cuando es verdadera y suponiendo que la hip6tesis planteada es verdadera, entonces, el
nivel de significacion indicara la probabilidad de rechazarla. Por dicho motivo se suelen
tomar valores bajos, del 1% 6 5%, para el nivel de significacion.

Ademas, dicha eleccion indica que la probabilidad de cometer error tipo | es baja (por
definicibn). Si bien acabamos de ver que el error tipo | esta controlado, por lo general
no ocurre lo mismo con el error tipo Il (aunque existen situaciones donde se consigue
minimizarlo).

Cuando es necesario disefar un contraste de hipotesis, seria deseable hacerlo de tal
manera que las probabilidades de ambos tipos de error fueran tan pequeias como fuera
posible. Sin embargo, con una muestra de tamano prefijado, disminuir la probabilidad del
error de tipo | conduce a incrementar la probabilidad del error de tipo Il. El recurso para
disminuir el error de tipo Il, es aumentar el tamafno muestral.
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¢,Culpable o inocente?
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Supongamos que somos miembros de un jurado y tenemos que decidir si el imputado
es culpable o inocente. Si construyo un test de hipbtesis donde la hip6tesis nula es que
el imputado es inocente y la alternativa es que es culpable, los distintos escenarios que

pueden surgir son:

Es inocente Es culpable
Rechazo inocencia Error Decision correcta
No rechazo inocencia | Decision correcta Error

Por como se ha construido el contraste, el error consistente en rechazar la inocencia
cuando realmente lo es (error tipo 1) es muy pequeno, mientras que el error de que sea
culpable y declararlo inocente (error tipo Il) no estaria controlado.

¢ Es correcta la construccion del contraste? Si consideramos mas grave declarar cul-
pable a un inocente que dejar en libertad a un culpable, el contraste sera correcto. Por
este motivo, cuando se esta interesado en la veracidad de alguna afirmacion, por como se
comportan los errores, su negacion se debe formular como hipotesis nula.
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Funci O0n potencia
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Se define la funcion potencia, Py, como la probabilidad de rechazar la hipbtesis nula para
cualquier valor del parametro desconocido.

Si el parametro desconocido pertenece a la hipotesis nula, entonces la funcion potencia
corresponde a la probabilidad de cometer error tipo |, gue como se ha visto con anterioridad
es menor o igual al nivel de significacion. Esto es:

Py = P[(x1,...,2n) € Ro|0 € w] < a.

Si el parametro desconocido no pertenece a la hip6tesis nula, entonces la funcion potencia
corresponde a la probabilidad de rechazar la hip6tesis nula cuando es falsa. Esto es:

Py = P[(x1,...,2n) € Ro|0 € © —w|.
Ademas, como:
Py = P[(x1,...,2n) E Ra|0 €O —w] =1— Pl(x1,...,2n) & Ral0 € O —w],

se tiene que, cuando el parametro no pertenece a la hipotesis nula, la funcion potencia
coincide con uno menos la probabilidad de cometer error tipo |l.
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Test de Raz on de Verosimilitudes

Indice Dada una variable aleatoria X que depende de un parametro desconocido 6 y el contraste
Introduccion de hipotesis:

Test Razon H() . 6 - Q

Verosimilitudes Hl . 0 c @ - Q )

Contraste para la
varianza poblacional

se construye la funcion:

Contraste para la media

sup L(0;x1,...,xy)

poblacional 0c

)\(xl,...,xn) = , (D
Contraste para la sup L((g, L1y Ll?n)
proporcion 0EO

Contraste para el
cociente de varianzas

que es tal que 0 < A(x1,...,x,) < 1, de forma que estara proxima a 1 si la hipotesis
nula es cierta’.

Puesto que el supremo en O es el estimados maximo verosimil, el denominador queda:

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

Contraste para la
diferencia de
proporciones

sup L(0;x1,...,xp) = L(g;:cl, ey X)),
0co

donde @ es el estimador maximo verosimil de 0.

'Si se verifica la hipotesis nula, el supremo (minima de las cotas superiores) en el sub-
conjunto {2 y ® deben de ser muy parecidos (por no decir iguales), por lo que el cociente
sera probximo a 1.

TC I
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Test de Raz on de Verosimilitudes

Indice Entonces, definiendo ¢(x1, ..., x,) como la probabilidad de rechazar la hipotesis nula

cuando se observa x1,...,Zn, €l Test de Razon de Verosimilitudes (TRV) se expresa
como:

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

1 Az, ze) <c
@(xla---axn)—{ 0, A(xl,--o,CUn)ZC ) (2)

es decir, la probabilidad de rechazar la hip6tesis nula cuando se observa x1,...,T, €S
igual a 1 cuando A(x1,...,T,) < c. Portanto, se estaria rechazando la hipotesis nula
cuando A(x1, ..., Ty ) es pequefa (alejada de 1).

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media
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Contraste para el
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Test de Raz 0n de Verosimilitudes: ejemplo
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Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal N (u, 02),
donde o2 es conocida. Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X, procedente de
X, dado el contraste de hipotesis:

Ho: p=po
, 3
Hy: p# po } ©
el TRV viene dado por:
1, Mz, ze) <c
QD(CUl,...,LUn) - { O, )‘(xlw 75877,) > ¢ ) (4)
donde:
sup L(p;x1,...,Tn)
)\(581 I~ ): K=o _ L(,U/O;wly-~~7xn)
o sup L(p; 21, ..., 2n) L(i; 21, xn)
neER

Como la razon de verosimilitud para una muestra de tamafio n en este caso es:

n

1 1 2
L(,LL,ZUl,...,ZUn) - (2.7_(_.0_2)71/2 - exp _2,0-2 ;(xl_“) )
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Test de Raz 0n de Verosimilitudes: ejemplo

Indice

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media

poblacional

Contraste para la
proporcion

Contraste para el
cociente de varianzas

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I

teniendo en cuenta que (x4, ..., T,) = T, Se tiene que:

4 n n
1 1
Mzi,.o.,xn) = GXp<—2.a2'Z;(£U¢—,uo)2 - exp 3 o7 - 1(%—5)2
\ 1= 1=
B 1 - B~ _\2
= eXp{ 55 Z(% — Ho) —Z(xi —T)
\ =1 =1
- @ =2 o T+ pd)
= exp 2 52 x Mo - T 1 o

— exp{—2 -n02 (T — MO)Q} :

Puesto que )\(581, . ,xn) es estrictamente decreciente en (E — ,uo)2, el TRV dado en
(4) es equivalente a:

o 1, (f—,uo)2 >k
90(1"17'“737’”1)_{ 0’ (E_MO)QSk ’ (5)
y este a su vez a:
_ 1, |§_:u0‘ > h
Sp(x]_,...,xn) —{ 07 |f—lj/o| Sh (6)
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Imponiendo que el test de hip6tesis ha de tener nivel de significacion o

a = P{X ol > hlu= o] = PX = ol > 1] = P {121 > ¥ 1]

o

donde Z se distribuye segln una normal de media 0 y varianza 1. Entonces, teniendo en
cuenta el valor absoluto, @ - h es el punto de una normal de media 0 y varianza 1 que

deja por debajo 1 — a/2. Esto es:

Vn o

~— - h=Zi_q/im—h=2Z1_4,/)20 —.
pu l1—a/2 l1—a/2 Jn

Entonces, el TRV dado en (6) queda como:

(z 2n) = L, T —pol > Zi—ay2-
O\ L1y...,Tn) — 07 |f_,u0|§Zl—a/2‘

SIS

es decir, se rechazara la hipoétesis nula si la muestra seleccionada verifica la relacion:

_ o
‘x - :u’0| > Zl—a/2 I

Y
Jn
la cual corresponde a la regidbn de rechazo del contraste dado en (3).
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Con la media poblacional conocida
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Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal N (u, 02),
donde u es conocida. Entonces, dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X, proce-
dente de X, los posibles test, al nivel de significacion «, para la varianza de una poblacion
normal con media conocida, junto a su correspondiente region de rechazo, son los sigu-
ientes:

| Casos | Region de rechazo |
Z(l) Zj ; Zg } 0_13 g:l(Xi —m)? < Xp 020 0_13 g:l(xi — ) > Xp 1 a2
Mmool ) S
Mo zol ) LS o<

Donde X%,a es el punto de una chi cuadrado de n grados de libertad que deja por de-
bajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[X < xi,a] — a, donde x ~ X%-

Adviértase que tomando como cierta la hip6tesis nula, tomaremos como estadistico exper-
n

> (2 — p)?
: 2 i=1 2
imental Xcpp = 5 ~ Xn-
90

Contraste de hip6tesis — 20 / 50



Con la media poblacional desconocida
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Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal N (p, 02),
donde 1 es desconocida. Entonces, dada una muestra aleatoria simple Xi,..., X,
procedente de X, los posibles test, al nivel de significacion «, para la varianza de una
poblacion normal con media desconocida, junto a su correspondiente region de rechazo,
son los siguientes:

| Casos | Region de rechazo |
2 2
Hg : 02 = o3 (n —1)S, 4 <32 5 (n —1)S;, 4 S 42
Hy : o2 £ of 0_(2) Xn—1,a/2 0_(2) Xn—1,1—a/2
2
Hy: o2 < 0§ (n—1)55,_4 > 12
Hq o2 > o) 0'(% Xn—1,1—«
2
Hg : 02 > o2 (n —1)S, 1 2
Hq o2 < o 0_(2) n—1,«

Donde X721—1,a es el punto de una chi cuadrado de n — 1 grados de libertad que deja
por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[X < X?Qz—l,a] — a, donde x ~
X727,—1- En este caso, tomando como cierta la hipotesis nula, tomaremos como estadistico
experimental

2 1 —\ 2
Xe:cp:_'z<xi_x) )

2
o
0 =1

Contraste de hip6tesis — 21 / 50



Con la media poblacional desconocida

Indice

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Con la media
poblacional conocida

Con la media
poblacional
desconocida

Contraste para la media
poblacional

Contraste para la
proporcion

Contraste para el
cociente de varianzas

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I

que se distribuye segln una distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad y que
(n —1)5?

2
o

., 2
recordemos que también puede expresarse COMo X e p =

Ejemplo 2 Una empresa de ventas de muebles toma una muestra del almacén de 25
muebles elegidos al azar y calcula que el tiempo medio en meses que lo tiene en stock es
1’5 con una cuasivarianza muestral de 0'8. Contraste, con un nivel de significacion del 5%,
si la varianza poblacional puede tomar el valor 1.

Las hipotesis a contrastar, al 1%, seran:

Hy:02 =1
H, : o2 # 1
. : 25 —1)0'8
Puesto que el estadistico experimental toma el valor Xﬁxp = ( 1 ) = 1920, se
encuentra dentro de los valores criticos Xo/025 = 12°40y 07975 = 39'36. Por tanto, la
conclusion seria que no hay evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula. f
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Con varianza poblacional conocida

ndice Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal N (u, 02),

donde o es una cantidad conocida. Dada una muestra aleatoria simple X1,..., X,
procedente de X, los posibles test, al nivel de significacion «, para la media de una
poblacion normal con varianza conocida, junto a su correspondiente region de rechazo,
son los siguientes:

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media

poblacional Casos Region de rechazo
Con varianza . — 7o
poblacional conocida HO - = Ko |Ll? /’LO| > 7
. H . o 1—0&/2

Con varianza 1 - ,LL # ,U/O %
poblacional ) p—
desconocida HO v S o X — Mo 7

. o > 4l-«a
Contraste para la P> o NG
proporcion - p—

Ho.uZuo} T—po _,

Contraste para el H . o o7
cociente de varianzas 1-H < Ho vn

Contraste para la
diferencia de medias

e Donde Z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que deja por debajo
poblacionales

suya una probabilidad igual a a, es decir, P[Z < Z,] = a,donde Z ~ N(0,1).

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I

=
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Con varianza poblacional conocida
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Adviértase que tomando como cierta la hipotesis nula, el estadistico media muestral, X,
- Ve - . .7 . . 2 Ve -
seguira una distribucion normal de media o y varianza < vy, por tanto, el estadistico

n
experimental usado sera:
X — Mo

g

vn

Zeacp —

Ejemplo 3 De una poblaciéon normal N (u, 36) se selecciona una muestra de tamafio
64 cuya media muestral es 25. Contrastar a un nivel de significacion del 0’05, si la media
poblacional puede tomar el valor 27.

Las hipobtesis a contrastar, al 5%, segun el enunciado seran

H() U= 27
H1 v/ # 27 ’
siendo el estadistico experimental Zezp = 29 g HO = 29 g 27 — —2'7. Dado que el
V64 V64
estadistico experimental se encuentra fuera de los valores criticos Zg/g25 —1,96 y
Zorg7s = 1,96, la conclusion seria rechazar la hipotesis nula. f
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Con varianza poblacional desconocida

ndice Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal N (u, 02),

donde o2 es desconocida. Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X, procedente de
X, los posibles test, al nivel de significacion «, para la media de una poblacion normal con
varianza desconocida, junto a su correspondiente region de rechazo, son los siguientes:

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

_ Casos Region de rechazo
Contraste para la media
poblacional H, : L= [L0 |f _ ,LLO‘
Con varianza H, - M 7& 140 TS, 1 > tn—l,l—a/Q
poblacional conocida 7
Con vgrianza HO ) S Lo T — (Lo
poblacional _ > tn—l 1—a
desconocida H1 v > Lo Sp—1 ’
vn
Contraste para la Ha - > T —
proporcion 0+ M = Ho MO <t
H - S, 1 n—1,«
1< Mo n
Contraste para el \/ﬁ

cociente de varianzas

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

Donde t,,—1,, €s el punto de una t-Student de n» — 1 grados de libertad que deja por debajo
suya una probabilidad igual a a, es decir, P[t < tn—1,4] = a,dondet ~ t,,_1.

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I
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Con varianza poblacional desconocida

Indice

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media

poblacional

Con varianza
poblacional conocida

Con varianza
poblacional
desconocida
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Adviértase que tomando como cierta la hipotesis nula, el estadistico media muestral, X,
seguira una distribucion t-Student con n — 1 grados de libertad y, por tanto, el estadistico
X — Mo
Sp—1
vn

experimental se obtiene como Tezp =

Ejemplo 4 Supongamos que el numero de horas semanales dedicado por los empleados
de cierta empresa a navegar por internet tiene una distribucion normal. Se toma una mues-
tra de seis empleados y se obtiene: 12’2, 18’4, 23’1, 11'7, 82, 24. Contraste, a un nivel de
significacion de 0’01, si el tiempo medio semanal dedicado por los empleados a navegar
por internet es superior a 10 horas.

A partir de los datos se obtiene que X = 16’27y S,—1 = 6'53. Para con-
... Hy:pu>10 . . ,
trastar, al 1%, las hipotesis 0 H , el estadistico experimental tomara el valor
H1 v’ S 10
16/27 - /,LO /
Te:cp — 6/53 = 2'35.
V6
Dado que el estadistico experimental es mayor que el valor critico Tyro1 = —3'36, la
conclusion seria que no hay evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula. f
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Contraste de hip Otesis para la proporci 0n

indice : Sea X una variable aleatoria distribuida segin una Bernuilli de parametro p, esto es, X ~
Introduccion : B(p). Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, procedente de X, los posibles
Test Razdn test, al nivel de significacion «, para la proporcion muestral, junto a su correspondiente
Verosimilitudes : region de rechazo, son los siguientes:
Contraste para la .
varianza poblacional —
: Casos Region de rechazo
Contraste para la media
poblacional E HO - P = Do |P T p0|
. H- - > Zl—a/2
Contraste para la . 1P 3& Po P(1-P)
proporcion . n
Contraste para el E HO - P S po P — Po > Z
cociente de varianzas Hy : D > po P_P) 11—«
Contraste para la E n
diferencia de medias ¢ Hy : P > Po P — Do
poblacionales 9 o < Za
: Hi:p < po P(1—P)
Contraste para la . n

diferencia de
proporciones

Donde Z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que deja por debajo
suya una probabilidad igual a a, es decir, P[Z < Z,| = a,donde Z ~ N (0,1).
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Contraste de hip Otesis para la proporci 0n
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Adviértase que la proporcion muestral, P, se distribuye segin una distribucion

N (np,npq), por lo que el estadistico experimental (supuesto que la hipotesis nula es
P - po

[P(1—P)

Ejemplo5 Segun el articulo publicado en La voz de Galicia, el 29 de noviembre de 2009,
antes de la crisis la edificacion daba empleo al 14% de los extranjeros. Si se tomo una
muestra de 110 habitantes extranjeros y 85 no trabajaban en la construccion, ¢ puede con-
siderarse que la afirmacion del periddico es cierta?

cierta) quedara definido como Zeyzp =

De los datos del enunciado se sabe que la proporcion muestral es P = 12—150 = 023.
Asi, para contrastar, al 5%, las hipotesis Ho :p= 0'14 el estadistico experimental
P , &1 5%, fas hip Hi:p£014 [ g
023 — 0’14
tomaré el valor Ze,p = = 2'18.

0/23-0/77
110
Dado que el estadistico experimental no se encuentra dentro de los valores criticos

Zoroas = —1'96y Zyrg7s = 1796, la conclusion seria rechazar la hipotesis nula. En
consecuencia, la afirmacion del periddico no es cierta. f
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Contraste para el cociente de varianzas

Indice Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segtn una N (1, a%) y

N (2, ag), respectivamente, donde las medias son desconocidas. Dadas dos muestras
aleatorias simples X1,..., X, e Y1,...,Y,, procedentes de X e Y, respectivamente,
los posibles test, al nivel de significacion «, para la comparacion de varianzas de dos
poblaciones normales con medias desconocidas, junto a su correspondiente region de re-
chazo, son los siguientes:

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media

poblacional
| Casos | Region de rechazo |
Contraste para la 5 5
proporcion Hy : o2 = o2 Sn—l P , Sn—l P
Hy: 02 +# 03 ) < Fp—-1,m-1,a/20 52 > Fp1m—1,1—a/2
Contraste para el ! 2 m—1 5 m—1
cociente de varianzas Hg : o2 < o2 Sn—1
) O’ﬁ > 0_% ) > Fp_1 m—1,1—«
Contraste para la "1 2 m—1

diferencia de medias
poblacionales

Donde I}, —1,m—1,q €S €l punto de una F-Snedecor de n — 1 y m — 1 grados de libertad
que deja por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[F < Fy,—1.m—1.4] = a,
donde F' ~ Fip_ 1, m—1.

Tomando como cierta la hipotesis nula, tomaremos como estadistico experimental:

Contraste para la
diferencia de
proporciones

Fe:z:p — 52 ~ Ln—1,m-—1-

TC I

Ky
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Contraste para el cociente de varianzas
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Ejemplo 6 Dos profesores estan interesados en comparar el nivel académico de dos
grupos en una misma asignatura. Tomando una muestra de 81 alumnos para el primer
grupo, se obtiene una nota media de 57 con una cuasivarianza de 1'2. Mientras que
para una muestra de 61 alumnos del segundo grupo, se obtiene una nota media de 7 con
cuasivarianza igual a 2'2. ¢ Existe diferencia entre la dispersion de ambos grupos?

Las hipotesis a contrastar, al 5%, seran:

2
HO . Z—% =1
H1 . % 75 1
2
- . 1'2 /
Puesto que el estadistico experimental toma el valor Feyp, = 5 1 =0545, y dado

que el estadistico experimental es menor que uno de los valores criticos, Fxo.60 (0’025) =

1 _— 1 _ ., . . . .
Foo 50(07975) — 176 — 06295, la conclusion seria rechazar la hipo6tesis nula. Es decir,
existe diferencia entre las dispersion de ambos grupos. f

Contraste de hip6tesis — 33 / 50



Indice

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste de hip Otesis para la
diferencia de medias procedentes de
sendas poblaciones normales

Independientes

Contraste para la media
poblacional

Contraste para la
proporcion

Contraste para el
cociente de varianzas

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

Varianzas
poblacionales
conocidas

Varianzas
poblacionales
desconocidas e iguales

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I

Contraste de hip6tesis — 34 / 50



Varianzas poblacionales conocidas
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Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segin una N(,ul, a%)
y N (p2, ag), respectivamente, donde las varianzas son conocidas. Dadas dos muestras
aleatorias simples X1,..., X, e Y1,...,Y,, procedentes de X e Y, respectivamente,
los posibles test, al nivel de significacion «, para la comparacion de medias de dos pobla-
ciones normales con varianzas conocidas, junto a su correspondiente region de rechazo,
son:

| Casos | Region de rechazo |
H01H1:H2} | X — Y| -y
Hy :p1 # p2 2 2 l—a/2
-1 4 -2
n____m
Hp :pyp < po X-Y > 74
Hy:py > p2 o2 o2 -
~1 + 2
n m

Donde Z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que deja por debajo
suya una probabilidad igual a a, es decir, P[Z < Z,| = a,donde Z ~ N(0,1).
En este caso, adviértase que tomando como cierta la hip6tesis nula, tomaremos como

X-Y
estadistico experimental Zezp = - =~ N(0,1).
71 4 %2
n m
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Varianzas poblacionales conocidas
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Ejemplo 7 El comercial de cierta marca de refrescos trabaja con dos salas de fiestas. De-
bido a recortes de plantilla en su empresa debe de dejar de trabajar con una de ellas. Para
tomar dicha decision cuenta con dos muestras aleatorias simples de tamafio 100 y 125,
respectivamente, sobre el consumo semanal de refrescos en cada una de las salas. Para
la primera muestra se obtiene una media de 19070 botellines consumidos, mientras que
para la segunda es de 21080. Suponiendo que ambas muestras proceden de poblaciones
normales con varianzas poblacionales iguales a 2500 y 7500, respectivamente, ¢ coincide
el nUmero medio de refrescos consumidos en ambas salas?

Puesto que:
19070 — 21080 2010
Zexp = | | 2000 218’0151 > 1'96 = Zyrg7s,
\/2500 | 7500 V85
100 125
Hy : =
se rechaza la hipotesis nula del contraste 0+ H1 = H2 } es decir, no coincide el
Hiy:pn # po
namero medio de refrescos consumidos en ambas salas. f
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Varianzas poblacionales desconocidas e iguales

Indice Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segin una N (u1, a%)

y N (e, ag), respectivamente, donde las varianzas son desconocidas e iguales. Dadas
dos muestras aleatorias simples X1,..., X, e Y1,...,Y,, procedentesde X e Y, re-
spectivamente, los posibles test, al nivel de significacion o, para la comparacion de medias
de dos poblaciones normales con varianzas desconocidas e iguales, junto a su correspon-
diente regidbn de rechazo, son los siguientes:

Introduccion

Test Razon
Verosimilitudes

Contraste para la
varianza poblacional

Contraste para la media

poblacional
Contraste para la Casos Region de rechazo
proporcion —— —

H02M1=M2} X-Yi _, /
Contraste para el . n+m—2,1—a /2
cociente de varianzas Hl - H1 7é M2 S \ /1 + 1

n m

Contraste para la . v Ve
diferencia de medias HO : Iu'l S IUJQ X Y > t m—2.1—
poblacionales Hl D b1 > (42 S 1 L 1 n-+m ) «
Varianzas n m
poblacionales
conocidas )
Varianzas Donde 1y, +m—2,a €s el punto de una t-Student de n 4+ m — 2 grados de libertad que

zZscarl)cr:zrc]sjeexzeiguales deja por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, Pt < tn4+m—2.4] = a, donde

t~ tn—l—m—Q-

Contraste para la
diferencia de
proporciones

TC I
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Varianzas poblacionales desconocidas e iguales

indice Ademas, recordemos que

Introduccion

(n—1)S; 1+ (m—1)S7

, 2
Test Razon Sp —
Verosimilitudes n-+m — 2
Contraste para la n- S?%,—l +m - Sr2n—
varianza poblacional —
n—+m — 2

Contraste para la media
poblacional

Adviértase que, supuesto que la hip6tesis nula es cierta, se ha usado el estadistico

Contraste para la _ _

proporcion X Y

Te:c p — )
Sp +

Contraste para el
cociente de varianzas

ﬁ

1
m

Contraste para la
diferencia de medias
poblacionales

que se distribuye segln una t-student con n + m — 2 grados de libertad.

Varianzas
poblacionales
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Varianzas
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TC I
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Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar la inscripcion en dos aplica-
ciones informaticas de blusqueda de empleo que se piensan lanzar al mercado. Se toman
dos muestras de 101 individuos cada una y se les pide que accedan a la aplicaciobn y com-
pleten la ficha de inscripcion, obteniendo una media de 502 y 52’9 segundos en la primera
y segunda aplicacion, respectivamente, y una varianza de 4’75 y 5’35, respectivamente. Si
se supone que las poblaciones estan normalmente distribuidas, ¢ existe diferencia entre las
medias del tiempo de inscripcion en ambas aplicaciones?

La informacion que da el enunciado hace referencia a la muestra, por tanto, se tienen
las medias y varianzas muestrales. Puesto que piden responder si las medias pobla-
cionales son iguales, la herramienta a usar sera un contraste de hipotesis de diferencias
de medias. En tal caso, se tienen dos opciones: varianzas conocidas o desconocidas e
iguales. En este caso las varianzas son desconocidas, pero no se sabe si son iguales. Por
tanto, primero hay que comprobar esta suposicion.

Con tal objetivo, se puede realizar el contraste de hipotesis para el cociente de varianzas.
Una vez comprobado que las varianzas son iguales, podremos estudiar qué ocurre con las
medias.
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Para contrastar si las varianzas son iguales plantearemos las hipotesis:

Hy: 0% = 03
H, : 0} # 05
S2 S2
L n—1 .
En tal caso, puesto que n = m se verifica que Fezp = <3 - = 52 , Y por tanto:
4'75
exp — — 0,888
5’35

Como F1007100(0/975) = 148 y FlOO 100 (O 025) = 1’48 = 0,675, se concluye que
no hay suficiente evidencia como para rechazar la hipotesis nula al nivel de significacion
del 5%.

Por tanto, podemos concluir que las varianzas poblacionales son iguales.

En tal caso, para contrastar si las medias son iguales, podemos usar el estadistico experi-
mental para el caso de varianzas desconocidas e iguales. Esto es:

X -V
Spr/ 2+

Te:cp —

i

1
m
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= 01407y | X — Y| =27, es

1
m

Puesto que recordemos que S, = 2'2584, % +
claro que:

2'7
2/2584 - 0’1407
Como el valor critico es t200(0'975) = 1’972, es claro que se rechaza la hip6tesis nula.
Por tanto, existe diferencia entre las medias del tiempo de inscripcion en ambas aplica-
ciones.

Tewp = = 8'497.
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Contraste para la diferencia de proporciones

indice Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que se distribuyen segln B(pl)
Introduccion y B(p2), respectivamente. Dadas dos muestras aleatorias simples Xi,..., X, e
Test Razdn . Y1,...,Y, procedentes de X e Y, respectivamente, los posibles test, al nivel de sig-
Verosimilitudes nificacion «, para la diferencia de proporciones muestrales, junto a su correspondiente
Contraste para la : region de rechazo, son los siguientes:

varianza poblacional :

Contraste para la media

poblacional : Casos Region de rechazo
Contraste para la E Ho - P1 = P2 |P1 — P2| > z
iC : l—a/2

— : Hy :p1 # p2 \/P1(1—P1) 4 Pa(1=Py) /
Contraste para el o n m
cociente de varianzas E HO . P1 S Do Pl _ P2 v

. 11—«
Contasteparala Hy :p1 > po P (1-Py) | Py(1—Py)
diferencia de medias . - —|— ooy
poblacionales

; Ho :p1 > po P — P
Contraste para la E H, - pr=>»r < Za
diferencia de . 1:Pp1 < p2 \/Pl(l—Pl) i Py (1—P>)
proporciones n m

Donde Z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que deja por debajo
suya una probabilidad igual a a, es decir, P[Z < Z,] = a,donde Z ~ N(0,1).
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Contraste para la diferencia de proporciones
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(P1—P2)—(p1—p2)

\/P1(1—P1) N Py(1—Py) *

En este caso, tomaremos como estadistico Zeyp =

Ejemplo 8 Se encuestaron a 200 estudiantes de la Universidad de Granada, de los cuales
20 manifestaron estar en contra del denominado "Plan Bolonia”. En la Universidad de
Malaga se encuestaron a 180 estudiantes, siendo 30 los que se mostraron disconformes
con el nuevo plan. Al nivel de significacion del 5%, ¢puede decirse que la proporcion
de alumnos que no estan de acuerdo con la entrada del Espacio Europeo de Educacion
Superior es distinta en cada una de las provincias?

Del enunciado se obtiene que P; = % =01y P, = %:Oo — 0'16. Para contrastar,

Ho - P1 — P2 =0

H1 :P1 — P2 #0
'1-0"1

Ze:cp — Y 017 = —1/992

01(1-0"1) | 017(1-0"17)
200 180

Dado que el estadistico experimental esta fuera de los valores criticos Zy/go5 = —1'96
y Zorg7s = 1796, la conclusion seria que no hay evidencias suficientes para rechazar
la hipbtesis nula. Luego, la proporcion de alumnos no es distinta en cada una de las
provincias. f

al 5%, las hipotesis }, se tiene que el estadistico experimental es
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Relaci on de ejercicios propuestos

ndice Suponga que el numero medio de dias de ausencia de los trabajadores de cierta

empresa es una variable aleatoria normal con desviacion tipica 0’6. Teniendo en
cuenta la siguiente muestra: 2’4, 2’6, 3'7, 2’9, 2'8, 3'1, 35, 3, 2’2, 2’5, 31, 31,
¢,se puede decir, con un 5% de significacion, que el nUmero medio de ausencias es
menor que 3?

El nGmero medio semanal de accidentes laborales en determinada provincia es
12. Tras una campafa de informacion y prevencion se contabilizaron durante seis
semanas consecutivas 8, 11, 9, 7, 9 y 10 accidentes. ¢Puede decirse, al 5% de
significacion, que la campafa fue efectiva?

B Si de 900 nuevas poélizas aseguradoras, 500 se contrataron por internet. ¢ Se puede
concluir, al 1% de significacion, que los consumidores prefieren mayoritariamente
la contratacion on-line?

S¥/8 Un fabricante de ordenadores asegura que el porcentaje de productos defectuosos
es del 1%. Al seleccionar una muestra aleatoria de 200 ordenadores se descubren
8 defectuosos. Contraste, con un 10% de significacion, la afirmacion del fabricante.
¢ Y al 95%7?
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Relaci on de ejercicios propuestos

i . . . H
ndice Una empresa busca comerciales y ofrece un salario variable, asegurando que por

término medio se obtiene unos 500 euros mensuales. Un comercial en paro esta
pensado en considerar la oferta si lo que dice la empresa es cierto y para ello
pregunta a nueve empleados obteniendo un salario medio mensual de 498 euros y
una cuasidesviacion tipica de 2 euros. ¢Aceptara el trabajo el comercial en paro?
¢, Puede afirmarse que la dispersion es superior a 47?

Supongamos que el tiempo medio que se emplea en realizar cierta tarea dentro
de un proceso de produccion se distribuye seglin una normal. Se quiere estudiar
la hip6tesis de que en la fabrica A, donde se ha instalado una nueva maquinaria,
el tiempo necesario para realizar la tarea es menor que en la fabrica B, que sigue
funcionando con la maquinaria antigua. A la vista de la siguiente muestra:
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FABRICA A 28 25 27 68 44 30 53 60 50 25 53
FABRICA B 27 37 43 29 61 58 75 46 56 80 57

¢, Se puede decir con un nivel de significacion del 1% que la hipotesis planteada es
cierta?

Contraste para la
diferencia de
proporciones
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Relaci on de ejercicios propuestos

ndice El comercial de cierta marca de refrescos trabaja con dos salas de fiestas. Debido

a recortes de plantilla en su empresa debe de dejar de trabajar con una de ellas.
Para tomar dicha decision cuenta con dos muestras aleatorias simples de tamafio
100 y 125, respectivamente, sobre el consumo semanal de refrescos en cada una
de las salas. Para la primera muestra se obtiene una media de 1907 botellines
consumidos, mientras que para la segunda es de 2108. Suponiendo que ambas
muestras proceden de poblaciones normales con varianzas poblacionales iguales
a 250y 750, respectivamente, ¢ coincide el nUmero medio de refrescos consumidos
en ambas salas?

Se considera que el gasto en personal de empresas aseguradoras se distribuye
segln una normal. Para comparar el gasto en personal de la aseguradora A y
B se toman 25 empleados de cada una de las empresas y se obtiene que en la
aseguradora A el salario medio es de 14 (en miles de euros anuales) con > (X; —
X) = 4996 y en la aseguradora B es de 14’5 (en miles de euros anuales) con
> (Y — Y) = 5362. Si se puede suponer que las varianzas son iguales, ¢se
aceptaria que el salario medio no cambia de una empresa a otra?
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Relaci on de ejercicios propuestos

indlce La calificacion media de 58 opositores al cuerpo de Inspeccion Tributaria es de 5'5

con cuasivarianza muestral de 0’2 y para 44 opositores a Funcionario de Prisiones
la calificacion media es de 5’8 con cuasivarianza muestral de 0'12. Asumiendo que
las calificaciones se distribuyen normalmente y que las desviaciones tipicas son
iguales, contrastar si hay evidencias de que las calificaciones medias sean distintas
en cada una de estas oposiciones.

SN Se quiere comparar los resultados obtenidos en la asignatura de Métodos Cuanti-
tativos en la convocatoria de diciembre y en la convocatoria de junio. Se toma una
muestra de siete alumnos de la convocatoria de diciembre y se obtiene 4’4, 6, 5, 4,
3, 3'8, 5’1 y de una muestra de 10 alumnos que se presentaron en la convocatoria
de junio se ha obtenido >°:°,Y; = 48y 3.7 Y;? = 236'96. Teniendo en
cuenta los datos anteriores, ¢ puede concluirse que la calificacibn en ambas convo-
catorias tienen la misma dispersion?

SN De una muestra de 54 hombres, 21 dice tener coche propio, mientras que de una
muestra de 60 mujeres, 18 son las que afirman tener su propio coche. A un nivel de
confianza del 99%, ¢ existen diferencias entre la proporcion de hombres y mujeres
con coche propio?
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Relaci on de ejercicios propuestos

indi . .,
e WP Una empresa tiene dos turnos de produccion cada uno de ocho horas y con el

mismo numero de trabajadores, pero uno diurno y otro nocturno. Para comparar la
productividad de ambos turnos se toma una muestra aleatoria de 21 dias de cada
uno de los turnos obteniéndose que las cuasidesviaciones tipicas obtenidas fueron
0’838 y 1'502, respectivamente. Suponiendo normalidad en las puntuaciones, ¢,se
puede afirmar, al 5% de significacion, que existen diferencias entre las varianzas
poblacionales?

SR Consideremos una muestra de 110 empleados de la construccion en la que 60 son
espanoles y 50 extranjeros. De los trabajadores espanoles, 17 ocupan puestos de
responsabilidad y, de los extranjeros, solo 6 tienen cargos de responsabilidad. A
la vista de dicha muestra, ¢ puede considerarse, con un 95% de confianza, que la
proporcion de inmigrantes en cargos de responsabilidad es al menos diez puntos
inferior a la proporcion de espafnoles en cargos de responsabilidad dentro de la
construccion?
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