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INTRODUCCION

Ya en 1919, Pairman y Pearson, [87|, resaltaron la importancia de las
distribuciones continuas y acotadas dentro de la teoria estadistica. Sin embargo,
durante el siglo XX la investigacion se centr6 en las distribuciones no acotadas,
entre las que destaca la distribuciéon normal. Esta abundancia de distribuciones
no acotadas contrasta con la escasez de modelos acotados desarrollados en este

periodo.

El uso de distribuciones no acotadas se generalizo hasta el extremo de
proponer modelos con estas caracteristicas para ajustar fendmenos descritos sobre
dominios acotados. Por ejemplo, Fama, |27, propone la distribuciéon normal como
distribuciéon subyacente para el ajuste de los rendimientos financieros definidos

sobre un dominio acotado.

La justificacién para ajustar datos acotados con distribuciones no limitadas
podria ser el mayor desarrollo tedrico de este tipo de distribuciones, que facilitan,
su aplicaciéon préactica. El avance computacional actual nos permite una mayor
exigencia a la hora de describir como distribuciéon subyacente aquella que se

comporte con caracteristicas similares a las presentadas por los datos empiricos.

Como alternativa acotada de la distribucién normal se ha usado e, incluso,
abusado de la distribuciéon beta. Se podrian nombrar multitud de aplicaciones en
muy diversos campos desde la ingenieria a la medicina. Especial interés tiene su

aplicacion como distribucién subyacente en la metodologia PERT propuesta por
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la marina estadounidense.

Es conocido que la distribucién beta no tiene una expresion cerrada de su
funcion de distribucion y que sus parametros carecen de una interpretacion
intuitiva. A pesar de ello, es innegable que la distribuciéon beta continta siendo
aplicada en una multitud de campos y, que sin duda, es un referente en la teoria
de distribuciones continuas acotadas.

Muestra de ello es el manual publicado por Gupta y Nadarajah, [39]. Con
el objetivo de desarrollar distribuciones alternativas a la beta, van Dorp y
Kotz realizan determinados avances que concluyen con la presentacion de la
distribucién two-sided power en el ano 2002. Esta distribucion, que resulta
ser una generalizacion de la distribucion triangular, supera los inconvenientes
anteriormente descritos y ademés presenta una funcién de densidad con forma
de pico que contrasta con la suavidad de la distribucién beta. Esta caracteristica
puede resultar muy apropiada en el caso de ajuste de datos financieros que suelen
presentar histogramas con apuntamiento pronunciado.

Continuando con el objetivo de extender las alternativas de la distribucion
beta, se publica en el afio 2004 la monografia Beyond Beta (Kotz y van Dorp, [61])
que, como su propio titulo indica, recoge distribuciones acotadas que pueden servir
como alternativa a la distribucion beta y que se pueden considerar extensiones de
la distribuciones triangular. Se recogen alternativas novedosas como, por ejemplo,
la anteriormente citada two-sided power, y otras, como la distribucion Topp-
Leone, que fueron publicadas durante el siglo XX pero que permanecieron en la
oscuridad, relativamente desconocidas, hasta que el interés por las distribuciones
acotadas ha resurgido.

La principal aportaciéon de esta memoria es la presentacion de un conjunto de
distribuciones acotadas que podrian servir de alternativa a la distribucion beta
en la metodologia PERT y a la distribucion normal en el ambito financiero. De
esta manera se pretende seguir extendiendo el conjunto de distribuciones acotadas
disponibles y completar asi el vacio existente en la literatura del siglo XX con
respecto a este aspecto.

La memoria que se presenta estd compuesta por cuatro capitulos, siendo en
todos ellos comin la presencia y construcciéon de distribuciones acotadas en un

dominio finito.
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En el primer capitulo se presenta una breve revision bibliografica de las
principales distribuciones que habitualmente han sido empleadas dentro de la
metodologia PERT, asi como las construidas recientemente, la distribuciéon two-
sided power y la distribucién biparabolica. Utilizando como referencia los estudios
desarrollados por van Dorp y Kotz, [111], se muestra el sistema generador de
distribuciones unimodales, que sera la base del desarrollo teérico mostrado a lo
largo de este trabajo.

En el segundo capitulo se presentan las distribuciones bictbica y biseno,
asi como la generalizaciéon de ambas. Con el objeto de enmarcarlas dentro del
ambiente de incertidumbre se realiza una mencién especial al estudio de sus
valores esperados y varianzas.

Con el objeto de solventar los problemas existentes en la presencia de colas
pesadas (heavy tails), y utilizando como punto de partida los estudios presentados
por Hahn, [41]|, se muestra en el tercer capitulo la construccion de diversas
distribuciones utilizando el proceso de mixtura. Basdndonos en los resultado
obtenidos en la aplicacion préctica, se proponen las distribuciones construidas,
en dicho capitulo, como modelos probabilisticos para su aplicaciéon en el &mbito
de incertidumbre.

Utilizando como referencia las conclusiones obtenidas con las distribuciones
construidas en el tercer capitulo, y teniendo las caracteristicas de apuntamiento
y colas pesadas, se enmarcan dentro del &mbito financiero. Asi pues, teniendo en
cuenta las caracteristicas que presentan los mercados financieros, se realiza las
transformaciones necesarias de adaptacion de las distribuciones para su posterior
aplicacion en el ajuste de los rendimientos financieros pertenecientes al indice
bursatil DJ Eurostoxx 50.

Por ultimo y a modo de conclusion, se presenta un breve resumen de los
resultados y conclusiones obtenidas en cada uno de los capitulos, asi como las

lineas de investigacion que han surgido de los estudios mostrados en esta memoria.







CAPITULO 1

MODELOS PROBABILISTICOS
EMPLEADOS EN EL
TRATAMIENTO DEL RIESGO Y LA
INCERTIDUMBRE

Las distribuciones de probabilidad rectangular o uniforme, triangular y beta
son utilizadas habitualmente, dentro de la metodologia PERT, para el estudio de
la duraciéon de un proyecto de fabricacion o realizacion de un trabajo en funcion
de la duracion de las diferentes tareas o actividades, Romero, [97]. Ademés, han
sido empleadas en el analisis de la bondad de un proyecto de inversion mediante
sus diversos flujos de caja, actualizados segiun su valor capital, Suéarez, [104] e
incluso para la valoraciéon de bienes en ambiente de incertidumbre, haciendo uso
del método de las dos funciones de distribucion, Caballer [11].

En este primer capitulo de presentacion, se realiza una breve revision
bibliografica sobre los modelos probabilisticos citados anteriormente e incluir
algunos de los modelos presentados recientemente para el tratamiento del riesgo
y la incertidumbre. Entre ellos cabe destacar la distribucion two-sided power
(TSP), van Dorp y Kotz, [109], la distribucion biparabolica, Garcia, [31] y [34] y

5



1.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

la distribucion coseno, Castrup, [14].
Para terminar el capitulo, se presenta el sistema generador de van Dorp y
Kotz, que sera una de las herramientas fundamentales en el desarrollo teérico de

los capitulos siguientes.

1.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

1.1.1. Distribucién Uniforme o Rectangular

La utilizacion de la distribuciéon uniforme o rectangular dentro de la
metodologia PERT ha sido de gran utilidad por requerir un primer nivel de
informaciéon. Aunque fundamentalmente se utiliza cuando no se dispone de
informacion suficiente y su estimacion es muy simple, presenta el inconveniente
del excesivo valor de su varianza, conduciendo a resultados excesivamente

conservadores.

Definicién 1.1 Sea X una variable aleatoria valuada en [a,b] C R, se dice que
se distribuye uniformemente o segun una distribucion rectangular si y solo si su

funcion de densidad asociada responde a la expresion:

b% a<z<hb,
f(x) = oa (1.1)

en otro caso.

Por tanto, la probabilidad de que X esté en el intervalo [a,b] es siempre

constante, alcanzando el valor b%

-, mientras que la probabilidad de que X no
pertenezca al intervalo es nula. La distribucién rectangular es conocida también
como distribuciéon uniforme ya que la probabilidad de que X pertenezca al
intervalo [a,b] queda repartida de forma uniforme en el dominio de definicion
de dicha variable, tal y como se muestra en la Figura 1.1.

La funcién de distribucion asociada a la distribuciéon uniforme viene dada por

0 z < a,
Fla)={ =2 q<a<b, (1:2)
1 x>b,
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_1
b-a

a b

Figura 1.1: Funcién de densidad de la distribucién uniforme.

y, cuya representacion grafica corresponde a la Figura 1.2.

a b

Figura 1.2: Funciéon de distribucion de la distribucion uniforme.

Las principales caracteristicas estocéasticas que presenta dicha distribuciéon son:

= Funcién generatriz de momentos G(t) = %, (1.3)

= Media Elx] =2 ; b (1.4)

= Varianza var[X| = (Z)I—;)Q, (1.5)

= Coeficiente de asimetria de Fisher pr = ﬁ =0, (1.6)
2

= Coeficiente de curtosis de Fisher Po = % -3 = _?6 (1.7)
2

Por tanto, teniendo en cuenta el valor de su coeficiente de asimetria y
coeficiente de curtosis se puede afirmar que la distribucion rectangular es simétrica
yva que ; = 0y, ademas es platictrtica, por presentar un coeficiente de curtosis

inferior al de la distribucion gaussiana.
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1.1.1.1. Distribucién rectangular estandarizada

Las expresiones (1.1) y (1.2) pueden simplificarse considerando la variable

estandarizada
X —a

b—a

Realizando el cambio de variable, se tiene que la funcién de densidad y

T —

la funcion de distribucion de la distribucion rectangular estandarizada quedan

reducidas a las expresiones siguientes:

1 0<t<l,
f(t) = (1.8)

0 en otro caso.

0 t<0,
Flt)=4qt 0<t<1, (1.9)
1 x>1.

En el caso particular de la distribucion rectangular estandarizada se tiene que

sus caracteristicas estocasticas corresponden a:

= Funciéon Generatriz de Momentos G(t") = et*t*— 1, (1.10)
= Media E(T)= %, (1.11)
= Varianza var(7T) = %, (1.12)
= Coeficiente de asimetria B/ =0, (1.13)
= Coeficiente de curtosis By = %6 (1.14)

Tal y como se ha comentado al inicio de este apartado, la caracteristica
principal que presenta dicha distribucion, es que solamente requiere la informacion
correspondiente a los extremos del intervalo. Por tanto, recurriendo a la ayuda
de un experto se puede describir la expresion de dicha distribucion utilizando los

valores, minimo (a) y méaximo (b).
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1.1.2. Distribucién Triangular

La distribuciéon triangular fue una de las primera distribuciones de tipo
continuo propuestas. Fue presentada en 1755 por el matemético inglés Simpson,
[100].

La distribucion triangular se caracteriza por tener una aproximacion inicial
en aquellas situaciones donde se carece de informacion. Es una distribucion
ampliamente utilizada en el analisis de la duraciéon de proyectos econdémicos
usando la informaciéon aportada por una persona experta en el tema, ya que
queda perfectamente determinada a partir del valor minimo a, valor méaximo by

valor mas probable m.

Definicion 1.2 Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo [a,b] C R,
se dice que X se distribuye segun una distribucion triangular si su funcion de

densidad responde a la expresion:

8
Q

2 —  a <z <m,
flz) = ’ (1.15)

b—a j} m<ax<b.

3

8

3

La distribucion presenta distintas intensidades en su asimetria dependiendo de
la situacion del valor modal con respecto al centro del intervalo, tal y como se

observa en los graficos mostrados en la Figura 1.3.

a m' b a m b a m b
Figura 1.3: Funcién de densidad de la distribucion triangular.

La funcién de distribucion asociada a la funcion de densidad (1.15) viene
dada por la expresion (1.16). Teniendo en cuenta la expresion que describe a
la funcién de distribucién se observa que es una funciéon facilmente invertible, no
presentando problemas de estimacion de sus parametros cuando se han estimado

subjetivamente o determinado, Herrerfas, [47], los valores de a, b y m.
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0 rz <a,
1) a<a<m,
F(z) = - g (oty? (1.16)
@152 m<a<b,
1 x > b.

Asi pues, la funcion inversa de (1.16) viene dada por:

F ) = 2, — a+\/a(b—a)(m—a) 0<a< =2, (117)
b—v(A—a)b—a)(b—m) 2=t <a<l,

siendo x, un cuantil de la funciéon de distribucion F'(x), Palacios et al., [89].

Las principales caracteristicas estocasticas a destacar de la distribucion
triangular son, su funcién generatriz de momentos (1.25), valor esperado (1.26),

varianza (1.27) y coeficientes de asimetria (1.28) y curtosis, (1.29).

(b—m)e + (m — a)e — (b — a)e™

GO = m b —m) (1.18)
E[X] :“Tm“), (1.19)
Var[X]_(b—m)2+(m—ai;+(b—m)(m—a), (1.20)
61:/é;;z:\/§(a—2m+b)(b—2a+m)(2b—7;1—a)7 (1.21)
14 5((b=a)* = (m—a)(b—m))?
gy =t 33 (1.22)
Ha 5

1.1.2.1. Distribucién triangular estandarizada

Con objeto de presentar la distribucion triangular estandarizada se considera
z—a

7=, asi pues las expresiones (1.15) y (1.16) adoptan

una forma maés simplificada, tal y como se muestran en (1.23) y (1.24) para el

el cambio de variable t =

10
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caso de la funcion de densidad y de distribucion respectivamente.

ft)y=2 Af,t (1.23)
=L M <t<l,
)
0 t <0,
F i Ot M, 1.24
0= 11— << 24
T 1-M — ’
1 t>1.

Las caracteristicas de la distribucion triangular estandarizada adoptan
unas expresiones mas simplificadas dependiendo exclusivamente de la moda

estandarizada.

B 1— M+ Met" — Mt

G(t%) S (1.25)

B[] :M; L (1.26)

var[T] :(1—M)2+Z\/1[;+(1—M)M’ (1.27)

5 :\/5(1 —2M)(1+M)(2—M)7 (1.28)
5(M?— M +1)2

o =%3. (1.29)

En 1941, Ayyangar, [4], estudia la distribucién simétrica estandarizada. Sin
embargo, la distribucién encontré su gran esplendor, adquiriendo un mayor
protagonismo, a partir de la década de los sesenta cuando varios autores la
aplicaron dentro de la metodologia PERT, Clark, [17]|, Grubbs, [38], MacCrimmon
y Ryavec, [68], Moder y Rodgeres, [78], Vaduva, [115], Williams, [119], Keefer y
Bodily, [56] y Johnson, [53], entre otros.

Ademas de ser utilizada en la metodologia PERT, la distribucién triangular
ha sido empleada también en el método de simulacion de Monte Carlo, Vose
[116] y en sistemas de simulacion discretos, Banks et al. [7] y Altiok y Melamed

[3], teniendo también aplicacion dentro del campo de software de analisis de
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incertidumbre tales como @Risk o Crystal Ball.

1.1.3. Distribuciéon Beta

La distribucion beta, se nota por ((a;b;p;q), v se utiliza como modelo
probabilistico en un gran ntmero de problemas econdémicos: fidelidad a una
marca, anélisis de inversiones, valoracion, duraciéon de un trabajo complejo, etc...,
debido, entre otras cosas, a su tremenda maleabilidad para representar diferentes
situaciones.

En el caso particular de considerar p = ¢ = 1, la distribuciéon beta se reduce
a la anteriormente presentada, la distribucién uniforme y, asignando a ambos
parametros el valor dos, se describe la expresion correspondiente a la distribucion

parabdlica.

Definiciéon 1.3 Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo (a,b), se
dice que se distribuye segun una distribucion beta si y solo si su funcion de

densidad viene dada por

L (=P ()i P
flo) = A Foa Gmaprrr  ASTS bip>1ig > 1, (1.30)

0 en otro caso,
donde (3(p,q) = fol P71 — 2)i ldx.

Teniendo en cuenta los estudios realizados por Dumas de Rauly, [22], y
Canavos, [13], se describe el valor esperado, la moda y la varianza de la

distribucién beta como:

EX] = ot (1.31)
p+q
_(p—=Db+(g—1a
m = e (1.32)
var[X] = Pa _(b—a)”. (1.33)

(p+q+1)p+aq)

Notando por ¢ el centro del intervalo (a,b) y R el radio del mismo, se expresa

el valor modal y el valor esperado en funciéon de ¢, p, ¢ y R,

12
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p—4q

E[X]=c+2—9pR, (1.34)
p+q
b—q
=c+ —R. 1.35
m=c P ( )

El objetivo principal de la realizaciéon de dicho cambio es la comodidad ante el
estudio de la asimetria de la distribucion dependiendo de los valores que tomen

los parametros p y ¢q. Romero, [97], demuestra que:

= Si p = ¢, la media, la moda y el centro del intervalo tomarian el mismo

valor, indicando por tanto que la distribuciéon beta es simétrica.

= Sip > ¢, la moda y la media se situarian a la derecha del centro y, teniendo

en cuenta que ¢ < y < m, la distribucion es asimétrica a la izquierda.

= Sip < q, lamoda y la media estan a la izquierda del centro y m < u < ¢,

la distribucién presenta asimetria a derecha.

A partir de los resultados comentados se tiene que min(c, m) < p < max(c, m),
es decir, el valor esperado de la variable aleatoria con distribucion beta siempre
se encuentra en el subintervalo determinado por la moda y el centro del intervalo
(a,b).

Con el fin de resaltar la rigidez de la distribuciéon beta, y para salvaguardar la
flexibilidad modeladora, Herrerias [43] desarrollo, utilizando la clasica ecuacion
diferencial de Pearson, un sistema de modelos probabilisticos que permiten una
ponderacion variable para el valor modal en las expresiones de E[X] y var[X],

quedando definidas como:

a+km+b
X ==

(1+k)(b—a)*+ k*(m —a)(b—m)
(k+2)2(k+3) ’

(1.36)

var[X| = (1.37)
donde k puede entenderse como el parametro que se determina segin la confianza
subjetiva en la experiencia del experto que determiné a, m y b. En el caso de

asignar el valor cuatro al pardmetro k, la distribuciéon beta recibe el nombre de
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distribucion beta clésica o beta Tipo I. Para este caso particular, las expresiones
(1.36) y (1.37) quedan reducidas a

a+4m+0b
6 )
(5a — 4m — b)(a + 4m — 5b)

var[X] = 555 . (1.39)

E[X] = (1.38)

Teniendo en cuenta la informacién que aporta el experto, valor minimo, méas
probable y maximo, no se puede determinar la expresion de la funciéon de densidad
de la distribucion beta, ya que ésta depende de 4 parametros a, b, p y ¢g. Sasieni,
[98], v Moitra, [80], pusieron de manifiesto la imposibilidad de determinar los
cuatro parametros de la distribucion beta a partir de las tres estimaciones
periciales. Asi pues, es necesario recurrir a informaciéon adicional que permita
simplificar los calculos para obtener la expresién correspondiente a la funcion
de distribucion, Littlefield y Randolph, [95]. Yu Chuen-Tao, [122], presenta en su
trabajo la idea de considerar la hipotesis en la que el recorrido finito de la variable

es 6 veces la desviacion tipica:

= 1.40
== (1.40)
Luego, a partir de las expresiones, (1.33) y (1.40) resulta que:
1
Pa - (1.41)

(p+q+1)(p+q)? 36

que junto con la expresion de la moda (1.32) describen un sistema de ecuaciones
donde p y ¢ son las incognitas a resolver. Romero, |97, recurre a ciertas hipotesis

que permiten la obtenciéon de las soluciones siguientes;

1* solucion: p=3++v2 y ¢=3—V2, (1.42)
2% solucion: p=3—-v2 y ¢=3+V2 (1.43)

Teniendo en cuenta las soluciones obtenidas, la funcién de densidad de la

distribucion beta adoptaria la formas, véase Figura 1.4.
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~O 0.2 0.4 0.6 0.8 l
————— p=3-J2 g=3+{2

p=3+{2 q=3-(2

Figura 1.4: Funcién de densidad de la distribucion beta clésica.

1.1.3.1. Distribucién beta estandarizada

X—a
b—a

b =1, la expresion de la funcién de densidad de la distribucién beta estandarizada

Realizando el cambio T = en (1.30), y teniendo en cuenta que a = 0y

queda definida por:

L_p=1(1 — )1 O0<t<lip>1lg>1,
£(t) = { 7o ( ) b 1 (1.44)

0 en otro caso.

En la Figura 1.5 se muestra la representacion grafica de la funciéon de densidad
de la distribucion beta definida en [0, 1], variando los valores de los parametros p
y ¢, consiguiendo asi, describir distintas formas para dicha distribucién. Cuando
p = 0.5y q = 2, la funcién adopta la forma de U, obteniendo una distribuciéon
no unimodal. Por otro lado, cuando se le asignan a ambos pardmetros el valor 3
la funcién de densidad adopta una forma acampanada similar a la distribucion
normal.

A vpartir de la Figura 1.5, se observa que la distribucion beta puede
adoptar distintas formas con respecto a su asimetria, dependiendo de los valores
considerados para los pardmetros p y q.

En el caso particular de la distribucion estandarizada, las expresiones del valor
esperado, valor modal y varianza quedan descritas por, segin los estudios de
Dumas de Rauly [22]:
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 T
Figura 1.5: Funcién de densidad de la distribucion beta estandarizada en funciéon
depyq.

1+ (p+q—2)M  1+kM

E[X] = o - (1.45)
M= p(i;i == (1.46)

B pq (I +EM)(1+E(1—M))
R B T e (s T B (147)

donde se ha hecho uso de la parametrizacion introducida por Gallagher [30] para

la distribucién beta de parametros p y ¢, siendo:
p=1+kM q=1+k(1—-M), (1.48)

por lo que se tiene p + g = k + 2, de donde se concluye que k£ =p+ q — 2.

La distribuciéon beta siempre se ha considerado como un modelo adecuado
para describir la duraciéon de una actividad definida esta sobre un intervalo finito.
Una de las caracteristicas mas destacables de dicho modelo probabilistico es la
presencia de variedad de formas, con distintas intensidades en su asimetria y en su
apuntamiento, ademas de presentar un recorrido de la variable limitado y acotado.
Entendemos que este hecho fue uno de los motivos por los que los creadores del
PERT decidieron reemplazar la distribucién normal por la distribuciéon beta, Yu

Chuen-Tao [122], [123].

Los creadores del PERT sugirieron estimar los valores de la media y de la
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varianza de la distribucion mediante las expresiones

BX] = a+4?+b, (1.49)
var[X] = %, (1.50)

las cuales fueron muy criticadas por Sasieni [98]|, ya que la estimacion de la
varianza solamente depende del amplitud del intervalo (a,b). Sustituyendo las
soluciones (1.42) y (1.43) en las expresiones de la media y la varianza de la
distribucion beta con recorrido en (a,b), (1.31) y (1.33), se consigue describir el
valor esperado y la varianza de las expresiones tipicas del PERT clésico, (1.49)
y (1.50), coincidiendo éstas con el valor esperado y varianza de la distribuciéon
normal tal y como mostraron en sus estudios Kamburowski, [55], Herrerias et al.,
[45] ¥ Yu Cheun Tao, [122].

Segun el trabajo mostrado por Littlefield y Randolph [95], la utilizacién de las

expresiones clasicas requieren el hecho de considerar las siguientes suposiciones:

= la duracién del tiempo de ejecucién de una actividad se distribuye segin

una distribucién beta.
= los valores aportados por el experto son los adecuados.

= la desviacion tipica es un sexto de la amplitud.

1.1.4. Distribucion Trapezoidal

Definiciéon 1.4 Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo [a,b]. Se dice
que X se distribuye segin una distribucion trapezoidal si su funcion de densidad

viene dada por la expresion

=0 g <x<my,
mi1—a - -
2 1 my < x < Mg,
flz) = 2 , (1.51)
—a -+ mo —my -z ngxgb’
-
0 en otro caso.

17



1.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

donde my y mo describen el intervalo donde se encuentra el valor de m.

Observando los graficos asociados a la funcién de densidad, se entiende porque

la distribucion recibe el nombre de distribuciéon trapezoidal, véase Figura 1.6.

Figura 1.6: Funcion de densidad de la distribucion trapezoidal.

La distribucion trapezoidal presenta distintas intensidades en su asimetrias en
funcion de los valores los parametros presentados por la distribucion, Figura 1.6.

Asi pues,

= si b—mgy > my — a, la distribucion presenta asimetria a derecha, Figura 1.6

(A)7

= en el caso de que b — my = my — a, la distribucién trapezoidal es simétrica,
Figura 1.6 (B),

= ysib—my < mq—a, la distribuciéon cambia su asimetria a izquierda, Figura

1.6 (C).

Considerando el caso particular en el que m; = a y mg = b, la distribuciéon
trapezoidal se reduce a la distribuciéon uniforme o rectangular, y si m; = my =m
entonces se tienen las expresiones correspondientes a la distribuciéon triangular.

Su funcién de distribucion, véase Herrerias y Calvete, [44], y Herrerias y Miguel,

[46], viene dada por:

(

0 r < a,
1 (ac—a)2
b—a+mo—m1 mi—a a<T< my,
Fr) = § gm—a my < < my, (1.52)
1 (b—x)2
1— b—a+mo—mi b—mo ma S x S b’
| 1 x > b.
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Notese, que al igual que sucedia con la distribucion triangular, la distribuciéon
trapezoidal se caracteriza por tener una funciéon de distribucion es facilmente
invertible, ya que es una funciéon que viene descrita a través de expresiones
cuadraticas. Luego, definiendo L = (b — a) + (mg —my), se describe el cuantil z,

de F(x) mediante la expresion (1.53), verificandose que F(z,) = a, [89].

a++/L(im; —a)x 0<a< ™=,
(1.53)

Ty = aL+a+my ml[ja S a S 1— bfng’

2

b—/Lb—my)(1—a) 1-2"2<a<.

Como caracteristicas estocésticas destacables se presentan a continuacion las

expresiones correspondientes a su funciéon generatriz de momentos, valor esperado

y varianza.
2 [(ml —a)(e® — e™2t) + (b — my) (e — emlt)]
O = = m) b —atme— (1.54)
B[X] :% a+my+my+b— b_b:i;ml_a : (1.55)
Var[X] :% [(b — m1)2 + (mg — m1)2 + (m1 — a)(b — ml) — A} s (156)

donde A = Q(bfa)(?;ijn"ffg';:g(bfml). Debido a la complejidad que encierran los

coeficientes de asimetria y de curtosis se omitira las expresiones correspondientes

a ambos coeficientes, siendo indicadas cuando se presente la distribucion

estandarizada.

Teniendo en cuenta que en la mayoria de los casos solamente se dispone de
la informaciéon aportada por el experto sobre los valores minimo, maximo y mas
probable, y que la distribucion trapezoidal es una distribucion cuatriparamétrica
Callejon et al., [12], proponen la distribucion trapezoidal CPR (CPR hace
referencia a las iniciales de los apellidos de los creadores de la distribucion).
La construccion de la distribucion CPR surge de considerar las siguientes pautas

sobre la distribuciéon trapezoidal.

1. Se calcula el punto medio del intervalo, ¢ = %’:

19



1.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

a) Sic > m entonces se considera que m; =my ms = c,

b) Si ¢ < m entonces se considera que m; = ¢y mg = m.

1.1.4.1. Distribucién trapezoidal estandarizada

Considerando el cambio de variable T' = )b(__; se describe la distribucion

trapezoidal estandarizada, siendo (1.57) y (1.58) las expresiones correspondientes

a la funcion de densidad y de distribucién, respectivamente.

t
My OStSMlu
[ e L (1.57)
14+ My, — M ) - '
TMy =AM e My <t <,
\0 en otro caso.
(
0 t <0,
1 t2
b+M2—M1E OStSMla
F(t) = § 225 My <t < M, (1.58)
1—— L 0= ppcp<
1+Mo—M; 1—Ms 2=V =5
1 t>1.

\
Trabajando con la distribucion definida en [0, 1, las expresiones correspondien-
tes a las caracteristicas estocasticas de la distribucién adoptan una expresion més

sencilla, quedando definidas por:

2 [My(e" — ™) + (1 — My)(1 — ?ht)]

G) = M (1 — My)(1 + My — M) ()2 , (159
E[T] :% {Ml + My +1— *ﬁr% , (1.60)
var[T] :1_18 [(1 — M) + (My — My)* + My (1 — M) — QMQ((in ;/[iw—lk)](\/z;Ml)
(1.61)

5, L10AB® —45ABC + 54D (162)

5VA(3C — AB2)?
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_ 216E — 3A(10A?B* — 60AB>C + 45C? + 72BD)
’ 5V/A (3C — AB2)?

, (1.63)

donde

2
T14 My — My
B =1+ M, + M; — M},
C =1+ My + M+ M3 — M},
D =1+ My + Mj + M3 + My — M},
E =1+ My + My + M + My + My — M;.

Al hacer uso de la distribucion trapezoidal dentro de la metodologia PERT,
Callejon et al., [12], comprobaron, al realizar la comparacion con las distribuciones
triangular y beta cléasica, que el modelo proporcionaba una media mas moderada,
ya que su valor esperado se encuentra proximo al centro del intervalo. Ademas, la
varianza de la distribucion trapezoidal presenta un valor similar al obtenido con la
distribucion triangular, llegando a superara la distribucién CPR a la distribucién
uniforme cuando el valor modal estd proximo a los extremos del intervalo de

definicién.

1.1.5. Distribuciéon Two-Sided Power

La distribucién estandarizada two-sided power (TSP) fue introducida por van
Dorp y Kotz, [109], y estudiada por Kotz y van Dorp, [61]. Inicialmente se presento
como una generalizacion de la distribucion triangular de tres parametros. Ha sido
aplicada en el ambito financiero, procesos de ingenieria y analisis de riesgo e

incertidumbre, Johnson [53].

Definicion 1.5 Sea X una variable aleatoria, diremos que X se distribuye segun
una distribucion two-sided power, X ~» TSP(a,m,b,n), si y solo si su funcion

de densidad viene dada por la expresion

f(zla,m,b,n) = b-a

(1.64)
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donde a y b son numeros reales arbitrarios con a < b yn es un numero positivo,

no necesariamente entero.

En funcién de los valores que tome el pardmetro n, la funcién de densidad de

la distribucién TSP adopta distintas formas. Asi pues,

= Para n > 1, se verifica que m es el valor modal de la distribucién y cuya

imagen a través de la funcion de densidad viene dada por m = 2. Ademas,

b—a
tal y como se observa en la Figura 1.7, la funciéon de densidad adopta
distintas formas alcanzando su maximo apuntamiento cuando el pardmetro

n toma valores mas elevados.

» Si0<n<lya<m<b, lamoda dela funciéon es a o by, la funciéon de

densidad converge a co si z tiende a los valores extremos, Figura 1.8.

= Para n = 1, la funcién de densidad toma la expresion de la distribucion

uniforme en [a, b], Figura 1.9.

= Sin = 2, se reduce a una distribucién triangular de pardmetros a, m y b,
Figura 1.10.

La funcion de distribucion asociada a (1.64), viene dada por:

()" aga<m,
F(z|a,m,b,n) = o (1.65)

(= :z) <r<b,

y, el valor esperado y varianza corresponden a las expresiones:
—1 b
px] =2t m=bm+b (1.66)
n+1
n— 2(n=1)(m—a) (b—m)

var[X] =(b — a)? (bza) (0-q) (1.67)

(n+2)(n+ 1)

A partir de (1.66), se observa que el parametro n pondera mas al valor de
la moda que a los valores extremos del intervalo en el que vienen definidas las
funciones de la distribucién TSP, asi pues, se tiene que en el caso particular

de considerar un valor de n superior a uno, la funciéon de densidad alcanzaré
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Figura 1.7: Funcion de densidad de la Figura 1.8: Funcién de densidad de la

distribucion TSP(0,0.5,1,n). distribucion TSP(0,0.5,1,n).
2F ' ' ' ' ' 2F
1.5} 1.5}
1 1
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Figura 1.9: Funcién de densidad de la Figura 1.10: Funciéon de densidad de
distribucion TSP(0,0.5,1,1). la distribucion TSP(0, 0.5, 1, 2).

su maximo valor en la imagen de m. Sin embargo, tal y como se observa en la
Figura 1.8, si n toma una valor comprendido en el intervalo [0, 1) se tiene que
la distribucion presenta sus maximos valores en los extremos del intervalo del

dominio de definicién, describiendo asi una distribucién bimodal.

1.1.5.1. Distribuciéon TSP estandarizada (STSP)

Si se tiene en cuenta el cambio de variable X = T'(b— a) 4 a sobre la expresion
(1.64), se describe la funcion de densidad de la distribucion TSP estandarizada,
denotada por STSP. En este caso la distribuciéon depende tnicamente de dos

parametros, M y n y su recorrido viene definido en intervalo [0, 1].
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Definicién 1.6 Sea T una wvariable aleatoria definida en el intervalo [0,1],
se dice que T se distribuye segin una distribucion standard two-sided power,

T ~~ STSP(M,n), siy solo si, su funcion de densidad corresponde a

n (L) 0<t< M,
J(tIM,n) = <J‘f_)t i (1.68)
n(t=p)" M<e<l,

donde M = 5= es el valor modal estandarizado y, n > 0.

Haciendo uso de (1.68), se describe la funcion de distribucion de la distribucion

STSP, mediante la expresion:

M ()" 0<t <M,

1-(1-M) ()" M<t<l.

F(t|M,n) = (1.69)

En los estudios presentados por van Dorp y Kotz, [110], se describen los
momentos ordinarios k-ésimo de la distribucién STSP, cuya expresion corresponde

a:

BT = ”n]‘i: +Z<_1)i(k:>nii<1 ~ M) (1.70)

A partir de (1.70) se muestran las expresiones del valor esperado y la varianza
de la distribuciéon STSP:

E[T] :(71—711)#’ (1.71)
var(T] =E[T?] — B[r)2 = "= 20 = VM1 = M) (1.72)

(n+2)(n+1)?

La distribucion TSP ha sido estudiada y utilizada en distintos ambitos por
varios autores entre otros destacan, Kotz y van Dorp, [61] y [62], -Tung, [52],
Nadarajah, [83], Garcia et al., [33], Garcia, [31] y Garcia et al., [34].

1.1.6. Distribucién Biparabélica

Al igual que la distribucién two-sided power fue presentada como una

generalizacion de la distribucion triangular de tres pardmetros, la distribucion
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biparabdlica surge como la generalizacion de la distribucion parabolica. Una de las
caracteristicas que diferencia a la distribucién biparabdlica de las distribuciones
utilizadas habitualmente en el tratamiento del riesgo y la incertidumbre, es que
ademas de estar definida en un dominio acotado y quedar determinada a partir
de los tres valores clasicos, su funciéon de densidad es derivable en el punto

correspondiente a su moda.

Definicion 1.7 Sea X wuna wvariable aleatoria definida en el dominio acotado
[a,b], se dice que X se distribuye segin una distribucion biparabélica, denotdndolo
por X ~» BP(a,m,b), si y sdlo si su funcion de densidad viene dada por la

expresion

f(@) S e (&~ 2met (Qm—a)a) <z sm
xr) =

e (@~ 2me + (2m = b)p) m <z <D

(1.73)

A partir de la funcion (1.73), se tiene la funcion de distribuciéon asociada a la

distribucién biparabolica, estando descrita a través de la expresion siguiente:

_ 1 (z—a)*(z—3m+2a)

woaf@-dmila) <4<,
Fla) = ey (1.74)
1-— Em m S Xz S b.
Ademés, se comprueba con gran facilidad, que F(m) = 7=* = M, propiedad

que también verifica la distribucién two-sided power.
Partiendo de la expresion de la funcion de densidad de la distribucién

biparabélica, (1.73), se obtiene el valor esperado y la varianza de la distribucion

~3a+2m+3b

=

12(m — a)(m — b) + 19(b — a)?
320 '

(1.75)

(1.76)

1.1.6.1. Distribucién biparabdlica estandarizada

Realizando el cambio de variable = t(b — a) + a sobre las expresiones (1.73)

y (1.74), se obtiene la funcion de densidad, (1.77), y la funcién de distribucion,
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(1.78), asociada a la distribucion biparabolica en [0, 1], denotada por SBP, donde

M=%
—$ap (= 2M1) 0<t<M,
ft) = §M21 ) w7
_ t2(t=3M) 0<it< M
_ 2M? Sts M,
F(t) B 1 — (75_1)2('5—_3]\/["'2) M<t<l1 (1'78>
2(1—M)2 <t< 1l

Las caracteristicas estocésticas que se describen en el caso particular de

trabajar con la distribuciéon SBP corresponden a las siguientes expresiones:

2M + 3
E[T] = 8+ , (1.79)
12M2 — 12M + 19
T = 1.80
var[T] 590 ; (1.80)
5, _SM® =120 — 10M + 7 320 302 (1.81)
b 1280 12M2 —12M +19) ‘
7 624M* — 1248 M3 + 2088 M2 — 1464M + 1095
By =2 . (1.82)

5 (12M2% — 12M + 19)?

Enmarcando dicha distribucion dentro de la metodologia PERT, Garcia [31]
obtiene que la distribucién biparabdlica presenta un valor esperado moderado y
una varianza superior a la de las distribuciones utilizadas tradicionalmente en
dicha metodologia como son, por ejemplo, la distribucion trapezoidal, triangular
y rectangular. Al verificar el criterio de maxima varianza definido por Taha [105]
y desarrollado por Herrerias [43], la distribucion SBP se sitia como una buena
candidata para se aplicable en ambiente de incertidumbre.

En el caso particular de considerar las funciones de densidad marginales
de la distribucion piramidal estandarizada en [0,1] se describe la expresion
correspondiente la funciéon de densidad asociada a la distribucion biparabdlica
estandarizada, (1.77). Este hecho permite afirmar que la distribucién SBP resulta
ser la distribucién marginal de la distribucion bivariante piramidal, Herrerias [42],
y por tanto verifica la ecuacion diferencial del sistema de Pearson correspondiente

a las distribuciones univariantes continuas.
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1.1.6.2. Distribucién biparabdlica generalizada de una rama

Con el objeto de aportar mayor flexibilidad y generalidad a la distribucion
biparabdlica en Garcia [31] y Garcia et al., [34] se presenta la generalizacion
de la distribuciéon biparaboélica de una y dos ramas. En esta seccion se presenta

tnicamente la generalizacion de una rama ya que sera utilizada en el capitulo (3).

Definiciéon 1.8 Sea T una wvariable aleatoria definida en el intervalo [0,1],
diremos que T se distribuye segun una distribucion biparabolica estandarizada
generalizada de una rama, T ~~ SGBP(M,n), siy sélo si su funcion de densidad

adopta la expresion

o) = 22t Dt D E?_)tw(ﬁ)n T

N~—
[
S
|
N}
—
—
|
~
SN—
3
A
~
N
—_

1—

La funcion de distribucion asociada a la expresion (1.83) corresponde a

Gt ~ | €M (G e =2 G)" 2 0<t<,
| 1+ C(n)(M —1) [(11:1\2)2%1 ot — 2 (fj@)nﬂ #1} M<t<l,
(1.84)

donde C(n) = %

A partir de la expresion (1.83), se obtiene como valor esperado y varianza de
la distribuciéon SGBP

6Mn? + Tn + 2
ET| = 1.85
7] 6n% + 14n + 4’ (1.85)
D M? — M) + 82n* + 247n3 + 247n2 + 96 12
var[T] = (n)( )+ 82n* + 247n° 4 247n* + 96n + (1.86)

4(3n 4+ 1)%2(n +2)%(2n + 3)(n + 3) ’

siendo D(n) = 148n* + 244n3 + 40n>.

Realizando un estudio més profundo de la distribucién biparabdlica genera-
lizada de una rama, se comprueba que es una distribuciéon adecuada para ser
aplicable dentro de la metodologia PERT por salvaguardar los problemas que
presenta la distribucion gaussiana. La distribucion SGBP viene definida en un

dominio acotado y presenta distintos tipos de asimetrias, tal y como se observa
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en la Figura 1.11.
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Figura 1.11: Funcion de densidad de la distribucion SGBP(M, n) para n = 0.5,
(A), n=0.8, (B), n =15, (C), n =3, (D), n =10, (E), n = 20, (F).

Asi pues, partiendo de la Figura 1.11, se tiene que cuando el parametro n toma
valores proximos a cero la distribucion SGBP adopta la forma de la distribucion
uniforme, Figura 1.11 A, pero a medida que aumenta n, la funciéon de densidad
tiende a degenerar en un punto Figura 1.11 E, coincidiendo éste con el valor de
la moda estandarizada considerado.

A partir de la transformacion 7" = X (b — a) + a se describen las funciones
asociadas a la distribucion GBP con recorrido en [a, b], siendo su valor esperado

la expresion:

(Tn + 2)a + 6n*m + (7Tn + 2)b

EX| =
X] 6n? + 14n +4

, (1.87)
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En (1.87) se observa que el parametro n pondera al valor modal (m) y a los
extremos del intervalo (a y b). Ponderando de forma equitativa los valores del
experto, se describe la ecuacién 7n + 2 = 6n?, cuya solucién es n = 1.40407148.
Asi pues, en esta situacion se define la distribucion GBP, cuya funciéon de densidad

adopta las siguientes formas, tal y como se muestra en la Figura 1.12.

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

— — - M025 M=05 M=075

Figura 1.12: Funcién de densidad de la distribucion GBP(a, m, b, 1.40407148).

Sin > 140407148, la distribuciéon biparaboélica dara mayor peso a la moda
que a los valores extremos, en caso contrario, si n < 1.40407148 entonces se
consigue ponderar més los extremos que el valor modal. En el caso particular de
trabajar con la distribucion GBP con n = 1.40407148, se tiene que la distribuciéon
presenta mayor valor de la varianza que la distribuciéon triangular. Es por ello,
que se considera como una buena candidata para enmarcarla en ambiente de
incertidumbre segin los estudios presentados por Taha [105] y desarrollados por
Herrerias [43].

Sin embargo, si la distribucion pertenece a la familia de distribuciones de

varianza constante igual a gz y coeficiente de curtosis 3 (denominado familia

clasica), se obtiene, igualando las expresiones correspondientes a la varianza y
coeficiente de curtosis de la distribuciéon GBP a los valores % y 3 respectivamente,
que el parametro n toma el valor 2.74669. En la Figura 1.13 se representa la

funcion de densidad de la distribucion GBP(0, 0.5, 1, 2.74669).
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Figura 1.13: Funcion de densidad de la distribucion GBP(0, 0.5, 1, 2.74669).
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Figura 1.14: Coeficiente de curtosis de la distribucion SGBP.

Con respecto a su coeficiente de curtosis habria que destacar que la
distribucion SGBP, presenta un apuntamiento superior al de la distribucion
normal, alcanzando un valor aproximado a 6, Figura 1.14. Partiendo de las
caracteristicas mostradas por la distribucion SGBP, se tiene que este modelo
probabilistico verifica algunos de los requisitos que encierran diversos fendémenos

financieros, tales como el estudio de los rendimientos financieros.
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1.1.7. Distribuciéon Coseno

Dentro del campo de la teoria de valoraciéon y de la metodologia PERT se
encuentran ademas de las distribuciones citadas anteriormente otros modelos

probabilisticos como por ejemplo la distribuciéon coseno.

Definicion 1.9 Sea X una variable aleatoria definida en [—a,al], se dice que X
se distribuye segun una distribucion coseno si y solo si su funcion de densidad

corresponde a la expresion

> (1+cos (™)) —a<z<a,

flz) = (1.88)

0 en otro caso.

La distribuciéon coseno se caracteriza principalmente por presentar mayor
flexibilidad en los extremos, ademas de venir determinada por los valores extremos
de la distribucion. Esta caracteristica es destacable ya que, en el caso de trabajar
con la distribucién coseno, solamente es necesario describir el rango donde

fluctuara la variable en estudio.

=1 —— — 0=2 —— 03
Figura 1.15: Funcién de densidad de la distribuciéon coseno.
En la Figura 1.15, se observa que la grafica asociada a la funciéon de densidad

disminuye su apuntamiento a medida que aumenta la diferencia entre los extremos

del intervalo donde viene definida la variable aleatoria.
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1.2. SISTEMA GENERADOR DE VAN DORP
Y KOTZ

Van Dorp y Kotz, [111|, presentaron un nuevo sistema generador de
distribuciones a partir de cual, se describe de una forma més sencilla las
expresiones de la funcién de densidad y la funciéon de distribucion, de las
distribuciones que se presentan en esta memoria.

La idea principal de dicho sistema es generar una funcién de densidad
acampanada y con moda en M, siendo M el valor modal estandarizado, a partir

de una funciéon de densidad generadora.

Definicion 1.10 Si p(.]¢)) es una funcion de densidad continua definida en el
intervalo [0,1] con pardmetros o vector de pardmetros 1, se define la funcion de

densidad unimodal en M por

g (M, p( ) =" (1.89)
D

donde p(.|Y) es la funcion de densidad generadora de la familia de distribuciones
g(t| M, p(.[¢)).
La funcion de distribucion asociada a (1.89) es

MP (&) 0<t< M,
1—(1-M)P (L) M <<,

1-M

G (t]M, P(v)) = (1.90)

siendo P(.[¢)) la funcion de distribucion de la funcion de densidad generadora

p(-¥).
Una de las propiedades a destacar de la familia de distribuciones dadas por

(1.89), o alternativamente por (1.90), es la verificacion de la siguiente igualdad
G (MM, ) = MP(1|¢)) = M (1.91)

Luego, teniendo en cuenta la propiedad mencionada, el parametro M es
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considerado como el “ punto de cambio ” a partir del cual la distribucién presenta
distinta formas a la izquierda y derecha de él.

En el trabajo desarrollado por van Dorp y Kotz, [111], se muestra la relacion
existente entre los momentos centrados respecto al origen, de las variables
T ~ g(IM,p(.]¢)) e Y ~ p(.J¢). La expresion (1.92) permite describir los
momentos de la distribucién generada a partir de los momentos de la funcion

de densidad generadora.

prtian ol =B+ 3 (B) ot - a0yl e

7

Asi pues, partiendo de la relacion (1.92) y utilizando las definiciones de los
momentos de orden 1 y 2 se describe el valor esperado y la varianza de la

distribucién como

E[T|M,y] =2M — D)E[Y|¢] + (1 — M), (1.93)
var[T| M, ¢] = (M? + (1 — M)®) var[Y'|¢] + M(1 — M) (E[Y|)] — 1)*.  (1.94)

Utilizando los estudios realizados por Stuart y Ord, [103], se desarrollan las
expresiones relacionadas con el coeficiente de asimetria y el coeficiente de curtosis.

En el caso particular de trabajar con los valores 0, 0.5 y 1 para M se tiene que
la varianza en los tres casos considerados siempre toma el mismo valor.

A partir de las aportaciones de van Dorp y Kotz [111] y haciendo uso del
sistema generador, se presentan en los capitulos siguientes la construcciéon de
las distribuciones bictibica, biseno y sus respectivas generalizaciones, asi como
las distribuciones U-BETA, U-TSP, U-GBP y U-GBC obtenidas de realizar la
mixtura entre las distribuciones beta, two-sided power, biparaboélica generalizada

y bictibica generalizada con la distribucién uniforme.
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CAPITULO 2

CONSTRUCCION Y ESTUDIO DE
LA DISTRIBUCION BICUBICA Y LA
DISTRIBUCION BISENO.
GENERALIZACION Y APLICACION
EN EL PERT

La planificacion y programacion de proyectos complejos comenzoé a ser atendida
de una forma especial a finales de la Segunda Guerra Mundial. En esta época, la
oficina de proyectos especiales de la Marina de los Estados Unidos de América
presenta una herramienta, denominada método PERT (Program Evaluation and
Review Technique), para programar y controlar el tiempo de ejecucion del
proyecto Polaris. La técnica demostro6 tanta utilidad que se extendié su aplicacion
a sectores privados, (Malcolm et al., [70]).

El método PERT consiste en la descomposicion de un proyecto en una
serie de tareas, las cuales necesitan para su realizacion la utilizaciéon de uno o
varios recursos (mano de obra, maquinaria, tiempo, etc.) considerando el tiempo

necesario para completar la actividad. Romero, [97], aplica dicha metodologia
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para el estudio de la duracién de un proyecto de fabricaciéon en funcién de la
duracion de las diferentes tareas y Suérez, [104], lo enmarca dentro del analisis
de la bondad de un proyecto de inversion mediante sus diversos flujos de caja
actualizados segun su valor capital.

El método PERT supone que el tiempo para realizar cada una de las tareas
es una variable aleatoria descrita mediante una distribuciéon de probabilidad.
Es conocido que la distribuciéon beta ha sido utilizada habitualmente como
distribucién subyacente en el PERT por tener, unas propiedades mejor adaptadas
a dicha metodologia que las presentadas por la distribucién normal, Yu Chuen-

Tao, [122], [123]. Como principales caracteristicas de dicha distribucion se destaca:
= el recorrido de la variable aleatoria es finito, no presentando colas infinitas,
= y la distribucion beta puede presentar distintas asimetrias.

A lo largo del tiempo varios autores han mostrado distintas distribuciones que
han sido enmarcadas en dicha metodologia. Habitualmente se han utilizado las
distribuciones rectangular, triangular, trapezoidal CPR, [12], y recientemente se
han definido la distribucion two-sided power, [109] y la distribucién biparabolica,
[31]. Estas tultimas distribuciones tienen la caracteristica de venir definidas en
un dominio acotado y ademés, pueden ser determinadas a partir de las tres
estimaciones aportadas por el experto, a, m y b.

Asi pues, teniendo en cuenta los estudios desarrollados por van Dorp y Kotz,
[109], [110], [111], se presenta la construccion de la distribucion bicubica y la
distribucién biseno, indicando las principales caracteristicas estocéasticas de cada
una de ellas.

Con objeto de aportar mayor flexibilidad a las distribuciones bictubica y biseno,
se realiza la generalizacion de ambas distribuciones. Para ello, se recurre a un
cuarto pardmetro, n, que seré el encargado de llevar a cabo esa aportacion.

Por tltimo, se estudia el comportamiento de ambas distribuciones dentro del
ambito PERT. Segin los estudios presentados por Taha, [105], y desarrollados
por Herrerias, [43] un modelo probabilistico sera adecuado para ser aplicable
en el &mbito del PERT si presenta una media “moderada” y méxima varianza.

Es por ello, que se realiza un analisis detallado del comportamiento del valor
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esperado y varianza de la distribucion, comparando los resultados con algunas de

las distribuciones que se han empleado en este ambito.

2.1. DISTRIBUCION BICUBICA Y BISENO

2.1.1. Construccién y caracteristicas estocasticas de la
distribuciéon bictubica
2.1.1.1. Construcciéon distribucién bictibica

La construcciéon de la distribuciéon bictubica surge de estudios realizados por

van Dorp y Kotz [111] tal y como se coment6 en el capitulo 1.

0 1 y
Figura 2.1: Representacion de p(y) = ay® + by* + cy + d.

Utilizando como punto de partida la idea plasmada en la seccion (1.2) del
primer capitulo, se describe a continuaciéon la funciéon de densidad generadora
asociada a la distribuciéon que se pretende construir. Por tanto, a partir de la
funcion de densidad asociada a una distribucion ciibica, cuya expresion viene

dada por p(y) = ay® + by? + cy + d, donde a, b, ¢ y d son valores reales, e

imponiendo las condiciones que se observan en la Figura 2.1:
1.- pasa por el origen de coordenadas, p(0) = 0,
2.- presenta un extremo relativo en y = 1; p’(1) = 0,

3.- presenta un extremos relativo en y = 0; p'(0) = 0,

4- [l p(y)dy = 1.
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se tiene, realizando los célculos oportunos, que la la funcion de densidad

generadora ciibica corresponde a

2
ply) =6 (@f - §y3> : (2.1)

A partir de la expresion (2.1), y teniendo en cuenta la funcion de densidad
(1.89), se describe la funcién de densidad asociada a la distribucion bictbica

mediante la expresion

6[(#)" -2 sio<t<

0 [(ﬁf - % (i):g] si M <t<l1. (2.2)

g(tIM,p(y)) =

Tal y como se observa en la Figura 2.2, la distribuciéon bictubica presenta
distinta asimetrias en funciéon de los valores asignados al parametro M. Por tanto,
al igual que la distribucion beta, se tiene que SBC ! tiene una forma acampanada,
asimétrica y corta al eje de abscisas en dos puntos, quedando asi definida la

distribucién en un dominio acotado.

2t TN
/
1.5} {
\
1 / N
/ \
0.5} / \\
/ | | | | AN
0.2 0.4 0.6 0.8 1
——————— M=0.25 M=05 M=0.75

Figura 2.2: Funciéon de densidad de la distribucion bictbica.

La funcion de distribucién generadora asociada a (2.1) viene dada por la
expresion P(y) = 2y — y*. Asi pues, a partir de la expresion obtenida de P(y),

y la funcién de distribucion definida en el capitulo uno, (1.90), se describe la

1Se denota por SBC a la distribucién bictibica estandarizada en [0, 1]
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funcion de distribucion de una distribucion bicibica como

G(t[M, P(y)) =

M|2(5)" - ()] S0<E<M,
2 ({4

L= (1= M) 2(35)" - (35)"] sim<i<t

Al evaluar la funciéon (2.3) en t = M se obtiene que G (M|M, P(.|¢)) =
MP (1]tp) = M, consiguiendo asi que todos los parametros de la funcion de
distribuciéon dependa de M, siendo este el punto principal de la distribucién. La
variacion de los valores del parametro M, provoca sobre la funcién de densidad
distintas asimetrias. Por tanto, dependiendo de los valores asignados a M, la

distribucion presentara asimetria positiva (M < 0.5), negativa (M > 0.5) o serd
simétrica (M = 0.5).

Con el objeto de describir la funciéon de densidad y de distribuciéon de la
distribucién bictbica con recorrido definido a partir de los valores aportados por

el experto, [a, b], donde a es el valor minimo, m el valor méas probable y b el valor

m—a

S=*, obteniendo la

maximo, se realiza el cambio de variable ¢t = =2 y M =

expresion correspondiente a la funcion de densidad:

— =2 _(z—a)’(2z—3m+a sia <z <m,
flz) = (m—a)3(b—a) ( ) ( ) - (2.4)

(m—b;32(b—g,) (z — b)2 (2 —3m+b) sim<z<b,

donde f(z) > 0 para cualquier valor de x perteneciente a [a,b], ya que
(r—a)?(2x—3m-+a) < 0y (z—b)*(2z—3m~+b) > 0. Ademas, hay que destacar que
la expresion (2.4) es derivable en la moda, ya que se verifica f% (m) = f’ (m) =

consiguiendo asf obtener una funcién que presenta un extremo relativo en su punto

modal. Esta caracteristica, solamente la verifica la distribuciéon biparabolica.

En el caso de la funcién de distribucién se tiene

—(z—a)?(x—2m-+a) .
sia<x<m,
F(z)={ (M-t - (2.5)

1—%—3_(?51’) sim <z <D,

donde se verifica que la imagen del valor modal facilitado por el experto, a través

de la funcion de distribucion, coincide con el valor de la moda estandarizada en
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[0,1], es decir, Fi(m) = =% = M, al igual que en el caso de las distribuciones

two-side power y biparabdlica.

2.1.1.2. Caracteristicas estocasticas distribucion biciubica

Partiendo de la funcion de densidad descrita por van Dorp y Kotz [111]

p(%hﬁ) si0<t<M,

p(iglv) siM<t<l,

gt|M, p(.|)) = (2.6)

se describe la relacion existente entre los momentos de la funcion generadora p(y)

y la funcién de densidad mediante la expresion

k
BT = M+ 3 () - By (2)
=0

A partir de la expresion (2.7) y teniendo en cuenta la funciéon de densidad ge-

neradora (2.1), se definen los momentos de la distribucion bictuibica estandarizada

en [0,1] por
4M + 3
ET) = 2.8
=22 2.9
3M?+3M +2
B[r?) = (2.9
12M? — 12M + 13
T = 2.10
y los momentos de la distribucién con dominio [a, b] como
3a +4 3b
plx) =2 (2.11)
2a* + 2ab+ 2b* + 3 3b 3m?
E[X?] = a” + 2ab + +15am+ m —+ om 7 (2.12)
13a? 4+ 13b* — 12b 12m? — 2a(7b + 6
var[X] =24 m;OO m” = 2a(7b + 6m) (2.13)

Utilizando la relacion existente entre los momentos centrados y no centrados,
Stuart y Ord, [103]:
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o =My — m%, (2.14)
s =ms3 — 3mamy + 2m3, (2.15)
g =myg — 4mamy + 6mom?i — 3m‘11, (2.16)

se muestran las expresiones del coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis:

g = s _ 63 (2M — 1)(4M? — 4M — 19)
AP T (12MP—12M +13)32

(2.17)

PRI (88M* — 176M3 + 312M?2 — 224 M + 113) (2.18)
TR T (12M?2 — 12M + 13)2 ' '

Para tener una vision mas general sobre la distribucién bictibica se muestra el
estudio de las representaciones graficas de los coeficientes de asimetria y curtosis

de la distribuciéon bictbica estandarizada en el intervalo [0, 1], que se denotara
por SBC.

En la Figura 2.3, la distribucién bictibica presenta asimetria positiva cuando M
es inferior a 0.5, ya que el coeficiente de asimetria siempre toma valores positivos,
llegando a alcanzar como maximo el valor 0.6. Sin embargo, la asimetria de la
distribuciéon cambia de signo a medida que la moda estandarizada toma valores
comprendidos entre 0.5 y 1. En el caso particular en el que la moda estandarizada
alcanza el punto medio del intervalo [0, 1], se consigue describir una distribucion
simétrica. Uno de los principales inconvenientes que limitan en la practica la
aplicacion de la distribucién normal es, la carencia de distintos tipos de asimetrias.
Es por ello, que la distribuciéon bictubica se puede considerar como una posible

candidata para sustituir a la distribucién normal.

Con respecto al coeficiente de curtosis, se comprueba a partir de la Figura
2.4, que la distribucion estandarizada toma valores en el intervalo [2.410,2.579).
Teniendo en cuenta que el coeficiente de curtosis de la distribuciéon normal es 3,
entonces se tiene una distribuciéon que presenta menor apuntamiento que dicha

distribucion, describiéndose asi una distribucion platictirtica.

A vpartir del sistema generador de van Dorp y Kotz [111], se ha definido la
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M

o o1t 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.3: Coeficiente de asimetria de Figura 2.4: Coeficiente de curtosis de
la distribucion SBC. la distribuciéon SBC.

distribucién bictubica que presenta distintos tipos de asimetrias, segin sea el valor
que tome la moda estandarizada, M, y con un coeficiente de curtosis inferior al

de la distribucién normal.

Utilizando el mismo procedimiento que ha sido aplicado para generar la
distribucion bictbica, se presenta a continuacién la construccion de la distribucion

biseno indicando sus principales caracteristicas estocasticas.

2.1.2. Construccién y caracteristicas estocasticas de la

distribucién biseno

2.1.2.1. Construccion distribucion biseno

Para describir las expresiones de las funciones asociadas a la distribucion de la
distribucién biseno se utiliza, al igual que en el caso de la distribucion bictibica,

el sistema generador de van Dorp y Kotz (2003), [111].

Teniendo en cuenta la representacion grafica, Figura 2.5, de la funcion de
densidad asociada a la distribucion seno p(y|A,a) = Asen(ay), se describe la

funciéon de densidad generadora.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 y

Figura 2.5: Representacion de p(y) = Asen(ay).

Utilizando el grafico correspondiente a p(y|A, a) e, imponiendo las condiciones

necesarias que debe cumplir una funcién de densidad:

1. pasa por el origen de coordenadas, p(0) = 0,

2. presenta un extremo relativoen y =1, p’(1) = 0,

3. [ p(y)dy = 1,

se tiene que A = 7 y a = 7. Luego la expresion de la funcién de densidad biseno

viene descrita por:

plylv) = gsen (gy) : (2.19)

Asi pues, utilizando la expresion correspondiente a la funcién de densidad
generadora y las expresiones (1.89) y (1.90), se describe la funcion de densidad,
(2.20), y de distribucion, (2.21), de la distribucion biseno en [0, 1] respectivamente.
A lo largo de la seccion se denotara a la distribucion biseno definida en [a, b] por
BS y en el caso de trabajar con la distribucién biseno estandarizada en [0, 1] se
utilizara SBS.

T sen (XL 0<t< M,
g(tIM, p(y)) =  ° (”f)t (2.20)
gsen(gl_;) M<t<l1,
M |1 - Zh 0<t<M
apr gy = | TGl SR
1—(1-M)[1—-cos(375)] M<t<1,

donde, se ha tenido en cuenta que la funcién de distribucién asociada a la funcion

de densidad generadora, (2.19), adopta la forma P(y) =1 — cos (gy)
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Realizando el estudio de la funcién de densidad de la distribucién estandarizada
biseno se tiene que dicha distribucion adopta distintas intensidades en su
asimetrias en funcion de la posicién que adquiera el parametro M en el intervalo
[0,1], véase Figura 2.6. Si M toma valores inferiores o superiores a 0.5 la
distribuciéon presenta una asimetria positiva o negativa, respectivamente, y en
el caso de que M alcance el valor 0.5 la distribucion es simétrica.

Al igual que sucedia en el caso de la distribucion bictubica se tiene que la
distribucion biseno verifica la propiedad G(M|M, P(.|¢)) = MP(1j¢)) = M,
siendo P(1|¢)) = M [1 —cos (3+;)] = M.

1.5 / N
1.25 / AN
/ AN
! \
0.7 / AN
0.5 / A
/ \
0.25 A\
J | | | N\
0.2 0.4 0.6 0.8 1
——————— M=0.25 M=05 M=075

Figura 2.6: Funciéon de densidad de la distribucion biseno.

Para obtener las expresiones correspondientes a las funciones de densidad y

de distribucion asociadas a la distribucion biseno definida en [a, b, se realiza el

cambio de variable t = =2 y M = 7= donde a, b y m son los valores minimo,

méximo y mas probable que aporta el experto para realizar el estudio. Asi pues,

se define la funcién de densidad de la distribuciéon BS por:

T sen (%;:‘; a<z<m,
flz) = =) ) (2.22)
(b—a) | sen (32%) m<a<b,
y la funcién de distribucion asociada por:
—2 11 — cos (=4 a<z<m,
F(JZ) — b—a [ . (2m—a2] — — (22?))
e+ ecos () m<w<b,
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Por otra parte, se observa que las derivadas laterales de f(x) con respecto a
la moda se anulan, indicando este hecho que la funciéon de densidad presenta un

extremo relativo en dicho punto, siendo la densidad marginal continua.

2.1.2.2. Caracteristicas estocasticas distribucién biseno

Teniendo en cuenta la relacion
bk
Bt = aee el + 3 () - - el o)
7
i=0

se describen los momentos de orden 1 y 2 de la distribucion biseno estandarizada

por:
o (4—m)M
pr) = T2+ =M (2.25)
T
SM?*(m —3)+m2 — M(—24+n(4+m)) + w2 —8

E[T? = (2.26)

T2

Como consecuencia, se tiene que la varianza de dicha distribucién viene definida
mediante la expresion:

A(m —3) — M(M — 1)(40 + (r — 16)7)

2

(2.27)

T —
var[T]] -
Para hallar los momentos de la funcién de distribucién biseno en funcion de la
variable aleatoria X definida en el intervalo [a, b], se utiliza la funcion de densidad
(2.22), obteniendo:
—9) —m(r —4 —9
EIX] = a(m —2) —m(m —4) + b(r )7 (2.28)

—8(A —3m(B i m)) —4m(B — 2m)7 + (A — Bm)r?

E[X? = , (2.29)

donde A y B son polinomios que dependen de los valores proporcionados por el

experto

A=a*+ab+ b
B=a+0.

45



2.1. DISTRIBUCION BICUBICA Y BISENO

En el caso de la varianza, la expresion quedaria de la forma:

_ _ 2 2 (2 2
var[X] = 4A +40Bm — 40m* 4+ 4C*m — (m* — Bm + ab)w | (2.30)

T2

donde

A = 3a® + 4ab + 3b?,
B =a+0b,
C=a—-2m+0.

Luego, haciendo uso de la relacion existente entre los momentos centrados y no
centrados de una distribucion, [103], y utilizando la expresion (2.24), se obtienen
respectivamente, las expresiones del coeficiente de asimetria, (31, y curtosis, (3,

de la distribucién biseno:

5 = —(2M — 1) (=16 + 247 — 67% + (112 — 1207 + 3072 — %) (M — M?))
' (=12 + 47 + (40 — 167 + 72)(M — M2))*> ’
(2.31)

3 _A—B?T—C’/T2+D7T3+E7T4
27 (F — Gm — Hn?)? ’

donde A, B, C, D, E, F, G y H son polinomios cuyo coeficiente es la moda

(2.32)

estandarizada M.

A = 528 — 2496 M + 4416 M?* — 3840M3 + 1920M*,
B =96 — 192M — 576 M?* + 1536 M> — 768 M*,

C = 48 — 408 M + 1320M? — 1824 M3 + 91204,

D =8 — T2M + 232M? — 320M3 + 160M*,

E =M —4M?*+6M3 — 3M*,

F =12 —40M + 40M?,

G =4 —16M + 16M?,

H=M— M?*
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Realizando la representacion grafica de ambos coeficientes se tiene que la
distribuciéon biseno presenta asimetria positiva si M < 0.5, asimetria negativa
cuando M > 0.5 y es simétrica si M = 0.5, tal y como se coment6 cuando
se present6 la Figura (2.6) de la funcion de densidad. Sin embargo, habria que
destacar que la distribuciéon presenta poca asimetria ya que el maximo valor que

alcanza dicho coeficiente es de aproximadamente 0.4.

Centrando la atencién en el estudio del apuntamiento de la distribucién, se
observa en la Figura 2.8, la distribucion alcanza como maximo el valor 2.23305,
cuando la moda estandarizada toma sus valores extremos, 0 o 1, disminuyendo
hasta el valor 2.19375, cuando se trabaja con la distribucién biseno simétrica,
M = 0.5. Es por ello que se concluye que la distribucion biseno es platicirtica

por presentar un coeficiente de curtosis inferior al de la distribucién normal.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

M

Figura 2.7: Representacion del coefi- Figura 2.8: Representacion del coefi-
ciente de asimetria distribucion SBS. ciente de curtosis distribucion SBS.

Segun la informacion obtenida se concluye que la distribucién biseno presenta
distintas formas con respecto a su asimetrias, siendo ademas una distribucion
platictrtica por presentar un coeficiente de curtosis inferior al de la distribucion

normal.
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2.2. GENERALIZACION A UNA RAMA DE LA
DISTRIBUCION BICUBICA Y BISENO

En esta secciéon se presenta la generalizacion de la distribuciéon bictiibica y
de la distribucion biseno usando la herramienta de generalizacion presentada
por van Dorp y Kotz, [109] y [111], y usada previamente para la generalizacion
de la distribucion two-sided power y la distribuciéon biparabdlica. El objetivo
que se persigue con la generalizacion es aportar mayor flexibilidad a ambas
distribuciones.

A la hora de mostrar la generalizacion se parte de la funcién de densidad

generadora

p(y) =6 (y2 — §y3> : (2.33)

para el caso de la distribucion bictubica y

p(y) = gsen (gy> 7 (2.34)

para la distribucién biseno.
Para ello se recurre al uso de un nuevo parametro n a partir del cual, y
utilizando las expresiones (2.33) y (2.34), se describen las funciones generadoras

que permitirdn describir cada una de las distribuciones a construir.

2.2.1. Generalizacion de la distribucion bicubica

2.2.1.1. Construcciéon de la generalizacién a una rama de la distribu-

cién bicubica

Para dotar a la distribucion bictubica de mayor flexibilidad se introduce, tal
y como se comentd anteriormente, el parametro n el cual permite describir las

siguientes funciones de densidad generadoras:

pi(y) =k (?f" - gy?’”) =k (1 - gy”> T (2.35)
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! n 2 n / 2 n

pa2(y) =k (y 2 3Y +3) =k (?ﬁ - §y3) y", (2.36)
/i 2 "

ps(y) =k (zf - gyg) : (2.37)

Imponiendo las caracteristicas que debe cumplir toda funcién de densidad se

obtienen los valores de los parametros k, k' v k",

1 2 32n+1)(3n+1)
Ely =29 ) dy=1=k = 2.38
/0 (y 3Y ) y 5n + 1 ’ (2.38)
1 2 3 3 4
/ % (yn+2 . gyn—&-i%) dy =1=kK = (TL _'_n j_(g i ), (239)
0
1 2 .\" (2/3)4*2
L 2_23) dy=1=k" = . 2.40

donde ﬁ2/3 (1 + 27’L, 1+ n) _ f02/3 t1+2n71(1 _ t)1+n71dt — 02/3 t2n(1 _ t)ndt
Por tanto, las funciones de densidades generadoras candidatas para describir

la distribucién biciibica generalizada corresponden a las expresiones siguientes:

=D 20)
pa(y) = 3(n jffg 4) <y"+2 — ;y””’) : (2.42)

RCIE) 25\
Pa(y)  Boya (14 2n,1+4n) (y _§y) ' (243)

Realizando un estudio mas exhaustivo sobre sus coeficientes de curtosis se tiene
que en el primer caso la funcion de densidad generadora (2.41) permite describir
una distribucién leptocirtica con un coeficiente de curtosis de aproximadamente
6. Para el caso de la funcion (2.42) la distribucién también es leptocirtica pero
alcanzando un valor superior, ya que este asciende hasta 8. En el caso de la
funcion generadora (2.43) el coeficiente de curtosis desciende hasta tomar el valor
4, Figuras 2.9, 2.10 y 2.11.

Para cualquiera de las generalizaciones consideradas la distribuciéon bictubica
presenta siempre un coeficiente de curtosis mayor al de la distribucién normal.

Es por ello, que con la introducciéon del parametro n, la distribucién consigue
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describir un coeficiente de curtosis superior al mostrado en el caso de la
distribucion BC.

Figura 2.9: Coeficiente de curtosis de Figura 2.10: Coeficiente de curtosis de
la distribucion biciibica generalizada de la distribucién bictiibica generalizada de

una rama con la funciéon generadora una rama con la funcién generadora
(2.41). (2.42).

{
{

0
o,:
q

R

)
K
AN
f""z,"c

{

Figura 2.11: Coeficiente de curtosis de
la distribucién bictibica generalizada de

una rama con la funcién generadora
(2.43).

Con objeto de aplicar la distribucién bicibica generalizada en el ambito
financiero, se seleccionard aquella funcion de densidad generadora que aporte
un mayor rango de curtosis.

Por tanto, partiendo de los comentarios realizados se describira la distribucion

bictbica generalizada de una rama utilizando la funcién de densidad generadora

aly) = 3(n+3)(n+4) <y”+2 2 s

— 2.44
n+6 3Y ’ ( )
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donde Y, hace referencia a la variable generadora definida en [0, 1].

Para el caso de la distribucion bictibica generalizada estandarizada SGBCy, se
denota a T' como la variable aleatoria definida en [0, 1]. Po tltimo, la variable X
hace referencia a la variable desestandarizada cuyo dominio de definiciéon viene
descrito en el intervalo [a, b], dando lugar a la distribucion GBC; 2.

Asi pues, a partir del sistema generador de van Dorp y Kotz, se describen
las expresiones correspondientes a la funcion de densidad, (2.45), y funcion

de distribucion, (2.48), de la distribucion bicibica estandarizada de una rama
SGBC;, definida en [0, 1].

S p( oy < DD LG =5 G)T o<
n+6 (11_;t)2+n_§(11_;t)3+n <t<1
(2.45)
AM (L)n+SB_(i)n+4C <t
GUL PLm) = [M _Mn+3 ] _t \nt4
1+ AM - 1) [(i—t) B— (=)o mM<i<i,
(2.46)
donde
3(n+3)(n+4)
n+6 ’
j
n+3
__ 2
3(n+4)

En las Figuras 2.12 A, 2.13 A, 2.14 A, 2.15 A, 2.16 A, 2.17A, se representa la
funcion generadora y en las Figuras 2.12 B, 2.13 B, 2.14 B, 2.15 B, 2.16 B, 2.17
B, se muestra la representacion grafica de la funcién de densidad en funcion del

parametro n.

2Durante los capitulos siguientes se denota a la distribucién bictibica generalizada de una
rama por GBC cuando el dominio de definicion de la variable es el intervalo [a,b] y SGBC si la
distribucion esta estandarizada en el intervalo [0, 1]
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Tal y como se observa en las Figuras citadas, se comprueba que a medida

que el valor del parametro n aumenta, la funcién de densidad de la distribucion

tiende a degenerar en el punto medio del intervalo de definiciéon de la variable

aleatoria. Este hecho conlleva a la presencia de un apuntamiento y crecimiento

mas pronunciado por parte de la funciéon de densidad.

A
3
2.5
2
15
1

0.5

B

0.2

0.4

0.6

0.8

1

M

Figura 2.12: Funcion generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la
distribucion SGBC; (M, 0.1).
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Figura 2.13: Funcion generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la

distribucion SGBC; (M, 1).
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Figura 2.14: Funcion generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la
distribucion SGBC4 (M, 1.9).
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-y Fa— M

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.15: Funcién generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la
distribucion SGBCy (M, 3).

0.2 0.4 0.6 0.8 1 y 0.2 0.4 0.6 0.8 1 M

Figura 2.16: Funcion generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la
distribucion SGBCy (M, 10).

k| kY
25 25
20 20
15 15

10 10

0.2 0.4 0.6 0.8 1 y 0.2 0.4 0.6 0.8 1 M

Figura 2.17: Funcion generadora, (A), y funcién de densidad, (B), de la
distribucion SGBC; (M, 30).

Considerando el valor cero para el parametro n, se obtienen las expresiones de
la funcion de densidad (2.2) y de la funcion de distribucion (2.3) de la distribucion
bictbica.
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Tomando el cambio de variable T' = )b(:a“ y M = == se describen las funciones
de densidad y de distribucion de la distribucién bictibica, que denotaremos por
SGBCj, con dominio de definicion el intervalo [a, b], siendo a es el valor minimo,

m el valor més probable y b el valor maximo, aportados todos ellos por el experto.

fopy 30D+ [ G -2 =) asesm
» P\ _ _x\2+n —z\3tn ’
Ob-a) | ()™ 2 ()" msw s,
)T B () e aszsm,
F(z,P(.|n)) = ’ o b_;’ i3 9 l_m n+4
1+A(b7a_1)|:(b7m) B -3 (35r) O] <z<b,
(2.48)
donde
~3(n+3)(n+4)
- n—+6 ’
B = L ,
n+3
1
C:n—|—4

2.2.1.2. Calculo de los momentos

Para facilitar el calculo de los momentos de la distribucién bicubica
generalizada en funcién de las variables aleatorias Ty X, se describiran en
primer lugar los momentos correspondientes a la variable generadora y. Para
ello, utilizando la expresion de la funciéon de densidad generadora

3(n+3)(n+4)

2
p(y) = e (ym - 5?;‘””) : (2.49)

se tiene que el momento de orden uno de dicha variable Y definida en el intervalo

[0, 1] corresponde a la expresion

E[Y] = et (2.50)
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Una de las propiedades que verifica la distribucion beta es que el valor esperado
no coincide con la moda. Siguiendo esta misma linea, se tiene que la distribucion

bictibica generalizada de una rama también cumple dicha propiedad. Igualando

el valor modal de la funcién de densidad generadora, ¥,,, = ?:66, a la expresion
(2.50), se tiene la ecuacion

2n® +1In+9=0 (2.51)
cuyas soluciones son n; = _79 y no = —1, ambas negativas. Teniendo en cuenta la

construccion de la distribucion, el pardmetro n que se utiliza para la generalizacion
se considera que es un numero positivo, por tanto, la ecuacion (2.51) no conduce
a soluciones validas.

Realizando la generalizaciéon de dicho momento para la variable Y*, con k > 0,

se tiene que el momento de orden k de Y viene dado por:

+3)(n+4) n+k+6
By = . 2.52
Y] (n+6) (n+k+3)(n+k+4) (2:52)
Luego, utilizando la expresion de van Dorp y Kotz, [111],
Lk
prias gl = ae el + 3 () - e el es)

1=0

se describen respectivamente, el momento de orden 1, (2.54), y la varianza, (2.55),
de la distribucion SGBCy,

_ Mn?+ (IM 4+ 1)n+12M +9
- n2+ 11n + 30

E[T] , (2.54)

(2M?2 — 2M + 1)n2 + (30M? — 30M + 16)n + (36M2 — 36 M —+ 39)
(n+5)2(n + 6)2

var[T] =

(2.55)

y el valor esperado de la distribucion GBCy, en funcién de la variable X, con

recorrido [a, b], viene dado por:

(n+9)a+ (n*+9n+12)m + (n+9)b

ElX]= (n+5)(n+6)

(2.56)
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Cuando n = 0, en la expresion (2.56) se reduce al valor esperado de la

distribucién bicubica

B 9a+12m+9b_ 3a+ 4m + 3b

E[X]
30 10

(2.57)

Resolviendo la ecuacion n? + 9n + 12 = n + 9 se obtiene el valor, o valores,
que puede tomar el parametro n a partir de los cuales se consigue la misma
ponderacion para la moda y los valores extremos. De dicha ecuaciéon se obtiene
como soluciones n = —0.3944487 y n = —7.6055513. Asi pues, para valores de n
positivos la moda se verd méas ponderada que los valores extremos del intervalo.
Luego, teniendo en cuenta los resultados obtenidos no se trabajara en aquellos

casos en los que se le dé mayor o igual importancia a los extremos que a la moda.

Para estudiar el comportamiento de la distribucion SGBC; se muestra en la
Figura 2.18 las funciones de densidad para unos determinados valores de M y n.
En dichas representaciones se observa que aumentando el tamano de n la funcién
de densidad tiende a concentrarse alrededor del valor de la moda estandarizada,
M. Con respecto al estudio de su asimetria, se tiene que la distribucién presenta
asimetria positiva cuando M < 0.5 y negativa si M > 0.5. En el caso particular de
que la moda tome el punto medio del intervalo [0, 1], se describe una distribucion
simétrica adoptando una forma muy similar a la funciéon de densidad de la

distribucién normal.

Luego, hay que destacar, que la distribucién bictibica generalizada de una
rama reune las condiciones para poder ser aplicada en el ambito del PERT, por
presentar una funciéon de densidad con distintos tipos de asimetrias en funcién de
los valores considerados de M y n. Ademas, la variable aleatoria viene definida
en un dominio acotado. Este hecho es destacable, ya que la distribucién beta
fue introducida por los creadores del PERT para salvaguardar los problemas que
presenta la distribucién normal con respecto a su no asimetria y a su recorrido

no acotado.
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M=0.2
2 30
15 o 29
8 20
1 6 15
4 10
05 2 5
0z 04 06 OB 1 ' 0z 04 06 0B 1 ' 0z 04 06 0B 1
M=0.4
z 30
15 " 23
8 20
1 & 15
4 10
05 2 5
0z 04 06 08 1 ' 0z 04 06 08 1 ' 0z 04 06 OB 1
M=0.5
2| 30
15 " 23
8 20
1 & 15
4 10
0s 5 c
02 04 06 0B 1 ‘ 0Z 04 06 08 1 ' 0z 04 06 08 1
M=0.7
z 30
15 . 23
8 20
1 6 15
4 10
0s 5 c
02 04 06 OB 1 ' 0z 04 06 0B 1 ' 0z 04 06 0B 1
M=0.9
2 30
15 = 23
8 20
& 15
4 10
0s 5 c
0z 04 06 0B 1 ‘ 0Z 04 06 0B 1 ' 02 04 06 OB 1

Figura 2.18: Funcién de densidad de la distribucion SGBC; para M = 0.2,
M =04, M = 05, M = 0.7y M = 0.9, considerando n = 0.1, n = 10 y
n = 30.

2.2.1.3. Estudio de la asimetria y curtosis de la distribuciéon GBC;

Haciendo uso de la relacion de los momentos de la funcién generadora p(y)
y la funcion de densidad g(t), desarrollados por van Dorp y Kotz [112], (2.53),

se describen los momentos centrados respecto a la media. A partir de ellos, se
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generan las expresiones correspondientes al coeficiente de asimetria y de curtosis
de la distribucién bictibica generalizada.
Asi pues, después de realizar los calculos de los momentos de orden 1, 2 y 3,

se tiene que el coeficiente de asimetria viene descrito por:

(2.58)

3 L3 2(2M — 1)(A+ Bn + Cn? + Dn? + En*)
1= "3 = ©

n n2
o (n+5)*(n+6)*(n+7) [900+6£3J—ﬁ%1;5—:22n3+n4

]3/2=

donde:

A =513+ 108M — 108M2,
B =612+ 9M — 9M?,

C =222 — 123M + 123M?,
D =28 — 25M + 25M°,
E=1-M+ M?,

F =39 —36M + 36M?,

G =16 — 30M + 30M?,
H=1-2M+2M?,

son expresiones polinémicas en M.

NN

QRN

Figura 2.19: Coeficiente de asimetrfa Figura 2.20: Coeficiente de asimetria de
de la distribucion GBC; (1). la distribucion GBC; (2).

En las Figuras 2.19 y 2.20 se tiene que el coeficiente de asimetria de la

distribucion GBC; toma valores positivos cuando M < 0.5 y negativos si M > 0.5
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presentando, por tanto, asimetria positiva y negativa respectivamente. En el
caso particular de considerar M = 0.5 se tiene una distribuciéon que presenta
un coeficiente de asimetria nulo, es decir, se describe un modelo probabilistico
simétrico.

Para valores de n y M proximos a cero, el coeficiente de asimetria se aproxima
a uno, tal y como se recoge en la Figura 2.19. Sin embargo, en la Figura 2.20
se observa que a medida que el parametro n aumenta, el coeficiente de asimetria
alcanza, en valor absoluto, su maximo valor, ascendiendo este a dos.

La expresion que se tiene para el caso del coeficiente de curtosis viene dada

por:
gy = M _ 3 A+ Bn+Cn?+ Dn® 4 En' + Fn® 4+ Gnf (2.59)
T (ntT)(n+8) (H + In+ Jn2)® S
donde:

A = 73224 — 1451452M + 202176 — 114048 M3 + 57024 M*,
B = 94257 — 243288 M + 349128 M? — 211680M3 + 105840M*,
C = 49431 — 149580M + 215964M? — 132768 M3 + 66384 M *,
D = 13234 — 45024 M + 67800M?* — 45552M3 + 22776 M,

E = 1854 — 6856 M + 10832M2% — 7952M3 + 3976 M4,

F =125 — 488M + 800M? — 624 M3 + 312M*,

G =3—12M +20M? — 16 M?> 4+ 8M*,
H =39 — 36M + 36M2,

I =16 —30M + 30M?,

J=1—2M+2M?>

Teniendo en cuenta la Figura 2.21, la distribucion bictibica generalizada de una
rama presenta un coeficiente de curtosis de aproximadamente 8 cuando n — 100
y M toma los valores extremos. En el caso de la distribuciéon GBC; simétrica, el
coeficiente disminuye aproximadamente hasta 6. Atn asi, se tiene que en el caso
de que n tome valores elevados la distribucion presenta un apuntamiento superior

al de la distribuciéon normal.

99



2.2. GENERALIZACION A UNA RAMA DE LA DISTRIBUCION
BICUBICA Y BISENO

a7 a7 g

LTS
S
Q##.

1000

Figura 2.21: Coeficiente de curtosis de la distribucion GBC;.

Por tanto, al describir la distribucion bictibica generalizada introduciendo
el pardmetro n se ha conseguido obtener una distribuciéon que presenta
distintas formas con respecto a su asimetria, ademas de conseguir describir un
apuntamiento superior al de la distribuciéon normal.

A partir de los resultados conseguidos en el estudio de la distribuciéon GBCy, se
observa que tiene ciertas caracteristicas que la convierte en una buena distribucion
para aplicarla en el ajuste de la serie de los rendimientos financieros.

Como complemento a lo anteriormente presentado, se muestra el grafico
correspondiente al diagrama del ratio de los momentos. Dicho grafico, presentado
por Elderton y Johnson, [23], muestra el efecto de los pardametros de las
distribuciones sobre los valores del coeficiente de asimetria y el coeficiente de
curtosis. Se representan en el eje de coordenadas los valores correspondientes al
coeficiente de curtosis (32), y en el eje de abscisas la raiz cuadrada del coeficiente
de asimetria (1/f31) con objeto de retener el signo del momento de orden tres y
siguiendo la modificacion propuesta por Kotz y Johnson, [59], sobre la expresion
original del grafico.

Asi pues, el diagrama del ratio de los momentos permite representar la
cobertura que cada una de las distribuciones tiene sobre el par (\/E , ﬁg). Por
ejemplo, cualquiera que sea el valor de los parametros que caracterizan a la
distribuciéon normal, solo existe una tnica combinacién posible para dicho par
y, por tanto, su representacion en el diagrama del ratio de los momentos, seria
un unico punto asociado al par (0,3). Anélogamente, la representacion de la

distribucion uniforme seria un punto en (0,1.8). Notese que, dado que para todas
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las distribuciones se cumple que (5 > (\/ 51)2 + 1, existe una zona no factible en

el grafico que se ha representado con el area gris, Figura 2.22.

0.01<n<200 0.01<n<200
M=1 M=0

0<M<l 0<M<I

n=200 n=0.01

N
o

______

TV No factible

No factible

No factible

o =2 N W b OO O N © ©

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
. ’ .
U:IIII” Beta con forma de U Beta unimodal Beta con forma de J Cubica unimodal

Figura 2.22: Diagrama del ratio de los momentos de la distribucion beta, (A), y
de las distribuciones beta y bicubica, (B).

Para la construccién del ratio de los momentos de la distribuciéon beta,
representada en la Figura 2.22.A, se han hecho variar los parametros o y 3 entre
0.01 y 1000. Siguiendo a van Dorp y Mazzuchi, [114], y con objetos practicos, se
ha reparametrizado la distribuciéon beta de manera que f=p+qy a = zﬁq'

La zona horizontalmente rayada representa la cobertura de (\/E , [32) para las
distribuciones unimodales beta, y la zona verticalmente rayada las distribuciones
beta con forma de U. El area diagonalmente rayada representa a las distribuciones
beta con forma de J.

Con objetos comparativos se ha superpuesto, en la Figura 2.22.B, el diagrama
del ratio de los momentos de la distribuciéon bictbica sobre el de la distribucion
beta. El rango para los pardmetros de la distribucion biciibica es 0.01 < n < 200
y 0 < M < 1. Se observa que esta distribuciéon consigue aumentar la cobertura

de la distribucién beta sobre el area de distribuciones unimodales.

Por ejemplo, si se trabajan con datos empiricos que presenten un coeficiente
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de asimetria nulo y un coeficiente de curtosis igual a 5, no pareceria adecuado
recurrir a la distribucion beta, mientras que la distribucion bictbica si permitiria
dicha combinaciéon. De hecho, el coeficiente de curtosis de una distribucion beta
unimodal simétrica es siempre estrictamente menor que 2.88679, mientras que en

el caso de la distribucion bictbica dicho valor asciende a 5.88018.

Por otra parte, si se compara el area de cobertura en dicho grafico de la
distribucién bictbica con la de la distribucion two-sided power, recogido en van
Dorp y Kotz, [110], se puede afirmar que son equivalentes, lo que implica que

ambas distribuciones presentan una flexibilidad similar.

2.2.1.4. Estimacion de la distribucion GBC; mediante restricciones

en la familia de distribuciones

Con el objeto de realizar la estimacion de los parametros que describen a
la distribucion GBC; se presenta como una herramienta alternativa el método
de restricciones en la familia de distribuciones. El método utilizado para la
estimacion consiste en considerar que la varianza y el coeficiente de curtosis

asociado a la distribucion coincide con los presentados por la distribuciéon normal,

es decir:
1
var[T] =—,
36
By =3.

Asi pues, igualando las expresiones de la varianza y coeficiente de curtosis de la
distribucion GBC; a % y 3 respectivamente, se plantea un sistema de ecuaciones
donde, tanto n como M son las incognitas a obtener. Resolviendo el sistema, se

tiene como soluciones los valores que se muestran a continuacion

n = — 22.29667, M = —2.92094
n = —22.29667, M = —1.92094
n =0.97037, M = 0.12565
n =0.97037, M = 0.87435
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Luego teniendo en cuenta que el parametro n es un nimero entero positivoy M
toma valores en el intervalo [0, 1], se puede concluir que el valor de n que verifica
las dos restricciones impuestas sobre la distribucion es 0.97037. A continuacién, se
muestra la representacion grafica de la distribucion bictbica cléasica para distintos

valores de la moda estandarizada, Figura 2.23.

0:2 0:4 0:6 0:8 1
— = o025 M=05 M=0.75

Figura 2.23: Funciéon de densidad de la distribucion GBC; clésica.

Como consecuencia, diremos que la distribucion GBC; pertenece al grupo de

familias clésicas cuando n = 0.97037.

2.2.2. Generalizacion de la distribuciéon biseno

2.2.2.1. Construcciéon de la generalizaciéon a una rama de la distribu-

cioén biseno

Procediendo de una forma similar a la construcciéon de la distribucion GBCy,
se presenta la distribuciéon biseno generalizada a una rama. Para ello, partiendo
de la funcion de densidad generadora asociada a la distribucion biseno, p(y|y) =
zsen (%y), se presentan las siguientes funciones de densidades generadoras como
posibles candidatas para la construccion de la generalizacion:

pi(y) =ksen (gy”> , (2.60)
p2(y) =K'sen (gy”“) : (2.61)
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Imponiendo la condicién

1
/me@—L
0
1
/ pa(y)dy =1,
0

y realizando los calculos necesarios, se tienen las expresiones de las funciones de

densidad generadoras de la distribuciéon biseno

24+ 2n T
n(y) = —5— sen (— y”) , (2.62)
mFy 3+ 200 15:5 + 3} 76 2
2(24n) T .
pay) = sen (S y),(269)
kg [5 + 5 155 Y b w]

siendo ,Fylar,...,ap; b1, ..., bg 2] = D00, %, y (aj)r = aj(a; +1)-...-
(a; + k — 1) es el simbolo de Pochhammer.

Para realizar la generalizacion a una rama de la distribucién biseno se
selecciona entre las expresiones (2.62) y (2.63) aquella que aporte mayor recorrido
al coeficiente de curtosis asociado a la distribucién generalizada. Luego, teniendo
en cuenta las Figuras 2.24 y 2.25, se observa que ambos coeficientes son similares
alcanzado como maximo el valor 8. Debido a la complejidad que presenta ambas
funciones generadoras y teniendo en cuenta que se comportan de una forma muy

similar se realizara la generalizacion utilizando como funcion generadora (2.62).

100 1

Figura 2.24: Coeficiente de curtosis de Figura 2.25: Coeficiente de curtosis de
la distribucion biseno generalizada de la distribucién biseno generalizada de
una rama con la funcién generadora una rama con la funcién generadora

(2.62). (2.63).
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A partir del sistema generador de van Dorp y Kotz, [111], se define la
distribucion biseno generalizada, denotada por SGBS en el caso de trabajar con
la variable T" definida en [0, 1], y para el caso de la variable X cuyo dominio de

definicion es [a, b], se denotara por GBS.

Luego, realizando los célculos necesarios se tiene que la funcién de densidad
de SGBS viene dada:

(5] o<t<M

(157" M<t<1,
(2.64)

y la funcién de distribucién asociada a dicha distribucién adopta la expresion

(24 2n) sen [

TFy [5+ 30435 o) 36 | sen |

g(t| M, p(.|n)) =

NIER IR

Gy (t) M (L) sign [(L)" 0<t< M,
G(t|M,p(|n) =< 2 [(Aiﬂ} . Cm
1-Gy(t) (1— M) (£5)" sign[(£5)"] M<t<1,
(2.65)
donde
oFo b+ {33+ 41 5 ()7
Gi(t) = 1, 1 (33, 1y -2 ’
pFolz + 2052 + b 5]
G@)pﬂk+ﬁ£é+ﬁhﬁﬂﬁ%ﬂ
2 = —r )
o[+ 50 {53 + 500 55 )
y la funcion sign[z] se define como
-1 z<0,

Para obtener las expresiones de las funciones de la distribuciéon biseno

generalizada de una rama con dominio de definicion [a,b], se tiene en cuenta

el cambio de variable T' = )b(_’(f y M = 7=, consiguiendo asi describir la funcion
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de densidad, (2.66), y de distribucién, (2.67), respectivamente como

f(z,p(.n)) = A Sen [% (:;_jl)n} a<x<m,
| sen[§ (235)"] m<w<b

F(z, P(.|n)) = F1($)(93—a)(f@__'2)_81gn[( ) ] i<e<m.
1 — Fy(z)(z —b) (22) " sign [(22)"] m <z <b,
siendo
A= 2(n+1)
(b—a)ymFy [+ &, {3,2+ L1, =]
Fy(z) = pFy [% +4, {884 L), =0 (T;%wzn] |
IR R
Fy(x) = pEq [% +an 15,3+ %},—1_22 (_;i%)h}
it o {33t 2} 78]

(2.66)

(2.67)

En las Figuras 2.26, 2.27 y 2.28 se muestran las representaciones gréaficas de

la funcion de densidad generadora y la funcién de densidad de SGBS, en funciéon

del parametro n.

Como consecuencia, se tiene a partir del estudio de dichas representaciones que,

a medida que varia el valor de n, la funcién de densidad adopta formas similares

a la distribuciéon normal. Si n alcanza valores elevados entonces la funcién de

densidad tiende a degenerar en un punto, concentrando su masa de probabilidad

en el punto 0.5. Para este caso, la funciéon de densidad generadora se comporta

de una forma constante en casi todo su dominio de definicién, presentando, cerca

de su méximo valor, un crecimiento exponencial.

Por otra parte, la funcion de densidad generadora cambia su curvatura a

medida que se incrementa el valor de n, ya que para n = 1.1 el grafico presenta

una funcién concava y para el caso de n = 30 ésta pasa a ser convexa.
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Figura 2.26: Funcion de densidad, (A), y funcién generadora, (B), de la

distribucion SGBS(M, 1.1).
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Figura 2.27: Funcion de densidad, (A), y funcion generadora, (B), de la

distribucion SGBS(M, 2).
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Figura 2.28: Funcion de densidad, (A), y funcion generadora, (B), de la
distribucion SGBS(M, 30).

2.2.2.2. Calculo de los momentos y estudio de su forma

Para realizar un estudio sobre las principales caracteristicas estocasticas de

la distribucién biseno generalizada de una rama, se utilizan los graficos del
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coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis, sin indicar la expresion de dichos
momentos debido a la complejidad que presentan , atn asi, estdn a disposicion
del lector que lo solicite 3.

Para realizar los célculos de los momentos en primer lugar se obtiene la
expresion correspondiente al momento centrado en el origen de orden k de la
distribucion SGBS, haciendo uso de la relacion existente entre los momentos de
la funcion generadora p(y) y la funcion de densidad g¢(t), desarrollada por van
Dorp y Kotz [111]

r [1+k+n}pﬁq [1+k+n 3 Ltkidn) —w2]

Bl = o L 2 A% o T (2.68)
D52, B [543 5+ 5t 5

siendo T'[z] la funcién gamma de Euler y

=~ i=1 aj)kzk

=TT
F,lay,...,ay;b1,...,bs 2] = J )
pla p “ Zok:! 17, T(k + by)

Luego, utilizando la expresion (2.68) y la relacion existente entre los momentos
centrados con respecto al origen y con respecto a la media, se describen las
expresiones del coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis de la distribucion
generalizada de una rama, cuyas representaciones graficas vienen dadas en las
Figuras 2.29 y 2.30 respectivamente.

A vpartir de la Figura 2.29, se observa que cuando el parametro n toma su
minimo valor, la distribucién presenta un coeficiente de asimetria nulo para
cualquier valor de M comprendido entre 0 y 1. Sin embargo, a medida que el
pardmetro n aumenta, se tiene que la distribucién presenta asimetria positiva
cuando M < 0.5 y negativa si esta toma valores superiores a 0.5. En el caso
particular de considerar M = 0.5 entonces se describe una distribucion simétrica
para cualquier valor de n. Por tanto, la distribucién SGBS presenta distintos tipos
de asimetrias dependiendo el valor que tomen M y n.

En la Figura 2.30, se observa que el maximo valor que alcanza el coeficiente

de curtosis es de aproximadamente 8 cuando n tiende a tomar valores altos y M

3Las expresiones de los coeficientes de asimetrias y curtosis de la distribucién han sido
calculadas utilizando el programa informatico Mathematica 5.2
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Figura 2.29: Coeficiente de asimetria de la distribucion SGBS.

alcanza su minimo y maximo valor. Sin embargo, cuando M = 0.5 el coeficiente
de curtosis es aproximadamente 6. Luego, la distribucion SGBS presenta un
apuntamiento superior a 3, y por tanto se puede afirmar que dicha distribucion

es leptocurtica.

100 1

Figura 2.30: Coeficiente de curtosis de la distribucion SGBS.

2.3. GENERALIZACION A DOS RAMAS DE
LA DISTRIBUCION BICUBICA

Durante la seccion anterior se ha construido la generalizacion de la distribucion

bictibica y biseno recurriendo al uso de un nuevo parametro n, aportando asi
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mayor flexibilidad a la distribucion.

Tal y como se comentd anteriormente, el sistema generador de van Dorp y
Kotz, [111]| viene descrito a partir de una funcion de densidad p(y), creciente
en [0, 1]. Parece logico pensar que el parametro n que se ha introducido en la
generalizacion no tiene porque ser el mismo a izquierda y derecha de la moda

estandarizada.

Por ello, a lo largo de esta secciéon se presenta la generalizacion de la
distribuciéon bictibica a dos ramas empleando dos parametros n; y no, donde
ny y p(y) haran referencia a la rama izquierda de la funciéon de densidad con
respecto al parametro M, y ny con ¢(y) hacen referencia a la rama derecha de la

funciéon de densidad con respecto a la moda estandarizada.

2.3.1. Generalizacion de la distribuciéon biciabica

Sean p(y|v) v q(y|y) dos funciones de densidad continuas y crecientes en
el intervalo [0,1] y M € [0,1], se define la familia de funciones de densidad

unimodales, con moda en el punto M, como:

1P (35Y) 0<t<M,
g(t‘M’P(-W)ﬂ(-W)) = (269)
ra(frh) M<t<l

A partir de la funcion de densidad descrita y, teniendo en cuenta la relacion
existente entre la funciéon de densidad y la funcion de distribucién, se describe
la expresion de la funcion de distribucion asociada a g (¢|M, p(.|v), q(.|7)), que

viene dada por:

m P (31v) 0<t<M,

G (¢[M, P(1v),Q(|7)) = (2.70)
1-(1-mQ(F=5h) M<t<l,

siendo P(.|¢) y Q(.|7) las funciones de distribucién generadoras acumulativas

asociadas a las densidades p(.|¢) v ¢(.|7y), respectivamente.
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Teniendo en cuenta

Y ~aq(ly),

y utilizando la expresion (2.69) se obtiene el valor esperado de t*:

E[T" = aM*E[Yf]+(1-7)) (

=0

Deva-aEy e

En el caso particular de p(.|¢)) = q(.|7) y m = M la expresion (2.69), se reduce

p(Hlv)  0<t<M,
g (t|M,p(.[¢)) = (2.72)
¢(i57h) M<t<l

La ventaja que presenta la expresion (2.69), con respecto a la utilizada para
la generalizaciéon de una rama es que permite especificaciones separadas para
cada rama de la distribucién. El principal inconveniente que presenta dicha
generalizacion es que la expresion de la funcion de densidad generalizada a una
rama era continua para cualquier valor de M, sin embargo realizando el estudio de
la continuidad de la funcién (2.69), se observa que dicha expresion serd continua

en su intervalo de definicién siempre y cuando se verifique la condicion

q(1]7). (2.73)

T 1—m
—_— 1 p—

P =T
Luego, utilizando la condicion impuesta a (2.69) para que sea continua se tiene

que 7 debe adoptar la expresion
M q(1]y)

(1= M)p(1j) + Mq(1]ly)

__ (2.74)
Sustituyendo (2.74) en la familia de funciones de densidades unimodales (2.69),

se tiene la expresion de la funcién de densidad continua unimodal cuyo dominio
de definicion es [0, 1]:

71



2.3. GENERALIZACION A DOS RAMAS DE LA DISTRIBUCION
BICUBICA

(v ¢
(1_M)P(‘11W;+Mq(l|'y)p (MW) 0<t< M,

g (M, p(|), q(-1v)) = (2.75)

(1) 1
st (i) M <t <1

Es por ello, que es necesario describir las expresiones de las funciones de
densidad generadoras para asi realizar la generalizacion de la distribucion biciibica
a dos ramas. Para describir ambas funciones se recurre a la expresion presentada
en la generalizacion a una rama, con la diferencia de, en lugar de introducir un

parametro n, se hara uso de los pardmetros n; y ns para cada una de las ramas.

Por tanto, se definen las expresiones p(.|¢)) y ¢(.|y) como:

plylny) = BEmd) (2m 2 ystm) <y <1 opg >0, (2.76)
qlylng) = 202Dt (y2hme 23ty 0<y <1 opp>0,  (277)

respectivamente, cuyas funciones de distribuciéon asociadas vienen dadas por:

P(y|n1) = 3(m+$)+(gl+4) (%3:;1 — gi‘;:;) 0<y<1 n >0, (2.78)
n n 3+n. 44n
Qlylny) = Hoztdtnat (%Mj _ %i;j) 0<y<1 ny>0.  (2.79)

Teniendo en cuenta que la funcién de densidad es continua en la moda
estandarizada si se verifica la condicion (2.74), se tiene sustituyendo (2.76) y

(2.77) en dicha expresion la forma adoptada por ,

M (ns + 3)(ne + 4)(ny + 6)

(1= M)(ny+3)(ny+4)(ng+6)+ M(ny+ 3)(ng +4)(ny +6)’ (2.80)

m =

cuya representacion gréafica viene dada en la Figura 2.31.
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m0,8-1
0,6-0,8
0,4-0,6

m0,2-0,4
0-0,2

Figura 2.31: Representacion gréfica de 7.

Asi pues, teniendo en cuenta la expresion (2.75), se define la funcion de
densidad de la distribucion bictubica estandarizada generalizada de dos ramas,

que se denotara por SGBC,, por:

) ™M0-3G)]  o<i<M
9 <t|M7 n17n2) = C(M, nl,ng) (281)
(5™ -3 (5] M<t<1
donde

(1= M) (n1+3) (n1+4) (n2 +6) + M (n2 + 3) (n2 + 4) (n1 +6)
(2.82)

Durante la seccion se denota por GBCsy a la distribucion bictubica generalizada
de dos ramas con recorrido el intervalo [a,b], en el caso de trabajar con la
distribucion estandarizada en [0, 1] se recurriré a la notacion SGBC;.

A partir de (2.82), se observa en las Figuras 2.33, 2.32 y 2.34 que la funcion
de densidad adopta distintos tipos de asimetrias segiin sean los valores que se le
asignen a los parametros n; y ns.

Si se trabaja con la distribucién simétrica, es decir, con el valor 0.5 para la
moda estandarizada, se tiene que cuando n; < mgy la distribuciéon presenta una
asimetria a izquierda. Sin embargo, si se toma n; > ny entonces la representacion

correspondiente a la funciéon de densidad, describe una grafica que presenta mas
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valores altos que bajos, obteniendo una distribuciéon con asimétrica a derecha. En
el caso particular de que los dos parametros tomen el mismo valor, se tiene que

la distribucion es simétrica respecto a su valor modal.

02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 t

Figura 2.32: Funcién de densidad de Figura 2.33: Funciéon de densidad de
la distribucion SGBCy(0.5, 2, 20). la distribucion SGBCy (0.5, 20, 2).

10

02 04 06 08 1 t

Figura 2.34: Funciéon de densidad de
la distribucion SGBCy(0.5, 10, 10).

Ademés, a partir de dichas representaciones se comprueba con facilidad que la
funcion de densidad asociada a la distribucion es continua, tal y como se indico
anteriormente. La presencia de un punto “pico” en el maximo valor alcanzado por
la imagen de la funcién, indica la no derivabilidad de la funcién de densidad.

En el caso particular en el que n; = ny la expresion de C'(M,nq,ny) que se

obtiene adopta la forma:

3(n+3)(n+4)

C(M,n) = n+6

: (2.83)

coincidiendo esta con el valor de k' de la expresion (2.39), descrito en la
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generalizacion a una rama de la distribucion bicibica, a partir del cuél se ha
desarrollado todo el contenido teérico correspondiente a dicha seccién. En el caso
particular de asignarle a ambos pardmetros el valor cero se consigue describir
la expresion de la funcion de densidad de la distribucion bictbica (2.2), cuya
representacion grafica viene dada en la Figura 2.35.

2

1.5

0.5

M

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.35: Funcion de densidad de la distribucion SGBCy(0.5,0,0).

Con objeto de obtener la expresion de la funciéon de densidad de la distribuciéon
bictbica generalizada de dos ramas con dominio de definicién descrito a partir
de los valores aportados por el experto a, m y b, se realiza el cambio de variable

T = )b(__;, obteniendo la funcién de densidad correspondiente a SGBCy, (2.84):

(22)"" (1-3 (=2)) a<os<m,

f@) = Cla,m,bni,ng) 4 o (2.84)
(2=5)7" (13 () m<e<b,

donde

(6—m)(n1 + 3)(n1 + 4)(ns + 6) + (m — a)(ny + 8)(nz + )(n1 +6)
(2.85)

C(a,m,b,ny,ng) =

2.3.2. CAlculo de los momentos

Se presenta a continuacion las caracteristicas estocasticas méas destacables de
dicha distribucion, para conseguir asi realizar una representaciéon global de la

distribucion bictbica. Para ello sustituyendo la expresion (2.80) correspondiente
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am,y
piyhy 3 +4) _ mt k6
Y] = (i +6)  |(m+k+3)(ni+k+4)|’
piyhy 2 132 +4) _ nz + k46
Yo] = (n2+6) |tk +3)(na+k+4)|’
en: k - g . o
E[T"] = nM"E[Y{] + (1 — ) Z (2) (- MysRl, 250

se tienen los momentos de la distribucion centrados con respecto al origen. Debido
a la complejidad que encierran las expresiones correspondientes a las principales
caracteristicas estocésticas de la distribucion SGBC,, se presenta a continuacion
los gréficos correspondientes a algunos de los momentos asociados a la distribucion

considerada, variando los parametros introducidos en su generalizacion, ny y ns.

Por tanto, a partir de las expresiones obtenidas y utilizando los estudios
presentados por Stuart y Ord [103|, se obtiene el valor esperado, varianza y
coeficiente de curtosis de la distribucién bicubica generalizada, de dos ramas,
cuyas representaciones graficas se muestran en las Figuras 2.36, 2.37, 2.38, 2.39
y 2.40.

Al depender el coeficiente de curtosis de la distribucion estandarizada en [0, 1]
de los parametros M, n; y ns se ha considerado el caso particular de M = 0.5

para representarlo en funcion de los parametros introducidos en la generalizacion.

Luego, realizando el estudio de la Figura 2.40, se tiene que la distribucion
SGBCs, simétrica, presenta un coeficiente de curtosis de aproximadamente 6

cuando los valores de los pardmetros n, y ny varian entre 1 y 100.

Asi pues, tal y como se comenté en la generalizacion de una rama, la
distribucion bictubica presenta un apuntamiento mayor a 3, consiguiendo describir
un modelo con un coeficiente de curtosis superior al coeficiente de la distribucion

gaussiana.
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Figura 2.36: Media de la distribuciéon

SGBCy con ny = 2, np = 20 y
M € 0,1].
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Figura 2.38: Varianza de la distribu-
cion SGBCy con ny = 2, ny =20y
M € 0,1].
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SGBCy con n; = 20, ng = 5y
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Figura 2.39: Varianza de la distribu-
cion SGBCy con ny =20, ng =5y
M € 0,1].
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Figura 2.40: Coeficiente de curtosis de la
distribucion SGBCy(0.5, 11, ng) con
ny € [0,100] y ne € [0, 100].
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2.4. APLICACION DE LAS DISTRIBUCIONES BICUBICA Y BISENO EN
LA METODOLOGIA PERT

Teniendo en cuenta esta caracteristica y que las ramas pueden venir descritas
a la izquierda y derecha de la moda por distintas distribuciones generadoras, se
tiene que la distribucién puede tener aplicaciones en el ambito financiero. Este
hecho es de gran interés ya que podra ajustar los rendimientos de mercado con

respecto a la moda, teniendo en cuenta las etapas de mercado al alza o a la baja.

2.4. APLICACION DE LAS DISTRIBUCIONES
BICUBICA Y BISENO EN LA METODO-
LOGIA PERT

El método PERT surgi6é en un ambiente de investigacion y desarrollo, donde
existia una gran incertidumbre con respecto a los tiempos de actividad, resultando
asi un modelo probabilistico. La distribucion del tiempo que se supone para la

actividad se define utilizando los tres valores aportados por el experto donde:

= @: valor minimo o también conocido como valor optimista, que representa
el tiempo minimo en que podria ejecutarse la actividad si todo marchara

excepcionalmente bien.

= m: valor més probable o estimacién modal, cuya interpretacion hace
referencia al tiempo, que normalmente, se empleara en ejecutar la actividad,

con m € (a,b).

= b: valor minimo o valor pesimista, que representa el tiempo maximo en que
se podria ejecutar la actividad si todas las circunstancias que influyen en

su duracion fueran totalmente desfavorables.

El intervalo definido por los valores a y b determinan el rango donde fluctuara
la variable aleatoria.

A lo largo de la memoria se trabajara con la notaciéon a para el valor minimo,
m valor modal y b valor maximo, ya que puede suceder que el valor optimista
no coincida con el valor minimo y el pesimista no coincida con el méximo, tal y

como puede ocurrir sobre los flujos de caja, [104].
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LA METODOLOGIA PERT

Segun los estudios presentados por Taha, [105] y desarrollados por Herrerias,
[43], un modelo probabilistico serd adecuado en el anélisis de inversiones en
ambiente de riesgo, si presenta una media ‘moderada’ y un valor de la varianza lo
més alto posible, consiguiendo asi maximizar el riesgo y no concluir con resultados

optimistas.

Por lo expuesto, si se tienen dos distribuciones que presentan la misma media,
serd mas adecuada aquella que presente mayor varianza, pues refleja mayor

incertidumbre y conduce, por tanto, a resultados mas conservadores.

Durante esta seccién se centra la atencion en el estudio de las distribuciones
bictibica y biseno dentro del ambito del PERT. Para ello, se compara el valor
esperado y varianza de ambas distribuciones con algunas de las distribuciones
utilizadas habitualmente en dicha metodologia, tales como la distribuciéon beta
clasica, distribucion triangular y la distribuciéon biparaboélica presentada por
Garcia, [31]. Esta tltima distribucién se present6 en Garcia, [31], como un modelo

probabilistico adecuado para su uso en el ambito del PERT.

Una vez obtenidos los valores minimo y méximo aportados por el experto, los
cuales determinan el rango donde fluctuara la variable X, y el valor modal, con
m € [a,b] se describen las distribuciones. Para realizar el estudio de la media y
varianza se estandariza el recorrido de la variable aleatoria X al intervalo [0, 1]

mediante el cambio de variable X = T'(b—a)+a con valor modal m = M (b—a)+a.

En la Cuadro 2.1 se recoge el valor esperado y la varianza de algunos de los
modelos probabilisticos utilizados en la metodologia PERT, y de las distribuciones

biparabdlica, biciibica y biseno.

A partir de dicha informacion se representan los valores esperados, Figura 2.41,

y las varianzas, Figura 2.42, de las distribuciones estandarizadas.

Se comprueba graficamente que la distribucion bictibica y la distribuciéon biseno
presentan un valor esperado moderado, ya que las pendientes de las rectas que
se describen tienen poca inclinacién, consiguiendo asi, obtener una esperanza
matemaética “centrada”. Este hecho da a entender que los valores esperados de las
distribuciones presentadas en este capitulo toman valores moderados cuando se

trabaja en [0, 1].
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Variable aleatoria X

Variable estandarizada T

triangular

beta clasica

E[X] _ a+4én+b

var[X] = (bgg)g

EXQ?] — 3(L+2§n,+3b

E[T] — 2M+3

T
—40m>44(atb—2m)*7—(m—a)(m—b)n>
2

var

8
biparabdlica ;
var[X} _ 12(m7a)2712(m;2%)(b7a)+19(b7a)2 V&I‘[T] _ 12]\4273%
a+4m+3b
reubrea X = 1302 4+13b%—12bm+12m? —2a(7b+6m) T — 12M?—12M 413
var[X] = 300 var[T] = 300
a(m—2)—m(m—4)+b(wr—2
E[X] = (r=2) (7r )+b(r—2) BT = o
biseno var[X] = —4(3a2+4a,b+3§2)+40(a,+b)m n ”

7] = 4(71'73)7(M71)];4(40+(7r716)7r)

s

Cuadro 2.1: Valor esperado y varianza de las distribuciones estandarizadas
utilizadas en la metodologia PERT.

Con respecto a la varianza de las distribuciones consideradas, se observa que

la distribucién que presenta una mayor variacion es la distribucion biparabdélica,

seguida de la distribuciéon biseno. En el caso de la distribucion bictbica se tiene

que es una de las distribuciones que presenta una menor varianza, siendo la

distribucién beta el tnico modelo probabilistico que tiene un valor inferior a

esta.

Asi pues, teniendo en cuenta los criterios propuestos por Taha, [105],

y desarrollados por Herrerias, [43], la distribucion bictibica y biseno son
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LA METODOLOGIA PERT

distribuciones adecuadas para ser aplicables en el dmbito del PERT ya que

presentan unos valores esperados “moderados”.
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Figura 2.41: Estudio comparativo de los valores esperados en la metodologia
PERT.
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Figura 2.42: Estudio comparativo de las varianzas en la metodologia PERT.

Por presentar la distribucién biseno un valor de la varianza maéas elevado que

la distribucién bictibica, esta aportarda mayor incertidumbre en el analisis de
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inversiones en ambiente de riesgo maximizando el riesgo y no conduciendo a

resultados optimistas.

2.5. CONCLUSION

A lo largo del capitulo se ha presentado la construccion de distintas
distribuciones utilizando como principal herramienta el sistema generador de van
Dorp y Kotz, [111]. Luego, definiendo la funcion de densidad generadora adecuada
se han descrito y estudiado las distribuciones bictibica y biseno.

Las principales caracteristicas a destacar de ambas distribuciones son:

= Vienen definidas en un dominio acotado el cual esta descrito a partir de
los valores que aporta el experto. A diferencia de la distribuciéon normal, la
distribucion bicubica y biseno presentan colas finitas siendo por tanto, méas

adecuadas para ser aplicables en el estudio de la duracién de una tarea.

= Profundizando en el estudio de su forma, se tiene que tanto la distribucion
bictbica como la distribucién biseno presentan, con respecto a su asimetria,
distintas formas dependiendo de los valores que tomen los parametros que
describen a las distribuciones. Insistiendo en el estudio de su apuntamiento,
se tiene que las dos distribuciones se caracterizan porque ambas son
platiciirticas, ya que presentan un coeficiente de curtosis inferior al de la

distribucién normal.

Los creadores de la metodologia PERT introdujeron la distribucién beta para
sustituir a la distribucién normal, por no venir definida en un dominio acotado
y ser siempre simétrica. Teniendo en cuenta lo comentado anteriormente, las
distribuciones bictibica y biseno verifican las mismas caracteristicas que hicieron
implantar a la distribuciéon beta para aplicarla dentro de dicha metodologia.

Segun los estudios presentados por Taha, [105], y desarrollados por Herrerias,
[43|, las principales propiedades que debe verificar un modelo probabilistico
para ser aplicado en el ambito del PERT, es que debe presentar una media
moderada y maximo valor en su varianza, para maximizar el riesgo y concluir

con resultados conservadores. Luego, a partir de los estudios realizados sobre
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la distribucion bictbica y biseno se puede concluir que ambas distribuciones son
buenas aspirantes a ser aplicadas en la metodologia PERT, siendo mas destacable
la distribucién biseno, por presentar un valor de varianza més elevado que la
distribucion bictbica.

Con el objeto de adaptar las distribuciones en la metodologia PERT, y
una préxima aplicacion en el dmbito financiero, se recurre a la utilizacion de
un parametro adicional n. Realizando la generalizacion de las distribuciones
biciibica y biseno, se ha conseguido aportar mayor rango de curtosis. Las
distribuciones BC y BS, que originalmente eran platiciirticas, consiguen describir
un coeficiente de curtosis superior al de la distribucién normal, llegando a alcanzar
aproximadamente el valor de 8.

Se ha presentado una herramienta que permite definir cada una de las
ramas de la distribuciéon bictubica utilizando distintas funciones generadoras a
izquierda y derecha del valor modal. Con respecto a sus principales caracteristicas
estocéasticas, se ha obtenido que la distribucion GBC,y presenta distintas
intensidades en su asimetria y, su coeficiente de curtosis alcanza aproximadamente
el valor 6. Con la generalizacion se consigue también superar, no solamente la
simetria criticada a la distribucién normal, sino que ademas cada una de las
ramas pueden obedecer a distribuciones generadoras distintas. Este hecho puede
tener aplicacion en el &mbito financiero para ajustar los rendimientos del mercado,
ya que parece logico pensar que el comportamiento de un accionista es distinto
en un mercado con beneficios que en un mercado con pérdidas. Por tanto, esta
situacion motivaria el uso de diferentes funciones generadoras a ambos lados de

la moda.
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CAPITULO 3

ESTIMACION ROBUSTA EN
GESTION DE PROYECTOS (PERT)

El método PERT fue desarrollado para facilitar la gestion, control y
coordinacion de los tiempos de ejecucion de las diversas tareas que intervienen en
un proyecto, en el que, el tiempo de finalizaciéon de cada una de las actividades
que lo componen esta determinado por variables aleatorias.

Dentro de este ambiente, es necesario recurrir a distribuciones que presenten
una mayor flexibilidad con maéaxima dispersion, con el objeto de modelar la
incertidumbre presentada en una gran cantidad de actividades. Es por ello, que
Hahn, [41], presenta la construccion de una distribucion que surge de realizar la
mixtura entre distribuciones, Titterington et al., [107] y, McLachlan y Basford,
[75]. En dicho trabajo se propone la mixtura entre la distribucién uniforme,
caracterizada por su méaxima dispersion, y la distribucion beta, tradicionalmente
aplicada en el dmbito del PERT. Dicha distribucion, que originalmente se
denominaba beta-rectangular y, que se notara por U-BETA a lo largo de la
presente memoria, se propuso inicialmente para el ajuste del tiempo de realizacion
de una actividad.

A lo largo del capitulo, se presentara una breve revision bibliografica sobre las

ventajas e inconvenientes que presento6 la utilizacion de la distribucion beta en el
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ambito del PERT, asi como, la construccion y algunas de las caracteristicas mas
destacables de la distribucion desarrollada recientemente por Hahn, [41].

Utilizando la idea planteada por Hahn en su trabajo, se realizard la
construccion de la mixtura de las distribuciones bictubica (GBC), two-sided power
(TSP) y biparabolica (GBP), con la distribucién rectangular, enmarcandolas
dentro de la metodologia PERT.

En 2004, Kotz y van Dorp, [61], desarrollaron un procedimiento de elicitacion
de distribuciones. Siguiendo esta linea y, solicitando mas informacion al experto,
se estimaran los parametros de cada una de las distribuciones que se desarrollarédn
en el presente capitulo.

Por dltimo, utilizando los datos empleados por Hahn, [41], se realiza la
estimacion de cada una de las distribuciones construidas. La idea fundamental de
la utilizacion de los datos recogidos en el libro de Moder et al. [79], es realizar el
estudio comparativo entre los resultados mostrados en el trabajo de Hahn, [41],

y los obtenidos en este trabajo.

3.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

Debido a la necesidad de trabajar con distribuciones definidas en un dominio
acotado y, con distintas intensidades en su asimetria, Yu Chuen Tao, [122] y [123],
propone la utilizacion de la distribucion beta. Originalmente, fue introducida para
solventar los problemas presentados por la distribucién gaussiana con respecto a
dichas caracteristicas.

Como es conocido, la funciéon de densidad de la distribucion beta corresponde

a la expresion (3.1)

1 (z—a)?~ ! (b—a)?"! : )
fa) = Boa)  (GaypFiT a<x<bp>1lq>1, (3.1)

0 en otro caso,

donde B(p,q) = fol 2P~1(1 — x)? dx, a es el valor minimo y b el valor méximo,
y py ¢q son los parametros de la distribucion a partir de los cuales la funciéon de
densidad adopta distintas formas.

En 1959, la distribucion beta adopta mayor protagonismo dentro del contexto
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del PERT. Malcolm et al., [70], propone las expresiones (3.2) y (3.3), para estimar
el valor esperado y varianza, suponiendo una beta como distribuciéon subyacente
en el PERT. Asi pues, a partir de los valores facilitados por el experto, minimo,

més probable y maximo, se describen las expresiones:

B =D 32
var|[X] :%. (3.3)

Sasieni, [98], plante6 diversas cuestiones relacionadas con las suposiciones
consideradas en la formulacion de las expresiones aportadas por Malcolm et al.,
[70]. En concreto, se cuestiona que las expresiones (3.2) y (3.3) no pueden ser
obtenidas a partir de la funcién de densidad (3.1) asociada a la distribucion beta,
ademas de que la expresion de la varianza ignora al valor modal.

En réplica a estas preguntas, Littlefield y Randolph, [95], y Gallagher
[30] mostraron de forma matematica la relacion existente entre los estudios
presentados por Malcolm et al., [70], y los de la Marina Estadounidense, [84].

Ante estos acontecimientos, hay que destacar que el uso de las suposiciones
planteadas dentro de la metodologia PERT no se sustentaban sobre una fuerte
base teorica, solamente se introdujo como un instrumento para facilitar el calculo
de los pardmetros, y se comprob6 su buen funcionamiento.

Con el objeto de resaltar la flexibilidad modeladora de la distribuciéon beta,
Golenko-Ginzburg, [36], y Herrerias, [43|, proponen por distintos caminos, la
siguiente reparametrizacion de las expresiones correspondientes al valor esperado

y varianza de la distribucion beta:

s K(m—a)b—m)+ (k+1)(b—a)’
7= (k + 3)(k + 2)2 ' (3:5)

donde £ = p + ¢ — 2. El parametro k esta relacionado con la confianza aporta
sobre el valor modal.
Debido a los problemas existentes en la estimacion de los cuatro parametros

de la distribucién beta, Herrerias et al., [45], obtiene, en la misma linea de
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Sasieni, [98] y Kamburowski, [55|, las expresiones cléasicas del PERT. Para ello,
imponiendo la condiciéon de que la distribucién beta tenga la misma varianza y
coeficiente de curtosis que la distribucién normal, (02 = % y B2 = 3), se consigue
estimar la distribucién beta, a la que se conoce como subfamilia beta cléasica.
Esta distribucion, también conocida como distribucion beta Tipo I presenta, como
expresion del valor esperado y varianza, las que fueron propuestas originariamente
en el PERT, (3.2) v (3.3).

Paradojicamente, asignando al pardmetro k el valor 4 en las expresiones (3.4)
y (3.5), estas quedan reducidas a las expresiones clasicas del PERT. Ténganse
en cuenta que en el trabajo presentado por Hahn, [41], se considera k = 6 para
describir la distribucion beta Tipo I, ya que utiliza la relacion k = p + q.

La idea basica que persigue Hahn en su trabajo es poner de manifiesto, a la
hora de estimar la duracion total de un proyecto, la necesidad de tener en cuenta
la existencia de outlier, asi como, realizar estimaciones robustas. Para ello, se
intenta recurrir a distribuciones que presenten un coeficiente de curtosis elevado,
ya que, a mayor coeficiente la distribucion presentard un mayor apuntamiento y
como consecuencia las colas de la distribucién pueden ser mas pesadas.

Es por ello que, se centra la atencion en el estudio de esta caracteristica sobre
la distribucion beta Tipo I, y las distribuciones GBC, TSP y GBP simétricas
(M = 0.5) y clésicas.!

En el caso particular de considerar las distribuciones clésicas, se tienen que los

coeficientes de curtosis asociados a cada una de las distribuciones son:

—21
Oovers =602 160 =5 (3:6)
3 _2.30773(M2 - M + 1.80201)(M2 - M+ 0.50599) (3 7)
2ape (M2 — M + 0.827944)2 ’ '
2.14581(M2 - M+ 1.6861)(]\42 — M +0.4799)
Barse = (M? — M + 0.7471)? ’ (3:8)
3 _2.33081(M2 — 1.00007M + 1.94319) (M2 —0.999934 M + 0.510212)
2app (M2 — M + 0.865257)2 ’
(3.9)
IDefinimos la distribucion GBC clasica cuando n = 0.97037, TSP clasica cuando el

parametro n = 3.02344, la distribucion GBP clasica si n = 2.74669.

38



3.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

y cuyas representaciones graficas vienen dadas en la Figura 3.1.

A,

4
3.75 ¢
3.5}

3.25 |

M

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Coeficientes de curtosis de las distribuciones clasicas beta (azul), GBC
(roja), TSP (verde), GBP (negra).

Asi pues, a partir de la Figura 3.1, se tiene que la distribucion beta presenta un
recorrido de curtosis superior al de las distribuciones utilizadas, siendo tinicamente
superado por las distribuciones GBC, TSP y GBP cuando la moda estandarizada
toma valores proximos a los extremos del intervalo. Por tanto, trabajando con un
valor modal comprendido en el intervalo [0.15,0.85], se tiene que la distribucion
TSP adopta mayor protagonismo, por presentar el méximo coeficiente de curtosis.

Luego, se tiene que las distribuciones GBC, TSP y GBP son mas adecuadas que
la distribucion beta para realizar la mixtura de distribuciones, ya que presentan
un coeficiente de curtosis superior. Este hecho implica que dichas distribuciones
asignaran mayor probabilidad de ocurrencia a los sucesos raros (outliers), por
presentar unas colas més gruesas. Ademas, seran facilmente elicitables, utilizando
el método presentado y desarrollado por Kotz y van Dorp, [63].

En las tareas del PERT, donde el experto realiza las estimaciones sobre la
duracion minima, a, mas probable, m y méaxima, b, es bastante habitual encontrar
la situacion en el que el experto sittie el valor modal proximo al centro del intervalo
(a,b), situandose la moda estandarizada alrededor de 0.5. Asi pues, utilizando la
informacién obtenida de la Figura 3.1 y los comentarios realizados sobre la moda
estandarizada, se tiene que las distribuciones clasicas GBC, TSP y GBP presentan

mayor coeficiente que la distribucién beta PERT Tipo I. Este hecho, implica
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que las distribuciones presentadas seran buenas companeras de la distribucion

uniforme en la mixtura propuesta por Hahn, [41].

B,

5t

n

20 40 60 80 100

Figura 3.2: Coeficientes de curtosis de las distribuciones simétricas beta (azul),
TSP (verde), GBP (negra), GBC (roja).

Realizando el estudio comparativo de los coeficientes de curtosis de las

distribuciones simétricas, se tiene, utilizando las expresiones (3.10), (3.11), (3.12)y

(3.13), véase Figura 3.2, que las distribuciones GBC y TSP presentan el maximo

valor del coeficiente de curtosis. Ademas, se observa que la distribucion beta

simétrica es la que presenta el menor apuntamiento para cualquier valor de n

considerado.
3(n+2)
ﬁQbeta _n—_|_4’
5 ~6(n+5)(n+6)*(n+18)
2a5e T 4122+ T)(n + 8)
3 _6(n+1)(n+2)
P T (4 3)(n+4)
3 B 10206(2n* 4+ 9n + 9)AB
2GBP (003 4 23n2 + 85n + 100) (450 + 18603 + 237n2 + 96n + 12)2’
donde

A =(n+0.1496)(n* 4+ 0.1126n + 0.4467),
B =(n* 4 0.2787n + 0.0347)(n* 4 2.9711n + 7.0754)(n* 4 7.869n + 17.2061).

(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)
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Utilizando como referencia la Figura 3.2, se observa que las distribuciones
simétricas més apropiadas para su uso en la metodologia PERT, son la
distribucion GBC y TSP.

Como conclusion, se tiene, realizando el estudio comparativo de los coeficientes
de curtosis que, las distribuciones clasicas GBC, TSP y GBP, mejoran los
resultados de la distribucion beta clasica. Es de senalar que, la distribucion
beta clasica alcanza mayor apuntamiento cuando la moda estandarizada se sitia
cerca de los extremos del intervalo [0,1]. Este hecho, implica considerar las
distribuciones bictibica generalizada, two-sided power y biparabdlica generalizada
para la realizacion del desarrollo teorico presentado por Hahn, [41].

Es por ello que, se presenta a continuacion la construccion de las mixturas entre
las distribuciones GBC, TSP y GBP, con la distribucién uniforme, estudiando sus

principales caracteristicas estocésticas.

3.2. MIXTURA DE DISTRIBUCIONES

En 2008, Hahn, [41], presenta la distribucién rectangular-beta, denotada
en la presente memoria por U-BETA. Esta distribucién surge de considerar
las expresiones correspondientes a las funciones de densidad de cada una de
las distribuciones. Para describir la expresiéon correspondiente a la funciéon de
densidad de la distribucion U-BETA se considera el pardmetro 6, verificando
0 < @ < 1. Teniendo en cuenta los comentarios realizados se describe la funciéon

de densidad de la distribucion U-BETA mediante la expresion

(p+q) (y— a)P~1(b—y)i? .
IR =l Skt

p(lp,q,0,a,b) = 915 (3.14)

Es obvio que, cuando # toma el minimo valor en la expresion (3.14), entonces
se describe la expresion correspondiente a la distribuciéon uniforme, sin embargo,
en el caso de que dicho pardmetro tome el valor uno entonces la expresién queda
reducida a la distribuciéon beta. Cuando 6 alcanza valores proximos a cero, las
distribuciones que se obtienen aportan mayor incertidumbre, por asignar mayor
protagonismo a la distribuciéon uniforme. En este caso, se consigue describir

distribuciones con colas pesadas, tal y como se observa en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Funciéon de densidad de la distribucion U-BETA con p =2y ¢ = 4
(A)yp=3yq=3(B).

Con objeto de aportar distribuciones con colas pesadas, y teniendo en cuenta
el papel que juega la distribucién uniforme en la construccién de la distribucion

U-BETA, se presentan a continuacion las distribuciones:
= uniforme-bictubica generalizada, U-GBC.
= uniforme-two-sided power, U-TSP.
= uniforme-biparabdlica generalizada, U-GBP.

Para realizar el estudio comparativo de las distribuciones que se presentan en
este capitulo, con la mixtura mostrada por Hahn, [41], se muestra la expresion
de la varianza asociada a la distribucion U-BETA. Asi pues, teniendo en cuenta
la expresion de la varianza que aporta Hahn en su trabajo,

o [Oplp+1) 1-6 (k+6(p—q)’

var[X| = (b —a) Kk 1) + 5 Ve , (3.15)

y realizando el cambioa =0, b=1,p=1+kM y ¢ = 1+ k(1 — M), la expresion
(3.15) queda definida en funcion de k, 0 y M.
1—60 0 +EM)2+kEM) (1+6(1+2M))

var[T] = 3 + R+ 1) - 1 . (3.16)
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Considerando el valor cuatro para el parametro k, la expresion (3.16) queda

reducida a:

1
var[T] = o [5+40 (12M? — 6M — 11) — 156 (1 + 2M)?] . (3.17)

3.2.1. La distribucion U-GBC

Haciendo uso del proceso de generacion de distribuciones utilizado durante
el segundo capitulo, se presenta la construccion de la distribuciéon que surge de
realizar la mixtura entre la distribucién uniforme y la distribucion GBC, siendo
denotada a lo largo de la presente memoria por U-GBC. Para ello, utilizando
el sistema generador de van Dorp y Kotz, [111], y considerando la funcion de
densidad generadora adecuada, se describe la expresion correspondiente a dicha
distribucion.

Asi pues, recurriendo a la presencia del pardmetro 6, con 0 < 6 < 1,y
teniendo en cuenta que la distribucion U-GBC surge de realizar la mixtura entre
la distribucion GBC y la distribuciéon uniforme, se describe la funcién de densidad

generadora de la mencionada distribucion mediante la expresion:

p(yln, 0) = 0> f’ﬁg +4) (y”“ _ gy"+3) F—0). (318

Por tanto, teniendo en cuenta que la funcion de densidad del sistema generador

de van Dorp y Kotz, [111], viene dada por la expresion

g(t| M, p(.|9)) = p(glv)  0<t< M,

p(&ELlw) M<t<l,

(3.19)

—_

y, utilizando (3.18) se describe la distribucion U-GBC estandarizada en [0, 1].

Definicion 3.1 Sea T la wvariable aleatoria definida en el intervalo [0,1]. Se
dice que T se distribuye segun una distribucion estandarizada uniforme-bicibica

generalizada, T ~~ U-SGBC, si y solo si, la funcion de densidad asociada a dicha
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distribucion corresponde a la expresion:

A0 [(£y+2 2 (23 19 <t
9(t|M, p(y[n,0)) = [(M_) o () . L;( ) <t<
Ae[(ll—_t) -3 (=) }+(1—9) M<t<1,
(3.20)

_ 3(n+3)(n+4)
donde A = e

Teniendo en cuenta la relacion existente entre la funcién de densidad y la
funcion de distribucion, se obtiene, a partir de la expresion (3.20), la funcion de

distribucion asociada a la distribucion U-SGBC, dada por:

t{G{B(ﬁ)"w—C(ﬁ)"+3}+(1—9)} 0<t<M,
G(t|M, P(yn,0)) = 1—(1—t) |:9{B (11_1@)”+2_C(11]\t/[>n+3}+(1_9):| M<i<l,
(3.21)

donde B = 3(73;?) y C = 2(::“63).

Centrando la atencion en el estudio del comportamiento de la distribucién
U-SGBC, se presenta a continuacion, los graficos correspondientes a la funcion
de densidad, variando los parédmetros que intervienen en la definicion de la
distribucion, véase la Figura 3.9.

Luego, recurriendo a la informacién aportada por la Figura 3.9, se observa que
al realizar la mixtura entre la distribucion bictibica generalizada y la distribucion
uniforme, ambas estandarizadas, se consigue describir una distribucién cuya
funciéon de densidad presenta unas colas mas pesadas. A medida que disminuye el
valor del pardmetro 6, la representacion grafica asociada a la funciéon de densidad
se separa del eje de abscisas, consiguiendo aportar mayor probabilidad a los
valores extremos. Este hecho viene provocado por una mayor presencia de la
distribucién uniforme.

En el caso particular de que 6 = 1, se obtiene que, todos los graficos
que aparecen, independientemente del valor que tome la moda estandarizada,
corresponden a la distribucion SGBC, presentada en el segundo capitulo.

Tal y como se coment6 anteriormente, uno de los objetivos que se persigue con
este procedimiento es superar los problemas causados por la presencia de sucesos

raros (outliers). Asi pues, a partir de los resultados se tiene que la mixtura entre
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ambas distribuciones nos permite describir distribuciones con colas mas gruesas

(heavy tails). Ademas, a medida que el parametro n toma valores mas elevados

se obtiene que el apuntamiento de la distribucion se hace més notable.

Figura 3.4: Funcion de densidad de la distribucion U-SGBC para M = 0.25 (A),
M =05 (B)yM=0.75 (C).

Como consecuencia de los comentarios realizados es posible afirmar que la
distribucion U-SGBC puede ser considerada como una buena candidata para su
aplicacion en estimaciones robustas sobre la duracion total de un proyecto (project
management). Ademas, ha de notarse que los resultados proporcionados por la
distribucién U-SGBC mejoran los conseguidos con la distribucion U-BETA.

Con objeto de describir la distribuciéon a partir de los valores periciales, se

considera el cambio de variable T' = )b(__a“ y M = 5=% donde a es el valor
minimo, m es el mas probable y b el valor maximo. Asi pues, teniendo en cuenta
el cambio de variable, se describe a continuacién las expresiones correspondientes

a las funciones asociadas a la distribucién U-GBC.
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Definiciéon 3.2 Sea una variable aleatoria X definida en [a,b]. Se dice que X
se distribuye segun una distribucion uniforme-bicibica generalizada, U-GBC si y

solo si, su funcion de densidad viene dada por la expresion

f(l' p<y’n 9)) _ 1 914 [(é:z)n-‘rQ . % (;Z:C;)TH_?)] + (1 _ 6) a S . S m.
) ) b—a QA[(I?:i)n+2—§(£::fb)n+3i|+(1_8) mgxgb’

_ 3(n+3)(n+4)
donde A = N

La funcién de distribucion asociada a (3.22) viene descrita mediante la

expresion:

F(a:,P(y|n,9)) =

siendo B = 3(;—;4) yC = 2?:63).

La idea principal que se persigue con la distribucion U-GBC es, sin necesidad
de realizar ningin cambio de variable, trabajar directamente con los datos
aportados por el experto. El principal inconveniente que conlleva la utilizacion
de estas expresiones es la complejidad presentada tanto por las funciones, como
por sus caracteristicas estocasticas, implicando mayor trabajo en la estimacion
de distribuciones. Con objeto de simplificar los calculos en la estimacion de la
distribucion, se recurre de forma habitual, a las expresiones correspondientes a
las distribuciones estandarizadas.

Una vez presentada la distribucion U-GBC con dominio [a, b] y la distribucion
U-GBC estandarizada en [0, 1] denotada por U-SGBC, se presenta a continuacion
el estudio de las caracteristicas estocésticas mas destacables. Es por ello que, se
presenta la varianza y coeficiente de curtosis y se comparan dichos resultados con

los obtenidos a partir de la distribuciéon presentada por Hahn, [41].

3.2.1.1. Principales Caracteristicas

Partiendo de la relaciéon existente entre los momentos centrados con respecto

al origen, de la funcion generadora p(y) y la funciéon de densidad g(t), propuesta
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por van Dorp y Kotz, véase (3.24), [111], se obtienen, de forma inmediata, las

principales caracteristicas de la distribucion U-SGBC.

k
pirtianl =B+ 3 (5) -yl B2
i
=0

Como consecuencia de la relacién existente entre los momentos centrados y no

centrados, se describen las expresiones correspondientes al valor esperado, (3.25),

y varianza, (3.26), de la distribucion U-SGBC.

1 (2M —1)(n? 4+ 9n + 12)0
E[T) = [1 T BT E) 1 , (3.25)
1 20(A+ Bn+Cn*+ Dn’)  36*(n* +9n + 12)
varlT] = 3 [1 L P AT mioemroe |0 %)

donde A = 216M2 — 216M, B = 252M?% — 252M + 18, C' = 72M?2 — 72M + 11,
D=6M?—6M+1yE=(2M —1)2.

En el caso particular de trabajar con la distribucion U-SGBC clasica, las
expresiones (3.25) y (3.26) adoptan una forma mas simplificada, quedando

tinicamente descritas por M y 6, ya que, como se establecido anteriormente,

n = 0.97037.

E[T) =0.5 + (0.52083M — 0.26042)0, (3.27)
var[T] =0.27127(0.307197 + A9 — B6?), (3.28)

siendo A = 1.1426M? — 1.1426 M + 0.06086 y B = M? — M + 0.25.

Para estudiar las diferencias y similitudes existentes entre las distribuciones
U-BETA y U-SGBC, se muestra a continuacién la representacion grafica de
la varianza y coeficiente de curtosis de ambas distribuciones. Para ello, se ha
considerado n = 0.97037, para la distribucion U-SGBC, y k£ = 4 para la
distribucion U-BETA.

En el estudio de la incertidumbre aportada por ambas distribuciones, se
comprueba que no existen diferencias notables en los valores presentados por

las varianzas asociadas a cada una de las distribuciones. Solamente existen
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diferencias, cuando el parametro 6 se aproxima a uno y la moda estandarizada,
M, toma valores cercanos a los extremos del intervalo de definicion.

Centrando la atenciéon en el estudio del apuntamiento, nos encontramos con
la situaciéon contraria, ya que la distribucion U-SGBC presenta mayor coeficiente
de curtosis. Sin embargo, cuando la moda estandarizada toma valores cercanos
a cero o a uno, y el parametro de la mixtura es superior a 0.25, la distribucion
U-BETA alcanza mayor apuntamiento. Este hecho era de esperar, ya que tal y
como se comento en la seccidon 3.1 del presente capitulo, la distribucion SGBC se
caracteriza por presentar un coeficiente de curtosis superior al de la distribuciéon
beta cuando M € [0.15,0.85], siendo esta caracteristica el punto de partida del

desarrollo tedrico que se plantea.

Figura 3.5: Varianza de las distribu- Figura 3.6: Coeficiente de curtosis de
ciones U-CSGBC (gris) y U-CBETA las distribuciones U-CSGBC (gris) y
(azul). U-CBETA (azul).

Sin embargo, considerando el caso particular de las distribuciones clasicas y
simétricas, en el que la varianza depende exclusivamente del parametro 6, los
resultados varian notablemente, ya que, tal y como se observa en la Figura 3.7,
la distribucion U-SCBETA presenta un valor de la varianza superior. En el caso
de que 8 = 0, las distribuciones alcanzan el mismo valor, coincidiendo con la
varianza de la distribuciéon uniforme.

Asi pues, teniendo en cuenta la informacién obtenida en el estudio de la
varianza de las distribuciones U-SCSGBC y U-SCBETA, se observa que la
distribucion U-SCSGBC presenta menor incertidumbre para ser aplicable en la

estimacion del tiempo necesario para ejecutar una actividad.
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var
0.08 F
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0.02
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Figura 3.7: Varianza de las distribuciones U-SCSGBC (discontinua) y U-SCBETA
(continua).

En definitiva, la mixtura realizada entre la distribucion GBC y la distribucion
uniforme presenta un comportamiento muy similar en varianza a la distribucion
U-BETA. Partiendo de la relacién existente entre un apuntamiento elevado y
la presencia de unas colas més pesadas, junto con una expresion explicita de la
funcion de distribucion, nos lleva a considerar la distribucion U-GBC como una

buena candidata para su aplicaciéon dentro de la metodologia PERT.

3.2.2. Distribuciones alternativas para el ambiente de

incertidumbre

Siguiendo la linea presentada en la seccion 3.2.1 se muestra a continuacion, de
una forma resumida, las expresiones correspondientes a las funciones asociadas a
las distribuciones obtenidas en la realizacion de la mixtura entre las distribuciones
two-sided power y GBP, con la distribucién uniforme. Para ello, utilizando los
estudios presentados por van Dorp y Kotz, [111], se realiza la construccion de
cada una de las distribuciones mencionadas.

Asi pues, partiendo de las funciones generadoras asociadas a la distribucion
U-TSP, (3.29), y a la distribucion U-GBP, (3.30), se describen las expresiones
correspondientes a la funcién de densidad y de distribuciéon de cada una de las

distribuciones, véase Cuadro 3.1.

p(yn, ) =0ny™* + (1 —0), (3.29)
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2n+1)(n+1)

0) =0

(v*" —2y") + (1 - 0). (3.30)

Distribucion U-STSP

Funcion de densidad

on (L) 'L (1-0) 0<t<M,
g(tIM,p(n.0)) = { (]ﬁﬂ)t n_l( )

Funciéon de distribucion

tlo(n)" "+ -0) 0<t< M,
1—(1-1) [e(i)"—#a—e)} M<t<t,

1-M

G(t|M, P(|n,0)) =

Distribucion U-SGBP

Funcion de densidad

e ()" 2 (£)] +(1—0)  0<is
g(t’Map(|n79>) - (2n+1)(n+1) 1—¢ \2n 1—t \n
4 —3n—1 (17M) _2(17M) ] +(1-0) M<t<l

Funcién de distribuciéon

t{AG)™ =BG "} +(1-0) 0<t< MM,
G(t’M,P(.|n,0)): 1 1\ - \"

—(1-1le A(kM) —B(PM) ta-e| m<i<n,
sendo A = 5ty y B =225,

Cuadro 3.1: Expresiones de las funciones de densidad y de distribucién asociadas
a las distribuciones U-STSP y U-SGBP.

Estudiando el comportamiento existente entre las distribuciones U-STSP y
U-SGBP, se observa en los graficos recogidos en las Figuras 3.8 y 3.9 que,
las distribuciones presentadas adoptan formas similares a las descritas por la
distribucion U-SGBC. Este hecho es debido a que, a medida que el parametro ¢

disminuye su valor, la distribuciéon presenta colas mas gruesas.
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Figura 3.8: Funcion de densidad de la distribucion U-STSP para M = 0.25 (A),
M =05 (B)y M =0.75 (C).
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Figura 3.9: Funcion de densidad de la distribucion U-SGBP para M = 0.25 (A),
M=05(B)yM=0.75 (C).
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Ademés, es de senalar que, en el caso de considerar valores elevados para el
parametro n, las distribuciones presentan un apuntamiento més pronunciado,
siendo destacable la distribucion U-STSP, por obtener un coeficiente de curtosis

mayor.

Distribucion U-TSP
Funcion de densidad

On (u)nf1 +(1-6) a

<zxr<m
In,0)) = = ma/ ==
f@lp(in,0) b—a{en(f—;) 'Y (1-0) m<z<b.
Funcion de distribucion
e lg(z=)""+(1-0)]  a<az<m,
F(z|P(.|n,0)) = e
1-lo(E)" (10 m<e<o

Distribucion U-GBP
Funcion de densidad

falp(n, 0)) = 7%

donde A = @nth(n+1)
—3n—1 :

Funciéon de distribucion

F(x|P(.|n,0)) =

dondeA:%yB:%.

Cuadro 3.2: Expresiones de las funciones de densidad y de distribucién asociadas
a las distribuciones U-TSP y U-GBP.
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La principal diferencia existente entre las distribuciones presentadas, es que la
distribucion U-SGBP, al igual que le sucedia a la distribucion GBP, es derivable
en su punto modal. Este hecho implica la igualdad en el crecimiento marginal de
la funcion de densidad a izquierda y derecha del valor modal. Esta propiedad la
diferencia de otras distribuciones aplicadas en ambiente de incertidumbre, como
por ejemplo, la distribuciéon triangular y la distribucién trapezoidal CPR, entre
otras.

—a

Por ultimo, considerando el cambio de variable T = {fﬁa y M = 7=,

se describen las expresiones correspondientes a las funciones de densidad y de

distribucion de cada una de las distribuciones con dominio [a, b], véase Cuadro
3.2. En este caso las distribuciones se denotaran por U-TSP y U-GBP.

3.2.2.1. Caracteristicas Estocasticas de las distribuciones U-TSP y
U-GBP

Con objeto de estudiar las principales caracteristicas estocasticas de cada una
de las distribuciones, se presentan a continuacion las expresiones correspondientes
al valor esperado y varianza de las distribuciones U-TSP y U-GBP, recogidas en
el Cuadro 3.3. Para ello, teniendo en cuenta la informacién aportada por van
Dorp y Kotz, [111], y haciendo uso de la relacion existente entre los momentos

centrados y no centrados, se describen las caracteristicas mencionadas.

En diversos trabajos, Sasieni, [98] y Moitra, [80], se ha puesto de manifiesto
la imposibilidad de determinar los cuatro parametros de una distribucion beta
a partir de la informacion facilitada por el experto. Una posible soluciéon a este
hecho seria, entre otras, solicitar al experto mayor informacién sobre la confianza
que aporta él a las estimaciones realizadas, recurrir a restricciones en la familia de
distribuciones o, trabajar con la distribucién beta clésica, Littlefield y Randolph,
[95].

Asi pues, centrando la atencion en la tltima solucion planteada, se realiza el
estudio comparativo de las distribuciones U-TSP y U-GBP con la distribucion
U-BETA cuando, las tres distribuciones pertenecen a la familia de distribuciones

clasicas.
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Distribucién U-STSP
Valor esperado

On—1)(2M —1)+n+1
2(n+1)

E[T] =

Varianza

1 20(n* —1)(=2+ An) — 30(n — 1)*(n + 2) B?
var[T] = — |1+ ,
12 (n+1)%2(n+2)
donde A =6M? —6M +1y B=1—2M.

Distribuciéon U-SGBP
Valor esperado

2+ Tn + 3n%(3 — 360 + 6M0)

ET] =
7] 2(n+2)(3n+1)
Varianza
36 + 288n + An? 4+ Bn? + Cn* + Dn® + EnS
var[T] = )
12(n+2)%2(n +3)(2n +3)(3n + 1)2
donde

=809 4 (120M2 — 120M — 68)8,

= 983 4 (732M2 — 732M — 242)8,

= 581 + (1416M2 — 1416 M — 92)0 — (972M?2 — 972M + 243)62,
D — 165 + (972M2 — 972M + 780)8 — (972M2 — 972M + 243)62,
E = 18 + (216 M2 — 216M + 36)60 — (216 M2 — 216 M + 54)62.

Cuadro 3.3: Caracteristicas estocésticas de las distribuciones U-STSP y U-SGBP.

Como consecuencia, se toma n = 3.02344 para la distribucion U-STSP, y
n = 2.74669, en el caso de la distribucion U-SGBP, véase Garcia [31]. Luego,
partiendo de los valores considerados, se tiene la expresion correspondiente a la

varianza de la distribucion U-CSTSP, (3.31) y de la distribucion U-CSGBP (3.32).

Trabajando con las distribuciones clasicas, se observa que las expresiones,
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recogidas en el Cuadro 3.3, se reducen de forma notable, dependiendo tnicamente

de los parametros M y 6.

var[T] = % [1 + 3.63224(M — 0.9399)(M — 0.06002)8 — 3.03506(M — 0.5)292] ,
(3.31)

var[T] = 0.2663(0.3129 + (1.1378 M* — 1.1378 M + 0.0563)6 — (M? — M + 0.25)6>.
(3.32)

Teniendo en cuenta la informaciéon aportada por los graficos de la Figura 3.10,

se observa que, al igual que sucedia con la distribuciéon U-SGBC, la diferencia
existente entre ambas varianzas es minima. Sin embargo, a medida que disminuye
la presencia de la distribucién uniforme, la diferencia entre ambas varianzas es

mas notable.

Figura 3.10: Varianza de las distribuciones U-CSTSP (roja) y U-CBETA (azul)
(A), y U-CSGBP (verde) y U-CBETA (azul) (B).

Si se considera el caso de las distribuciones clasicas y simétricas, se obtiene
que las distribuciones U-SCSTSP y U-SCSGBP, Figura 3.11, presentan menor
incertidumbre que la distribucion U-BETA, a medida que se incrementa el valor
del parametro 6. Asi pues, partiendo de las caracteristicas que debe verificar
una distribuciéon para su aplicaciéon en ambiente de incertidumbre, serda adecuado
trabajar con valores del parametro 6 cercanos a cero, ya que en estos casos la
distribucion presenta méxima varianza y unas colas més pesadas.

Sin embargo, haciendo mayor hincapié en el estudio del coeficiente de curtosis,

los resultados sufren un cambio significativo, ya que tanto la distribucion U-
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CSTSP como la distribucion U-CSGBP presentan mayor apuntamiento, siendo
tnicamente superado por la distribucion U-BETA cuando el parametro 6 toma
aproximadamente valores superiores a 0.3, y la moda estandarizada se mueve

cerca de los extremos de definicion del intervalo, véase Figura 3.12.

A B

var var
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02

9 1 1 i L L 9
0.2 04 0.6 0.8 1 02 04 06 08 1

Figura 3.11: Varianza de las distribuciones U-SCSTSP (discontinua) y U-
SCBETA (continua) (A), y U-SCSGBP (discontinua) y U-SCBETA (continua)

(B) -

Figura 3.12: Coeficiente de curtosis de las distribuciones U-CSTSP (roja) y U-
CBETA (azul) (A), y U-CSGBP (verde) y U-CBETA (azul) (B).

A partir de los resultados conseguidos, se proponen las distribuciones U-TSP
y U-GBP como modelos alternativos para su aplicacion en el PERT, por tener un
comportamiento similar al de la distribucion U-BETA con respecto a su varianza,

y por asignar mayor probabilidad a los valores o sucesos raros (outliers).
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3.2. MIXTURA DE DISTRIBUCIONES

3.2.3. Estudio comparativo de la varianza y coeficiente de

curtosis de las distribuciones clasicas U-BETA, U-
GBC, U-TSP y U-GBP.

Una vez presentadas las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP, comparadas
siempre con la distribucién U-CBETA, se muestra a continuacién un analisis mas
completo sobre los valores obtenidos de la varianza y coeficiente de curtosis de
todas las distribuciones. Se indicarén, segiin sus caracteristicas de incertidumbre
y apuntamiento, la distribucion mas adecuada para la estimacién en project
management.

En la Figura 3.13, se recogen los graficos correspondientes a la varianza de cada
una de las distribuciones construidas en el presente capitulo y la distribucién U-
BETA.

Centrando la atencion en la Figura 3.13 (A), se observa que la diferencia
existente entre cada uno de los graficos es casi minima. La distribucion U-CBETA
presenta mayor valor en varianza, siendo superada por la distribucién U-STSP,

cuando # toma valores cercanos a uno y la moda estandarizada se aproxima a los

extremos de su intervalo de definicidn.

0.08

0.06
var

0.04

0.02

Figura 3.13: Varianza de las distribuciones U-CBETA (azul), U-CSGBC (gris),
U-CSTSP (roja) y U-CSGBP (verde).

Con objeto de aportar al lector mayor informaciéon sobre el estudio de
las varianzas, en la Figura 3.13 (B) se observa que, la distribucion U-SGBP

conduciria a resultados menos conservadores, por presentar la menor varianza.
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3.3. ELICITACION DE DISTRIBUCIONES

Sin embargo, considerando # proximo a uno, y M € [0,0.25] U [0.75, 1], se tiene
que la distribuciéon U-CBETA presenta la menor varianza.

Tratando de encontrar una distribuciéon que presente unas colas mas pesadas
(heavy tails), se estudia el apuntamiento de todas las distribuciones, aprovechando
la relacion existente entre el apuntamiento y la presencia de colas pesadas.

Es por ello que, en la Figura 3.14 se muestra un estudio comparativo de los
coeficientes de curtosis de las distribuciones que se han presentado a lo largo del

capitulo.

A

e

Figura 3.14: Coeficiente de curtosis de las distribuciones U-CBETA (azul), U-
CSGBC (gris), U-CSTSP (roja) y U-CSGBP (verde).

Cuando la moda estandarizada toma valores cercanos a 0.5, la distribucién
U-CSGBC, presenta mayor apuntamiento, véase Figura 3.14 (A). Si M €
[0,0.3]U[0.7, 1], el coeficiente de curtosis de la distribucion U-CSGBC es superado
por los coeficientes de curtosis de las distribuciones U-CSGBP, si 6 < 0.3, y U-
CBETA, en el caso de 6 > 0.3.

Como consecuencia de los resultados obtenidos, la distribucion U-CSGBC se
presenta como un modelo alternativo para su aplicacion en la estimacion del

tiempo necesario para finalizar una actividad.

3.3. ELICITACION DE DISTRIBUCIONES

La estimacién de los parametros de la distribuciéon beta ha sido un tema

discutido durante anos por diversos autores, entre otros encontramos los trabajos
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3.3. ELICITACION DE DISTRIBUCIONES

presentados por Clark, [17], Grubbs, [38], Moder y Rogers, [78|, Elmaghraby,
[24], Keefer y Verdini, [57], Kamburowski, [55], Johnson, [53], Lau et al., [66], y

Herrerias et al., [45].

Haciendo uso del método de los momentos, y utilizando las expresiones del
valor esperado y varianza de la distribucién beta estandarizada, (3.33) y (3.34),
se consigue obtener las estimaciones de los pardmetros p y q. Se ha de senalar que,

el valor del pardmetro M es conocido gracias a la informaciéon que ha facilitado el

experto sobre los valores minimo a, mas probable m y méaximo b, ya que M = 5=*.
1 —2)M
g~ ta=2M (3.33)
p+q
var[T] = P (3.34)

(p+q+1)(p+q)?*

Ademas de la distribucion beta otras distribuciones alternativas han sido
propuestas para la estimacion de la duraciéon de una actividad. La distribucion
triangular fue utilizada en los trabajos presentados por MacCrimmon y Ryavec,
[68], Megill, [76], Williams, [119] y Johnson, [53]. Por otro lado, Perry y Greig,
[92], presentaron la elicitacion de las distribuciones gamma, chi-cuadrado y la
distribucion lognormal, y en 2004, Abdelkader, [1]| realiza el desarrollo con la
distribucion Weibull.

Con objeto de solventar los problemas existentes en la elicitacion de la
distribucion beta, Hahn, [41], muestra métodos alternativos a partir de los
cuales se consigue elicitar los parametros de la distribucion U-CBETA. Como
consecuencia de la ausencia de informacién dentro del ambito de incertidumbre,
se recurre a la ayuda de un experto, siendo este el encargado de aportar la
informacion referida a los valores minimo, méas probable y méximo. Asi pues,
partiendo de los valores periciales, y solicitando informaciéon adicional al experto

sobre las estimaciones realizadas, se obtiene la estimacion del parametro 6.

El uso de los percentiles, desde el punto de vista del trabajo requerido a los
expertos, ha sido resaltado por numerosos autores. Selvidge, [99], propone el uso
de los percentiles 10 y 90, en lugar de los percentiles 1 y 99. Sin embargo, Davidson

y Cooper, [21], realizan mayor hincapié en la utilizacion de los percentiles 5y 95.
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3.3. ELICITACION DE DISTRIBUCIONES

Kotz y van Dorp, [63], presentan un ejemplo practico usando dos y tres
cuantiles, sugiriendo esta tltima opcién como una técnica méas fiable en las
técnicas de elicitacion. Posteriormente otros autores han sugerido la utilizaciéon de
més de dos cuantiles. Alpert y Raihfa, [2|, propusieron recurrir a cinco cuantiles,
Selvidge, [99], selecciona siete cuantiles e incluso Lau et al., [66], llega a sugerir
la utilizaciéon de nueve cuantiles.

En definitiva, se puede afirmar que, desde los inicios de la metodologia PERT,
el uso de los cuantiles ha sido considerado como una herramienta alternativa para
la estimacion directa de parametros, véase Hampton et al., [40]|, Chesley, [16],
Spetzler y Stael Von Holtein, [102] y Wallsten y Dudescu, [117]|. Este método es
considerado como uno de las herramientas més directas en la estimacion de los
parametros de la distribucion.

En el trabajo presentado por Kotz y van Dorp, [63], comentado anteriormente,
se muestra un nuevo procedimiento de estimacion de distribuciones unimodales
continuas, centrando la atencién en la elicitacion de la distribucion TSP con
cuatro parametros. Para ello, partiendo de un cuantil inferior, a,, un cuantil
superior, b, y el valor més probable, m, se recurre a la ayuda de un tercer cuantil,

x4, aportado también por el experto, tal que
a, < x5 < by. (3.35)

Con la ayuda de este procedimiento se consigue determinar, con mayor
precision, los parametros de la distribucién en ambiente de incertidumbre.

Asi pues, utilizando como punto de referencia dicho trabajo, se realizara
la estimacién de cada una de las distribuciones que han sido construidas en
el presente capitulo. La principal ventaja presentada por las distribuciones
presentadas en este capitulo, con respecto a la utilizada por Hahn es que, ademas
de ser elicitable utilizando los procesos descritos en su trabajo, todas ellas se
caracterizan por tener una expresion cerrada para su funciéon de distribucion.
Este hecho es de gran importancia ya que, como es conocido, uno de los
principales inconvenientes presentados por la distribuciéon beta, es la ausencia

de una expresion para su funcion de distribucion.

Antes de realizar la elicitacion de cada una de las distribuciones sera necesario
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3.3. ELICITACION DE DISTRIBUCIONES

establecer un conjunto de proposiciones.
Por tltimo, se ha de senalar que, utilizando un cuantil (p, a,), con G(a,) = p,
las distribuciones U-CGBC, U-CTSP y U-CGBP, pueden ser estimadas de una

forma sencilla.

3.3.1. Elicitacion de la distribuciéon U-GBC

Con el objeto de utilizar la distribuciéon U-GBC dentro del ambito del PERT
se recurre, entre otros, al método de elicitacién, cuyo principal objetivo es
describir la distribucién asociada a unos datos empiricos utilizando, como punto
de partida, los tres valores que habitualmente facilita el experto méas dos cuantiles
adicionales. Es por ello que, partiendo de la funciéon de distribucién asociada a
la distribucion U-SGBC, (3.36), y considerando los cuantiles (p,a,) v (¢, b,) se

realiza la estimacion de 6.

tloda(y) ™ =B )"+ -0) 0<t< M,
G(tIM, P(y|n,0)) = (11 {0 {A(II_AZYLH—B(f_AZ)nH} +(1_0)} M<i<t
(3.36)

donde A = 3’(:—;24) y B = 2(:;3).

Asi pues, utilizando la expresion (3.36) y recurriendo a los cuantiles (p, a,) y

(q,b,), se presenta el siguiente resultado que sera la base del desarrollo de este

proceso de elicitacion.

Proposiciéon 3.1 Sean (p,a,) y (¢,b,) dos cuantiles verificando la condicion

a, < M < b,. Entonces, se tiene que
0<G(ay) =p<a,<M<b,<G(b,)=q<1, (3.37)

siendo G la expresion correspondiente a la funcion de distribucion asociada a la

distribucion U-SGBC.

Demostracion 3.1 Para realizar la demostracion de la proposicion enunciada
solamente bastard con sustituir, en primer lugar, a, en la primera rama de la
expresion de la funcion de distribucion e igualar a p, y procediendo de manera

stmilar, se utilizardn by y q.
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¢ 0 < G(ay) =p < a,.

096l =0, o (20 (50) - 2D ()} -0 <

1= (1—b,) [9{3(5164) (f:;})nﬁ_ 25?:63) (11;})”+3}+ (1—9)] >
- [P (23T () ea)]-

Sabiendo que G(a,) = p y G(b,) = ¢ se describe la expresion (3.38), donde el

parametro ¢ viene determinado por los cuantiles considerados y el parametro n.

(ap—p)(n+6) < a < M
ap(n+6)—ap{3(n+4)(aﬁp)n+2—2(n+3)<L;Tl;)?H_g] P=ap =M

(g—bq)(n+6) M<b, <aqg.
(1—bq)(”+6)—(1—bq)[3(n+4)(1:’]’\3])”+2_2(n+3)<1:37\31)”"'3} S00>4

6 = (3.38)

Asi pues, en el caso de trabajar con la distribucién cléasica, donde n = 0.97037,
y utilizando un cuantil se consigue elicitar de una forma sencilla la distribucién
U-CSGBC a partir de una de las dos ramas que se describen en (3.38).

Por otro lado, igualando las expresiones que determinan al pardmetro 6, se
obtiene la ecuacion (3.39), siendo el parametro n la incognita. A partir de (3.39)
se consigue elicitar el valor del parametro n, y como consecuencia la elicitacion
de la distribucion U-GBC no queda restringida al uso de la distribucién clasica.

Asi pues, haciendo uso de las expresiones (3.38) y (3.39), se elicita la distribucion
U-SGBC.
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(ap — p)(n + 6)
apln+6) — ay [30n+ ) (35) "™ — 200 +3) (3)"

_ (¢ —by)(n +6) .
(1 —by)(n+6)— (1—b,) [3(71 +4) <11:?\}>n+2 —2(n+3) (t%)nﬁ}

(3.39)

Debido a la complejidad que encierra la resolucion de la expresion (3.39), se
recurrird a la aplicacion de métodos numéricos no lineales. Como una primera
aproximacion a la solucion se recurre a la representacion grafica. Para ello, se
representa cada una de las ramas que describen al parametro 6. Si ambas ramas
se cortan, implicara la existencia de un valor o valores de n, sin embargo, en caso

contrario, la ecuacion (3.39) no tendra ninguna solucion.

0.7015 |
0.701 |
0.7005

0.69% FIN - — - -
0.699
0.6985 |

5 10 15 20 25 30

Figura 3.15: Primera rama (continua) y segunda rama (discontinua) de 6.

Utilizando, por ejemplo, los cuantiles (p,a,) = (0.01,0.05) y (q,b,) =
(0.985,0.95), y recurriendo a la Figura 3.15, se consigue determinar el valor
correspondiente al parametro n, y como consecuencia, la posterior estimacion del
parametro 6 utilizando la expresion (3.38). Asi pues, a partir de la informacion
obtenida se describe la distribucion U-SGBC. Sin embargo, considerando los
cuantiles (p,a,) = (0.013,0.05) y (¢,b,) = (0.95,0.80) los resultados no son
satisfactorios, ya que el sistema no proporciona solucion, véase Figura 3.16.

En tal caso, para solventar este problema, se propone recurrir a los procesos
presentados por Hahn, [41|, y elicitar el valor del parametro 6 de una forma

directa. Asi pues, a partir del valor estimado de 6, y utilizando algunas de las
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ramas que describen a dicho pardmetro, expresion (3.38), se obtiene la estimacion

del parametro n.

0.77 \
0.765
0.76 \
0.755 \

0.75
0.745 K

0.735

Figura 3.16: Primera rama (continua) y segunda rama (discontinua) de 6.

3.3.2. Elicitacion de la distribucion U-TSP

Para elicitar la distribucion U-TSP se utiliza como principal herramienta la
expresion correspondiente a la funcion de distribucion. En la seccion 3.2.2 se
describi6 la funciéon de distribucion asociada a la distribucion U-STSP, quedando

definida por:

G(t|M, P(.In,0)) =

A partir de (3.40), y considerando dos cuantiles se presenta el siguiente

resultado:
Proposicion 3.2 Sean (p,a,) y (¢,b,) dos percentiles tales que a, < M < b,
entonces se verifica que

0<G(ay) =p<a,<M<b, <G(b) =q<1. (3.41)

Demostracién 3.2 Para realizar la demostracion se comprobard, en primer
lugar que 0 < G(a,) = p < a, < M y de forma andloga se verd que
M <b, <G(b) =q<1.
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e Para demostrar 0 < G(a,) = p < a,p, bastard con sustituir en la expresion
(3.40), a,, obteniendo:

En base al resultado obtenido, se describe la expresion (3.44), donde el
parametro @ viene determinado a partir de los dos cuantiles seleccionados y el

parametro n.

W p<a,< M,
0 = 1—g (3.44)
S M <b, <gq.

AN
()"

Asi pues, considerando la distribucion U-CSTSP y un cuantil situado a

izquierda o derecha del valor modal que satisfaga las restricciones de la proposicion
3.2, se consigue estimar el valor del parametro 6 utilizando una de las dos
expresiones contenidas en (3.44).

En el caso de no trabajar con la distribucion clasica, tanto el parametro n de
la distribucion U-STSP genérica, como el pardametro 6 seran desconocidos. Para
solventar este problema se tiene, igualando las dos ramas de la expresion (3.44),
la expresion (3.45). Haciendo uso de esta expresion, y recurriendo a dos cuantiles,

se estima el valor del parametro n.

a 1-b
o = qn, (3.45)
T ()

Una vez estimado el valor del parametro n, y utilizando la expresion (3.44), se
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obtendra la estimacion correspondiente del parametro 6, quedando definida asi la
distribucion U-STSP.

El principal inconveniente presentado por la igualdad (3.45), es que no siempre
se obtiene soluciéon para el pardmetro n. Sin embargo, en el caso de presentar
solucién se obtendra la elicitacion de la distribuciéon a partir de los percentiles
considerados. Esta situacion, dentro de la metodologia PERT, es considerada
como la mas cercana a la realidad, Moskowitz et al., [82], Selvidge, [99], Alpert
y Raihfa, [2], Davidson y Cooper, [21]|, Keefer y Verdini, [57], Lau y Somarajan,
[64], Lau et al., [65], Lau et al., [66], Johnson, [54], Kotz y van Dorp, [63] y van
Dorp et al., [113].

Como consecuencia de los resultados obtenidos, se concluye que la distribucion
U-STSP puede ser elicitada de una forma directa a partir de los dos cuantiles.
Asi pues, teniendo en cuenta esta informacion, se estiman los parametros 6 y n.
Este hecho es de gran importancia, ya que, tal y como mostraron Kotz y Seier,
[60], el parametro n de la distribucion STSP esta asociado a la concentracion
y apuntamiento de la distribucién, consiguiendo describir modelos con distintas

intensidades en su apuntamiento y dispersion.

Por otro lado, si la expresion (3.45) no aportara ninguna solucion, se recurre a
la utilizacion de los métodos de elicitacion alternativos. Para ello, utilizando uno
de los métodos propuestos por Hahn, [41], se determina el valor del pardametro
f. Como consecuencia de la informaciéon obtenida, y haciendo uso de un cuantil
(inferior o superior), combinado con la expresion (3.44), se obtiene la estimacion

del parametro n, cuya expresion viene dada por:

1—=2]
In [1 —
n=1+ o sip<a, <M, (3.46)
In (5]
1—q T
In [1 — ng
n=1+ — 7 S M <b, <1 (3.47)
In [1_]\;}

Ambas expresiones tendran solucion si § > 1 — 2, para el caso de (3.46), y
P

0>1-— 11_%;2 para la expresion (3.47).
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Estos resultados son de gran interés ya que no se restringe el uso a la
distribucion U-STSP clésica, consiguiendo pues describir distribuciones con un

mayor o menor apuntamiento para valores de n superiores o inferiores a 3.02344.

3.3.3. Elicitaciéon de la distribucion U-GBP

A la hora de presentar la elicitacion de la distribucion U-SGBP se parte,
al igual que se ha realizado con las distribuciones U-SGBC y U-STSP, de
la expresion correspondiente a su funciéon de distribucién. Por comodidad y
para simplificar los célculos se utiliza la funciéon de distribucion asociada a la
distribucion estandarizada en [0, 1], (3.48).

tlo{a(m)" =B (4)"}+0-0) 0<t< M,
G(t|M7P(|n>9)) = 2n n
1—(1—t) [G{A(ll—]@) - B (1) }+(1—9)] M<t<i,
(3.48)
donde A = % y B = % Considerando dos cuantiles cualesquiera se tiene

el siguiente resultado:

Proposicion 3.3 Sean (p,a,) y (q,b,) dos percentiles donde a, < M < b,,

entonces se tiene
0<G(ap) =p<a,<M<b,<G(b) =q<1L (3.49)

Demostracion 3.3 Para demostrar la proposicion se realizard en primer lugar
0 < G(ap) =p < ap, y de forma andloga se comprobard que b, < G(b,) = q < 1.
Es por ello que, se considera en el primer caso el cuantil a,, y para la seqgunda
desigualdad el cuantil b,. Luego, sustituyendo ambos cuantiles en la funcion de
distribucion (3.48) se tiene:

¢ 0 < G(ay) =p < a,.

o< ct0r-n o 21 (522D (2 -
<a, [e{% (%)Qn - % (%)} La —0)] o,
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1>q¢g=G(b) =
- St (25) - e (=5 e o-n
1—(1—b,) :9{_7;;_11 G:%)Z"_ 2_(17;+_11) G:%)n}ﬁl—&):
n

Utilizando los resultados obtenidos en la proposicion, se obtiene, despejando

el pardametro 0 de las ramas descritas en (3.48), la siguiente expresion para dicho

parametro:
(ap—p)(3n+1) < Y
9 ap[(32) -1][(32) (nr1)—1-31] p<a, <M, -
(bg—q)(3n+1) M < bq <q

Go-0[(1=3#) 1] [(5=58) " ot t) 13
Asi pues, considerando el caso particular de la distribucion U-CSGBP, donde
el parametro n toma el valor 2.74669, y utilizando la expresion (3.50), se consigue
elicitar de una forma sencilla la distribucion U-CSGBP.
Igualando las expresiones correspondientes a , se obtiene una ecuacion donde
n es el tnico parametro desconocido, ya que, tanto los cuantiles, como el valor de

la moda estandarizada vienen definidos por la informacion que facilita el experto.

(ap —p)(3n+1) (bg — q) 3n—|—1)

"o () [(F) w1

o ) 1[G (e - 1=30] g, 1) [(
(3.51)
Es por ello que, a partir de (3.51) y utilizando dos cuantiles, se obtiene el

valor del parametro n, y como consecuencia, sustituyendo dicho valor en (3.50) se
obtendria la estimacién correspondiente al parametro de la mixtura, #. Hay que
destacar que, al igual que sucede con las expresiones (3.39) y (3.45), no siempre
esta ecuacion presenta soluciéon. Sin embargo, en el caso de obtener solucion

para el parametro n, se conseguira estimar el valor del pardmetro 6 utilizando la
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expresion (3.50). Como consecuencia, la distribucion elicitada tendré una relacion

directa con la situacion real.

Al igual que en el caso de la elicitacion de la distribucion U-SGBC, la ecuacion
(3.51) presenta grandes dificultades en su resolucién, y por ello se recurre al uso
de la representacion grafica.

0.708 | |
0.706 | |

0.704

0.702

0.698

5 10 15 20 25 30

Figura 3.17: Primera rama (continua) y segunda rama (discontinua) de 6.

Considerando, por ejemplo, los cuantiles (p,a,) = (0.015,0.05) y (¢,b,) =
(0.985,0.95), se tiene como soluciéon n = 3, realizando la representacion grafica
recogida en la Figura 3.17 y haciendo uso de (3.50) se obtiene que 6 = 0.7. Asi

pues, a partir de la informacién obtenida se describe la distribucion U-SGBP.

2

1.5

0.5

5 10 15 20 25 30

Figura 3.18: Primera rama (continua) y segunda rama (discontinua) de 6.

Sin embargo, partiendo de los cuantiles (p,a,) = (0.001,0.05) y (q,b,) =
(0.95,0.93), se observa, en la Figura 3.18, que ambas graficas no se cortan. Por
tanto, en este caso el sistema no tendria solucién, no consiguiendo asi obtener la

estimacion de la distribuciéon por este camino.
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En el caso de que la ecuacion (3.51) no aporte ningtn resultado vélido para el
parametro n, se haré uso de los métodos de elicitacion del parametro 6 presentados
en el trabajo de Hahn, [41], y como consecuencia a la informacién aportada por
alguno de los métodos, se elicita el valor del pardmetro n. En el caso de ser
n > 2.74669, la distribucion U-SGBP presentaria un mayor apuntamiento que la
distribucion U-SGBP clésica y, en el caso de obtener un valor de 6 proximo a cero
entonces estariamos ante una distribucién con colas pesadas.

En definitiva, después de los resultados obtenidos se tiene que la elicitacion
de las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP, presenta algunas ventajas con
respecto a la elicitacion de la distribucion U-BETA desarrollada por Hahn, [41].

Este hecho es debido a que, las distribuciones presentadas ademés de admitir
los procesos de elicitacion que Hahn utiliza en la estimacion de la distribucion
U-BETA, las tres distribuciones presentan una expresion explicita para la funcion
de distribucion, caracteristica de la cudl carece la distribucién beta.

Otra de las principales ventajas presentadas por el método de elicitacion
desarrollado en el presente capitulo es que, a diferencia de los métodos mostrados
por Hahn en la elicitacion de distribuciones, [41], no es necesario recurrir al uso
de las distribuciones cléasicas, pertiéndonos estimar los valores correspondientes a
los parametros n y . Como consecuencia, se consigue describir distribuciones con
mayor o menor dispersion, y con distintas intensidades en su apuntamiento. En
definitiva, la aplicaciéon de cualquiera de estos métodos permitird describir una
distribuciéon que podra ser utilizada como distribucion subyacente en cada una de
las tareas de la realizacion de una actividad, ajustando de una forma mas precisa
los datos empiricos.

Por tanto, a partir de los resultados obtenidos, se proponen a las distribuciones
U-GBC, U-TSP y U-GBP como modelos alternativos para estimar el tiempo de

ejecucion de una actividad.

3.4. APLICACION PRACTICA

Teniendo en cuenta la relacién existente entre la construccion de la distribucién
presentada por Hahn, [41], y las desarrolladas a lo largo del capitulo, se muestra

un ejemplo practico basado en los datos utilizados por Hahn en su trabajo, [41].
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La aplicacion esta basada en el estudio del comportamiento de la distribucion
rectangular-beta, denotada en la memoria por U-BETA, sobre el diagrama PERT
recogido en la pagina 294 del texto desarrollado por Moder et al., [79]. El proyecto
viene determinado por 29 actividades las cuales describen cada una de las tareas
a realizar en el desarrollo del proyecto relacionado con un moédulo electrénico,
Figura 3.19.

La aplicacion practica realizada con los datos aportados por Moder et al.,
[79], consiste, fundamentalmente en la simulacion de cada una de las tareas
que componen el diagrama PERT haciendo uso de las distribuciones U-BETA,
U-GBC, U-TSP y U-GBP. Debido a la escasez de informaciéon aportada por
la red PERT se ha recurrido, en la aplicacién, a dos escenarios. En primer
caso, se ha trabajado con las distribuciones cléasicas, conociendo asi el valor del
parametro k para la distribucion U-BETA y el parametro n de las distribuciones
U-GBC, U-TSP y U-GBP. Por tultimo, se ha estudiado el comportamiento de las
distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP para n =5 y n = 10.

En una primera fase de la aplicacion se ha realizado un anélisis comparativo
entre los resultados mostrados por Hahn, [41], y los obtenidos con las
distribuciones clasicas. Usando la informacion tedrica desarrollada en las secciones
3.2.1 y 3.2.2 se tiene como resultados iniciales que las distribuciones asociadas a
cada una de las tareas del grafo deben presentar un coeficiente de curtosis superior
al de la distribucion U-BETA.

En el Cuadro 3.4 se muestran las estimaciones asociadas a la funcion de
distribucion del tiempo total requerido para acabar la tarea obtenidas mediante el
Método de Simulacion de Monte Carlo. Como es conocido, el método Monte Carlo
permite la resolucion de problemas con una complicada solucién por métodos
exclusivamente analiticos o numéricos, pero que dependen de factores aleatorios o
se pueden asociar a un modelo probabilistico. La generaciéon de nimeros aleatorios
seré la base que permitira el calculo de probabilidades. En estos métodos el error
es aproximadamente \/LN’ donde N es el nimero de pruebas. En el caso que nos
ocupa, se ha considerado un milléon de simulaciones, por lo que el error ascendera
aproximadamente a 0.001.

Tal y como se observa en el Cuadro 3.4 se tiene que el tiempo medio estimado

en la ejecucion de un proyecto es mayor cuando se trabaja con las distribuciones
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3.4.
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Figura 3.19: Reproduccion de la red presentada en Moder et al.
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U-GBC, U-TSP y U-GBP clasicas que cuando se recurre a la distribuciéon U-

BETA.

Centrando la atenciéon en el estudio del apuntamiento se tiene que, cuando el
parametro 6 toma los valores 0.25 y 1, las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-

GBP presentan un coeficiente de curtosis superior al de la distribucion U-BETA.

Sin embargo, habria que destacar que en el caso particular de asignarle a 6 los
valores 0.50 o 0.75, los resultados se modifican, siendo la distribucion U-BETA

mas puntiaguda que el resto, excepto en el caso de la distribucion U-GBP cuando

0 = 0.50. Este hecho puede venir dado por algiin mecanismo de correccion de la

distribuciéon empirica de la variable aleatoria “tiempo para completar el proyecto”.

Media D.Tipica Asimetria Curtosis
U-CBETA
0 =0.25 514813 5.5331 0.2295 2.2407
0 =0.50 50.2038  5.1325 0.4644 2.5400
0 =0.75 48.9338  4.4778 0.6744 3.1197
0=1 47.6505  3.4052 0.4768 2.9340
U-CSGBC
0 =0.25 55.0480 5.6231 0.1363 2.0140
0 =0.50 53.1646  5.1904 1.0727 3.0366
0 =0.75 51.0848  3.8839 0.4804 2.2485
0= 47.8261  2.0019 -0.8323 2.0512
U-CSTSP
0 =0.25 517728 5.4014 0.2098 2.2564
0 =0.50 50.8347  4.9622 0.4306 2.5066
0 =0.75 49.8727 4.3233 0.6298 2.9566
0 = 48.9088  3.4053 0.6180 3.0385
U-CSGBP
0 =0.25 51.7560  5.3862 0.2198 2.2701
0 =0.50 50.8197 4.9111 0.4360 2.5458

Continia en la pdgina siguiente

123



3.4. APLICACION PRACTICA

Continuacion

Media D.Tipica Asimetria Curtosis

0=0.75 49.8128  4.2201 0.6480 3.0619
0=1 48.7917  3.2099 0.5501 2.9760

Cuadro 3.4: Resumen Estadistico de las distribuciones U-CBETA, U-CSGBC,

U-CSTSP y U-CSGBP.

Se ha de senalar que, los resultados proporcionados por cada una de las

distribuciones varfan en funciéon de los valores asignados a cada uno de los

parametros que describen a la distribucién. Aun asi, los resultados con las

distribuciones en estudio son relativamente parecidos ya que no existen diferencias

significativas en las conclusiones estadisticas obtenidas.

Como se aprecia en las Figuras 3.20, 3.21, 3.22 y 3.23, utilizando la distribucién

U-BETA, la variable aleatoria “tiempo para completar el proyecto” presenta una

dispersion mayor que si se trabaja con las U-STSP o U-SGBP.
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Figura 3.20: Distribuciones U-CBETA, (A), U-CSGBC, (B), U-CSTSP,(C), U-

CSGBP, (D) con 6 = 0.25.

124



3.4. APLICACION PRACTICA

A 60000
50000
40000

30000

Frequency

20000

10000

70000

60000

50000

40000

Frequency

30000

20000

10000

70000

60000

50000

40000

Frequency

30000

20000

10000

60000

50000

40000

30000

Frequency

20000

10000

W

w

Figura 3.21: Distribuciones U-CBETA, (A), U-CSGBC, (B), U-CSTSP, (C),

U-CSGBP, (D) con 6 = 0.5.
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Figura 3.22: Distribuciones U-CBETA, (A), U-CSGBC, (B), U-CSTSP, (C),

U-CSGBP, (D) con 6 = 0.75.
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Figura 3.23: Distribuciones U-CBETA, (A), U-CSGBC, (B), U-CSTSP, (C),
U-CSGBP, (D) con 6 = 1.

Se observa que, a medida que aumenta la presencia de la distribucién
uniforme, la distribucién presenta una mayor varianza consiguiendo asi concluir
con resultados mas conservadores.

Aunque los resultados obtenidos con las distintas distribuciones son realmente
similares, lo cierto es que la principal ventaja que presentan las distribuciones
U-SGBC, U-STSP y U-SGBP es que permite realizar la simulaciéon en cada uno
de los casos con distintos valores de n. Es por ello que, se presenta el estudio
comparativo de la distribuciéon U-BETA con las distribuciones U-SGBC, U-STSP
y U-SGBP para los casos particulares de n = 5y n = 10.

Recurriendo a la informacion plasmada en el Cuadro 3.5, el tiempo medio
para finalizar el trabajo en las distribuciones U-SGBC, U-STSP y U-SGBP con
n =5y 6 = 0.25 es mayor que el empleado con la distribucion U-BETA, pero
al igual que sucedia en el caso de las distribuciones clasicas se tiene méaxima
dispersion cuando se emplea la distribucion presentada por Hahn, [41], con
0 = 0.25. Sin embargo, habria que considerar que, cuando se centra el estudio en el

coeficiente de curtosis, se concluye que la distribuciéon U-BETA presenta siempre
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un apuntamiento inferior, coincidiendo estos resultados con los obtenidos en las

secciones comentadas anteriormente.

Media D.Tipica Asimetria Curtosis

U-BETA

f=0.25 51.4813 5.5331 0.2295 2.2407

0 =0.50 50.2038  5.1325 0.4644 2.5400

0 =0.75 48.9338  4.4778 0.6744 3.1197

=1 47.6505  3.4052 0.4768 2.9340
U-SGBC n =5

=0.25 53.6980  4.5472 0.4004 1.9233

0 =0.50 50.3071  4.6264 0.5545 1.8264

0 =0.75 47.2980 2.6735 0.0048 2.4929

=1 47.4987  1.8568 0.9460 3.2119
U-SGBC n =10

0 =0.25 510449 7.0164 0.3861 1.4961

0 =0.50 47.1576  4.5488 -0.2226 2.1638

0 =0.75 48.2307  3.4441 1.4714 3.4390

0= 45.6817  0.8722 0.1031 2.2614
U-STSP n =5

0 =0.25 514950 5.4035 0.3008 2.2623

0 =0.50 50.1773  4.8399 0.6439 2.7584

=0.75 48.9260  3.9648 1.0539 3.9490

0= 47.6652  2.4331 0.8578 3.7468
U-STSP n =10

0 =0.25 51.1871  5.4650 0.3765 2.2537

0 =0.50 49.6305 4.8769 0.8257 2.9110

0 =0.75 48.0442  3.7972 1.5465 5.2666

f=1 46.4949  1.4074 1.1409 4.9847
U-SGBP n =5

Continta en la pdgina siguiente
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Continuacion

Media D.Tipica Asimetria Curtosis
0 =0.25 514988  5.3813 0.2978 2.2680
f =0.50 50.1786  4.8211 0.6590 2.7958
0 =0.75 489137  3.8980 1.0772 4.0903
=1 47.6271  2.2853 0.7548 3.5805

U-SGBP n =10

f=0.25 512018 5.4488 0.3708 2.2479
0 =0.50 49.6472  4.8383 0.8369 2.9563
0 =0.75 48.1318  3.7882 1.5338 5.2714
=1 46.5819  1.3927 0.9356 4.2718

Cuadro 3.5: Resumen estadistico de las distribuciones U-BETA, U-SGBC, U-

STSP y U-SGBP.

Merece una especial atencidon, que estas distribuciones, ademés de destacar

por su apuntamiento y su dispersion, consiguen describir colas mas pesadas que

la distribucion U-BETA, asignando una mayor probabilidad de ocurrencia a los

sucesos raros (outliers).

60

Days

Figura 3.24: Distribuciones U-GBC con n = 5, (A), U-TSP con n = 5, (B),
U-GBP con n = 5, (C), U-GBC con n = 10, (D), U-TSP con n = 10, (E),

U-GBP con n = 10, (F) tomando 6 = 0.25.
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Figura 3.25: Distribuciones U-GBC con n = 5, (A), U-TSP con n = 5, (B),
U-GBP con n = 5, (C), U-GBC con n = 10, (D), U-TSP con n = 10, (E),
U-GBP con n = 10, (F) tomando 6 = 0.5.
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Figura 3.26: Distribuciones U-GBC con n = 5, (A), U-TSP con n = 5, (B),
U-GBP con n = 5, (C), U-GBC con n = 10, (D), U-TSP con n = 10, (E),
U-GBP con n = 10, (F) tomando ¢ = 0.75.

Comparando las estimaciones correspondientes a la simulaciéon realizada con

la informacion aportada por Moder, [79], se tiene que el maximo tiempo medio
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de ejecucion de un trabajo se consigue con la distribucion U-GBP con n = 5
y 6 = 0.25, siendo esta misma distribucién la que presenta el apuntamiento
mas significativo cuando el parametro n aumenta hasta 10 y § = 0.75. Luego,
teniendo en cuenta los comentarios realizados, la distribucion U-GBP salvaguarda
los problemas existentes sobre los sucesos raros y el apuntamiento.

Recurriendo al estudio de las Figuras 3.24, 3.25 y 3.26 se observa que las
representaciones asociadas a la variable aleatoria “tiempo para completar el
proyecto” utilizando las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP adoptan formas
muy similares entre ellas, tal y como se puso de manifiesto en el estudio de las
estimaciones aportadas en el Cuadro 3.5.

Aunque siempre la distribucion U-BETA mantenga una varianza mas elevada,
la diferencia existente con los datos aportados por las distribuciones presentadas
no es muy notable.

Por otro lado, a partir de la informacién recogida en el Cuadro 3.6, se tiene que
los intervalos de confianza, al 95 %, asociados al tiempo necesario para finalizar el
trabajo (job completion time) siempre presentan una menor amplitud cuando
se trabaja con las distribuciones U-SGBC, U-STSP y U-SGBP en lugar de
recurrir a la distribucion U-BETA. Este hecho conducen a que la utilizacion
de estas distribuciones proporcionan un error de estimaciéon inferior. Cuando
se usa la distribucion U-SGBP con n = 10 y 6§ = 0.75 se obtiene el caso de
menor error de estimacion. Hay que notar que los intervalos donde se presenta
la minima amplitud siempre se presentan cuando el parametro § = 1, es decir
cuando desaparece la presencia de la distribucién uniforme y se trabaja con las

distribuciones beta, bictibica, two-sided power y la distribuciéon biparabdlica.

Intervalo de confianza (95%) P(X <z)=10.95

U-BETA
0 =0.25 (42.214330, 62.173052) 60.9364
0 =0.50 (42.049886, 61.046126) 59.7035
0 =0.75 (41.997441, 59.412948) 57.7024
=1 (42.014557, 55.084394) 53.8345

Continia en la pdgina siguiente
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Continuacion

Intervalo de confianza (95 %)

P(X <) =095

U-CSGBC
6 = 0.25 (45.9303, 64.7708) 62.0876
6 = 0.50 (47.3314, 64.8758) 63.5648
6 =0.75 (45.9980, 58.9328) 56.8876
0 = (43.9940, 49.8516) 48.1656
U-SGBC n =5
6 =0.25 (45.3342, 51.7841) 50.3524
6 =05 (43.0476, 52.2852) 50.7657
0 =0.75 (44.7215, 58.3959) 57.0908
0 = (46.6315, 60.9704) 58.4765
U-SGBC n = 10
6 =0.25 (43.1993, 61.0930) 60.3351
6 = 0.50 (38.6630, 54.3920) 53.4934
6 =0.75 (45.7811, 56.0516) 49.6432
6 =1 (44.2775, 47.3103) 46.2133
U-CSTSP
6=025  (42.638632, 62.170108) 60.9748
6 =050  (42.842319, 61.210860) 59.9454
6 =075  (43.166078, 59.752339) 58.2249
6 = (43.568942, 56.630561) 55.3183
U-STSP n =5
0=025  (42.671966, 62.126793) 60.9004
6 =050  (42.878924, 60.894976) 59.5701
6 =075  (43.328131, 59.246614) 57.4600
0 =1 (44.009448, 53.484900) 52.3508
U-STSP n = 10
6 =025  (42.581378, 62.003082) 60.8258
6 =050  (42.806951, 60.751128) 59.4383
6 =075  (43.353044, 59.015986) 57.1470

Continia en la pdgina siguiente
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Continuacion
Intervalo de confianza (95%) P(X <z)=10.95
=1 (44.474145, 49.960687) 49.2129
U-CSGBP
0 =0.25 (42.620266, 62.156856) 60.9588
6 =0.50 (42.889744, 61.187215) 59.8794
0 =0.75 (43.241512, 59.629098) 58.0411
0 = (43.646740, 55.896975) 04.7066
U-SGBP n =5
0 =10.25 (42.627328, 62.055606) 60.8758
6 =0.50 (42.927811, 60.950006) 59.5861
0 =0.75 (43.358940, 59.149829) 27.3588
0=1 (44.087576, 52.939577) 51.9158
U-SGBP n =10
0 =0.25 (42.589944, 61.987921) 60.7700
6 =0.50 (42.842366, 60.743021) 09.4687
0 =0.75 (43.383941, 59.049202) 57.2426
h=1 (44.490758, 49.894448) 49.2205

Cuadro 3.6: Intervalos de confianza y P(X < z) = 0.95.

Asi pues, teniendo en cuenta la escasez de informacion aportada en el diagrama
PERT, Figura 3.19, Hahn considera en su trabajo distintos valores para el
parametro 6, ademas de recurrir a la utilizacion de la distribucion U-BETA
clasica.

Como consecuencia a los resultados conseguidos con la distribuciéon U-SGBC,
y teniendo en cuenta su papel protagonista en la presente memoria, se muestra el
grafico correspondiente a la funcién de distribucion de las distribuciones cléasicas
U-SGBC y U-BETA, recogido en la Figura 3.27. A continuacion, en la Figura 3.28,
se recoge el estudio comparativo de la funciéon de distribuciéon asociada a la
distribucién clasica U-BETA con las distribuciones U-CSTSP y U-CSGBP.

Como se observa en las Figuras 3.27 y 3.28, la funciéon de distribuciéon asociada
a la distribucion clasica U-BETA se mantiene siempre por encima del resto de

distribuciones.
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Figura 3.27: Funcion de distribucion elicitada de las distribuciones clasicas U-
BETA (continua) y U-SGBC (discontinua) para 6§ = 0.25, (A), § = 0.5, (B),
0=0.75, (C)yo=1, (D).
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Figura 3.28: Funciéon de distribucion elicitada de las distribuciones clésicas U-
CBETA (continua), U-CSTSP (verde) y U-CSGBP (roja) para 6 = 0.25, (A),
0=0.5,(B),0=0.75 (C)yf#=1, (D).
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3.4. APLICACION PRACTICA

Este hecho implica que para una misma probabilidad las distribuciones U-
CSGBC, U-CSTSP y U-CSGBP, estiman un mayor tiempo de ejecucion del

proyecto siendo por tanto méas prudentes a la hora de realizar estimaciones.

La principal caracteristica diferenciadora de las distribuciones construidas con
respecto a la distribucion U-BETA, es que estas pueden ser elicitadas haciendo uso
de dos cuantiles, consiguiendo asi describir distintas distribuciones en funcion del
parametro 6 y de n. Con el objeto de obtener conclusiones sobre las distribuciones
mostradas y debido a la ausencia de informacion en el diagrama 3.19, se recurre
a la utilizacion de distintos valores para el parametro n. Debido a este hecho, se

realiza la simulacion del diagrama PERT utilizando los valores 5 y 10 para n.

Notese que con la utilizacion de distintos valores para el parametro n se han
descrito distribuciones cuyas funciones de distribucién se sitiian por debajo y por
encima de la funcién de distribuciéon asociada a la distribucion U-BETA, véase
Figura 3.29. En el caso de considerar n = 5 o n = 10 las funciones cortan a la
funcion asociada a la distribucion U-BETA, mientras que en el caso de trabajar
con las distribuciones clasicas, estas siempre se mantienen por debajo, aportando
un mayor tiempo de estimacién en la ejecucion del 95 % del total de la actividad,
Figura 3.29.

En este ejemplo concreto la distribucion U-SGBC es la que presenta un menor
tiempo para la ejecucion de la tarea. Si bien, se observa que no influye la presencia
de la distribucién uniforme, ya que el tiempo minimo estimado se obtiene para
0 = 1, que como ha quedado establecido se traduce en el uso de la distribucion

bictbica generalizada.

Es importante destacar que, el tiempo de finalizaciéon del trabajo estimado
por la distribucion presentada por Hahn, [41], siempre esta comprendido entre
los valores aportados por el resto de distribuciones presentadas. Asi pues, con las
distribuciones introducidas y variando los valores asignados a los parametros 0 y
n, siempre se podra describir una estimacion para la duracion de la finalizacion

del trabajo, mayor o menor, a la aportada por la distribucion U-BETA.
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3.5. CONCLUSION
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Figura 3.29: Funcion de distribucion elicitada 6 = 0.25 (A), 6 = 0.50 (B),
0 =0.75 (C), 0 =1 (D).

3.5. CONCLUSION

Con objeto de buscar distribuciones con maxima dispersion y colas pesadas, se
ha mostrado en el presente capitulo la construcciéon de nuevas distribuciones,
utilizando como referencia los estudios presentados por Hahn, [41]. Para
ello, haciendo uso de la distribuciéon uniforme y las distribuciones biciibica
generalizada, two-sided power y biparabdlica generalizada, se han presentado las
distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP.

La idea fundamental de la utilizacién de estas tres distribuciones combinadas

con la distribucion uniforme surge de los resultados teoricos que aporta Hahn, [41].
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3.5. CONCLUSION

Con la construccion de la distribucion U-BETA, Hahn describe una distribuciéon
con una funcién de densidad méas flexible, caracterizada por la presencia de colas
méas pesadas. Este hecho es de gran interés, ya que se consigue asi superar los
problemas existentes al trabajar con sucesos anémalos situados en los extremos
del intervalo de definicién de la variable en estudio.

Es de destacar que la distribucién beta, ha sido utilizada habitualmente en
ambiente de incertidumbre por conducir a conclusiones més conservadoras. Por
ello, teniendo en cuenta esta caracteristica, es logico pensar que al realizar la
mixtura entre esta distribucion y la distribuciéon uniforme se siga manteniendo la
méxima varianza. Sin embargo, centrando la atenciéon en el apuntamiento de la
distribucion beta, se tiene que esta presenta un menor valor para el coeficiente
de curtosis, siendo este superado por el de las distribuciones GBC, TSP y GBP,
cuando M estéa proximo a 0.5.

Al realizar el estudio comparativo de las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-
TSP y U-GBP, se observa, en la mayoria de las situaciones que la distribucion
U-BETA presenta un valor de la varianza maés elevado. Sin embargo, para ciertos
valores de los parametros n y 6, la distribucion U-TSP supera en varianza
a la distribucion U-BETA. Aun asi, los resultados obtenidos con respecto a
la varianza de las cuatro distribuciones son bastantes similares, no mostrando
grandes diferencias.

Ademas de no existir conclusiones muy dispares en los valores que aporta la
varianza de cada una de las distribuciones, es necesario destacar que cuando
se pretende estudiar el apuntamiento o coeficiente de curtosis de las cuatro
distribuciones, variando los pardmetros n y #, se tiene que la distribucion U-
GBC se encuentra en una mayor proporciéon por encima de las demas. Este hecho
va directamente relacionado con la presencia de una colas mas pesadas. Como
consecuencia de los resultados obtenidos, la distribuciéon U-GBC seré adecuada
para el estudio de la duraciéon de un proyecto, consiguiendo asi solventar los
problemas existentes con los valores extremos.

Uno de los principales problemas que se pone de manifiesto en la utilizacién
de la distribucion beta, para aplicarla dentro del ambito del PERT, es la carencia
de una expresion analitica de la funciéon de distribucion, cerrando este hecho las

puertas para su estimacion mediante el uso de cuantiles.
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3.5. CONCLUSION

Es por ello que, Hahn, [41], propone solicitar mas informacion al experto para
poder asi estimar el valor correspondiente al parametro 6. En este proceso de
elicitacion Hahn solamente se limita a trabajar con la distribuciéon beta clasica,
ofreciendo tnicamente la elicitacion del parametro 6.

Sin embargo, tal y como se puso de manifiesto en la seccion 3.3, a la hora de
utilizar las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP para el estudio de un project
management, estas distribuciones pueden ser elicitadas utilizando, ademés de los
métodos propuestos por Hahn, la alternativa planteada por Kotz y van Dorp,
[63].

En el caso de trabajar con las distribuciones clasicas, solamente sera necesario
tener informacién adicional sobre el valor de un cuantil, a partir del cual, se
conseguira describir el valor estimado del parametro 6.

Una de las caracteristicas més importantes a destacar con la presentacion de
las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP, es que, a diferencia de la distribucion
U-BETA, no se limitan al uso de los valores clasicos para el pardmetro n. Asi pues,
utilizando dos cuantiles, y aprovechando la existencia de una expresién cerrada
para la funcién de distribucién, se estiman los parametros n y ¢, mediante el uso
de métodos numéricos.

Uno de los inconvenientes que conlleva la utilizaciéon de este sistema de
ecuaciones es la posible carencia de solucién. Aun asi, recurriendo al método
planteado por Hahn, y solicitando mas informaciéon al experto se describe el
valor estimado de 6, y como consecuencia se estima el valor del parametro n
utilizando las expresiones que relacionan ambos parametros. Este hecho, nos
permite elicitar de forma facil y directa los pardametros 6 y n, consiguiendo asi
describir distribuciones con colas més pesadas y un apuntamiento pronunciado.

Para la realizacion de la aplicacion practica del presente capitulo, se ha
recurrido al ejemplo aportado por Moder et al., [79], siendo este el mismo ejemplo
seleccionado por Hahn, [41], para realizar el estudio de la distribucion U-BETA
dentro de la metodologia PERT. Debido a la escasez de informacion que muestra
la red PERT de Moder et al., [79], se proponen distintas situaciones en las que se
le asigna al parametro € los mismos valores que fueron considerados por Hahn,
(0 =025 0 =05 0=0.750=1),y an los valores 5, 10 y el valor clésico

asociado a cada una de las distribuciones.
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3.5. CONCLUSION

Comparando los resultados de la distribuciéon U-BETA con los aportados por
las distribuciones clasicas U-GBC, U-TSP y U-GBP, se tiene que las distribuciones
construidas en el presente capitulo estiman un mayor tiempo de ejecucion en la
realizacion del proyecto presentado por Moder et al., [79].

Sin embargo, tomando distintos valores para los parametros n y 6, se observa
que las distribuciones presentadas consiguen describir estimaciones de la variable
aleatoria, tiempo empleado en la ejecucion de un proyecto, superiores e inferiores a
las aportadas por la distribucion U-BETA. Asi pues, utilizando los valores clasicos
se observa que las distribuciones aportan una funcién de distribucion situada por
debajo de la asociada a la distribucion U-BETA. Sin embargo, considerando n = 5
y n = 10, las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP, cortan a la distribucion
U-BETA, dejando bajo ellas un mayor area.

Analizando los intervalos de confianza construidos se tiene que las distribu-
ciones U-GBC, U-TSP y U-GBP aportan mejores resultados, ya que el error de
estimacion en estos casos, es menor que los obtenidos con los de la distribucion
U-BETA. Luego, teniendo en cuenta la necesidad de trabajar con distribuciones
definidas en un dominio acotado y que consigan modelar la incertidumbre presen-
te en la metodologia PERT, se han presentado las distribuciones U-GBC, U-TSP

y U-GBP como nuevas alternativas para su aplicaciéon en dicho ambiente.
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CAPITULO 4

TRATAMIENTO DE LA CURTOSIS
Y LOS RENDIMIENTOS DE LOS
ACTIVOS FINANCIEROS

El comportamiento de los rendimientos de los activos financieros ha sido un
tema abordado en la literatura debido a las caracteristicas que encierran los
mercados, Robert, [96], Osborne, [86], Mandelbrot, [72|, Moore, [81], y Fama,
[29].

Osborne, [86], mostroé que los precios de los activos pueden ser considerados
como un conjunto de decisiones que forman un equilibrio estadistico, con
propiedades similares a las de un conjunto de particulas en mecanica estadistica,
siendo considerada la distribucién normal como el modelo de descripcion de dicho
equilibrio.

El principal problema presentado en el modelo mostrado por Osborne, [86]
era la suposicion de que la varianza de las variaciones de las cotizaciones sobre
un intervalo de tiempo se comportaba de forma constante. Este hecho, hizo que
Praetz, [94] presentara una modificacion sobre el modelo, ya que era contradictorio
el hecho de que la varianza se mantuviera constante de un ano a otro teniendo

en cuenta los cambios que sufren los mercados financieros.
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El punto de partida del estudio de la distribuciéon de los rendimientos se
remonta a principios del siglo XX, cuando Bachelier, [5|, propuso un proceso
ruido blanco normal o gaussiano para los rendimientos.

Dentro del estudio de los mercados financieros se distinguen dos lineas de
investigacion, en una de ellas se supone la existencia de un proceso estocastico y
por otra, se recurre al conocimiento de la distribuciéon que genera los datos.

Con respecto a la existencia de un proceso estocastico subyacente en la
generacion de los rendimientos se encuentran los estudios presentados por Clark,
[18]|, Epps y Epps, [25], Mandelbrot y Taylor, [72]|, Press, [93|, Praetz, [94],
Westerfield, [118] y Upton y Shannon, [108].

A partir de los estudios propuestos por Bachelier, [5], se consider6 que los
rendimientos de los activos eran independientes e idénticamente distribuidos
en el tiempo, siendo considerada, tradicionalmente, la distribucién normal
como el principal modelo probabilistico para estudiar el comportamiento de los
rendimientos.

Este hecho fue aceptado hasta la década de los sesenta donde diversos autores
mostraron estar en desacuerdo en las afirmaciones mantenidas al considerar la
distribucion normal como distribucion subyacente, Mandelbrot, [71], Fama, [27],
Press, (93], Praetz, [94], Blattber y Gonedes, [10], Smith, [101], Ball y Torous, [6],
Kon, [58]| y Gray y French, [37], entre otros.

Los principales problemas presentados por la distribucién normal, al conside-
rarla como modelo probabilistico para el ajuste de la distribucion empirica de los
datos eran, entre otros, la presencia de una curtosis constante igual a tres y unas
colas mas finas. En la Figura 4.1, se muestra el histograma correspondiente al
valor BAS.DE perteneciente al indice bursatil DJ Eurostoxx 50 y, el ajuste obte-
nido utilizando como distribucion subyacente, la distribucién normal. Tal y como
se observa, la distribuciéon normal no consigue ajustar de una forma adecuada los
rendimientos del activo considerado.

Aun asi, algunos de los estudios aplicados en el analisis de la economia
financiera descansan sobre el supuesto de normalidad, ya que varios de los
modelos, que han sido empleados para dicho fin, se sustentan sobre una hipotesis
de normalidad. Entre ellos se pueden enumerar los modelos media-varianza,

Markowitz 73], o los modelos de valoracion de opciones de Black-Scholes, [9].
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Debido a los inconvenientes que se presentaban en la utilizacion de la
distribucién normal son varios los autores que proponen métodos alternativos

para el estudio del comportamiento de los rendimientos de los activos financieros

Figura 4.1: Histograma del valor BAS.DE ajustado con la distribucién normal
(verde)

Realizando una revision sobre las distribuciones propuestas en la literatura
encontramos, entre otras, la distribucion stable Paretian. Esta distribucion fue
descrita por Lévy, [67], y mas tarde desarrollada por Gnedenko y Kolmogorov,
[35]. La familia de distribuciones stable Paretian tiene asociada como logaritmo

de la funcién caracteristica la expresion

log f(t) = i5t — ~|¢]° {1 +if (%) wlt, a)] | (4.1)

conteR 1=+—-1y

tan ¥ a F# 1,
w(t, o) = 2 7 (4.2)
2loglt| a=1.

La familia de distribuciones stable Paretian es una distribucion tetraparamétri-
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ca definida a partir de los pardmetros 9, v, 3 y a. El parametro ¢§ es el parametro
de localizacion, v es el parametro de escala y ( indica el indice de asimetria,
con valores comprendidos en el intervalo [—1, 1]. En el caso particular en el que el
parametro 3 toma el valor cero, la distribucion es simétrica, si 0 < § < 1 la distri-
bucién presenta asimetria positiva, siendo més pronunciada cuando el parametro
toma valores cercanos al extremo superior, y si —1 < (3 < 0, la distribucién cam-
bia su asimetria a negativa, presentando su maximo valor cuando [ esta proximo
a -1. El pardmetro « es el exponente caracteristico de la distribucion, tomando
valores en (0,2]. Cuando 0 < a < 2 la distribucion presenta una colas més pesa-
das que la distribuciéon normal aumentando a medida que « se aproxima a cero.
Una de las caracteristicas mas destacables es la presencia de varianza cuando el
pardametro « toma su maximo valor, en caso contrario la distribuciéon carece de
varianza, es decir, si a € (0,2) la distribucion presenta varianza infinita.

La propiedad a resaltar de la distribucién es que la suma de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segtin una distribucion
stable Paretian es también una variable con distribucion stable Paretian.

Fama y Roll, [28], senalaron que tanto la distribucion normal como la
distribucion de Cauchy eran miembros de la familia de distribuciones stable

Paretian simétrica (5 = 0), ya que:

ssid=p,a=2yy= é, la expresion se reduce a la funciéon de densidad

de la distribucién normal,

= en el caso de considerar 6 = pu, @« = 1 y v tome el valor del rango
semi-intercuartilico se describe la funcién de densidad de la distribucién
de Cauchy.

La distribucion stable Paretian con o < 2 fue considerada por varios autores
como un modelo adecuado en el ajuste de los rendimientos financieros, entre
otros se distinguen Fama, [26], Mandelbrot, 71|, Fama, [28], Teichmoelle, [106]
y Officer, [85]. Debido a la carencia de una expresion explicita de la funcion de
densidad, la estimacion de la distribucién encierra algunas dificultades. Este hecho
conlleva la utilizaciéon de métodos numéricos complejos para el ajuste. Es por ello,
que Fama y Roll, [28] propusieron un proceso de estimacion para conseguir asi,

describir los parametros de la distribucion.
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Otra distribucion ampliamente utilizada en el ajuste de los rendimientos
financieros es la distribucion t-Student. Fue propuesta por Praetz, [94], Blattberg
y Gonedes, [10]. La distribucion t-Student fue presentada como una nueva familia
de distribuciones simétricas con caracteristicas muy relevantes con respecto a
la presencia de colas mas pesadas que las descritas por la distribucién normal,
consiguiendo asi asignar mayor probabilidad a las observaciones extremas. Desde
el punto de vista practico, es necesario senalar que, en el caso de que los grados
de libertad de la distribucion sean elevados entonces la distribuciéon t-Student
converge a una distribuciéon normal, perdiendo algunas de las propiedades que la

diferenciaba de la distribuciéon normal.

La principal diferencia existente entre las distribuciones t-Student y stable
Paretian, es la presencia de una expresion cerrada para la funcion de densidad

asociada a la distribucion t-Student, (4.3).

+1

(1 + ((‘”_—”)2)_ , (4.3)

v —2)o?

r()

I'(%)/7(v—2)0?

donde I es la funciéon gamma, p es el parametro de localizacion coincidiendo con

fx) =

la esperanza de X cuando v > 1, 0 es un parametro de escala, siendo igual a la

desviacion tipica de X si v > 2 y v es el parametro de grados de libertad.

Ademés de las distribuciones consideradas, han sido propuestas distribuciones
alternativas al uso de la distribucién normal. La distribucion logistica se ha
empleado en el ajuste de los rendimientos de los activos financieros por Smith,
[101], Gray y French, [37] y Peiro, [90]. La funcién de densidad asociada a una

distribucién logistica queda definida por la expresion:

fl) =T (4.4)
a <1 + e%>

donde el parametro p hace referencia a la media de la variable X y a = \/5%

La propiedad méas destacable presentada por la distribucion logistica es que,
ademas de su gran similitud con la distribuciéon normal, presenta colas mas

pesadas, consiguiendo asi asignar una probabilidad mayor a los sucesos que se
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describen en las colas o también conocidos como valores atipicos.

También es destacable la presencia de la distribucion exponential power,
por ser una distribucién que presenta ademas de unas colas mas pesadas, un
apuntamiento mas pronunciado al de la distribuciéon gaussiana. Esta distribucion
ha sido tratada por varios autores como, por ejemplo, Hsu, [50], Gray y French,
[37] v Peir6, [90]. La funciéon de densidad asociada a dicha distribucion viene

descrita mediante la expresion:

S

2 Par (222)

flz) = (4.5)

donde € R, a > 0y (B, con —1 < [ < 1 son los parametros de
localizacion, dispersion y apuntamiento de la distribucién respectivamente.
Cuando el parametro [ toma valores en el intervalo (0, 1] la distribucion presenta
su mayor apuntamiento, en el caso de que 8 = 0 la distribucién exponential power
se reduce a la expresion de la distribucion normal.

En la década de los 70, Clark, [18], y Praetz, [94] consideran la distribucion
de los rendimientos como una mixtura de distribuciones. Praetz, [94] obtuvo
la distribucién t-Student como la mixtura entre la distribuciéon normal y la
distribucion gamma invertida. Por otro lado, Madan y Seneta, [69] hicieron uso
de la distribucién obtenida al realizar la mixtura entre las distribuciones normal
y gamma.

Con objeto de modelizar, de una forma adecuada, la curtosis presentada
por los rendimientos, la construccion de distribuciones mediante el uso de
mixturas alcanza un mayor protagonismo. Ademas de la distribuciones citadas
anteriormente, ha sido utilizada la mixtura entre distribuciones normales,
consiguiendo aportar mayor rango de curtosis y colas méas pesadas a la
distribucion, Kon, [58]. A principios del siglo XXI, Pérez-Quirés y Timmermann,
[91] presentan la mixtura entre la distribucion gaussiana y la distribucion t-
Student, consiguiendo capturar los valores atipicos, (outliers), con un ntimero
reducido de grados de libertad.

Siguiendo esta linea, se mostrara en el presente capitulo las distribuciones beta,

GBC, two-sided power y GBP, asi como su mixtura con la distribucién uniforme,
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4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FINANCIERO

dentro del ambito financiero analizando con méas detalle las distribuciones GBC
y U-GBC.

Teniendo en cuenta las caracteristicas que encierran los histogramas asociados
a los rendimientos de los activos financieros, se analiza con mayor profundidad

los coeficientes de curtosis asociados a las distribuciones consideradas.

Para finalizar, y recurriendo a la informacién obtenida del indice bursatil DJ
Furostoxx 50, se presenta una aplicaciéon practica en la que se realiza el ajuste
de los valores considerados con las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y
U-GBP.

4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FI-
NANCIERO

Como caracteristica principal en el estudio del comportamiento de los
rendimientos de los activos financieros se tiene que en la mayoria de los casos
la distribucién empirica suele situar su valor modal en el cero y presenta poca
o ninguna asimetria. Recurriendo al grafico correspondiente al histograma, se
observa que este presenta un apuntamiento muy pronunciado en cero, con poca

asimetria y con unas colas mas pesadas, véase Figura 4.1.

Los comentarios realizados conduce a plantear la idea de adaptar las
distribuciones beta, bictibica, two-sided power, biparabdélica y la mixtura de estas
con la uniforme al A&mbito financiero. Para ello se recurrira a las expresiones de las
funciones de densidad y de distribucion asociada a cada una de las distribuciones
citadas, definidas todas ellas en el intervalo [a, b], donde a es el valor minimo y b

el valor méximo, ambos aportados por un experto.

Asi pues, en la seccion 4.1.1 se realiza un estudio exhaustivo de la distribucion
bicubica y la distribucion U-GBC dentro del ambito financiero estudiando
utilizando sus principales caracteristicas estocasticas. En la seccion 4.1.2 se
presentara, de forma resumida, las caracteristicas mas destacables de las restantes
distribuciones enmarcandolas en el &mbito financiero para su posterior aplicacion

en el ajuste de los rendimientos de los activos.
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4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FINANCIERO

4.1.1. Las distribuciones GBC y U-GBC en el ambito

financiero

4.1.1.1. La distribuciéon bictabica generalizada en el ambito financiero

Para la adaptacion de las distribuciones en el ambito financiero se partira de
las expresiones de las distribuciones que han sido descritas en el segundo y tercer
capitulo. Para ello recurriendo, en el caso de la distribucion bictubica generalizada,
de la expresion (2.45), y teniendo en cuenta la reparametrizacion a = —s, b = s
y m = 0, se enmarca la distribuciéon en el ambiente financiero.

Asi pues, teniendo en cuenta las anotaciones realizadas, se tiene que la funcién
de densidad de la distribucion bictibica en el ambito financiero viene descrita por

la siguiente expresion:

1 3(n+3)(n+4) (Z—*S)QJF”_ (z+s)3+n

2
_ = s 3
1) = 2s n+06 (872)2"‘” %

S

IN

z <0,

(S’Z)?’Jrn 0<z<s.

—S

(4.6)

En el caso particular de considerar el valor cero para el parametro n en la
expresion (4.6), se describe la expresion correspondiente a la distribucion bicubica,
introducida en la secciéon 2.1.

La funcion de distribucion asociada a la expresion (4.6) viene dada por:

+

i

()" B -3 (2

()" B -

S)n+4C’} —s < 2z<0,

F(z) =
() (E>n+40] 0<z<s,

(4.7)

Wiy ®

|

—_
SIS

S S

dondeA:%tlS—W,B:nL%yC:ﬁ.
Para tener una vision més general del comportamiento de la distribucion
bictiibica en el &mbito financiero se recoge en la Figura 4.2 la representacion grafica
de la funcion de densidad (4.6), para distintos valores de los parametros.
Tal y como se aprecia, la distribucién disminuye su apuntamiento a medida
que aumenta la amplitud del intervalo de definicion de la variable aleatoria
considerada. Ademas, teniendo en cuenta la informacion aportada por la Figura

4.2, se observa que al aumentar el valor del parametro n, la distribucion alcanza
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4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FINANCIERO

en el origen de coordenadas su maxima ordenada, consiguiendo asi describir

distribuciones con un apuntamiento mas elevado

Figura 4.2: Funcién de densidad de la distribucion GBC en el &mbito financiero
con dominio de definicion [-2,2], (A) vy [-5,5], (B).

Con objeto de aportar mayor informaciéon sobre la distribuciéon bicubica,
se presentan a continuaciéon sus principales caracteristicas estocésticas. La
reparametrizacion considerada, sobre los pardmetros iniciales de la distribucion,
permite describir una distribuciéon cuyo valor esperado y coeficiente de asimetria

toman el valor cero.

E[Z] =0, (4.8)
_ 25%(n+12)

var[Z] G r T 6 (4.9)

B =0, (4.10)

6(n +5)(n+ 6)*(n + 18)

e = D i+ )+ 12

(4.11)

Centrando la atencion en el estudio del coeficiente de curtosis se observa que
el apuntamiento asociado a la distribucién tnicamente depende del parametro
n. Este hecho, anadido con que la varianza depende de s y n, hace pensar
en desarrollar un método alternativo de estimaciéon. Para ello, utilizando la

informacion muestral y las expresiones correspondientes a la varianza y coeficiente
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4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FINANCIERO

de curtosis, se describe un sistema de ecuaciones en el que las incognitas a obtener

son los pardmetros a estimar de la distribucion.

4.1.1.2. La distribucion U-GBC en el Aambito financiero

Uno de los principales inconvenientes que implica el uso de la distribucion
normal en el ambito financiero, ademés de presentar un coeficiente de curtosis
inferior al descrito por los datos empiricos, es la presencia de unas colas delgadas,
no consiguiendo asi ajustar aquellos valores que se sittian en los extremos del
intervalo (outliers).

Por ello, partiendo de las conclusiones obtenidas en el tercer capitulo sobre
el estudio de la distribucion U-GBC, se presenta a continuaciéon la adaptacion
de este modelo dentro del ambito financiero para conseguir asi, solventar los
inconvenientes presentados por la distribucién gaussiana.

Asi pues, recurriendo a las transformaciones consideradas en el caso de la
distribuciéon bictbica generalizada, se describe la expresion correspondiente a la
funcion de densidad, (4.12), y la funcién de distribucion, (4.13), asociada a la
distribucion U-GBC.

j_1[oa [(22)™" =2 (=)™ 4 (1-0) -s<z<0, o)
D oAl -2 -0 0<sgs,
- () [0 (B —c (=)™ -0  —s<z<,
1= (52) (B —c (=) ) +1-0] 0<:<s,

(4.13)

donde A = 3(n+3)(n+4) B = 3(n+4) C = 2(n+3)

n+6 ) n+6 T nt6
Utilizando la informacion arrojada por los graficos recogidos en el Figura 4.3, se

observa que el apuntamiento de la distribucién va asociado al valor del parametro
n, ya que a medida que este aumenta la distribuciéon presenta un coeficiente de
curtosis mas elevado.

Si se realiza el estudio comparativo entre los gréaficos obtenidos con la
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4.1. DISTRIBUCIONES EN EL AMBITO FINANCIERO

distribucion GBC y los descritos por la distribucion U-GBC, se observa, como
principal diferencia existente entre ellos, la presencia de unas colas mas pesadas
en el caso de trabajar con la distribucion resultante al realizar la mixtura. De esta
manera, se consigue describir distribuciones que permiten el ajuste de los valores
atipicos con mayor apuntamiento.

Este hecho, nos conduce a considerar a la distribucién U-GBC como un modelo
alternativo en el ajuste de los rendimientos de los activos financieros por presentar
distintas intensidades en su apuntamiento y por asignar una mayor probabilidad

a los valores extremos.

-2<zL2

0=0.9

Figura 4.3: Funcion de densidad de la distribucion U-GBC en el ambito financiero
paran =3 (A),n=6 (B) y n =10 (C).

Analizando las caracteristicas estocasticas asociadas a la distribucion U-GBC
dentro del d&mbito financiero, se observa que la distribucién presenta un valor
esperado nulo, siendo ademés simétrica por tomar el coeficiente de asimetria el

valor cero.
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E[Z] =0, (4.14)
varlZ] _ S’ +17n% + 96n3—|(—n1i05;(7(1ni—g;7n2 + 90n + 108)0)] | (4.15)
B =0, (4.16)

4, _9(n+5)(n+6)*(A - BY) (4.17)

5(n+7)(n+8)(C — D#)?

donde

A =n®+ 32n"* +407n® + 2572n* + 80767 + 10080,
B =n® + 32n* 4+ 407n® + 2572n* + 7956n + 7920,
C =n® + 17n* + 96n + 180,

D =n?® + 17n* + 90n + 108.

A modo de conclusion, senalar que la distribucion U-GBC puede ser
considerado como un modelo probabilistico para su aplicaciéon en el dmbito
financiero por presentar algunas de las caracteristicas que se describen en los

mercados financieros.

4.1.2. Otras distribuciones en el Ambito financiero

Como consecuencia a los resultados obtenidos en el estudio de las distribuciones
beta, two-side power y biparabdlica generalizada, asi como los descritos por la
mixtura de estas distribuciones con la distribuciéon uniforme, se plantea la idea
de enmarcarlas dentro del ambito financiero para asi poder ser utilizadas en la
aplicacion practica que se presentara en la seccion 4.3 del presente capitulo.

Utilizando el procedimiento mostrado en la adaptacion de la distribucion
biciibica generalizada y su mixtura con la distribucién uniforme en el d&mbito
financiero, se presentan a continuacioén las expresiones correspondientes de las

funciones de densidad y de distribucion asociadas a cada una de la distribuciones.
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Distribucion beta

F.densidad (z|]€ ) B T(2+k) (248)k/2(s—z)k/2
PR S) = paat)r(ss) - @R
Distribucién TSP
F.densidad

ﬂ@:n{f?) —s<2<0,

u)”_1 0<z<s.

S

F.distribuciéon .
(Z—*S) —s<2<0,

(ﬁ)n 0<z<s.

s

Distribucion GBP

(=2)”" —2(=8)" —s<z2<0,

s

— A
f(Z)—zs (%)2”_2(883)" 0<2<s,

—3n—1 ’

F.densidad

F.distribuciéon

z4s)2n+1 24 \nt+1
F(z) = AL gt -2 (5™ —5<2<0,

ClA[E) M R 2 ] 0sess

—3n—-1 -

Cuadro 4.1: Expresiones de las funciones asociadas a las distribuciones beta, TSP
y GBP.

Con el objeto de no extendernos en las caracteristicas estocésticas que
presentan las distribuciones en el ambito financiero, se muestra en el Anexo A las
expresiones correspondientes al valor esperado, varianza, coeficiente de asimetria

y de curtosis.

En la Figura 4.4, se recoge el estudio comparativo correspondiente a las
funciones de densidad de cada una de las distribuciones consideradas. Se observa
que la distribucién two-sided power dentro del ambito financiero se caracteriza
por que presentar mejores resultados con respecto a su apuntamiento, cuando el
dominio de definicion de la variable es el intervalo [—2,2] y para valores de n

elevados.
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-5<z<5

Figura 4.4: Funcion de densidad de las distribuciones beta (A), two-sided power
(B) y GBP (C) en el ambito financiero.

Sin embargo, centrando la atenciéon en el estudio de las colas, se comprueba que
la distribuciéon beta consigue asignar mayor probabilidad a los sucesos situados

en los extremos del intervalo de definicién. En el caso particular de la distribucion
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GBP se observa que asigna una probabilidad a los sucesos extremos y presenta
un coeficiente de curtosis con valores comprendidos entre los aportados por las
distribuciones beta y TSP.

Asi pues, teniendo en cuenta el comportamiento y las caracteristicas
presentadas por la distribucion empirica, se seleccionara aquella distribucion
que tenga una mayor relaciéon con los datos muestrales, para poder asi realizar
los ajustes tan deseados y entender por qué ocurren ciertos fenémenos en los

mercados financieros.

Recurriendo al uso de las distribuciones mixturas se presentan en el Cuadro 4.2
las expresiones de sus funciones mas caracteristicas. En las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7
se recogen los graficos asociados a las funciones de densidad de las distribuciones
financieras U-BETA, U-TSP y U-GBP.

,,,,,,,,,,,,,,,, 6=025 ______@¢=050 =075 ___ H=09

Figura 4.5: Funciéon de densidad de la distribucion U-BETA en el ambito
financiero paran =3 (A), n =6 (B) y n =10 (C).
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=09

Figura 4.6: Funcion de densidad de la distribucion U-TSP en el ambito financiero
paran =3 (A),n=6 (B) y n =10 (C).

-2<z<L2

6=09

Figura 4.7: Funcion de densidad de la distribuciéon U-GBP en el &mbito financiero
paran =3 (A),n=6 (B). yn =10 (C)
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Distribucion U-BETA

F.densidad
_ I'(2+k) (z+8)*/2(s—2)k/?
Distribucion U-TSP
F.densidad

S

on (ﬁ)”_1+(1—9) 0<z<s.

S

1 {Qn (ZJFS)n*l +(1-60) —s<2z2<0,

F.distribuciéon

sl v -0 —s<z<o,
F(Z) = n—1
1-52[0(53)" +(1-0)] 0<:<s
Distribucion U-GBP
F.densidad )
oA 2z va-g —s<e<o
f(2) = 5;

HA (S’Z)Qn—Q(ﬁ)n +(1-10) 0<2<s,

—3n—-1 -

F.distribucion

n 2(2n+1
donde A = -ty p = 200t

Cuadro 4.2: Expresiones de las funciones de densidad y de distribucion de las
distribuciones U-BETA, U-TSP y U-GBP.

Partiendo de los valores considerados, en la representacion grafica de las

funciones de densidad de cada una de las distribuciones presentadas, se tiene

que la distribucion U-TSP con n = 10 y € = 0.9 presenta un apuntamiento mas

pronunciado que las demas distribuciones. La principal diferencia existente entre

ellas es la presencia de un coeficiente de curtosis menor o mayor en funcién del

valor de los parametros considerados.

Con respecto al estudio de las colas pesadas se tiene que la presencia del para-

metro 6 juega el mismo papel en todas las distribuciones consideradas, es decir,
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4.2. TRATAMIENTO DE LA CURTOSIS

las distribuciones U-BETA, U-TSP y U-GBP asignan la misma probabilidad a
los sucesos situados en los extremos del intervalo independientemente del valor

considerado para dicho parametro.

4.2. TRATAMIENTO DE LA CURTOSIS

Teniendo en cuenta las caracteristicas de apuntamiento y simetria presentadas
por los rendimientos en los mercados financieros, se muestra, a continuacion,
el estudio comparativo de los coeficientes de curtosis de las distribuciones
empleadas habitualmente en el ambito financiero para el ajuste de los activos
y las presentadas a lo largo de esta memoria.

Para ello se ha considerado el caso particular en el que las distribuciones son
simétricas. Luego, partiendo de los coeficientes de curtosis de las distribuciones
estandarizadas en [0, 1] y asignando a M el valor 0.5, se describen las expresiones

correspondientes a dicha caracteristica estocastica.

/82no7'7nal :37 (418)
ﬁ2Laplace :67 (419)
3(n+2)
S S A 4.20
/62beta n+4 ) ( )
6(n +5)(n +6)*(n + 18)
Pasape = (4.21)

(n + 12)%(n? + 15n + 56)’

6(n+1)(n+2)

Basrsp = CEDCETR (4.22)

10206(2n2 + 9n + 9)AB

) 4.23
Pascar (45n% + 186n° + 23702 + 96n + 12)2 -

A =(n+0.1496)(n* + 0.1126n + 0.4467)(n* + 0.2787n + 0.0347),
B =(n?+2.9711n + 7.0754) (n* 4 7.869n + 17.2061)
C =2n* + 23n* + 85n + 100.
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En la Figura 4.8, se observa que el rango de curtosis que aportan, como
méximo, las distribuciones consideradas, es de 6. Aun asi, teniendo en cuenta
los resultados mostrados por el grafico cabe destacar los conseguidos con la
distribucion bictiibica, ya que este coeficiente de curtosis solamente se ve superado

por el de la distribuciéon de Laplace simétrica.

6 [
—
5
4
3
2
1
20 40 60 80 100

Figura 4.8: Coeficiente de curtosis de la distribucion beta (azul), distribucion
normal (gris), distribucion GBP (verde), distribucion TSP (roja), distribucion
GBC (negra) y distribucion de Laplace (naranja).

Luego, considerando las caracteristicas que encierran los rendimientos de
los activos financieros, se considerara aquella distribucién que presente un

comportamiento similar al adoptado por los datos muestrales.

Una vez presentados los coeficientes asociados a cada una de las distribuciones,
se muestra, a continuacion las expresiones asociadas a los coeficientes de curtosis

de las distribuciones simétricas U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP.

(n+1)*(n+2)?(-0.1875+ A - 2B+ C + D)

_ , 4.24
1—-406
A=—ro
5 )
BZQ5+0mwu—n)

Y

n+ 2
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6+ (n—1)(4+n—0.250(n+1))
2(n+1)(n+2) ’
045+ 0.5n)I'(n + 1)

0.5+ 0.5n)0(5+n)’

O:

1.8[ABC — DEFY]
BQU—SGBC = 5 5 2 (4'25>
n+T7)(n+8)[(n+5)*(n+6)2—(n+5)GH|
=(n +4.9651)(n + 5.0386)(n + 5.9412),
=(n+6.0557)(n + 7)(n + 8),
:(n2 +9.9963n + 24.9828)(712 + 12.0031n + 36.0216),

A
B
C
D =(n + 1.7385)(n + 5.0020)(n + 5.9999)(n + 6.0001),
E
F
G

=(n? + 9.9980n 4 24.9902)(n? + 10.5567n + 44.8926),
=n® + 19.7048n + 101.48,
=(n + 1.6810)(n* + 15.3191n + 64.2495),

9A(n + 1)[AB — (n — 1)(n + 6)(n® + 5n + 16)0]

Prsror = SBIA — (n+ 4)(n — D)o 7 (426)

A=(n+1)(n+2),
B =(n+3)(n+4),

Boy oot :9(n +3)2n+3)[A+BI(C+D+FE ;r F)] 7 (4.27)
5(n+4)(n+5)(2n+5) [G+ HO)

A=n+2"n+3)(n+4)(n+5)2n+3)(2n+5)(3n +1)*,
B =4n*(n +2)*(3n + 1),

C =—11.25(n+ 1)(n +3)*(2n + 1)(2n + 3),

D =7.5(2n + 1)(6n* + 51n* + 168n* 4 257n + 158,

E =15(2n + 1)(2n* + 17n° + 66n° + 131n + 104),

F =(n+2)(12n* + 56n° + 149n* — 104n — 713),

G =(n+2)*(n+3)(2n + 3)(3n + 1)?,

H =2n(n +2)(3n + 1)(—3n? — 20.5n — 24.5).
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En los graficos recogidos en la Figura 4.9 sobre los coeficientes de curtosis de
las distribuciones mixtura, se observa que a medida que el pardmetro 6 toma
valores mas elevados, el recorrido del coeficiente aumenta considerablemente en
los casos de las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP. Ademés, es de senalar
que, en el caso particular de trabajar con 6 = 0.99, se obtiene que el coeficiente

alcanza valores proximos a 160.

A

2.4

2.3

2.2

2.1

I/ 20 a0 60 80 100

2b 40 60 éO 160 20 40 €0 80 100

Figura 4.9: Coeficiente de curtosis de la distribucion U-BETA (azul), distribucion
U-GBC (negra), distribucion U-TSP (roja) y distribucion U-GBP (verde) para
0 =0.25(A), 0 =05 (B),0 =075 (C)y 6 =099 (D).

Esta caracteristica es de gran interés, ya que es habitual encontrar en los
mercados financieros rendimientos con un apuntamiento muy pronunciado, siendo
en ocasiones superior a 200 como sucede en algunos de los valores considerados en
la realizacion de la aplicacion practica. Es por ello, que en la aplicacion practica
se consideraran las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP, como las

principales candidatas para la realizacion de los ajustes.
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4.3. APLICACION PRACTICA

4.3.1. Estimacion de las distribuciones

Los indices bursatiles cobran cada vez mas importancia en los mercados
financieros por su eficacia para valorar la evolucion del mercado. Son considerados
como un sistema de medicién estadistico sobre los precios de las acciones que
reflejan la evolucion del conjunto de acciones mas representativo de cada mercado,
Miralles y Miralles [77].

A lo largo de la historia se han desarrollado numerosos indices bursétiles. El
indice Dow Jones Industrial Average fue creado en 1884 y es considerado como
uno de los indices mas antiguos. Fue elaborado por la empresa Dow Jones y esté
formado por los treinta valores méas importantes del mercado financiero, siendo
uno de los indices bursétiles mas empleados en la bolsa de New York. Hay que
destacar que tanto Microsoft como Intel no pertenecen a este indice ya que forman
parte del indice Nasdaq 100, indice de referencia en el sector tecnoldgico y que
integra a las 100 mayores empresas de software, hardware y telecomunicaciones
de Estados Unidos.

Entre los indices creados mas recientemente se encuentra DJ Eurostoxx 50,
establecido el 26 de febrero de 1998. Es un indice de referencia de la bolsa de
la Eurozona y, a diferencia del indice Dow Jones, es un indice ponderado por
capitalizacion bursatil, no teniendo el mismo peso las 50 empresas que lo forman.

Ademas de los indices comentados, se pueden encontrar el indice CAC 40,
siendo este uno de los indices mas importantes de la bolsa francesa y formado
por los cuarenta valores con mayor capitalizacién y volumen del mercado francés.

Dentro del mercado espanol destaca la presencia del indice IBEX 35, formado
por las 35 empresas con mas liquidez que cotizan en la Bolsa Espanola. Es un
indice ponderado por capitalizacién bursatil, no teniendo todas las empresas que
lo forman, el mismo peso, al igual que sucede con el DJ Eurostoxx 50.

Utilizando como referencia el indice DJ Eurostoxx 50, se realizara una
aplicacion practica sobre los valores que lo componen. Teniendo en cuenta las
particularidades que encierran los mercados financieros se realiza un estudio de

las caracteristicas estocasticas mas destacables del DJ Eurostoxx 50, asi como el
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ajuste con cada una de las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP.

4.500
4.000
3.500
3,000
2.500

2,000

2005 Oct 2006 Abr Jul Oct 2007 Abr Jul Oct 2008 Abr Jul Oct 2009

Figura 4.10: Evolucion DJ Eurostoxx 50 desde mayo 2005 hasta marzo 2009.

Con el objeto de solventar el problema existente en el ajuste de rendimientos
que presentan curtosis elevadas y mostrar los resultados que se pueden conseguir
con las distribuciones mixturas, se seleccionard de entre las 50 empresas que
intervienen en el indice DJ Eurostoxx 50 aquellas que muestren un apuntamiento
significativo.

La muestra considerada en la realizacion de la aplicacion practica esta
constituida por los valores diarios de las 50 empresas. El periodo de recoleccion
de los datos muestrales abarca desde mayo del 2005 a marzo del 2009. Durante
el periodo considerado se ha teniendo en cuenta la eliminaciéon de los fines de
semana y festivos, consiguiendo asi describir muestras de tamano 1000*.

La variable de estudio, tal y como indica Fama [27], es

R, =In (ﬁ) (4.28)

DPi—1

donde p; es el valor en el periodo ¢, con t = 1,2,... y In indica el logaritmo

!Para los valores AH.AS y UNA.AS la muestra est4 formada por un nimero menor de datos
y los valores EOA.DE y TEF.MC no se han incluido por la escasez de informacion. En el caso
del valor FORA.AS el periodo de estudio va comprendido desde marzo del 2005 hasta enero del
2009.
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neperiano. Por tanto, a partir de los valores obtenidos de los indices, se realiza
el logaritmo neperiano del cociente del valor en un periodo ¢ entre el valor del
periodo anterior, t — 1.

En las Figuras 4.11 y 4.12 se presentan los graficos correspondientes a la
evoluciéon de los valores BAS y FORA en el periodo seleccionado. En ellos
se observa que, a mediados del ano 2008, los valores considerados presentan
un decrecimiento pronunciado, describiendo asi rendimientos elevados (en valor

absoluto) en el periodo comentado.

X

115 |
95 |
75
55
35

15

t

A may-05 oct-05 mar-06 ago-06 ene-07 jun-07 nov-07 abr-08 sep-08  feb-09

L e T S St I SR

L i e e I O S

075 i i i i i i i i Hr;
B may-05 oct-05 mar-06 ago-06 ene-07 jun-07 nov-07 abr-08 sep-08  feb-09

Figura 4.11: Evolucién del valor BAS (A) y su diferencia logaritmica (B) desde
mayo del 2005 hasta marzo del 2009.

Comparando las Figuras 4.11 y 4.12 con la evolucién del DJ Eurostoxx 50,

Figura 4.10, se tiene que el indice present6é una variaciéon notable en dicho periodo
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disminuyendo considerablemente. Esta época coincide con

de los mercados financieros.

X
407------ -

ene-06  jun-06

nov-06

abr-07

feb-08

jul-08

dic-08

el inicio de la recesion

t

Figura 4.12: Evolucién del valor FORA (A) y su diferencia logaritmica (B) desde

marzo del 2005 hasta enero del 2009.

Tal y como es conocido, el histograma asociado a los rendimientos financieros

ademéas de presentar un apuntamiento muy pronunciado en su punto modal es

habitual que presente poca o ninguna asimetria. Es por ello, que se presentaré

el estudio de simetria de cada uno de los valores extraidos del indice bursatil DJ

Eurostoxx 50 haciendo uso del test de Wilcoxon.

Para realizar el estudio de los valores pertenecientes al indice DJ Eurostoxx

50 se muestra a continuacion algunas de sus principales caracteristicas como por

ejemplo, el tamano muestral seleccionado, su media, varianza, coeficientes de
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asimetria y curtosis.

Valor N Media Varianza Asimetria Curtosis
AABA.AS || 1000  0.0007 0.0001 0.8350 12.8770
ACA.PA 1000 -0.0011 0.0008 0.4651 11.3974
AGN.AS 1000  -0.0014 0.0013 0.3197 19.7918
AH.AS 392 -0.0002 0.0005 0.2351 5.3378
ALPA 1000 -0.0001 0.0013 0.8118 302.1415
AIB.IR 1000  -0.0037 0.0029 -4.7290 82.7145
ALV.DE 1000  -0.0006 0.0007 0.9950 17.1758
BAS.DE 1000  -0.0008 0.0009 -12.4547 293.4912
BAY.DE 1000 0.0004 0.0004 -0.1907 8.1532
BBVA.MC || 1000  -0.0008 0.0004 -0.0705 11.2882
BN.PA 1000 —2-107° 0.0003 -0.0068 7.4199
BNP.PA 1000  -0.0007 0.0007 0.3666 14.5867
CA.PA 1000  -0.0004 0.0003 -0.4367 8.8683
ALU.PA 1000  -0.0021 0.0008 -0.4987 9.7726
CS.PA 1000  -0.0010 0.0045 0.1298 316.7535
DAIDE 1000 -0.0004 0.0006 0.4374 13.0047
DBK.DE 1000 -0.0010 0.0009 0.3906 15.5404
DTE.DE 1000  -0.0005 0.0003 0.1885 16.2518
ELE.MC 1000  0.0002 0.0003 0.3511 11.5290
ENEL.MI || 1000 -0.0007 0.0003 0.1367 21.1147
ENL.MI 1000  -0.0004 0.0004 0.9485 18.8679
FORA.AS || 1000  -0.0027 0.0029 -15.9017 390.9969
FP.PA 1000 -0.0001 0.0004 0.4621 11.7210
FTE.PA 1000 -0.0003 0.0003 0.1127 9.0021
G.MI 1000  -0.0008 0.0002 -0.2276 7.3974

Continia en la pdgina siguiente
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Continuacion
Valor N Media Varianza Asimetria Curtosis
GLE.PA 1000  -0.0013 0.0008 -0.3049 10.2268
IBE.MC 1000 —5-107° 0.0005 0.5307 15.4509
INGA.AS || 1000  -0.0020 0.0013 -0.1178 21.8387
ISP.MI 1000  -0.0008 0.0006 -0.4707 17.3023
LG.PA 1000  -0.0007 0.0006 -0.3057 9.1848
MC.PA 1000  -0.0002 0.0004 0.2081 11.5826
MUV2.DE | 1000 1-107° 0.0003 0.4780 12.7557
NOA3.DE || 1000  -0.0004 0.0006 1.9578 34.2367
OR.PA 1000  -0.0001 0.0003 0.3656 10.8900
PHIA.AS 1000  -0.0005 0.0004 0.0723 8.29238
REP.MC 1000 -0.0005 0.0004 -0.8359 12.5430
RNO.PA 1000  -0.0017 0.0008 -0.4287 9.3907
RWE.DE 1000  6-107° 0.0003 0.2700 15.6040
SAN.MC 1000  -0.0007 0.0005 0.0326 12.3646
SAN.PA 1000  -0.0005 0.0003 0.2533 11.5897
SAP.DE 1000 -0.0001 0.0003 -0.4698 18.2892
SGO.PA 1000  -0.0008 0.0007 0.0783 12.1309
SIE.DE 1000  -0.0003 0.0006 -0.1245 19.0269
SZE.PA 1000  -0.0003 0.0010 -5.8425 112.9735
TIT.MI 1000 -0.0012 0.0004 0.2125 9.9263
UCG.MI 1000 -0.0017 0.0007 -0.2537 11.4591
UNA.AS 720 -0.0003 0.0003 -0.1524 6.3884
VIV.PA 1000  -0.0002 0.0003 0.3173 10.8092

Cuadro 4.3: Resumen estadistico de los valores del indice burséatil DJ Eurostoxx

50 donde [ = % y Ba= % son el coeficiente de asimetria y curtosis
2

respectivamente.

Segiin el resumen estadistico muestral presentado, se tiene que algunos indices,

tales como AI.PA, BAS.DE y FORA.AS, alcanzan un apuntamiento pronunciado.
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Es destacable el hecho de que no hay valores que presenten curtosis inferiores a
3. Ademas, el 14 % de los valores tienen un coeficiente comprendido entre 3 y 9 y
el resto de valores presentan un coeficiente de curtosis superior a 9.

En el estudio de la propiedad de asimetria que verifican los rendimientos se
recurre al test de Wilcoxon, permitiendo asi saber si la distribuciéon empirica
presenta algin tipo de asimetria. Si el estadistico de contraste toma valores
comprendidos entre -1.96 y 1.96 entonces se mantiene la hipotesis de simetria.
Ademés, si el estadistico toma un valor superior a 1.96, la distribucién presentaré

asimetria negativa y, si este es menor a -1.96, entonces la asimetria sera positiva.

Valor Estadistico p-valor || Valor Estadistico p-valor
AABA.AS 2.068 0.039 G.MI 1.625 0.104
ACA.PA -1.621 0.105 GLE.PA 1.371 0.170
AGN.AS -1.521 0.128 IBE.MC -0.098 0.922
AH.AS 0.665 0.506 INGA.AS 1.701 0.089
ALPA 0.002 0.998 ISP.MI 0.725 0.468
AIB.IR -2.360 0.018 LG.PA 0.694 0.488
ALV.DE -1.384 0.167 MC.PA 0.649 0.516
ALU.PA -2.242 0.025 MUV2.DE 0.618 0.537
BAS.DE 0.130 0.897 NOA3.DE 0.875 0.382
BAY.DE 1.288 0.198 OR.PA -0.086 0.931
BBVA.MC -1.356 0.175 PHIA.AS 1.181 0.238
BN.PA 0.090 0.928 REP.MC 0.012 0.990
BNP.PA -1.126 0.260 RNO.PA 1.712 0.087
CA.PA -0.480 0.631 RWE.DE -0.619 0.536
CS.PA -1.815 0.070 SAN.MC 0.745 0.456
DAILDE -0.591 0.554 SAN.PA 1.038 0.299
DBK.DE -1.594 0.111 SAP.DE 0.108 0.914
DTE.DE -1.187 0.235 SGO.PA 1.326 0.185

Continida en la pdgina siguiente
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Continuacion
Valor Estadistico p-valor || Valor Estadistico p-valor
ELE.MC 0.396 0.692 SIE.DE 0.214 0.831
ENEL.MI -1.121 0.262 SZE.PA -0.473 0.636
ENLMI 0.259 0.795 TIT.MI 2.418 0.016
FORA.AS 0.878 0.380 UCG.MI 2.068 0.039
FP.PA 0.316 0.752 UNA.AS 0.478 0.633
FTE.PA 0.320 0.749 VIV.PA 0.555 0.579

Cuadro 4.4: Test de Wilcoxon para el estudio de la asimetria.

Ademas del valor del estadistico de contraste asociado al test de Wilcoxon se
ha presentado el p-valor del contraste realizado. Asi pues, se puede concluir que
la distribucién es simétrica si su correspondiente p-valor toma valores superiores
a 0.05, ya que en estos casos no se rechaza la hipotesis de simetria y, en caso
contrario, se afirmara a un nivel de significacion del 5 %, que existe algin tipo de
asimetria.

De los 48 valores estudiados, se tiene que el 90% de estos no rechazan la
hipotesis de simetria a un nivel de significacion del 5%, el 4 % de ellos presenta

asimetria positiva, y en el 6 % de los casos la asimetria es negativa.

C.Curtosis \ C. Asimetria | A.Negativa Simétrica A.Positiva
k<3 0% 0% 0%
3<k<9 0% 100 % 0%
9<k<15 14 % 82% 4%
k> 15 0% 95 % 5%

Cuadro 4.5: Resumen de los coeficientes de asimetria y de curtosis de los
rendimientos.

Realizando el estudio comparativo de los coeficientes de asimetria y curtosis
de los valores pertenecientes al indice DJ Eurostoxx 50 se tiene que el 100 % de
los valores, cuyos coeficientes de curtosis varfan entre 3 y 9, no presentan ningin

tipo de asimetria. Para el caso en el que el coeficiente toma valores entre 9 y 15 el
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14 % de los activos describen una asimetria negativa, el 4 % positiva y el resto son
simétricos. Sin embargo, considerando el caso en el que el coeficiente de curtosis
de los datos es superior a 15 entonces el porcentaje de valores simétricos aumenta
con respecto al caso anterior siendo el 95 % de estos simétricos y solamente un

5% presenta asimetria positiva.

Luego, teniendo en cuenta estos resultados se puede afirmar que, en la mayoria
de los casos, la distribucion empirica suele adoptar una forma simétrica y con un

valor modal muy pronunciado.

Es por ello, que se realiza el ajuste de aquellos valores que presentan un
coeficiente elevado utilizando las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-
GBP .

A la hora de realizar los ajustes de cada una de las distribuciones con los
valores seleccionados, se han propuesto dos situaciones ditintas en las cuales se
consideran diferentes intervalos de definiciéon para la variable en estudio. En un
primer caso se ha tomado como dominio de definicién de la variable el intervalo
[0,1] y posteriormente se ha realizado el mismo proceso pero tomando como

referencia el intervalo [—s, s].

Como es conocido, en la primera situacion los parametros a estimar son M, n y
f. Sin embargo si se considera la segunda opciéon en lugar de estimar el parametro
M se recurre a la estimacion del parametro s que, ademéas de formar parte en
las expresiones correspondientes a las funciones caracteristicas de cada una de las
distribuciones, es el encargado de asignar menor o mayor amplitud al rango de

definicién de la variable.

El método empleado en la realizacion de los ajuste es uno de los maés
empleados dentro de dicho campo, el cudl consiste en minimizar el cuadrado
de la diferencia existente entre la funciéon de distribucién empirica y la funcién de
distribucion asociada a cada una de las distribuciones, consiguiendo asi obtener

las estimaciones de los parametros que describen cada una de las distribuciones.

Para tener una vision inicial de los ajustes realizados, se presenta el grafico QQ
Plot o gréafico cuantil-cuantil. En él se representan los cuantiles de la distribucion
tedrica supuesta frente a los cuantiles de la distribucién empirica. En un buen

ajuste, la gran mayoria de estos puntos deberian situarse sobre la recta y=x.
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Figura 4.13: Grafico QQ Plot del valor BAS (A) y FORA (B) con las

distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP .
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La principal ventaja que presenta el uso del grafico QQ Plot es la posibilidad
de estudiar visualmente algunas de las caracteristicas de los ajustes realizados,

como por ejemplo:
= la presencia en la distribucion de asimetria hacia la izquierda o derecha,
= 0 también el estudio de colas pesadas respecto de la distribucion elegida.

De la Figura 4.13 se puede concluir, con los valores seleccionados, que la
distribucion U-BETA dentro del ambito financiero parece presentar los peores
resultados, ya que el grafico formado por los valores de la funcion de distribucion
empirica y la funcion de distribucion estimada (lineas azules) se encuentran mas
alejados de la recta y = .

Centrando la atencion en las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP se tiene
que sus ajustes son mejores en el caso de considerar el valor FORA por presentar
valores més cercanos a la bisectriz del primer cuadrante. El hecho de que el grafico
se despegue de la recta y = x en 0.5, hace pensar que los ajustes realizados
alcanzan un mayor apuntamiento que los presentados por los datos empiricos.

Teniendo en cuenta la informaciéon aportada por los graficos QQ Plot se
presenta, a continuacion, un estudio més exhaustivo de la bondad de los ajustes
realizados. Para ello se recurre al uso del test de Kolmogorov-Smirnov, siendo
este uno de los test més utilizado para este proposito. El estadistico de contraste,

Dgs (FO, Fm>, representa la maxima diferencia en valor absoluto existente entre

la funcién de distribuciéon empirica acumulada, F\m, y la funcién de distribucion
tedrica, Fp, obtenida a partir de la distribucion de probabilidad, y su expresion
viene dada por:

Drs (FO, ﬁm> — mix ‘FO - ﬁm’ . (4.29)

Cuanto menor es la discrepancia existente entre ambas funciones de distribu-
ciones entonces el estadistico serd mas pequeno y como consecuencia los ajustes
realizados seran méas adecuados.

En el caso particular de considera muestras con tamanos elevados se tiene

que la expresion (4.30) da una aproximacion excelente del p-valor asociado al
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contraste, D’Agostino y Stephens, [20].

3
p 2 Z(—l)k+16_2k2t2, (4.30)

K=1

donde t = \/mDgg (FO, ﬁm> > 1y m es el tamano muestral.
A continuacion, se muestran los resultados obtenidos utilizando el contraste de

Kolmogorov-Smirnov sobre los ajustes realizados con las distribuciones U-BETA,
U-GBC, U-TSP y U-GBP al considerar los intervalos [0, 1] y [—s, s].

Valor U-BETA U-GBC U-TSP U-GBP
AGN.AS 0.136 0.204 0.202 0.302
ALPA 0.644 0.658 0.655 0.910
AIB.IR 0.036 0.000 0.000 0.000
ALV.DE 0.071 0.007 0.006 0.004
BAS.DE 0.391 0.000 0.000 0.000
BNP.PA 0.441 0.787 0.768 0.929
DBK.DE 0.217 0.106 0.105 0.152
DTE.DE 0.163 0.161 0.130 0.197
ENEL.MI 0.003 0.000 0.000 0.000
ENIL.MI 0.120 0.018 0.016 0.013
FORA.AS 0.041 0.000 0.000 0.000
IBE.MC 0.065 0.028 0.027 0.070
INGA.AS 0.150 0.754 0.750 0.572
ISP.MI 0.026 0.009 0.008 0.014
NOA3.DE 0.000 0.000 0.000 0.000
SAN.MC 0.111 0.086 0.086 0.096
SAP.DE 0.519 0.176 0.181 0.241
SIE.DE 0.418 0.486 0.481 0.680

Continiia en la pdagina siguiente
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Continuacion
Valor U-BETA U-GBC U-TSP U-GBP
SZE.PA 0.080 0.000 0.000 0.000

Cuadro 4.6: p-valor del test de Kolmogorov-Smirnov de los ajustes realizados en

[0,1] utilizando los valores diarios.

Valor U-BETA U-GBC U-TSP U-GBP
AGN.AS 0.032 0.198 0.198 0.198
ALPA 0.680 0.658 0.679 0.961
AIB.IR 0.007 0.226 0.226 0.122
ALV.DE 0.066 0.320 0.315 0.466
BAS.DE 0.091 0.160 0.160 0.115
BNP.PA 0.255 0.572 0.514 0.665
DBK.DE 0.152 0.445 0.432 0.526
DTE.DE 0.070 0.327 0.317 0.389
ENEL.MI 0.020 0.020 0.020 0.020
ENIL.MI 0.137 0.226 0.226 0.226
FORA.AS 0.017 0.257 0.257 0.200
IBE.MC 0.052 0.129 0.129 0.129
INGA.AS 0.006 0.614 0.541 0.446
I[SP.MI 0.002 0.002 0.002 0.002
NOA3.DE 0.000 0.000 0.000 0.000
SAN.MC 0.095 0.095 0.095 0.095
SAP.DE 0.409 0.718 0.718 0.718
SIE.DE 0.222 0.935 0.935 0.970
SZE.PA 0.005 0.005 0.005 0.005

Cuadro 4.7: p-valor del test de Kolmogorov-Smirnov de los ajustes realizados en

-s,s| utilizando los valores diarios.

Teniendo en cuenta los p-valores asociados al test de Kolmogorov-Smirnov

en [0,1], se observa que la distribucion que se comporta de una forma maés
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satisfactoria en el estudio de los ajustes de los rendimientos financieros es la
distribucion obtenida de realizar la mixtura entre la distribucién beta y la
distribucion uniforme, ya que en un 74 % de los casos considerados presenta unos
buenos ajustes. Sin embargo, centrando la atencion en las demés distribuciones
se tiene que solamente son eficaces para la mitad de los datos tomados en el caso
de la distribucion U-GBC y U-GBP vy si se trabaja con la distribucion U-TSP
este porcentaje disminuye hasta un 47 %.

En el caso de trabajar dentro del ambito financiero con la variable definida en
[—s, s] los resultados obtenidos con el test de Kolmogorov-Smirnov son bastantes
significativos ya que se muestra un cambio importante en el comportamiento de
las distribuciones. Luego, teniendo presente el rango donde flucttia la variable, la
distribucién U-BETA muestra unos resultados menos llamativos que en el caso
de los ajustes en [0, 1], ya que el porcentaje de valores ajustados ha disminuido
hasta el 58 %.

Por otro lado, son destacables los resultados conseguidos con las distribuciones
U-GBC, U-TSP y U-GBP, ya que sus porcentajes han llegado a aumentar hasta
en un 32 %, como es el caso de la distribucién U-TSP.

Es destacable el hecho de que mientras que estas tres distribuciones no
presentaban resultados satisfactorios en el ajuste de valores en [0, 1], al considerar
el intervalo [—s, s|, sus conclusiones varian de forma positiva, como sucede en el
caso de los indices AIB.IR, ALV.DE, BAS.DE, ENL.MI y FORA.AS.

A proposito de los comentarios realizados, se presenta a continuacién el estudio
de los valores BAS.DE y FORA.AS, ya que estos son algunos de los valores
que presentan los coeficientes de curtosis méas elevados. En una primera fase se
presenta las graficas correspondientes al kernel de la funcién de densidad empirica
de los valores, Figura 4.14 y su ajuste con la distribucion U-GBC, Figura 4.15.

Como caracteristica especial, se presenta por ultimo el ajuste del valor AI.PA
con la distribucion U-GBP, ya que es el tnico indice que es ajustado por las
cuatro distribuciones tanto en el intervalo [0, 1] como en el intervalo del ambito
financiero, [—s, s] y presenta un coeficiente de curtosis superior a 300.

El histograma asociado a los datos en estudio ha sido y es una herramienta
habitualmente utilizada para describir de una forma grafica el comportamiento

de estos. El principal inconveniente que presenta la utilizaciéon del histograma
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es que puede adoptar distintas formas dependiendo de la amplitud seleccionada.
Varios autores han propuesto distintas expresiones que sirvan de guia a la hora
de considerar la amplitud necesaria que describa de una forma més exhaustiva el

comportamiento de los datos empiricos.

Es por ello, que durante varios anos se han presentado distintos métodos
de analisis de datos no paramétricos. Tomando como referencia el trabajo
desarrollado por Izenman, [51], se presenta el kernel de la funcion de densidad
empirica como una herramienta alternativa para el estudio del comportamiento

de los datos muestrales.

El estimador kernel de la funciéon de densidad f se define como

—~ n r— X,
fu(z) = (nhH)~! ; K ( ; j) con ¥ € R? (4.31)
donde K(z) = kys (1 — |2|")° Ifjoj<1y ¥ Krs = m conr>0ys>02%

Asi pues, utilizando la expresion correspondiente al kernel de la funcién de
densidad se describen los graficos correspondientes a los datos asociados a los
valores BAS.DE y FORA.AS, Figura 4.14.

Representando conjuntamente el kernel de la funcién de densidad empirica
y la funcion de densidad estimada de la distribucion U-GBC, se observa en
la Figura 4.15 que las estimaciones conseguidas, haciendo uso del método de

minimos cuadrados, ajustan de una forma adecuada a los datos empiricos.

La diferencia existente entre ambos gréaficos solamente se hace notable cuando
los rendimientos toman valores cercanos a cero, ya que la funciéon de densidad
estimada alcanza un mayor apuntamiento que la kernel de la funciéon de densidad

empirica.

2El profesor van Dorp ha disefiado una hoja en el software Excel para la representacion del
polinomio kernel, que se ha adaptado a la aplicaciéon concreta que se presenta, poniéndose a
disposicion del lector que lo solicite.
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Figura 4.14: Kernel de la funcion de densidad empirica de los valores BAS (A) y
FORA (B).
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Figura 4.15: Ajuste de los valores BAS (A) y FORA (B) con la distribucion
U-GBC. Kernel de la funcion de densidad (azul) y funciéon de densidad ajustada
de la distribucion U-GBC (roja).

Atn asi, es destacable el hecho de que los ajustes realizados consiguen solventar
el problema existente en la presencia de colas pesadas o valores extremos.

Ademas de los valores considerados, se muestra a continuacién el ajuste
obtenido con la distribucion U-GBP del valor AI.PA.
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Figura 4.16: Representacion grafica del kernel de la funcion de densidad empirica
(azul) y la funcién de densidad distribucion U-GBP (roja) del valor ALPA (A).
Grafico QQ Plot del ajuste realizado (B).

La caracteristica que ha motivado el uso de este ejemplo, es que se trata de uno
de los indices que es ajustado por las cuatro distribuciones obtenidas mediante
el proceso de mixtura que se han planteado a lo largo del capitulo, cuando el
intervalo de definicion de la variable es [0,1] o [—s,s|. Se puede comprobar,
utilizando la informacién muestral, que es uno de los valores que presenta un
coeficiente de curtosis elevado, lo que lo hace atin mas interesante.

La idea fundamental de seleccionar la distribuciéon U-GBP para la realizacion
del ajuste, se basa principalmente en la presencia del p-valor mayor cuando se
ha realizado el estudio de la bondad del ajuste mediante el test de Kolmogorov-
Smirnov.

Por ultimo, se presenta la estimacion de los pardametros obtenidos en el ajuste
de los valores A.LPA, BAS.DE y FORA.AS pertenecientes al indice bursatil DJ
Eurostoxx 50 utilizando cada una de las distribuciones con las que se ha trabajado
a lo largo del capitulo todas ellas definidas en [—s, s].

Para realizar las estimaciones de cada uno de los valores, siempre se ha
considerado como punto de partida los valores minimos (a) y méximos (b) de cada
uno de ellos. En el caso del valor AI.LPA se tiene que a = —0.6877 y b = 0.7131,
para BAS.DE, a = —0.6877 y b = 0.7131 y en el caso del valor FORA.AS estos son
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a = —0.6877y b= 0.7131. Asi pues, haciendo uso de la informacién aportada por
los valores se tiene que las estimaciones obtenidas para cada uno de los ejemplos
seleccionados con las distribuciones U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP son:

Valor
ALPA BAS.DE | FORA.AS
U-BETA | 5=1.0511 | §=0.6970 | 5= 1.3531
k =3315.70 | k = 3502.13 | %k = 8203.55
0=09794 | H=0.6504 | 8=0.9779
U-GBC | 5=0.7144 | $=0.6977 | 5= 1.3531
7l =60.7269 | 7 = 59.0161 | 7 = 112.6638
h=1 h=1 = 0.95
U-TSP 5=0.7369 | §=0.6970 | 5=1.3531
7 = 63.8248 | 71 = 60.2889 | 7 = 113.7222
h=1 h=1 0 =0.95
U-GBP || 5=0.7525 | 5=10.6970 | 5= 1.3531
i = 80.0910 | 7 = 77.2634 | 7 = 146.0010
0 =009933 | 0=0.9684 | 6=0.09214

Cuadro 4.8: Estimacion de los parametros obtenidos en la utilizacion del método

de minimos cuadrados.

4.4. CONCLUSION

El comportamiento de los cambios sufridos por los precios es una informaciéon
importante para alguien que desee realizar trabajos empiricos en este area.

El modelo méas empleado en el estudio de los factores que determinan los
precios de los activos financieros se ha basado en suponer que los rendimientos de
los activos son independientes y estan idénticamente distribuidos en el tiempo,
siendo la distribucién normal utilizada habitualmente en la descripcion del
comportamiento de estos.

Realizando un estudio mas profundo sobre el comportamiento de la distribu-
cion empirica de los rendimientos, se observa que estos presentan un apuntamiento

mas pronunciado al de la distribucién normal y con unas colas mas pesadas.
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El problema se plantea cuando hay que seleccionar la distribuciéon maés
adecuada para realizar el ajuste, ya que las distribuciones que han sido utilizadas
no suelen solventar los problemas de las colas pesadas, el gran apuntamiento y la
presencia de valores atipicos (outlier), como pusieron de manifiesto en los trabajos
desarrollados por Moore, [81], y Fama, [29].

Teniendo en cuenta el estudio realizado sobre los valores del indice bursatil DJ
Eurostoxx 50, se ha comprobado que la mayoria de los rendimientos no suelen
presentar ningun tipo de asimetrias y aproximadamente el 85 % muestran un
coeficiente de curtosis superior a 9. Este hecho, hace pensar en recurrir a la
utilizacion de distribuciones que tengan caracteristicas similares a las presentadas
por la distribuciéon empirica.

Por ello, teniendo en cuenta los resultados mostrados por las distribuciones que
surgen de realizar la mixtura entre las distribuciones beta, GBC, two-sided power
y GBP con la distribucién uniforme se plantea la idea de enmarcarlas dentro del
ambito financiero para mostrar a continuaciéon sus ajustes utilizando los datos
extraidos de DJ Eurostoxx 50.

La principal ventaja que presentan las distribuciones utilizadas en la aplicacién
practica, es que la estimacion de la distribucion no es demasiado laboriosa ya que
se ha utilizado el método de minimos cuadrados, recurriendo a la utilizacion del
software Excel, poniéndose a disposicion del lector.

Segiin la informacion que aporta la realizacion del test de Kolmogorov-Smirnov,
se observa que la presencia de la simetria en las distribuciones es una caracteristica
a destacar, pues el 90 % de los valores que pertenecen al indice seleccionado son
simétricos.

Al considerar como intervalo de definicién de la variable aleatoria [—s, s], en
lugar del intervalo [0, 1], se tiene que las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP
presenta una mejora considerable en los ajustes realizados.

Atn asi, es destacable el hecho de que de todos los valores seleccionados con
curtosis més notable, el 84 % de ellos quedan ajustados por alguno de los modelos

presentados.
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Para finalizar esta memoria, se presenta a continuacién un breve resumen de
las caracteristicas més destacables que han sido obtenidas a lo largo de cada uno

de los capitulos que componen el trabajo.

En un primer lugar, se han presentado algunos de los modelos probabilisticos
empleados en el tratamiento del riesgo y la incertidumbre, indicando sus
principales caracteristicas. Utilizando como punto de partida los estudios
presentados por van Dorp y Kotz, [111], se describe la herramienta generadora
de distribuciones, siendo esta la base de la construccion de algunas de las

distribuciones presentadas a lo largo de la memoria.

Asi pues, recurriendo al sistema generador de van Dorp y Kotz, [111],
se describen en el segundo capitulo las distribuciones bictibica, biseno y la
generalizacion de ambas a una rama. Estas distribuciones se diferencian de
la distribuciéon normal por venir definidas en un dominio acotado y presentar
distintas intensidades en su asimetria. Con la introducciéon de un nuevo parametro
n, en la generalizacion, se describen distribuciones caracterizadas por presentar
una mayor flexibilidad. Como consecuencia, se obtienen distribuciones que
presentan un apuntamiento més pronunciado que las distribuciones bictbica y

biseno. Realizando el estudio comparativo de los valores esperados y las varianzas
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de cada uno de los modelos probabilisticos empleados en la metodologia PERT,
se tiene que la distribucién biseno verifica las propiedades deseables para ser
considerada como una buena distribucion en ambiente de incertidumbre, segiin los
estudios presentados por Taha, [105] y desarrollados por Herrerias, [43]. Por otro
lado, se ha presentado la generalizacion a dos ramas de la distribuciéon bictibica
consiguiendo asi, definir la distribucién bictbica a izquierda y derecha del valor

modal con distintas funciones generadoras.

Con el objeto de estimar la duracion total de un proyecto y la necesidad de
tener en cuenta la existencia de outliers, se ha presentado en el tercer capitulo
la construccion de mixtura de distribuciones, que surgen como combinacién de
dos distribuciones y la introduccién del parametro 6, con 0 < 6 < 1. Para
ello, partiendo de los estudios presentados por Hahn, [41], se describen las
distribuciones resultantes de realizar la mixtura entre las distribuciones GBC,
two-sided power y GBP con la distribucién uniforme, asi como sus caracteristicas
estocésticas. La principal ventaja presentada por las distribuciones U-GBC, U-
TSP y U-GBP con respecto a la distribucion U-BETA| es que estas pueden ser
elicitadas mediante el uso de cuantiles. Este hecho se debe, principalmente, a
la existencia de una expresion analitica de la funcién de distribucién asociada a
cada una de las distribuciones construidas en el capitulo. Con objeto de realizar
el estudio comparativo entre las distribuciones construidas en esta memoria
con la distribucion U-BETA, se realiza una aplicacién practica basada en los
datos recogidos en el libro de Moder et al., [79] y utilizados por Hahn, [41].
Como consecuencia a los resultados obtenidos, se observa que las distribuciones
clasicas U-GBC, U-TSP y U-GBP presentan, con una probabilidad del 95 %,
mayor tiempo en la finalizaciéon total del proyecto. Teniendo en cuenta que las
distribuciones presentadas no requieren el uso de los valores clésicos, se considera
en dicha aplicaciéon valores alternativos para el parametro n. Tomando n = 5
y n = 10, los resultados obtenidos cambian con respecto a los descritos por
las distribuciones clasicas. Este hecho es viene provocado porque las funciones
de distribucion de las distribuciones U-GBC, U-TSP y U-GBP, cortan a la
funcion de distribucion asociada a la distribucion U-BETA. Como consecuencia
las distribuciones construidas estiman tiempos inferiores a los aportados por la

distribucion U-BETA. Asi pues, para distintos valores de los pardmetros n y @,
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las distribuciones construidas en el tercer capitulo describen estimaciones de la
variable aleatoria, tiempo empleado en la ejecuciéon de un proyecto, superiores e
inferiores a los aportados por la distribucion U-BETA.

Aprovechando las caracteristicas de apuntamiento y la asignacién de una
mayor probabilidad a los valores atipicos, por parte de las distribuciones U-
BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP, y teniendo en cuenta el comportamiento de
los rendimientos de los activos financieros, se presenta en el cuarto capitulo
las distribuciones dentro del ambito financiero. Para ello, utilizando una
reparametrizacion de los pardmetros de las distribuciones beta, GBC, TSP, GBP,
U-BETA, U-GBC, U-TSP y U-GBP, se enmarcan cada una de las distribuciones
en el ambiente financiero, para su posterior aplicacion en el ajuste de los
rendimientos. Con los resultados obtenidos en la busqueda de la distribucion
subyacente que explique el comportamiento de los rendimientos de los activos del
indice bursatil DJ Eurostoxx 50, se tiene que las distribuciones U-BETA, U-GBC,
U-TSP y U-GBP, presentan una gran capacidad de ajuste en aquellos casos en

los que los datos empiricos presentan curtosis elevadas.

Futuras lineas de investigacion

Como consecuencia a los estudios presentados en esta memoria se describen

las siguientes lineas de investigacion:

= Partiendo de los valores aportados por el experto y utilizando la informacion
referida a la probabilidad de que X sea inferior al valor modal, desarrollar

la elicitacion de la distribucién bictubica generalizada, de una y dos ramas.

= Teniendo en cuenta los resultados presentados por la distribucién biseno,
estudiar con mayor profundidad sus caracteristicas y su aplicaciéon dentro

del ambito financiero.

= Buscar nuevos campos de aplicacion de estas distribuciones, como puede
ser su utilizacion en el VAN. Estas distribuciones pueden ser consideradas

para la simulacion de los flujos de cajas de una inversion.
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= Haciendo uso del concepto de calibracion, presentar métodos alternativos
para la seleccion de modelos triparamétricos y tetraparamétricos dentro de
la metodologia PERT.

Merece una especial atencion la ultima linea de investigacion. Con objeto de
mostrar al lector los estudios desarrollados en la seleccion de la distribucion
més adecuada para su aplicaciéon dentro del ambito del PERT, se presenta a

continuaciéon un resumen de los resultados conseguidos en este tema.

CALIBRACION DE DISTRIBUCIONES EN EL PERT

La calibraciéon de distribuciones se presenta como un método alternativo a los
mostrados por Taha, [105], y desarrollados por Herrerias, [43] para seleccionar la
distribucion adecuada en el ambito del PERT.

Como es conocido, uno de los principales problemas presentados por la
distribucién beta, en su estimacion dentro del ambiente de incertidumbre, es
describir la expresion correspondiente a su funcién de densidad. Este hecho
viene provocado por ser una distribucion tetraparamétrica determinada por los
parametros p, ¢, a y b. Luego, teniendo en cuenta que el experto solamente aporta
la informacion referente a los valores minimo, mas probable y maximo se hace
imposible su determinacion sin la presencia de otras restricciones.

Con objeto de solventar el problema presentado por la distribucién, se propone
la situacién de recurrir a mas informaciéon por parte del experto, o describir ciertas
hipotesis a partir de las cuales se obtengan las estimaciones correspondientes
a cada uno de los pardmetros. Son varios los autores que optan por el primer
camino. Es por ello que se recurre a la confianza que el experto tiene depositada
sobre el valor modal seleccionado. Dentro de esta linea se encuentran los trabajos
realizados por Berny [8|, Moitra [80], Chae y Kim, [15|, Herrerias y Pérez [48],
Garcia et al., [32].

Para ello, el experto proporcionara un valor comprendido entre 0 y 1, indicando
el cero una desconfianza absoluta y el 1 una seguridad total en la seleccién del
valor modal. Como consecuencia, si el experto pone de manifiesto su aprension en
el valor seleccionado, entonces se puede explicar la verosimilitud de m mediante

el uso de la distribucién uniforme, caracterizandose por equiparar la confianza
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del valor modal con la de cualquier punto situado en el intervalo (a,b). Por el
contrario, si el experto manifiesta su total confianza sobre el valor més probable
seleccionado, entonces la distribuciéon a considerar es la distribuciéon degenerada
de Dirac.

De acuerdo con los comentarios realizados, el experto facilitara los cuatro
valores que permitiran la determinacion de la distribucion beta para su posterior
aplicacion en la metodologia PERT. Generalizando esta situacion a otras
distribuciones se tiene, dependiendo del ntiimero de paradmetros asociados a la

distribucion seleccionada, las siguientes situaciones:

= Sise trabaja con distribuciones triparamétricas, la distribucion quedara de-
terminada tinicamente por los valores aportados por el experto, presentando
una confianza asociada entre el 0% y 100 %. Este hecho, permite seleccio-
nar entre todas las distribuciones que son utilizadas en el PERT aquella que

presente mayor confianza.

= En el caso de trabajar con distribuciones determinadas por cuatro
parametros, la informaciéon aportada por el experto acerca de su confianza
en el valor modal, nos permitird describir la distribuciéon seleccionada.
Como consecuencia a las estimaciones realizadas se nos plantea la siguiente

cuestion
e ;Qué distribucion es la més adecuada entre todas las seleccionadas?

Antes de dar respuesta a la pregunta planteada, nos vemos en la necesidad de
conseguir obtener una cierta “cantidad” que vaya directamente relacionada con la
confianza aportada por el experto sobre m. Para ello recurrimos al concepto de
calibracion.

La calibracién de distribuciones ha sido un tema abordado por diversos autores,
entre ellos encontramos los trabajos aportados por Matherson y Winkler, [74],
Clemen y Winkler, [19] y Hora, [49].

En el trabajo presentado por Hora, [49], se considera la calibracion como solo
un aspecto de la calidad de las distribuciones elicitadas. Como consecuencia,

realiza el estudio comparativo entre la funcién de distribucién uniforme y la
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funcion de distribucion empirica. Si el experto ha realizado una buena calibracion

entonces se verifica que el area encerrada entre ambas es minima, Figura 5.1.

0.8+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Grafico de la calibraciéon de un experto, Hora. Funcion de distribucion
uniforme (discontinua) y funcién de distribucion empirica (continua).

Partiendo de que la grafica asociada a la funciéon de distribucion de la
distribuciéon uniforme coincide con la bisectriz del primer cuadrante, es logico
pensar que la calibraciéon tomara valores comprendidos entre 0 y % Con objeto
de expresar la calibracién en porcentajes se tiene que

c% = @100%, (5.1)

1/2
siendo Ap el area encerrada entre ambas funciones de distribucion vy, % es el area
méxima que puede encerrar la distribucion uniforme con cualquier distribucion.

Este hecho es de gran interés ya que, si se compara la funcién de distribucion
asociada a un modelo probabilistico con, la bisectriz del primer cuadrante, se
podra establecer una relacion directa entre el calibre y la confianza que aporta el
experto. Asi pues, si el area encerrada entre ambas funciones de distribucién es
minima, entonces la similitud entre el modelo seleccionado y el uniforme es alta.
Como consecuencia a este hecho, si la calibracion toma valores cercanos a cero
implica que la confianza aportada sobre el modelo es casi nula, por su semejanza

a la distribucién uniforme.
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0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 5.2: Funciéon de distribucion uniforme (linea gruesa) y funcion de
distribucion de una distribucion continua (linea delgada).

Por tanto, teniendo en cuenta los comentarios realizados se describe la siguiente

relacion entre la confianza y el calibre.

CONFIANZA CALIBRE
0 0%
= uniforme —
bicU:bica

triangular
trapezbidal
biparébélica

== Difac -+

1 100%

Como consecuencia a la relacion existente entre la calibracion y la confianza,
se busca enlazar los estudios presentados por Taha, [105], y desarrollados por
Herrerias, [43], con los mostrados en este apartado.

En el caso de trabajar con distribuciones definidas a través de tres parametros,
se elegird aquella distribucion que presente el mayor calibre, ya que tal y como se
ha comentado anteriormente a mayor calibre, mayor confianza.

Es por ello, que a continuaciéon se muestra el estudio correspondiente a las
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varianzas y calibres de algunas de las distribuciones que han sido tradicionalmente

empleadas en el &mbito del PERT, asi como algunas de las propuestas recientes,

tales como la distribuciéon biparabélica y, la construida en esta memoria, la

distribucién bictbica.

Luego, recurriendo a las expresiones (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), y a las de las

varianzas mostradas en esta memoria se describe la relacién existente entre los

estudios de Taha, [105], y los obtenidos en este trabajo:

2M? —2M +1
Abiparab(’)lica - 3 ) (5.2)
2M? —2M +1
Apictibica = 5 ) (53)
2M? —2M + 1
Atriangular - 6 ) (5.4)
0.3333(M —1)(0.25+M?) 1
(M—1.5)(M+0.5) M < 27
ACPR =
—5.3333(M ~1.5)(1.20324 M (~2.14394 M)) (0.1933+- M(M—03561) 3 r < 1
(3—2M)2(1+2M) 2
(5.5)

Comparando las Figuras 5.3 y 5.4, se tiene que las distribuciones uniforme y

biparabdlica caracterizadas por presentar mayor valor en varianza, son las que

muestran un menor calibre.
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,,,,,,,, bicibica ----—-_. triangular  _.__. betaclasica

Figura 5.3: Representacion grafica de
las varianzas.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
biparabélica triangular
bictbica trapezoidal

Figura 5.4: Representacion grafica de
los calibres.

Luego, se tiene que a menor calibre, menor confianza y, por tanto la varianza
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es mayor. Como consecuencia se tiene que a la hora de seleccionar el modelo
que conduzca a resultados conservadores, se elegira aquel que presente el menor
calibre.

En el caso de enmarcar las distribuciones GBC, two-sided power y GBP dentro
del ambito de incertidumbre, se presenta el problema de que todas ellas vienen
descritas a partir de cuatro pardmetros. Este hecho, tal y como se ha comentado
anteriormente, conlleva solicitar mas informacién al experto sobre la confianza
que tiene en el valor modal.

A la hora de describir las expresiones correspondientes a las areas encerradas
entre la funcién de distribuciéon de cada una de las distribuciones mencionadas
y la distribucién uniforme se observa que todas ellas dependen tnicamente del

valor modal®, y del parametro n.

3(2M2 — 2M + 1)n?

A = .
“BP o+ 2)Bn+1) (56)
(2M?* —2M + 1)(n* + 9n + 12)
A = 5.7
GBC 2(n+5)(n + 6) ’ (5:7)
n—2Mn-+2M — 1

Este hecho anadido a la idea de la relacion existente entre la calibracion y la

confianza del experto, nos conduce a la expresion

A
c%:j;><100%<:>2AD><100%:p%<:>AD:%9 (5.9)

donde Ap denota el area encerrada entre la funcién de distribucion de cualquier
distribucion de tipo continuo y la distribucion uniforme, y p es la confianza que
el experto tiene en M.

Como consecuencia se tiene que, a partir de la informacién adicional aportada
por el experto, p, v la expresion correspondiente al area encerrada entre las
distribuciones, Ap, se obtiene la estimacion correspondiente al pardmetro n.

Asi pues, una vez elicitada cada una de las distribuciones se recomendara como

modelo subyacente del PERT aquel que aporte mayor valor en su varianza para

3M hace referencia a la moda estandarizada en [0, 1].
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asi no concluir con resultados optimistas, (Taha [105] y Herrerias [43]).

Con objeto de mostrar un ejemplo sobre la calibracion se presenta la siguiente

aplicacion préctica.

Aplicacién Practica

Utilizando el diagrama PERT recogido en el trabajo de Moder et al., [79], y a
partir del cual se ha realizado la aplicacion practica mostrada en el tercer capitulo,
se ha considerado, de las 29 actividades que componen el diagrama, uno de los
caminos donde el experto propone como estimaciones de a, m y b los siguientes

valores:

a=14, m=17y b= 32.

Suponiendo que el experto asigna al valor mas probable una confianza del
40 %, se tiene, utilizando la expresion (5.9) las estimaciones correspondiente al

pardmetro n en cada una de las distribuciones consideradas.

3(2M?* —2M + 1)n* 04 N 3.15897
= — n =
(M —2M + )’ +9n +12) _ 04 1.32035
= — n =
2(n+5)(n +6) 2 —7.83725
—2M 2M —1 0.4
noeln — 2% = 3.4831
2(n+1) 2

Una vez calculado el valor correspondiente al cuarto parametro nos hacemos

la pregunta:

., Qué distribucion es la mas adecuada para aplicarla dentro de la
metodologia PERT?
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Para ello, recurriendo a la varianza asociada a cada una de las distribuciones

se tiene los siguientes resultados, una vez sustituidas las estimaciones realizadas.

Distribucion GBC var[T | M = 0.1667,n = 1.32035] = 0.0377769,
Distribuciéon TSP var[T | M = 0.1667,n = 3.4831] = 0.0253469,

Distribucion GBP var[T | M = 0.1667,n = 3.15897] = 0.0541658.

Asi pues, tal y como se observa en los resultados obtenidos, y haciendo uso
de los estudios presentados por Taha, [105], y desarrollados por Herrerias, [43],
se tiene que la distribuciéon més adecuada para ser aplicable en el estudio de
la duracién de una actividad seria la distribuciéon biparabdlica generalizada con

M = 0.1667 y n = 3.15897, por presentar el maximo valor en varianza.
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ANEXO A

CARACTERISTICAS ESTOCASTICAS
DE LAS DISTRIBUCIONES EN EL
AMBITO FINANCIERO

A.1. Distribucién Beta

E[Z] =0, (A1)
var|Z] = ki - (A.2)
6 :% — 0, (A.3)

By :Z_‘g - ?’(:—j;’) (A.4)

Teniendo en cuenta la relacion existente entre los parametros k y n, k =n—1,
se pueden expresar la varianza y el coeficiente de curtosis de la distribucién beta

por:
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var[Z] :ni 1 (A.5)
B2 23(:_:—42). (A.6)
A.2. Distribucién U-Beta
E[Z] =0, (A7)
_SB+E1-0) B+ (n—1)(1-0))

alZl === - 3(k + 3) (8.8)
pr =0, (A.9)

gy I35+ R+ 8)(1=0)) _ 90+ 2)(15+ (n— 1)(n +7)(1—0))

2T Bk+5)0B+k(1—-0)2 5+ HB+(n—1)(1-0))?

(A.10)

A.3. Distribuciéon TSP

E[Z] =0,
252
var{Z] "+ m+2)
B =0,

6(n+1)(n+2)

B =

(n+3)(n+4)

(A.11)
(A.12)
(A.13)

(A.14)
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A.4. Distribucion U-TSP
E[Z] =0, (A.15)
_ $*[243n4n®+0(4 — 3n — n?)]
var[Z] = 3+ (0 +2) ) (A.16)
B =0, (A.17)
C9(n+1)(n+2) 244 n(n+5)(10 4 5n + n?)(1 — 0) + 966)]
bo = 5(n 1 3)(n + D)2+ n(n + 3)(1— 0) + 40] (A.18)
A.5. Distribucion GBP
E[Z] =0, (A.19)
B 3s%(5n% + 9n + 2)
) = S s BB 1) (4.20)
p1 =0, (A.21)
2(n+2)(n+3)(2n+3)(3n +1)(3n + 5)(Tn* 4 19n + 4)
fr = (n+4)(n+5)(2n+5)(5n + 9In + 2)? - (A2)
A.6. Distribucion U-GBP
E[Z] =0, (A.23)
_ s7[6n" + 41n® 4 94n® + 81n + 18 — (60" + 41n® 4 49n°)0)
var|Z] = 3(n+2)(n+3)2n+3)(3n+ 1) o (A24)
p1 =0, (A.25)
9 +2)(n+3)2n+3)(3n+ 1)[A+ B(1 - 0)]
B2 = 501D — (1 0)L]? : (A.26)
donde
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A =3n3(4663 — 403360) 4+ n2(16699 — 84196) + 96300 + 1800,
B =12n" + 220n° + 1641n° + 6409n*,

C =2n> 4 23n* + 85n + 100,

D =n?(94 + 496) + 81n + 18,

E =6n* — 41n°.
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