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Sea A un algebra asociativa sobre un cuerpo K. Como es
conocido, existe un mas grande ideal, R, de A tal que todos sus
elementos son casi inversibles. Dicho ideal se denomina Radical
de Jacobson, o simplemente Radical, de A. Cuando el radical es
cero, el 4algebra se llama semisimple, mientras que si el
radical coincide con la totalidad del Algebra, se dice entonces
que el algebra es de radical. También se sabe que el algebra
cociente A/R es semisimple.

A partir de los famosos teoremas de Wedderburn se deduce
que, si centramos nuestra atencién en el caso de las algebras
asociativas complejas finito dimensionales, el estudio de estas
4lgebras se debe concentrar en el caso de aquellas que son de
radical. En concreto, en este ambiente los teoremas mencionados

se pueden enunciar en los siguientes términos:

i) Teorema Principal de Wedderburn: Si A es un d4lgebra

asociativa, compleja de dimensidén finita, entonces existe una
subdlgebra, B, de A, isomorfa a A/R tal que A = B + R y
BnR= {0}

ii) Primer Teorema de Wedderburn: Toda 4lgebra asociativa
compleja finito dimensional y semisimple, es suma directa
finita de sus ideales bildteros minimales los cuales a su vez

son dlgebras simples.




iii) Segundo Teorema de Wedderburn: Cualquier dlgebra

asociativa compleja de dimensién finita, simple, es isomorfa a

conveniente dlgebra de matrices comple jas, Mn(c), para cierto

natural n.

Desde que Wedderburn formulé sus teoremas, a comienzos de
siglo, han sido maltiples los intentos para trasladar los
mismos al ambiente de 4lgebras infinito dimensionales
afiadiendo, como suele ser usual en la Teoria de espaclos
vectoriales de dimensién infinita, condiciones analiticas y
considerando en particular el marco de las algebras de Banach.
En este Gltimo caso a lo que se debe aspirar es a que, dada una
tal algebra A, con radical R, exista una subalgebra, B, cerrada
y propia de A tal que A =B + Ry Bn R = {0}. Si esto ocurre,
se dira entonces que A es fuertemente descomponible, mientras
que se reserva el término descomponible para cuando la
descomposicién anterior sea sélamente algebraica (no se exige
que B sea cerrada).

El objetivo de esta memoria consiste en presentar
extensiones del Teorema Principal de Wedderburn en el ambiente
de las algebras de Banach complejas conmutativas.

Comenzamos la Seccién I comprobando que, del enunciado del
Teorema Principal de Wedderburn, no se puede suprimir Ila
hipétesis de finito dimensionalidad del &lgebra. Por otra

parte, se pone de manifiestc que un 4&lgebra de Banach




conmutativa puede ser descomponible y sin embargo no serlo
fuertemente; lo que prueba que habra que enriquecer el algebra
si se desea conseguir una descomposicién fuerte de la misma.

También se presenta un criterio (Proposicién 1.7) que
permite decidir cuando un algebra de Banach conmutativa no es
fuertemente descomponible. En concreto:

Si A es un 4lgebra de Banach conmtativa tal que la
envolvente lineal de sus idempotentes es densa en A, entonces A
no se puede expresar como la suma directa de su radical y de
una subdlgebra cerrada y propia suya.

Si se supone que A es compleja, entonces se dispone de
otro criterio (Nota 1.10), del cual el resultado anterior es un
caso particular, que permite obtener una serie de ejemplos de
adlgebras de Banach complejas conmutativas infinito dimensicna
les que no son fuertemente descomponibles.

Sabemos que un algebra de Banach compleja conmutativa con
unidad y semisimple, A, puede identificarse mediante la
Transformada de Gelfand con una subalgebra del algebra, C(¢A).
de las funciones continuas complejo valuadas sobre el espacio
de los caracteres de A. Enseguida, surge la cuestién de cuando
podemos identificar A con la propia C(¢A). Gelfand y Naimark

(1.943) contestan afirmativamente a esta cuestiéon en el caso

concreto de que A sea C'- 4dlgebra. En la Seccién II de esta

memoria se recogen otras respuestas afirmativas a dicho




problema que pasamos a comentar.

Nétese que con el objeto de establecer cuando un algebra
de Banach compleja conmutativa con unidad, es isomorfa al
4lgebra de las funciones continuas complejo valuadas sobre un
compacto Hausdorff, es muy natural Iimponer que dicha &algebra
sea semisimple asi como que, el conjunto de sus idempotentes
sea acotado. Sin embargo estas dos condiciones no son
suficlentes para asegurar la existencia de un tal isomorfismo
como se puede comprobar considerando el Algebra Disco.

A partir de una lectura muy esmerada de un conocido
teorema de tipo Wedderburn para ciertas algebras de operadores,
debido a Dunford, nosotros demostramos (Teorema 2.1, Corolario
2.2 y Corolario 2.6):

a) Si A es un 4lgebra de Banach compleja conmutativa con
unidad tal que el conjunto de sus idempotentes esta acotado y
la envolvente lineal de dicho conjunto es densa en A, entonces

la Transformada de Gelfand asociada a A es un isomorfismo, lo

que fuerza la semisimplicidad de A. Ademds el espacig de los

caracteres de A es totalmente disconexo.

Reciprocamente (Teorema 2.8):

b) Si A es semisimple, el conjunto de sus idempotentes
estd acotado y el espacio de sus caracteres es totalmente
disconexo, entonces la Transformmada de Gelfand asociada a A es

un isomorfismo y A es el cierre de la envolvente lineal de sus




idempotentes.

Otras condiciones sobre un Aalgebra de Banach compleja
conmutativa con unidad y semisimple que conducen a que una tal
adlgebra se pueda identificar con un 4&lgebra de funciones
continuas complejo valuadas sobre un compacto Hausdorff se
recopilan en el Teorema 2.9.

Todos estos resultados, que poseen interés intrinseco, van

a ser de gran utilidad para establecer teoremas de descomposi

cién fuerte de tipo Wedderburn, tarea de la que nos ocupamos
primordialmente en la Seccién III.

En lo que sigue, salvo que se indique otra cosa, A va a
denotar un Algebra de Banach compleja conmutativa con unidad y
con radical, R, no cero.

En 1.960 Balé y Curtis enunciaron (Teorema 3.5) el
siguiente criterio de descomposicién fuerte:

c) Si el espacio de los caracteres de A es totalmente
disconexo, entonces:

i) A es descomponible y la Transformada de Gelfand
asociada a A/R es un isomorfismo si y sélo si el conjunto de
los idempotentes de A estd acotado.

ii) Si el conjunto de los idempotentes de A esta acotado,
entonces A es fuertemente descomponible y la descomposicidn
fuerte es unica.

Es de notar que el teorema anterior sigue siendo cierto si




no se supone la conmutatividad de A pero se exige la
conmutatividad de A/R y que los idempotentes de A conmuten
entre si.

No es dificil probar que un 4lgebra de Banach, A, es
fuertemente descomponible si y sélo si posee una subdlgebra
cerrada, B, tal que la restriccién, m/B, a dicha subdlgebra de
la pioyeccién candnica, m, de A en A/R es un isomorfismo. Esta
observacién es el punto de partida de la prueba de ¢). La
hipétesis de que el espacio de los caracteres de A sea
totalmente disconexo permite asegurar la abundancia de
idempotenes en A, lo que motiva considerar comc candidata a
subalgebra cerrada de A que complemente al radical, la
subilgebra cerrada, B, engendrada por los idempotentes de A. De
hecho, si se supone que el conjunto de los idempotentes de A
estd acotado, no sin esfuerzo y con la ayuda del enunciado a)
aplicado a B, se prueba que mn/B es inyectiva. Por otro lado,

dado que el espacio de los caracteres de A/R es totalmente

disconexo, aplicando el resultado b) al algebra A/R y mediante

sofisticadas manipulaciones que requieren el conocimiento de
algunos resultados profundos de la Teoria de algebras de Banach
conmutativas, se demuestra que m/B es sobreyectiva.

Si se refuerza la hipdtesis topoldgica sobre el espacio de
los caracteres de A y se supone que dicho espacio es estoneano,

se puede enunciar (Teorema 3.7):




Si el espacio de los caracteres de A es estoneano entonces
A es fuertemente descomponible y la descomposicién fuerte de A
es unica.

En la prueba de ¢) es basico el hecho de que los
idempotentes, tanto de A como de A/R, estén globalmente
acotados y es evidente que si el conjunto de los ldempotentes
de A estd acotado entonces también lo esta el conjunto de los

de A/R. Sin embargo el reciproco no es clierto nl siquiera

suponiendo que A/R es isomorfa a C{¢mm) y que el espacio de

sus caracteres sea totalmente disconexo (ver contraejemplo de
las pag. 45 y 46). Resulta pues claramente interesante conocer
resultados que permitan d=zcidir cuando los idempotentes de A
estan globalmente acotados, si se sabe que los de A/R lo estan.
A este respecto nosotros probamos el siguiente teorema (Teorema
3.11), debido a Gorin y Lin, que extiende otros resultados que
aparecen en la literatura:

Sea m la proyeccién candnica natural de A en A/R. Si la

n,i/n
}

sucesion {lr converge a cero uniformemente en el

neN
conjunto de los elementos, r, del radical que pertenecen a la
bola unidad cerrada de A, entonces si S es cualquier
subconjunto de idempotentes de A tal que m(S) estd acotado en
A/R, se verifica que S estd acotado.

Del resultado anterior y del criterio c¢), se obtiene el

siguiente teorema de tipo Wedderburn (Teorema 3.12):




Sea A un 4lgebra de Banach compleja, conmutativa con
unidad con radical R no cero y con espacio de caracteres
totalmente disconexo. Si el conjunto de los idempotentes de A/R

1/n
}

2 . n .
estd acotado y la sucesion {lr | converge uniformemente

nelN
a cero en el conjunto de los elementos, r, del radical que
pertenecen a la bola unidad cerrada de A, entonces A es
fuertemente descomponible y tal descomposicidn es unica.

Un segundo criterio de descomponibilidad fuerte en el que
se prescinde de la acotacién del conjunto de los idempotentes
de A (resp. A/R) asi como de la presencia de unidad y que no
postula que el &algebra sea compleja, ni que tenga espaclo de
caracteres totalmente disconexo, se recoge en esta memoria

(Teorema 3.13) y se enuncia en los siguientes términos:

Si A es un 4lgebra de Banach conmutativa con radical R no

nulo, tal que A/R es isomorfa a 11, entonces:

i) A es descomponible si y sélo si los idempotentes primitivos
de A estan acotados.
ii) Si los idempotentes primitivos de A estdn acotados entonces
A es fuertemente descomponible y la descomposicién fuerte de A
es tinica.

La prueba original de Badé y Curtis del teorema anterior
es bastante facil y la subalgebra cerrada que complementa al
radical de 4 es precisamente la engendrada por los idempotentes

primitivos de A.




De nuevo el criterio anterior junto con el teorema de
Gorin y Lin permite enunciar el sigulente teorema de tipo
Wedderburn (Teorema 3.14) que mejora otros que en la misma
linea enunciaron Badé, Curtis y Khelemskii:

Sea A un 4lgebra de Banach conmutativa con radical R no

1/n
}

cero. Si A/R es isomorfa a 1 'y la sucesion e

neN

converge a cero uniformemente en el conjunto de los elementos,
r, del radical que pertenecen a la bola unidad cerrada de A,
entonces A es fuertemente descomponible y tal descomposicidén es
tnica.

Si bien, como ya se ha comentado, la condicién de que A/R
sea isomorfa al Aalgebra de las funciones continuas complejo
valuadas sobre el espacio de sus caracteres no basta para
garantizar la descomponibilidad fuerte de A4, la prueba del
Teorema 3.5 pone de manifiesto que, el que dicha condicién se
cumpla es substancial. Surge asi el interés de establecer
teoremas de descomposicién fuerte en los que se supone que se
verifica la mencionada condicién. A ello vamos a dedicar
nuestros Ultimos comentarios.

Se sabe que el bidual de toda 4lgebra de Banach
conmutativa, con la topologia usual y el producto de Arens, es
una nueva 4&algebra de Banach la cual no tiene por qué ser
conmutativa y que la primera puede verse como una subalgebra de

ésta ultima. Si A es un algebra de Banach compleja conmutativa




con unidad y con radical R no cero, tal que A/R es isomorfa al
dlgebra de las funciones continuas complejo valuadas sobre su
espacio de caracteres, se puede probar que, el algebra cociente
del bidual por el bipolar de R, A"/R°°. es lisomorfa a un
algebra de funciones continuas complejo valuadas sobre
conveniente espacio compacto Hausdorff estoneano. De este modo
el espacio de caracteres de A.‘/R°° resulta ser estoneano (lo
que fuerza que sea totalmente disconexo). En consecuencia, si
el bipolar de R coincide con el radical de A" podemos asegurar
que el conjunto de los idempotentes de A-. estd acotado y que
su espacio de caracteres es totalmente disconexo. También puede
probarse que los idempotentes de A" conmutan entre si. Por
consiguiente, podemos aplicar el primer «criterio de
descomponibilidad, c¢), en su versién mas débil, para concluir
que A" es fuertemente descomponible.

Finalmente, si el bipolar de R, ademas de coincidir con el

*
radical de A. , coincide con R, es trivial comprobar que A es

descomponible y un esfuerzo adicional permite ver que A es
fuertemente descomponible. La sorpresa radica en el hecho de
que, basta suponer la coincidencia de R con su bipolar para
tener asegurada la coincidencia de los radicales de A y de A'ﬂ
En consecuencia, nosotros probamos el siguiente teorema de tipo
Wedderburn (Teorema 3.16), que en particular abarca al Teorema

4.4 de [7), v en el que no se impone la hipétesis de que el




espacio de los caracteres de A sea totalmente disconexo:

Sea A un dlgebra de Banach compleja conmutativa con unidad
y con radical R, tal que A/R es isomorfa al 4lgebra de las
funciones continuas complejo valuadas sobre el espacio de sus
caracteres. Si R coincide con su bipolar, entonces A es
fuertemente descomponible y la descomposicion fuerte de A es
unica.

La combinacién de este ultimo resultado con el Teorema
2.9, permite obtener toda una gama de teoremas que extienden al

Teorema Principal de Wedderburn.

S6lo me queda manifestar mi mas profunda gratitud al Prof.
D. Juan Martinez Moreno, mi director, por su abnegada
y eficaz colaboracién y sus innumerables ensefianzas vy
orientaciones.

Quisiera también agradecer la asistencia recibida por
parte de los profesores W. Zelazko, del Instituto Banach de
Varsovia, y D. Pretel Martinez, de la Escuela de Traductores e

Intérpretes de la Universidad de Granada, en la traduccién de

algunos articulos en lengua rusa que me han sido de gran

utilidad en la elaboracién de esta memoria.
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todo tipo que he recibido siempre de todos mis compafieros del

Departamento de Anadlisis Matematico de la Facultad de Ciencias

de la Universidad de Granada.

Granada, Julio de 1.990.




SECCION 10

TEOREMA PRINCIPAL DE WEDDERBURN.

DIFICULTADES DE SU EXTENSION AL CASO INFINITO DIMENSIONAL.

Sea A un algebra asoclativa sobre el cuerpo K (R 6 C).
Dados dos elementos a y b, pertenecientes a 4, se define

el casi producto de a por b, denotado por a o b como:
aob:=a+b-ab

Se dird que un elemento a de A es casi inversible si

existe b en A, llamado casi inverso de a, tal que:
aob=boa=20

Un subconjunto de A se llamard casi inversible si todos
sus elementos son casi inversibles.
El casi inverso de un elemento, si existe, es tunico.

Esto se obtiene de la unicidad del inverso y de la siguiente

proposicién [9, Proposicién 3.5] que relaciona ambos conceptos:

Proposicién 1.1

Sea A un dlgebra asociativa. Entonces:
Si A posee unidad, I, un elemento a € A es casi inversible
si y sélo si I-a es casi inversible.

Si A no posee unidad y A1 es la unitizacion de A




entonces un elemento a € A es casi inversibizen A si y
sélo si I-a es un elemento casi inversible en Ai.

o
En cualquier caso, si a posee casi inverso, a , éste

viene dado por a°= I - (a-1)"\.

Estamos ya en condiciones de definir lo que se conoce
como Radical de Jacobson o simplemente Radical de un &lgebra

asociativa.

Definicién 1.2

Sea A un Aalgebra asociativa. Se define el Radical de
Jacobson de A, Rad A, como el mis grande ldeal casi inversible
de A. Se dice que A es semisimple sl su radical es cero. Si A
coincide con su radical, entonces se dice que A es un algebra

de radical.

Supongamos que la dimensién del algebra A es finita.
Hay un famoso teorema, debido a J. H. M. Wedderburn (1, Cap.
111, Teorema 8.23], cuyos origenes se remontan al afio 1.908, y

que actualmente podemos enunciar en los siguiente términos:

Teorema 1.3 (PRINCIPAL DE WEDDERBURN)

Sea A un dlgebra asociativa de dimension finita y sea R su
radical. Entonces existe una subdlgebra, B, de A tal que

A=B+R y BnR-={0}. Ademds, si A es conmutativa B es




necesariamente tnica.

Enseguida surge la cuestién de si la hipétesis de finito
dimensionalidad del 4algebra A es también necesaria para
obtener la tesis de dicho teorema.

El siguiente ejemplo de Zelinsky, [30], pone de manifiesto
que la finito dimensionalidad del 4lgebra no se puede suprimir.
Antes de presentar dicho ejemplo y con el objeto de facilitar

su comprensién, conviene hacer las siguientes precisiones:

Proposicion 1.4

Sea A un é&lgebra asociativa, con radical R, y B una
subdlgebra de A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A=B+R y BnR={0}.

ii) La restriccién de la proyeccién candnica, de A en A/R, a B

es un isomorfismo de &lgebras.

En vista de la proposicién anterior, si la tesis del
Teorema de Wedderburn es clerta, cualquier familia de
idempotentes ortogonales, dos a dos, de la subalgebra B, ha de
provenir de una familia de idempotentes ortogonales, dos a dos,
del algebra A/R.

El contraejemplo de Zelinsky se basa en el hecho anterior.

En concreto se construye un algebra A y se muestra, en A/Rad A,




una familia de idempotentes ortogonnles du. a dos, o la que
se sabe gue s! su *amafioc es suficientemente grande (infinito no
numerable), no existe en A (y con mds razén en ninguna
subalgebra de A) ninguna familia de idempotentes ortcgonales
dos a dos, que tenga a la familia de partida por imagen

mediante la proyeccién candnica.

Ejemplo de Zelinsky 1.5

Sea J un conjunto de indices infinito no numerable. Se
considera el siguiente conjunto de objetos matematicos:

{el.tuj/ 1,j € J}.

Sea A el espacio vectorial sobre K (R 6 C) engendrado por
el conjunto anterior. Se define la siguiente tabla de
multiplicacién que dota al espacio vectorial A de estructura de

adlgebra asociativa, no conmutativa sin unidad:

nn =20
1) k1

Y i,5.%1 € J donde 511 denota la aplicacién Delta de

Kronecker.

Sea R la envolvente lineal del conjunto {nU/ i,j € J} que




w~tamos por Lin {nij/ 1,) € J}. Veamos que R = Rad A.
Es claro que:
- R un ideal bilatero de A.
~ R es nilpotente de grado dos (Rz= 0) y por consiguiente:
- R es casl inversible.
Ademds R es maximal como ideal casi inversible ya que
los elementos de la forma

=k
-Tk e, (¢ €K, VY k-=1,2...n)

no pueden pertener al radical salvo que « =0, V i1 =1,2,...n

(Observese que si 1 s 1 s n, como e, no pertenece a Rad A, el

k=n =n
elemento eiz «es= aie1+ en tampoco pertenece a Rad A).
k=1 31

ki

Ahora consideramos, en A/R, la familia de idempotentes

ortogonales dos a dos {e1+ R}1E Veamos que no existe ninguna

7
familia de idempotentes ortogonales dos a dos de A tal que su
imagen por la proyeccién candnica sea {el+ R}iEJ' lo que fuerza
que A no pueda verificar la tesis del Teorema de Wedderburn.

En efecto, si suponemos lo contrario ha de existir una

familia {ai}lE de elementos de A, idempotentes y dos a dos

J

ortogonales, tal que para cada 1 € J n(al) =l R.
Para cada i1 de J consideramos el elemento A= a= el.
perteneciente a Rad A y definimos los conjuntos:

G1= {y € J/ eixj¢ 0}




Dl={j e J/ ejxlat 0}
Ri={_'| e J/ xlefe 0}

Como para cada 1 € J el elemento xi pertenece a R que
sabemos que es Lin{nlj/ 1, € J}, se tiene que X, ha de ser una
combinaclién lineal finita de elementos n es decir X, sera de
la forma X = [ B n donde x y 1 varian en un subconjunto

kl kl

finito de J y por consiguiente:

"y [ Bklajan: [ Bjknjl

y en consecuencia ejxi sera distinto de cero si existe un
subindice 1 para el cual sea le$ 0. Dado que el numero de
coeficientes de la suma anterior es finito, se deduce que Dl es
finito y esto para cada i1 en J. Analogamente Ri es finito para
cada 1 € J.
De la condicién de ortogonalidad de la familia {al}iEJ se
obtiene que si 1 # j, entonces
g = aa = (e + xl)(e}+ xj) = ek re
por lo que si ex =0 ha de ser, en ese caso, xe=-n ¥ 0.

173 | 1)

De donde si j ¢ Gl necesariamente ha de pertenecer a R1 y por

consiguiente el complementario de Gi. (CGi), es finito.
Por otra parte de la definicién de Gll y Dj se tiene que j

pertenece a Gl si y sélo si 1 pertenece a Dl que sabemos que es

finito, asi pues ningin Jj € J puede pertenecer a infinitos G1

simultaneamente. Luego dado G, subconjunto infinito numerable




de J, se tiene que:

126Gi= "y 4 it

Como CG‘ es finito para cada 1 de J y G es numerable esto nos

lleva a que J también es numerable, lo que contradice el hecho

de que J es infinito no numerable.

La teoria de algebras de Banach estad repleta de ejemplos
que ponen de manifiesto que el hecho de que un Aalgebra
asociativa A sea un espacio de Banach junto al de que su
producto sea continuo fuerza en dicha algebra numerosas
perfecciones de tipo algebraico. Por consiguiente es inmediato
preguntarse si la tesis del Teorema Principal de Wedderburn es
cierta para algebras de Banach, claro esta, no finito
dimensionales. En este ambiente no sélo se aspira a que el
algebra de Banach sea suma de su radical con cierta subalgebra
suya, sino también a que dicha suma directa, sea topolédgica.

Nos proponemos ahora dar respuesta negativa a la cuestidn
planteada mediante un conocido contraejemplo debido a Feldman
[13], [el.

Vamos a empezar presentando una serie de resultados que
seran de gran utilidad tanto en el desarrollo de dicho

contrae jemplo como en lo sucesivo.

Recordemos que un &4lgebra de Banach, A, es un Aalgebra




asociativa, cuyo espacio vectorial subyacente es un espacio de

Banach, verificando que Ha bll = llall bl para todo a y b en A.

El sigulente lema codifica los lemas 2.1 y 2.2 de [7]

Lema 1.6
Sea A un dlgebra de Banach conmitativa y sea R su radical.
Llamanos PA al conjunto de los idempotentes de A. Entonces:
i) PA n R = {0}.
1 2

Si . y e, son dos elementos de PA tales que e - € & R

entonces e1= ez.

Si x € A es tal que x - xze R, entonces existe e € PA tal

que e - X € R.
Si existe una subdlgebra, B, de A tal que A=B +R y

B n R =1{0} , entonces PA esta contenido en B.

Nota: i) e 1iii) son ciertas independientemente de que A sea o
no conmutativa. Ademds, para que ii) e iv) sean ciertas en el
caso de que A no sea conmutativa, basta con que para

cualesquiera dos idempotentes & ¥e de A, se verifique que

Proposicién 1.7

Sea A un 4dlgebra de Banach conmutativa tal que la

envolvente lineal de sus idempotentes, Lin PA, es densa en A.




Entonces A no se puede expresar como suma directa de su
radical y una subdlgebra propia y cerrada de A.

Demostracion

Si existe una subdlgebra cerrada B de A tal que A = B + R
y Bn R = {0}, por iv) del lema anterior, tal subdlgebra ha de
contener al conjunto PA, y por tanto a su envolvente lineal.
De donde por ser B cerrada y contener a un subconjunto denso de

A, B no puede ser propia.

Ejemplo de Feldman 1.8

Sea la familia de objetos matematicos {el,r/ i € N}. Sea
Ac el espacio vectorial sobre K (R 6 C) engendrado por el
conjunto anterior. Dotamos a Ao de estructura de algebra
definiendo para todo i, j, perteneciente a N 'a siguiente tabla

de multiplicacién:

si 1 # )

La aplicacién de A en los reales no negativos definida

i=n
I z e+ yr | = Max {[

i=1

es una norma en el espacio vectorial subyacente de Ao que dota

a Ao de estructura de algebra normada, claramente conmutativa.




Sélo probamos la desigualdad triangular de la suma y la
propiedad submultiplicativa del producto, puesto que las demas
propiedades son inmediatas:

Sean x = E alel il ) gt y= z BJeJ + Ar en A. Sl fuese
preciso sumamos los ceros necesarios hasta conseguir que el
rango de estas dos sumatorias sea el misme.

Por la desigualdad de Minkowski:

172 b
llx+yl|=Méx{[Z|al+3l|2] vilp ks [):ccgﬂi] I} =

e { [ (1] Dot Do)

Max {[z |a1|2]1/2. v -1 a1|} + Mx {[): ;3112]1/2, h- Bil} :

xlh + Wyl . Lo que prueba la desigualdad triangular.

Dado que x y = E “13161’ se tiene que:

ot = v { [T1agt] . 1 Dapl )

Ahora, de la desigualdad de Cauchy - Schwartz y de la de Hdlder

se obtiene que:

(Lol = (D] [Dimi]”

y por otra parte:




[E |aiBi|2]uzs [): Iailzlua[z lBIla]ua

de donde por definicién de I.li:

Ix yll = [E |“,|a]w[z IBI!Z]mz xl Iy,

lo que prueba la propiedad submultiplicativa.

Sea A el algebra de Banach conmutativa, completacién del
algebra Ao. Para probar que A no se puede poner como Ssuma
directa de su radical y de una subdlgebra cerrada suya, y a la
luz de la Proposicién 1.7, serd suficiente ver que Ila

envolvente lineal de los idempotentes de Ao. Lin PA , es densa
]

en A.
En efecto: Para ello bastarda probar que r pertenece al

cierre de Lin PA , pues en ese caso el cierre de Lin PA
4] o

contendria a Ao. y por consigulente a A. Por tanto sera
suficiente encontrar una sucesién {xh}new de elementos de

Lin P, tal que “xn- r| — 0. Tales X seran de la forma:
o

1€J

donde J es conveniente subconjunto finito de N, que depende de
X, siendo los B:n) pertenecientes a K, YnelN y V ie J. De
hecho vamos a conseguir que tales B:n) sean reales positivos. A

tal efecto consideramos los conocidos espacios:




1— .
Pe{ta) gy s R ] o] < )

nZ1

2 2
1 ={ fa} N/ ®€R; E |a._|%< +w}
nZ1

con sus respectivas normas:

+00

nxi =¥ e |,

n=1

+00 51172
lxll_= [z | |]
2 n
n=1

Ambos son espacios normados completos tales que 11 esta
estrictamente contenido en 12, siendo la topologia de 1' mas
fuerte que la de # y por tanto dado x en 1' se verifica que
Hxﬂzs Hx"l. Ya que estas dos normas no son equivalentes, para

cada k real positivo, existird un elemento x en 11 tal que
xh >kixll_.
1 2

v 1
Tomando k = n , obtenemos una sucesion de elementos de 1,

{yn}ne[N tal que

Hynu1 >n Nynﬂz, ¥ n e N.

, definimos la sucesié::

o {B(n)}

i ieN




Obsérvese que "znu1= 1, mientras que "zn“2< 1 por la forma

de elegir y - Por tanto :

Max{ [ilﬂfn)]a]l/z, o

de donde para cada n de N:

=N 1/2 00 1/2
[ ]B:n) 2] < [ Z IB:n) |2] <
=1 i=1

y esto para cualquier N en N. De otra parte para cada n de N

existe un natural n, tal que:

Ahora hasta elegir:

para obtener la sucesién deseada.

Nota 1.9

Si bien el ejemplo anterior prueba que no es posible
encontrar una subalgebra B, de 4, tal que A sea suma topolégica
directa de su radical, R, y de B, Bade y Curtis [6, Teorema

6.1, c)] prueban que existe una subalgebra no cerrada, C, de 4




talque A=C+ R con Cn R = {0}.

Nota 1.10

El 4lgebra de Feldman, no agota la gama de los ejemplos de
4lgebras de Banach, 4, para las cuales no es posible encontrar
una subalgebra cerrada suya, B, tal que A = B + R y
B n R = {0}, donde R denota el radical de A. De hecho, la
Proposicién 1.7 constituye un primer criterio que decide cuando
un 4algebra de Banach conmutativa no es suma directa de una
subalgebra cerrada suya y de su radical. En este sentido un
segundo criterio, del cual la Proposicién 1.7 es un caso
particular, y del que se disponen ejemplos que lo satisfacen,
se debe a G. Bachelis y S. Saeki [4]. Artes de enunciar dicho
criterio necesitamos introducir alguna terminologia:

Sea A un 4&lgebra de Banach compleja conmutativa con
unidad, I, y con radical R. Se dice que un elemento
inversible, x, de A es de potencias doblemente acotadas, si la

sucesién "doblemente" infinita

x*n 7/ x e 7}

esta acotada. Si denotamos por D el conjunto de los elementos
de A que son de potencias doblemente acotadas entonces, como
caso particular de [4, Teorema 1], podemos enunciar:

Si la envolvente lineal de D es densa en A, entonces no




existe ninguna subdlgebra cerrrada y propia, B, de A tal que

A=B+R y BnR-= {0}

Finalmente, notemos que la Proposicién 1.7 resulta ser un
caso particular del resultado anterior dado que, el hecho de
que la envolvente lineal del conjunto de los idempotentes de A
sea densa en A, es suficiente para asegurar que ia envolvente
lineal de D es densa en A; lo que a su vez es una consecuencia
del siguiente resultado de facil comprobacién: Si e es un
idempotente de A, entonces I - 2e pertenece a D. El reciproco
no es cierto (el elemento iI, donde i denota la unidad
imaginaria de C, pertenece a D y sin embargo no es

idempotente).

Ya que se dispone de ejemplos de dalgebras de Banach,

conmutativas, con radical, que no son suma directa de ninguna

de sus subalgebras cerradas y propias y de su radical, se
deduce que habra que enriquecer el algebra si deseamos obtener

un teorema de tipo Wedderburn.




SECCION 01

LA TRANSFORMADA DE GELFAND - FOURIER.

Esta seccién la dedicamos fundamentalmente a establecer
condiciones bajo 1las cuales se pueda asegurar que la
Transformada de Gelfand es un isomorfismo.

Dar una respuesta a cuadndo un algebra de Banach, compleja,
conmutativa, semisimple y con unidad, puede ldentificarse con
el 4lgebra de las funciones continuas, complejo valuadas sobre
un compacto Hausdorff, va a ser basico (como se vera en la
Seccién III) para el objetivo prioritario de ésta memoria: la
busqueda de hipétesis naturales, o al menos bellas, que hagan
que un algebra de Banach conmutativa se descomponga en suma
directa de su radical y de una subalgebra cerrada suya.

Sea A un Aalgebra de Banach compleja, conmutativa y con

unidad. Por ¢A denotamos el espacio de los caracteres de A

(funcionales lineales, multiplicativos, sobre A). Es bien

conocido que los caracteres de A son automaticamente continuos

y que ¢A, provisto de la topologia débil * que le induce el

dual topolégico de A, es un espacio compacto y Hausdorff.
Recordamos también [9 ,Teorema 16.5] que si denotamos por

M al conjunto de los ideales maximales de A, existe una




identificacién entre ¢A y M, que es la aplicacién que a cada
caracter de A le hace corresponder su micleo. En adelante y sin
previo aviso, tendremos presente esta identificacién.

Si R es un compacto Hausdorff notaremos, como es usual,
por C(Q) al &algebra de todas las funciones continuas sobre Q,
comple jo valuadas.

El Teorema de Representacién de Gelfand [9, Teorema 17.4]
afirma que la Transformada de Gelfand, G, del dlgebra A en
C(¢‘). dada por G(a)(¢) = ¢la), es un homomorfismo continuo.
Ademds tal! homomorfismo es inyectivo si y sélo si A es
semisimple.

Cabe preguntarse ahora cuando el monomorfismo anterior
serd un auténtico isomorfismo. Gelfand y Naimark, en 1.943,

dan respuesta afirmativa a esta cuestién en el caso concreto de

que A sea una B = dlgebra, [9 Teorema 35.4].

De una lectura "cuidadosa" de un conocido tecrema de tipo
Wedderburn, para ciertas 4algebras de operadores, debido a
Dunford (1.954) ([10, Teorema 4.17], ver también [12, Cap XVII,
Aptdo 2.1]) se obtiene el siguiente teore a que constituye una
primera respuesta a la pregunta planteada.

Recordemos [26, cap. III, Seccién 2] que dado un espacio
topolégico compacto y Hausdorff, Q, y una subalgebra, H, de
c(Q), se dice que H, separa los puntos de Q si para

cualesquiera dos puntos distintos de Q, existe un elemento en H




que asigna a dichos puntos imagenes distintas. La subalgebra H
se llamara autoadjunta si para cada elemento, f, de H, la
aplicacién que a cada elemento de Q le hace corresponder el
complejo conjugado de su imagen por f, es también un elemento
de H.

Asi mismo recordamos que una subilgebra, B, de un &algebra
asociativa con unidad, A, se dice que es plena si contiene al
inverso de cada uno de sus elementos inversibles en A.

Desde ahora en adelante, PA va a denotar el conjunto de

los idempotentes de un algebra A.

Teorema 2.1

Sea A un 4lgebra de Banach, compleja, conmutativa, con
unidad, I, tal que PA estd acotado. Sea B la subdlgebra cerrada
de A engendrada por PA. Entonces:

i) B es una subdlgebra plena de A.

ii) El1 homomorfismo de Gelfand, G, de B en C(¢B) es un

isomorfismo bicontinuo.
Demostracién
i) Veamos que B es una subalgebra plena de A:
Es un sencillo ejercicio comprobar que el conjunto PA es un
adlgebra de Boole con las operaciones:
enf =ef

evf




Ve, fe A También es conocido {11, Parte I, pag 44], que toda
dlgebra de Boole es isomorfa a una conveniente algebra de Boole
de conjuntos, de la que se sabe que dados n conjuntos de dicha
dlgebra, cada uno de ellos se puede conseguir como una unién
disjunta de convenientes conjuntos que se obtienen por intersec
cién de los n dados y sus complementarios. Esta propiedad se
traduce en el algebra de Boole PA en: Dados n idempotentes de
A, cada uno de ellos se puede expresar como conveniente suma de
idempotentes de manera que todos los idempotentes obtenidos en
estas descomposiciones son ortogonales entre si.

Consideremos el conjunto, B(PA), de todos los elementos

1 i=

A i i

i=

n n
de la forma aiel donde ale C, ei € P, [ e=1, e= 0,
1

elej= 0 sii1#2 3 ¥ 1,j=12...n, n €N Vamos a ver que
B(PA) es una subadlgebra de A que contiene a PA y cuyo cierre es
la subalgebra B. En efecto, dado un idempotente, e, podemos
expresarlo como:
e=e + 0(I-e)

lo que prueba que B(PA) contiene a PA. Para ver que B(PA) es
una subdlgebra de A, bastard probar que las operaciones
naturales en B(FA) son leyes de composicién internas.
Trivialmente el producto por escalares es una ley de
composicién interna para B{PA). Demostremos que la suma también

lo es:

La suma de dos elementos de B(PA). sera un elemento de A,




T . idempotentes en A4,

i=n
de la forma [alel. Al ser el, e
i=1

los podemos descomponer en convenientes sumas de idempotentes
por escalares, siendo todos los idempotentes que aparecen
ortogonales entre si. Se obtiene asi que la suma anterior ha de

ser de la forma:

-f3

i

|]= I, v1, j = 1,2,...m, por lo que se concluye

que la suma es una ley de composicién interna.

Un razonamiento analogo al efectuado para la suma, prueba
también que el producto es una ley de composicién interna en
B[PA).

Dado que 1la clausura de B(PA) contiene a todos los
generadores de B, se deduce que B es el clerre del algebra
B(PA). En consecuencia, si e es un elemento de B, exliste una

sucesion, {en} de elementos de B{PA] tal que e — e. En

neN’
particular si e es inversible en 4, del hecho de que todos los
elementos de la bola de centro e y radio el inverso de la norma
de e son inversibles en A, se deduce que todos los términos de

la sucesién anterior, a partir de uno dado, seran inversibles.

Por 1la continuidad de la aplicacién que a cada elemento




perteneciente al conjunto de los inversibles de A le hace
corresponder su inverso se tiene que, para n suficientemente
grande, e;t———a e—l. Por consiguiente, B serd plena sl y sélo

si B(PA) lo es.
l—

=n
Consideremos ahora un elemento de B(PA). b = ZazleIl :
i=1

que sea inversible en A. Supongamos que algin escalar o de
la suma anterior fuese cero. Entonces el correspondiente e, no
es nulo y sin embargo elb = 0, lo que es absurdo al ser b

inversible. De esta manera los escalares de la expresién de b

son todos distintos de cero y asi B(P“) es plena pues

i=n
-1

b = a;lel claramente esti en B(PA).
1

ii) En primer lugar probamos que la funcién inversa del
homomorfisme de Gelfand, G: B —— C(¢B). existe y es una
apiicacién continua. Para ello es suficiente encontrar una
constante real v positiva, K, tal que la desigualdad
IG(b)I = Klibl sea cierta para todo b en B. Ya que B(PA) es
densa en B, bastara probar la desigualdad anterior sélo para los
elementos de B(PA).
Por definicién:

IG(b)I = Sup{ |G(b)(e)| 7/ ¢ € ¢h} = Sup{ le(b)| 7/ ¢ € ¢B}
De donde la desigualdad anterior serd cierta si probamos que

Wbl = 4M Sup{ |e(b)| / ¢ € ¢B}.

donde M es la cota de PA.




Es una consecuencia inmediata del Teorema de Hand ~ Banach
que para todo elemento b de un espaclo normado se verifica que
» - *
b =Sup { Ix (b)| / xeS }
donde S. denota la esfera unidad del dual topolégico del

espacio normado en cuestién. Luego dado un elemento de B(PA),

i=n
b = E ae , se tiene que:
i=1

1=n L ] ] »
b =Sup{ |Zax(ei)| /x€S }
i=1
i=

n
< Sup { [ Iaillx‘(el)i /xes }
=1

i=1
s Max { le| / 1= 1,2,...n } Sup {[ !x'(eill / xe€ s’}

i=n

Por otra parte, si definimos:
P={ke{1,2,..n/Re (x(e)) 20}
N={ke{1,2,...n} / Re ( x'(ei)] <0}

se tiene que:

i=n 4

[ IRe (x (e ))] = [ Re(x-(e )) - Z Re(x.(e )) =
1 1 i

I=1 Tep TeN

Re [ E ﬁ.(el}] - Re [ Z x'(e1)] =

i€ i€EN

Re x.[ E el] - Re x*[ [ el] = Re x*[a) - Re x‘(I—a)
1€P 1€Q

e es un elemento de PA. Entonces, por estar PA
1€P




acotado, por M, se verifica que:

i=n
) IRe x'(e)| = 1 X (a)i+ Ix(I-a)0 5 WX N (lab + NI-al) = 2
i=1

De la misma manera se obtiene también que:

i=n %
): lIm x (e)] = 2M
i=1

de donde:

i=n o
Y Ixe)l =M+ 24 = am.
i=1

Probemos ahora que:
Sup { leb)| /7 ¢ € ¢h} = Max { Iail A osta, . .m )

Esto va a ser una consecuencia inmediata de los dos hechos
siguientes:
- Dados n idempotentes no nulos y ortogonales de 4, e1’ea""en'

y elegido unc de ellos, e existe un caracter, ¢, de B tal que

w(ek] = 1 mientras que w(ei) = 0 para todo 1 distinto de k.

En efecto: Por ser el radical de B el nucleo de la Transformada
de Gelfand de B y ser P disjunto del radical de 4 (Lema 1.6) y
por consiguiente disjuntc del radical de B, ha de existir un
caracter, ¢, de B tal que ¢(ek) # 0. Al ser e, idempotente,
w(ek) ha de valer uno y por el caracter ortogonal de los n
idempotentes considerados ha de ser nula la imagen por ¢ de
cualquier otro idempotente distinto de e

- Dados n idempotentes de 4, €..e,...€., ortogonales, no nulos,




cuya suma sea la unidad de A y elegido un caracter de B, p,
existe un y solo un idempotente del conjunto anterior tal que
su imagen por p vale uno mientras que la imagen por p de
cualquier otro de tales idempotentes es cero. En efecto: Ha de
existir un e del conjunto anterior tal que p(ek) # 0 pues de
lo contrario p(I) seria cero y esto no puede ser dado que los
caracteres conservan la unidad. Ahora del caracter ortogonal e
idempotente de estos elementos se obtiene lo deseado.

lLos dos hechos anteriores prueban que: Dados n

idempotentes no nulos, y ortogonales, de A, e ea,...en, tales

=

que Z
{

¢1(el] =1y @i(ej) =0sii1 # j, para todo i, j € {1,2,...n}.

n
e 1, existen n caracteres de B, wl,wz,...¢n, tales que
1

Ademds cualquier otro caracter p de B, resiringido al conjunto
de estos idempotentes, ha de coincidir con alguno de los n
caracteres anteriores, de donde:
Sup {|p(b)| / ¢ € ¢} = Max {|a |, 1 = 1,2,..0}
y en consecuencia:
bl = 4M I G(b)I.

Veamos por ultimo que la Transformada de Gelfand asociada
a B es sobreyectiva. Este hecho es evidente si se tliene en
cuenta que, por la continuidad de G, G(B) es cerrada y que
G(B(PA)) es una subalgebra autoadjunta de C(¢B) que separa los
puntos de ¢B y contiene a las funciones constantes y por

consiguiente, en virtud del conocido Teorema de Stone -




Weierstrass [25, Teorema 3.2.12], se tiene que G(B(PAI)

densa en C(¢B) y con mads razén lo es G(B)'T

En lo que queda de seccién estamos en el ambiente:
4dlgebra de Banach, compleja, conmutativa, con inldad.

Nétese que con el objeto de establecer cuando el
homomorfismo de Gelfand asociado a A es un isomorfismo, es muy
natural, obligado, imponer que A sea semisimple, puesto que
C(¢A) lo es, y que el conjunto de los idempotentes de A esté
acotado, pues los idempotentes de C(¢A) lo estan. Sin
embargo estas dos condiciones no bastan para asegurar que el
monomorfismo de Gelfand asociado a una tal algebra A sea un
isomorfismo, como prueba el siguiente contraejemplo:

Sea D el disco unidad cerrado de C. LLamamos A(D) al
conjunto de todas las aplicacliones continuas de D en € que son
holomorfas en el conjunto Int D := {z € C / |z| < 1}. Es facil
comprobar que A(D) con las operaciones puntuales y la norma del
supremo es un algebra de Banach compleja, conmutativa, con
unidad, conocida en la literatura como Algebra Disco.
Obviamente el conjunto de sus idempotentes esta acotado y
claramente es semisimple. En [23, Teorema 4.4.1] se establece
que:

- La aplicacién F de D en el espacio de los ideales maximales

de A(D), dada por F(z) = {f € A(D) / f(z) = 0} es un




homeomorf ismo.
- La Transformada de Gelfand asocida a A(D) es la inyeccidn de
A(D) en C(D).
Por tanto el mmonomorfismo de Gelfand asociado a A(D) no podra
ser un isomorfismo dado que las &algebras A(D) y C(D) no pueden

ser isomorfas.

Estamos pues obligados a afiadir nuevas hipétesis si
queremos obtener condicicnes suficientes para que el

monomorfismo de Gelfand sea un isomorfismo. Uua de ellas es

clara en virtud del Tecrema 2.1, ii):

Corclario 2.2

Si A es un 4lgebra de Banach, compleja, conmtativa, con
unidad tal ague el conjunto de sus idempotentes, PA, estd
acotado, y la envolvente lineal de PA es densa en A, entonces
la transformada de Gelfand de A en C(¢A) es un isomorfismo. En

particular A es semisimple.

Obsérvese que si A es un A&lgebra que satisface el
corolario anterior, entonces C(¢A) ha de ser el cierre de la
envolvente lineal del conjunto de sus idempotentes. Anallizamos
ahora cuando se da esta ultima situaclén.

Sea Q un espacio topolégico compacte y Hausdorff. Es




facil ver que si Q es conexo, C(RQ) no tiene mas idempotentes

que las funciones constantemente igual a uno y a cero

respectivamente. Luego si buscamos "cierta abundancia" de
idempotentes, en C(Q), queda claro que la no conexién de Q va a
nuestro favor.

Existen varios conceptos para medir el grado de no
conexién de un espacio topolégico:

Un espacio topolégico, Q, se llama totalmente disconexo si
no contiene mis subconjuntos conexos que los unitarios. Se dice
que Q es cero dimensicnal si cada uno de sus puntos tiene una
base de entornos formada por conjuntos que son, simultaneamente
abiertos y cerrados. Se dice que Q estoneano o extremadamente
disconexo si el cierre de cada uno de sus abiertos es un
abierto de Q.

Relacionemos estos conceptos en 21 ambiente que nos
ocupa:  espacio topolégico compacto y Hausdorff.

Ya que @ es localmente compacto, de [29, Teorema 29.7]

se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3

Q es cero dimensional si y sélo si es totalmente

disconexo.

Supongamos ahora que Q! es extremadamente disconexo. Sean




x, y, dos puntos distintos de Q, y V(x) un entorno de x tal que
y no pertenece al cierre de dicho entorno. S1 expresamos a
Q como la unidén de la clausura de V(x) y de su complementario
se tlene que N es al unién disjunta de un entorno ablerto
cerrado de x, (el cierre de V(x)), y de un entorno abierto
cerrado de y (el complementario del cierre de V(x)), de donde

cualquier subconjunto de Q que tenga dos o mas puntos distintos

no podra ser conexo. Por tanto, podemos enunciar la siguiente

proposicién:

Proposicioén 2.4

Si Q es extremadamente disconexo, es también totalmente

disconexo.

Sin embargo, no cabe esperar que si 2 es totalmente
disconexo, tenga que ser estoneano, pues en [18, pag 222] se
puede encontrar un contraejemplo de ello. En consecuencla, en

nuestro ambiente la situacién se resume:




Totalmente disconexo Cero dimensional

Estoneano

La siguiente proposicién viene a mostrar como repercute el
hecho de que Q posea alguno de los grados de no conexién que
acabamos de presentar, en la abundancla de idempotentes en

cQ).

Proposicién 2.5

Q es totalmente disconexo si y sélo si C(Q) es el cierre
de la envolvente lineal de sus idempotentes.

Demostracién

Dado que la envolvente lineal de los idempotentes de C(Q),

Lin P, es claramente una subalgebra autoad junta y contiene a

las funciones constantes, si probamos que Lin P separa los

puntos de Q tendremos probada, en virtud del Teorema de Stone

—-Weierstrass [26, Teorema 3.2.12] la condicién necesaria.




Supongamos pues que Q totalmente disconexo, o lo que es
equivalente cero dimensional, para cualesquiera dos puntos
distintos de Q se tiene que cada uno de los puntos esta
contenido en un abierto cerrado de Q, respectivamente, de
manera que ambos ablertos cerrados, F1 y F2, son disjuntos y
su unién vale la totalidad. Definiendo la funcién e: Q —— C
que a cada elemento de Q le hace corresponder el cero, si el
elemento pertenece a F1, y el uno si el elemento pertece a F2,
se tiene que la funcién e es un idempotente que toma
valores distintos en los puntos prefijados y en consecuencia
Lin P separa los puntos de Q.

Reciprocamente: Si C(R) es la clausura de Lin P, como c(Q)
separa los puntos de Q se tiene que dados dos puntos distintos
de Q, wy v, ha de existir un idempotente, e, en c(Q) tal que
e(w) # e(u). Asi los conjuntos e'(0) y e'(1) son entornos

de w y v, cerrados disjuntos tales que su unién es R, lo que

prueba que Q es totalmente disconexo.*

Volviendo a nuestro ambiente, del Corolario 2.2 y de la

proposicién anterior se obtiene:

Corolario 2.6

Supongamos que el conjunto de los idempotentes de A es

acotado. Si A es el cierre de la envolvente lineal de sus




idempotentes, entonces A es semisimple y el espacio de sus

caracteres es totalmente disconexo.

Nuestro préximo objetivo es probar el reciproco del
corolario anterior. Esto se conseguira dando una nueva
respuesta al problema de cuando el moncmorfismo de Gelfand es
un isomorfismo. Dicha respuesta estd inspirada en [7, teorema
2.4], y se recoge en el sigulente teorema. Previamente

establecemos un lema:

Lema 2.7

Sea B un dlgebra de Banach conmutativa. Si F: cQ) —— B
es un monomorfismo de d4lgebras, entonces F! es continua. Si
ademis F es de imagen densa, F es un isomorfismo bicontinuo.

Demostracién

Usando el hectc de que F es un monomorfismme, es facil ver

que la aplicacién dada por

Hf"1= NF (£l v f e C(Q),

es una nueva norma de &lgebra en C(Q). Por consiguiente en

virtud de [21, Teorema 6.2] se tiene que:
Nl = NF(EIN.

y en consecuencia el monomorfismo F tiene inversa contlinua.

De otra parte, si F-1 es continua, entonces F es cerradz,




de donde si en adicién F es de imagen densa ha de ser F
sobreyectiva. Asi F'1 es un isomorfismo continuo entre dos
4lgebras de Banach conmutativas luego, por el Teorema de los

Isomorfismos de Banach, F es un isomorfismo bicontinuo.'

Teorema 2.8

Si A es semisimple, el conjunto de sus idempotentes estéa
acotado y el espacio de sus caracteres es totalmente disconexo,
entonces la Transformada de Gelfand asociada a A es un
isomorfismo y en consecuencia A es el cierre de Lin PA.

Demostracién

Consideremos la restriccién de la Transformada de Gelfand
de 4, GA, al conjunto de los idempotentes de A4, PA' Claramente
dicha restriceisn es invectiva. Por otra parte, si f es un
igempotente no nulo de C{q}s‘s digtinte de 1w identidad, les

-t «q
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condantos 2 (06 Y (1) gson corpachtes disziuntos M V831056
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PR e S =i, i se  tmaa
Ltales Jue ¢&= £ ey v £ L), iuego por el Teorema de Snilov

{9, Teorema 21.51, existe un idempotente, e, en A tal que
GA(e)= f. Luego por ser C(¢A} el cierre de la envolvente lineal
de sus idempotentes (Proposicién 2.5) se tiene que la
Transformada dee Gelfand asociada a A es un monomorfismo de
imagen densa.

Por otra parte, sea B 1la subalgebra cerrada de A

engendrada por PA. Por el Teorema 2.1, la Transformada de




Gelfand asociada a B, Gs' es un isomorfismo bicontinuo de B en

C(¢B). Luego componiendo. GA.G;1 es un monomorfismo entre
C(¢B) y C(¢A) de imagen densa, que por el lema anterior, es un
isomorfismo bicontinuo. Por tanto G = GA.G;§GB es un

isomorfismo. El resto se obtiene de la Proposicién 2.5.*

Nota: Obsérvese que si A es isomorfa a C(¢A) entonces por el
Lema 2.7 se tiene que PA es acotado, de donde si se supone que
¢A es totalmente disconexo, se verificara que la Transformada
de Gelfand asociada a A es un isomorfismo.

Hagamos ahora un balance de la situacién: Dada A, algebra
de Banach compleja, conmutativa, con unidad, semisimple vy tal

que el conjunto de sus idempotentes esta acotado se tiene:

A es el cierre de la envolvente lineal de sus idempotentes

!

El espacio de caracteres de A es totalmente disconexo-__l

¥

El monomorfismo de Gelfand asociado a A es un isomorfismo




La primera equivalencia se obtiene del Corolario 2.6 y de
la Proposicién 2.8. La segunda implicacién se establecié en el
Corolario 2.2.

A continuacién se presentan otras respuestas a la pregunta
de cuando la Transformada de Gelfand es un isomorfismo. Estas
respuestas se recogen en el siguiente teorema que resume, entre
otros, los resultados principales de [19] y [20].

Previamente recordamos los conceptos que apareceran
involucrados en el resultado en cuestién. De acuerdo con
[9, pag 111], si por A denotamos un algebra de Banach compleja,
conmutativa con unidad: Una funcién F, compleja de variable
compleja, se dice que opera sobre A si para cada elemento a, de
A, existe otro elemento b, de A, tal que FG(a) = G(b), donde G
denota la Transformada de Gelfand asociada a A.

Si A es semisimple, considerandola como subalgebra de

C(¢A), la definicién anterior se puede estaplecer en los

siguientes términos:

Dado un subconjunto @ de C, se dice que una funcién,
F: @ —— C, opera sobre A si para cada elemento , f, de A tal
que su imagen esté contenida en 0 se verifica que la
composicién F.f pertenece a A.

Si afiadimos, al hecho de ser semisimple, ser también una
subalgebra autoad junta de C(¢A1, entonces podemos asegurar

que existen funcicnes que operan sobre A distintas de la




identidad, a saber, la conjugacién en el planc complejo.

Se dice que el algebra A es regular (en el sentido de
Shilov) si para cada cerrado C del espacio de sus caracteres y
para cada elemento, ¢, del complementario de C, existe un
elemento, a, de A que pertenece al nicleo de cualquier elemento
de C, y sin embargo es tal que ¢(a) # 0.

Ya que todo espacio compacto Hausdorff es normal, el Lema
de Urysohn [17, Teorema 12.2] prueba que el &lgebra C(R) es

regular.

Teorema 2;2 [19, Teorema 2; 20, Teorema 3; 20, Teorema 1
y Corolario; 23, Corolario 5.1.2]
Si A es semisimple, entonces el monomorfismo de Gelfand de
A es un isomorfismo si se verifican alguna de las siguientes
condiciones:
i) Todas las funciones continuas operan sobre A.
i1) A es autoadjunta y la funcién F(x) = Vf;_q, (0=sx=1),
opera sobre A.

iii) A es autoadjunta, regular y existe una funcidn,

F: 1-1,11] —— C, que opera sobre A y verifica que

- -1 =
F(0) =0 vy %gg x F(x) = o,

iv) A es autoadjunta y existe una constante, k € R’, tal que
Hauas k Haaﬂ, para cualquier a en A.

Nota: Para ii) ver también [9, teorema 21.7].




SECCION 0010

EXTENSIONES DEL TEOREMA PRINCIPAL DE WEDDERBURN A ALGEBRAS DE

BANACH COMPLEJAS CONMUTATIVAS.

Siguiendo la nomenclatura de [7], si A es un 4&lgebra de
Banach y R es su radical:

Se dice que A es descomponible si existe una subalgebra
propia, B, de A tal que A=B+ RyBnR=0.

Se dice que A es fuertemente descomponible si existe una
subadlgebra cerrada y propia, B, de A tal que A = B + R Yy
B n R =0; es decir, A es la suma topolégica directa de su
radical y de B. En este caso notaremos A = B e R.

De ahora en adelante designaremos por A4, un algebra
de Banach compleja, conmutativa, con unidad. El objetivo de
esta Seccién consiste en presentar varios criterios que
aseguren la descomponibilidad fuerte de A.

La siguiente proposicién, fécil de probar, viene a
verificar la irrelevancia de suponer que el 4algebra A tiene

unidad.

Proposicién 3.1

Sea A un 4lgebra de Banach sin unidad y sea M su

unitizacién. Entonces A es fuertemente descomponible (respt.




descomponible) si y sélo si A lo es. Ademis la descomposicién
fuerte de A (respt. descomposicién) es tnica si y sélo si lo es

la de A1.

Con el ejemplo de Feldman, (Nota 1.9), queda claro que

existen algebras de Banach incluso conmutativas, descomponibles

que no son fuertemerte descomponibles.

Proposicién 3.2

Sea R el radical de A y sean ¢A ¥ ¢mm los espacios de
caracteres de A y A/R respectivamente. Entonces ambos espacios
de caracteres son homeomorfos.

Demostracién

Sea F: ¢u/R L ¢A la aplicacién dada por:

Flp)(a) =pla+R) VYope ¢A/R, aed

Claramente la aplicacién F estd blen definida y es
inyectiva; ademas es sobreyectiva. En efecto: Dado g € ¢A,
definimos ¢: A/R — C como ¢(a + R) = £(a) V a € A. El hecho
de que el radical sea el nicleo de la Transformada de Gelfand
hace que los caracteres se anulen sobre elementos del radlical

y de ahi que la aplicacién ¢ este bién definida. Obviamente

¢ € ¢‘/H y Flgp) = E&.

La bicontinuidad de F es inmediata pues, teniendc en

cuenta la definicién de los entornos basicos tanto de A como de




A/R [9, Definicién 17.1) es facil observar que:
F{V(&O;n(al),n(az), o .u(an);e) = V(F(W;ﬂl.ﬂz. s .an;c)

F-1(V(E;al,a

crrid 18} = V(F-i(g};u(al),u(az),,..u(an);e)

2

+
v a.a,...a € A, p € q)A, £ € ¢.vn’ € € R, donde m dencta la

proyeccidén canénica de A sobre A/R. '

Por tanto de ahora en adelante nos dara lo mismo decir que
qSA es totalmente disconexo o que ¢MR lo es; o suponer que A/R
es isomorfo a C(¢VR) o que A/R es isomorfo a C(¢A)" puesto que
como es bien conocido [23, Teorema 4.1.4], dos compactos
Hausdorff, nl y Qz, son homeomorfos sii las correspondientes
dlgebras C(Ql) y C(na} son isomorfas. Finalmente también
conviene observar que es equivalente decir que A/R es isomorfo
a Cwnxn)’ que decir que A/R es isomorfo a C(Q), para
conveniente espacio, Q,compacto Hausdorff. Esto se debe a que
si T es el isomorfismo existente entre C(Q) y A/R, y G es la
Transformada de Gelfand asociada a A/R, entonces G.T es un
monomorfismo continuo entre C(Q) y G(¢M“). de donde por ser
€(Q) autoadjunta, la imagen de tal monomorfismo serd una
subalgebra autoadjunta de C(¢A/R)' que claramente separa los
puntos de ¢A. luego por el Teorema de Stone - Weierstrass, la
imagen de G.T serd una subalgebra densa de C(¢MR). Ya que por
el Lema 2.7 tal imagen es cerrada, se tendrd que G.T es un

isomorfismo bicontinuo, y asi A/R es isomorfo a C(¢A/R).




La siguiente proposicién es parte del enunciado
de [6, Teorema 2.3].

Proposicién 3.3

Sea B un 4lgebra de Banach conmutativa, D un dlgebra de
Banach y ¥: B — D un homomorfismo. Si el conjunto de los

idempotentes de B, PB, esta acotado, también lo esta W(PB].

Corolario 3.4

Si D es un &lgebra de Banach y ¥: C(Q)— D es un
homomorfismo, la imagen por ¥ de los idempotentes de C(Q) es un

subconjunto acotado de D.

El siguiente resultado de Badé y Curtis (1.960), se
recoge en [7, Teorema 2.4] y es un resultado clave en todo

este trabajo.

Teorema 3.5. (Criterio de descomposicién I)
Supongamos que el radical de A, R, no es cero y que el
espacio de los caracterec de A, ¢A es totalmente disconexo.

Entonces:

i) A es descomponible y A/R es isomorfo a C(¢A/R) si y sélo si

el conjunto de los idempotentes de A, PA, es acotado.

ii) si PA es acotado, entonces A es fuertemente descomponible y




tal descomposicion fuerte es lnica.

Demostracién

i) Probemos que si A es descomponible y A/R = C(¢A/R)

entonces PA es acotado. Observemos que todo isomorfismo
algebraico entre C(¢mm) y A/R es un isomorfismo topolégico en
virtud del Lema 2.7. Por otra parte si A es descomponible, por
la Proposicién 1.4, ha de existir una subalgebra B de A tal que
la restriccién de la proyeccién candénica, de A en A/R, a B es
un isomorfismo de algebras, entre B y A/R. Sea u: C(¢A/R) — B
la composicién de los dos isomorfismos anteriores y sea P el
conjunto de los idempotentes de C(¢A/R). Por ser p isomorfismo:
u(P) = Pa'

Nétese ahora que el conjunto de los idempotentes de B, PB,
estd incluido en PA por ser B subdlgebra de A, y que la
inclusién contraria también es cierta en virtud de iv) del Lema
1.6, de donde PA= PB.

Por consiguiente: p(P) = Pk. Considérese, finalmente, p
vista de C(¢uw) en A y apliquese ahora el Corolario 3.4 para
concluir que PA es acotado.

La condicién suficiente de la afirmacién i) de este
teorema quedara probada cuando se demuestre la primera parte de
la tesis ii) del enunciado del teorema ya que toda &lgebra
fuertemente descomponible es trivialmente descomponible y en la

prueba de ii) se vera también que la Transformada de Gelfand




asociada a A/R es un isomorfismo. Pasemos pues a probar ii).

ii) Supongamos que lf’A es acotado. Probemos en primer lugar que
A ha de ser fuertemente descomponible. Sea B la subalgebra
cerrada de A engendrada por PA. En virtud de la Proposicién 1.4
y por ser B una subalgebra "cerrada" de A, para que A se
descomponga como suma topolégico directa de B y R sera
suficiente probar que la restriccién, n/B, a B de la proyeccioén
canénica, m : A—— A/R, es un lsomorfismo.

- Veamos que mn/B: B — A/R es inyectiva. Para ello
probamos previamente que B n R = 0. Obsérvese que por ser
P= P, se tiene que B = Hn_l}_B siendo P_ acotado por
hipétesis, luego por el Corolario 2.6 el espacio de los
caracteres de B, ¢B. es totalmente disconexo, y por ii) del

Teorema 2.1, el homomorfismo de Gelfand, GB de B en C(¢B) es un

isomorfismo bicontinuo. Por consiguiente B n R = 0, ya que sl

X € B n R, entonces 0 = rB(x) = IIGB(x)“ % x = 0, donde r

denota la aplicacién radio espectral en B. (Ver,si acaso [9,
Teorema 17.4 y Corolario 17.7])

Si ahora un elemento, b de B, es tal que n/B(b) = O
entonces b € Ker m = R, por lo que b pertenecerd a la
interseccién de B y R, que sabemos que es cero . Asi b = 0, y
por consiguiente n/B es inyectiva.

- Veamos que w/B: B — A/R es sobreyectiva. En primer




lugar observamos que si consideramos la Transformada de Gelfand
asociada a A/R. G: A/R — C(¢A/R), y probamos que la
composicién ¥ = G.n/B, ¥: B — C(¢A/R). es sobreyectiva,
entonces mn/B es también sobreyectiva. En efecto: dado un
elemento [a] de A4/R, ya que G([al) es un elemento de C(¢ﬁ/n) y
que se supone y sobreyectiva, se tiene que ha de existir un
elemento, b, de B tal que 7(b) = G([a]l), es decir
G(n(b)) = G(la]l), y por ser G un monomorfismo (por el caracter
semisimple de A/R) ha de ser m(b) = [a]. Probemos pues que y es
sobreyectiva. Nétese que por ser ¢1/R totalmente disconexo
(Proposicién 3.2), de la Proposicién 2.5 se tiene que C(¢A/R)

es el cierre de la envolvente lineal de P (el conjunto de sus

idempotentes) y que por definicién B = Lin PB ; de aqui que en

en primer lugar veamos que 7(PA) = P, con lo que tendremos que
y(Lin PB] = Lin P y que por consiguiente y: B — C(¢A/R) es un
monomorfismo de imagen densa. El1 hecho de que 7(PA} = P se

deduce de:

a) n/B(PA) = Fuxn' En efecto: Por ser wn/B un homomorfismo,

n/B(PA] S P Reciprocamente: si [x] € PA/R entonces por 1ii)

AR’
del Lema 1.6 3 p € PA tal que n/B(p) = [x].

b) G(PA/R) = P, En efecto: Por definicién de norma cociente es
claro que P‘VR es un conjunto acotado, puesto que PA lo es; y

como ¢A/R es totalmente disconexo, por el Teorema 2.8, la

Transformada de Gelfand asociada a A/R, G, es un iscomorfismo.




Por tanto G(P ) = P.
A/R
Ahora, dado que GB: B — C(¢B) es un isomorfismo, se
-1
tiene que 1.GB : C(¢B) —_— C{¢l/n} es un monomorfismo de

imagen densa, luego por el Lema 2.7 es un lisomorflismo

bicontinuo, y asi 7 = 1.G;TGB es otro isomorfismo bicontinuo,

lo que prueba que y es sobreyectiva y, por consiguiente, que lo
es n/B.

Veamos por ultimo que la descomposicién fuerte es unica.
Para ello supongamos que existe otra subalgebra cerrada de 4,
B', tal que A = B’ @ R. Entonces, por la Proposicién 1.4, se
tiene que w/B': B'— A/R es un isomorfismo continuo, que
también sera bicontinuo dado que B’ es cerrada (Teorema de los
Isomorfismos de Banach). Componiendo esta aplicacién con el
isomorfismo G: A/R — C(¢AAJ se obtiene un isomorfismo
bicontinuo entre B' ¥y C(¢A/R). Por tanto B’ también ha de ser
el cierre de la envolvente lineal de sus idempotentes. Pero por
iv) del 1lema 1.6, B’ es una subalgebra de A que contiene a
P, luego P ,= P yen consecuencia: B = ETE_§: =B,

A la vista del teorema anterior y en el caso de que PA sea
acotado, cabe la duda de si es posible que A admita otra
descomposicién no fuerte, claro estd. Se comprendera enseguida
el interés del siguiente resultado, probado en [7, Teorema

2.4], en el que se afirma que bajo la hipétesis adicional de




que R sea nilpotente, tal situacién no se puede dar.

Teorema 3.6

Si PA es acotado, ¢A totalmente disconexo y R es

nilpotente y no nulo, entonces toda descomposicién de A es

necesariamente fuerte y en consecuencia unica.

Segin se probé en el Teorema 3.5, dada un algebra de
Banach compleja, conmutativa, con unidad, el hecho de que su
espacio de caracteres sea totalmente disconexo junto con que el
conjunto de sus idempotentes esté acotado, fuerza la
descomposicién fuerte (unica) del algebra A. De ahi que ahora
nos preocupemos del estudio de condiciones que aseguren la
acotabilidad de PA. En este sentido, una primera respuesta la
dan Badé y Curtis:

Se dice que el é&lgebra A satisface la propiedad (I),
cuando para cualesquiera sucesiones de idempotentes de A4,

{a }

by ¥ {bn}nEN , tales que

i) aa=bb=20 YVn##melN

nm nm

ii) ab=20 YVn meN

nm

exista un idempotente, e, de A tal que:

y




Como se afirma en [7, Corolario 3.3], si A satisface la
propiedad (1), entonces los idempotentes de A estdn acotados.
Ademas, es de notar que este resultade sigue siendo cierto con
sélo suponer que los idempotentes de A conmutan (sin necesidad
de exigir la conmutatividad del algebra)

Si se refuerza un poco la hipétesis topolégica de que el
espacio de los caracteres de 4, ¢A, sea totalmente disconexo y
se supone que ¢A es extremadamente disconexo entonces, como se
prueba en [7, Seccién 3], A satisface la propiedad (1), por lo

que el Teorema 3.5 nos permite enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.7

Si el espacic de los caracteres de A es extremadamente
disconexo, entonces A es fuertemente descomponible y la
descomposicién fuerte de A es unica.

Ademds, A/R es isomorfo a C(¢A/R).

La acotacién del conjunto de los idempotentes de A/R no
fuerza la acotacién del conjunto de los idempotentes de A, ni
siquiera suponiendo que A/R es isomorfo a C(¢A/R) y que el
espacio de los caracteres de 4 es totalmente disconexo, como
pone de manifiesto el siguiente contrae jemplo:

Si se considera un espacio vectorial comple jo

n- dimensional de base {el, e, - en} y se define la tabla de




multiplicacién siguiente:

si J, k22 y j+k > n

se tiene que el espacio Un asi definido tiene estructura de
algebra de Banach conmutativa, para conveniente norma [7, Lema
5.1]. Si a cada natural, n, se le asocia por el procedimiento

anterior la correspondiente &lgebra Un' y se considera el

espacio U de todas las sucesiones {x} tales que x e U,
o n neN n n

VnelN, vy %ig nan = 0, se tiene que Uo con las operaciones
puntuales y la norma del supremo es un dlgebra de Banach
conmutativa. Si se denota por A4 a la unitizacién de dicha
algebra, a partir de [7, Teorema 5.2], se deduce que:
- A es un algebra con radical, R, no nulo.
los idempotentes de A/R estan acotados.
El espacio de los caracteres de A totalmente disconexo.
A no es descomponible.
Por tanto el conjunto de los idempotentes de A no puede estar
aco*ado (para no caer en contradiccién con el Teorema 3.5).
A continuacién nos vamos a ocupar de establecer

condiciones que aseguren la acotacién de PA a partir de 1la




acotaciéon de PA/R , independientemente de cémo sea el espacio
de los caracteres de A o de que A/R sea o no isomorfo a
C(¢A/R)' Una primera respuesta se obtiene a partir de la
sigriente proposicién si se recuerda que, cuando A satisface la

propiedad (I) entonces P, estd acotado.

Proposicién 3.8

A satisface la propiedad (1) si y sélo si A/R la satisface.
Demostracién
Supongamos que A satisface la propiedad (I) y consideremos

dos sucesiones de elememtos de PA/ i {[an]}nem y {[bn]}nEIN :

R
verificando las condiciones i), ii) de la propiedad (I). Por el
Lema 1.6, iii), y por el caracter sobreyectivo de m, existiran
otras dos sucesiones {un}nem y {vn}nelN de elementos de PAtales
que:
n(u ) = [a ]
n n
n(v) = [b]
n n
Asi

aluu) =lallal=MbBlb]l=nlvv)=0 ¥YnzmeN
nm n m n nm

auu )=[allb]l =0 Y n, m€ N
nm n m

Por ii) del lema 1.6, {un}

et ¥ {Vn}nElN verificaran las

condiciones i), ii) de la propiedad (I), por lo que existira un

idempotente, e, en A tal que:

eu=u
n n




Por tanto:

n(e)[an] . y
n(e}[bn] VneN

lo que prueba que A/R satisface la propiedad (I).

Reciprocamente: Supongamos que {an}“&_‘N y {bn}neIN son dos

sucesiones de PA que satisfacen 1) e ii) de la propiedad (I).

Entonces, obviamente, {m(a }} y {n(b )} (donde ® es la
n" neEN n n€

proyeccién candénica de A en A/R) son dos sucesiones de Pmm
que también verifican las condiciones i), ii) de la propiedad
(I). Si A/R satisface tal propiedad, ha de existir un

idempotente, [e], de A/R tal que
[e]u(an) n(an) y
leln(b ) = 0O Ynel

Otra vez por iii) del Lema 1.6, existird un idempotente de

A, p, tal que n(p) = [e], de donde:
nip an) n(an) y
n(p bn) 0 Y nel

Por consiguiente, por ii) del Lema 1.6, se tiene que:

pa=a y

pb =20
n

y asi, A satisface la propiedad (I].*




Una nueva respuesta al problema de cuando P.\ es acotado,

sabiendo que PM lo es, se deduce de la prueba de (7, Teorema

R
4.2) donde en concreto se demuestra que:

Si PMR es acotado y R es nilpotente, entonces PA es
acotado.

La hipétesi: de nilpotencia del resultado anterior, se ha

debilitado sucesivamente por varios autores. Asi A. Ya.

Khelemskii, [22], en 1.966, prueba que si PVR es acotado y

2
e — 0 (h —> ®)

uniformemente en el conjunto de los elementos, r,
pertenecientes a la interseccién del radical con la bola unidad
cerrada de A, entonces l="A es acotado.

Perfeccionando algo el argumento de Khelemskii, A. B.

Odulo demuestra que la condicidn

IIr'"IIm“fn — 0 (n — o)

uniformemente en el conjunto de los elementos, r, del radical
pertenecientes 2 la bola unidad cerrada de A, es suficiente
para garantizar lo mismo [22].

Finalmente en 1.967, Gerin y Lin prueban en [15] que la

condicién




uniformemente en el conjunto de los elementos, r, de la
interseccién del radical con la bola cerrada unidad de A, es
suficiente para obtener la acotacién de PA.

Es bien sabido [26, Corolario 2.3.4] que los elementos del

radical de cualquier algebra de Banach verifican que:

lim wr™1t™ = o VreR

n30

y que esta condicién caracteriza a los elementos del radical si
el algebra es conmutativa [26, Corolario 2.3.6]. Por tanto, la
condicién de Gorin y Lin lo unico que afiade es que la

n 1/n}

convergencia a cero de las sucesiones {iri sea

neN
uniforme para los elementos del radical que pertenecen a la
bola unidad cerrada de A.

La condicién de Gorin y Lin se puede reformular de la

siguiente manera:

lim £(n)*™= 0
n->oo

donde f(n) = Sup {Ir"l / r € R, Irll = 1}. Ahora es facil ver
que si se verifican cualesquiera de las condiciones anteriores,
también se verifica la condicién de Gorin y Lin. Otras
reformulaciones de tal condicién pueden verse en [24, Teorema
3.2]

Nuestro préximo objetivo es probar que la condicién de

Gorin y Lin basta para garantizar la acotacion de PA cuando

P es acotado.
A/R




Si a es un elemento de A tal que su imagen por la
Transformada de Gelfand asociada a A4, G(a), es la identidad de
C(¢A). entonces se sabe ., Teorema 17,4] que el espectro de a,
Sp(a), viene dado por:

Spla) = I G(a) =1
por lo que [26, Lema 4.7.2.] tenemos asegurada la existencia de
soluciones en A de la ecuacién x2= a. Sin embargo no tenemos

garantizada la existencia de una solucién, x, de la ecuacién

anterior tal que G(x) sea la identidad de C(¢A), hecho que

como veremos a continuacién nos sera de gran utilidad.

A titulo de ejemplo, si el espacio de los caracteres de 4
es conexo es muy facil ver que toda solucién, x, de la ecuacién
anterior es tal que G(x) es la funcién constantemente igual a
uno 6 la constantemente igual a menos uno, con lo dque se
tendria asegurada la existencia de soluciones de la ecuacidu
x2= a tales que G(x) sea la unidad. Ahora bien, nosotros
estamos interesados en buscar soluciones de este tipo justo en
el caso en que el espacio de los caracteres de A sea totalmente
disconexo.

Con independencia de como sea ¢A, podremos huscar
soluciones del tipo anterior con la ayuda del Calculo Funcional
Holomorfo. En efecto: Si consideramos el disco D(1, 1/2) vy
denotamos por I' su frontera, entonces por [9, Proposicién 6.4]

se tiene que si I denota la unidad de 4




X = —17 J vz (zI - a)dz
2ni r

es una solucién de la ecuacién x°= a. De la continuidad de G y

la férmula de Cauchy para el disco se obtiene que:

2l Zaet o ool e
G(x) —mjr\@ G((zI - a) )dz—mjrﬁ (z - 1) Vi

por lo que tenemos asegurada la existencia de una solucién
de la ecuacién x°= a tal que G(x) sea la unidad de C(¢A).

Ahora probamos la unicidad de una tal solucién: Supongamos
que x e y son dos elementos de A tales que x°=a = yz. siendo
tanto G(x) como G(y) iguales a la identidad de C(¢A]. Dado
que G(x - y) = 0, el elemento y sera de la forma y = x + r,
para conveniente r de R. Puesto que x°= yz, se tiene que
2XxXr+ r2= 0, de donde

r(2x+r) =0,

Pero al ser Sp(2 x + r) = Im G(2 x + r) = 2, se tiene que el
elemento 2 x + r es inversible en A, lo que demuestra que r = 0

y por consiguiente x = y.

Estamos pues en condiciones de establecer la siguiente

proposicién:

Proposicién 3.9 [15, Lema 1]

Sea A un dlgebra de Banach, compleja, conmutativa, con

unidad y sea G: A — C(¢A) su Transformada de Gelfand. Si un




elemento, a, de A es tal que G(a) es la unidad de C(¢A)
entonces la ecuacidn x2= a tiene una tlinica solucisn en A tal

que su imagen por G es también la unidad de C(¢A}.

Con ayuda de la proposicién anterior demostramos
el siguiente lema técnico, que es clave en la prueba de nuestro

objetivo.

Lema 3.10 [15, Lema 2]

Sea T un subconjunto de R tal que para conveniente
constante, C, y para cualquier elemento, t, de T se verifica
que It - t21 s C. Entonces si Wr™i""—— 0, uniformemente
Y r € R tal que lirll = 1, se tiene que ltll = Cx’ V t € T, donde
C1 es una constante que depende de C.

Demostracién

Sea I la unidad de A. Sea v = 4(t - t°), t e T. Entonces:

(1 -2)%= 1 + 4t®- 4t = I- v.
Por tanto I- 2t es una raiz de I - v, siendo
G(I - 2t) = G(I) =1 = G(I - v).
Como se prob6é en la proposicién anterior I - 2t ha de ser de la

forma:

I—2t=~1—I vz (zI - 1 + v) dz
2ni r

Nos proponemos probar que II - 2t = K, VvV t € T, para

conveniente constante K. Dado que v (1 - z)_ie R, VzeTl, se




tiene que el radio espectral de tal elemento es cero, de donde
por [9, Teorema 2.9], el elemento I - v(1 - z)"! es inversible
en A siendo

[+ ]
(1-va-2""=§ wa - z) H"
n=0

Por tanto
(2 s ol et =a? 0l =wll =2l =

y asi (1) queda de la siguiente forma:

2l
I1-2t-= i I

n=0 (1 - n+1

Sabiendo que la longitud del camino I' es m, se tiene que:

v
||1—zt||s_|»/‘|): —
=0

|n+1

|1 -z

Como z varia a lo largode I' = {z € C / |z = 1| = 1/2}, de aqui

se obtiene por un lado que:

=-(n+1) n+l

|z - 1] =2

y por otro que |z| < 3/2, de donde |VZ| < 2. Por tanto:

1T - 2ti [ 2210 = 2 [2 v
=0 n=0

Ahora bien, dado que v € R:




n
v

— || = Sup { i / r e R, Irll = 1}
vl

De donde recordando que:

f(n) =Sup { Ir"l / r € R, lrk s 1}
de la desigualdad anterior se deduce que:

" = Nvi"£(n).
Como por hipétesis Illvll = 4C, se tiene que:

" s (4C)"f (n).

con lo que a partir de (2):

[+ ]
I - 2t = 2 ): (8C)"f (n).
n=0

Ya que la hipétesis de Gorin y Lin, en términos de f(n), es

equivalente a

lim £m)*" = o,
el ]

por el criterio de la raiz n-ésima la serie anterior es
convergente, luego III - 2tl < K V t € T, y conveniente
constante K.
La demostracién del lema se concluye observando que:
t=1/21-1/2 (I - 2t)
por lo que:

Ntn =< 172 NI + 172 N1 - 2th = 1/2 (NIN + K) := Ci' Vie T.*

El siguiente teorema, [15], cumple con el objetivo que nos




habiamos propuesto y supone una mejora de [7, Corolario 4.3].

Teorema 3.11
Sea m la proyeccién canénica natural de A en A/R. Si la

n,1/n
}

sucesion A{lr'|li converge a cero uniformemente en el

neN
conjunto de los elementos, r, del radical que pertenecen a la
bola unidad cerrada de A, entonces si S es cualquier
subconjunto de PA tal que n(S) estd acotado en A/R, se verifica
que S estd acotado.
Demostracion
Puesto gque por hipétesis el conjunto mn{S) esta acotado en
A/R, existira una constante, C, tal que:
hipll = C YVpes
De esta manera a cada elemento, p, de S, de podremos asociar un
elemento, r, de R tal que:
lp+rll sC+ 1 := C1 (1)
Por cada elemento, p, de S, con su r asociado, construimos el

elemento de R:

= (I - 2
e ( pir
y definimos el subconjunto T de R dado por:
T := / S
{op p € S}

Los elementos de T verifican que:

c§~ ¢ =(I- 2p)2r®- (1 - 2p)r = (I + 4p>- 4p)r®- (I - 2p)r =




=r(r-1+ 2p)
De otra parte:
(p + r)2- (p+r)=p+ r’+ 2pr - p-r=r(r+2p-1)
Por consiguiente:
2 2
-0 = + - +
- (p +r) (p +r)
luego por (1):
o2 - ¢l =C>+C
P P 1 1

Aplicando el lema 3 10, tendremos que:
lle i s C VoeT
P 2 p

siendo C2 una constante que depende de C1 (concretamente de

Cf+ C1]' Como de la definicién del elemento ep se tiene que

c=2(I -plr-r
P
tomando normas:
le # = W2(I - p)lr - rll s C YoeT
P ( P 2 P

Luego de (1) y (2) se deduce que:
lip+ 2(1 = p)rlh = ip + rl + 02(I - plr = rll = C1+ C2:= C3
Si llamamos T = 2(I - p)r se verifica que pt = 2(p - plr =0y

por tanto (p + )%= p+ t°, de donde:

Iz2- T = N(z2+ p) -t - pll = I(p + )%~ (z + p)il =
slp+ T2+ 0 T+pl=ip+ 201 -phri’ Ip+2(1 - pril =
< C+ C

3 3

De manera que si llamames T’ al conjunto de los T que se acaban




de definir, se verificara que:

2= th s C° + C VteT
3 3

y otra vez por el Lema 3.10, existira una constante, C4.
dependera de C3 (y por tanto de C) tal que:
Iz = 12(I - plrll = C4 VTeT.
De esta forma, para cada elemento, p, de S se tendra que:
liph = ip + 2(I - p)r -2(1 - p)rll =
s llp + 2(I = p)ril + H2(I - p)ril =
£ Ca + C4:= C5

siendo C5 una constante que depende de C. Por tanto S es un

subcon junto acotado de A.*

En el caso de que los idempotentes de A/R estén acotados,
el teorema anterior, junto con el Teorema 3.5, nos permite

establecer el siguiente resultado que mejora [7, Teorema 4.2].

Teorema 3.12

Sea A un 4lgebra de Banach, compleja, conmutativa, con
unidad, con radical R no cero y con espacio de caracteres
totalmente disconexo. Si el conjunto de los idempotentes de A/R

n,l/n

estd acotado y la sucesion {lir ™"} converge uniformemente

nelN
a cero, en el conjunto de los elementos, r, del radical que
pertenecen a la bola unidad cerrada de A, entonces A es

fuertemente descompor.ible y tal descomposicidn es tnica.




Ahora nos proponemos presentar un nuevo Criterio de
descomposicién de tipo Wedderburn, donde se prescinde de 1la
hipétesis de acotabilidad del conjunto de todos los
idempotentes, tanto de A como de A/R.

Se recuerda [1, Cap. II.10] que un idempotente se llama
primitivo cuando no se puede expresar commo suma de
idempotentes ortogonales.

Como es usual, denotamos por 11 al algebra de Banach de
las sucesiones, x = {x } cuya serie asociada es absoiutamen

n neN’

te sumable, con las operaciones puntuales y la norma:
+00

Ixh = E~lx“|

n

El siguiente teorema [7, Teorema 5.6], cuya prueba no

ofrece ninguna dificultad, recoge el mencionado criterio.

Teorema 3.13 (Criterio de descomposicién II)

Si A es un dlgebra de Banach conmutativa, con radical R no

nulo, tal que A/R es isomorfa a 11 entonces:

i) A es descomponible si y sélo si los idempotentes primitivos
de A estan acotados.

ii) Si los idempotentes primitivos de A estdn acotados entonces
A es fuertemente descomponible y la descomposicion fuerte

de A es unica.




Dado que los idempotentes primitivos de 11 estan acotados,
cada vez que A/R sea isomorfa 11 se tendra que el conjunto de
los idempotentes primitivos de A/R también esta acotado y por
cons!guiente cada vez que conozcamos condiciones que, a partir
de la acotabilidad de los idempotentes primitivos de A/R,
garanticen la acotabilidad de los idempotentes primitivos de A,
tendremos un teorema de descomposicién derivado del criterio
anterior. A titulo de ejemplo, del Teorema 3.11 se obtiene el
siguiente resultado, que mejora el Teorema 5.5 de [7], y que

Khelemskii en [22, Teorema 3] probaba bajo su hipétesis.

Teorema 3.14

Sea A un 4lgebra de Banach conmutativa, con radical R no
cero. Si A/R es lisomorfa a 11 y la sucesion {Hrnﬂlfn}new
converge a cero uniformemente en el conjunto de los elementoes,
r, del radical que pertenecen a la bola unidad cerrada de A,

entonces A es fuertemente descomponible y tal descomposicion es

tinica.

Cabe preguntarse, a la vista del criterio de
descomponibilidad anterior, si es posible que A admita mas de
una descomposicién no fuerte, claro esta. Guiados por la

respuesta que dimos en el caso de que el espacio de los

caracteres de A fuese tctalmente disconexo, PA acotado, y el




radical nilpotente (ver Teorema 3.6), cabe preguntarse si,
afiadiendo al Teorema 3.13 1i) la hipétesis de nilpotencia del
radical, se consigue también la unicidad de la descomposicién
no fuerte. La respuesta es negativa como prueba el siguiente
contrae jemplo (7, pag. 366]:

Dado un objeto matemdtico arbitrario, r, consideremos el
espacio vectorial Cr y dotémoslo del producto cero. Sea A el

dlgebra suma directa (ortogonal) de 11 y Cr, con la norma:

x + « rll = lixh + |r| VY x € 11, a €C.

Es facil comprobar que el radical, R, de A es el conjunto

Cr. Si ahora f es un funcional lireal no continuo de 11 en C
tal que su restriccién a 1111 es cero y se considera la
inmersién natural isométrica, 1, de 11 en A, se tiene que la
aplicacién

g 1, — A

x —— ilx) + f(x) r

es lineal, inyectiva (por serlo 1), y conserva el producto.
Considerando la subalgebra B':= Im g, se tiene que

A=B +R y B nR= {0}
ya que cualquier elemento de A, a = x + « r, se puede expresar
de la forma a = (i(x) + f(x) r) + {a ~ f(x)) r, y B> n R = {0}
puesto que si i(x) = O entonces x = 0. Por Gltimo obsérvese que

B’ es una subalgebra de A que no puede ser cerrada, pues en ese

caso g seria continua, lo que forzaria la continuidad de f.




Si bién la condicién de que A/R sea isomorfa a C{¢A/R) no

es suficiente (ni en presencia de que ¢A/R sea totalmente

disconexo) para garantizar la descomposicién de A (Véase el
ejemplo de la pag. 45 y 46), la prueba del Teorema 3.5 pone de
manifiesto que el que dicha condicién se cumpla es sustancial,
de ahi el interés de presentar teoremas de descomposicidn
fuerte en los que se supone que A/R es isomorfa a C(¢A/R). Ya
que disponemos de una amplia gama de resultados que aseguran la
existencia de un tal isorfismo (ver Seccién II), combinando
éstos con los que vamos a presentar, se consigue toda una
variedad de teoremas de tipo Wedderburn. En esta linea un

primer resultado es el siguiente:

Teorema 3.15 [7, Teorema 4.1]

Sea A un 4dlgebra de Banach compleja conmutativa con unidad
tal que A/R es isomorfa a C{¢A/R)' Si A es descomponible,
entonces es fuertemente descomponible y la descomposicidn

fuerte de A es tnica.

Es de notar que la hipétesis de que A sea descomponible
es, en principio, demasiado fuerte ya que no conocemos
criterios que aseguren la descomponitilidad de un 4lgebra (sin

llegar a la descomponibilidad fucrte de la misma). Sin embargo,




el teorema anterior serd de gran utilidad para establecer el
siguiente resultado, cuya filosofia consiste en obtener una
descomposicién fuerte del 4lgebra a partir de wuna tal
descomposicién de su bidual. Previamente recordamos que dado un
subespacio lineal, M, de A se define el subespacio polar u
ortogonal de M como el conjunto:
M:= {f € A"/ £(r) =0 VY r eh

donde A- denota el dual topolégico de A. El polar de M°, que

00 .
notaremos como M, es lo que se conoce como bipolar de M.

Teorema 3.16

Sea A un dlgebra de Banach compleja conmutativa con unidad
y con radical R, tal que A/R es isomorfa a Cw.vn)' Si R
coincide con su bipolar entonces A es fuertemente descomponible

y la descomposicién fuerte de A es uUnica.

Ahora nos proponemos recorrer todo un camino que nos lleve
a dar la prueba del teorema anterior, que sigue las ideas de
Badé y Curtis de [7, teorema 4.4] (donde se establece dicho
teorema suponiendo que R es finito dimensional, lo que conduce
a que R coincida con R*®).

Es bien conocido ([3], [9, pag. 50]) que si A es un

dlgebra de Banach conmutativa, su bidual, A“, con la topologia

usual y el producto de Arens es otra algebra de Banach, sl bien




es clerto que el producto anterlor no es en general
conmutativo. Ademas la inmersién candénica, i, de A en A" dada
por i(a)(f) = f(a), donde f es cualquier elemento de A'. es un
monomorfismo de algebras isométrico. De otra parte, por ser 4
conmutativa, su imagen por i estd contenida en el centro de
A“. Esto se debe a que si consideramos en A“ la topologia w',
entonces i(4) es una subdlgebra densa de i (8, Teorema 45.2],

de donde considerando A vista en A". se tiene que para

cualquier elemento, y, de A“, existe una red de elementos de

A, {y“}, convergente a y en la topologia w'. Entonces por la

continuidad separadea del producto de Arens en dicha
topologia [27,Teorema 1.7.8] se tiene que para cualquier
elemento, y, de A se verifica que:

{an} — ¥y X

{x ya} —xy
de donde por ser YX=XVY, se deduce que y x = X Y.

También recordamos [8, padg 171] que dadas dos espacios
normados E y F sobre K (R 6 C), si denotamos por BL(E,F) al
conjunto de todas las aplicaciones lineales y continuas de E en
F, se tiene que cada aplicacién t de BL(E,F) da lugar, de
manera natural, a una aplicaciodn 1." de BL(F-, E’) definida como
sigue:

t.(g): E—— K

e —— glz(e)).




La aplicacién t. recibe el nombre de adjunta o transpuesta de

7. Por el mismo procedimiento se puede construir la segunda

transpuesta, T.:= (t'}‘, y entonces se verifica que:

Lema 3.17 [7, Lema 4.3]

Siempre que v sea un homomorfismo continuo entre dos
dlgebras de Banach A y B, se tiene que v" es un
homomorfismo entre T y B*., respecto a la multiplicacidn

de Arens. Ademds, si v es sobreyectiva y su nicleo es N,

entonces v.- es también sobreyectiva y su nicleo es N°°.
Aplicando el lema anterior a la proyeccién candnica, =, de
e
A en A/R se obtiene que R°® es un ideal cerrado de A y se

tiene probada la siguiente proposicién:

Proposicion 3.18

Si A es cualquier 4lgebra de Banach conmutativa con
5 ** oo L]
radical R, entonces la. 4lgebras A /R y (A/R) son

isomorfas.

Es bien conocido ([9, Teorema 38.19] o {27, Tecrema
1.17.2]) que el bidual, A”. s una C - algebra, A, con el
producto de Arens y la invelucién natural, es una Cl— adlgebra.

En el caso particular de ser 4 = C(Q), donde Q2 es un compacto




Hausdorff, Arens [2] prueba que ademas A'. es conmutativa, por
lo que a partir de [18, Teorema 5.2.1 y Teorema 4.1.8.iii)] se

tiene probado el siguiente lema.

Lema 3.19

Si A es un 4lgebra de Banach compleja conmutativa con

unidad y con radical R, entonces C?'(¢mm) es isométricamente

isomorfo a C(Q) para conveniente espacio compacto Hausdorff

estoneano, Q.
Finalmente necesitamos:

Lema 3.20

Si Q es estoneano entonces C(Q) satisface la propiedad

Demostracién

Sean {fn}neIN y {gn}nelN dos sucesiones de idempotentes de

C(Q) tales que:

ff=gg=20 V n#m € N

nm nm

fg=20 Vn melN

nm
Consideremos el conjunto:
W= {weQ/ fn(w] = 1, para algin n € N}

Nétese que W es abierto por ser W = v f;I(C— {0}).
n€N




Si W es denso en Q tendriamos gque cualquier elemento, w,
de Q es limite de una red de elementos de W. Como por la
condicién (1), cualquier g, ha de anularse sobre los elementos

de W, se tiene que, por la continuidad de g, ha de ser

gn(w) = 0, y esto para cualquier w de Q y cualquier natural n.

Por tanto, en en este caso, la funcion identidad, i, verificara
que:

VnelN
¥V n e N.

Si ahora suponemos que W no es denso en Q, por ser
estoneano se tendria que W es un subconjunto propio de Q2 que
es simultaneamente abierto y cerrado, de donde la funcién h
definida como h(w) = 1, si w € W, y h(w) = 0 en caso contrario,
seria un idempotente de C(Q) que verificaria:

hf=f VneN

n n

hg=0 VneN.

La primera igualdad es obvia y la segunda se deduce de que si
gn(w) = 1 para algin w de Q y algin n de N, en virtud de la
condicién (1) se tiene que w no pertenece a W, poer lo que
h(w) = 0 y por consiguiente h g = 0.

En cualquier caso, tanto si W es denso como si no lo es,

C(R) satisface la propiedad (I).*




Pasamos ya a probar el Teorema 3.16

Demostracién

Sea A un algebra de Banach compleja, conmutativa, con
unidad tal que A/R es isomorfo a Cwun)' Del Lema 3.17 se
deduce que las algebras (A/R]“ y C“((b ) son isomorfas; por

A/R

la proposicién 3.18 se tiene que (A/R)" es isomorfa a A"/Rm;

y en virtud del Lema 3.19 C“(¢MR] es isomorfa a C(Q) para

conveniente espacio compacto Hausdorff y estoneano, Q, luego
componiendo estos isomorfismos se concluye que el algebra
A“/R(m es isomorfa a C(Q) y por consiguiente el espacio de
caracteres de A“/R°° es, en virtud de la Proposicién 2.4,
totalmente disconexo.

Probemos ahora que si R’°- R (lo que es equivalente a
decir que R es reflexivo'® entonces se verifica que el radical
de A, R, coincide con el radical de A”. En efecto:

Sea x es un elemento del radical de A", entonces se
verifica que Ix"1'"—5 0. Si ahora denotamos por n“ la doble
transpuesta de la proyeccién canénica, m: A —— A/R, dado que
i = Tl ([8, Teorema 40.19.ii)]), de lo anterior se deduce

n, i/n . -
I'"""—— 0; es decir el radio espectral de = (x)

que Iln“(x)
es cero, lo que fuerza que n“(x) = 0 ya que, comoc hemos visto,
(A/R)“ es un algebra de Banach conmutativa y semisimple (es

isomorfa a C(Q)). Por consiguiente, en virtud del Lema 3.17, el




elemento x ha de pertenecer a R°°= R. Hemos probado pues que
el radical de A“ estd contenido en el de A.

Reciprocamente: Si x es un elemento de R, al estar 4
contenida en el centro de A'. (ver pag. 64), se ha de verificar

L]
que para cualquier elemento y de A-

n 1/n_ n n,1/n n,1/n

B )™M "y s e nx™ " —— o0

Luego por [9, Proposicién 25.1] se tiene que x pertenece al
radical de A‘., de donde el radical de A esta contenido en el
de A"

Si ahora observamos que por estar contenida A en el centro
de A'. se tiene, en particular, que los idempotentes de A..
conmutan con los elementos del radical de dicha algebra, y que
A"/R es conmutativa; el Lema 2.3 de [7] nos dice que los
idempotentes de A" conmutan. Por otra parte, ya que A‘./R es
isomorfa a C(Q) con Q estonano, del Lema 3.20 y de la
Proposicién 3.8, se deduce que el conjuntc de los idempotentes

de A es acotado (ver pag. 45).
En resumen tenemos que A.' es un algebra de Banach
compleja, con unidad y con radical R, siendo A.-/R conmutativa,

con espacio de caracteres totalmente disconexo, con conjunto de

idempotentes acotado y verificando que ee, e,e, para

.l
cualesquiera dos idempotentes e v e, de A ; condiciones que

son suficentes para asegurar la tesis del Teorema 3.5 y en




consecuencia existird una subalgebra cerrada B’ de A'.

que:
(1]
A =B eR.
Basta ahora considerar la subaigebra, de A, B = A n B, para

obtener la descomposicién fuerte de A como suma directa de la

subalgebra B y de R, una vez que apliquemos el Tecrema 3.15.*
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