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Naturaleza del texto. Esto no es un libro de matematicas, sino unas notas
informalmente rigurosas que reflejan, con distorsiones inevitables, algunas de mis
clases impartidas, tanto de manera presencial como remota, a lo largo de las sie-
te primeras semanas del curso Simetrias y Grupos de Lie en Fisica Matemdtica
durante varios cursos académicos (20-24).

El objetivo es introducir las nociones y terminologia fundamentales propias de
las representaciones lineales de grupos, y ver como se usan para descomponer funcio-
nes sobre un grupo en términos de “armonicos". La exposicion es deliberadamente
algebraica, apareciendo el analisis funcional como una herramienta auxiliar, si bien
indispensable, para “pasar al limite” resultados previamente establecidos para fun-
ciones representativas. Este paso a limite, que da lugar al Teorema de Peter-Weyl,
no va a ser expuesto en detalle, puesto que, de una parte, no es esencial para com-
prender como se comportan las representaciones finito-dimensionales de un grupo
lineal compacto y, de otra, excede los objetivos de este curso.

Para la redaccion han sido consultados los textos listados en la bibliografia,
pero no se sigue ninguno de ellos.

Representaciones de Grupos de Lie J. Gomez-Torrecillas



Capitulo 1

El entramado algebraico del Teorema de
Peter-Weyl



1.1. INTRODUCCION: SU(2) COMO GRUPO DE LIE MATRICIAL. 6

1.1. Imntroduccién: SU(2) como grupo de Lie matricial.

La estrategia para tratar algunas nociones abstractas va a ser exponer un ejem-
plo introductorio de grupo de Lie, SU(2), y dar las definiciones y construcciones
generales con un ojo sobre el ejemplo. El formato informal de este texto ha per-
mitido evitar inicialmente cualquier mencién a topologia, en la conviccién de que
la comprensién de las construcciones a nivel puramente algebraico facilita enorme-
mente su adaptaciéon posterior a situaciones donde se requiera paso al limite en
algtn sentido.

1.1.1. Sobre la nociéon de grupo. Comencemos considerando el espacio
vectorial complejo Ms(C) de las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes en
el cuerpo de los ntmeros complejos C. El subconjunto GLy(C) formado por todas
las matrices invertibles es un grupo, de acuerdo con la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1. Un grupo es un conjunto G junto con una operacioén binaria
o : G x G — @ que asigna a cada par (g,h) € G X G un elemento g - h € G sujeta
a las siguientes condiciones:
1. ge(hek)=(geh)ek para todo g,h,k € G.
2. Existe un elemento e € G tal que gee = g = e ® g para todo g € G.
3. Paracada g€ Gexiste ge Gtalque geg=e=geg.

Algunos comentarios son pertinentes. Una definicion abstracta tal que 1.1 puede
considerarse como una suerte de variable! que puede tomar valores en todos los
objetos matematicos que comparten una estructura determinada (la de grupo). Asi,
tomando G = GLy(C), la operacion - como el producto de matrices, el elemento
e = I, la matriz identidad de tamatio 2 x 2y, para g € GL2(C), g = g1, la matriz
inversa de g, obtenemos un grupo, llamado grupo lineal general complejo de orden
2.

Pero podriamos hacer tomar el valor G = R, los nimeros reales, como operacion
- = 4, la suma de numeros reales, como e = 0, el namero cero, y, dado g € R,
tomamos como g = —g, su opuesto. Tendriamos ahora otro grupo, el grupo aditivo
de los ntimeros reales.

Normalmente, dados elementos g, h de un grupo G, y siempre que esto no lleve
a confusion, el elemento g @ h se denotara simplemente por yuxtaposicion como gh,
y la operacién del grupo se llama producto. En este caso, pondremos ¢~ ! en lugar
de g.

1.1.2. Nocién de subgrupo, SU(2). Para una matriz A € M»(C), deno-
taremos por AT la matriz obtenida conjugando las entradas de A y trasponiendo la
matriz resultante?. Consideremos el conjunto de matrices unitarias

U(2) = {A € My(C) : AAT = I}

Primero, observemos que I, € U(2), por lo que U(2) es no vacio. Ahora, para
cualquier A € U(2), tenemos que

1 = det(l5) = det(A) det(AT) = det(A)det(A) = | det(A)|?,

donde z denota el conjugado de un nimero complejo z, y |z| su modulo. Vemos,
pues, que det(A) # 0 para A € U(2) y, por tanto, U(2) C GLy(C).
Si tenemos A, B € U(2), entonces

AB(AB)' = ABBTA" = I,

luego AB € U(2).

1Una variable conceptual, podriamos decir.
2Brevemente, AT es la traspuesta conjugada de A
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Observemos que la condicion AAY = I, significa que AT = A~! la matriz
inversa de A. Por tanto, ATA = I5. Puesto que (A")T = A, deducimos que A~! =
AT e U(2).

Hemos comprobado que U(2) es un subgrupo de GL2(C) de acuerdo con la
siguiente definicion.

DEFINICION 1.2. Llamamos subgrupo de un grupo G a todo subconjunto no
vacio H de G tal que si h,k € H, entonces hk,h=* € H. Tenemos asi que U(2) es
un grupo, conocido como grupo unitario de orden 2.

Es bastante obvio que un subgrupo H de un grupo G es un grupo con el
producto heredado de G.
Es facil comprobar que

SLy(C)={A € M3(C):det A=1}
es un subgrupo de GL2(C), llamado grupo especial lineal complejo de orden 2.

DEFINICION 1.3. El grupo unitario especial de orden 2 se define como SU(2) =

La anterior definicion se justifica porque, de hecho, SU(2) es un subgrupo de
GL2(C), ya que es facil comprobar que, en general, si H y K son subgrupos de un
grupo G, entonces asi loes H N K.

Vamos a dar una descripcion alternativa del grupo SU(2) que hace uso de los
cuaterniones de Hamilton.

Consideremos el conjunto de matrices

o { (1 2)-oscc)

Se comprueba sin dificultad que H es un subespacio vectorial real de M (C),
pero no es un subespacio vectorial complejo. Por otra parte, si p,q € H, entonces
pq € H.

Un sencillo calculo muestra que, para q € H, se tiene

(1.1) qq" = det(q) .
Para q = <_Oi3 i) se tiene que det(q) = |a|* + |B]%. Por tanto, y en vista de
(1.1), toda ¢ € H no nula es invertible y la inversa se calcula segin
1
1.2 1= _— 4.
(1.2) q det(g)

EJERCICIO 1. Demostrar que SU(2) = {q € H : det(q) = 1}.

1.1.3. Una representacion lineal de SU(2). Acaso el lector haya recono-
cido que las propiedades de H son las de los cuaterniones de Hamilton. En lo que
sigue, vamos a describir como, ciertamente, estamos ante una de las muchas pre-
sentaciones posibles los citados cuaterniones. Haremos uso de éstos para construir
una representacion lineal interesante del grupo.

Observemos que cada matriz ¢ € H se escribe de manera tinica como

[ ®o+ w3t T+ w20
(13) 4= <$1 —+ Igi To — 1731) ’

para (wg, 1,22, 23) € R*. Identificando cada xo € R con la matriz escalar xql,
tenemos la base {1,1,j,k} de H como espacio vectorial real, donde

(8 )€Y
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Fijémonos en que, en términos de la expresion (1.3),
det(q) = 3 + 23 + 23 + 23,
es decir, det(g) es la norma al cuadrado de ¢ visto como un vector de un espacio
euclideo con base ortonormal {1,1i,j,k}.

Usaremos la notacion |q| = /det(q), y llamaremos a este nimero positivo
norma de q. Adoptamos dicha estructura euclidea sobre H, y consideramos la des-
composicién ortogonal

H=R&V,
donde V tiene como base (ortonormal) {i, j, k}. Los elementos de V fueron llamados

vectores por Hamilton.
De manera que cada cuaternion ¢ € H admite una descomposicion tinica como

qg=a+tw,

para a € R (parte escalar) y v € V (parte vectorial). Usando esta descomposicion,
obtenemos, de forma compacta,

¢ =a—v.

Si tenemos otro cuaternion con su correspondiente descomposicion p = b + u, un
célculo rutinario, usando por ejemplo las igualdades

iZ=j2=k>=-1, ij=k, jk=1i, ki=j,
muestra que
(1.4) gp = ab+ au+bv+v xu— (v,u),
donde v x u denota el producto vectorial usual y (v, u) el producto escalar.
LEMA 1.4. Un cuaternion q es un vector si, y sélo si, ¢> < 0.

DEMOSTRACION. Por (1.4), para la descomposicion ¢ = a + v

¢* = a® + 2av — (v,v).

Si ¢ es un vector, tenemos que a = 0 y, por tanto, ¢ = —(v,v) < 0.
Reciprocamente, la condicién ¢? < 0 entrafia que g2 es un escalar, luego 2av =

q® + (v,v) — a? es también un escalar. De aqui, si v # 0, se sigue que a = 0 y, por

tanto, ¢ = v. Si v = 0, entonces a?> = ¢> <0, porloque g=a=0¢€ V. O

OBSERVACION 1.5. Durante la demostracion del Lema 1.4 hemos visto que,
para un vector w € V, se tiene que (w,w) = —w*.

TEOREMA 1.6. Cada cuaternion unitario ¢ € SU(2) proporciona un giro T(q)
en el espacio euclideo V definido como

T(q)(w) = quwg’,  (we V).

Cada giro admite una tal presentacion. Bajo esta correspondencia, la composicion
de giros se obtiene con el producto de cuaterniones.

DEMOSTRACION. Para w € V, tenemos
(1.5) (T(q)(w))? = (quq")? = qug'qug’ = quq" = g¢"w® = w?.
La pentltima igualdad se justifica porque, al ser w un vector, tenemos que w? es
un namero real, en virtud del Lema 1.4 y, por tanto, w?q! = ¢Tw?.

Laigualdad (1.5), de nuevo en conjuncion con el Lema 1.4, garantiza T'(q) trans-
forma vectores en vectores. Es més, en vista de la Observacion 1.5, T'(q) preserva la
longitud de los vectores. Como es facil comprobar que T'(¢) es una transformacion

lineal del espacio vectorial real V, deducimos que se trata de una isometria. Para
demostrar que es un giro, buscamos un posible eje de giro y luego demostramos
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que, realmente, lo es. Descompongamos ¢ = a + v. La primera tarea es sencilla,
puesto que

T(q)(v) = qug' = q(¢ — a)q" = qqaq' — qaq' =q—a = .

Asi, v queda invariante bajo T'(¢), luego es posible que la recta que genera sea el
eje de giro de T(q).? Para demostrar que se trata realmente de un giro, vamos a
investigar el efecto de T'(¢) sobre el plano perpendicular a v. Para ello, comencemos
estimando el angulo de giro:

1=qq" = (a+v)(a—v) =ad®+ (v,0) = a® + |v]?,

donde |v|, recordemos, denota la norma de v. Puesto que estamos discutiendo el
caso no trivial (v # 0), existe 8 €]0, 27| tal que a = cos /2, |v| = sin /2 y podemos
tomar el vector normalizado n = v/|v|. De esta forma,

q=cosf/2+nsinf/2.

Veamos el efecto de T'(q) sobre el plano ortogonal a n. Para ello, dado cualquier
vector unitario n' perpendicular a n, podemos realizar el siguiente célculo, que usa
(1.4) repetidamente:

T(q)(nt) = (cosf/2+nsinf/2)n"(cosd/2 —nsinf/2)
(ntcosf/2 + (n x nt)sinf/2)(cos6/2 — nsin6/2)
= ntcos?0/2 — (nt xn)sind/2cos 6,2
+(n x nt)sinf/2cos0/2 — (n x nt) x nsin® /2
= nt(cos?0/2 —sin®6/2) + (n x n)2sinf/2cos /2
= ntcosf+ (nxnt)sing.

En la pentltima igualdad hemos utilizado que nt xn = —nxn' y que (nxn*)xn =
nt. Puesto que {n',n x n'} es una base ortonormal del plano perpendicular a n,
vemos T(q)(n*) ha girado un dngulo 6 con respecto de n'. Al ser n* cualquier
vector unitario del citado plano, deducimos que T'(g) es un giro de eje n y angulo
6. Por tanto, T'(q) € SO(V), el grupo de los giros del espacio vectorial euclideo V.

Observemos por ultimo que, si g1, ¢z € SU(2), y v € V, entonces

T(q1)T(q2)v = T(ql)qzv(é = qu@;ﬂ = q192v(q192)" = T(q1g2)v.
De aqui, T(q1) o T'(q2) = T(q192)- O

Una consecuencia del Teorema 1.6 es que podemos considerar la aplicacion?

T :SU(2) — GL(V), y ésta resulta ser una representacion lineal del grupo SU(2)
de acuerdo con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.7. Sea GG un grupo y V un espacio vectorial sobre K = R, C. Una
representacion K-lineal® de G con espacio de representacion V' es una aplicacion
T:G— GL(V) tal que T'(g1) oT(g2) = T(g192) para todo g1, g2 € G. Usaremos la
notacion (7', V') para referirnos a la representacion de G.

Usando terminologia algebraica, una tal representacién no es mas que un ho-
momorfismo de grupos T : G — GL(V), de acuerdo con la definicion que sigue.

DEFINICION 1.8. Dados G y H grupos, una aplicacion ® : G — H es un
homomorfismo de grupos si ®(gg’) = ®(g)®(g’) para todo g,¢" € G.

3El caso v = 0 se da cuando q=1,—1, y T(q) resulta ser el giro trivial.

4En realidad, T : SU(2) — SO(V), pero aqui estamos teniendo en cuenta que SO(V) C
GL(V).

5Mas adelante, consideraremos representaciones lineales continuas, pero, por el momento,
s6lo miraremos la condicién algebraica.

Representaciones de Grupos de Lie J. Gomez-Torrecillas
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OBSERVACION 1.9. Para un grupo G, definimos su grupo opuesto G°P como
aquél que, como conjunto, es el propio G, pero cuyo producto * estd definido por
g*h = hg, donde la yuxtaposicién denota el producto original en G. Las represen-
taciones de G°P se conocen con el nombre de anti-representaciones de G.

Consideraremos solo representaciones complejas.

1.1.4. Espacios de representacion de funciones. Normalmente, los es-
pacios de representacion suelen ser espacios de funciones. Para dar un ejemplo
significativo, consideremos la esfera unidad S% C V, cuyos puntos son aquellos vec-
tores v € V tales que® [v| = 1. Dado ¢ € SU(2) y v € S, deducimos del Teorema
1.6 que T(q)v € S%. Podemos simplificar la notacién y escribir abreviadamente
q-v=T(q)v. Se tiene entonces la igualdad (q1¢2) - v = ¢1 - (g2 - v) para cualesquiera
q1,q2 € SU(2), v € S%. Estamos en presencia de una acciéon de un grupo, en el
siguiente sentido.

DEFINICION 1.10. Diremos que un grupo G actia sobre un conjunto X si existe
una aplicacion G x X — X que asigna a cada par (g,z) € G x X un elemento
g-x € X sujeta a las siguientes condiciones:

1. e-x = x para todo x € X,
2. (g192) -x = g1 - (92 - ) para todo g1,92 € G, z € X.

La aplicaciéon mencionada se suele llamar accion. También se dice que X es un
G—-congunto.

Es usual decir que X es un G-espacio homogéneo cuando dados x,y € X
cualesquiera, existe g € G tal que y =g - x.

EJERCICIO 2. Sea X un G—conjunto. Demostrar que X es un G—espacio homo-
géneo si, y solo si, existe zg € X tal que X = {g-x¢: 9 € G}.

EJEMPLO 1.11. Una consecuencia del Teorema 1.6 es que la esfera S? es un
SU(2)-espacio homogéneo. En efecto, cada ¢ € SU(2) actia sobre x = 211+ x2j +
r3k € §% como ¢ -x = T(q)(x) = gxq'. Pasando de coordenadas cartesianas a
esféricas, tenemos que los puntos de S? estan parametrizados como

1 = sinfsing
xo = sinfcosy (0<0<7,0<p<2m).
r3 = cosf

Consideramos ahora los elementos de SU(2)

L .
_e e 2" 0 _ 05 cos? —sin?
2k_ i _ 2
e = O £ 5 € - : g [
ez sing  cosg

Podemos ahora comprobar mediante un calculo que
(1.6) (e_%ke_%i) k=e The siketleTk = isinpsinf + jcospsinf + k cos 6,
lo que significa, de acuerdo con el Ejercicio 2, que S? es un SU(2)-espacio homo-
géneo.

EJERCICIO 3. Comprobar la igualdad (1.6).

OBSERVACION 1.12. Es usual, cuando no hay riesgo de confusion, denotar g - x
por gz para g € G, x € X, para X un G—conjunto.

6Equivalentemente7 usando en producto cuaterniénico, v2 = —1.
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Cada G—espacio homogéneo X permite definir representaciones lineales del gru-
po G. Para describir esta construccion, tomemos el C—espacio vectorial M(X) de
todas las funciones” X — C. Definimos entonces la aplicacion ® : G — GL(M (X))
definida por

P(g)() () = o(gz),
para g € G, ¢ € M,z € X. Un breve calculo comprueba que ®(g) € GL(M(X))
para cada g € G, y que ® es un homomorfismo de grupos desde G? a GL(M(X)).
Es asi como obtenemos una anti-representaciéon de G con espacio de representacion
M(X).
Si queremos una representacion de G, mediante composicion con el isomorfismo®
de grupos G — G°P que lleva g en ¢!, obtenemos que la definicién

(1.7) I(g)(p)(z) = ¢(g~'2),

proporciona una representacion (I, M(X)) de G con espacio de representacion
M(X).

DEFINICION 1.13. La representacion dada por (1.7) se designara como repre-
sentacion por traslacion.

EJERCICIO 4. Demostrar que dar un G°P—conjunto sobre X es equivalente a
dar una aplicacion X x G — X que asigna a cada par (z,9) € X x G un elemento
x-g € X sujeta a las condiciones z-e = x y (x-g)-h = x - (gh) para todo
z € X,g,h € G. En este caso, comprobar que podemos obtener una representacion
¥ de G con espacio de representacion M(X) mediante la formula

E(g)(p) (@) = p(z - 9),
paraz € X, g€ Gy v € M(X).

EJEMPLO 1.14. De acuerdo con el Ejemplo 1.11, la esfera S? es un espacio
homogéneo bajo la accion de SU(2) alli descrita. Por (1.7), tenemos una represen-
tacion lineal IT de SU(2) con espacio de representacion M (S?) definida por

ap(x) = o(q~" - x) = p(q'xq),

para x € S?, o € M(S?), ¢ € SU(2), donde estamos usando la abreviatura gp =

1(g)(¢)-
El subespacio vectorial £2(S?) de M(S?) cuyos elementos son las funciones de

cuadrado integrable, esto es
L2(5%) = {p: 5 5 C| / [p[? < o0}
5‘2

verifica que qp € £2(S?) para toda ¢ € L2(S?%) y ¢ € SU(2). Esto es porque, para
cualquier funcién integrable ¢ en S2, se tiene que

/QSDZ/ ¥,
52 52

para todo g € SU(2), puesto que T(q) : S? — S? es una transformacién que preserva
areas. Esto es, £2(S?) es un subespacio invariante para la representacion conside-
rada y, asi, obtenemos una representacion de SU(2) con espacio de representacion
£2(S?), de acuerdo con la siguiente definicion.

"En realidad, segin la estructura anadida al conjunto X, se suelen tomar funciones con
condiciones adicionales (de cuadrado integrable, regulares, etc.)
8Esto es, un homomorfismo de grupos invertible.
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DEFINICION 1.15. SiIl: G — GL(V) es una representacion de G y W C V es
un subespacio vectorial de V' tal que II(g)(w) € W para todo w € W, diremos que
W es un subespacio Il-invariante de V. Obviamente, obtenemos una representaciéon
II: G — GL(W), que se suele llamar restriccion de II a W.

OBSERVACION 1.16. En el espacio vectorial complejo £2(S5?) podemos definir
la forma hermitiana semidefinida positiva

(1.8) (g, ) = /52 ©1p.

Aunque {p,p) > 0 para todo ¢ € £2(S?), no tenemos un producto interno, ya
que es posible que (¢, ) = 0 con ¢ # 0. Para enmendar esto, se suele considerar
el espacio L?(S?) de las clases de equivalencia de funciones bajo la relacion “ser
iguales casi por doquier””. Es usual identificar estas clases de equivalencia con sus
funciones representantes, de manera que la forma hermitiana (1.8) deviene un pro-
ducto interno de manera que L2(S?) es un espacio de Hilbert!® . Como cualquier
rotacion preserva conjuntos de medida nula, la representacion de SU(2) descrita
anteriormente da lugar a otra con espacio de representacion L?(S5?).

1.1.5. Construccion algebraica de representaciones de SU(2). Vamos
seguidamente a construir algunas representaciones de SU(2) cuyos espacios de re-
presentacion son de dimensién finita. Estos estaran formados por polinomios abs-
tractos, pero, mas adelante, veremos coémo dan lugar a representaciones cuyos es-
pacios de representacion son subespacios de L?(S?). Asi, consideramos el conjunto
H,, de los polinomios homogéneos en dos indeterminadas zi, 22 con coeficientes
complejos de grado total n, que es un espacio vectorial complejo con base

{zr77210<j<n}

Este va a ser el espacio de representacién de una representacion lineal I1,, de S Ly (C)
definida como sigue:

I (A)(f) (21, 22) = f((21,22)A), (A€ SLa(C), f € Hy).

Queremos cambiar el espacio de representacion H,, por P,, el conjunto de los
polinomios con coeficientes complejos en una indeterminada z de grado menor o
igual que n. Se trata de un espacio vectorial complejo de dimensién n + 1, una de
cuyas bases es

{1,2,2%,...,2"}.

Tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

S:H, — P, (f— f(z,1))
cuya transformacion inversa es

S~t:p,— H,, (f = 25 f(21/22)).

Podemos definir asi una nueva representacion ,, de SLo(C) sobre el espacio P,
dada por
Yo (A) = ST1,,(A)S™1, (A € SLy(C)).

Un sencillo célculo muestra que, para

A— <: §) € SLy(C),

9almost everywhere, en inglés

10Esta es una construccién estandar que puede encontrarse en muchos textos, por ejemplo
4]
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SAANE) = 0+ 0 (Srd). en)

La aplicaciéon S : H,, — P, es entrelazante en el sentido de la siguiente defini-
cion, de donde también aprendemos que II,, y ¥, son representaciones equivalentes.

DEFINICION 1.17. Consideremos dos representaciones (II, V) y (3, W) de un
grupo G. Una aplicacion lineal S : V — W es entrelazante si X(g)S = ST (g) para
todo g € G. En el caso de ser S biyectiva, diremos que es una equivalencia, y que
las representaciones Il y 3 son equivalentes. Denotaremos esta situaciéon mediante
la notaciéon II ~ 3.

Como SU(2) es un subgrupo de SLy(C), la representacion (X,, P,), mirada
s6lo sobre matrices de la forma

A= (_aﬁ g) € SU(2),

da la representacion de este grupo, que denotaremos también por ¥,,, definida por
(19) SN = B+ T ($2). (Fer).
Bz+a
Este proceso de considerar representaciones dadas sobre subgrupos recibe un
nombre, de acuerdo con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.18. Sea I : G — GL(V') una representacion lineal de un grupo
(. Si H es un subgrupo de G, la restricciéon de II a H proporciona una representacion
de H llamada representacion restriccion'’ a H de II.

Cualquier representaciéon de un grupo da lugar a una representaciéon en el es-
pacio de funciones sobre el grupo. De hecho, se tiene una construcciéon algo mas
general sobre un espacio homogéneo X.

El proceso es el siguiente: partimos de una representacion lineal (II, V) de un
grupo G, y ponemos X = Gx( para cierto g € X. Se tiene entonces el subgrupo
estabilizador H de G en xg definido como

H:{hEG:th:xo}.

Supongamos que existe una forma lineal € : V' — C tal que

(1.10) e(hv) = e(v), para todo v € V,h € H.
Tengo la aplicacion Se : V — M(X), definida por
(1.11) S:(v)(gzo) = (g™ (v)), (g€ G weV).

Debemos argumentar que el valor de S.(v)(gzo) no depende del elemento g € G
tomado para obtener gxy € X. En efecto, si grg = hxg, entonces g~ hzg = x¢ v,
por tanto, g~ 'h € H. Se tiene asi que

e(T(h~Y)w) = e(Tl(g~ ' h)II(A~ o) = e(Il(g~)v),
para todo v € V, ya que h~'g € H.

EJERCICIO 5. Demostrar que S : V. — M(X), definida segun (1.11), es una
aplicacion entrelazante cuando se toma la representacion por traslaciéon de G defi-
nida segin (1.7). Deducir que

Im(S.) = {S:(v) :v eV}

es un subespacio II-invariante de M (X).

HNo confundir con la restriccién descrita en la Definicién 1.15. Como de costumbre, el
contexto desambiguara el significado.
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EJEMPLO 1.19. Apliquemos la anterior construccion a S? vista como SU(2)-
espacio homogéneo. Tomamos zg = k. El subgrupo estabilizador es

H={qeSU(?2):qgkq" =k} ={qe SU?2): ¢k =kq}.

Un célculo sencillo muestra que

H:{(E‘ 2):@6C,|a|=1}.

El efecto de la acciéon de un elemento de H sobre los monomios de la base de P,
segun (1.9) es

a 0\ x_ _n 2k k _
(O a) 2 =a"a" 2", (k=0,...,n).

Por tanto, la condicion e(q - 2¥) = £(2*) para todo k = 0,...,n y todo ¢ € H
requerida sobre una forma lineal € : P, — C implica que s(zk) = ( siempre que
2k # n. Esto implica que, para disponer de una forma ¢ # 0, hemos de suponer que
n es par. Tomamos, pues, la forma lineal definida por las condiciones, para n par,

g ) 0 si 2kE#mn _
8(2’)—{ 1 si okemn (k=0,...,n).

Pasamos ahora a calcular la aplicaciéon entrelazante
(1.12) S.: P, — M(S?)

de acuerdo con el procedimiento general descrito en (1.11). Asi, sobre los elementos
de la base de P,,, tenemos

Ss(zk)(qk) :e(qil 'Zk)a (k:07,n,q€SU(2))

De acuerdo con el Ejemplo 1.11, basta con tomar ¢ de la forma ¢ = e*%ke*gi, con

0<p<7/2,0<60<m Como

L . _ ¥,
0y @ cos ezt ginle— Tl
sigzk — 2 2
e=e - 0 2 6 —%i >

—singe2’ cosge 2

obtenemos, siempre a la vista del Ejemplo 1.11, y usando la acciéon (1.9), las fun-
ciones sobre S? expresadas en coordenadas esféricas

: 0 AN 0 0\"
k _ (2k—n) % Y v vooa Y
S:(2%)(0, ) 5(6 (zst +cos2> <ZC082 51112) ) ,

para k=0,...,n.
Poniendo n = 2l y m = k —1, y teniendo en cuenta que ¢ es lineal, tenemos que

, 0 0 l—m 0 0 I+m
m+l imep L e Qi —
S (2™ (0, 0) =€ 8<<zsm2—|—0052) <20082 51n2> ,

para |m| <.
EJERcICIO 6. Consideremos, para 0 < |m| < [, el polinomio en las indetermi-
nadas x,v, 2,
Mz a,y) = (22 + )" (yz — )
Definimos pj*(x,y) como el coeficiente de f;"(z,z,y) de grado I en z. Denotando
por st (0, p) = S.(2™+1) (0, ), tenemos que

; 6
s7M (0, ) = "¢ p" (sin o €08 5)
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Demostrar que, para cada [, las funciones s]"(6, ) forman un sistema ortogonal
con respecto de la forma hermitiana definida en la Observacion 1.16'2. Encontrar
una formula cerrada para s (6, ). Estas funciones son los armoénicos esféricos (sin
normalizar).

1.2. Representaciones de Grupos Compactos

Vamos a discutir la nociéon de grupo de Lie lineal y de grupo de Lie matricial.
De particular interés para nosotros seran los grupos compactos, para los cuales
las representaciones finito-dimensionales adquieren una relevancia excepcional. Se
intentard, en lo posible, aligerar los tecnicismos topolédgicos; éste es uno de los moti-
vos principales de que nos restrinjamos a grupos matriciales. El otro es que muchos
ejemplos fundamentales, como los grupos unitarios, son grupos de Lie matriciales.

1.2.1. Grupos de Lie lineales y matriciales. Ejemplos. Comencemos
considerando un espacio vectorial complejo V' de dimension finita n, y el espacio
vectorial L(V, V) cuyos elementos son todas las transformaciones lineales de V' en
V. Fijada una base de V, tomando coordenadas con respecto de la misma, obte-
nemos un isomorfismo de C—espacios vectoriales L(V, V) = M, (C). En este tltimo
espacio de matrices se tiene perfectamente definida la convergencia de sucesiones,
por ejemplo, con respecto de la norma ||-|| proporcionada por el producto interno

(A, B) = traza(AB), (A, B € M,(C)).

DEFINICION 1.20. Llamamos grupo de Lie lineal a todo subgrupo G de GL(V),
donde V es un espacio vectorial complejo de dimensién finita, sujeto a la siguiente
condicién®®: para toda sucesion {g,,} € G que converja a un limite g en GL(V),
entonces g € G. La nociéon de grupo de Lie matricial se obtiene de igual forma,
sustituyendo GL(V') por GL,(C).

OBSERVACION 1.21. Los isomorfismos de coordenadas GL(V) = GL,(C) dan
una correspondencia biunivoca entre grupos de Lie lineales y matriciales, teniendo
en cuenta que los cambios de base en V dan lugar a subgrupos conjugados'? de
GL,(C). Nos referiremos indistintamente a ambos (lineales o matriciales) como
grupos de Lie, bien entendido que el concepto de grupo de Lie es méas general.

EJEMPLO 1.22. El grupo GL, (R) de las matrices reales no singulares de tamano
n X n es un grupo de Lie.

EJEMPLO 1.23. Tenemos el grupo lineal especial complejo
SL,(C)={A € M,(C) : det A =1}.

Que se trata de un subgrupo de GL,,(C) es claro, por ser la aplicacion determinante
un homomorfismo de grupos. Ahora, una sucesiéon convergente de matrices con
determinante 1 ha de converger a una matriz cuyo determinante es 1, ya que la
aplicacion determinante es claramente continua (es polinomica).

Es bastante obvio que dos grupos de Lie G y G’ que sean subgrupos cerrados
de GL,(C) dan lugar a un subgrupo cerrado GN G’ de GL,(C) y, por tanto, a un
nuevo grupo de Lie. Ilustramos esto con un ejemplo.

12Discutiremos mas adelante que, de hecho, estas funciones también son ortogonales enter si
para distintos [ = 0,1,2,....

L3Esta condicién significa, en términos topolégicos, que G es un subgrupo cerrado de GL(V),
para la topologia inducida sobre este tltimo por la de L(V, V).

Mpos subgrupos K y H de un grupo G se dicen conjugados si K = gHg~
elemento g € G.

1 para algin
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EJEMPLO 1.24. Tenemos el grupo lineal especial real
SL,(R)={A e M,(R) :det A =1},
que es un grupo de Lie porque SL,(R) = SL,(C) N GL,(R).
EJEMPLO 1.25. Supongamos dada una matriz J € GL, (C). Definimos
Us(n) = {A € M,(C): ATAT = J}.

Comprobemos que se trata de un grupo de Lie. Primero, puesto que det(J) # 0,
dada A € Ujy(n), deducimos que A € GL,(C), ya que

det(A) det(J) det(A") = det(J).
Si ahora A, B € Uz(n), tenemos
ABJ(AB)" = ABJBTAT =7,

y
J=A"13ANH) = A7 gAY,
lo que prueba que AB, A~ € Uz(n). Por tanto, Us(n) es un subgrupo de GL,,(C).
Para ver que es cerrado, observemos que la aplicacion
M,(C) —L = M,(C), (A~ AJAD

es continua. Por tanto, Us(n) = f~!(J) es un subconjunto cerrado'® de M,,(C) (y
de GL,(C)). Asi que tenemos el grupo de Lie Uy(n) que podemos llamar grupo
J—unitario de orden n. Llamaremos grupo J—unitario especial de orde n a

SU;z(n) = Uz(n)NSL,(C).

EJEMPLO 1.26. Tomando J = I,,, la matriz identidad de orden n, obtenemos,

en el Ejemplo 1.25, el grupo unitario de orden n
U(n) ={A e M,(C): AAT =1},
y el grupo unitario especial de orden n
SU(n) ={A € M,(C): AAT = I,,,det A = 1}.

EsempLo 1.27. A partir del Ejemplo 1.25, podemos definir el grupo de Lie

J—ortogonal como
O3(n) = Us(n) NGL,(R) = {A € M,(R) : ATAT = J},

donde AT denota la matriz traspuesta de A (por supuesto, para matrices reales
AT = A'). También tenemos el grupo J-ortogonal especial

SO3(n) = Us(n) NGL,(R) = {A € M, (R) : AJAT = J,det A = 1},
Tomando J = I, obtenemos los grupos ortogonal de orden n
O(n) = {Aec M,(R): AAT = I,,},
v el grupo especial ortogonal de orden n
SO(n) ={A € M,(R): AAT = I,,,det A = 1}.
Aunque existe una nocién de espacio topologico compacto, vamos a adoptar la

siguiente definicion de grupo de Lie (lineal) compacto.

DEFINICION 1.28. Un grupo de Lie lineal G C GL(V) se dira compacto cuando
se satisfagan las dos siguientes condiciones:

1. Toda sucesion {g,,} C G convergente en L(V,V) tiene su limite en G.
2. Existe M > 0 tal que ||g|| < M para todo g € G.

5Esto puede comprobarse facilmente mediante convergencia de sucesiones, si no se recuerda.
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Tomando coordenadas, se obtiene la nocién de grupo matricial compacto.

EJeEMPLO 1.29. Son compactos los grupos unitarios U(n), SU(n) y los grupos
ortogonales O(n), SO(n).

1
EJERcICIO 7. Demostrar que el grupo {(O 7{) S Q} no es un grupo de
Lie matricial.

1.2.2. Representaciones de dimension finita. Las representaciones de
dimension finita juegan un papel fundamental en el &mbito de los grupos compac-
tos. Las mismas se pueden describir a partir de las representaciones irreducibles,
definidas seguidamente para cualquier grupo. Recordemos que, dada una represen-
tacion (I, V) de un grupo G, usamos a veces, siempre que no quepa ambigiiedad,
la notacion abreviada

gv =T1I(g)(v), (geGveV).

Recordemos que un subespacio vectorial W de V se dice IT-invariante si II(g) (w) €
W para todo w € W y todo g € G. Cuando el contexto lo permita, se dira simple-
mente subespacio invariante, sin mencién explicita de II.

DEFINICION 1.30. Sea (II, V) una representacion de dimension finita de un
grupo G. Un subespacio II-invariante W de V se dice irreducible si W # {0} y
W no contiene méas que dos subespacios II-invariantes (que son, obviamente, {0} y
W). La representacion (II, V') se dice irreducible si V es irreducible.

Para una aplicacién entrelazante S : V' — W, es facil ver que la imagen de S
ImS={S(w):veV}
es un subespacio invariante de W, en tanto que su nucleo
kerS={veV:S(w)=0}
es un subespacio invariante de V. Esta observaciéon permite probar muy cémoda-

mente el siguiente resultado que, a pesar de su sencillez, es muy ttil.

LEMA 1.31 (Lema de Schur). Toda aplicacion entrelazante S : V. — W entre
representaciones irreducibles complejas es o nula o una equivalencia. Ademds, si
W =V, entonces S = Aidy para algun A € C.

DEMOSTRACION. Si S # 0, entonces Im S = W, ya que se trata de un subes-
pacio invariante no nulo de W. Ademaés, ker S # V, por lo que ker S = {0} y S
resulta ser inyectiva. Asi, S es una equivalencia.

Si V =W, tomemos A € C un valor propio de S y tomemos cualquier vector
propio suyo v € V. Dado g € G, tenemos que

S(gv) = gS(v) = gAv = Agv.

De manera que el subespacio propio de A es invariante, con lo que ha de ser
todo el espacio de representacion V. O

Una consecuencia importante del Lema de Schur es la siguiente.

PROPOSICION 1.32. Toda representacion compleja irreducible de un grupo con-
mutativo es de dimension 1.

DEMOSTRACION. Supongamos una representacion irreducible (II, V') de un gru-
po conmutativo G. Razonemos que, dado g € G, I(g) : V — V es entrelazante. En
efecto, dado he G, yv eV,

I(g)IL(h)(v) = T(gh)(v) = TL(hg)(v) = TL(~)I1(g)(v).
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Sea v € V no nulo. Segtn el Lema de Schur, II(g)(v) esta en la recta generada por
v para todo g € G. Asi que dicha recta es II-invariante, por lo que coincide con
V. (|

EJEMPLO 1.33. Para cada k € Z, tenemos la representacion irreducible xy :
St — C\ {0} dada por y(e?) = e™*? para 6 € R.

EJERCICIO 8. Supongamos que una representacion (II, V) de un grupo G es
talque V.=V, &--- @V, para Vi,...,V, subespacios [I-invariantes irreducibles.
Demostrar que si W es un subespacio II-invariante irreducible de V', entonces la
representacion obtenida de II por restriccion a W es equivalente la restriccion de 11
a algin V;.

EJERCICIO 9. Sean (II, V1), ..., (Il;, V;) representaciones de un grupo G. Con-
sideremos el espacio vectorial suma directa externa Vi3 @ --- @ V; y la aplicacién

L& - all:Go>GLVie- eV,
definida, para g € G, v = (vy,...,v;) € V1 & --- ® V;, por
(L @ &) (g)(v1, - .- ve) = (Ihi(g)(v1), - .., e(g) (vr))

Comprobar que se trata de una representacion de G, que denotaremos por Vi @
@V

1.2.3. Representaciones unitarias. Las representaciones unitarias, que
pasamos a definir, resultan especialmente tutiles.

DEFINICION 1.34. Supongamos que el espacio de representaciéon V' de una re-
presentacion (I, V') viene dotado de un producto interno (—, —). La representacion
se dice ser unitaria si

(I(g)(v), I1(g)(w)) = (v, w)

para todo g € G, v,w € V.

EJjEmpPLO 1.35. Para cada [ = 0,1,2,... consideremos el subespacio vectorial
complejo H; de M(S?) generado por los arménicos esféricos s (6, ), con |m| < L.
Como H; es la imagen de la aplicacion entrelazante (1.12), resulta ser un espacio
invariante para la representaciéon por traslacion de SU(2) sobre S2. Por tanto, la
restriccion de ésta proporciona una representacién cuyo espacio de representacion
‘H; tiene dimension 20+ 1. Esta representacion es unitaria con respecto del producto
interno definido por restriccion de (1.8), esto es

(f.o)=[ f3.
S2
La siguiente consecuencia del Lema de Schur muestra cuan inherente es el
producto interno a una representacién unitaria.

PROPOSICION 1.36. Supongamos que (IL, V) es una representacion irreducible
de un grupo G unitaria con respecto de dos productos internos (—,—) y (—, —) sobre
V. Entonces (—,—) = X(—, —) para un escalar X > 0.

DEMOSTRACION. Existe un operador lineal A : V' — V tal que (v, w) = (Av, w)
para todo v, w € V. Comprobemos que se trata de una aplicacion entrelazante. En
efecto, dado g € G, tenemos, para v,w € V cualesquiera

(All(g)v, I(g)w) = (I(g)v, M(g)w) = (v,w) = (Av,w) = (ll(g)Av,II(g)w),
lo que s6lo es posible si ATI(g) = II(g) A. El Lema de Schur da ahora el resultado. O
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Disponer de una representacién unitaria permite descomponer el espacio de
representacion (de dimension finita, recordemos) como suma directa de subespacios
irreducibles.

PROPOSICION 1.37. Si (II, V) es una representacion unitaria no nula de di-
mension finita de un grupo G, entonces V se descompone como suma ortogonal de
subespacios invariantes irreducibles.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que, dado un subespacio II-invariante W
de V, entonces su complemento ortogonal

Wh={veV: (v,w) =0,vVweW}

es también IT-invariante. El enunciado se sigue entonces facilmente por induccién
sobre la dimension de V.

Bien, dado g € G y v € W+, tenemos que (II(g)v, II(g)w) = (v,w) = 0 para
todo w € W. Pero, para cada g € G, puesto que W es [I-invariante y de dimensién
finita, II(g)(W) = W. Por tanto, I1(g)(v) € W+. O

Una de las propiedades més interesantes de un grupo compacto es que cualquier
representacion continua de dimensiéon finita deviene unitaria para un producto in-
terno adecuado sobre el espacio de representacion. La clave estd en que sobre un
grupo de Lie compacto existe una medida invariante por traslaciones (llamada me-
dida de Haar) que permite definir una integral f ¢ bara funciones adecuadas sobre
G que, en cualquier caso, incluyen las funciones continuas. Esta integral hereda la
propiedad de invarianza por traslaciones en el sentido de que, para cualquier funcién
integrable f sobre G, y cualquier g € G, se tienen las igualdades

/G fgz) = /G f(@) = /G f(z9).
/G fa1) = /G f(@).

Con la ayuda de tal integral, podemos demostrar el siguiente importante hecho
sobre representaciones lineales continuas de un grupo de Lie compacto. Definamos
primero qué entenderemos por tales representaciones.

Ademas,

DEFINICION 1.38. Diremos que una representacion lineal (II, V') de un grupo
de Lie G es continua si V es de dimension finita y la aplicacion I : G — GL(V) es
continua.

TEOREMA 1.39. Si (II, V) es una representacion lineal continua de un grupo
compacto G, entonces existe un producto interno sobre V de manera que la re-
presentacion deviene unitaria. Por tanto, el espacio de representacion V' es suma
directa de subespacios invariantes irreducibles.

DEMOSTRACION. Tomemos cualquier producto interno (—, —) sobre V' y mo-
difiquémoslo adecuadamente. Esto es, definamos, para v,w € V,

<v,w>G:/G<H(:r)v,H(x)w>.

Esta integral esté bien definida ya que la funciéon de G bajo el signo integral es
continua, porque suponemos que la representacion lo es, y es finita al ser G com-
pacto. Es facil comprobar que (—, —)g es una forma hermitiana definida positiva.
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Ademas, dado g € G,

<H(g)v,ﬂ(g)w>c:/G<H(x)H(Q)U,H(I)H(Q)W>

= [ Wy Maghu) = (v, wie.
G
ya que xg recorre una sola vez G al mover x € G. O

EJEMPLO 1.40. Toda representacion compleja continua del grupo aditivo R
es, de acuerdo con el Lema de Schur, de dimension 1. Esto es, se trata, salvo
equivalencias, de un homomorfismo continuo de grupos y : R — C*. Vamos a
describir todos ellos.

Para ello, observemos primero que el conjunto de los nameros de la forma n /2™,
paran € Z,m € N es denso en R. Supuesto conocido que Q lo es, basta el siguiente
argumento: dado p/q € Q con ¢ >0y m € N, existen n € Z,r € N tales que

2Mmp=ng+r, r<gq.
Asi,
p_n|_ v _ 1

En segundo lugar, dado un homomorfismo de grupos continuo y : R — C*,
tenemos que p(t) = x(t)/|x(t)| es otro homomorfismo continuo de grupos. Existe
¢ > 0 tal que, para todo t € [—c, c]], el namero complejo p(t) pertenece al conjunto
{e? : 0 € (—n/2,7/2)}. Si escribo p(c) = €', entonces p(c) = p(c/2)?, de donde
p(c/2) = '?/2. Reiterando el argumento, tenemos que p(c/2™) = €*/2" para todo
m € N. De aqui, p(cn/2™) = /2" para todo n € Z,m € N. Por tanto, las
funciones continuas p(ct) y ¢! coinciden en un subconjunto denso de R, asi que
son iguales. Tomando b = #/c obtenemos que p(t) = e** para todo t € R. Por otra
parte, 7(t) = |x(t)| da una funciéon continua de R en R tal que r(t +t') = r(t)r(t')
para todo t,#' € R. Se supone conocido que, en tal caso, r(t) = e, para cierto
a € R.

En conclusion, x(t) = e*?, para w = a + bi € C.

Vamos ahora a dar todas las representaciones continuas complejas irreducibles
de U(1) = S'. Para ello, observemos que tenemos un homomorfismo de grupos p :
R — U(1) dado por p(t) = e‘. Dada una representacioén continua y : U(1) — C*,
tenemos, segiin la discusiéon anterior, que existe w € C tal que yp(t) = e“!. Esto
es, x(e) = e®’. En particular, 1 = x(1) = x(e??™) = e“?7. Si escribo w = a + ib,
tengo la igualdad 1 = 22" De donde a = 0,b € Z. Por tanto, x(e®) = e,
con b € Z. En resumen, las representaciones complejas continuas irreducibles de
U(1) son

Irr(U(1)) ={xx : k € Z},
donde x(z) = z* para z € U(1).
EjempLO 1.41. Como U(1) es compacto, tenemos que toda representacion
compleja continua p es suma directa de representaciones irreducibles. Asi, p ~
Xky @+ @ Xk, para ky,.... k, € Z.

1.3. Sobre el Teorema de Peter-Weyl

El Teorema de Peter-Weyl es el fundamento tedrico de los desarrollos similares
a los de Fourier sobre grupos compactos y sus espacios homogéneos. Comence-
mos con el estudio de las llamadas funciones representativas o, también, funciones
matriciales sobre un grupo. En lo que sigue, las representaciones no se suponen
finito-dimensionales, salvo que se indique explicitamente.
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DEFINICION 1.42. Sea (II, V) una representacion finito-dimensional de un grupo
Gy {e1,...,e,} una base de V. Para cada g € G, tenemos coeficientes z;;(g) € C

tales que
n

T(g)(e;) = Y _ zij(9)ei-
i=1
Las funciones z;; € M(G) se llaman funciones matriciales asociadas a Il y la base
fijada.

EJjErcICIO 10. Calcular las funciones matriciales reales sobre SU(2) dadas por
la representacion definida en clase con espacio de representacion el de los vectores
de Hamilton V. Usar la base {i, j, k}.

Observemos que, de la condicion II(gh) = II(g)II(h), deducimos que

Zij gh Zzzk Zk]

Vamos a estudiar estas fun(nones matr1c1ales de G. La primera observacion
es que, dado un grupo G, el espacio de funciones M(G) admite ser espacio de
representacion para las representaciones requlares Ry R’ dadas por

R(9)(f)(z) = fg~'2),  (9€G,feM(G),zeq),
R(g)(f)(x) = f(zg), (g€ G, feM(G)z€q).

Aunque se trata de representaciones distintas, se tiene que la aplicacién

M(G) —Z= M(G) (f(z) — f(z™ 1))

es una equivalencia.

DEFINICION 1.43. Dada una representacion (I1, V') de un grupo G, y un conjun-
to de vectores Y C V', llamaremos subespacio invariante generado por Y al menor
de los subespacios invariantes de V' que contiene a Y. Este subespacio vectorial esta
generado por el conjunto de vectores

{I(g)(y) :9€GyeY}={g-y:9geGyeY}
Usaremos la notacion CG-Y para denotar este subespacio invariante de V. Cuando
Y = {v}, para un cierto v € V, usamos la notacién abreviada

CG - {v} =CG - v.

PROPOSICION 1.44. Para cada funcion f € M(G) consideremos y € G, consi-
deremos y - f € M(G) definida'® por (y- f)(x) = f(xy) para x € G. Las siguientes
condiciones son equivalentes sobre f:

1. f es una combinacion lineal de funciones matriciales;
2. CG - f es un espacio vectorial de dimension finita.

DEMOSTRACION. (1 = 2). Sea (II,V) tal que f es una combinacion lineal
de funciones matriciales z;; con respecto de II y una base {e1,...,e,}. Podemos
reducirnos al caso f = z;; para ciertos ¢, € {1,...,n}. Para z,y € G, tenemos

(y : Z”)(CE) - sz ﬂUy Z Z’Lk‘ Zk?j

De aqui,
y-f=y- Zij = szj(y)zlk

k

16Estamos usando la representacién que habiamos denotado por R’.
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Por tanto, CG - f es un espacio vectorial de dimension finita por estar contenido en
el subespacio de M(G) generado por {z;x : k=1,...,n}.

(2=1).Si f € M(G) es una funcion tal que CG- f es de dimension finita, puesto
que se trata de un subespacio invariante para la representacion regular R, tenemos
la restriccion de esta ultima a CG - f da una representacion finito-dimensional de
G. Obviamente, podemos suponer que f # 0y, asi, elegir una base {e1,...,e,} de
CG - f tal que e; = f. Asi, para z € G,

z-f= Zzil(ﬂC)(%

para ciertas funciones matriciales {z;; : ¢ = 1,...,n}. Evaluando en el elemento

neutro e € G,
f(@)=(z- f)(e) = Zzﬂ(ﬂs)el e
Por tanto,
f = Zei(e)zﬂ.
O

DEFINICION 1.45. Las funciones f € M(G) descritas por cualquiera de las dos
condiciones equivalentes de la Proposicion 1.44 se llaman funciones representativas
de G. El espacio vectorial de todas ellas se denotara por R(G). Si G es un grupo
de Lie, el subespacio vectorial de R(G) de las funciones representativas y continuas
se denotara por R.(G).

EJERCICIO 11. Demostrar que R(G) es un subespacio R-invariante y R/'—
invariante de M(G). Si G es un grupo de Lie, demostrar lo propio para R.(G).

Dada una representacion (II, V') de G, denotaremos por C(IT) al conjunto de las
funciones representativas que se pueden poner como combinacion lineal de funciones
matriciales asociadas a II con respecto de alguna base de V. También usaremos la
notacion C(V'), siempre y cuando esto no lleve a confusion.

Observemos que, puesto que un cambio de base en V hace que las matrices
que representan a II(g) con g € G resulten semejantes por medio de la matriz del
cambio de base, la definicion de C(IT) no depende de la base escogida. Es maés, el
mismo argumento muestra que C(IT) = C(X) para representaciones equivalentes IT
y 2.

EJeErcicio 12. Sill ~ II; & - - - @ II,, son representaciones de dimension finita
de G, entonces C(II) = C(IIy) + - - - + C(IL,,).

EJEMPLO 1.46. Observemos que, para una representaciéon compleja continua
IT de U(1) se tiene que IT = xp, & -+ & xk, para ciertos ki,...,k, € Z. Asi,
C(II) = C(xk, )+ +C(xk, )- Un conjunto de generadores de este espacio vectorial
complejo es {Xk,,---, Xk, }- Como consecuencia, un conjunto de generadores de
Re(U(1)) es {xk : k € Z}. De hecho, se trata de una base, ya que

2m
/ XkXi =/ 2Rt :/ e kDt gt = 0
U() uQ) 0

si k+ 1 # 0. De hecho, si dotamos a R.(U(1)) del producto interno dado por

/ fg
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lo que hemos comprobado antes es que {xi : k € Z} es una base ortonormal del
espacio pre-hilbertiano R.(U(1)) resultante. Se tiene la descomposicién como suma
directa ortogonal

Re(U(1) = P Cx.

kEZ
Para cada f € R.(U(1)), tenemos que

(1.13) F=Y fixw o f2)=) fz  (zeUQ)),

kEZ kEZ
donde
1 o 1 —k
fo=7— Xk =+ f(z)z7".
27'{' U(l) 271' U(l)

Subrayemos que, en (1.17), las sumas que aparecen son finitas, aunque el na-
mero de sumandos no nulos no esta limitado a priori y depende de la funcién
representativa f.

EJERCICIO 13. Demostrar que si U C R(G) es un subespacio invariante de
dimension finita para alguna de las representaciones regulares R o R’ de un grupo
G, entonces U C C(U).

1.8.0.1. Funciones representativas continuas sobre un grupo compacto. Su-
pongamos ahora que G es un grupo de Lie compacto que dotamos de una integral
invariante por traslaciones [, - Consideremos dos representaciones continuas (II, V')
y (X, W) de G. Segun el Teorema 1.39, podemos dotar a V' 'y W de sendos produc-
tos internos con respecto de los cuales las representaciones son unitarias. Ademaés,
tomando bases ortonormales de V' y W es posible entender que las representaciones
son, de hecho, matriciales.

Bien, pongamos que las dimensiones de V' y W son, respectivamente, n y m.
Consideremos la matriz F;; de tamano n X m todas cuyas componentes son nulas
salvo la (i, j)—ésima, que vale 1. Construimos la matriz A;;

(114) Aij :/GE(J,‘)EUH(x_l)

Comprobemos que el operador definido por A;; es entrelazante: dado g € G,
S9)Ay = 2a) [ S@ENE) = [ S@)S@E e

:/mwmm@ﬂ:/z@mmym:mm@,
G G

donde, en la cuarta igualdad, hemos realizado el cambio y = gz y usado que la
integral fG es invariante por traslaciones.

Supongamos ahora que las funciones matriciales de las representaciones con
respecto de las bases otonormales fijadas son, respectivamente, ty;, zsp, con k,l =

1,...,n, s,p=1,...,m. La componente (k,p)-¢sima de A;; adopta la forma
(115) o = [ t@zgle™) = [ @iz @),

igualdad en la que hemos usado que los operadores II(x) son unitarios. Se tiene
también

(1.16) (%M=me%m=émwﬂ%wﬁzémm%w-
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Vamos a considerar sobre el espacio vectorial R.(G) de las funciones represen-
tativas continuas de G, el producto interno

(o, ) = /G )

que tomamos normalizado en el sentido de que [, cl=1

TEOREMA 1.47. Consideremos dos representaciones continuas irreducibles (IL, V')
y (3, W) de un grupo de Lie compacto G.

1. SiIl y ¥ no son equivalentes, entonces C(II) y C(X) son subespacios de
Rc(G) ortogonales entre si.

2. Si tomamos funciones matriciales {t.} asociadas a II con respecto de una
base ortonormal, entonces las mismas forman una base ortogonal de C(II).

3. Si la dimension de V es dp, para cada i,k =1,...,n,

[ ) = 1
G

DEMOSTRACION. 1. Como conjuntos de generadores de C(IT) y C(X) podemos
tomar funciones matriciales {tx;} y {2sp}, respectivamente, satisfaciendo (1.15).
Como cada operador A;; es entrelazante, el Lema de Schur muestra que ha de ser
nulo. Asi que, de acuerdo con (1.15), cada t; es ortogonal a cada zp;.

2. Ahora, el Lema de Schur dice que el operador A;; es escalar. Por tanto, (A;)pr =
0 siempre que p # k. Asi, deducimos de (1.15) que

0= /G s () s (),

si p # k. Si ahora ¢ # j, tengo, por (1.16), que (Apr)i; = 0, asi que

0= /G £ (@) ().

3. Sea dpy la dimension de V. Para cada i = 1,...,n, el operador A;; es, de acuerdo
con el Lema de Schur, escalar, digamos ;. Asi, de (1.15), deducimos que A; =
Jo Itki(2)|?* para cada k = 1,...,n. Por otra parte, tomando trazas en (1.14) para
1 =j y X = II, obtenemos que dig\; = fG 1 =1, ya que tomamos la integral en G
normalizada.

O

TEOREMA 1.48. Sea G un grupo de Lie compacto.

1. Si tomamos un conjunto Irr(G) de representantes de los tipos de equiva-
lencia de las representaciones continuas irreducibles de G, entonces

R(G)= P cm.

Ilelrr(G)
2. Para cada i = 1,...,dn, el subespacio SY' generado por las funciones
tir}ﬁ para k = 1,...,dg es R'—invariante e irreducible. Ademds, la repre-

sentacion obtenida por restriccion de R’ es equivalente a II. Claramente,
C(H) - @?EISZH'

3. Para cada i = 1,...,dyn, el subespacio CI' generado por las funciones tgi
parak =1,...,dg es R—invariante e irreducible. Ademds, la representacion
obtenida por restriccion de R es equivalente a II. Claramente, C(I) =
@dn ch

1= (2

DEMOSTRACION. 1. Si ¢ € R.(G), entonces ¢ € C(A) para alguna representacion
continua finito-dimensional (A, U). Segtn el Teorema 1.39, U se descompone como
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suma directa se subespacios irreducibles, digamos Uq,...,U,,. Las representacio-
nes correspondientes seran equivalentes a algunas de las que aparecen en Irr(G),
digamos IIy, . .., II,, con n < m (pensemos que algunos de los U; pueden dar repre-
sentaciones equivalentes). Finalmente, ¢ € C(A) = C(II;) @ --- @ C(I1,,).

2. Dado g € G, tenemos que

R (g)tj}(z) = i) (zg) = Ztg(x)t?k(g),

esto es, R/(g)th = > t]r-lk(g)t?j. Por tanto, SI' es R'—invariante. Esta igualdad
también muestra que la matriz de la restriccién de R’ a SI' con respecto de la base
{8k =1,...,dn} es (t?k (g9)), que coincide con la de IT con respecto de la base
ortonormal originalmente fijada en V. Asi, ambas representaciones son equivalentes.
3. Para g, € G, tenemos que

R(g)tys(x) = tri(g™ ') = Ztkj(gil)tji(x)v

esto es,
R(g)th; = > ts(g™ )ty
J

Igualdad que demuestra no sélo que C(II) es R-invariante, sino que cada C}' lo es.

Por otra parte, tenemos la equivalencia S : M(G) — M(G) dada por f(x) —
f(z~1). Asi, llevar la representacion irreducible dada por restriccion de R a SIt
a una representaciéon irreducible equivalente dada por restriccién de R a S(SM).
Ambas son equivalentes a II. Por tanto, la restriccion de R a C(II) es equivalente a
una suma directa de representaciones equivalentes a II. Pero C!' es un subespacio
R-invariante de C(IT) cuya dimension es di, asi que ha de ser equivalente a uno de
esos sumandos directos irreducibles, luego es equivalente a II. O

OBSERVACION 1.49. Observemos que S(S) C C(S(S1)) = C(II) para cada
i=1,...,dn. De esta forma, t;; = S(t;;) € C(II) para todo i,j = 1,...,dn.

COROLARIO 1.50 (Desarrollo de Fourier). Para cada II € Irr(G), tomemos dn
la dimension del espacio de representacion Vi de II, y {tgC 1 < i,k < dn} las
funciones matriciales asociadas a II con respecto de una base ortonormal de Viy.
Cada f € R.(G) se expresa de manera unica como una suma con una cantidad
finita de sumandos no nulos

dn
(1.17) F= >0 > it

nelrr(G)ik=1
donde

(1.18) fik = dn/Gf(w)tﬁ(x)-

Ademds, se verifica la identidad de Perseval

1 Qo
(1.19) /G F@F= 3 o3I

Ielrr(G) i,k=1
DEMOSTRACION. Como consecuencia de la Proposicion 1.47, una base ortonor-
mal de R.(G) viene dada por los vectores \/dp t1. O

El Teorema de Peter-Weyl se obtiene por “paso al limite” del armazon algebraico
dado por (1.50). Técnicamente, el limite, valga la expresion, de dicho corolario no es
trivial, y se toma en el espacio de Hilbert L?(G). Desde un punto de vista practico,
este teorema da soporte al Anélisis Armonico sobre grupos compactos y sus espacios
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homogéneos, dando lugar a desarrollos de tipo Fourier en funciones mas generales
que las clasicas trigonomeétricas. Ejemplos detallados se pueden encontrar en [6].

TEOREMA 1.51 (Peter-Weyl). Las funciones representativas continuas R.(G)
sobre un grupo de Lie compacto G forman un subconjunto denso del espacio de
Hilbert L*(G). Como consecuencia, la validez de las formulas (1.17) y (1.19) se
extiende para cualquier f € L*(G), siempre que las sumas involucradas se entiendan
como series convergentes, con respecto de la norma en L?(G) dada por el producto
interno definido por (¢, V) = [, ¢ en el caso de (1.17).

DEMOSTRACION. Este teorema esta demostrado en bastantes textos, por ejem-
plo en [5] o [6]. O

1.3.1. Funciones representativas sobre SU(2). Vamos a describir los es-
pacios de coeficientes C'(%,,) proporcionados por las representaciones (3, P,) de-
finidas en (1.9). Puesto que SU(2) es compacto, sabemos que existe un producto
interno (—, —) en P, para el cual ¥,, es una representacion unitaria. Vamos a obte-
ner una base ortogonal para dicho producto, que después calibraremos para obtener
una base ortonormal.

Dada t € R, consideremos la matriz

et 0
(1.20) Ay = (0 eit) :

Para k= 0,1,...,n, se sigue de (1.9) que
(1.21) Sn(Ay)(2F) = ett(Zhm) ok,
Como ¥, (A;) es un operador unitario, tenemos, para k, k' = 0,1,...,n,

<eit(2k—n)zk’ eit(2k’—n)zk’> _ <Zk, Zk/>.

De ahi,
eit(2k—2k’)<zk7 Zk’> _ <Zk72’k/>7

k,zk,> = 0 para k # k’. De modo que {1,z,...,2"} es una

lo que implica que (z
base ortogonal de P,.
Para ortonormalizarla, vamos a obtener una relaciéon entre las normas de las

funciones z*. Para ello, tomamos

cost sint
(1.22) By = (— sint Cost> ’
Tenemos
(1.23) Y, (By)(2%) = (zsint + cost)" ¥ (z cost — sint)*.

Derivando con respecto de ¢, obtenemos

d , :
%En(Bt)(zk) = (n—k)(zsint +cost)" " F 71 (zcost —sint)" !

— k(zsint + cost)" F (2 cost — sint)* L.

Deducimos, pues, que

(1.24) %Zn(Bt)(zk)“:O = (n — k)2 — kAL

Puesto que %,,(B;) es un operador unitario, tenemos que
0= (", 2511) = (S (By) ("), B (By) (1)),
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Derivando y evaluando en t = 0, obtenemos, en vista de (1.23) y (1.24),
0= ((n— k)"t — kP71 M) 1 R (n— k= 1)2"2 — (K +1)2%)
= (n— R)(RTL, 2R (o 1)(5F, 25).
EJERCICIO 14. Demostrar que cada matriz
_(a B
1= (%5 o)

en SU(2) con af # 0 se puede expresar como
ity . je—
[ cos gel 2 smgez 2
q= 0 jYze 9 ety
—singe'" 7 cosge 'z
para

0<p<2m, 21 <y <2, 0<O0<m

Deducimos del ejercicio anterior que

_(a B\ _[eF 0 cos § sin% el 0
1= -8 @) 0 e5)\—sing cosf 0 eitv)’

o0, en la notacion introducida en (1.20) y (1.22), cada ¢ € SU(2), con af # 0, se
escribe
q= Ay 2By Ay, 0<p<2m, 2r <Y <2m 0<0<m).

Por tanto,

En(Q) = 2n(1490/2)271(39/2)271(141/)/2)'
De acuerdo con (1.21), los operadores ¥, (A, 2) v X, (Ay/2) son diagonales con
respecto de la base {zF : k = 0,...,n}. De modo que las funciones matriciales
responden a la formula

k(@) = 1R (Ap2)17(Bo2)t];(Ay ), (0<k,j <n).

De acuerdo con (1.23), tzj(Bg /2) puede expresarse como una funcion de cos 6, di-
gamos pj;(cosf). Asi,

;ij(q) = e’i((k—n/2)so+(j—n/2)w)p'rkzj(COS 0).
Es tradicion usar | = n/2 y, usando indices enteros o semienteros, escribir

thi(q) = BTl (cosh), (k= —1,....0).

1.4. Funciones representativas sobre espacios homogéneos.

Vamos a hacer algunos comentarios sobre las funciones representativas sobre
un espacio homogéneo X para un grupo de Lie compacto G. Supondremos que G
actiia continuamente sobre X, esto es, la acciéon G x X — X es una aplicacion
continua.

Tomemos xg € X y definamos la aplicacién

p:G—=X,  (plg) =g 'z, ge€@q).
Esto da lugar a una aplicaciéon
priMX) = M(G),  (p*(f)=fep, feMX)).
Una funcion f € M(X) se dice representativa si CG - f tiene dimension finita.
Recordemos que, en M(X), tenemos definida la representacion por traslacion dada
por g- f(x) = f(g~' - z) parag € G, f € M(X), x € X. El conjunto de todas las

funciones representativas continuas se denota por R.(X). Claramente, se trata de
un subespacio vectorial invariante de M(X).
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PROPOSICION 1.52. Si consideramos en M(X) la representacion por traslacion
y en M(G) la representacion regular R, entonces p* es una aplicacion entrelazante.
Ademds, p*(R.(X)) C R.(G).

DEMOSTRACION. Para f € M(X) y g,h € G, tenemos

90" (f)(h) = p*(f)(hg) = f((hg)™" -z0) = flg~" - (W' - x0))
=g-f(h™" - m0) =p*(g- f)(h).
Esto prueba que p* es entrelazante. Si f € M(X), tenemos que p*(CG - f) =

CG - p*(f). Como consecuencia, p*(f) es representativa siempre que f lo sea. O

PROPOSICION 1.53. Dado un subespacio R'—invariante W de R.(G), se tiene
que

w= @ wnca).
nelrr(G)

DEMOSTRACION. Dado ¢ € W, tenemos que CG-p = V1 @ -- DV, para subes-
pacios irreducibles adecuados. Observemos que, puesto que W es R’-invariante,
V; C W para todo ¢ = 1,...,n. La representaciéon proporcionada por V; es equiva-
lente a alguna II; € Irr(G). Asi, en virtud del Ejercicio 13,

Vi € C(Vi) = C(ILy).

De donde V; C C(II;) N W para cada sumando directo V;. Esto demuestra la pro-
posicién. O
Volvamos a nuestro G-espacio homogéneo X. Dada II € Irr(G), definimos
Cx () = {f € Re(X) : p*(f) € C(ID}.

Se trata de un subespacio invariante de R.(X). En efecto, si f € Cx(Il) y g € G,
entonces

p'(g-f)=g-p"(f) € C(I),
ya que p* es entrelazante y C(II) es invariante.
Tomamos Irr(X) = {Il € Irr(G) : Cx(II) # {0}}.

TEOREMA 1.54. Si X es un espacio homogéneo para un grupo de Lie compacto
y la accion es continua, entonces

(1.25) R(X)= € cCx(m.
melrr(X)
DEMOSTRACION. De acuerdo con la Proposicion 1.53,
(1.26) P'(R(X)) = P p(Re(X))nC(M).
Ielrr(G)
Observemos primero que, dada IT € Irr(G),
p"(Cx(I)) = p*(Re(X)) NC(II).

Como p* es una aplicacion inyectiva, obtenemos que Cx (IT) # {0} si, y solo si,
p*(R(X)) N C(II) # 0. Por tanto, en la descomposicion como suma directa (1.26)
podemos tomar s6lo los sumandos con IT € Irr(X). Con esto, se deduce facilmente
(1.25). O

OBSERVACION 1.55. La descomposicion (1.25) no es ortogonal, puesto que no
hemos supuesto ningtan producto interno en R.(X). Para tener tal propiedad, po-
dria buscarse un producto interno para el cual p* fuese una isometria. Eso podria
conseguirse mediante una integral en X “compatible” con la de G.
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Para el G—espacio homogéneo X y xy € X, tomamos el subgrupo estabilizador
H:{hGGZh'ir():x()}.

PROPOSICION 1.56. Dada (IL,V) € Irr(X), se tiene un isomorfismo entre
el espacio vectorial homeg (I, Cx (II)) de las aplicaciones entrelazantes T : 'V —
Cx(II) y es espacio vectorial Lin(V,C) de las formas lineales € : V. — C tales
que e(hv) = e(v) para todo h € H,v € V. Dicho isomorfismo viene dado por la
asignacion

er(v) = T(v)(xo),
con inversa
T-(v)(g - zo) = e(g™").

DEMOSTRACION. Tenemos que comprobar varios hechos. Por ejemplo, que T (v)

esté bien definido: para g,k € G tales que g - o = k - g, tenemos que

(k™) = e(g kk ™ ) = e(g ),

ya que g 'k € H.
También hemos de comprobar gjue T. es entrelazante y que su imagen cae
dentro de Cx (II). En efecto, dados g,k € G, v € V,

T-(gv)(k - 2o) = e(k™ gv) = (g™ k) ~v) = T(v) (g™ ko) = gT:(v) (ko).
De modo que T es entrelazante. De no ser nula, como (II, V') es irreducible, IT es

equivalente con la imagen de Ty, luego ésta esta incluida en Cx (IT).
Por otro lado, para h € H, v € V, tenemos

er(hw) = T(hw)(xo) = hT(v)(x0) = T(v) (A~ - x0) = T(v)(z0) = e7(v).
Finalmente, se comprueba que
T,;-T = T, €. = €.

O

Para un G—espacio homogéneo sobre un grupo compacto G, y H el subgrupo
estabilizador de un elemento zy € X, consideremos la representaciéon regular R
sobre R.(G). Entonces

(1.27) P (Re(X)) = uR(G) ={p € Re(G) : R(h)(p) = ¢, Vh € H}.
En efecto, si o = fop, he€ Hy g € G, entonces

R(h)(¢)(9) = w(hg) = f((h" g)"" - wo)
=flg7" - h-zo) = flg™" - w0) = f(p(9)) = ¥(9)-
Reciprocamente, si ¢ € R.(G) es tal que R(h)p = ¢ para todo h € H, g € G,
entonces defino f(g-xz9) = ¢(g~!). El siguiente cilculo muestra que f estd bien
definida: para g1, g2 € G tales que g1 - z9 = g2 - X9,
elor") = wl91 9205 1) = Rlgy "g1)e(92 ") = w(g2").

Es claro que p*(f) = . Que f es una funcion representativa sobre X es consecuencia
de que p*(CG - f) = CG - p*(f) = CG - ¢, que es finito-dimensional, y de que p* es
inyectiva. Con esto, queda comprobada (1.27).

TEOREMA 1.57. Sea X un espacio homogéneo sobre un grupo compacto G.
Definamos, para (IL,V), mp = dime gV'. Entonces

(128) dim(c HC(H) = mndn.
Por tanto, 11 € Irr(X) si, y solo si, mp # 0. Tenemos, ademds, que
(1.29) PRX)= P wC@.

Melrr(X)
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.48, C'(II) = 69?210}7, para C}! subespacios
irreducibles para la representacion regular R, que son equivalentes a II. Observemos
que cada proyeccién canénica p; : C(II) — C! es una aplicacién entrelazante para
R. Bien, dada ¢ € C(II), escribamos su descomposicion Gnica ¢ = @1 + -+ + @ay
con ¢; € CIL. Si R(h)¢ = ¢ para todo h € H, entonces

R(h)pi = R(h)pi(p) = pi(R(h)p) = pi(e) = ¢4,

paracadai =1,...,dq. Esto demuestra que gC(II) C @?ElHCiH. Como la inclusion
reciproca es clara, obtenemos que

dn
(1.30) HC(I) = P ucy'.
i=1

Ahora, como cada C{I es equivalente a II, tenemos que dim¢ HQH =dimc gV = mn
para cada i. Deducimos de (1.30), pues, que dimc¢ g C(I1) = mdy.

Se sigue de (1.27) que p*(R.(G)) N C(II) = g C(II). De donde II € Irr(X) si,
y solo si, mp # 0, en virtud de (1.28). Finalmente, la igualdad (1.29) viene del
Teorema 1.54. O
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2.1. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Uno de los fundamentos de estudio de los grupos de Lie y sus representaciones es
extraer informacion de su dlgebra de Lie. Definamos primero qué son estos objetos
algebraicos.

DEFINICION 2.1. Un algebra de Lie sobre el cuerpo K es un K—espacio vectorial
L dotado de una aplicacion bilineal antisimétrica [—,—] : L x L — L que satisface
la identidad de Jacobi:
[z, v], 2] + [[y, 2], ] + [[z,2],y] =0 (para todo z,y,z € L).
La aplicacion [—, —| se suele llamar corchete de Lie.

EJEMPLO 2.2. SiV es un K-espacio vectorial, entonces Lin(V, V') es un algebra
de Lie, con corchete de Lie dado por el conmutador, esto es,

[f,gl=fog—gof  (f,g€Lin(V,V)).

EJEMPLO 2.3. El espacio vectorial M, (K) es una K-algebra de Lie con el
corchete dado por el conmutador, esto es,

[A,B]=AB - BA, (A, B e M,(K)).

Para grupos de Lie matriciales, la construccién de su &lgebra de Lie es mas
sencilla que en el caso de un grupo de Lie general.

DEFINICION 2.4. Sea G C GL,(C) un grupo de Lie matricial. Definimos su
algebra de Lie como

g={X € M,(C): e"* € G para todo t € R}

EJEMPLO 2.5. Vamos a calcular el algebra de Lie del grupo Uj(n) introducido
en el Ejemplo 1.25. Queremos, para X € M, (C), estudiar la condicion !X € Uy (n)
para todo t € R. Esta condicién implica, derivando con respecto de t y evaluando
ent =0, que XJ +JXT = 0. Reciprocamente, si XJ = —JXT, entonces

— -1 _xT
JletXJ:eJ tXJ:etX.

De donde etXJetX' = J, equivalentemente, !X J(e!X)" = J. De modo que

uy(n) ={X € M,(C): XJ = -JXT}.

DEFINICION 2.6. Los homomorfismos del grupo aditivo R en G se llaman sub-
grupos uniparamétricos de G. Asi, se trata de aplicaciones continuas A : R — G
tal que A(t + s) = A(t)A(s) para todo t, s € R.

PROPOSICION 2.7. Si A es un subgrupo uniparamétrico de GL,(C), entonces
existe X € M,(C) tal que A(t) = e'X para todo t € R. Deducimos que A(t) es
diferenciable y A’(0) = X.

DEMOSTRACION. Fijamos entornos abiertos U de 0 en M,,(C) y V de I en
GL,(C) tales que las aplicaciones log : U — V y exp : V — U son mutuamente
inversas. Tomemos un entorno abierto U’ C U de 0 tal que 2X € U para todo
X e U’, y pongamos V' = exp(U’). Puesto que A es continua, existe to > 0 tal que
A(t) € V' para todo [t| < tg. Para cada tal ¢, puesto que A(t/2) € V', tenemos que

A(t) — A(t/2)2 _ (610gA(t/2))2 — eZlogA(t/2).
Como log A(t),2log A(t/2) € U, deducimos que log A(t) = 2log A(t/2), para todo
[t| < to. Una sencilla induccion muestra que
log A(t) = 2 log A(t/2%),
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para todo |t| < tg y todo k € N. Deducimos en particular, para ¢t = tg, que
1
log A(to/2") = o log(Ao)-
De aqui que, puesto que A(tp/2%) € V' para todo k € N, se tenga
Atg)2F) = ear 08 Alt0)),
De aqui, cualquiera sea m € Z, tenemos
A(mtg)2F) = est e Alto),

Finalmente, el conjunto de los niimeros de la forma mty/2* es denso en R, por lo
que la continuidad de las funciones A y exponencial permiten deducir que

A(t) — 6% log A(to)

9

para todo t € R. Tomese X = A(tg)/to. O
Tenemos la siguiente consecuencia directa de la anterior proposicion.

PROPOSICION 2.8. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Se tiene una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de los subgrupos uniparamétricos de G y
las matrices de g que lleva A(t) en A’(0), y cuya inversa asigna a X € g el subgrupo
uniparamétrico e!* de G.

Nos haréa falta la férmula del producto de Lie.

PROPOSICION 2.9. Para matrices X,Y, se tiene que

k
lim (ex/key/k) =X TY
k—o0

DEMOSTRACION. Observemos que, para t € R, tenemos
X =T +tX +2S(t),
donde S(t) es una funcién matricial continua. Escribiendo asi también e?Y', obtene-
mos que
e XeY = T +tX +tY +12M(t),
para M (t) una funcion matricial continua. Por tanto, M (t) esta acotada para 0 <
t<1.
Tenemos, por tanto, para cada entero positivo k, que
X+Y M(Q/k
X/kYIk _ T o + 1/ ).
k 2
Para k suficientemente grande, podemos tomar logaritmo, y obtenemos
X+Y 1 1 M(1/k)\"™
1 X/k, Y/k — - -1 m—+1 X Y
Og(e € ) L + k2 Z( ) mkm—2 +1+ L ’

m>2

es decir,
X+Y 1
—— + =T(k),
Tl (k)
donde la norma de las matrices T'(k) esta4 acotada para k suficientemente grande.
Tomando exponenciales,

log(ex/key/k) =

X+4Y | 1
eX/keY Ik — o=+ T (k)
de donde
1
(eX/keY/lc)k — XAYHET(R)
Tomando limites, y usando que la exponencial es continua, concluimos. O
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PROPOSICION 2.10. Dados subgrupos uniparamétricos A(t), B(t) de un grupo
de Lie G, y g € G, tenemos que

1.
(2.1) C(F) = Jim (A(/R)B(/k)"
es un subgrupo uniparamétrico de G tal que C’'(0) = A’(0) + B’(0),
2.
(22 T AWBOAS) = [40), B0

3. D(t) = gA(t)g~! es un subgrupo uniparamétrico de G tal que D'(0) =
gA'(0)g~".

DEMOSTRACION. Sabemos que A(t) = ¢4 (0 B(t) = €8 () por lo que

t(A'(0)+B'(0)) _ etA’(O)+tB'(O) — ¥m (etA’(O)/ketB’(O)/k)k

k—o0

= lim (A(t/K)B(t/k)* = C(1).

Esta igualdad muestra que C(t) es un subgrupo uniparamétrico de GL,,(C) y que
C'(0) = A’(0) + B’(0). Ahora, C(t) es limite de una sucesién de elementos de
G, luego ha de pertenecer a G. Esto concluye la prueba de la afirmacion 1. La
afirmaciéon 2 se obtiene facilmente aplicando la regla de Leibniz. La afirmacién 3 es
también clara. (]

TEOREMA 2.11. Si G C GL,(C) es un grupo de Lie matricial, entonces
g={A(0): A(t) es un subgrupo uniparamétrico de G}
es una subdlgebra de Lie real de M, (C).

DEMOSTRACION. Si A(t) es un subgrupo uniparamétrico de G, entonces, para
cada s € R, S(t) = A(st) es un subgrupo uniparamétrico de G y S’(0) = sA’(0). Si
B(t) es otro subgrupo uniparamétrico de G, entonces, de acuerdo con la Proposicion
2.10, existe un subgrupo uniparamétrico C(t) de G tal que C’(0) = A’(0) + B’(0).
Concluimos asi que g es un subespacio vectorial real de M, (C). Ahora, para cada
t € R, de acuerdo con el apartado 3 de la Proposicién 2.10, A(¢t)B’(0)A(—t) € g. Por
(2.2), [A(0), B'(0)] € g, ya que se obtiene como la derivada en ¢t = 0 de una curva
dentro del subespacio vectorial real g de M, (C), que es cerrado topologicamente.

O

TEOREMA 2.12. Sea ® : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Existe
una unica aplicacion lineal ¢ : g — § tal que
(2.3) P(eX) = e?X)

para todo X € g. Ademds, ¢ es un homomorfismo de dlgebras de Lie que se calcula
mediante la formula

(2.4) oX) = F ),

DEMOSTRACION. Observemos que si A : R — G es un subgrupo uniparamétri-
co de G, entonces ® o A : R — H es un subgrupo uniparamétrico de H. Esto da
consistencia a la definicién de ¢ : g — h como

$(A'(0)) = (® 0 A)'(0).
Escribiendo X = A’(0), obtenemos ademas (2.3) y (2.4), puesto que A(t) = !X y
B(A(t)) = et?(X),
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Ahora, usando (2.1),
P(A'(0) + B'(0)) = (2(
=(

(A(t/R)B(t/8))*)) (0)
lim (@0 A)(t/k)(@ 0 B)(t/k))*) (0)
= (0.4)(0) + (@ 0 BY(0) = 6(4'(0)) + 6(B'(0)),

donde la segunda igualdad viene de la continuidad de ®, en tanto que la tercera se
justifica porque es un homomorfismo de grupos.

Puesto que, para s € R, S(t) = A(st) es un subgrupo uniparamétrico de G,
tenemos que

p(sA'(0)) = $(5°(0)) = (@ 0 5)'(0) = s(® 0 A)'(0) = sp(A’(0)).
De manera que ¢ es lineal.
Para argumentar la unicidad de ¢, supongamos 1 : g — b lineal tal que ®(eX) =
e?¥X) para todo X € g. Asi, para cualquier ¢ € R, tenemos

(I)(etX) _ 6w(tX) _ et’éb(X)'

lim
k—o00

Derivando y evaluando en t = 0 obtenemos que ¢(X) = (X).
Comprobemos por ultimo que ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie, es
decir, que conserva conmutadores.

[6(A(0)), 6(B'(0))] = [(® 0 A)(0), (® o B)'(0)]

- %s:o(q’ ° A)(s)(® 0 B) (0)(® 0 4)(~s)
d d
N ils:oa\tzo@ o A)(s)(® o B)(t)(® o A)(—s)
d d
= T o i g PAGBO A=)
=4 GABOA(-s)
S|s=0
- ‘ﬁ(%s:oA(S)B’(O)A(—s)) = §([4'(0), B'(0))),

donde en la segunda y séptima igualdades hemos usado (2) y para la sexta, que ¢
es lineal y, por tanto, continua. O

2.1.1. Representaciones de un grupo de Lie a la luz de las de su
algebra de Lie. Una representacion de una K-algebra de Lie g con espacio de
representacion V' es un homomorfismo de K-élgebras se Lie

m:g— gl(V).

Aqui, estamos denotando por gl(V') al espacio vectorial de todas las aplicaciones
lineales de un K—espacio vectorial V' en si mismo con el corchete de Lie dado por el
conmutador con respecto de la composicién de operadores. El espacio V' se llama
espacio de representacion de w y usaremos la notacion (w, V') para referirnos a la
representacion.

Notemos que, en el caso de ser g real, es posible tomar V complejo, con lo
que lo sera gl(V'). En ese caso, m es R-lineal y hablaremos de una representacion
compleja del algebra de Lie real g.

Observemos que, como toda algebra de Lie compleja se puede ver como real,
es licito hablar de representaciones complejas de un algebra de Lie real. Para ello,
basta con tomar como espacio de representaciéon un espacio complejo V| pero con-
siderar gl(V') como algebra de Lie real. No obstante, las nociones que vamos a usar
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de subespacio invariante, representacion irreducible, y aplicacion entrelazante no
son las propias de representaciones reales. Explicitamente, tenemos las siguientes
definiciones.

DEFINICION 2.13. Sea (m,V') una representacién compleja de un édlgebra de
Lie real o compleja g. Diremos que un subespacio vectorial complejo W de V es
m—invariante si m(w) € W para todo w € W. Diremos que (m, V) es irreducible si
V # 0 y los tinicos subespacios vectoriales complejos m—invariantes de V' son {0} y
V.

DEFINICION 2.14. Sean (7, V), (o, U) representaciones complejas de un algebra
de lie g real o compleja. Diremos que una aplicacién lineal compleja T : V — U es
entrelazante si, para todo X € g, se tiene T o m(X) = ¢(X) o T Dicha T se llama
equivalencia si es biyectiva.

Vamos a usar las representaciones de las algebras de Lie como herramientas para
el estudio de las representaciones de los grupos de Lie. Esto se hard mediante de la
asignacion a cada representacion (IT, V') de un grupo de Lie G de una representacion
(m,V) de su algebra de Lie g mediante diferenciacion. Describimos seguidamente
este proceso.

Puesto que una representacion (II, V') de un grupo de Lie G es un homomorfismo
de grupos de Lie II : G — GL(V), podemos aplicarle la maquinaria anterior y
obtenemos asf su representacion diferencial (7,V'), que, a la luz del Teorema 2.12,
es la representacion del algebra de Lie asociada determinada por la condicién

(eX)v = ™ Xy, (veV).

PROPOSICION 2.15. Sea (IT, V') una representacion compleja de un grupo de Lie
G y (m,V) su representacion diferencial. SiW CV es un subespacio Il-invariante,
entonces W es m—invariante. Como consecuencia, si (w, V') es irreducible, entonces
ast lo es (II, V).

DEMOSTRACION. Supongamos w € W'y tomemos X € g. De acuerdo con (2.4),
d 1I hX _
m(X)w (e )w = lim O w—w

- %n:o h—0 h
yva que cada vector bajo el simbolo de limite esta en W y, asi, también se queda el
limite, ya que W es cerrado en V. O

ew,

EJEMPLO 2.16. Vamos a demostrar que las representaciones (3,,, P,) de SL2(C)
son irreducibles. Para ello, en virtud de la Proposiciéon 2.15, basta con demostrar
que las representaciones diferenciales (o, P,) de sly(C) son irreducibles. Para

X = (8 é) € sI5(C)

tenemos el subgrupo uniparamétrico de SLs(C)

Asi,
d ix k4 —k_k k
=— = — tz+1)" = (n — k)M
dt|t:06 : dt\t:O( 2T (n )2

para k = 0,...,n. Andlogamente, para

- (0.

Representaciones de Grupos de Lie J. Gomez-Torrecillas

O'n(X)Zk



2.1. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE 37

se obtiene que
on(Y)2F = k2F7 (k=0,...,n).

Tomemos un subespacio complejo o, —invariante W no nulo de P,. Entre los
polinomios no nulos en W, tomemos uno de grado minimo, digamos f = Zi‘:o a; 2,
para [ el grado de f. Sil > 0, entonces 0,(Y)f tiene grado I — 1, lo que es una
contradiccion. Asi que W contiene una constante no nula y, por tanto, 1 € W.
Por aplicacion reiterada del operador o, (X) obtenemos que todo ¢ € W, luego
W = V. Por tanto, o,, es irreducible.

Deducimos de la Proposicion 2.15 que las representaciones (X,,, P,) con n € N
son irreducibles.

EJERCICIO 15. Para cada representacion (3, P,) de SLy(C) con representa-
cion diferencial (o, P,) calcular

0n(X),0,(1X),0,(Y),0n,(iY),0,(H),0,(iH)

sobre los elementos de la base {z* : k = 0,...,n}. Deducir que o, es una repre-
sentacion del algebra de Lie compleja sly(C). Nota: sabemos que (0, P,) es una
representacion compleja del algebra de Lie real sly(C), asi que hemos de comprobar
que o, es C-lineal.

TEOREMA 2.17. Si (II, V) es una representacion del grupo de Lie conexo G,
entonces los subespacios Il-invariantes de V' son los mismos que los subespacios
m—invariantes. Como consecuencia, (IL, V) es irreducible si, y sdlo si, (m,V) es
irreducible.

DEMOSTRACION. En virtud de la Proposicién 2.15, hemos de demostrar que
si W es un subespacio m—invariante V', entonces es II-invariante. La clave es que,
por ser G conexo, vamos a poder demostrar que cada A € G puede escribirse en
la forma A = eXo...eXn para X, ..., X,, € g adecuadas. De este modo, basta con
demostrar que W queda invariante bajo operadores de la forma II(eX) para X € g.
Para ello, dado w € W, tenemos

i k
X\, w(X),, _ m(X)
MeM)w=c¢e w—g i we W,
k=0

puesto que W es cerrado topoldgicamente en V.

Razonemos ahora que cada elemento de G se pone como producto de expo-
nenciales. Para ello, nos apoyamos en el hecho, demostrado en [2], de que existen
entornos abiertos U de 0 en g y V de I en G tales que la aplicaciéon exponencial
exp: U — V, dada por exp(X) = eX es un homeomorfismo, esto es, es continua y
biyectiva con inversa continua.

Usando la continuidad de las aplicaciones multiplicacién y e inversion en G,
tenemos que existe un entorno abierto V' de la identidad I en G tal quesi A, B € V',
entonces AB~! C V. Ahora, dada A € G, tomemos una curva continua v : [0,1] —
G tal que y(0) = I,v(1) = A. Para cada t € [0,1], tengo que v(¢)V’ es un entorno
abierto de 7(t). Como 7 es continua, existe un entorno abierto de ¢ en [0,1] tal
que I; € v~ 1(y(t)V’). Usando la compacidad y la conexién de [0, 1], obtememos
0=ty <t <+ <t,=1tales que [0,1] = U;_oLt, € Iy, N I;,,, # 0 para
k=0,...,n— 1. De aqui,

0 # (I, N 1ryyy) S ARV Ny (i) V'
Asi, para cada k = 0...,n — 1, existen By, Bry1 € V' tales que ~(t;)Br =
Y(trs1)Bry1. Por tanto, y(tr) 1y (tis1) = BkBl;jl € V. De aqui, podemos tomar
X, € U tal que eX* = ~(t3,) "1y (tr41). Finalmente,
eXopX1 . o Xno1 _ 7(to>—17<tl)7(,51)—1%152) . ..7(15”) = A.
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2.2. Producto tensor

Vamos a dar una construcciéon formal del producto tensor tanto de espacios
vectoriales como de aplicaciones lineales. En el contexto de este documento, se
usaré primero para formar la complexificacion de un espacio vectorial real, y, mas
tarde, para definir el producto tensor de dos representaciones.

El producto tensor hace lineales las aplicaciones bilineales, de acuerdo con la
Proposicion 2.19. Para espacios vectoriales V, W, U sobre K, por Lin(V,W) de-
notamos el espacio vectorial de las aplicaciones lineales de V' a W, en tanto que
Bil(V x W, U) es el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales de V' x W en U.

Existen “definiciones elementales"del producto tensor de espacios vectoriales y
de aplicaciones lineales que hacen uso de bases. En estas aproximaciones, se suele
obviar que la “definicién” dada depende de la base escogida. Para exponer una
construccion independiente de bases, necesitaremos la nocién de espacio vectorial
cociente, que pasamos a recordar.

Dado un K-espacio vectorial V', cada subespacio vectorial W de V determina
una relacién de equivalencia ~yy en V' declarando que

vew v Sv—v e W.

Las clases de equivalencia bajo esta relaciéon de equivalencia forman un conjunto
cociente que denotaremos por V/W. Es facil ver que los elementos de V/W son de
la forma

v+W={v+w:weW},

donde v € V. Obviamente, ocurre que v+ W = v/ + W para distintos v,v’ € V. De
hecho, eso pasa precisamente cuando v — v’ € W.

EJEMPLO 2.18. Una manera de visualizar ese espacio cociente es tomar como
V un plano real y como W una recta vectorial. Entonces los elementos de V/W son
las rectas vectoriales paralelas a W.

Bien, resulta que el conjunto cociente V/W es un K—espacio vectorial con las
operaciones

(v+W)+(u+W)=v+u+W, AXv+W)=I+W,
para v,u € V, A € K. La demostraciéon de la consistencia de esta afirmacion se

puede ver en textos suficientemente serios de Algebra Basica o de Algebra Lineal.

PROPOSICION 2.19. Dados K-espacios vectoriales V,W,U, existe un espacto
vectorial V Qg Wy una aplicacion bilineal b : V. x W — V Qg W tales que la
aplicacion
(2.5) b* : Lin(V @g W,U) — Bil(V x W,U), (f+ fob)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION. Consideremos el espacio vectorial K[V x W] cuya base es
V x W. Asi, hemos olvidado momentaneamente que V' x W es un espacio vectorial

y lo entendemos como mero conjunto. Sea T es subespacio vectorial de K[V x W]
generado por el conjunto

{(v,w) + (V'w) — (v + ", w), (v,w) + (v,w') — (v,w +w'),
Av,w) — (Av,w), Av,w) — (v, \w) : v,0" € V,w,w € W,\ € K}
Definimos V' ® W como el espacio vectorial cociente
K[V x W]
T
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La aplicacion b : V x W — V @k W viene definida b(v,w) = (v,w) + T. Para
comprobar que es bilineal, calculamos

bv+ v, w)=(v+v,w)+T = (v,w) + (V,w) + T = blv,w) + b(v',w),

y analogamente para el resto de las condiciones. Que b sea bilineal da consistencia a
la definicion de la aplicacion b* en (2.5) para la que, ademaés, es rutinario comprobar
que es a su vez lineal.

Para comprobar que b* es biyectiva, vamos a construir directamente su inversa.
Dada una aplicacion bilineal B : V x W — U, definimos la aplicacién lineal f :
K[V x W] — U asignando el valor f(v,w) = B(v,w) para cada vector (v,w) €
V x W de la base. Afirmamos que f se anula sobre 7. Para comprobar esto, basta
con que lo hagamos con el conjunto de generadores de 7. Asi, por ejemplo,

flv+v,w) — (v,w) — (v',w)) = B(v+v') — B(v,w) — B(v'w) = 0.

por ser B bilineal. Esta misma razén da cuenta del resto de los generadores de 7.
Asi que f se anula sobre T, lo que da consistencia a la definicion de la aplicacion
lineal a(B) : V @ W — U declarando

a(B)((v,w) +T) = f(v,w) = B(v,w).

Que « es la inversa de b* es casi obvio. Tenemos que b* oo (B) = a(B)ob = B, ya
que b(v,w) = (v,w) + T. Por tltimo, dada L : V ®g W — U lineal, tenemos

aob*(L)((v,w) +T) = b"(L) (v, w) = L(p(v, w)) = L((v,w) + T).
O
Algunas cuestiones de notaciéon. En primer lugar, cuando el contexto no admita
ambigiiedad sobre quién es K, usaremos la notaciéon V @ W en lugar de V @ W.

En segundo lugar, dado (v, w) € V x W, usaremos la notaciéon v ® w = b(v,w). Es
de notar que un elemento V@ W es de la forma

Zw@wi (vi,w;) €V x W.
i=1

Los elementos representables como un solo sumando (n = 1) se llaman tensores
puros.

Supongamos ahora aplicaciones lineales f : V — V' y g : W — W’. Entonces
tenemos la aplicacion

fog:VXW =V @W'  (feg(v,w)=f(v)®g(w)),

que, mediante una comprobacién rutinaria, resulta ser bilineal. En virtud de la
Proposicion 2.19, f e g da lugar a una aplicacion lineal

fRg: VoW sV oW
que verifica
f@gwow)=fv)®g(w).

EJERCICIO 16. Para dos espacios vectoriales V, W, tomamos una base B de V.
Demostrar que cada elemento x € V ® W admite una tnica expresiéon de la forma

szb@wb.
beB

Demostrar que si B es una base de V' y C' es una base de W, entonces {b®c: b €
B,ce C} esuna base de V@ W.
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Vamos a hacer uso del producto tensorial para construir la complexificacién
de un espacio vectorial real. Sea, pues, V un espacio vectorial real. Dado que C
es también un R-espacio vectorial, tenemos el espacio vectorial real C Qg V', que
admite la estructura de espacio vectorial complejo determinada por
(2.6) 2(Z @v) = 22" @, (2,2 €eC,oeV).
La counsistencia de la definicion (2.6) reposa en que cada aplicacion

CxV —=CerV, ((z',v) = 22" @)

es R-bilineal.

Observemos que, en virtud del Ejercicio 16, cada elemento de CRg V se expresa
de manera tnica como 1 ® v + 17 ® v’, para v,v’ € V. Esto da pie a escribir

I@v+iv =v+iv,

siempre que no haya riesgo de confusion (por ejemplo, porque en V hubiese otra
estructura compleja). Esto da consistencia a expresiones como

(z +iy) (v + V') = zv — yo' +i(zv + yo), (x+iy € C,v+iv' € V).

DEFINICION 2.20. El espacio vectorial complejo Ve = C®g V se llama comple-
zificado del espacio vectorial real V.

Supongamos ahora un algebra de Lie real g con corchete [—, —]. Definimos la
aplicacion
[~ —]c : 9c X 9c — gc,
declarando

[X+iY, X' +iY']c = [X, X'|-[V, Y']+i([X, Y']+[Y, X)), (X+iY, X'+iY" € gc).

EJERCICIO 17. Demostrar que [—, —]¢ dota a g¢ de estructura de algebra de
Lie compleja es una sucesiéon de comprobaciones rutinarias. Este dlgebra de Lie se
llama complexificada de g.

EJERCICIO 18. Vamos a calcular u(n)c y su(n)c. Para la primera, demostrar
que la aplicacion f : u(n)c — glc(n) definida por
fA®X+i®Y)=X +iY, (X,Y €u(n)),
es un isomorfismo de élgebras de Lie complejas. Se sugiere, para hallar la inversa de
f, descomponer adecuadamente cada matriz de gl(n) como suma de dos matrices

en u(n). La demostraciéon de que existe un isomorfismo de algebras de Lie su(n)¢ =
slg(n) se deduce facilmente del isomorfismo u(n)c = gle(n) recién demostrado.

Seguidamente, vamos a discutir como se relacionan las representaciones com-
plejas de un algebra de Lie real y las de su complexificada. Para ello, usaremos el
siguiente artificio: dada un algebra de Lie real g y un algebra de Lie compleja b,
puedo ver ésta también como real y, asi, considerar un homomorfismo de algebras
de Lie reales ¢ : g — h. Defino entonces

dcigc = b, (dc(X +iY) = ¢(X) +id(Y)),
que resulta ser un homomorfismo de 4lgebras de Lie complejas. De esta manera, si

parto de una representacion compleja 7 : g — gl(V) de un 4algebra de Lie real g,
podemos considerar la representacion compleja

mCc :gc — g[(v)7
que llamamos complexificada de 7.

PROPOSICION 2.21. Sea (w,V') una representacion compleja de un dlgebra de
Lie real g, y (¢, V') su complezificada.
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1. Un subespacio vectorial complejo W de V' es m—invariante si, y sélo si, W
es mc—tnvariante.
2. (m, V) es irrreducible si, y sdlo si, (nc, V) es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos w € W. Para cada X +1iY € gc, tenemos
me(X +iV)w = (n(X) + in(V))w = m(X)w + in(Y)w.
Igualdad de la que se deduce (1). Y (2) se sigue inmediatamente de (1). O
Concluimos de nuestra discusion el siguiente resultado fundamental.

TEOREMA 2.22. Sea (I1, V') una representacion compleja de un grupo de Lie co-
nexo G, y (m, V) la representacion correspondiente de su dlgebra de Lie g. Entonces
los subespacios Il-invariantes de V son, exactamente, los espacios mc—invariantes
de V.. Como consecuencia, 11 es irreducible si, y sdlo si, mc es irreducible.

DEMOSTRACION. Consecuencia del Teorema 2.17 y la Proposicién 2.21. O

2.3. Representaciones irreducibles de sl:(C), SU(2) y SO(3).

Vamos a utilizar la teoria desarrollada para clasificar las representaciones irre-
ducibles aludidas en el titulo de esta seccion.

2.3.1. Representaciones irreducibles de SL;(C). Consideremos la base
{H,X,Y} de sly(C) como espacio vectorial complejo, donde

= (3 O)ox=(5 )= (00).

Los siguientes conmutadores van a ser utilizados:

[H,X]=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]=H.
Tomemos una representacion compleja (m, V') de sl (C). Si V' # 0, el operador lineal
m(H) :V — V ha de tener algin vector propio u, con valor propio o € C. Usanddo
que

[w(H), 7(X)] = 27 (X),

demostramos, por induccién sobre j > 0, que
(2.7) 7(H)m(X)u = (a+ 2j)7(X) u.

La igualdad (2.7) muestra que, siempre que m(X)Ju # 0, éste es un vector
propio de 7(H) con valor propio a+2j. Como la dimension de V es finita, y vectores
propios asociados a valores propios distintos son linealmente independientes, ha de
existir N > 0 tal que m(X)™u # 0 pero 7(X)VN*1u = 0.

Llamemos ug = 7V (X)u, A = a + 2N y definamos recursivamente

up = 7(Y)*uq, (k>0).
Usando la igualdad
[ (H), 7(Y)] = —2m(Y),
es facil demostrar por induccién sobre k que
W(H)uk = ()\ — 2k)uk7

para todo k& > 0. De nuevo, la dimension finita de V' asegura que existe n > 0 tal
que {ug, - ,u,} es linealmente independiente pero u,4+1 = 0.
Otra induccion sobre k, haciendo uso del conmutador [X,Y] = H, muestra que

m(X)ug = [kX — k(k — 1)]ug—1,
para todo k > 1. Deducimos, en particular, que
0=m(X)tnr1 = (n+1)(A—n)uy,.
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Al ser u, # 0, deducimos que A =n y, asi, « =n — 2N € Z.
PRrROPOSICION 2.23. Con las notaciones anteriores, los vectores

{an"' 7“71}

forman una base de un subespacio T—invariante irreducible de V.

DEMOSTRACION. Recordemos que u,+1 = 0. Poniendo u_; = 0, tenemos que

m(H)ury = (n—2k)uy
(2.8) 7(X)ur = k(n+1—Fk)up_1

W(Y)uk = Uk+1,
para k = 0,...,n. De estas igualdades se deduce que el subespacio W con base
{ug, ..., u,} es m—invariante. Para ver que es irreducible, vamos a definir una equi-

valencia T : W — P,,, para las representacion diferencial irreducible ,,. Tenemos
que (ver Ejemplo 2.16)

on(H)ZE = (2k —n)2Fk,
(2.9) on(X)ZF = (n— k)M,
o,(Y)2F = kzFL
para k = 0,...,n. Con tal proposito, tomamos nameros oy, k = 0,...,n, tales que

Oék+1:Oék(n—k), (k:O7"'an)7

con ag # 0. El isomorfismo lineal T" estd determinado sobre las bases por la asig-
naciéon

T(ug) = apz""", (k=0,...,n).
Unos sencillos calculos, basados en (2.8) y (2.9), muestran que T es entrelazante y,
por tanto, una equivalencia de representaciones. 0

TEOREMA 2.24. Para cada n € N, existe representacion irreducible de sly(C),
unica salvo equivalencias, de dimension n + 1.

DEMOSTRACION. Sabemos que cada representacion (o, P,) es irreducible de
dimension n + 1. Si ahora (m,V) es una representacion irreducible de dimension
n+ 1, ésta ha de ser equivalente a (o,,, P,,) de acuerdo con la Proposicion 2.23. O

2.3.2. Representaciones irreducibles de SU(2). Para cada m, conside-
ramos la restriccion al subgrupo SU(2) de la representacion (X,,, Py,), que denota-
remos igual. En virtud del Teorema 2.22, puesto que su(2)¢ 2 sly(C), tenemos que
Irr(SU(2)) = {(X, Pm) : m € N}.

Consideremos la representacion irreducible (3,,, P,,) de SU(2) cuya dimension
es m + 1. Puesto que este grupo es compacto, sabemos que existe un producto
interno (—,—) en P,, de manera que %, es unitaria. Vamos a identificar dicho
producto, salvo producto por un real positivo.

Con tal fin, consideremos que cualquier a € C de modulo 1 da lugar a

q= (g‘ 2) e SU(2).

Dado que %,,(¢q) es un operador unitario, tenemos, para cada j,k =0, ..., m, que

<Zj72k> = (Em(zj),Em(zk» = <am—7ajzj,am—kakzk>
= @Itk (0 Ry = a20R) (57 Ry,
lo que no es posible, para j # k, salvo que (27, z*) = 0. Deducimos, pues, que la

base
{1,2,2%,...,2™}
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es ortogonal. Para ortonormlizarla, hemos de calcular cada (zk,zk) Para ello, te-
nemos en cuenta que, para cada t € R,

(2.10) 0= (S (et =Nk 3, (efY =X htty
para k=0,...,m — 1.
Diferenciando con respecto de ¢ y evaluando en ¢ = 0, obtenemos de (2.10) que
0= (o (Y — X)2F M) 4 2F o, (Y — X) AT
= (0 (V) 25, 25 — (0, (X) 2%, 28T + (25, 0,0 (V) 2P — (28, 0,0 (X) 2P
= —(m — k)" 2T b (B 1)(2F, 2F).
Obtenemos, pues, la relaciéon recursiva
(m — k) {(2FFL 2P = (k 4+ 1) (2%, 2F), (k=0,1,...,m—1).
Calibrando por (1,1) = m!, obtenemos
(25, 28y = Bl(m — k), (k=0,1,...,m).
Hemos demostrado, pues, el siguiente teorema.

TEOREMA 2.25. Las representaciones irreducibles de SU(2) son, salvo equiva-
lencias, Irr(SU(2)) = {(Zm, Pn) : m € N}. Para cada m € N, la representacion
(X, Pr) es unitaria con respecto del producto interno que tiene como base orto-
normal

{1zk : ko,l,...,m}.
VKN (m = k)!

EJERCICIO 19. Sea G un grupo de Lie y g su algebra de Lie. Consideremos
la representacion adjunta Ad : G — gl(g) definida por Ada(X) = AXA™!, para
A € G, X € g. Demostrar que su representacion diferencial ad : g — gl(g) viene
dada por ady (X) = [Y, X]| para X,Y € g.

2.3.3. Representaciones irreducibles de SO(3). Recordemos que tene-
mos un homomorfismo sobreyectivo de grupos de Lie
T:5U(2) = SO(V),

donde V tiene como base ortonormal

(0 1 (0 i\ (i o0
“\=1 037\ o) o =)

que son matrices de su(2). Vemos, asi, que su(2) = V y, de hecho, si recordamos
como se define T', resulta que el mismo no es sino la representacion adjunta de
SU(2) sobre su algebra de Lie. Por tanto, su diferencial

7 :5u(2) — so(V)
viene dada por la representacion adjunta de su(2), que es inyectiva. Como tanto
s5u(2) como s0()) = s0(3) tienen dimension real tres, resulta que 7 es un isomorfis-
mo.

Sea (X, U) una representacion compleja irreducible de SO(V). Tenemos enton-
ces que la composicion

SU(2) —£= SO(V) —=> GL(U)

proporciona una representacion de SU(2). Diferenciando, tenemos la representacion
de su(2) dada por la composicion

su(2) ——=s0(V) ——=gl(U) .
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Puesto que SU(2) es conexo y ¥ es irreducible, asi lo es o, de donde, siendo 7 un
isomorfismo, obtenemos que o o 7 es irreducible. De donde ¥ o T es irreducible, de
modo que es equivalente a (3,,, P,,) para algin m € N.

Observemos que ¥ o T'(—1) = idy, por lo que X,,,(—1) = idp, . Ahora bien,

Eo(~1)(z"F) = (1) (=1)kE = (-7t
para todo k = 0,1,...,m. Deducimos, pues, que m ha de ser par. Hemos demos-
trado, pues, que ¥ o T es equivalente a 3, con m par.

Veamos que, de hecho, cada 3, con m par da lugar a una representacion
irreducible ¥ de SO(V) tal que £ oT = ¥,,. Pero esto es consecuencia de que cada
rotacion R € SO(V) puede representarse como R = T'(¢q) para cierto ¢ € SU(2).
Asi, podemos definir

S(R) = Snlg).
El problema es que la representacion R = T'(¢) no es tnica, asi que esa defini-
cion adolece, en principio, de ambigiiedad. No obstante, si T'(q) = T(¢q’), entonces
T(q'q") = T(1) = idy, lo que implica que ¢'q' = £1 y, asi, ¢ = +q. La paridad de
m resuelve la ambigiiedad. Hemos demostrado, pues, el siguiente teorema.

TEOREMA 2.26. Para cada m par, eziste una representacion irreducible de
SO(3) de dimension m + 1, dnica salvo equivalencias, que puede oblenerse a par-

tir de la representacion irreducible ¥, de igual dimension de SU(2). Ademds,
Irr(SO(3)) = {(Xm, Py) : m par }.
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