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Esperanza condicionada

Definicién de esperanza condicionada

Sean X e Y variables aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad tales que existen
E[X] y E[Y]. Se consideran las distribuciones condicionadas de Y a X y de X a Y
(ambas distribuciones poseen momento no centrado de orden uno finito porque existen
para las marginales).

Se definen la esperanza condicionada de X a Y, denotada por E[X/Y], y la esperanza
condicionada de Y a X, denotada por E[Y /X], como las variables aleatorias que toman
el valor, en el caso discreto y continuo:

@ Caso discreto

E[Y/X =x]= Y yPy /x=x(y), Vx € Ex,
yESUpp(py /x=x)

cuando la v.a. X toma el valor x.

@ Caso continuo

E[Y/X =x] = / Yy x—x(¥)dy, Vx € Ex,
Supp(fy /x=x)

donde Supp(f) denota el soporte de la funcién f, cuando la v.a. X toma el valor x.

= = - = = "
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Esperanza condicionada

Esperanza condicionada de una funcién

Del mismo modo, se define la esperanza condicionada de una funcién g1 : Ex — R,
medible, de la v.a. X, condicionada a un valor concreto y de Y, denotada por
E[g1(X)/Y = y], asi como, para una funcién medible g» : Ey — R, la esperanza
condicionada de g>(Y) a un valor concreto x de X, denotada por E[gx(Y)/X = x].

Mas concretamente, por ejemplo, para la esperanza condicionada de g>(Y), condicionada
a un valor concreto x de X, se tiene:

@ Caso discreto

Elg(Y)/X =x] = Yy g2(y)py /x=x(y). Vx € Ex.
yESupp(py /x=x)

@ Caso continuo

Ela(V)/X=x= [ &)fxd. xebx
v U, Y/ X=x

donde Supp(f) denota el soporte de la funcién f.
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Esperanza condicionada

Propiedades de la esperanza condicionada

Se notara, por simplicidad, en lo que sigue, por E[X/Y] y E[Y/X] a las esperanzas
condicionadas de X a Y, y de Y a X, respectivamente.

(i).

(ii).
(i)

(iv).
(v).

Si X > 0 c.s., entonces si existe E[X/ Y], se tiene que E[X/Y] >0,y E[X/Y] =0,
siysélosi P(X =0)=1.

Si existe la E[X /Y], entonces |E[X/Y]| < E[|X|/Y].

Linealidad: Vi = 1,...,n, 3E[X;/Y], entonces JE[Y." ,a;X; + b/Y] =
Y, aE[Xi/Y]+b Y(a1,...,an) € R", beR.

Conservacién del orden Si 3E[X;/Y], i = 1,2, y X3 < Xp, cs., entonces
E[X:/Y] < E[X/Y].

Si existe E[g(X)/ Y], entonces E[E[g(X)/Y]] = E[g(X)], para cualquier funcién
medible g, y para cualesquiera variables aleatorias, X e Y, sobre el mismo espacio
probabilistico base.

v
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Esperanza condicionada

Propiedades de la esperanza condicionada

(vi). Si X e Y son independientes, para cualquier funcién medible g, tal que existe
El[g(X)], se tiene E[g(X)/Y] = E[g(X)], puesto que las distribuciones condi-
cionadas coinciden con las marginales.

(vii). E[Xg(Y)/Y]=g(Y)E[X/Y], para cualquier funcién medible g.
(viii). Para cualquier funcién h medible E[h(X)/X] = h(X).

(ix). E[X/Y] = E[c/Y] = c, para cualquier variable degenerada X sobre el mismo
espacio de probabilidad de Y, con P(X =¢) = 1.

Todas las propiedades enunciadas anteriormente se obtienen de forma directa, a partir
de las definiciones proporcionadas sobre esperanza condicionada.
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Esperanza condicionada

Esperanza condicionada de vectores aleatorios

Sean X = (X1,..., Xn)yY = (Y1,..., Ym) dos vectores aleatorios sobre el mismo espacio
de probabilidad. Se define, suponiendo que las sumas e integrales, correspondientes al
caso discreto y continuo, respectivamente, son absolutamente convergentes,

E[X/Y] = (E[X1/Y],..., E[Xn/Y])

@ Caso discreto, es decir, para (X;,Y) un vector aleatorio discreto:

E[X,-/Yzy] _ Z XipX,-/Y:y(Xi)' VyweEy, i=1,...n
x;€Supp(px; /v=y)

@ Caso continuo, es decir, si (X;,Y) es un vector aleatorio continuo,

E[Xi/Y =Yy] :/ xifx, ;v=y(xi)dx;, Vy € Ey i=1,...n
Supp(fx; /v=y) l
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Esperanza condicionada

Esperanza condicionada de una funcién unidimensional medible de un vector aleatorio

@ Caso discreto: para Ex tal que P(X € Ex) =1,y Ey tal que P(Y € Ey) =1,y
g : Ex — R, una funcién medible,

Elg(X)/Y =y] = ) g(x)P(X=x/Y =y), Vye€Ey,
x€Supp(px/v=y)

donde (X,Y) es un vector aleatorio discreto.

@ Caso continuo: para (X,Y) un vector aleatorio continuo, y g : Ex — R, medible,

Elg0)/Y=vl= [ a0y Ve By
u X/Y=y

Se supone, como en el apartado anterior, que las sumatorias e integrales anteriores son
absolutamente convergentes.

v
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e Momentos condicionados
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Momentos condicionados

Momentos condicionados no centrados

Noétese que las expresiones que a continuacién se formulan, se obtienen de forma directa
del apartado anterior considerando n = m =1, g(X) = X¥, y k € N,

Momentos condicionados no centrados de orden k € IN :

Caso discreto  E[X*/Y =y] = ) x*px sy —y (x)
x€Supp(px/y=y)
Vy € Ey

Caso continuo  E[XK/Y =y] = xk fx/y=y(x)dx

/SUPP(fX/V:y)
Vy S Ey .
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Momentos condicionados

Momentos condicionados centrados

Noétese que las expresiones que a continuacién se formulan, se obtienen de forma directa
del apartado anterior considerando n=m =1,y g(X) = [X — E(X/Y)]¥, k € N.

Momentos condicionados centrados, respecto a la media, de orden k € IN :
Caso discreto E {(X —EX/YDk/Y = y]

) (x— E[X/ YD kpx/y—y(x)
x€Supp(px/y=y)
Vy € Ey

Caso continuo E {(X —EX/YDk/Y = y]

— k
/Supp(fx/y:y)(x E[X/Y]) fx/y=y(x)dx

Vy € Ey.
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Momentos condicionados

Caso especial: varianza condicionada

Supongamos que X, tal que 3E[X?], e Y son dos variables aleatorias sobre el mismo
espacio de probabilidad, entonces:

(). IVar(X/Y),y Var(X/Y) > 0.
(ii). Var(X/Y) = E[X?/Y]— (E[X/Y))2.
(iii). Descomposicién de la varianza: si 3Var (E[X/Y]), y 3E [Var(X/Y)], entonces:

Var (X) = Var (E[X/Y]) + E [Var(X/Y)].

Demostracion:
Var(X) = E [(x - E[x])ﬂ =E [E [(X - E[X])z/Y” Prop.(v))
= E[E [(X2+(E[X])2—2XE[X])/YH
= E [E[XZ/Y] +(E[X])% - 2E[X]E[X/Y]} Linealidad)
= E[EX®/Y]— (EIX/Y])? + (EIX/Y])? + (E[X])? - 2E[X]E[X/ Y]]

= E(Var(x/Y)]+ E [(E[X/ Y] - E1X)?2]

= E [Var(X/Y)]+ Var (E[X/Y]).(Prop. (v) y def. momento centrado condicionado de orden dos.
b

(©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Esperanza condicionada 13 / 36



Regresién minimo cuadratica

e Regresién minimo cuadratica

(©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Esperanza condicionada 14 / 36



Regresién minimo cuadratica

Regresion minimo cuadratica bidimensional

El problema de regresion consiste en aproximar una v.a. Y mediante una funcién de
otra variable X, es decir,

Y = ¢(X),
donde Y es la variable dependiente, explicada o endégena; X es la variable independiente,
explicativa o exégena y ¢ es la funcién de regresion.

Consideramos la aproximacién 6ptima de Y mediante la v.a. ¢(X), que proporciona
la solucién al problema de optimizacién, definido a partir de la funcién de pérdida
E[(Y — ¢(X))?], conocida como el error cuadratico medio (E.C.M) asociado a la

~

estimacién Y = ¢(X) delav.a. Y.
Es decir, se considera gopt, donde
Popt(X) = min E[(Y — 9(X))?].
La funcién @opt, que minimiza el E.C.M., en |a aproximacién de Y mediante una funcién

de X viene dada por:
Popt(X) = E[Y/X].
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Regresién minimo cuadratica

Regresion minimo cuadratica bidimensional

Por tanto,
ECM.(¢p(X)) = E [(YfE[Y/X})z]
= E[E [(Y—E[Y/X])Z/XH = E [Var(Y/X)].
Calculando
E[(v—Elv/x)?| = EIY2+E[(E[Y/X))?] - 2E[VE[Y/X]]

= E[Y? +E[(E[Y/X])?] - 2E[E[YE[Y/X]/X]]
= E[Y? +E[(E[Y/X])?] - 2E[(E[Y/X])?]
= E[Y? - E[(E(v/X))7?]
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Regresién minimo cuadratica

Regresién minimo cuadratica bidimensional

Alternativamente,

E.C.M.(¢(X))

Segun lo que se vio,

= E[Var(Y/X)]
= E[E[Y2/X] — (E(Y/X))?)) = E[Y?] - E [(E(Y/X))?]

en el apartado anterior, considerando la féormula de descomposicion
de la varianza, se tiene

Var(Y) = E [Var(Y /X)] + Var(E[Y/X]) = E.C.M.(¢(X)) + Var(gopt(X)).

(©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Esperanza condicionada

17 / 36




Curvas de regresién

e Curvas de regresion

)José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Esperanza condicionada 18 / 36



Curvas de regresién

Curvas de regresién minimo cuadratica de Y sobre X

Se consideran, para diferentes valores x de la variable X, los correspondientes valores
estimados de la v.a. Y, mediante la funcién Popt, €s decir,

y =gopt(x) =E[Y/X =x], Vxe€Ex; P(Xe€Ex)=1,

que recibe el nombre de curva de regresién de Y sobre X.

@ El E.C.M asociado a la curva de regresién de Y sobre X es E[Var(Y/X)].

@ Para un valor concreto, el E.C.M. asociado a E[Y /X = x] es Var(Y /X = x).

v
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Curvas de regresién

Curvas de regresién minimo cuadratica de X sobre Y

De forma analoga, para diferentes valores y de la variable Y, los correspondientes valores
estimados de la v.a. X, mediante la funcién @gpt, es decir,

x=gopt(y) =E[X/Y =y], Vy€Ey; P(YEEy)=1,

que recibe el nombre de curva de regresién de X sobre Y.
@ El E.C.M asociado a la curva de regresién de X sobre Y es E[Var(X/Y)].

@ Para un valor concreto, el E.C.M. asociado a E[X/Y = y] es Var(X/Y =y).
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Curvas de regresién

Curvas de regresién minimo cuadratica: algunas propiedades

(i). Si Y depende funcionalmente de X, es decir, Y = f(X), la curva de regresién de
Y sobre X, E[Y /X = x|, x € Ex, coincide con la curva de dependencia y = f(x),

x € Ex.

(ii). Si hay dependencia funcional reciproca entre X e Y, es decir, Y = f(X) y X =
f~1(Y), ambas curvas de regresién coinciden con las curvas de dependencia:
y=f(x),x € Ex,yx=f"Yy), y € Ey.

(iif). Si X e Y son independientes, las curvas de regresién son rectas paralelas a los ejes:

y=E[Y]yx=E[X].

En este caso estimamos una variable, sin observar la otra, mediante su esperanza

y el E.C.M. es su varianza.

Cuadro resumen para predecir Y (equivalentemente para predecir X)

Sin observar X | Observando X | Para valor concreto X = x
Prediccion para Y ElY] ElY/X] E[Y/X = x]
E.C.M. Var[Y] E[Var[Y/X]] Var[Y /X = x|
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Razones de correlacion

Razones de correlacién

La correlacion estudia la bondad del ajuste de la funcién de regresién encontrada
mediante el método de minimos cuadrados, esto es, en qué medida la funcién de
regresion explica a una variable a partir de la otra.

S'e definen las razones de correlacién de X sobre Y, ﬂi/y y de Y sobre X, 11%,/)(, como
sigue:

5 _Var(E[X/Y]) _ . E[Var(X/Y)]
Txry = Var(X) Var(X)

5 _ Var(E[Y/X]) . E[Var(Y/X)]
Tyrx = Tvar(y) Var(Y)

Observaciones:

@ La razén de correlacién es una medida adimensional que representa la proporciéon de
varianza de la variable dependiente que queda explicada por la funcién de regresién.

@ En este sentido se puede interpretar como una medida de la bondad del ajuste de
la distribucién a la curva de regresién correspondiente.
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Razones de correlacion

Propiedades

). Para cualquier a > 0, se tiene 72, , = 7%,y

i). Para cualquier a > 0, se tiene ’7§Y/X = ;ﬁ//x

(iii). 0< ;7)2</Y <1lyo0< ;73/)( < 1 (Ejercicio voluntario)
)

. Si ni/y =0y n%,/x = 0, entonces las curvas de regresién de X/Y e Y/X
coinciden respectivamente con las rectas x = E[X] e y = E[Y].

(v). Reciprocamente, si las curvas de regresién de X/Y e Y /X coinciden con las rectas
x = E[X] e y = E[Y], respectivamente, entonces ’7§</Y =0y iyf//x =0.

(vi). '7§</Y =1 < X dependen funcionalmente de Y.
(vii). W%/X =1 < Y dependen funcionalmente de X.

(viii). W%/X = 77§</Y =1 <& hay dependencia funcional reciproca entre X e Y.
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Regresion lineal minimo cuadratica

Planteamiento de la regresion lineal de Y sobre X (equivalentemente para X sobre Y)

Intentamos resolver el problema de predecir, por minimos cuadrados, los valores de una
variable Y a partir de una funcién lineal de otra X. En este sentido se busca una funcién
(pépt(X) que minimice el E.C.M.

@bpe(X) = min E[(Y — aX — b)?]

El problema se reduce a obtener a'y b que minimicen L = E[(Y — aX — b)?].
L= E[(Y — aX — b)?] = E[Y?] + a®E[X?] + b® + 2abE[X] — 2aE[XY] — 2bE[Y]

Derivando respecto a y b e igualando a cero, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
denominado sistema de Ecuaciones Normales:

aE[X?] + bE[X] = E[XY]
b+ aE[X] = E[Y]

cuya solucién es a = C‘\’/‘;i(X;/) y b= E[Y] — aE[X].
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Regresion lineal minimo cuadratica

Regresion minimo-cuadratica, cuando (pL es una recta (Ry,x)

A partir de las soluciones de las ecuaciones normales anteriores se tiene lo siguiente.
En la regresion lineal minimo cuadratica de Y sobre X,

Cov(X,Y)

g X~ EXD.

Y % ghpe(X) = min E[(Y — aX — b)2) = E[¥] +

Esta expresion recibe el nombre de Recta de Regresion de Y sobre X.
X, Y
Cov(X,Y) (x

Var(X)

El E.C.M asociado viene dado por: (Ejercicio voluntario)

y—E[Y]= — E[X]).

ov 2
ECM.(ghp (X)) = Var(y) - S
Por tanto, Var(Y) = Var(q)épt(X)) + E.C.M.((pépt(X)).
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Regresion lineal minimo cuadratica

Regresion minimo-cuadrética, cuando ¢t es una recta (Ry,y)

En la regresion lineal minimo cuadratica de X sobre Y, de forma similar, se calcula
L
(Popt(y)r

(¥ —E[Y)).

X ~ ghpt(Y) = min E[(X — a¥ - b)?] = E[X] + %)(H)/)

Esta expresion recibe el nombre de Recta de Regresion de X sobre Y.

x— X = S5 - £V,
El E.C.M asociado viene dado por:
oV 2
E.C.M.(pbu(V) = Var(x) - SO0
Por tanto, Var(X) = Var(¢gnt(Y)) + E.C.M.(¢gp¢(Y)).
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Regresion lineal minimo cuadratica

Coeficientes de regresion

Suponiendo la existencia de E[X?] y E[Y?], se definen los coeficientes de regresién de

Y/X, Yy/x,yde X/Y, vx,y, como sigue:

Cov(X,
Yy/x = W

Cov(X,
YX/y = W
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Regresion lineal minimo cuadratica

Algunas propiedades

(i). Si Cov(X,Y) = 0, entonces las rectas de regresion de Y /X y de X/Y vienen
respectivamente dadas por y = E[Y] y x = E[X] (son rectas paralelas a los ejes).

(ii). Si la curva de regresion es una recta, coincide con la correspondiente recta de
regresion.

(iii). Si X e Y estan linealmente relacionadas, las rectas de regresién coinciden con la
recta de dependencia (sélo en este caso, obtenida una recta de regresion, la otra se
puede obtener despejando).

(iv). Las rectas de regresién se cortan en el punto (E[X], E[Y]).
(v). Los coeficientes de regresion tienen el mismo signo que la covarianza.

(vi). Los coeficientes de regresion cuantifican cuanto se incrementa la variable dependi-
ente por aumentos unitarios en la variable independiente.
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Coeficientes de determinacién y correlacién
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Coeficientes de determinacién y correlacién

Coeficiente de determinacién lineal

Una medida de la asociacién lineal de las varibles viene determinada por el coeficiente de
determinacion lineal p§< y. se define como:

2 [Cov(X, V)2 [ Var(ggsi(X))  Var(pgy(Y))

Pxy = VarX)Var(Y) \ =~ Var(Y)  Var(X)

Observacion:

Tal y como los razones de correlacién, el coeficiente de determinacién lineal es una medida
de la bondad del ajuste lineal, o lo que es lo mismo, mide la proporcién de varianza de
explicada por el modelo de regresién lineal.
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Coeficientes de determinacién y correlacién

Propiedades del coeficiente de determinacién lineal

(i).
(ii).
(iii).
(iv).

(v).
(vi).

2 _ 2
Pax+b,cY+d = PX,v

P%(,y =IYX/YYY/X

0<pky <1
P§<,Y = 0 < Las rectas de regresién de Y/X y de X/Y son respectivamente

y =E[Y], y x=E[X].

pfm, =1 & Existe dependencia funcional lineal entre las variables X e Y.
2 2 2 2

Px.y =My/x Y Pxy SMx/y:

Las desigualdades anteriores (prop. (vi).) se convierten en igualdades si y sélo si las
curvas de regresion coinciden con las correspondientes rectas de regresion.

v
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Coeficientes de determinacién y correlacién

Coeficiente de correlacién lineal

Independientemente de que el coeficiente de determinacién lineal ofrece informacién
acerca de la bondad del ajuste del modelo lineal, la medida de correlacién por excelencia
es el coeficiente de correlacion lineal, ya que también proporciona informacién, no sélo
de la fuerza de asociacion, sino también de su sentido.

Se define el coeficiente de correlacién lineal px, y, como:

Cov(X,Y)

PG = Var(X)Var(Y)
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Coeficientes de determinacién y correlacién

Propiedades del coeficiente de correlacion lineal

(vii).

(viii).

—1<pxy <1

PaX+b,cY+d = ToX, ¥

. px,y = 0 (variables incorreladas linealmente) <« Las rectas de regresion de Y /X

y de X/Y son respectivamente y = E[Y], y x = E[X].
Si X e Y son independientes, entonces px y = 0 (el reciproco no es cierto)

lox,y| =1 & Existe dependencia funcional lineal (positiva o negativa, en funcién
del signo) entre X e Y.

lox y] =1 < Las dos rectas de regresién coinciden entre si y con la recta de
dependencia, ademas de con las curvas de regresion.

Sipx,y = 1la dependencia lineal es exacta y positiva (las dos v.a. crecen o decrecen
de forma simultanea).

Si px,y = —1 la dependencia lineal es exacta y negativa (cuando una v.a crece la
otra decrece y viceversa).
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