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Distribucion Multinomial
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Distribucion Multinomial

Introduccién al modelo multinomial

La distribucién multinomial es una distribucién discreta multivariante, que extiende a
la distribucion binomial cuando el experimento aleatorio tiene mas de dos resultados
posibles, no tan solo éxito o fracaso.
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Distribucion Multinomial

Deducciéon del modelo probabilistico multinomial
Sean Aj, Az, ..., Aky1 los k + 1 resultados o sucesos exhaustivos y mutuamente ex-
cluyentes de un determinado experimento aleatorio, es decir:
k+1 . .

UI;LlA,':Q, A,'QAJ':®,VI#].
Denotamos p, =P(A),i=12,...,k+1.
Entonces Zhl pi = ZkH [ ] = P(UMA) = P(Q) = 1, y por tanto
Prs1=1-YE, pi.
Supongamos que se realizan n repeticiones independientes del experimento en las mismas

condiciones, de modo que las probabilidades p; se mantienen constantes en todas las
repeticiones.

Si consideramos xi, X2, ..., X, enteros no negativos tales que x1 +xo + -+ x, < n,
entonces la probabilidad de que en las n repeticiones ocurra exactamente x; veces el
suceso A;, Vi =1,2,...,k, y por tanto x4 1 = n— (x1 +x2 + - - - + xx) veces el suceso
A1 es:
' "_):f:1 Xi
n: X
T P1 SRl B Y
xixal . oxg(n— K | x)! =
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Distribucion Multinomial

Distribucién multinomial

Consideramos el vector aleatorio (X1, X2,..., Xx11) cuyas componentes X; cuentan el
namero de veces que ocurre el suceso A;, Vi = 1,2,...,k+ 1, de modo que Xy 1
queda completamente determinado por xx11 = n — Zf-‘zl X;.

Entonces se dice que (X1, X2, ..., Xk) sigue una distribucién multinomial k-dimensional
con parametros ny pi,...pk, que denotamos,

(X1, X)) ~ Mi(nipy, - .- pi),

si y s6lo si su funcién masa de probabilidad k-dimensional viene dada por:

' k n—):f;lx,-
n!
P(Xy=x1,..-, Xk = x¢) = prtp (1= ) pi .
x!- - xi!(n— XK x)! k ,:Z‘i '

donde neIN,0< p;<1,i=1,... k Zf-‘zlp,-<1, X;G{O,...,n},y):f‘zlx,-gn.

Ejercicio voluntario: probar que esta expresion define una verdadera funcién masa de
probabilidad.
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Distribucion Multinomial

Funcién generatriz de momentos

k
MXI,..,,Xk(tlw-wtk) = E exp Z t,'X,'
i=1

k n
plet1+...+pketk—|— ]_—Zp, ,tl,...,tkeR.
i=1

Ejercicio voluntario: justificar la expresion anterior para la funcién generatriz de momen-
tos.
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Distribucion Multinomial

Distribuciones Marginales

Sea (Xy,...,Xk) ~ M(n;p1....,pk). entonces para cualquier subvector (Xj,,...Xj),

i1

coniy,....ij € {1,..., k}, siendo im # ip, m# p, m,p=1,...,1, se cumple:
(Xiy, - Xi)) ~My(n;p1,....pr), 1e{l,.... k—1}.
En particular, para las marginales unidimensionales se cumple:
Xi~B(np;), i=1,... k.

La prueba es directa, sin mas que obtener las funciones generatrices de momentos
marginales de X; o conjuntas del subvector (Xj,,...X;), a partir de la funcion de
generatriz de momentos conjunta anterior.

Por ejemplo, para el caso unidimensional:
My, (t;) = Mx, . x,(0,...,0,£,0,...,0) = (pie" + (1 — p;))", ti eR.

Ejercicio voluntario: justificar la expresién anterior.
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Distribucion Multinomial

Distribuciones Condicionadas

Las distribuciones condicionadas de una multinomial siguen también una distribucion
multinomial.

Mas concretamente, sea (X1,...,Xx) ~ My(n; p1,...,px). entonces:
Ly p1 pI
(Xg,---, X,/ X = Xjiq,.., X :X)~M<n7 Xj —— ..., )
1 1/ X141 = X1 k =Xk | f:%1 I 1T am

En particular, las condicionadas unidimensionales cumplen:

x,-/szxjva(n—xj,i), =1k P
1fpj

Ejercicio voluntario: justificar la expresion anterior.
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Distribucion Multinomial

Reproductividad
Sean Xj,...,Xp, vectores aleatorios independientes k-dimensionales, con distribucién
multinomial con parametros n;, i =1,...,p,y p1,..., Pk- Se tiene entonces

p p
Y Xi~ M [ Y niipr.. Pk
i=1 i=1

Ejercicio voluntario: obtener la funcién de generatriz de momentos de Zf.’:l X; para
deducir la distribucién anterior. )
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Distribucion Multinomial

Vector de medias y covarianzas

Sea X = (Xi,...,Xg), vector aleatorio k-dimensional, con distribucién multinomial con
parametros n, y p1, ..., px. Se tiene entonces:

i). E[X]= (np1,np2,...,npx)
i). Cov(Xi, Xj) = —np;pj, Vi # j

Demostracion:
I) E[X] = (np1,np2,...,npg) porque las distribuciones marginales son binomiales de parametros ny p;,
Vi=1,2,....,k

ii). Cov(X;, X;) = E[X;Xj] — EIXGIE[X;], Vi # j

_ ( t))
E[XiX;] = T\(q ,,,,, t4)=(0,....0)

k n—2
= n(n-1) <P1et1 + - preth + (1* Y P/‘>> pipjetiel|(ty, ..., ty) =(0,...,0)

i=1

Por otro lado,

E[X;] = np; y E[Xj] = np; porque las marginales tienen distribuciones binomiales.

Por tanto,
Cov(X;, X;) = E[X;X;] — E[X;]E[X;] = n(n—1)p;pj — n®p;pj = —npip;
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Distribucion Multinomial

Regresién y correlacién para el caso bidimensional

@ La curva (recta) de regresion de X;/X;, viene dada por

__mwi P
1—pj 1—ij

i

@ Las razones de correlacion, que coinciden con el coeficiente de determinacion,
vienen dadas por:

2 2 2 PiPj .
Ox. =M% x. =Pxx. = ———~——~, 1#j, i,je{l,... k}.
Mxi/x; =X/ = PX;x; 1T—p)(1— P_j) { }
@ El coeficiente de correlacion lineal viene dado por

PP L
X == i jedl, ... k}.
5= T py (7K
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Distribucion Normal Bidimensional

@ Distribucisn Normal Bidimensional
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Distribucion Normal Bidimensional

Distribucién Normal Bidimensional

Se dice que (X1, X2) se distribuye segin una normal bidimensional con vector de medias
# = (1, 42) y con matriz de varianzas-covarianzas

e o? 01020
= A ,
01020 05

si su funcién de densidad de probabilidad viene dada por:

1 1 Ty-1
f; (X11X2) =] 79(73()(7’4) z (X7”>)
(. X2) 277 [det (%) /2
_ 1 e(,ﬁ[%Jr(xz;gz)z 72P<X1g11)<xzt;2}12)])

N 2701024/ 1 — p2 '

donde x = (x1,x2) € R?, (7,-2 es la varianza de Xj, i = 1,2, y p es el coeficiente de
correlacién lineal de X e Y.

v
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Distribucion Normal Bidimensional

Marginales y condicionadas

Ambas distribuciones, marginales y condicionadas, son normales.

@ En el caso de las marginales, se tiene

X1~ N(p1,02), Xo~N(u2,03).

@ Para las condicionadas se obtienen las siguientes distribuciones normales:
o
X]_/X2 = Xp ~ N (}41 +pg—;(x2 = ]42),(7%(1 —p2))
0;
X2/X1 = X1 ~ N (]42 +P£(X1 — ‘M]_),(722(1 —p2)>

Ejercicio voluntario: justificar las expresiones anteriores.
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Distribucion Normal Bidimensional

Regresion y correlacién
@ La curva de regresién, que coincide con la recta de regresiéon de X;/X;, para

i,j = 1,2, i # j, viene dada por la media de las distribuciones normales
condicionadas, anteriormente especificadas.

Mas concretamente, viene dada por

Xi :P‘/JFPg(Xj*P‘j)v hji=12i#].
i

@ Equivalentemente, las razones de correlacién coinciden con el coeficiente de deter-
minacién p?, ya que las curvas de regresién coinciden con las rectas de regresion.

@ EIE.C.M. asociado a la curva de regresién de X; sobre X; viene dado por 0?(1 — p?),
i=1,2, paracadaj=1,2, con i #j.
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Distribucion Normal Bidimensional

Independencia < incorrelacion < X Diagonal

5 o? 01020
— b ,
01020 05

matriz de covarianzas de una normal bidimensional, es no singular (0 # 1) y semidefinida
positiva.

Observamos que

Es facil comprobar que bajo el supuesto de normalidad bivariante:
Independencia < Incorrelacion < % Diagonal
De hecho la segunda equivalencia es evidente, y la primera es debida a que
p=0sf(xy)=fx(x)fr(y)

Importante: esta equivalencia no es valida si cada variable tiene distribucién normal
unidimensional pero la conjunta no.
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Distribucion Normal Bidimensional

Teorema para la funcién generatriz de momentos de la normal bivariante
Parat = (t1,t2) € R?,
Mx,x,(t12) = My, x,(t) = E [exp ((t.X))]
txt’
= exp (y,t>+T :

t12(712 + t%(722 + 2ty trpoy 0 )

exp <t1]/t1 + tapz + 5
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Distribucion Normal Bidimensional

Teorema para la funcién generatriz de momentos de la normal bivariante (demostracién)

o
My g (1, 12) = E [e8X)] = ™ [™ eltmattamaln o (a,xe)daadra
0o

S
= Lw Lme VAT22) ) /X =x (X1)fxg (x2)dxadx2

= Lm e22) e (x) Uim e (X1)d><1] dx2 = ./—oo 22 My /s (11) iy (x2) dx2
202(1-2

oo <t1 (ﬂ1+P%(X2*H2)>+ﬂ(z;p))
:/ elt2x2) ¢ sz(xz)dxz

2,2 2
o tgo3 (1-p%)
t1(pa-pghrz)t 25" e a
( ( 2 ) / e<t2x2+t1pl72 Xz)fxz (x2)dx2

—o0

=e

2,2 2
t£of (1—p%)
(tl (l‘l’f)% Mz)Jr‘zil 15 )

1%
=e MX2 (t2+t1pé)

13,2
2,2(1_,2 o1 <t2+f1P.72) 73
[ tgo3(1-p%) tatt1p ok o+ ——— 52—
(h(ﬂl*ﬂ%#z% 1%1 <z 1P.72)}42
=€
2,222
tyog +t505+2ty tapoy oo
([1,,1+t2,42+%27
—e , ti1,t2 €R.
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Distribucion Normal Bidimensional

Teorema para la funcién generatriz de momentos de la normal bivariante (demostracién)

En la derivacién de la funcién generatriz de momentos, se ha aplicado la definicién de la densidad de probabilidad
marginal de X1 /X2 = x2, en términos de la conjunta y condicionada, es decir,

fxq Xp (X1, x2)

fxy /Xa=xp (X1) = fra (2)

= fxyxp (X1, X2) = fixg /xp=xp (X1) iy (x2)- (1)

La ecuacién (1) se puede verificar directamente a partir de la expresién de la densidad de probabilidad conjunta de la
normal bidimensional. Mas concretamente se obtiene, operando en el argumento de la exponencial que define
fXLXz (x1,x2) como sigue:

)2

1 Ca-p1)? | (22
1 R
e

fy xX1,X2) = —M
X1,X2( 1%2) 270102+/1 - p2

1

2(12) (%32

xg 1) Yo—tin )2
R e e ol RO EERSIEETSy
2710102+/1 — p2
1 (*%(52%2&)2) 1 (*m[ﬁﬂuw%(&ﬂlz)]z)

= ——8e

—F—=€
V2mo2 V271 /1 - p2
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Distribucion Normal Bidimensional

Normalidad para combinaciones lineales de las componentes

Sea X ~ N3 (u,Z). Se considera Ay una matriz de rango maximo g, con q = 1,2.
Entonces:

Y = XAzyq ~ Ny (A ATZA).

Demostracion:

La demostracién se obtiene de forma directa a partir del teorema anterior.
Sea t € RY, entonces:

tADzeaHT

Tea:T
E [erT] =E [e“AT)XT} = My (tAT) = (AT T + 5 etlnA) T+ HAZAE

Dado que A es de rango maximo, |ATcA| # 0, se deduce que Y = XA N/\/q(l,lA,AT):A).

Observacion:

Se tiene que Y = XA = (a11X1 + 212Xz, 221 X1 + a22X2). De modo que cualquier
vector bidimensional cuyas componentes sean combinacién lineal de X; y X5, compo-
nentes de un vector normal bidimensional, de modo que la matriz A que define esta
combinaciones sea no singular, tiene una distribucién normal bidimiensional.
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Distribucion Normal Bidimensional

Corolario

Cualquier combinacién lineal de las componentes de un vector normal bidimensional
tiene distribucién normal unidimensional.

2
o oy0
Sea X = (X1, X2) ~ N> (]4 = (p1,p2), 2 = ( (71(72{3 (722 20 )) , entonces:
31X1+azXz:(X1,Xz)< :: )m ~ M ((141.142)( :; )v(aLaz)( Zfﬂzp %Uzp )( :; ))
Y por tanto,

a1 X1+ axXo ~ N7 (alyl + aspo, 8%012 + 23(722 + 2p0’1(723132>

siempre que rg(A) =1, (a1 6 ap # 0).
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