UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Facultad de Ciencias

GRADO EN FISICA

TRABAJO FIN DE GRADO

RECONSTRUCCI()N ESPECTRAL:
APLICACION A LA FiSICA DEL SABOR

Presentado por:
D. Daniel Herndndez Ferniandez

Curso Académico 2024 /2025



Resumen

Las funciones espectrales hadrénicas son magnitudes de gran re-
levancia en teorias cudnticas de campos cuyo conocimiento per-
mite el calculo de observables relevantes para la fenomenologia
de fisica de particulas, tales como secciones eficaces o tasas de
desintegracion. Estas funciones se pueden calcular teéricamente a
través de las llamadas funciones de correlacién o correladores, cu-
yos valores se pueden obtener a partir de simulaciones numéricas
de la Cromodindmica Cudntica en redes espacio-temporales dis-
cretas (simulaciones de lattice QCD). La obtencién de estas den-
sidades espectrales a partir de correladores obtenidos de simu-
laciones de lattice es un problema de considerable complejidad,
debido a la naturaleza discreta de las medidas y al error que estas
presentan. El estudio de este problema se encuentra dentro de los
llamados problemas inversos.

En este trabajo se realiza un estudio de dos de los métodos utili-
zados para abordar este tipo de problemas, el método de Backus-
Gilbert y el método de Hansen-Lupo-Tantalo. Ambos métodos se
ponen a prueba mediante un modelo de prueba con el que se pue-
de estudiar el comportamiento con la variacion de los distintos
parametros libres de los métodos, obteniendo ciertas ventajas con
el método de Hansen-Lupo-Tantalo. Una vez conocido su com-
portamiento, se ha aplicado el método de Hansen-Lupo-Tantalo
a funciones de correlacion obtenidas a partir de simulaciones de
lattice QCD y se ha estudiado el efecto que provocan los distintos
pardmetros de las simulaciones en la reconstruccién espectral.



Abstract

Hadronic spectral functions are highly relevant magnitudes in
quantum field theories, whose knowledge allows the calculation
of phenomenologically relevant observables, such as cross sec-
tions or decay rates. These spectral functions can be calculated
from the so-called correlation functions or correlators, whose va-
lues can be obtained from numerical simulations of Quantum
Chromodynamics on a discrete space-time grid (lattice QCD si-
mulations). The extraction of these spectral densities from corre-
lators obtained in lattice simulations is a problem of considerable
complexity, due to the discrete nature of the measurements and
the uncertainties they present. The study of this problem is found
within the so-called inverse problems.

In this work, we examine two methods used to solve such pro-
blems: the Backus-Gilbert method and the Hansen-Lupo-Tantalo
method. Both methods are tested using a toy model, with the
objetive of studying their behavior under variations of the dif-
ferent free parameters, demonstrating some advantages with the
Hansen-Lupo-Tantalo method. Once their behavior is unders-
tood, the Hansen-Lupo-Tantalo method has been applied to co-
rrelators obtained from lattice QCD and the efect of different si-
mulations parameters on the spectral reconstruction has been stu-

died.
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5 1 INTRODUCCION

1 Introducciéon

El Modelo Estandar de la fisica de particulas describe las particulas elementales
conocidas, asi como tres de sus cuatro interacciones. Como teoria, se ha puesto a
prueba con experimentos en incontables ocasiones, y por el momento ha conse-
guido salir airosa de todos ellos, llegando a alcanzar una gran precisiéon en sus
predicciones tedricas. Entre sus hitos més destacados se encuentran la predicciéon
de la existencia de las particulas mediadoras de la fuerza nuclear débil (bosones
Wy Z) y fuerte (gluones), y el mds reciente y famoso, la prediccién del bosén de
Higgs, que fue hallado experimentalmente en el gran colisionador de hadrones
(LHC) en 2012 [1, 2]. Sin embargo, a pesar de ser una gran teoria, que hasta el
momento no se ha podido desmentir, sabemos que estd incompleta y hay varios
aspectos que no ha podido explicar.

Por ejemplo, el marco de trabajo del Modelo Estandar no incluye a la fuerza
de la gravedad. La gravedad actualmente estd explicada mediante la Relatividad
General, teoria que por el momento no se ha logrado cuantizar ni implementar
en teorias cudnticas de campos, que son la base del Modelo Estdndar. Teorias mds
alla del Modelo Estandar sugieren la existencia de una particula mediadora, el
graviton, sin embargo ésta no se ha podido medir experimentalmente siendo un
tema de interés en la actualidad.

Otro aspecto que el Modelo Estandar es incapaz de explicar es la materia os-
cura, materia que no hemos podido detectar directamente, pero deducimos su
existencia debido a sus efectos gravitacionales. Algo similar le ocurre a la energia
oscura, de la que conocemos sus efectos por la expansiéon del universo, pero no
qué es ni qué la produce.

Las masas de los quarks tampoco pueden ser explicadas satisfactoriamente
con el Modelo Estdndar, ya que para este modelo son un pardmetro, que se puede
fijar a través de la comparacién de predicciones tedricas que las involucren y las
correspondientes medidas experimentales. En particular, no entendemos la jerar-
quia de masas, es decir, no entendemos como se organizan las masas, el porqué los
quarks u y d tienen masas parecidas, mientras que el resto se diferencian en varios
ordenes de magnitud. Las masas de los quarks son parametros fundamentales de
la teoria, por lo que tienen gran importancia a la hora de realizar predicciones
tedricas de multitud de observables.

Por dltimo, destacar que también existen las llamadas "tensiones". Estas se re-
fieren a discrepancias entre los experimentos y la teoria, que no son suficiente-
mente significativas como para asegurar que la teoria estd fallando. Una de las
mds famosas se refiere al momento magnético anémalo del muon. El momento
magnético anémalo se define como la desviacién del momento magnético pre-
dicho por la mecénica cuéntica relativista (g=2), debida a la interaccién con par-
ticulas virtuales que se producen en el muén. Las predicciones tedricas realiza-
das por distintos grupos en el marco del Modelo Estdndar han sido recientemen-
te compiladas por la Muon g-2 Theory initiative [3] obteniendo un promedio de
(g — 2)t0=0.0233184122(82), mientras que en el experimento Muon g-2, realiza-
do en Fermilab [4] dio un resultado de (g — 2)¢xp=0.0233183620(86). A pesar de
que se observa una discrepancia, esta se halla alrededor de cuatro desviaciones
estdndar, y por tanto, no podemos asegurar estadisticamente que exista una dife-
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rencia entre el experimento y la teorfa®. La importancia de este calculo reside en
que podria sefialarnos la existencia de algo atin desconocido, con el que el muén
este interaccionando. Algo similar ocurre en las tensiones observadas entre las
distintas determinaciones de otros parametros del Modelo Estandar, como son los
elementos de la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa V., o Vi, [7].

Por tanto, el Modelo Estandar de la fisica de particulas a pesar de ser una
teoria que funciona tan bien, no consigue abarcarlo todo y por ello existe un gran
interés por parte de la comunidad en el desarrollo de teorias de nueva fisica que
expliquen, tanto las carencias tedricas del Modelo Estdndar, como las tensiones
que se observan actualmente. Alternativamente, en vez de intentar desarrollar
teorias mas alld del Modelo Estdndar, podemos establecer donde falla éste y a
partir de ahi buscar las soluciones necesarias. Para ello, existen grandes grupos
experimentales intentando mejorar cada vez mds la precision de las medidas, y
a la vez se requieren de célculos cada vez més precisos de la teoria para poder
compararlos con los experimentos, poniendo asi a prueba a la teoria.

Para el cdlculo de muchas de estas cantidades de interés fenomenolégico, como
secciones eficaces hadroénicas inclusivas o tasas de desintegracién no lepténicas,
los procesos de hadronizacién se pueden describir mediante las llamadas den-
sidades espectrales hadroénicas. El estudio de estas cantidades, especialmente su
calculo a partir de simulaciones ntimericas de QCD en una red espacio-temporal
finita (lattice), se ha convertido en un campo en auge debido a su potencial para
ayudar a entender las tensiones observadas en algunas de las comparaciones ci-
tadas anteriormente. La extraccién de densidades espectrales a partir de datos de
lattice QCD es un problema complicado desde el punto de vista tedrico y numé-
rico. Para ello se estdn desarrollando distintas técnicas, no solo aplicables en este
campo, sino a otros donde se afrontan también los denominados inverse problems
(sec. 3.1). En este trabajo se pretende llevar a cabo el estudio de alguna de estas
técnicas, asi como su implementacién a datos reales obtenidos de simulaciones de
lattice QCD.

2 Marco tedrico.

2.1 El Modelo Estiandar.

El Modelo Estdndar (ME) es la teoria actual que describe el comportamiento de
las particulas que interacttian mediante tres de las cuatro fuerzas conocidas: la
nuclear fuerte, la fuerza débil y el electromagnetismo. Cada una de estas fuerzas
estd asociada a un grupo de Lie, por lo que el ME se construye alrededor del grupo

El estudio de estas interacciones debe separarse en la interaccion fuerte por
un lado y la electrodébil por otro. La teoria cuantica de campos que describe la
primera de estas interacciones en el ME, basada en el grupo SU(3)¢, es la Cromo-
dindmica Cudntica (QCD). Esta interaccién solo afecta a las particulas con “color”

IMientras se realizaba este trabajo han aparecido tanto una nueva compilacién teérica [5], como un nuevo
resultado experimental [6] que han hecho disminuir sensiblemente dicha tensién. Sin embargo, atin existen
aspectos tedricos y experimentales que no se entienden en este observable.
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(carga asociada a la simetrfa SU(3)c¢), que son los quarks y gluones. Por otro la-
do, el grupo U(1)y x SU(2)1, describe las interacciones electrodébiles. Todas las
interacciones estdn mediadas por particulas de espin 1 llamadas bosones gauge.
Dentro de estos bosones encontramos a los gluones mediando la interaccién fuer-
te, los fotones (7y) para la electromagnética y los bosones masivos W= y Z para la
débil.

La materia dentro del ME viene descrita por fermiones de spin 1/2. Estos se
pueden clasificar en quarks y leptones. Los quarks son las particulas elementales
que interacttian fuertemente, es decir, tienen carga de color. Hasta el momento, se
han descubierto seis tipos distintos de quarks, también llamados sabores, y son
u,d,c,s,t,b. Debido a las caracteristicas de la interaccién fuerte, todos los quarks se
encuentran en estados ligados llamados hadrones. Dentro de estos hadrones se
encuentran el protén y neutrén, particulas que junto a los electrones, forman el
atomo, la unidad fundamental de los elementos quimicos.

Los leptones, al contrario que los quarks, se caracterizan por no interactuar
fuertemente. Los leptones se pueden diferenciar entre aquellos con carga, donde
se encontraria el electrén ¢, el muén p y el tau T (que interaccionan tanto dé-
bilmente como electromagnéticamente), y los que no tienen carga que serian los
neutrinos electrénico v,, muoénico vy neutrino del tau v; (que solo interaccionan
débilmente).

Atendiendo a sus nimeros cudnticos los fermiones del ME también se pueden
organizar en tres familias o generaciones. En la primera generacion existen 4 tipos
de fermiones con ntimeros cudnticos diferentes, y las demds generaciones son co-
pias mds masivas de la primera. En la Tabla 1 (izquierda) se puede observar esta
clasificacion de los fermiones.

| Fermiones | I [ II [T || Q | Bosones Responsable de
ul c t 2/3 8 gluones | interaccion fuerte
Quarks |\ =% -1/3 Spinl | W%,Z | interaccion débil
L e | pn | T -1 Fot6n interaccion EM
eptones Ve | Vy | Vr 0 Spin 0 Higgs masa

Tabla 1: Tablas que muestran las particulas del Modelo Estandar. A la izquierda los fer-
miones, indicando si son quarks o leptones, las tres generaciones y la carga. A la derecha
los bosones junto a la interaccién que median.

Aparte de las particulas ya mencionadas, el ME contiene al bosén de Higgs.
Este bos6n es una particula escalar (con espin 0) responsable de la ruptura de la
simetria de la interaccion electrodébil. Ademads, a través del mecanismo de Higgs
[8], aporta la masa en reposo de todas las particulas, incluida la del mismo bosén
de Higgs.

También cabe mencionar que el ME contiene a las llamadas antiparticulas. Las
antiparticulas son copias de las particulas que aparecen en las tres familias pero
cambiando de signo todos los nimeros cudnticos internos. Asi por ejemplo, el
antiquark u tendria la misma masa que el quark u pero una carga Q=-2/3 y de
igual forma con el resto de niimeros cuanticos.
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El lagrangiano del ME depende de ciertos pardmetros libres?, que se determi-
nan con la comparacién de la prediccién tedrica y la medida experimental de un
determinado observable. Se pueden llevar a cabo importantes tests de la validez
del ME comprobando si los valores obtenidos para dichos pardmetros son los mis-
mos independientemente de los observables que usemos para determinarlos. Que
esto no ocurriese seria una evidencia de fisica mas alla del ME [9].

2.2 Cromodinamica: confinamiento y libertad asintética.

La Cromodindmica Cudntica (QCD) es la teoria gauge que describe la interac-
cién fuerte, responsable de mantener unidos a los quarks, permitiendo formar la
materia que conocemos [10]. QCD como ya se ha mencionado estd basada en la
simetria SU(3) y posee una carga asociada a la que se denomina color. Los quarks
tienen carga de color, que puede tener tres valores diferentes, mientras que los
antiquarks tienen las cargas anticolor correspondientes. Los quarks interacttian
entre si mediante el intercambio de bosones vectoriales de masa nula llamados
gluones, que tienen tanto carga de color como de anticolor.

Para realizar un estudio de QCD, de los 19 pardmetros del ME, tan solo se re-
quieren las masas de los seis quarks, la contante de acoplamiento fuerte a5, que
nos indica la intensidad de la interaccion y el llamado dngulo 6 de vacio. Este an-
gulo 6 es el responsable de la violacién de la simetria CP en interacciones fuertes,
lo que constituye uno de los mayores problemas abiertos en QCD y cuyo estudio
estd fuera del alcance de este trabajo [11]. A pesar de tener un lagrangiano rela-
tivamente simple, las predicciones de QCD no son triviales. Esto se debe a dos
propiedades esenciales que complican su estudio.

La primera de estas propiedades es el confinamiento, que se refiere al hecho
de que ni los quarks ni los gluones han podido ser detectados de manera aislada.
Esto se debe a que en QCD solo los estados neutros de color pueden propagarse
asintéticamente. Esto provoca que los tinicos estados medibles sean estados liga-
dos de quarks y/o antiquarks con carga de color neutra, los llamados hadrones.
En particular, la combinacién de quark-antiquark da lugar a los mesones y la com-
binacion de tres quarks a los bariones (que inclye protones y neutrones). De esta
forma, si por ejemplo, hay una reaccién o desintegracion de alguna particula, que
produce un quark, este va a hadronizar, es decir, va a formar estados ligados con
otros quarks o antiquarks. Este hecho dificulta la interpretacién de resultados ex-
perimentales, al solo poder detectar los hadrones que se forman, se deben deducir
las interacciones ocurridas entre las particulas elementales a partir de los estados
ligados.

La otra propiedad de QCD es la llamada libertad asintética. Esta consiste en
que la intensidad de la interaccién en QCD decrece a cortas distancias (o altas
energias) y aumenta a grandes distancias (o bajas energias). Debido a que el aco-
plamiento es débil a altas energias, se puede utilizar teoria de perturbaciones de
forma fiable. Pero, a bajas energias, que son las relevantes para las interacciones

2Los 19 parametros del ME son: 3 constantes de acoplamiento de los bosones gauge, 3 masas de los lepto-
nes, las 6 masas de los quarks, 2 parametros referidos al Higgs, 4 elementos de la matriz Cabbibo-Kobayasi-
Maskawa (CKM) y el parametro 6 de QCD.
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de QCD que producen la hadronizacién, la constante de acoplamiento es dema-
siado grande como para poder realizar un tratamiento perturbativo.

2.3 Lattice QCD.

El hecho de no poder tratar de manera perturbativa las interacciones a bajas ener-
gias de QCD, oblig6 a desarrollar metodologias no perturbativas para poder es-
tudiar estos procesos. Entre las metodologias desarrolladas destaca Lattice QCD,
basada en el formalismo de las integrales de camino discretizadas en un reticulo
espacio-temporal.

El estudio de las técnicas de LQCD va maés alld del objetivo de este trabajo
(para introduccién al tema consultar, por ejemplo, [12, 13, 14]) , pero podemos
enumerar los pasos llevados a cabo en una simulacién de lattice tipica de forma
resumida:

1. Se escoge tanto el espaciado del reticulo, que suele llamarse 4, como el volu-
men del mismo (nimero de puntos en las direcciones espacial y temporal).

2. Despusés se elige como se discretizan los quarks, el nimero de sabores de
quarks y sus masas.

3. Usando métodos Monte Carlo, se generan diferentes configuraciones del
campo de gluones. Para ello se utiliza un muestreo de importancia que va
como e~°, donde S es la accién de QCD. Al conjunto de todas las configura-
ciones se le llama ensemble.

4. Los propagadores de los quarks se obtienen invirtiendo el operador de Dirac
para cada configuracién del campo de gluones.

Una vez que se han obtenido los propagadores de los quarks, se pueden uti-
lizar para crear correladores de hadrones, que tipicamente son los valores espe-
rados de operadores dados en términos de fermiones con los mismos ntimeros
cudnticos que los hadrones que nos interesan, ¢'. La media de todos los correlado-

res obtenidos en un ensemble, nos proporcionaria el valor esperado del operador
o

1 N
0[010) =(0) ==Y O (2.2)
N a=1
donde N es el tamano del ensemble, con un error estadistico

vg = G e (2.3)

N
Los operadores que se van a manejar en este trabajo vienen dados por el producto
de dos operadores con los niimeros cuanticos de un hadrén y un antihadrén. Su
valor esperado en el vacio estd relacionado con lo que se denominan funciones
de correlacién o correladores de dos puntos, C(t), que describen la creacion de un
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hadrén en un tiempo t = 0 y su destruccién en un tiempo t. En particular, cuando
el momento del hadrén es 0, estas funciones vienen dadas por:

Ct) = 01 L o6 0) 0 = 5 A0 ooy

n

donde para obtener la segunda igualdad, la llamada descomposicién espectral, se
ha introducido un conjunto completo de autoestados de energia de &' con masas
M,.

Por tanto, si se selecciona un correlador con los mismos niimeros cuédnticos que
los del estado que queremos estudiar, se pueden calcular las masas de estos esta-
dos realizando un ajuste del valor esperado del correlador con la parte derecha
de la expresion (2.4). Por ejemplo, para crear un mesén pseudoescalar se puede
usar el operador & = (X, t)ysy(X,t) y se estudia la dependencia temporal de
la funcién de correlacién de dos puntos. En la préctica, si el tiempo es suficiente-
mente grande, la suma en (2.4) se ve dominada por el estado fundamental y basta
con afiadir unos pocos estados excitados para describir los datos obtenidos de las
simulaciones de lattice. Los pardmetros de estos estados excitados son realmente
dificiles de obtener, pero, normalmente, se tiene mayor interés en el estado fun-
damental.

2.4 Funciones espectrales y aplicaciones fenomenolégicas.

Las funciones espectrales en teorias cudnticas de campos contienen la informacién
sobre los posibles estados de energia en los que se puede hallar un sistema. En ge-
neral, son funciones de la energia p(E) o, equivalentemente, de la masa invariante
del sistema. Para observables con hadrones, su célculo requiere describir las in-
teracciones entre las particulas elementales de nuestra teoria que dan lugar a los
estados ligados que medimos experimentalmente, es decir, necesitamos describir
la fisica de QCD a bajas energias, como discutimos en la seccién 2.2. La Figura 1
muestra un ejemplo, en el que estado de energia mds bajo es un estado de una
particula de masa m, que corresponde a un tnico pico de la funcién espectral en
M? = m?, ya que siempre podemos irnos al sistema de referencia en el que esta se
halla en reposo. Por el contrario, si por ejemplo tenemos estados de dos particulas,
la energia del centro de masas puede tomar cualquier valor desde 2m (conside-
rando ambas idénticas) hasta infinito y en algunos casos pueden existir estados
ligados de energia menor.

A su vez, las funciones espectrales, se pueden relacionar con las funciones de
correlacioén a dos puntos definidas en (2.4) mediante transformadas de Fourier. Es
por ello que, en realidad, ambas funciones contienen la misma informacién, pero
C(t) en el espacio temporal, mientras que p(E) en el de las energias. En los experi-
mentos, los observables medidos estdn relacionados con las energias, por tanto, es
mas sencillo relacionarlos con la funcién espectral del sistema que con los correla-
dores. Otra ventaja de las funciones espectrales es que permiten realizar calculos
de mas observables, como cocientes de desintegracién o secciones eficaces, que
se pueden comparar con las correspondientes medidas experimentales. Por ello
es importante desarrollar métodos que nos permitan calcular funciones espectra-
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p(M?)
1-particle
states

bound
| states

| 2-particle
| states

m (2m)? M?

Figura 1: Representaciéon esquemadtica de las funciones espectrales para estados de una
sola particula y estados con dos particulas [15].

les con precisioén a partir de funciones de correlacién calculadas mediante lattice
QCD.

Veamos un ejemplo de como se usan las funciones espectrales en el célculo
de un observable relevante para la fenomenologia, la amplitud de desintegraciéon
del leptén T a hadrones. Debido a su gran masa es el tinico leptén que puede
decaer débilmente tanto a leptones T — e?,vr como a hadrones. En particular,
puede desintegrarse a hadrones con extrafieza T — X,svr donde X5 representa
cualquier estado hadrénico con antiquark u y quark s. El médulo al cuadrado de
la amplitud del proceso de desintegracion del leptén T a un estado X5 se puede
expresar de la forma [16]

Gr\> . "
AP = (73) VislPLB (pe, p)0E (a), 25)

donde Vs es el elemento de la matriz CKM proporcional a la intensidad de la in-
teraccion débil entre los quarks u y s, L*#(p., p,) se conoce como tensor lepténico

que depende del momento del tau p; y del neutrino emitido p,, y pﬁg (q) esla fun-
cién espectral que depende del momento transferido ¢ = p; — py. Esta funcién
describe la conexién entre los quarks i y s, y los estados hadrénicos Xys. De la
amplitud al cuadrado se pueden obtener distintos observables como la anchura
de desintegracion de estos procesos:

2 2 3
(x) _ GF|Vus] / Ly, i
Fus’ = dmy (27T)32EV2L (P Pv)Pus (9)- (2.6)

La funcién espectral original, que es un tensor de orden 2 se puede separar en
dos funciones espectrales escalares p1(g?) y pr(g?), que parametrizan las compo-
nentes longitudinal y transversal del tensor de la siguiente forma

(@) = (4°9° — 4?¢*P)or(a?) + 4“aPoL(q?). 2.7)

Con esta descomposicién, la expresion (2.6) se puede simplificar realizando el
cambio de variable s=¢?/m?2, obteniendo

o
Ou
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GZV 2m5
o — ’3;;'2 /ds 2[(1 4 25)pr(s) + pL(s)]. (2.8)

El interés en este caso reside en que, si se conoce la funcién espectral y se han

hecho medidas experimentales de rﬁg), se puede extraer el valor de V. Este es

uno de los parametros fundamentales del ME mencionados en la seccién 2.1 pa-
ra los cuales actualmente no se obtiene el mismo valor cuando se usan procesos
diferentes en su extracciéon. De manera que, su obtencién de diferentes formas,
minimizando en la medida de lo posible el error cometido, puede ser clave para
resolver esta tension y de forma similar otras existentes.

3 Metodologia.

3.1 Los problemas inversos.

Se les llama problemas inversos, o inverse problems en inglés, a los problemas que
aparecen cuando se quiere reconstruir informacién sobre un determinado objeto a
partir de un conjunto de observaciones indirectas [17]. Aquellos que nos interesan
en este trabajo son los que surgen cuando tenemos un proceso fisico, descrito por
una funcién espectral p(E) que depende de la energia, que se relaciona con un
conjunto de medidas de un correlador C(t) que depende de la variable temporal
que puede tomar valores desde t=0 hasta t=T. Esta relacién viene descrita por

- /b(t,E)p(E)dE, (3.1)

donde a b(t, E) se le conoce como nucleo o kernel y depende del proceso fisico
particular que estemos considerando. En nuestro caso C(t) suele ser una funcién
periddica con periodo T que es la extensién de la dimensién temporal de las si-
mulaciones de lattice, por lo que el nticleo suele tener la siguiente forma

br(t,E) = e *F 4 e~ (T-DE, (3.2)

Si nos fijamos en la ecuacién (3.1) y en las funciones base, podemos darnos
cuenta de que en realidad se trata de una transformada de Laplace (si T — o),
por lo que se podria pensar que el problema se reduciria a realizar una trans-
formada inversa para obtener la funcioén espectral buscada. Sin embargo, esto no
es tan sencillo, debido a que nuestro correlador C(t), son medidas, y por tanto
un conjunto discreto de puntos, mientras que la funcién espectral es una funcién
continua. Este hecho provoca que el problema no esté bien definido, obligando a
recurrir a técnicas numéricas y aproximaciones para poder abordarlo.

Debido a la naturaleza de los problemas inversos no es posible reconstruir las
funciones espectrales de forma exacta por lo que se debe encontrar el valor de
la llamada la funcién espectral smeared que si es posible reconstruirla y se define
como
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B(E,) = /0oo Ao(E, E.)o(E)dE, (3.3)

donde A, (E, E,) es la llamada funcién de smearing que se define con soporte en
una region alrededor de E, con una anchura ¢. Los métodos que se estudian en
este trabajo son denominados métodos lineales cuya idea principal es obtener la
funcién de smearing a través de un desarrollo en el espacio de las funciones base
br(t,E)

tmux

A(Ew E) = Zong*)bT(tH,E), (34)
=

siendo g;(E,) los coeficientes del desarrollo que se deben obtener y t,,,, el nimero
méximo de puntos temporales que se pueden usar del correlador C(t). Debido a
la simetria del correlador C(t) respecto al centro del reticulo en la coordenada
temporal se debe cumplir ¢, < T/2. Si a continuacién se sustituye (3.4) en (3.3)
y se utiliza la relacién entre el correlador y la funcién espectral descrita en (3.1), la
funcion espectral smeared se puede expresar como

tmax

P(Es) = ) g(E0)C(t+1). (3.5)
t=0

Mediante esta expresiéon podemos relacionar las medidas con la funcién espectral
smeared p, utilizando los coeficientes g;, que se obtienen mediante la aplicacién de
cada método.

Como ejemplo se puede pensar en el limite en el que ¢ — 0, en el que se
obtiene
lim A, (E,E.) = 6(E — E,). (3.6)
c—0

En este limite la funcion smeared p(E,) reconstruye a la perfeccion a la funcion
espectral p(E) para la energia E = E,, pero esto solo sucede cuando se conoce el
valor de C(t) en todos los instantes temporales y con precision infinita. A pesar
de esto, una posible idea para realizar la reconstruccién consiste en crear un fun-
cional A, que depende de la funcién de smearing, de tal forma que al minimizarlo
respecto a los coeficientes g;(E,) se reduzca el ancho de la funciéon de smearing.
Esta es la filosofia que sigue el método de Backus-Gilbert [18], el mas famoso en
reconstruccion espectral y que se explicard en la seccién 3.2.

En general, a la hora de resolver un problema inverso con este tipo de métodos
se debe usar analisis funcional. Se escoge un funcional .A[g;| que se encarga de
medir el acuerdo entre la reconstruccion y los datos medidos, de manera que al
minimizarlo respecto los coeficientes ¢;(E,) se obtiene una gran afinidad entre
las medidas y la reconstruccion. Por otro lado, hay que tener en cuenta que las
medidas poseen errores, por lo que una reconstruccion totalmente ajustada a estas
no darfa buenos resultados. Para contrarrestar este efecto se debe introducir otro
funcional B[g;], que nos permita estabilizar la solucién ante pequefias variaciones
de las medidas. Por lo tanto para obtener una buena solucién a partir de nuestros
datos, requerimos de dos funcionales uno que aporte correlacién con los datos
medidos y otro que aporte estabilidad. De esta forma se puede crear el funcional
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Wig, Al = (1= A)Algt] + ABgt]. 37)

El problema inverso se reduce a minimizar el funcional W respecto g;, es de-
cir, minimizar una combinacién de ambos funcionales, utilizando un pardmetro A
para relacionarlos. Este pardmetro es libre, y permite obtener diversas soluciones
segun sea el objetivo. Si por ejemplo, se quiere una solucién que se ajuste muy
bien a los datos, quitdndole importancia a la estabilidad, se usa un valor de A
pequeiio, de manera que el funcional A tome una mayor importancia. Si por el
contrario se busca una funcién mds suave y con menos picos, este parametro se
escogera mas alto para dar mayor importancia al funcional B. La minimizacién
de un funcional similar es comtn a algunos de los métodos mas eficaces para tra-
tar los problemas inversos y es la clave para poder resolverlos, cada uno con sus
distintos funcionales [19].

3.2 Método de Backus-Gilbert.

El método de Backus-Gilbert, como se ha mencionado, busca obtener la funcién
smeared pBC (E,) 6ptima a partir de la variacién de los coeficientes g;(E). Para ello,
en ausencia de errores estadisticos, el método minimiza un funcional que se puede
interpretar como una medida del ancho de la funcién de smearing ABG(E*, E), de
manera que se aproxime lo méximo posible a una funcién delta, lo que provoca
que las funciones espectrales, la real y la smeared, sean lo méas parecidas posibles.
Este funcional se puede escribir como

Apclg) = [ (E~E)(AP(E, E)dE. (3.9)

De la minimizacion de este funcional bajo ciertas restricciones de normalizacién
de la funcién de smearing, se puede obtener un resultado para los coeficientes
<+(E,) con los que obtener la reconstruccion espectral.

Si ademés se quiere afiadir la presencia de error en los datos medidos, hay que
tener en cuenta el funcional

Blgt] = gT -Cov - g, (3.9)

donde Cov es la matriz de covarianza asociada al error estadistico de C(t) y g es
el vector que contiene los coeficientes g¢(E,). Minimizando el funcional W[A, g]
(3.7), se obtienen los coeficientes g; a partir de los cuales se puede calcular p(E,)
con la ecuacion (3.5). El resultado que se obtiene de los coeficientes g; tras realizar
la minimizacién puede expresarse de forma general como se muestra en el anexo
6.1. De esta manera se calcula el valor de la reconstruccién espectral para un cier-
to valor de energia E,, por tanto si queremos obtener la reconstruccién en varios
valores de energia deberemos repetir el proceso para cada energia.

3.3 Método de Hansen-Lupo-Tantalo (HLT).

El método de Hansen-Lupo-Tantalo (HLT) [20] es una variacién del método de
Backus-Gilbert ya que, al igual que antes, se obtiene el valor de la funcién espec-
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tral smeared p(E,) mediante un desarrollo en el espacio de las funciones base. La
diferencia entre ambos esta en la forma de hallar los coeficientes g;(E,) al consi-
derar funcionales distintos.

En este método se propone una funcién de smearing llamada funcién de smea-
ring objetivo, que en nuestro caso serd una funcién Gaussiana con anchura o, cen-
trada en E, y normalizada

_ (E—E*)2
e 202

Ay (E+ E) = (3.10)

(E=Ex)?

fooo dEe” 22

Por otro lado, se tiene también la funcién de smearing a partir de un desarrollo
en el espacio de las funciones base

tmux

Ao(Ex E) = ) gi(E)br(t+1,E), (3.11)
t=0

pero esta vez los coeficientes se obtienen de forma distinta. El objetivo del método
es que la funcién de smearing realizada con el desarrollo se aproxime lo méximo
posible a la funcién de smearing objetivo. Para lograr esto el funcional A[g] pasa a
ser

Alg] = [ AE1Bo(E.,E) - 8o(E. B (3.12)

Definir asf el funcional A[g] no minimiza el ancho de la funcién de smearing
como en BG, sino que minimiza la distancia entre ambas funciones de smearing. Es
decir, se quiere es conseguir en el espacio de las funciones base, una aproximacién
de la funcién objetivo que se ha elegido.

La principal ventaja de este método respecto al Backus-Gilbert es que, al tener
una funcién propuesta que depende de un pardmetro ¢ que regula la anchura de
esta, es posible regular la precisién de la reconstruccién segiin nuestras necesida-
des. En BG el tinico modo de regular la anchura es variando el valor de ¢y, que
es un pardmetro que en la realidad viene dado por las simulaciones de lattice.

Otro detalle a tener en cuenta es que el limite inferior del funcional no es nulo,
sino que es un valor de energia Ey. Este valor se elige de tal forma que cumpla
p(Eo)=0, y en todos los casos de este trabajo se ha utilizado Ey=0.

Para obtener los coeficientes g; se realiza, al igual que en el método anterior, la
minimizacién del funcional (3.7) con el nuevo funcional A y el mismo funcional
B del método de Backus-Gilbert definido en (3.9). La expresion general de los
coeficientes g; para este método puede encontrarse en el anexo 6.2.

Este método tiene también una ventaja respecto a BG, y es que permite calcular
un error sistemdtico asociado al método. Gracias a que se propone una funcién de
smearing (3.10), se puede definir

Ay(E,, E)

6o(Ex,E) =1 — ———=.
(7( *7 ) AO-(E*,E)

(3.13)

Este parametro es una medida de lo que se ha desviado la reconstruccién respecto
al valor que deberia obtenerse con la funcién de smearing propuesta en (3.10). Con
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este valor se calcula el error sisteméatico del método
A = |6s(E4, E)|p(0, Ex). (3.14)

La reduccién del error de este método a cero solo se consigue cuando ambas
funciones de smearing coinciden, lo cual solo sucederia si ¢,y — 0.

4 Resultados

4.1 Tests de los métodos de reconstrucciéon espectral.

Para comprobar el funcionamiento de los métodos descritos en la seccién anterior
se crea un modelo de prueba. Es decir, se considera una funcién espectral p(E)
simplificada, pero con propiedades comunes con las funciones espectrales que
nos interesan, y se integra con funciones base mediante la ecuaciéon (3.1) lo que
permite obtener los correladores C(#) asociados a esa funcion espectral. Una vez
obtenidos los correladores se usan los métodos para obtener la funcién espectral
smeared p(E,) definida en la ecuacién (3.3), asociada a la funcién espectral consi-
derada. De esta forma se puede comparar el resultado obtenido con los métodos
que queremos analizar con la funcién espectral real, estudiando a su vez los efec-
tos que tienen la modificacién de los distintos pardmetros en la reconstruccion.

La funcién espectral artificial elegida para llevar a cabo este estudio se compo-
ne de tres deltas de Dirac equiespaciadas en un rango de energias

p(E) = 6(E—0.2) + 6(E — 0.5) + 6(E — 0.8). (4.1)

Esta se integra usando las funciones base b« (t, E) definida en la seccion 3.1, ob-
teniendo asi los coeficientes C(t) que se usan en la reconstruccién. A partir de
aqui se estudiard por un lado el resultado de realizar una reconstruccién sin error
(donde el parametro A de (3.7) es nulo) y por otro la reconstruccién con un error
ficticio que se afadird a través de una matriz de covarianza.

4.1.1 Reconstruccién espectral sin error.

En esta seccion se considera que las funciones de correlacion C(f) se han obtenido
de manera exacta, sin ningtin tipo de error. Esto es imposible de obtener en la
realidad, pero es de utilidad para comprender como funcionan ciertos parametros
de los métodos de reconstruccién espectral.

En la Figura 2 se muestra el resultado de la reconstruccién espectral para los
dos métodos explicados, sin considerar error en los datos. Ambos métodos pre-
sentan tres picos para energias E,=0.2, 0.5 y 0.8, que se corresponden con las ener-
gias en las que la funcién espectral (4.1) tiene centradas las deltas de Dirac.

En el caso de HLT, se debe distinguir entre los puntos azules de la linea roja
continua. Los puntos son los valores obtenidos con el método, mientras que la
linea roja representa el valor exacto de la funcién espectral smeared calculada con
la funcion de smearing A, propuesta en (3.10). Esto implica que los puntos azules
tienden a acercarse lo maximo posible a la linea roja, ya que el método de HLT
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minimiza la diferencia entre la funcién objetivo A, respecto de la calculada con
una expansion en las funciones base A, definida en (3.11). Podemos ver como en
este caso el acuerdo es excelente.

Por otro lado, los cuadrados verdes representan la reconstruccién con BG, que
tiende a minimizar el ancho de los picos. Asi se generan picos mucho mads altos y
estrechos, pero con el efecto colateral de perder precision a medida que la energia
sube, dando la sensacién de que el primer pico posee mds importancia que el se-
gundo.

20 = BG
am e HLT
15
G . . [
310 ..

Figura 2: Reconstruccion de la funcién espectral smeared p(E, ) asociada a la funcion espec-
tral definida en (4.1) con los dos métodos descritos. En azul el método de HLT en verde
BG y la linea roja continua es la reconstruccion obtenida mediante la funcién smearing
objetivo Ay en el método HLT. Los pardmetros son para ambas t,,,=60 y en HLT se usa
0=0.05.

Tras introducir el funcionamiento y los resultados ideales que deben obtenerse
de ambos métodos se procede al estudio de la dependencia de los métodos con
las variables libres que poseemos.

La primera variable que se va a modificar es el valor de t;,,x que es un pardme-
tro presente en el desarrollo de la funcién de smearing descrito en la seccién 3.1.
Este valor no seria una variable en los casos reales, ya que depende la cantidad de
puntos donde se conoce el correlador C(t) que se obtienen de las simulaciones de
lattice. Sin embargo, en este ejemplo, al calcular nosotros los valores de los corre-
ladores a partir de la funcién espectral, podemos obtener cuantos queramos, por
lo que si podemos tratarlo como un parametro libre.

De esta forma en la Figura 3 se tiene el resultado de la reconstruccién con el
método de HLT para ¢,y =40 y t,2x=20. Se aprecia como al disminuir ¢,y la preci-
sién de la reconstruccién disminuye, lo que se traduce en una mayor discrepancia
entre la funcién de smearing objetivo A, y la funcién de smearing A, obtenida con
el desarrollo en el espacio de las funciones base. Este hecho encaja con la teoria al
tener en cuenta que ¢,y indica también el nimero de funciones base que se usan
en el desarrollo, por lo que es esperable que si este nimero aumenta, la funcién
de smearing A, consiga una mejor aproximacion.
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Figura 3: Reconstruccion de la funcion espectral smeared p(E, ) asociada a la funcién espec-
tral (4.1) con el método de HLT para distintos valores de t;,,,. Los cuadrados azules para
tmax = 40y los circulos verdes para t,,,x = 20. La linea roja es la reconstruccién obtenida
mediante la funcién de smearing objetivo A,. Se ha usado un valor de 0=0.05.

En el caso del método de BG el comportamiento es un poco distinto. En la Fi-
gura 4 se tiene la comparacion de la reconstruccién para distintos valores de £«
y se observa como a medida que este parametro disminuye, el ancho de los picos
aumenta. Esto se debe a que la filosofia del método de BG consistia en minimi-
zar la anchura de los picos de pBC(E,), por lo que una peor aproximacién de la
funcién de smearing ABC implica una mayor anchura en los picos como se ha ob-
tenido.

14 e " fnax =40
" © tmax =20
12
10
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> . .. ..o n .. .. -....'...
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Figura 4: Reconstruccion de la funcién espectral smeared p(E,) asociada a la funcion es-
pectral (4.1) con el método de BG para distintos valores de t,,,y. Los cuadrados azules
para t,x = 40y los circulos verdes para t,,, = 20.



19 4 RESULTADOS

El otro pardmetro que se va a modificar, es el valor de la constante de smearing
o, que solo afecta a HLT y es una de las principales ventajas de este método res-
pecto a BG. En BG la tinica forma de modificar la anchura de los picos, ya sea para
obtener una mejor resolucién o un menor error, es variando f,,,x, que como ya se
ha explicado, este pardmetro no es totalmente libre y depende de las simulacio-
nes de lattice. Al contrario, en HLT si tenemos la posibilidad de modificarlo segtin
nuestras necesidades gracias a la introduccion del pardmetro o.

En la Figura 5 se tiene la comparacién entre la elecciéon de distintos pardmetros
de smearing o a la hora de realizar la reconstruccién espectral. En esta se ve como
para sigmas grandes los picos son més anchos y, a medida que se reduce el valor
de este pardmetro, se consiguen picos mas definidos y estrechos a costa de una
pérdida de precision sobre todo a altas energias. Por tanto, si se quiere una buena
definicién de los picos a pesar de obtener mayores imprecisiones se debe poner
un valor de ¢ pequefio. Si por el contrario se quiere maximizar la precisién a costa
de una peor definicién de los picos hay que poner un valor de ¢ mayor.

14

12

10

Figura 5: Reconstruccion de la funcion espectral smeared p(E,) asociada a la funcién espec-
tral definida en (4.1) con el método de HLT. Los circulos azules indican la reconstruccién
con pardmetro de smearing 0=0.1, las cruces rojas ¢=0.05 y los cuadrados verdes ¢ = 0.02.
Las lineas continuas son las reconstrucciones realizadas con la funcién de smearing objeti-
vo A, para cada uno de los valores de o mencionados. Se ha utilizado #,,,, = 60.

4.1.2 Reconstruccién espectral con error.

Como ya se ha mencionado, en la realidad el correlador C(t) siempre posee error,
por lo que las reconstrucciones anteriores deben tener en cuneta las fluctuaciones
estadisticas de los datos. Por tanto en esta secciéon se estudia la reconstrucciéon
cuando poseemos error en el correlador C(t). Para simular este error, se mueven
aleatoriamente los valores de el correlador obtenidos dentro de un rango de error,
recreando una medida inexacta. El método exacto del apartado anterior es incapaz
de reconstruir algo razonable si los errores son demasiado grandes, por lo que se
exige afnadir el funcional B definido en (3.9) y un pardmetro A # 0 al funcional
W que tenemos que minimizar, tal y como se vio en la ecuacién (3.7). La matriz
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de covarianza debe relacionarse con el rango posible de variacién de los valores
del correlador. Asi por ejemplo, si el correlador puede desplazarse en un 2 % de
su valor real debido a las fluctuaciones estadisticas, en la diagonal de la matriz de
covarianza debe ponerse el error de estos valores, en este caso un 2 % de su valor
al cuadrado.

El resultado de este procedimiento se puede ver en la Figura 6. En esta se ob-
serva como, en ambos métodos, el primer pico de la funcién espectral consigue
ser reconstruido, pero no més alld. En el caso de BG no hay un segundo ni tercer
pico. Por otro lado, en HLT si se observa un segundo pico, pero no se encuentra
donde deberia. Aunque el error es tan grande que el resultado es compatible con
la reconstruccién exacta para este segundo pico, la amplificaciéon del error indica
que la reconstruccion no es fiable mas alld del primer pico.

Un detalle a comentar es que en el método de BG no se ha calculado el error de
la reconstruccion. Esto se debe a que este método no tiene una forma sencilla para
calcular este error como si le sucede a HLT. El error en HLT se calcula como una
medida de la diferencia entre la funcién reconstruida y la funcién objetivo como se
mencioné en la seccién 3.3, pero en BG no podemos realizar un tratamiento simi-
lar ya que en este caso no se tiende a la funcién objetivo. Atin asi existen maneras
de calcular los errores de la reconstruccion a través de un tratamiento estadistico,
como puede ser el uso de un boostrap [21]. En este trabajo no se han realizado para
el método de BG debido al alto costo computacional, por lo que a partir de aqui
se continuara solo con el método de HLT.
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Figura 6: Reconstruccion de la funcién espectral smeared p(E,) asociada a la asociada a la
funcién espectral (4.1) con un error del 0.2 % en el correlador C(t). Los cuadrados verdes
representan la reconstruccion con HLT y la banda verde el error de este método. Los pun-
tos azules son la reconstruccién con BG. La linea roja es la reconstruccién realizada con la
funcion de smearing objetivo A, de HLT. Se ha usado ty,,x = 60, A = 0.1y ¢ = 0.05.

La poca fiabilidad de las reconstruccién més alla del primer pico es uno de los
hechos mas limitantes que poseen los métodos de reconstruccion espectral. Es-
to se debe a que nuestras funciones base son exponenciales que dependen de la
energia, por lo que a medida que aumenta esta, la reconstruccién es mas sensible
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y pierde precisién. Para lograr una mejor reconstruccion se requiere que nuestras
medidas del correlador C(t) posean un error extremadamente bajo. En la Figura
7 se estudia el comportamiento del método HLT para valores muy bajos del error.
Cuando tenemos un error relativo del 107 % ya se aprecia una mejora de la re-
construccion aunque los picos siguen sin encajar como deberian. En el caso de un
error relativo del orden de 1070 % la reconstruccion mejora considerablemente,
obteniendo los tres picos de forma bastante precisa. Sin embargo, obtener tanta
precisién en los datos no es viable en la realidad, por lo que en las reconstruc-
ciones de datos reales obtendremos solamente el primer pico, que se corresponde
con el estado fundamental del sistema que se quiere estudiar.
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Figura 7: Reconstruccion de la funcion espectral smeared asociada a la funcion espectral
(4.1) para dos errores distintos. Los cuadrados verdes representan la reconstruccién con
un porcentaje de error del 10~ % en las medidas C(t), mientras que los circulos azules se
corresponden con un porcentaje de error del 10~° %. Se ha usado en ambas reconstruccio-
nes tyaxy = 60, A = 0.1y o = 0.05.

La introduccién del error lleva consigo la introduccién del parametro A, cuyo
significado ya ha sido discutido en la seccién 3.1. Para comprobar como afecta este
pardmetro se han realizado distintas reconstrucciones modificando su valor, obte-
niendo la Figura 8. En esta se observa como para valores de A cercanos a 1 apenas
se puede distinguir un pico, siendo practicamente una linea horizontal. Al poner
un valor muy cercano a 1 se le da mas importancia al funcional B, encargado de la
“suavidad” de la reconstruccién y muy poca al que reproduce los datos con exac-
titud. A medida que disminuimos el valor de A la reconstruccién se va pareciendo
mas a la exacta. Sin embargo, si se alcanza un valor excesivamente pequerio de A,
la reconstruccién dara valores erréneos causados por el error de las funciones de
correlacion. Es por ello que se debe mantener un balance entre los funcionales, y
aunque existen criterios para elegir el valor de A como el descrito en la seccién 3
de [20], en este trabajo se ha tomado A=0.1 en la mayoria de casos, que suele ser
suficiente para asegurar una buena reconstruccion.
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Figura 8: Reconstruccion de la funcién espectral smeared asociada a la funcién espectral
(4.1) para distintos valores de A. Los cuadrados verdes para A=0.01, las cruces moradas
para A=0.5y los circulos azules para A=0.9 . Para el resto de pardmetros se usa t,x = 60
y o = 0.05.

4.2 Reconstruccién espectral a partir de correladores de lattice QCD.

Una vez se conoce el funcionamiento del método se va a proceder a reconstruir
funciones espectrales a partir de correladores obtenidos en simulaciones de lattice
y se va a estudiar el efecto de los distintos pardmetros de las simulaciones en las
reconstrucciones. Para ello se van usar usan datos de varios ensembles obtenidos
por la colaboracion Fermilab Lattice-MILC para estudiar constantes de desintegra-
cion de mesones [22].

Los datos utilizados corresponden a funciones de correlacién de dos puntos,
C(t), como las definidas en la ecuacién (2.4). En todos los casos los nimeros cuén-
ticos de los operadores de creacion y destruccién corresponden a los de un pién,
que se simula con momento 0. El primero de estos ensembles estd generado en un
reticulo con una extensién espacio-temporal L? x T = 643 x 96 y un espaciado de
la red a = 0.09 fm. Los valores usados para la simulacién de los quarks en este
ensemble son aproximadamente iguales a los fisicos. Con los valores obtenidos del
correlador se puede realizar un ajuste a la descomposiciéon espectral (2.4) como
se explico en la seccién 2.3 para obtener la masa del pién en unidades de lattice,
amy ~ 0.057 3. Para obtener la masa del pi6n en unidades fisicas se debe dividir
por el espaciado de la red y multiplicar por fic obteniendo asi m; ~ 125 MeV, que
se encuentra ligeramente por debajo de la masa fisica.

La reconstruccién espectral realizada con el método de HLT para dos valores
distintos del pardmetro de smearing se puede observar en la Figura 9. Para facilitar
su comparacién se ha normalizado la energia por el valor de la masa del pién que
se obtiene con el ajuste, y se ha modificado la altura de los picos de las funciones

3Los valores obtenidos para am; en los distintos ensembles que vamos a usar han sido proporcionados por
la colaboracién Fermilab Lattice-MILC. Estos valores se obtienen con errores estadisticos muchos menores de
los que necesitamos en este trabajo (del orden del 0.1 %), por lo que vamos a tomar valores aproximados y a
despreciar dichos errores en todos los ensembles estudiados.
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espectrales para que se cumpla p(m) = 1. Como se esperaba, los picos de ambas
reconstrucciones, que sefialan el estado fundamental del pién, coinciden con el
valor de la masa del pion obtenida mediante el ajuste. A medida que se sobrepasa
el primer méximo la reconstruccién pierde mucha precisién al igual que en el
modelo de prueba estudiado. Es por ello que los estados excitados del pién no son
visibles y en el caso de que se observara algtin otro pico, este no seria realmente
un resultado fiable.

Otro detalle a comentar sobre esta reconstruccion es la diferencia observada
para los distintos valores de ¢. Para ¢ = 0.04 se observa como el error obtenido es
mucho menor comparado con el de ¢ = 0.02, especialmente en la zona del pico.
Sin embargo, el valor elevado de ¢ realiza una reconstruccién con demasiada an-
chura, lo que puede perjudicar la resolucién del maximo.
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Figura 9: Reconstrucciones espectrales de funciones de correlaciéon a dos puntos C(t) ob-
tenidas en un reticulo de lattice de espaciado a = 0.09 fm y extensién temporal T=96.
La energfa estd dividida entre el valor de la masa del pién obtenida con el ajuste de los
datos y la linea roja vertical marca el valor que debe tener la masa del pién. Los puntos
azules indican la reconstruccién para ¢ = 0.04, mientras que los cuadrados verdes tienen
o = 0.02. Para ambas reconstrucciones se ha escogido t,,,x=46 para que cumpla la condi-
cion tya < T/2y A=0.8.

A continuacion, se realiza el mismo procedimiento pero para un ensemble con
a = 0.12 fm y con las masas de los quarks aproximadamente iguales a las fisicas
como en el caso anterior. Una consecuencia directa de elegir un pardmetro de
red mayor es que la extensién temporal y espacial debe disminuir si estamos a
volumen fijo, por lo que L3 x T=48> x 64. Para este caso se obtiene un valor de
amz ~ 0.0815 ajustando los datos para C(f) a la expresién (2.4), que en unidades
de energia es m; ~ 134 MeV.

Esta nueva reconstruccion se puede ver en la Figura 10 donde se obtiene, al
igual que antes, que los picos coinciden con la masa del pién. Sin embargo, exis-
ten algunas diferencias entre las reconstrucciones para distintos parametros de
red, por ejemplo se obtiene que cuando ¢ es muy bajo el pico se halla ligeramente
desplazado respecto a la masa, lo que no ocurria con el otro ensemble. También
se aprecia como el error para ambos valores de ¢ aumenta considerablemente
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respecto a la reconstruccién con a=0.09fm. La explicacién de estas diferencias se
encuentra en el valor de la extensiéon temporal T. Un valor de T maés elevado im-
plica un mayor ntimero de puntos temporales t donde se conoce el correlador y
por tanto una mayor precisiéon. En este caso, al tener un T menor que antes, la
reconstruccion es menos precisa lo que aumenta considerablemente el error. En la
Tabla 2 se muestra el porcentaje de error de la reconstrucciéon cuando E, = m, en
los dos ensembles utilizados. De esta forma se puede cuantificar numéricamente el
error obtenido en cada una de las reconstrucciones.
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Figura 10: Reconstrucciones espectrales de funciones de correlacién a dos puntos C(t)
obtenidas en un reticulo de lattice de espaciado a = 0.12 fm y extension temporal T=64.
La energfa estd normalizada por el valor de la masa del pién que en este ensemble es
amy, ~ 0.0815. Los puntos azules indican la reconstruccién para ¢ = 0.04, mientras que
los cuadrados verdes tienen o = 0.02. Para ambas reconstrucciones se ha escogido t;,,,=30
y A=0.8.

Constante de red a | smearing o | Error
0.04 7%

0.09 fm 0.02 | 26%

0.04 16 %

012 fm 0.02_ | 47%

Tabla 2: Porcentaje de error de las reconstrucciones mostradas en las Figuras 9 y 10 cuando
E* — mﬂ_'.

4.3 Comparacién de la reconstruccién para distintos volimenes espaciales.

En las simulaciones de lattice QCD, como ya se ha mencionado, se debe elegir el
volumen espacio-temporal del reticulo en el que se realiza la simulacién. Ya se ha
estudiado la dependencia de la reconstruccion respecto a la extension temporal T,
y a continuacion se va a estudiar el comportamiento cuando la extension temporal
es la misma, pero cambia la extensién espacial. Para ello, se han escogido dos
ensembles uno con L = 24 y otro con L = 40, ambos con una extension temporal
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de T = 64, espaciado de red 4 = 0.12 fm y las mismas masas de los quarks.
La masa del pién es en este caso am, ~ 0.134, que si la pasamos a unidades de
energia se tiene m,; = 220 MeV, valor considerablemente superior a la masa real
del pion®.

La comparacién de la reconstrucciéon para ambos voltiimenes que se encuentra
en la Figura 11, nos muestra como no existe una diferencia significativa a la hora
de reconstruir el pico para distintos volimenes espaciales. La mayor diferencia
apreciable es una leve variacién del error que parece ser inversamente propor-
cional a L. Para cuantificar esta diferencia se calcula el porcentaje de error en el
punto E, = m, obteniendo €] 4 = 24% y €149 = 20 %. La diferencia entre am-
bos errores es notablemente menor que las diferencia observadas para los otros
parametros. Si se calcula el error estadistico de las medidas del correlador C(t)
para ambos ensembles se obtiene que el para L=24 los datos tienen un porcenta-
je de error alrededor del 4 %, mientras que para L=40 esta cerca de un 2 %. Esto
explica la diferencia entre ambas reconstrucciones, por lo que a este nivel de preci-
sién la calidad de la reconstruccién depende tinicamente del error de las medidas
y no de posibles efectos de volumen finito que afectan a C(t) y que deberfan ser
apreciables para volimenes menores.
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Figura 11: Reconstrucciones espectrales de funciones de correlaciéon a dos puntos C(t) ob-
tenidas en un reticulo de lattice de espaciado a = 0.12 fm y extensién temporal T=64, los
cuadrados verdes representan la reconstruccién para una extension espacial L=40, mien-
tras que los circulos azules representan una reconstrucciéon para L=24. La energia estéd
dividida entre el valor de la masa del pién, que para estos ensembles es am, ~ 0.134. Los
parametros utilizados en la reconstruccién son o = 0.04, A = 0.8y t0x = 30

“En LQCD el tiempo de computacién es inversamente proporcional a la masa de los quarks, por lo que
para estudiar la dependencia de la simulaciones con pardmetros independientes de la masa, como puede
ser el volumen espacial, se suelen usar este tipo de configuraciones con masas no fisicas. En nuestro caso
lo importante es que el método de reconstruccién nos de un pico en el valor de la masas de las particulas
simuladas, aunque estas no coincidan con las fisicas.
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4.4 Importancia de las correlaciones en la matriz de covarianza.

En la seccién 4.1.2 se introdujo una matriz de covarianza ficticia donde la diagonal
principal contenia los errores de las medidas mientras que fuera de ésta la matriz
de covarianza tomaba un valor nulo. En aquel ejemplo el error se introducia de
manera ficticia y estaba justificado el no considerar correlaciones entre los valores
del correlador para distintos valores de t. Sin embargo, en las medidas obtenidas
a partir de las simulaciones de lattice no es correcto realizar esta consideracion.
Esto se debe a que en las simulaciones, los valores de C(t) para distintos valores
de t si estdn relacionados y esta relacion es mas fuerte para valores de ¢ cercanos,
como por ejemplo C(1) y C(2).

El hecho de no considerar las correlaciones en la matriz de covarianza puede
generar imprecisiones en la reconstruccién como se ve en la Figura 12. En ella se
observa como, para la reconstruccion realizada en la seccién anterior con L=40
pero sin tener en cuenta las correlaciones, el pico estd ligeramente desplazado
a la derecha. Aunque en este caso ambas reconstrucciones son muy similares, a
la hora de tratar con datos reales, es importante tener las correlaciones en cuenta
para obtener un buen resultado de nuestra reconstruccién y minimizar lo méximo
posible los errores cometidos.
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Figura 12: Reconstrucciones espectrales de una funciones de correlacién a dos puntos
C(t) obtenidas en un reticulo de lattice de espaciado a = 0.12 fm, extension temporal
T=64 y espacial L=40. Los cuadrados verdes representan la reconstruccion sin tener en
cuenta las correlaciones entre las medidas, mientras que los circulos azules representan la
reconstruccién teniendo en cuenta todas las correlaciones. La energia estd dividida entre
el valor de la masa del pién, que para estos ensembles es am, =~ 0.134. Los pardmetros
utilizados en la reconstruccién son o = 0.04, A = 0.8y t5x = 30

5 Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio de algunos de los denominados mé-
todos para la reconstruccién de funciones espectrales. Las funciones espectrales
permiten realizar calculos de observables como anchuras de desintegracién o sec-



27 5 CONCLUSIONES

ciones eficaces, por lo que su obtencién a partir de las funciones de correlaciéon
C(t) que se obtienen mediante las simulaciones de lattice, tiene una gran impor-
tancia a la hora de realizar comparaciones entre el experimento y la teorfa. Los
métodos estudiados en este trabajo son el método de Backus-Gilbert y principal-
mente el método de Hansen-Lupo-Tantalo. Estos han sido programados con el
objetivo de realizar diversas pruebas para estudiar su comportamiento y los re-
sultados que se obtienen de ellos.

Para el estudio del comportamiento de los métodos se ha utilizado un modelo
de prueba, que nos ha permitido realizar variaciones de los distintos pardmetros,
viendo como afectan estos a la funciéon espectral reconstruida §. Primero se ha
realizado la reconstruccién de forma exacta, es decir, sin afiadir ningtn tipo de
error a nuestro correlador C(t). En este caso, la reconstruccién espectral permite
obtener la funcién espectral smeared p con bastante precision. Después se ha en-
contrado el efecto de la variacion de los distintos parametros. Por ejemplo, cuando
se disminuye el valor de t;,4x, al indicar este el nimero de funciones base que se
pueden usar, se obtiene una menor precisiéon con ambos métodos. En el caso de
BG se traduce en mayor anchura de los picos, mientras que en HLT la funcién
reconstruida se aleja del valor objetivo.

Por otro lado, el método de HLT depende del parametro de smearing o que
nos permite modificar la anchura de los picos segtin se requiera de mayor o me-
nor resolucion en nuestra reconstruccién. Este pardmetro es una de las principales
ventajas de HLT frente a BG, ya que en este tltimo la tinica manera de variar la
anchura, es indirectamente mediante ¢y, lo que afecta directamente a la preci-
sién de la reconstruccién. Por tanto, el nuevo grado de libertad que aporta HLT
nos permite realizar reconstrucciones segin nuestras necesidades, sumado a que
requiere de un menor tiempo de computaciéon que BG como se menciona en el
anexo 6.2, hacen de HLT una mejor opcién a la hora de realizar reconstrucciones
espectrales.

Tras esto se ha pasado a realizar un anélisis de la reconstruccién cuando se
aflade un error en los datos. La diferencia principal respecto al caso sin error es
que la reconstrucciéon no es fiable més alld del primer pico. Al haber afiadido este
error el tnico pico que se reconstruye correctamente es el primero, aunque se ha
comprobado que si nuestras medidas poseen errores extremadamente bajos se
consigue reproducir la funcién espectral smeared p correctamente. El problema es
que en la realidad no es posible alcanzar tal magnitud en el error, por suerte, para
la mayoria de andlisis nos interesa el estado fundamental del sistema, es decir, el
estado posible con energia mds baja que es exactamente el que se obtiene en ese
primer maximo.

También, el hecho de introducir el error lleva consigo la introduccién de un
pardmetro A que realiza un balance entre la suavidad de la funcién reconstruida y
el ajuste con los datos del correlador. Se ha obtenido que si el valor de A es cercano
a 1, la reconstruccion tiende a una linea horizontal, llegando a suavizar los picos
hasta que no puedan apreciarse, ya que se pierde la correlacién con las medidas.
Por otro lado, si el valor de A es muy cercano a 0, se pueden llegar a reconstruc-
ciones incoherentes y fallos ya que no se tiene en cuenta el error de los datos por
lo que se estd llevando a cabo una reconstruccién que se ajusta plenamente a las
medidas, lo cual no es razonable.
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Una vez se conoce el comportamiento de los métodos de reconstruccion se han
utilizado para reconstruir funciones espectrales con las medidas de correladores
C(t) obtenidos de simulaciones de lattice QCD. Se ha visto que para todos los
correladores utilizados, los métodos de reconstruccién espectral han podido re-
solver la masa del estado fundamental asociada a los correladores. En el estudio
de la influencia de los parametros de lattice, se ha obtenido que el valor de la ex-
tension temporal del reticulo T tiene una gran influencia a la hora de realizar la
reconstruccion, aumentando considerablemente el error de esta cuando T dismi-
nuye. Por otro lado, también se ha estudiado el efecto de una distinta extensiéon
espacial L, llegando a la conclusién de que a los niveles de precisién en los que se
ha trabajado, no es posible apreciar los efectos de considerar un volumen finito.

El siguiente paso en el estudio de estas funciones espectrales seria intentar
extraer las energias tanto del estado fundamental como de estados excitados de
manera mds precisa a partir de las funciones reconstruidas. Pero eso es algo que
va mucho mas alla del nivel de este trabajo, ver por ejemplo [23].

Para concluir, mencionar que la obtencién de funciones espectrales a partir de
datos de lattice QCD es un campo de estudio cada vez mds activo. Es por ello que
se espera que estas técnicas consigan una gran mejoria del error en los calculos de
algunos observables del Modelo Estdndar, relevantes para resolver las tensiones
mencionadas, como las de los elementos de la matriz CKM |V,s| v |V,,4|. Ademds,
la optimizacién y la aplicacién de estas técnicas al calculo de masas de mesones
permite también estudiar teorias mds alld del Modelo Estandar [23], lo que con-
tribuye a realizar nuevos avances hacia una teoria fisica mas completa.

6 Anexos

Para poder reproducir los métodos de reconstruccién espectral se han programa-
do siguiendo las férmulas que se veran en los anexos 6.1 y 6.2. El cédigo se ha
escrito en el lenguaje de programacion Python 3 y se ha utilizado la biblioteca
mpmath para llevar a cabo los calculos numéricos con alta precision. Es necesa-
rio utilizar una alta precisién numérica a la hora de realizar los calculos debido a
que, al estar tratando con exponenciales como funciones base, pequefias variacio-
nes pueden llevar a reconstrucciones inexacta sobre todo a altas energfas.

6.1 Calculo de los coeficientes g; con el método BG.

Realizando la minimizacion del funcional WA, g] que nos aporta el método de BG
se pueden obtener los valores para los coeficientes g; de la siguiente manera [20]:

W-1(A, Ex)R
RTW-1(A, EL)R

g(AEy) = (6.1)

donde el vector R viene dado por

R = / br(t +1,E)dE 6.2)
0
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y la matriz W(A, E,) viene dada por
Wtr(/\) = (1 — )L)Atr + )LCOZ)ty (63)

siendo -
Ay — / (E — E)%br(t +1,E)br(r + 1, E)dE (6.4)
0

y Covy, la matriz de covarianza relacionada con el correlador C(¥).

Para poder programar el método se deben calcular los valores de los vecto-
res y matrices que aparecen en la ecuacion (6.1). Una vez calculados el vector de
coeficientes g se puede calcular la funcién espectral smeared p(E) para un valor
concreto de E,. Para obtener la reconstruccion espectral para més valores de ener-
gia se debe repetir el procedimiento cambiando los valores de E,.

6.2 Calculo de los coeficientes g; en el método HLT.

Realizando la minimizacién del funcional WA, g que nos aporta el método de
Hansen-Lupo-Tantalo se pueden obtener los valores para los coeficientes g de la
siguiente manera [20]

1-RTW-1(M)f(A, E,)

A E) =W AN E) +WH(A)R 6.5
2B = W R B + W RSt ©5)
donde los vectores R y f vienen dados por
R, = / dEbr(t +1,E) 6.6)
0
0
y la matriz W(A) viene dada por
Cov;
Wir(A) = (1= A) Ay + /\TO); (6.8)

siendo Covy, la matriz de covarianza relacionada con el correlador, C(0) el valor
del correlador a tiempo 0 y

At,:/ dEbr(t+1,E)br(r +1,E). 6.9)
Eo

Para poder programar el método se deben calcular los valores de los vecto-
res y matrices que aparecen en la ecuacién (6.5). Una vez calculado el vector de
coeficientes g se puede calcular la funcién espectral smeared p(E) para un valor
concreto de E,. Para obtener la reconstruccién espectral para més valores de ener-
gia se debe repetir el procedimiento cambiando los valores de E,.

Una de las mayores ventajas del método HLT es que al no depender la matriz
W dela energia E,, solo hace falta calcularla una vez. Esto supone una gran ahorro
del tiempo de computacién respecto a BG, especialmente cuando t,, es elevado.
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