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INTRODUCCION.

IVTatem ática, según la derivación del Griego , es
lo mismo que doctrina ó disciplina: su objeto es 
todo aquello por lo qual se dice ser una cosa igual, 
mayor ó menor que otra de su misma especie; y  
por consiguiente la Matemática es ciencia que tra­
ta de la cantidad inteligible, capaz de aumento y  
disminución , como el número , la extensión, ó el 
espacio.

Los Filósofos tratan de la cantidad en quanto 
impenetrable, los Matemáticos solamente en quan­
to numerable ó mensurable. Quando se consideran 
ó señalan sus partes , se llama cantidad finita ó de­
terminada ; quando no , infinita ó indeterminada.

La cantidad inteligible se divide en continua y  
discreta. Cantidad continua es aquella cuyas partes 
se consideran unidas y  continuadas , como la exten­
sión ó el espacio : la discreta es aquella cuyas par­
tes se consideran separadas ó distintas, como el 
número.

Considerase también la cantidad discreta sobre 
la extensión ó el espacio, como si se dice: una linea 
de dos pies, una superficie de quatro pies quadrados, 
un sólido de ocho pies cúbicos; porque en estos ca­
sos se distinguen ó numeran sus partes.

Cantidad es lo mismo que magnitud; y  así la



n
cantidad en común se dice magnitud en común; 
pero si se habla de ella en particular, á la discreta I 
dan el nombre de cantidad, y  á la cantidad conti­
nua el de magnitud. Las propiedades que en una y c 
otra se consideran, son la adición, substracción, 
multiplicación , división , razón , proporcion y  poten- í 
cia ; pero además de esto se considera la posicion de 
la magnitud, esto es, si una linea está dentro ó fuera £ 
de la superficie superior ó inferior de un sólido.

Divídese la Matemática en varias partes , que se * 
reducen á dos especies , la una de puras, y  la otra 
de impuras: las puramente Matemáticas son la Arit- ) 
mética y  la Geometría, porque tratan de la canti­
dad en quanto numerable ó mensurable. Las demás 
son Fisico-Matematicas , porque consideran la can­
tidad acompañada de algún accidente ó afección 
sensible , propio de la Física, como la Ó ptica, que 
trata de la cantidad visible, la Música de la so­
nora & c. r 

Las que se consideran útiles para la instrucción I 
de los Militares , son:

I. La Aritmética , que trata de los números. £
II. La Geometría , que considera la extensión, el I 

espacio ó la medida. t
III. La Trigonometría, que se emplea en resolver a 

los triángulos.
IV. La Fortificación , que prescribe reglas para la 4 

ofensa y  defensa de las plazas. <
V. La Artillería, que inventa las máquinas de 

fuego. <



IÍI
in- VI. La Cosmografía ó descripción del universo,
:ta para el conocimiento de la esfera que habitamos.
:¡- VII. La Estática, que determina el peso ó grave-
y dad de los cuerpos.

w VIII. La Maquinaria ó Mecánica, que averigua la
n- fuerza en la potencia.
ie IX. La Hidrostática , que reconoce el equilibrio
ra de las aguas.

X. La Hidráulica, que inventa artificiosas máqui- 
se ñas para mover y  levantar las aguas, 
ra XI. La Arquitectura C iv il, que construye fuertes 
it- y  hermosos edificios.
i- XII. La Perspectiva , que representa las figuras.

ís
FUNDAMENTOS

1-

,n D E LA M ATEM ÁTICA.
le
)- Sobre tres principios se funda la Ciencia Mate­

mática , y  son definiciones , axiomas y  peticiones ó 
n postulados.

d e fin ic ió n  es la explicación clara , distinta y  
adequada de algún término ó vocablo , que sirve 

;1 para formar en el entendimiento la idea ó represen­
tación de su propio significado , evitando toda equi- 

r vocacion ó ambigüedad.
axiom a  ó com ún  s e n t e n c ia  es una verdad tan 

3 clara, cierta y  evidente , que no necesita de prueba  ̂
como el decir que el todo es mayor que su parte.

 ̂ p e tic ió n  ó po stu lad o  es una licencia que á to­
dos se concede para executar lo que manifiestamen­



te se reconoce puede hacerse , como que de un pun­
to á otro pueda tirarse una linea recta.

EXPLICACION

DE ALGUNOS TERMINOS GENERALES.

En el discurso de esta obra se hallarán varios tér­
minos , cuya significación se dará en su lugar, para 
no confundir al principiante, explicando solamente 
por ahora los mas freqüentes, que son : proposicion, 
teorema, problema , lema , corolario , escolio , hi­
pótesi y  tese.

proposición  es la conclusión de alguna cosa que 
se ha de probar; y  es en dos maneras, especulativa 
y  práctica.

teo r em a  es una proposicion especulativa, en que 
se propone la propiedad de alguna cosa.

pro blem a  es una proposicion práctica , en que se 
propone executar alguna cosa.

lem a  es una proposicion teoremática, y  algunas 
veces problemática , que sirve para facilitar la inte­
ligencia de otras proposiciones.

co ro lar io  o c o n se ct ar io  es una conseqüencia 
que se infiere de lo ya demostrado.

escolio  es una reflexión, anotacion ó amplifica­
ción de lo que ya se ha dicho.

hipótesi es lo mismo que suposición : y  la afirma' 
cion ó negación de alguna cosa se llama t e s e .



TR A TA D O  PRIMERO

DE LA A R I T M É T I C A .

JE ntre las Matemáticas tiene el primer lugar la 
Aritmética , por ser la puerta (según Platon) para 
entrar en el conocimiento de las demás A rtes, pues 
todas necesitan de ella. Es la Aritmética ciencia 
que trata de la cantidad discreta ó de los núme­
ros , y. se divide en especulativa y  práctica. La 
especulativa considera las pasiones ó propiedades 
de los números : la práctica se exercita en com­
putarlos recta y  compendiosamente. Por razón de 
las notas , cifras ó caracteres de que se sirve la 
Aritmética , se divide en vulgar y  literal. La pri­
mera exercita sus operaciones con las notas vul­
gares : la segunda con las literales ó letras del 
alfabeto.

Llámase también especiosa , porque su doctrina 
es aplicable á la Geometría y  demás Ciencias Ma­
temáticas.

De una y  otra se tratará dividiéndola en seis li­
bros.

En el primero se explicarán las quatro primeras 
reglas de la Aritmética vulgar.

En el segundo las de la Aritmética literal.
En el tercero la razón y  proporcion en común.
En el quarto las reglas de tres.
En el quinto la composicion de las potencias ó 

potestades, y  extracción de las raices.
En el sexto las progresiones.

TOM.I. A



LIBRO PRIMERO

DE LA ARITMÉTICA.

CAPÍTULO PRIMERO.

D E  L A  N U M E R A C I O N ,.

DEFINICIONES.

I. T J n o  es lo que de tal suerte es algo, que no 
puede ser otra cosa, como un ángel, un hombre & c 
Unidad es el abstracto ó denominación , por lo qual 
se dice uno.

II. Número es quanto se refiere ó hace relación á 
la unidad.

III. Dos cantidades se dicen homogéneas, ó de una 
misma especie, quando la una repetida algunas ve­
ces , puede exceder á la otra : y  heterogeneas, ó de 
diversa especie, quando la una por muchas veces 
que se repita , no puede exceder á la otra.

IV. Parte es una cantidad menor respecto de otra 
mayor homogenea, ó de su misma especie, que se 
llama todo.

V. La parte se divide en aliquota y  aliquanta. Par­
te aliquota es la que repetida algunas veces , iguala 
al todo : aliquanta la que por mas que se repita, 
siempre es mayor ó menor que el todo.

VI. Cantidades conmensurables son las que tienen 
alguna parte aliquota común. Inconmensurables las 
que no la tienen.

VII. Número entero es el que se refiere á la uni­
dad, como el todo á la parte. Número quebrado ó 
fracción es el que se refiere á la unidad, como la 
parte al todo.



VIII. Número racional ó efable es el conmensura­
ble con la unidad : irracional, inefable ó geométri­
co el que con la unidad es incomensurable.

IX. Número racional entero es aquel cuya parte 
aliquota es la unidad : y  número racional quebrado 
el que es parte ó partes de la unidad. El número ra­
cional mixto consta de entero y quebrado.

X. Las voces ó términos generales de la numera­
ción son uno , dos , tres , quatro, cinco , seis , siete, 
ocho , nueve y  diez. Los nueve primeros se llaman 
dígitos : y  sus significados pueden ser tres , es á sa­
ber , unidades , decenas , centenas ; y  así se dice una 
unidad , dos unidades , tres unidades &c. una dece­
na , dos decenas , tres decenas & c. una centena , dos 
centenas, tres centenas &c. De diez unidades se 
forma una decena , de diez decenas una centena , de 
diez centenas un m illar: de diez unidades de millar 
una decena de millar, de diez decenas de millar una 
centena  ̂de m illar, de diez centenas de millar un 
millón ó cuento. De unidades, decenas y  centenas 
se forma una clase : de dos clases una dignidad : las 
dignidades se llaman cuentos, bicuentos, tricuen- 
tos &c.

hipótesi. Las notas numéricas inventadas por los 
Arabes son las siguientes:

1 2 3 4 5 6 7 8  9  I O
uno dos tres quatro cinco seis siete ocho nueve diez.

Con ellas no solo se expresan las unidades, sino tam­
bién las decenas y  centenas de las clases y  dignida­
des , á quienes se les da un valor lo ca l; de suerte, 
que estando solas ó acompañadas en el primer lu­
gar de la derecha denotan unidades , en el segundo 
decenas, y  en el tercero centenas. Los lugares va­
cíos se ocupan con un cero o , nota que nada sig­
nifica.

co ro lario  1. De lo dicho se infiere que las partes
a  2

D E  L A  A R IT M É T IC A ,  g
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de la numeración guardan el orden siguiente.
4  L IBRO  P R IM E R O

Unidad. "] 
Decena 
Centena .

> Simple.
Unidad
Decena > M illar. 
Centena - J

Unidad 
Decena. 
Centena .

> Cuento.

Unidad ' 
Decena 
Centena .

M illar de 
Cuento.

Unidad "t
Decena > Bicuento. 
Centena i

Unidad ' 
Decena 
Centena .

M illar de 
Bicuento.

Unidad 
Decena 
Centena .

. Tricuen- 
(  to.

Unidad "l M illar de 
Decena )> Tricuen- 
Centena J to.

Unidad ' 
Decena 
Centena .

> Quadri- 
cuento.

c o r o l a r i o  ii. También se infiere que la explica­
ción de las unidades, decenas &c. es la siguiente.

i  U no................. 10 D iez.............

| 2 Dos................. 20 V einte.......... 200 Doscientos. . . 2000 Dos m il__  1
3 T re s ............... 30 Treinta 300 Trescientos... 3000 Tres m il__  |

4 Quatro........... 40 Q uarenta.... 400 Quatrocientos. 4000 Quatro m il. |

5 C inco........... 50 Cincuenta... 500 Quinientos... 5000 Cinco m il.. §

6 Seis................. 60 Sesenta........ 600 Seiscientos... 6000 Seis m il__  I
7 Siete............... 70 Setenta__ 700 Setecientos... 7000 Siete m il... |

8 Ocho............... 80 O chenta__ 800 Ochocientos.. 8000 Ocho m il.. .  8
9 N u eve...........  j 90 N oventa__ 9co Novecientos.. 90C0 N ueve m il . . 8

corolario iii. Si á cada decena se le añaden las 
nueve unidades, se tendrán los demás números en­
teros hasta llegar á 100, y  se expresan poniendo en 
el primer lugar las unidades , en el segundo las de­
cenas , como sigue.
c

11 O n ce.............. 15 Quince........... 19 Diez y  n u eve .. 23 Veinte y  tres. .1
12 D o c e ........... 16 Diez y  se is .. 20 V einte............... 24 V ein teyq u atrc .g

13 Trece........... 17 Diez y  sie te .. 21 Veinte y  u n o .. 25 Veinte y  c in c o .|

14 Catorce.......... 18 Diez y  ocho.. 22 Veinte y  d os... 26 Veinte y  s e i s . . i

Del mismo modo si á cada centena se añaden las 
decenas, y  á estas las unidades, se tendrán los de­
más números desde 100 hasta icoo : y  se escriben



poniendo en el primer lugar las unidades, en el se­
gundo las decenas , y  en el tercero las centenas; y  
así habiendo de escribir quatrocientos setenta y  cin­
co , porque este número se compone de cinco unida­
des , siete decenas, y  quatro centenas, será su ex­
presión 475. El número ochocientos y  noventa, que 
se compone de nueve decenas y  ocho centenas, se 
expresará así 890, ocupando con un cero el lugar 
vacío de las unidades. El número ciento y  tres se 
escribe 103 , poniendo el cero en el lugar vacío de 
las decenas; y  así de otro número.

co ro lar io  iv. Entendido el modo de escribir 
qualquier número, será fácil el leer siempre el va­
lor de qualesquiera notas , atendiendo á la significa­
ción de cada una, y  al lugar que ocupa; y  así el nú­
mero 642 , porque la primera nota indica dos uni­
dades , la segunda quatro decenas, y  la tercera seis 
centenas , quiere decir seiscientos quarenta y  dos. Si 
el número fuere 624, que consta de quatro unida­
des , dos decenas y  seis centenas , se leerá seiscien­
tos veinte y  quatro. 

escolio . Quando son muchas las notas, se leerán 
fácilmente dividiéndolas de tres en tres con puntos,' 
y  quedarán formadas las clases, poniendo para dis­
tinguir las dignidades sobre el segundo punto 1 , so­
bre el quarto 2 , sobre el sexto 3 ; y  así alternativa­
mente. Con esta disposición se empezarán á leer las 
notas por la izquierda hasta el primer punto que 
ocurra ; y  si tuviere número encima , y  fuese 3, 
se dirá tricuentos: si 2 , bicuentos; y  si 1 , cuen­
tos ; y  en llegando á punto sin número encima , se 
dirá mil. 3 t r

En este exemplo 234.567.891.012.3r4.008.920, 
dispuestos los términos como se ha dicho, se leerá 
doscientos treinta y  quatro tricuentos, quinientos se­
senta y  siete mil ochocientos noventa y  un bicuen­

D E  LA  ARIT M É T IC A .  5



to s, doce mil trescientos catorce cuentos, ocho mil 
novecientos y  veinte.

6  L IBRO  P R IM E R O

AXIOMAS.

I. Las cosas que son iguales á otra, son iguales 
entre sí.

II. Si á cosas iguales se añaden iguales, los todos 
serán iguales.

III. Si de cosas iguales se quitan iguales, los resi­
duos quedarán iguales.

IV. Si á cosas iguales se añaden ó quitan desigua­
les , las sumas ó residuos quedarán desiguales.

V. Si cosas iguales se multiplican ó parten por i- 
guales , esto es, se aumentan ó disminuyen , los pro­
ductos ó quocientes serán iguales.

VI. Si cosas iguales se multiplican ó parten por 
desiguales, los productos ó quocientes serán des­
iguales.

VII. Las cosas que son duplas , triplas &c. de can­
tidades iguales, son iguales.

VIII. Las cosas que son mitades, tercios &c. de 
cantidades iguales , son iguales.

IX. El todo es mayor que qualquiera de sus partes.

CAPÍTULO II.

D el algoritmo de los números enteros, esto es, 
de las quatro primeras reglas de la Aritmética 

vulgar, que son sumar, restar , multiplicar 
y  partir.

DEFINICION XI.

. dicion es la invención de un número llamado 
suma ó agregado , que es igual á otros números ho­
mogéneos dados.

c o r o lar io . Los números que se han de sumar



deben ser de una misma especie , esto es , reales con 
reales, arrobas con arrobas &c.

PROPOSICION I. PROBLEMA.
Sumar qualesquiera números.

reso lu ció n . Lo primero: dispónganse las cantida­
des de suerte que las unidades correspondan á las 
unidades, decenas á decenas, centenas á centenas 
& c. y tírese por debaxo una linea , para no confun­
dir con ellas la suma ó agregado.

Lo segundo : añádanse las unidades unas á otras 
sucesivamente , y  escríbase debaxo la suma, hacien­
do lo mismo con las decenas , centenas &c.

Lo tercero : si la suma de las unidades compusiere 
exactamente una ó muchas decenas , se escribirá ce­
ro debaxo de las unidades , y  se llevarán las decenas 
para unirlas con las del segundo lugar ; y  lo mismo 
se practicará con las centenas y  millares & c.

Lo quarto: si sumando las unidades el agregado 
compusiese algunas decenas y  unidades , se escribi­
rán estas debaxo, y  se llevarán las decenas para 
unirlas con las del segundo lugar; y  lo propio se 
practicará con las decenas , centenas &c.

Para sumar las cantidades del exem- exem plo  i . 
pío i , empezando por las unidades , se [213
dirá 3 y  5 son 8 , que se escribe debaxo: ^425
1 y  2 son 3 , y  4 son 7 , que se escribe 1340
debaxo: 2 y  4 son 6 , y  3 son 9 , escrí- guma TI3 
base debaxo ; y  será la suma 978.

En el exemplo 11 dígase 4 y  8 son 12, ex.ii. 
y  9 son 2 i , y  3 son 24; y  porque veinte [2134 
y  quatro unidades componen dos dece- J 6478 
ñas y  quatro unidades , escríbanse estas | ^29 
debaxo , y  llévense las dos decenas para  ̂ 6
juntarlas con las de su especie , dicien- ----- —
do 2 que llevo , y  3 son 5 , y  7 son 12 , y  Suma 9004

D E  LA  A R IT M É T IC A .  7



8 LIBRO PRIM ERÓ

1  son 14 , y  6 son 20 ; y  porque veinte decenas son 
dos centenas justas, se escribe cero debaxo, y  se 
llevan las 2 para unirlas con las centenas , diciendo
2 que llevo y  1 son 3 , y  4 son 7 , y  3 son 1 o ; y  por­
que diez centenas es un millar , escribo cero , y  lle­
vo el millar para unirle con los de la quarta co­
lumna , diciendo 1 y  2 son 3 , y  6 son 9 , que escrito 
debaxo , será la suma 9004.

d em o stració n . Las partes del número son las 
unidades , decenas , centenas &c. pero el agregado 
contiene todas las unidades , decenas &c. de las can­
tidades dadas : luego (ax. 1) la suma es igual á to­
das ellas.

e s c o l i o  1. Para no fatigar la memoria, quando las 
cantidades que se han de sumar son muchas,se suma­
rán lasnotas, y  en llegando á diez unidades, se dexará 
una señal, y  se llevará el exceso que hubiere, unién­
dolo á las notas que siguen , y  debaxo se escribirá el 
último exceso, llevando para la segunda columna 
tantas decenas como señales se dexáron en la prime­
ra ; y  así en las demás , según se ha dicho.

En el exemplo ni se dirá 9 y  5 son e x . iii.
5 8,9
7/6  g, 
2 9/ 3 
4/ 7, 8, 
6- 9/ 5/

14; y  porque llegó á 10 , se dexará 
una señal, y  el exceso 4 se unirá á 
las notas inferiores , diciendo 4 y  3 
son 7, y  8 son 1 g ; y  dexando señal, 
se lleva el exceso 5 , que añadido á 
5 , son 10 ; y  dexando señ^l, se es- Q y' 5
cribirá el exceso debaxo,que es cero a 2 °  
ó nada : por las tres señales que se dexáron se unirán 
en k  segunda columna 3 al 8,y  se tendrán 11: déxe- 
se señal, y  el exceso 1 junto con el 6 hacen 7, y  9 son 
16; y  dexando señal, se unirá el exceso 6 al 7 y  
serán 13 : dexando otra señal, el exceso 3 se agre­
gará al 9 , y  se tendrán 12 ; y  dexando señal, se es­
cribirá debaxo el exceso 2 \ y  por las quatro áeñales



de la segunda columna se llevarán 4 para la tercera, 
y  continuando la operacion se tendrá la suma 2820.

e s c o l i o  11. Habiendo de sumar números denomi­
nados , que expresen varias especies, y  que en lle­
gando á cierto número , la especie menor pasa á otra 
m ayor, se ha de saber qué número de la especie 
menor compone la unidad de la mayor inmediata.

Habiendo de sumar varas, pies, pulgadas y  li­
neas , debe saberse que una vara se compone de tres 
pies , el pie de doce pulgadas , y  la pulgada de do­
ce lineas; por lo qual doce lineas es una pulgada, 
doce pulgadas es un pie , y  tres pies una vara; y  así 
para sumar las partidas semejantes, se. escribirán 
por su orden las especies , poniendo á la derecha la 
menor, y  por su orden las demás , de suerte que cor­
respondan lineas á lineas, pulgadas á pulgadas & c.

Para sumar las cantidades 
propuestas en el exemplo iv, 
empezando por las lineas, 
siempre que se llegue á 12, 
se dexará una señal, y  se lle­
vará el exceso, esto es, 9 y
11 son 20 : dexando una se­
ñal , se llevan las 8 , que añadidas á 7 , hacen 15 ; y  
dexando señal, se escribirá; el exceso 3. Porque 
se dexáron dos señales, se dirá en la segunda co­
lumna 2 y  5 son 7 ,  y  3 son 10, y  2 son 12 , y  
dexando señal , se escribirá cero por no haber 
ningún exceso. Porque se dexó una señal, se dirá en 
la tercera columna 1 y  2 son 3 ; y dexando se­
ñal , se dirá 4 y  1 son 5 ; y  dexando señal, se escri­
birá el exceso 2 ; y  continuando la operacion llana­
mente, será la suma 33 varas , 2 pies y  3 lineas.

En el exemplo v para sumar libras , sueldos y  di­
neros se ha de notar que una libra vale veinte suel­
dos , y  un sueldo doce dineros ; y  así se sumarán los

D E  L A  A R IT M É T IC A .  9

E X . IV .
Varas. Pies. Pulgadas. Lineas.

17 2/ 5 < r
i °  4 / 3  Ir,
4 1 2/ 7/

33 2 0 3
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dineros, y  en llegando á 12 , se e x . v .
dexará una señal, y  se llevará el Libras, sueldos. Dineros,

exceso : sumando los sueldos , en 13 18 8
llegando á 20 se dexará señal, 24 15, 9,
y  se llevará el exceso ; y  conti- —̂ ~  . •
nuando la operacion llanamente,  ̂  ̂
se hallará ser la suma 38 libras, 14 sueldos y  5 di­
neros.

Para sumar signos, gra- e x . v i .
dos , minUtOS y  segundos, Signos. Grados. Minutos. Segundos.

se ha de notar que un sig- 4 14 g8 24 
no vale treinta grados,un 3 27, 43, 59, 
grado sesenta minutos , y  ------------------------- -

• o  1 2  2 2  2 Qun minuto sesenta según- 0
dos; y  así habiendo de sumar las partidas del exem­
plo v i , se sumarán los segundos, y  en llegando á 
60 se escribirá el exceso despues de dexada una se­
ñal , y  lo mismo se hace en los minutos ; pero en los 
grados en llegando á 30 se dexa la señal, y  se es­
cribe el exceso ; y  de esta forma se tendrá la suma 
de 8 signos , 12 grados, 22 minutos y  23 segundos.

Del mismo modo se suman otras especies, como 
varas, palmos, dedos &c. arrobas, libras, onzas &c.

d e fin ic ió n  xii. Substracción es la invención ó a- 
veriguacion de un número llamado diferencia ó re­
siduo entre dos números homogéneos dados : el que 
se resta se llama substraendo, aquel de quien se 
resta minuendo , y  el que se busca diferencia ó re­
siduo.

COROLARJO. Para restar una cantidad de otra de­
ben ser ambas de una misma especie, esto e s , rea­
les con reales &c.

I O  LIB R O  P R IM E R O
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PROPOSICION II. PROBLEMA.

Prestar un número menor de otro mayor.

r e s o l u c i ó n . Lo primero: escríbase el número me­
nor debaxo del mayor , de suerte que correspondan 
unidades á unidades , decenas á decenas &c. y  tírese 
por debaxo una linea.

Lo segundo: empezando por la derecha, réstese la 
nota inferior de la superior , y  escríbase debaxo la 
diferencia.

Para restar las cantidades del e x . i .
exemplo i dígase de 2 á 5 van p e ...........6895
3 , de o á 9 van 9 , de 8 á 8 va Restar . . .  4802
o , y  de 4 á 6 van 2 , y  se hallará ——------ :--------
ser la diferencia entre los núme- Diferencia 2093
ros dados 2093.

Lo tercero : quando la nota inferior es mayor que 
la superior, se añaden á esta diez unidades , sacando 
la unidad de la nota inmediata , y  dexando señal pa­
ra memoria.

En el exemplo 11 porque 7 no e x . 11.
puede restarse de 3 , se tomará del j)e ...........g ^
9 una decena , que son diez unida— Restar . . .  5 7
des, y  dexando una señal, se aña- ——------ ;----- -
dirán al 3 , y  se tendrán 13: há- Diferencia 3 6 
gase despues la resta diciendo de 7 á 13 van 6 ; y  
porque el 9 respecto de la señal que tiene vale sola­
mente 8 , se dirá de 5 á 8 van 3 , y  será la diferen­
cia entre los dos números dados 36.

Lo quarto : si la nota de quien se ha de tomar la 
unidad es o , se tomará de la nota significativa que 
primero se encuentre ; y  dexando señal para memo­
ria , cada cero de los que siguen valdrá por 9.

En el exemplo 111 porque 5 no puede restarse de
2 , se tomará un millar del 8 , y  dexando señal para



memoria , valdrá solamente 7, e x .  i i i .
cada o valdrá por 9 , y  el 2 val- D p
drá 12 , y  se dirá de 5 á 12 van ‘ ‘
7 ,  de 3 a 9 van 6, de 9 á 9 va o , ---------1* * 4 935
y  de 4 á 7 van 3 , y  será la dife- Diferencia 3 o67 
rencia hallada 3067.

La razón es porque el millar que se toma del 8 
vale diez centenas, de las quales dexando 9 en el 
primer o , queda 1 , que son diez decenas , y  dexan-

o 9 en el otro o , se añade la otra al 2 haciendo 12, 
y  queda la misma cantidad.

En el exemplo siguiente se hallan todos los casos 
que se ofrecen en el restar.

^ e ............................. 47005023848106

fe Ü g f-V ................... 3 ^S°9 3 4 5 2S9 2 I 7
Diferencia................. 10495678588889

e s c o l i o .  Habiendo de restar números denomina­
dos , esto es, números que expresan diversas espe­
cies , se hará atención al valor de cada una , y  en lo 

emas se resta según se ha dicho, comenzando por 
la especie menor.

Para restar las 
cantidades del e-
xemplo iv restan- „
do 3 lineas de 5, Restar "  * r í  ** 5
quedan 2 : restan- -------- _̂____ 10 3
do 10 pulgadas de Diferencia 9 0  1 2
1 1 ,  queda 1 : restando 2 pies de 2 , queda nada; y  
restando 15 varas de 24 , quedan 9 ; y  será la dife- 
1 encía entre las cantidades propuestas 9 varas, 1 
pulgada y  2 lineas.

En el exemplo v: para restar 11 lineas de 3, se to­
mara del 5 una pulgada, que vale 12 lineas, y  aña-

1 as a 3 , se tendrán 15 , de quien restando 11, 
quedan 4 : porque se tomó una del 5 no vale sino 4,
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E X . IV .

Varas. Pies. Pulgadas. Lineas.
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y  para restar de 
estas las 9 , se to­
mará 1 pie de los 
2, que vale 12 pul­
gadas , y  se ten­
drán 16 , de las

D E  LA ARITMÉTICA.

E X . V .
*3

Varas. Pies. Pulgadas. Lineas.

De . . .
Restar

24
16

2
2

5
9

3 
11

Diferencia

E X . v i .
Varas. Pies. Pulgadas. Lineas.

7 2 7 4
quales restando 9 , quedan 7: para restar 2 pies de 1, 
se tomará una vara, que vale 3 pies, y  se tendrán 4, 
de que restando 2 , quedan 2 : finalmente restando 
las varas , se hallará ser la diferencia entre las canti­
dades dadas 7 varas , 2 pies , 7 pulgadas y  4 lineas. 
La razón es porque 24 varas , 2 pies , 5 pulgadas y  
3 lineas son iguales á 23 varas , 4 pies, 16 pulgadas 
y  15 lineas, de cuyas cantidades se hizo la resta.

En el exemplo 
vi se tomará -una 
vara de las 8 , y  
reduciendo esta á 
pies, pulgadas y  
lineas , se tendrá 
el exemplo en la 
forma que sigue... 
y  será la diferen­
cia 3 varas, 4 pul­
gadas y  3 lineas.

Para restar las cantidades 
del exemplo vii , se dirá de 5 á 
34 van 29 ; porque los 53 mi­
nutos no pueden restarse de 
28 , se tomará un grado de los 
47 , que son 60 minutos, y  se 
tendrán 88 , de quien restando 53 , quedan 35 : fi­
nalmente restando 42 grados de 46 , quedan 4 • y  se 
tiene que la diferencia que se busca es 4 grados , 35 
minutos y 29 segundos.

Si de 180 grados se han de restar 35 grados, 8

De . . . . . .  8
Restar . . .  4

0
2

0 0 
7 9

Diferencia 3 0 4 3
Varas. Pies. Pulgadas. Lineas.

D e ................. 7 2 11 12
Restar . . .  4 2 7 9
Diferencia 3 0 4 3

E X . V II .

Grados. Minutos. Segundos.

47
42

28
53

34
5

35 29



minutos y  17 segundos, se to- e x . v i i i .

mará un giado, y  reducido Grados. Minutos. Segundos 

este á minutos y  segundos, "Í79 «  60^ 
se tendrán las cantidades co- gg g I?
mo en el exemplo v i i i  , en -------------------- -------- —— •
donde la diferencia que re- 43
sulta es 144 grados, 51 minutos y  43 segundos.

e s c o l i o . Un Soldado sentó plaza en 8 de Sep­
tiembre del año de 1683 á las 9 horas, 45 minutos 
y  32 segundos de la noche ; y  sirvió hasta las 11 
horas , 54 minutos y  49 segundos de la mañana del 
dia 15 de Octubre del año de 1702. Pídese el tiem­
po que sirvió.

. Escríbase el tiempo completo de los años, meses, 
dias , horas, minutos y  segundos que pasáron así al 
tiempo que sentó plaza, como en el que se retiró 
del servicio, y  la diferencia dará el tiempo que se 
pide.

Para esto se supone que el año civil empieza en la 
media noche del dia 31 de Diciembre : luego en el 
momento que se retiró del servicio habian pasado 
1701 años , 9 meses , 14 dias , 11 horas , 54 minutos 
y 49 segundos ; y  en el instante que sentó plaza 1682 
años, o meses , 7 dias , 21 horas , 45 minutos y  32 
segundos ; y  sabiendo que el año tiene 12 meses, el 
mes común 30 dias , el dia 24 horas , la hora 60 mi­
nutos , y  el minuto 60 segundos, se dispondrá la re­
gla en esta forma.. „

. Anos. Meses. Días. Horas. Minutos. Segundos.
y  restando el ti- —__________________
empo menor del 1701 9 14 11 54 49 
mayor, se halla- 1682 8 7 21 45 32
rá que sirvió 19 ------------------------------ --------- -
años, un mes, 6 I9 1 6 14 9 17 
dias, 14 horas , 9 minutos y  17 segundos.

d e f i n i c i ó n  xiii. Multiplicación es la averiguación 
de un número llamado producto , que contiene tan­
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tas veces á un número dado , como unidades in­
cluye otro por quien se ha multiplicado. Por 
exemplo: el multiplicar 4 por 3 es buscar el pro­
ducto 12 , que contiene tres veces al 4 , ó bien qua­
tro veces al 3 : los números que se multiplican, co­
mo el 4 y  el 3 , se llaman lados, raices ó factores, 
de los quales el uno se dice multiplicando , y  el otro 
multiplicador.

c o r o l a r i o  1. El multiplicar es un sumar abrevia­
do ; porque lo mismo es multiplicar 3 por 4 , 0 4  
por 3 para buscar el número 12 , que sumar tres ve­
ces al 4 ,  ó bien quatro veces al 3 , pues siempre re­
sulta el mismo número 12.

c o r o l a r i o  11. La unidad no aumenta ni disminu­
ye en la multiplicación ; porque multiplicar por uno 
es tomar una vez la misma cantidad que se ha de 
multiplicar. También el producto de qualquier nú­
mero por o es o.

e s c o l i o  1. Los números que se multiplican pue­
den ser de diversas especies, como varas por reales, 
libras por dineros &c.

e s c o l i o  11. Para facilitar la práctica de la mul­
tiplicación se han de tener de memoria todos los 
productos de los números dígitos conforme se con­
tienen en la siguiente tabla , llamada Pitagórica 
por haber sido su inventor Pitágoras. En la par­
te superior se tiene el multiplicando, y  á la iz­
quierda el multiplicador, y  los productos se ha­
llarán enfrente.
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TABLA PITAGÓRICA.

1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10

I 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 6 9 12 iS 18 21 24 27 30

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

S IO 15 20 2 5’ 30 35 40 45 50
6 12 l8 24 3° 36 42 48 54 60

1 7 *4 21 28 3S 42 49 56 63 70

8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 i
9 18 27 3 6 45 54 63 72 81

9 0 1
20 3° 40 2L 60 70 80 90 iooi

exem plo . Para saber el producto de 6 por < ( 
se toma en la parte superior el 6 , y  en la colum­
na de la izquierda el 5 , y  enfrente de uno y  otro i 
número se hallará 30 , que es el producto que se pi­
de ; y  así de los demás. ,

PROPOSICION III. PROBLEMA. 1
Multiplicar qualquiera cantidad por otra.

RESOLUCION. Lo primero: escríbase el multiplica- 
doi debaxo del multiplicando, de suerte que corres- , 
pondan unidades á unidades , decenas á decenas &c. 
y  tírese por debaxo una linea.

Lo segundo : empezando por la derecha multipli­
qúese toda la cantidad del multiplicando por la pri- i 
mera nota del multiplicador, despues por la segun­
da , luego por la tercera & c. y  empiécese á escribir 
cada producto debaxo de la nota que multiplica.

MÜÜÜIÉttM



Lo tercero : súmense los productos parciales , y  se 
tendrá el que se pide.

Habiendo de multiplicar las e x .

cantidades del presente exem- Multiplicando 4° ° 7S 
pío, empezando por el 6 díga- Multiplicador 3106 
se 6 multiplicado por 5 son 30: 240450
escríbase o debaxo ; y  llevan- 00000
do 3 , dígase 6 por 7 son 42, 40075
y  3 que se lleváron 45 : es- 120225
críbanse 5, y  llévense 4:6 por -------------- --------—
o es o ; y  se escribirán 4 que Pujtiuct0 I244729S° 
se lleváron : 6 por o es o , que se escribe por no ha­
berse llevado nada: 6 por 4 son 24 , que se escribi­
rán por ser el último producto por 6. Porque la se­
gunda nota del multiplicador es cero , todo el pro­
ducto será ceros. Porque la tercera nota del multi­
plicador es 1 , basta escribir debaxo todo el multi­
plicando. Para multiplicar por 3 se dirá 3 por 5 son
15 : escríbanse 5 , y  llévese 1 : 3 por 7 son 21 , y  1 
que se llevó son 22 : escríbanse 2 , y  llévense 2 : 3 
por o es o; y  se escribirán 2 que se lleváron: 3 por o 
es o , que se escribe por no haber llevado nada : fi­
nalmente 3 por 4 son 12 , que se escribirán por últi­
mo producto; y  sumando los productos parciales, 
se tendrá el total de 124472950.

e s c o l i o  1. Para multiplicar por 10, 100 , 1000 &c. 
basta añadir al multiplicando tantos ceros como tie­
ne el multiplicador ; y  así el producto de 475 por 10 
es 4750 , por 100 47500 , y  por 1000 475000. 

e s c o l i o  11. Quando á la derecha de alguna can­
tidad se hallan algunos ceros, basta multiplicar las 
notas significativas , y  añadir tantos ceros como hay 
en una y otra cantidad ; y  así para multiplicar 4000 
por 300 , basta multiplicar 4 por 3 , y  añadir al pro­
ducto 12 cinco ceros, y  se tendrá el que se busca, 
que es 1200000.

T O M .I .  B
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escolio  n i. Para multiplicar por uno ó muchos 
nueves, basta añadir al multiplicando tantos ceros 
como nueves tiene el multiplicador ; y  de esta suma 
que resulta, restar la cantidad dada; y  así para 
multiplicar 423 por 99 , se añadirán dos ceros á los 
423 , y  se tendrá la suma 42300 ; y  restando de este ' 
número el 423 , la diferencia 41877 será el productoSl ■ 
del número 423 por 99. La razón es porque añadi- < 
endo dos ceros, se toma cien veces la cantidad, yj§¡ 
restándola una vez , queda tomada noventa y  nueve 1 
veces, que es lo mismo que multiplicar el número 
propuesto por 99.

d efin ic ió n  x iv . División ó partición es la ave- 
riguacion de quántas veces un número está conte­
nido en otro. El número que se parte se llama divi­
dendo , aquel por quien se parte divisor ó partidor, 
y  el que se busca quociente. 

exem plo . Partir 12 por 4 es buscar un número 3, 
que exprese las veces que el 4 se contiene en el 12. El 
dividendo es 12: el divisor 4, y  el quociente 3.

escolio . La partición se considera también como 
una distribución por igual del dividendo entre las 
unidades del divisor , y  así lo mismo es decir que 4 
se contiene en 12 tres veces , que si se dixera 12 en­
tre 4 les cabe á 3.

co ro lar io  1. El partir es un restar abreviado, por 
ser lo mismo partir 12 por 4 , que restar el 4 del 12 
quantas veces se pudiere, pues de una y  otra suerte 
se halla el numero 3.

co r o la r io  11. La unidad no disminuye en la par­
tición, porque se contiene tantas veces en qualquier 
número como expresan sus notas propias.

PROPOSICION IV. PROBLEMA.
Partir un número mayor por otro menor.

reso lu ció n . Lo primero : escríbase el divisor al
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lado del dividendo , y  sepárense de la izquierda de 
este con un punto tantas notas quantas tuviere el di­
visor ; y  si lo separado no fuere igual ó mayor que 
el divisor , se tomará otra nota mas del dividendo.

Lo segundo: véase quántas veces se contiene el 
divisor en las notas separadas del dividendo; y  el 
número que lo indicáre, será el quociente, que se 
escribirá aparte debaxo del divisor.

Lo tercero: multipliqúese el divisor por el quo­
ciente , réstese el producto del dividendo , y  se ten­
drá el residuo primero.

Lo quarto: júntese al residuo la nota que sigue 
en el dividendo , y  véase quántas veces contiene al 
divisor; y  el número que saliere se pondrá en el quo­
ciente á la derecha del primero ; y  multiplicando el 
divisor por esta nota , el producto se restará del re­
siduo primero , y  se tendrá el residuo segundo.

Lo quinto : se continuará así hasta que se hayan 
baxado todas las notas del dividendo, y  se tendrá 
concluida la operacion. Quando el divisor no cabe 
en el residuo , despues de baxada una nota, se pon­
drá o en el quociente , y  se baxará otra. 

c a s o  i .  Quando el divisor tiene una sola nota. 
Habiendo de partir 14184 

por 3 , se pondrá el divisor 
3, como se ve en el exemplo
1, á la derecha del dividen­
do; y porque no cabe el 3 en 
la primera nota del dividen­
do, se apartarán las dos pri­
meras de la izquierda , esto 
es, 14, y  se dirá así: 14 en­
tre 3 les cabe á 4 ,que se es­
cribe aparte; y  multiplican­
do 4 por 3 ,se tendrá el pro­
ducto 12 , que restado de 14 , quedará 2 por el resi-

b 2
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Dividendo
14,184

E X . I .

I 3 divisor.

12
21
21

4 7 2 8  quociente. 

residuo primero.

08
6

residuo segundo.

residuo tercero.24 
24
O O  residuo quarto.
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dúo primero : báxese el i del dividendo , y  se tendrá 
a i : dígase 21 entre 3 les cabe á 7 ,  que se escribe 
á la derecha del 4 en el quociente ; y  multiplicando
7 por 3 , se tendrá 2 x , que restado de 2 1 , quedará o 
por el residuo segundo : báxese el 8 , y  dígase 8 en­
tre 3 les cabe á 2 , que se escribe en el quociente ; y 
multiplicando 2 por 3 , se tendrá 6 , que restado de
8 , quedará 2 por el residuo tercero : báxese el 4 , y 
se tendrá 24, que partido por 3 , les cabe á 8 ; y  es­
cribiéndolo en el quociente , se multiplicará por 3, 
y  el producto 24 se restará de 24, quedando o por 
el residuo quarto : y  respecto que no hay mas notas 
que baxar del dividendo , se dirá que 14184 parti­
do por 3 les cabe á 4728.

caso  11. Quando el divisor consta de algunas no­
tas , se observarán también las reglas antecedentes. 
Habiendode partir 144192 e x .  11.
por 32 , se escribirá el di- I44ig2 divisor
visor como en el exemplo Q 1---- ------ :—
11; y  porque 14 no puede 1 -- 4 5 o6 quociente. 

partirse por 32 , Se toma- I^1 residuo primero, 

rán tres notas del dividen- *60 
do , estO es , 144 * para re- 19 residuo segundo, 

guiar el quociente , ó para 00 
saber quántas veces cabe “

d 1 . I Q 2  residuo tercero.
32 en el 144 , porque en *

el dividendo hay una nota ------—
mas que en el divisor , se 000 res!duo quart0- 
regulan las dos primeras del dividendo á la primera 
del divisor , esto es , 14 entre 3 les cabe á 4 , que se 
escribe en el quociente; y  multiplicando el divisor 
32 por 4 , se tendrá 128 , que restado de 144, queda
16 por el residuo primero : báxese el 1 ,  y  se tendrá 
161; y  dígase 16 entre 3 les cabe á 5 , que multi­
plicado por 32, da 160; y  restando este produc­
to de 16 1 , queda 1 por el residuo segundo : báxese



el 9 , y  se tendrá 19; y  porque 1 no puede par­
tirse entre 3 , ó bien 19 entre 32 , se escribe o en 
el quociente: báxese el 2 , y  se tendrá 192 por el 
residuo segundo y  tercero , y  se dirá 19 entre 3, 
les cabe á 6 , que se escribe en el quociente ; y 
multiplicando 32 por 6, se hallará el producto 192, 
que restado de 192 , queda o por el residuo quar­
to , siendo el quociente que se busca 45°^*

e s c o l i o  1. Si habiendo multiplicado el divisor 
por el quociente , fuere tan grande el producto , que 
no pudiere restarse del dividendo, es señal que no 
le cabe á tanto , y  así se hará el quociente menor.

Si habiendo restado el producto del quociente por 
el divisor , sobrare un número igual ó mayor que el 
divisor , el quociente deberá ser mayor , pues es se­
ñal que le cabe á mas. Esto debe observarse cuida­
dosamente en cada operacion.

e s c o l i o  11 . Quando el partidor es 2  , puede ha­
cerse la operacion sacando la mitad , si es 3 el ter­
cio , y  si es 4 el quarto; y  así habiendo de partir 
7 8 6  por 3 , se sacará el tercio diciendo : el tercio de 
7  es 2  , y  sobra 1 , que junto con el 8  hace 1 8  : dí­
gase el tercio de 1 8  es 6  , y  el tercio de 6  es 2  , sien­
do el quociente que se busca 2 6 2 .

e s c o l i o  I I I .  Quando el partidor tiene muchas no­
tas , ó ha de servir para muchas particiones, se hace 
la operacion con mucho descanso, y  sin exponerse 
á error, ni andar tanteando á cómo les cabe ( que 
es la mayor dificultad y  embarazo de los principian­
tes ) ,  formando una tabla del divisor multiplicado 
por todos los números dígitos. Por exemplo : si se ha 
de partir 3708147 por 543 , multiplicando 543 por
1 , se tiene la misma cantidad : multiplicando por 2, 
se tendrá 1086 : multiplicando por 3 , será 1629 &c. 
y  así se continuará la multiplicación hasta 9 , po­
niendo los productos de suerte , que se sigan por su
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01 den unos a otros , y  al t a b l a .
lado de cada uno se pon- i .......................  s
drá el número dígito que 2 ...........................I0 86 t
sirvió de multiplicador, co- 3 ..................... . I62n
mo se ve en la  presente ta -  4 .......................... 2It72 ^
bla. Hecho esto , sepárense 5 ....................... 271,- 1
del dividendo las quatro pri- 6 .................3258 <
meras notas 3708 , com o se 7 .............. ..  . .  ’ ¿801 t
ha dicho , y  buscándolas en 8 ..................... . 4044 (
la  t a b la , respecto que no se 9 . . ................."  4887
encuentran justam ente , tó- Ex. n i . ' ' <
mese el número próxim o 3708147 ‘/54Ó divisor. 1
m en o r, que es 32 <8 , y  cor- o It t ----------- <
responde á 6 : escríbase este ^ 1 -  6829 quocieme'
en el quociente , y  restando 45o1
3258 del dividendo , que- 4344
da 450 por el residuo pri- 1574
mero : báxese el 1 , y  se 1086
tendrá 4501 , que buscán- a83 ~̂
dolé en la  t a b la , se halla-
rá ser su próxim o m enor ----------—
4 3 4 4 , que pertenece á 8: 0000 
escribiendo 8 en el q u o cie n te , y  h echa la  resta, 
se tendrá 157 por el residuo se g u n d o : báxese el 4 
y  se tendrá 1574 , que buscado en la  tab la  , solo se 
h alla  el proxim o m enor 10 8 6 , que corresponde á
2 : escrito este en el q u o cien te , y  hecha la  resta, 
sera el residuo tercero 488 : báxese el 7 , y  se ten­
drá 4887 , cu yo  número buscado en la  tab la  cor­
responde justam ente á 9 : escríbase este en el’ quo­
ciente , y  practicada la  resta , quedará o por el re­
siduo quarto , siendo el quociente total 6829.

escolio  iv. Otros muchos modos hay de partir 
mas breves , multiplicando y  restando á un tiempo- 
pero los dos aquí explicados son los mas claros y 
menos expuestos á error. ’
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e s c o l i o  y . Si en el último residuo sobrare algo, 
se pondrá sobre una linea , y  debaxo el divisor , y  se 
tendrá una fracción o quebiado.

Partiendo 26 por 3 , el quociente es 8 ,  e x . i v . 

y  sobran 2 ,  cuyo número puesto sobre 26 [ 3__ 

una linea , y  debaxo el divisor 3 , se ten- 24 8 > 
drá la expresión \, que quiere decir dos —  
tercios, y  por consiguiente se dirá que 
el quociente es 8 y  f  , como se ve en el exemplo iv.

e s c o l i o  v i .  Quando el divisor es 10 , 100 , 1000 
& c. bastará quitar de la derecha del dividendo tan­
tas notas como ceros tiene el divisor ; y  así habien­
do de partir 5427 por 10 , será el quociente 542^; 
si el mismo número se parte por 100, será el quo­
ciente ¿421 • y  si se parte por 1000, será el quo-

*̂ IOO J
ciente g iíl.

e s c o l i o  V I I .  Quando el divisor es producido de 
dos ó mas raíces, si el dividendo se parte por una 
de ellas , y  el quociente por la otra, se tendrá el quo­
ciente que se pide, como en los exemplos siguientes.

Queriendo partir 1 4 4 1 9 2  por 3 2 ,  e x . v . 

porque este número se produce de la 1 4 4 1 9 2  J3 2  

multiplicación de 8 por 4 , se puede i8o24oc~  
partir la cantidad por 8 ,y  el quocien- 6
te dividirlo por 4, ó al contrario, par­
tir la cantidad por 4, y  el quociente por 8 , y  así sa­
cando el octavo , se tendrá 1 8 0 2 4  , y  sacando de 
este el quarto , será 4 5 0 6  el quociente que se pide.

También porque 32 se pro- e x . v i .

duce de la continua multipli- 144192
cacion de las notas 2 , 2 , 2 , 2, 2 ............72096
2, sacando sucesivamente la mi- 2 ............36048
tad, se hallará del mismo modo 2 ............18024
el quociente 4506, como se ve 2 ............ 9012
en el exemplo vi. 2 ............ 45°6
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escolio  viii. Quando un número menor se parte 
por otro m ayor, el quociente se expresa en forma 
de fracción ó quebrado , poniendo sobre una linea el 
dividendo , y  debaxo el divisor; y  así habiendo de 
partir 2 por 3 , será el quociente f , que quiere de­
cir dos tercios.

PROPOSICION V. PROBLEMA.

Examinar la adición, substracción, multiplicación, 
y  división.

El examen ó prueba de estas prácticas se executa 
por las operaciones contrarias, de suerte que el su­
mar se prueba restando , el restar se prueba suman­
do , el multiplicar partiendo, y  el partir multipli­
cando.

Lo primero: sumadas las partidas 2134, 2134 
64781 329 y  63 , para probar si la operacion 6478 
esta bien hecha, se sumarán las columnas 
de la izquierda , diciendo 2 y  6 son 8 , que 3l 9 
restados de 9 , queda 1 : en la segunda co- 
lumna se dirá 1 y  4 son 5 , y  3 son 8, que 9004
restados de 10, quedan 2; y  en la t e r c e r a -----
se dirá 3 y  7 son 10, y  2 son 12 , y  6 son 1220
i o , que restados de 20 , quedan 2 : dígase en la úl­
tima columna 4 y  8 ŝon 12 , y  9 son 21 , y  3 son 
24, que restados de'2 4 , queda o ; y  se concluye 
que la operacion está bien hecha, pues no sobra 
cosa alguna.

Lo segundo : de 93 restando 57 se halla ser o-? 
la diferencia 36 ; pues para la prueba súmese <7 
la diferencia 36 con el substraendo 57 ; y  por- "4 
que la suma es 93 igual al minuendo, se dirá 
que la operacion está exácta. 93

Lo tercero : multiplicando 423 por 3 , se halla el
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producto 1269. Para examinar la operacion se parte 
el producto 1269 por el multiplicador 3 '•> Y poique ex 
quociente 423 es igual al multiplicando , se diia que 
está bien la operacion. Si el producto se parte por el 
multiplicando , dará por quociente el multiplicador

423 1269 ¡3 1269 4̂23
3 i269 423 3

1269 OOOO ooco
Lo quarto: habiendo de partir 1269 por 3, se ha­

llará el quociente 423. Para exáminar la operacion 
se multiplica el quociente 423 por el divisor 3 ;y  por­
que el producto 1269 es igual al dividenao, la opera­
cion está exácta. Si en la partición sobrare algo , se 
añadirá al producto; y  si la suma fuere igual al divi­
dendo , estará bien la operacion : como si se parten 
26 por 3, se hallará el quociente 8 , yjsobran 2: mul­
tiplicando 8 por 3 , se tiene 24; y  añadiendo 2 que 
sobráron, se tendrá 26, que es el número igual al di­
videndo.

CAPITULO III.

De las fracciones vulgares.

^Aunque la inteligencia de las fracciones ó quebra­
dos depende de la razón y  proporcion en común, que 
se dará en el libro tercero , para que en los princi­
pios no se carezca de su noticia, se explicarán ahora 
brevemente , omitiendo sus demostraciones , y  bus­
cando en lo sucinto la utilidad de la práctica.

h i p ó t e s i . La fracción ó quebrado se expresa por 
dos números, el uno sobre el otro con una linea in­
termedia : el inferior llamado denominador indica 
la unidad ó entero dividido en partes; y  el superior 
llamado numerador numera ó determina las partes 
dadas en el caso propuesto.
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exem plo . Tres quartos de un real se escriben 
asi | , en donde el denominador 4 declara que el 3 
real está dividido en quatro partes iguales; y  el nu> ■ 
merador 3 determina tres de dichas partes.

. escolio . El quebrado tiene su origen de la par- ‘ 
ticion de un número menor por otro mayor, como si ^
3 reales se han de partir entre quatro hombres; pues i 
a cada uno le tocan | , y  este quebrado será el quo­
ciente : de manera que el numerador es el dividen­
do , y  el denominador el divisor.

Quando el denominador es 2 , las partes se lia- 1 
man medios: si 3 , tercios: si 4 , quartos : y  así en 1 
adelante : quintos, sextos , séptimos, octavos , no­
venos y  décimos; pero desde 11 en adelante , des­
pues de haber nombrado el numerador y  denomi­
nador , se añade á este la voz avos : y  así A , se lee­
rá 3 catorce avos. 14

d efin ic ió n  xv. Si el numerador es menor que 
el denominador , se llama el quebrado propio , co- 
m °7 >  -f- & c- ; porque en este caso es parte ó 
partes del entero; pero quando es igual ó mayor, 1 
como ± , i. & c . , se dice impropio ; porque en- ; í
tonces aunque se figure la cantidad como quebra­
do , incluye uno o muchos enteros.

d efin ic ió n  XVI. Divídese el quebrado en sim- ! 
ple^y compuesto. Quebrado simple es el que es par­
te o partes de un entero, como j de un real, que 
son dos partes iguales de un real dividido en tres. 
Quebrado compuesto es el que es parte ó partes del , 
quebrado simple , como * de § , cuya expresión 
quiei e decir , quatro quintos de tres octavos.

d e fin ic ió n  xvii. Medir un número á otro, se 
dice quando le parte exactamente : y  así los nú­
meros 2 , 3 , 4 , 6 miden ó son medidas del núme- ¡ 
1 01 2 ,  poi partirle exactamente , ó sin residuo : la
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mayor medida es el mayor número que le divide; 
y  así 6 es la mayor medida de dicho número 12.

d e f i n i c i ó n  X V III. La mayor común medida de 
dos ó mas números, es el mayor número que los 
parte exáctamente ; y  asi 4 es la mayor común me­
dida de los números 12 y  20, midiendo tres veces 
al 12, y  cinco al 20. 

d e f i n i c i ó n  xix. Número primo es el que no tiene 
otra medida que la unidad, como 2 , 3, $, 7 
meros entre sí primos son aquellos cuya mayor co­
mún medida es la unidad , como 3 y g , i i y i 3  &c* 

d e f i n i c i ó n  xx. Número compuesto es el que a 
mas de la unidad tiene otra medida , como los nú­
meros 4 , 6 , 9  &c.

P R O P O S IC IO N  V I . P R O B L E M A .

Hallar la mayor común medida de dos ó mas números.

r e s o l u c i ó n .  Pártase el número mayor por el 
menor; y  si sobrare algo , pártase el menor por lo 
que sobre ; y  si en la segunda partición sobrare tam­
bién algo , pártase el residuo primero por el segun­
do , continuando de esta suerte la operacion hasta 
que no sobre cosa alguna, en cuyo caso el último 
divisor ó partidor será la mayor común medida. 

Para hallar la mayor co-
E X . X*mun medida de 21 y  K ,

J 0 2 1  i <  partase 21 por 15 ; y  por- l_ 5------ -
que sobran 6 , pártase 15 *5 1
por 6 ; y  porque todavía S O - 15 16  residuo primero.
bran 3 , pártase 6 por 3 ; y  J2 -
porque no sobra nada , se ¿ 1
, .  /*• . O I Q residuo segundo.

dirá que la mayor común I—-------—
medida de los números 21 2 
y  15 es 3. o
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Para hallar la e x . 1 1 .  

mayor común me- Í234 
dida de los núme- -----

234ros 4 3 2  y  2 3 4 ,  

partiendo 4 3 2  por 2 3 4  1 9 8  residuo primero.

234, sobran 198: I98 1
partiendo 234 por jpg I36 residuo segundo.

198,  sobran 36: Q  
partiendo 198 por 5
3 6 , sobran 18: 36 18 residuo tercero, 

partiendo final- ^6 2 
mente 36 por 1 8 , - — '

1 x O O  residuo quarto.no sobra nada ; y  
así se dirá, que x 8 es la mayor común medida de 
los números 432 y  234.

e s c o l i o  1. Quando el último partidor es la uni­
dad , entonces los números no tienen mayor medi­
da común, y  por consiguiente se llaman entre sí 
primos, como sucede en los números 14 y  1 1 , cu­
ya común medida es la unidad. 

e s c o l i o  11. Si EX| m< 49 [3 g
se busca la ma­
yor común me- 35
dida de los tres 35 \I4
números35,49, 35j . 49_> —  2 56 17
56, hállese pri- g6 ~
mero la mayor 
común medida

14 2 00

de los números 00
49 y  35 ? que es 7 , pártase despues por esta el ter­
cer número dado 56 ; y como en la partición no so­
bra cosa , se dirá que 7 es la mayor común medida 
de los tres números propuestos. Del mismo modo se 
hallará la mayor común medida de quatro ó mas 
números.
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PR O P O S IC IO N  V I I .  P R O B L E M A .

Reducir un quebrado á los mínimos términos.

El mismo valor de un quebrado se puede ex­
presar con infinidad de términos ya mayores ó ya 
menores, como L , que es lo mismo que-i-, - i ,  ^-&c.; 
porque así como la unidad dividida en dos partes,
su mitad se dice i  , así dividida en quatro partes, 

2

su mitad se dice ±. & c.
r e s o l u c i ó n . Para reducir el quebrado á los mí­

nimos términos , búsquese por la proposicion ante­
cedente la mayor común medida del numerador y  
denominador ; y  partiendo entrambos por ella , los 
quocientes formarán el quebrado que se busca.

e x e m p l o . Pídese reducir á los mínimos térmi­

nos el quebrado % . Hállese la mayor común medi­

da de 15 y  2 1 , que es 3 : pártase por ella el núme­
ro 1 5 , y  se tendrá el quociente 5 : pártase también 

, por la misma el denominador 21 , y  se hallará el 
quociente 7 ; y  formando de ambos quocientes el 
quebrado \ , será este el reducido.

Reducir los quebrados á un común denominador.

PR O P O S IC IO N  V I I I .  PR O B L E M A .

r e s o l u c i ó n . Para redu­
cir los quebrados de distin­
tos denominadores , como 
L, ! ,  J  á un común deno-2 4 6

24 , 36 , 40
1 _3  J
2 ’ 4 ’ 6

4 8  común denominador.

E X .

minador , lo primero mul­
tipliqúense los denomina­
dores 2 , 4 y  6 entre s í , y



el producto 48 será el común denominador. Lo se­
gundo : multipliqúese cada numerador por todos los 
denominadores de los otros, y se tendrán los corres­
pondientes numeradores 24 , 36 , 40 , á los quales 
poniéndoles el común denominador 48 , resultarán 
los quebrados ^ , 11 reducidos á un común de­
nominador 48 , como se ve en el exemplo.

P R O PO SIC IO N  IX . PR O B L E M A .

Reducir el quebrado compuesto á simple.

r e s o l u c i ó n . Sea el quebrado compuesto — de 
_r- de -s- : para reducirle á simple multipliqúense
4 6

continuamente los numeradores 2 , 1  y  5 , y  el 
producto 10 será el numerador : multipliqúense asi­
mismo los denominadores 3 , 4 , 6, y el producto 72 
será el denominador: fórmese de ambos productos
el quebrado ~  , y  este será el simple que se pide.

PR O PO SIC IO N  X . P R O B L E M A .

Reducir los enteros á quebrados.

r e s o l u c i ó n . Para que los enteros tengan forma 
de quebrados, basta ponerles por denominador la

unidad, como ~  , que es lo mismo que doce ente­

ros ; pero si se han de reducir á la especie de quar­
tos , multipliqúese 12 por 4 , y  el producto 48 se­
rá el numerador ; y  así ü  , es lo mismo que doce 
enteros.

Si se hubiesen de reducir los enteros á la espe­
cie de quintos, esto e s , á un quebrado cuyo de­
nominador sea 5 , se multiplicarán por 5 dichos
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enteros: si á la especie de sextos, se multiplicarán 
los enteros por 6 & c.

Si un entero y  quebrado como 6 j  , se ha de 
reducir á la especie de su quebrado , esto es , á la 
de quintos , multipliqúese el entero 6 por el de­
nominador e; , y  al producto 30 añádase el nu­
merador 4 , y  se tendrá el quebi’ado , que es lo 
mismo que 6± .

P R O P O S IC IO N  X I . PR O B L E M A .

Reducir los quebrados á enteros.

r e s o l u c i ó n . Si el numerador fuere mayor que 
el denominador, se partirá por este, y  el quo­
ciente expresará el entero. Por exemplo : habiendo 
de reducir el quebrado JE á entero, se partirá el
numerador 30 por el denominador 5 , y el quocien­
te 6 indicará el entero.

Quando en la partición sobra alguna cosa, se de­
xa por quebrado. Como si se han de reducir ~  , que
partiendo 39 por 5 , se tendrá el quociente 7 ,  y  
sobran 4 , en cuyo caso se dirá que el quebrado 39 
es lo mismo que 7 y  i .

P R O P O S IC IO N  X II . PR O B L E M A .

Hallar el valor de un quebrado.

r e s o l u c i ó n . Conocido el valor del entero, mul­
tipliqúese por el numerador , pártase el producto 
por el denominador, y  el quociente será el valor 
del quebrado.

Queriendo saber el valor de | de lib ra , porque 
una libra vale 20 sueldos, multipliqúese por estos



el numerador 2 , y  el producto 40 pártase por el 
denominador 8 , que dará 5 sueldos por el valor de 
los | de libra.

Quando en la partición sobra algo, se forma el 
quebrado, y se le halla el valor del mismo modo. 
Por exemplo: si se pide el valor de § de libra, mul­
tipliqúese el numerador 5 por los 20 sueldos que 
tiene la libra, y el producto 100 partido por 8 , da­
rá el quociente 12 sueldos y  f de sueldo ; y  porque 
un sueldo vale 12 dineros, multipliqúese 12 por 4, 
y  el producto 48 se partirá por el denominador 8, 
y  dará el quociente 6 , que son los dineros corres­
pondientes á f de sueldo; y  por consiguiente se di­
rá que l de libra valen 12 sueldos y  6 dineros.

PROPOSICION XIII. PROBLEMA.

Sumar quebrados.

resolución . Si los quebrados fueren de distintos 
denominadores, redúzcanse primero á un común 
denominador, y  súmense despues los numeradores.

Sean los quebrados que se han de e x . 
sumar 3 y - :  reducidos á un común 15 147 5
denominador (por la prop. v iii) ,  se- JL, J1 
rán íí y  íí; sumando los numeradores 7 5

35 35 ' QO15 y  14, y  poniéndole á la suma 29 ái> ?
el común denominador qí , se ten-

2 1 < 14 29
drá el quebrado ^ por la suma de — ■> '—  — 
los propuestos. 35 35 35 35

Si se hubieren de sumar quebrados que sean 
compuestos, se reducirán primero á simples ( por 
la proposicion ix) ,  y  despues se obrará como se 
ha dicho.

Si son enteros y  quebrados, se sumarán los que-
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bracios, como se ha dicho ; y  si compusieren algu­
nos enteros , se agregarán á los otros , y  estos se su­
marán llanamente.
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P R O P O S IC IO N  X IV . P R O B L E M A .

Restar quebrados.

Tres casos pueden ocurrir, y  son: el primero res­
tar un quebrado de otro: el segundo restar entero y  
quebrado de entero; y  el tercero restar entero, y  
quebrado de entero y  quebrado.

r e s o l u c i ó n . Para lo primero se reducirán los 
quebrados á un común denominador , si le tuvieren 
diverso; y  despues se restará el numerador menor 
del m ayor, poniendo á la diferencia el denomina­
dor común.

Sea el quebrado \ el que se e x .  i . 

ha de restar de £ ; reducidos ^   ̂g
1 y | á un común denomina-
1 ,  \ x S 3dor (prop. vra), serán - ;  y  —
restando 18 de 20, quedará
2 por numerador del residuo,
al que poniendo el común de- 20 18 2 
nominador 24, se tendrá el — ■> ~  — diferencia, 
quebrado A por la diferencia

24 1 1que se pide, como se ve en el exemplo 1.
Por esta regla se sabe qual de los dos quebrados 

es mayor.
Lo segundo : si de 8 se han de restar e x . i i .

2 y \ , tómese del 8 la unidad , que re- 3  ̂± 
ducida á la especie de su quebrado (pr. 2 1 2 *
x ) , será J , igual á la misma unidad , y  +----- -
se tendrán 7 y  f , de cuya cantidad res- dIÍ’erencia 5 + 
tando 2 y  | , será la diferencia 5 y  ~, como se ve en 
el exemplo 11. 

tom. 1. c



Lo tercero : si de 32 y  \ se ex. iii.
han de restar 23 y  -J , reduci- , ^
dos los quebrados á un común ¿

j  , 4s 28 , 23 9 S 4 
denominador,serán 65y ^ : res- djf —£7 y  —
tese ü  de « ,  y  se tendrá la di- tot- ^  ^

63 63 ó

ferenciaiZ: restando también ^  ^
23 de 32' será la diferencia g -  j  -̂diftr.
9 ; y  se dirá que todo el resi- ó 0 á
dúo es 9 y  ^  , como se ve en el exemplo 111.

Si despues de reducidos los quebrados á un co­
mún denominador, se viere que el quebrado de la 
cantidad menor es mayor que el quebrado de la ma­
yor , en este caso se tomará una unidad del entero 
de la cantidad mayor , y  reduciéndola á la especie 
de su quebrado,se sumará con este, á fin de que pue­
da restarse de él el quebrado de la cantidad menor.

Si se han de restar EX> IV.
2 y  de 12 y - ,  re- 12 * 14 30 
ducidos los quebra- 2 <s 2 5

3 4  . L IBRO  P R IM E R O

dos á un común deno- dif. 
minador, serán tot 35 ^ ^

y  porque 22 es mayor. 35

35 14 4 9 Z  
35 35 35

49 3?  I 9dif 
35 35 35

35
tómese del entero 12 la unidad, que reducida á la 
especie de su quebrado, será 15 9 y  sumado con í± se

35 35 tendrá 1?: réstense ahora los quebrados , y  será su
35

diferencia 19: y  restando finalmente los enteros , se35
tendrá la diferencia total 9 y  11, todo se ve practi­
cado en el exemplo iv.

También se podria hacer esta operacion redu­
ciendo los enteros á la especie de su quebrado (por 
la prop. x ) ,  y  luego restándolos como se ha dicho 
en el caso 1.
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PR O PO SICIO N  X V . PR O BLEM
r

Multiplicar quebrados.

r e s o l u c i ó n . Lo primero: multipliqúense entre sí 
los numeradores , y  el producto será el numerador: 
multipliqúense despues los denominadores, y  el pro­
ducto será el denominador.

Si se han de multiplicar f  por f - ,  el e x . i . 

producto de 2 por 4 es 3 : el producto 2 g
de 3 por 5 es 15: fórmese de ambos -  -  , — -
productos el quebrado , y  será el que 3 5 5 
se pide, como se ve en el exemplo 1.

Lo segundo : si se han de multiplicar e x . i i . 

enteros por quebrados , como 12 por I2 3 36 
póngase á los enteros la unidad por de- —  7 ’ "4 
nominador para tenerlos en forma de 
quebrados , y  multiplicándolos despues según se ha 
dicho , se tendrá 3í  , como se ve en el exeinplo 11.

. 4Lo tercero : si se han de e x . i i i .

multiplicar enteros y  que- I4| 44 49 2156 
brados por enteros y  que- 4 S  ̂ 15
brados , como 14! por 9 !, se
reducirán los enteros a la especie de sus quebiados 
(prop. x ) , y  serán-44- , ¿2.: despues se obrará como
se ha dicho , y  manifiesta el exemplo 111.

PR O PO SICIO N  X V I. P R O B L E M A .

Partir quebrados.

r e s o l u c i ó n . Lo primero : escríbase el quebrado 
que se ha de partir, y  despues el partidoi . luego 
multipliqúese el numerador del dividendo poi el de­
nominador del divisor , y  el producto seia el nume­
rador del quociente : multipliqúese también el nu-
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merador dei divisor por el denominador del divi­
dendo , y  el producto será el denominador del quo­
ciente.

Si se han de partir l  por L , esto es, e x .  r.3 ^
siendo i  el dividendo , y  i  el divisor, 2 5 12
se multiplicará el numerador 2 por el 3 o T5 
denominador 6, y  el producto 12 será el numerador 
del quociente ; y  multiplicando el numerador 5 por 
el denominador 3 , el producto 15 será el denomi­
nador del quociente , siendo el quebrado — el quo­
ciente que se p ide, según se ve en el exemplo r.

Lo segundo : si se han de partir enteros por que­
brados , ó al contrario, se pone á los enteros la uni­
dad por denominador para tenerlos en forma de que­
brados , y  luego se obra según se ha dicho.

En el exemplo 11: si se han de partir EX. u.
6 por i  , poniendo la unidad al 6 , se <5  ̂ 24 
tendrá f , f , y  obrando como se ha di- — -  ■> — 
cho , se concluirá la operacion , hallan- 1 4  3 
do por quociente el quebrado

Lo tercero : si se han de partir enteros y  quebra­
dos por enteros y  quebrados, se reducen los ente­
ros á la especie de sus quebrados ( prop. x ) , y  se 
obra despues según se ha dicho.

Si se han de partir 16 y  f. ex. iii.
ñor 7 y  i  , reducidos los ente- o
os á la especie de sus quebra- 1 r _  32" 

.los, Serán _8? y  E: despues se 7? 5 4 ’ I 5S

hará la operacion como queda enseñado, y  se ve en 
el exemplo 111.

PR O PO SC O N  X V II. PR O B L E M A .

Examinar la logística de los quebrados.

E l sumar se exámina por el restar; y  así sumajido
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dos ó mas quebrados, si de la suma se resta uno de 
ellos, y  el residuo fuere igual al otro , ó á la suma 
de los otros, la operacion estará exacta.

El restar se exámina por el sumar: y  asi si su­
mando la diferencia con el quebrado menor , la su- 

[ ma fuere igual al quebrado m ayor, la resta estará 
[ bien hecha.
\ El multiplicar se exámina por el partir: por lo 

que si partiendo el producto por uno de los quebra­
dos , el quociente fuere igual al otro , la operacion
estará bien hecha.

El partir se exámina por el multiplicar: a vista 
de lo qual, si multiplicando el quociente por el di- 

; visor, el producto fuere igual al dividendo , la ope­
racion estará exácta.

e s c o l i o  i .  Causa no poca admiración á los prin­
cipiantes ver que si se multiplican dos quebrados 
propios, el producto sale menor que qualquiera de 
ellos, como si se multiplica j por ¿ , que el pro­
ducto es i. La razón es porque , como consta de la 
definición xm , el producto debe contener tantas 
veces al número dado ó multiplicando , como uni­
dades contiene el multiplicador; y  como  ̂ contie­
ne solamente la tercera parte de la unidad, así tam­
bién el producto \ debe contener la tercera par- 

¡ te de ' : luego será menor.
e s c o l i o  II . Causa también no poca admiración 

ver que partiendo un quebrado por otro, el quo­
ciente es mayor que el dividendo, como si i  se 
parte por  ̂ , que el quociente es 2 enteros : la

i razón es porque el quociente ( por la definición 
xiv) ha de contener tantas unidades como veces 

( el divisor se contiene en el dividendo: y  como ^
i se contiene dos veces en ~, también el quociente de­

be contener dos unidades.
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CAPÍTULO I.

De l í  adición, substracción, multiplicaciony división 
de las cantidades literales.

H IP Ó T E S I.

JL/a Aritmética literal se sirve en sus operaciones 
de las letras del alfabeto , ya sean mayúsculas , co­
mo A ,  B  , C , D  & c . , ó ya minúsculas, como a,bf 
c , d &c.

, e s c o l i o .  ̂ Francisco Vieta , inventor de esta lo­
gística , usó de las mayúsculas; pero Cartesio, y 
comunmente los modernos, se sirven de las minús­
culas , y  con ellas se expresa qualquiera especie de 
cantidad , ya sea continua o ya discreta , llamando 
poi esto á las letras números indeterminados: de 
suerte que por ellas se entiende algún número, li­
nea , superficie o sólido , pues qualquier número 
puede expresarse por las letras ¿í, b , c , ó por qual’ 
quiera otra del alfabeto.

Paia evitar muchas voces se sirven los Matemáti­
cos de varios signos, con los quales expresan la suma 
°  agregado , la diferencia ó residuo, el producto,el 
quociente , la igualdad, desigualdad , semejanza, 
proporcion , potencia y  raiz de la cantidad , que se 
enseñaián en su propio lugar, explicando por ahora 
los mas comunes, que son los siguientes.

h i p o t í i s i  i i .  ̂Este signo 4- quiere decir mas: es 
piopio de la adición , y  sirve para expresar el agre­
gado ó suma de dos cantidades.



exemplo. 4 2 , se lee quatro mas d o s , indi­
cando la suma de ambos números, que es 6 ;  a -t- b, 
se lee a mas b , y  es la suma de a con b.

h i p ó t e s i  i i i .  Este signo — , quiere decir menos: 
es propio de la substracción ó resta ; y  puesto entre 
dos números indica que el siguiente está restado del 
precedente , y  lo mismo si está entre qualesqmera 
otras dos cantidades.

e x e m p l o .  6 — 2 , se lee seis menos dos , expre­
sando la diferencia entre dichos números, esto es, 
que 2 está restado de 6 ; a — b , se lee a menos b , y  
quiere decir que b está restado de a.

h i p ó t e s i  i Y .  Este signo x quiere decir multipli­
cado : y  así 6 x  3 , se lee seis multiplicado por tres, 
y sirve para indicar el producto 18 ; a x  b , quiere 
decir a multiplicado por b ; este producto se expre­
sa mejor así a b , juntando simplemente las letras. 
También abe quiere decir a x b  x c , esto es , a mul­
tiplicado por b , y  el producto por £•.

h i p ó t e s i  v. E l signo de la partición se hace po­
niendo sobre una linea el dividendo, y  debaxo el 
divisor ; y  así para expresar el quociente de 9 par­

tido por 3 , se pone -f-, que quiere decir 9 partido

por 3 : si a se divide por b , será el quociente -j.  ̂
h i p ó t e s i  v i .  E l signo de igualdad e s = z ,y  quie­

re decir igual: y  así 6 —  6 , se lee seis igual seis: 
a —  b , se lee a igual b ; a —  4 ,  se lee a igual 4.

h i p ó t e s i  vil. Este signo >  quiere decir mayor, 
y así 6 >  3 , se lee seis mayor que tres: a >  b , se 
lee a mayor que b.

h i p ó t e s i  v i i i .  Este signo -< quiere decir menor, 
y  así 3 <  6 ,  se lee tres menor que seis \ a < b  se lee 
a menor que b.

d e f i n i c i ó n  i. La cantidad es en dos maneras, 
positiva y  negativa : cantidad positiva es aquella á
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quien precede el signo de 4 - ,  ó  bien aquella que no 
está afecta á signo alguno , como a , ó  bien a. 
Llámase también cantidad afirmativa, ó  mayor que 
nada.

d e f i n i c i ó n  11. Cantidad negativa, privativa ó 

defectiva es aquella á quien precede el signo de me­
nos , como — a ? y  es menor que nada.

e s c o l i o . Las cantidades negativas no son verda­
deras , sino falsas; pues siendo menores que nada, 
repugna su real existencia: con todo se expresa bien 
por ellas el defecto de las positivas; y  así supues­
to que al número 6 le falten dos unidades , será bien 
expresado el defecto por 6 — 2; y  en este sentido 
se suman , restan , multiplican y  parten, ya sea con 
otras positivas, ó  bien con otras negativas.

Para hacer concepto de estas cantidades falsas, 
supóngase que Juan no tiene caudal alguno : se dirá 
bien que su caudal es nada; y  si no teniendo cosa 
alguna , debiere quatro reales, se dirá que su cau­
dal es menor que nada , y  se expresará por — 4; pero 
si debiendo 4 , adquiriese 7 , se expresaría su caudal 
por 7 — 4 =  3 ; porque satisfecha la deuda le que­
darían tres reales.

c o r o l a r i o  1. Si dos cantidades son iguales , y 
la una es positiva, y  la otra negativa , la suma será 
igual á cero ; porque siendo tanto mayor que nada 
la una, quanto menor la otra , se destruyen entera­
mente ; y  así 4 — 4 — 0 ,8  — 8 =  0.

c o r o l a r i o  11. Si dos cantidades son desiguales, 
y  la una es positiva, y  la otra negativa, la menor 
destruye quanto puede á la mayor; y  así 5 — 2 r :  3, 
porque 2 — 2 =  o. También - 5 —■ 7 — — 2 , porque 
5 - 5  =  0.

d e f i n i c i ó n  n i .  Coeficiente es el número que 
precede á la letra, y  la multiplica, como en la can­
tidad 3 a , que el coeficiente es 3 , y  quiere decir
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que a está multiplicada por 3, ó sumada tres veces; 
y así 3 a zz a +  a -+■ a. También 2 ab  “  ab  -h ab,  
ó bien l a b z r . ' i x a x b  — a x b a x b.

d e f i n i c i ó n  iv. Exponente es el número que si­
gue á la letra, y  sirve para evitar su repetición; y 
así a2 — cta ~  a x a-, a2 b — aab zz a x  a x b .

e s c o l i o  1 . Un coeficiente sirve para todas las le­
tras que siguen ; pero el exponente solo se refiere á 
la letra que antecede ; y  así en la cantidad 2 a3 bz, 
el coeficiente es 2 , y  sirve para todas las letras, in­
dicando que a3 b2 está multiplicado por 2 ; pero el 
exponente 3 solo sirve para la letra a , como tam­
bién el exponente 2 para la letra b \ y  así querien­
do expresar dicha cantidad 2 a3 b2 sin coeficientes 
ni exponentes, se escribiría a a ab  b -t- a a ab b.

e s c o l i o  11. Quando no hay coeficiente en las le­
tras , se entiende que tienen la unidad •; y  así a es lo 
mismo que 1 a. También quando las letras no tienen 
exponente, se les considera siempre la unidad ; y  así 
a es lo mismo que a1, y  también a b e , que a1 b1 c1.

d e f i n i c i ó n  v. Caracteres semejantes son los que 
tienen unas mismas letras y  exponentes, aunque los 
signos y  coeficientes sean diversos , como 3 +
5 a b — 3 a b. Quando las letras ó exponentes no son 
unos mismos, los caracteres son diferentes, como
a , az b , a b 2.

e s c o l i o . No es del caso que las letras esten de 
qualquier modo ordenadas , por ser lo mismo abed  
que c d b a ; pero conviene disponerlas según el or­
den del alfabeto, á fin de reconocer prontamente la 
semejanza ó desemejanza de los caracteres.

d e f i n i c i ó n  vi. Cantidad complexá es la que se 
compone de dos ó mas cantidades unidas ó ligadas 
con algún signo intermedio, ya sea de -+- ó de —, 
como a — b , a -t- b — c h. Incomplexa es la que no 
está ligada ó unida á otra , como a b , — a b e  \ de
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suerte que el complexo se compone de dos ó mas in­
complexos. Quando consta de dos, se llama bino­
mio : si de tres, trinomio &c. : si son muchos, se 
dice polinomio.

e s c o l i o . El primer término de qualquier com­
plexo ordinariamente es positivo, y  así se omite el 
signo de + .

c o r o l a r i o . Si dos cantidades son positivas ó ne­
gativas , se aumentan en su propia clase, esto es,
S +  3 =  8 »y  -  6 “  2 =  - 8-

e s c o l i o . En las cantidades literales se han de
observar cuidadosamente quatro cosas, que son sig­
no , coeficiente , letra y  exponente.

PROPOSICION  I .  P R O B L E M A .

Reducir un complexó de caracteres semejantes 
á la menor expresión.

r e s o l u c i ó n .  Lo primero: si los términos incom­
plexos semejantes tienen un mismo signo , se suma­
rán los coeficientes, y  á la suma se pondrá su pro­
pio signo , ya sea de +  , ó ya de —. Por exemplo: 
si se han de reducir los términos del complexó 2 a 
-*~ Zbc-+ -6 a->r-¿\bc,SQ. sumarán los coeficientes 
de los semejantes, y  se tendrá la reducción 8 a 
-t- 7 b c.

Lo segundo: si los caracteres semejantes tienen 
diversos signos , se restarán los coeficientes , y  á la 
diferencia se pondrá el signo del término mayor.

e x e m p l o .  Habiendo de reducir el complexó 6 z 
-+- x  — 2 2: — 4 x , réstese 2 z de 6 z , y se tendrá 4 z: 
réstese asimismo x  de 4 x ; y  porque el coeficiente 
mayor es negativo , se tendrá — 3 x  : luego el com­
plexó reducido será 42  — 3 x.

Lo tercero: si los caracteres son iguales, seme-
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jantes, y  de signos contrarios, se destruyen entera­
mente , y  se reducen á nada; y  así este complexo 
5 2 +  x  — 6 x , será reducido x  , porque 6 2  — 6 2
— o , y  solo queda x.

PR O PO SICIO N  II . T E O R E M A .

En la adición las cantidades conservan sus pro­
pios signos, esto e s , las positivas se quedan positi­
vas , y  las negativas negativas.

D E M O ST R A C IO N . Si ’J EX .

_  4 c :  3 se añaden á 9, Si con . . .  9 ~  9 
serán 12 ; pero si á 9 se Se suman 7 — 4 rz 3
añaden 7 , se tendrán 16, S grá........."  6
siendo menester quitar
4 para tener la suma 12: luego el positivo 7 se 
queda positivo, y  el negativo 4 negativo; y  por 
consiguiente en la adición las cantidades conser­
van sus propios signos.

PROPOSICION  III . P R O B L E M A .

Sumar quales quiera cantidades ya esten afectas con 
un mismo signo , ó ya con diverso.

r e s o l u c i ó n . Lo primero : pónganse las cantida­
des sucesivamente en una linea con sus propios sig­
nos , y  se tendrá de todas un complexo. Lo segundo: 
redúzcanse á la menor expresión , si fuere necesario, 
ó tuvieren caracteres semejantes.

EX EM PLO .

Sumar......................3 ¿í h- 4 — 5 c +  rf +  ^ -  b
Con...........................2 a — b — 3 c — 5 d — g — b

Suma 3a+ 4 b— 5 c+d-+-g—b+ 2 a—b— 3£■— 5 d—g —b 
Suma reducida . . . .  $ a +  3 b — 8 c  — 4 d — i b
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PR O PO SICIO N  IV . T E O R E M A .

En la substracción las cantidades que se restan 
mudan los signos en sus contrarios, esto es , las po­
sitivas se hacen negativas, y  las negativas positivas.

D E M O ST R A C IO N . Si 7 , Ex<
- 4 =  3 se restan de Si d e ............. ; _ _
9 , sera la diferen- Se restan......... _  _
cía o ; pero si de 9 se _ . -------- ------------
restan 7 , la diferencia Diferencia 9 — 7 4 - 4  — 6 
es 1 , y  es menester añadir 4 para tener la diferen­
cia 6 : luego el positivo 7 se hace negativo , y  el ne­
gativo 4 positivo ; y  por consiguiente en la subs­
tracción las cantidades que se restan mudan los sig­
nos en sus contrarios, como se ve en el exemplo.

PR O PO SICIO N  V .  P R O B L E M A .

Restar qiiaJesquiera cantidades ya esten afectas con 
un mismo signo, ó ya con diverso.

r e s o l u c i ó n .  Lo prim ero: escríbanse todas las 
cantidades sucesivamente en una linea , mudando 
los signos á las que se han de restar.

Lo segundo : hágase la reducción de los caracte­
res , si los hubiere semejantes, y  se tendrá la dife­
rencia.

E X E M PL O .
D e ............................................................  5 a -h 3 í> —  8 c —  4 d -t- b —  g  —  f
Restar .....................................................  l a - t - i b  —  -¡c —  5 i  —  /

Diferencia 5 a  -t- 3 6 —  8 c —  4 i  -t- ¿ —  g —  f —  20 —  z b - i - z c - \ r s d - \ - f  
Diferencia reducida ...............................................  3 0 -1-6  —  5 c - t-d  —  g  i

Escritos los dos complexos sucesivamente , y  mu­
dados los signos del restador , se tendrá la diferen­
cia , que reducida á la menor expresión (por la pro­
pos. 1 ) , será % a-\~ b — $c +  d — g +  b.
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PR O PO SICIO N  V I . T E O R E M A .

En la multiplicación y  partición los signos seme­
jantes dan mas, y  los contrarios dan menos, esto es, 
inas multiplicado ó partido por mas, da mas : me­
nos multiplicado ó partido por menos , da m as; pe­
ro mas multiplicado ó partido por menos, y  tam­
bién menos multiplicado ó partido por mas , da me­
nos en el producto ó quociente.

d e m o s t r a c i ó n . Lo primero: es evidente que mas 
multiplicado ó partido por mas, da en el producto 
ó quociente mas.

Lo segundo digo ,  que mas multi- e x . i . 

plicado por menos, da en el produc- 7 — 2 cr 5 
to menos ; porque si 7 — 2 z  5 se 3 — 3
multiplica por 3 , el producto será 2I _  g = I S 
15; pero si todo el 7 se multiplica 
por 3 , el producto 21 es mayor que lo justo , sien­
do preciso por lo mismo quitar las seis unidades de 
exceso , que son el producto de — 2 por -f- 3 , para 
tener 21 — 6 = 1 5 :  luego el producto del menos 
por mas, ó bien el mas por menos , es negativo , co­
mo se ve en el exemplo 1.

c o r o l a r i o  1. Si +  3 multiplicado por — 2 da el 
producto negativo — 6 , es evidente que — 6 partido 
por — 2 dará el quociente positivo +  3.

Lo tercero digo , que menos e x .  i i .

multiplicado por menos, da mas; 6 — 2 =  4
porque siendo 6 — 2 ~ 4 ,  y  5 5 — 3 — 2
— 3 zr 2 , si se multiplican estas _  l8 +  ¿ 
dos cantidades, el producto de- ^Q _  IO 
be ser 8 ; pero 6 -  2 multipli- 3 6 _  3
cado por 5 es 30 — 10 zr 20 ; y  ó 
también 6 multiplicado por — 3 es — 18 , teniéndo­
se 20 — 18 =  2 : luego para tener 8 es necesario
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añadir 6 , que es el producto de — 3 por — 2 ; y  por 
consiguiente menos multiplicado por menos , da en 
el producto mas, como se ve en el exemplo 11.

c o r o l a r i o  11 . Si — 2  multiplicado por — 3  , da 
en el producto +  6 : partiendo 4 -  6  por — 3  , será 
el quociente — 2 .

PR O PO SICIO N  vil. PR O B L E M A .

Multiplicar qucilesquiera cantidades ya tengan 
un mismo signo , ó ya diverso.

r e s o l u c i ó n . Lo primero: si los caracteres tie­
nen un mismo signo, se pondrá el de -t- en el produc­
to ; y  si lo tienen contrario , el de —.

Lo segundo : multipliqúense los coeficientes , y 
escríbase el producto.

Lo tercero : júntense todas las letras con sus ex­
ponentes ; y  si hubiere algunas semejantes, basta es­
cribir una vez la letra, y  sumar sus exponentes. Todo 
se halla practicado en los quatro exemplos siguientes.

EX . 1. EX . II .

M ultiplicar. Multiplicar . .
P o r .................. . . .  b2

Producto. . . Producto . . . .

E X . III. E X . IV .

M ultiplicar. — 6 x p Multiplicar . . —6 a2b3
Por . . . . . . . 8 z m P o r ................. —8 a 3 b

Producto . . —48 xpzm Producto. . . .

e s c o l i o . En las cantidades complexás se obser­
va lo mismo : solo que cada uno de los incomplexos 
del multiplicador se ha de multiplicar por todos los



incomplexos del multiplicando ; y  sumando despues 
los productos parciales, se tendrá el total, que se 
reducirá á la menor expresión si fuere necesario, 
como se ve en los tres exemplos siguientes.

E X E M PL O  V .
Cl b Multiplicando.

Cl b Multiplicador.
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ab  4- b2 
a2 +  a b
Cl2 & b 4 “ Cl b 4 "  b2 Producto.

Ü2 4 "  2  U b 4 *  b2 Producto reducido.)

E X E M PL O  V I . 

í12 +  2 U b b2 Multiplicando.

Cl 4 -  b Multiplicador.

a2 b 4- 2 a b2 4- ¿>3 
a3 4- 2 a2 b 4- a b2
O? 2  £ÍS b -\- ab2 a2 b 1 ab2 bZ Producto.

( f i  4 “ 3  b  4 "  3 & b 2 4 -  b *  Producto reducido.

E X E M PL O  V II .

Cl2 4 ~  Cl b 4 "  b2 Multiplicando.

Cl —  b Multiplicador.

— a2 b — a b2 — P  
a1 4-  a2 b 4- a b2

Cl? 4-  Cl2 b 4 “ Cí b2 — a 2 b  —  Cl b 2 —  b^  Producto.
C i Producto reducido.

P R O P O S IC IO N  V I I I .  P R O B L E M A .

Partir cualesquiera cantidades ya tengan un mismo 
signo , ó ya contrario.

r e s o l u c i ó n .  Lo primero: si los signos son seme-



jantes , se pondrá el de ■+• en el quociente ; y  si son
contrarios, el de —.

Lo segundo : pártase el coeficiente del dividendo 
por el del divisor, y  el quociente escríbase en su
propio lugar.

Lo tercero : quítense del dividendo todas las le­
tras semejantes del divisor , o bien de los exponen­
tes del dividendo réstense los exponentes de las le­
tras semejantes del divisor, y  escríbase en el quo­
ciente cada letra con la diferencia de los exponen­
tes ; pero si esta diferencia fuere cero , se omitirá
escribir la letra.

En los cinco exemplos siguientes se manifiesta lo 
dicho respecto de las cantidades incomplexás , ob­
servándose al mismo tiempo las reglas dadas en la 
Aritmética vulgar, y  advirtiendo que el producto 
del quociente por el divisor se pone con signo con­
trario debaxo del dividendo para tener la resta.

LIB R O  SEQUMDO

e x . i .
Dividendo 6  Clb |2  Ü Divisor.

—  G a b  3 Quociente.

E X . I I .
Dividendo U  |U Divisor.

—  Ü  I  Quociente. 

O

E X . I I I .

a x \— x
— a x — a

E X . IV .

— ioa2 b2 ha
l oa 2, b2, — s ab'1

E X . V .

-3 a,b2 j— 2ab2 
-Rab1 4

e s c o l i o . Si en la partición de los coeficientes el 
quociente no fuere número entero, ó si algún ex­
ponente del divisor no pudiere restarse del ex- 
ponente de la letra semejante del dividendo, ó 
bien si hubiere alguna letra en el divisor que no 
se halle en el dividendo, en qualquiera de estos



tres casos se expresa el quociente por una fracción, 
esto es, poniendo sobre una linea el dividendo , y  
debaxo el divisor, conforme se ve en los tres 
exemplos siguientes.

EX. v i i i .  
a  | a b

a
Quociente ____

a b

e s c o l i o  11. Quando el dividendo y  divisor son 
complexos, y  todas las letras del divisor se hallan 
en el dividendo , pudiéndose restar el exponente de 
cada letra del divisor del exponente de la letra se­
mejante del dividendo , se hará la división como en 
la Aritmética vulgar, observando las reglas dadas 
de los signos, coeficientes, letras y  exponentes.

EX. IX.

Dividendo O2, +  2 a  b  b 2
—  a? —  a  b . 

o  a  b  b 2 
—  a  b  —  b* 

o

e x . x .

Divid. a 3 +  3 a 2 b  4- 3 a  b 2 -i~ b z 

—  a? —  a 2 b .

o  2 a 2 b  ■+■ 3 a b 2 
—  2 a 2 b  —  2 a  b 2 

o  a  b 2 -H P

—  a  b 2 —
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j a -4 -  b divis.

a -\~r2 a b “\~b2 quoe.

| O, - f -  b divisor. 

a - j -  b quociente.

EX . V I. 1 EX . V II.

2 a2 I3 a 1 4 a2 b \ —i a b 2

2 a2 g Aa2b
Quociente --------------- g Q uociente---------------------

3 a \ —  2 ab2

tom. i.
o

D
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EX . X I.
Dividendo t f4  —  j a  -+- £  divisor.____________

_  fl4 _  ¿3 Jj a 3 — a 2 b - \-  a b *  —  b 1 quociente.

o — a3 b -- b+
+  a%b H- a2 b2

o a2b2- b4
— a°1 b%— a b3

o — a b3 - b +
x & ¿3 +  £4

o

Para evitar la molestia de tan penosa operacion, 
se indican estos quocientes por la figura de una 
fracción , poniendo sobre una linea el dividendo , y 
debaxo el divisor , que es lo que freqüentemente se
usa en el Álgebra.

e s c o l i o  m. El examen de estas quatro reglas 
se executa como en la Aritmética vulgar.

CAPÍTULO II.

De las fracciones literales.

PROPOSICION I. PR O BLEM A .

Reducir las fracciones literales á la menor 
expresión.

o p e r a c i ó n . \  )uando en todos los incomplexos del 
^  numerador y  denominador se halla 

común medida, se reduce el quebrado partiendo 
por ella así el numerador como el denominador.

Esta mayor común medida se halla fácilmente, 
reconociendo en todos los términos de la fracción 
qual es la mayor magnitud que se halla en cada



uno; y  partiendo por ella así el numerador como 
el denominador, según se ha dicho , se tendrá el 
quebrado reducido.

2  2

En la fracción <lL  la mayor Ex’ x*
00 a2 b2 a b2 

común medida es a , pues se ---------  ---------  reducido.

halla en el numerador y  de- a 6 0
nominador : luego partiendo uno y  otro por e lla , se

tendrá el quebrado reducido aJ_.
G

Se ha de reducir el que- e x . ix .

brado . La mayor 2 a3 b2 c i b  c
3 a b d _ 3 / ~T "T” reducido.

común medida que se ha- 3 3 a
lia en el numerador y denominador es a? b ; luego 
partiendo ambos por e lla , se tendrá el quebrado 
reducido y f .

En la fracción e x . i i i .

•f.l t l ' -  la ma-  ab3c*-h$b2c ab2c +  $b
7b c f + b \ *  ^  ¿  c  f  +  b* C* 7 f ^ - ^ C 2
yor común me- ‘ J 1 J ^  0
dida es b c ; y  así partiendo por esta numerador y

2

denominador, será el quebrado reducido -  c + sb

D E  L A  A R IT M É T IC A .  g j

Se h a  d e  r e d u c ir  e l q u e b ra d o  *— ; la  m a y o r  co m ú n  

m edida es ¿z; p a rtien d o  pues a b p o r a , e l q u o cien te  
es b ; y  p a rtie n d o  a p o r a , e l q u o c ie n te  es i  ; lu e g o  
el q u eb ra d o  re d u cid o  será  X .

PROPOSICION II. PR O B LEM A .

Reducir los quebrados literales á un común 
denominador.

o p e r a c io n .  L o  p r im e r o : m u ltip liq ú en se  e n tre  sí
D 2



los d e n o m in a d o re s , y  se ten d rá  e l co m ú n  den om i­

n ad o r.
L o  s e g u n d o : m u ltip liq ú ese  e l n u m erad o r d el 

uno p or todos los d en om inad ores de los o t r o s , y  se 
te n d rá  e l n u evo  n u m erad o r ; y  e x e cu ta n d o  lo  m is­
m o co n  los d e m á s , se ten d rá  la  re d u cc ió n .

Habiendo de re- e x .
d u c i r  los quebrados 2 a6 x  , 5 c% b a2 x  , b c2 a 3 d

S  c c d  , . 2 U S c C d
~ , —  y  t  ; m u lti-  -—  , — -  , —j -  
b c ’ a3 ax b e  a 3 a2 x
plicados los deno- Ct'* b c X  común denom.

minadores entre sí, 2 a6 x  5 c2 b a2 x b c2 a3 d 
se tendrá b c x  j — , ’ ~ ^ b 7 i
por común deno­
minador: para hallar el numerador del primero 
multipliqúese 2 a por a 3 , y  el producto por a2 x, 
y  se tendrá 2 a6 x  por numerador; para el segundo 
multipliqúese 5 c por b c , y  el producto por a2 x, 
y  se tendrá 5 c2 b a* x\  para el tercero multipliqúe­
se c d por b c , y  el producto por ci3, y  se tendía 
b c2 a3 d\ luego los quebrados reducidos, serán co-

6 2 2 23
,   ̂ 2 a x  5 c b a x  be a d

mo en el exemplo, - —  , — —  ■> — •
a b c x  ü b c x  u b c x  

PROPOSICION III. PR O BLEM A .

Sumar quebrados literales.

o p e r a c i o n . Redúzcanse a un común denomina­
dor , si le tuvieren diverso ; súmense los numerado­
res , y  póngase á la suma el común denominador.

Habiendo de sumar los que- e x .

brados a-  ,-d, reducidos á un co- ad ■> hc Í£
mun denominador por la propo- bd bd

sicion antecedente , serán ^ 7 1 ^  ad+bc^
súmense los numeradores , y  se bd
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tendrá a d  +  b c ; y  puesto debaxo el común deno­
minador b d , será la suma que se pide,como se 
ve en el exemplo,

P R O P O S IC IO N  IV . P R O B L E M A ,

Restar quebrados literales.

o p e r a c i o n . Redúzcanse á  un común denominador, 
si le tuvieren diverso ; y  restando los numeradores’ 
póngase á  la diferencia el común denominador.

Sean los quebrados L; redu-
b d E X *

cidos á un común denominador a d  b c a d  b e  
( prop. i i ) ,  s e r á n r é s t e n s e  c 
los numeradores, y  se tendrá T" ’ ~r , , 
a d  — b c , y  puesto debaxo el ¿ ^ _ 
común denominador b d , será b d

la diferencia que se pide , y  se ve en el exemplo.

PROPOSICION V . PR O B LEM A .

Multiplicar quebrados literales.

o p e r a c i o n . Multipliqúense entre sí los numera­
dores , y  se tendrá el numerador del producto: mul­
tipliqúense despues los denominadores, y  se tendrá 
el denominador del producto.

Habiendo de multiplicar el quebrado Ex* i* 
t  por l , el producto de los numerado- ^ £ d£_
res es a c , y  el de los denominadores es °  ̂ ^d 
b d ; luego í j  es el producto que se pide, como en el 
exemplo i.

Habiendo de multiplicar el complexo ab+ac por el 
incomplexo 5 , se multiplicará ab-v- ac  por x  , y  se 
tendrá a b x + a c  x  por numerador; y multiplicando
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b C +  d e pol’ 2 , se te n d rá  e x . i i.
b c z  -+- d e z ; lu e g o  e l p ro- a b + a c x   ̂ a h x + a c x  
d u c to  de los dos q u e b ra -  bc-\-de') z b cz-\-dez
dos será l ' l Z rr* , como en el exemplo n.

Si algún quebrado se ha de multiplicar por un en­
tero ; se pondrá á este la unidad por denominador, 
como se ha enseñado.

Se ha de multiplicar a por b : po- e x .  ni.b j ~L% si ^
niendo la unidad debaxo del entero _ _ ? —- — a
b ,  se t e n d r á l u e g o  multipli- b  i  b
cando los numeradores entre s í , y  también los de­
nominadores , será el producto aJ , que reducido es

lo mismo que a , como en el exemplo m.
c o r o l a r i o . De aquí se sigue , que para multi­

plicar un quebrado por un entero igual al denomi­
nador , basta borrar este, ó escribir solamente el 
numerador por producto.

P R O P O S IC IO N  V I .  P R O B L E M A .

Partir quebrados literales.

o p e r a c i ó n . Lo primero : multipliqúese el nume­
rador del dividendo por el denominador del divisor, 
y  se tendrá el numerador del quociente.

Lo segundo : multipliqúese el numerador del di­
visor por el denominador del dividendo , y  el pro­
ducto será el denominador del quociente.

Se ha de partir el que-
, i • JlA* 1«

¿7+ fe Por m u t̂l_ a b + a c  m abn-^-acn 
p lic a n d o  a b + a c p o r «, j ^ ~ e ’  n ’  bcm+deni 
se ten d rá  a b n a c n \ y
m u ltip lica n d o  ta m b ié n  b c +  d e p or m  , se ten d rá  
b c m 4- d e  m ;  lu e g o  e l q u o cien te  q u e se b u sca  
será ^bn + acn  ̂ co m o  en e l ex em p lo  i.

h cm -i iem
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Si se ha de partir el quebrado j  por el EX- n*
entero b , póngase á este la unidad por 
denominador ; y obrando luego confor- b x b1 
me se ha enseñado, será el quociente que se pi­

de como en el exemplo n.
Si se ha de partir el quebrado 4 EX- nI*r 1 * a a a __i

por el entero a , poniendo á este la —, -  —̂ ^  
unidad por denominador , y  hacien- x 
do la misma operacion que en los exemplos antece­
dentes , se tendrá el quociente ~ , que reducido á la
menor expresión es lo mismo que \ , como en el 
exemplo 1x1.

c o r o l a r i o . De aquí se sigue , que habiendo 
de partir un quebrado por un entero igual al 
numerador, basta borrar este, y  poner en su lu­
gar la unidad.

PROPOSICION V II . PR O B LEM A .

Hallar las partes de un quebrado literal.

r e s o l u c i ó n . Multipliqúese el quebrado literal 
por el numérico que expresa las partes que se pi­
den , y  el producto será el valor de lo que se busca.

e x e m p l o . Pídense los -7- del quebrado c + d : mul­
tipliqúese este quebrado por j  , y  se tendrá
por el valor que se busca de los 7*

Sabiendo hallar las partes que se piden de una 
fracción , será fácil sumar , restar , multiplicar 6¿c. 
las partes de un quebrado por otras del mismo, ó 
de otro quebrado.
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D E  L A  R A Z O N  Y  P R O P O R C IO N .

- E n  este libro, que es el quinto de Euclides , se 
trata de la razón y  proporcion en común , cuya 
doctrina conviene á toda especie de cantidad, ya 
sea discreta , ó ya continua , esto es , para los 
números , lineas , superficies y  sólidos, siendo 
llave universal para entrar en el conocimiento de 
quantas partes componen la Matemática. Sus pro­
posiciones guardan el orden de Euclides , para que 
puedan citarse quando convenga : omítense las me­
nos principales, y  solo se dan las de mas utilidad, 
las que se demostrarán por letras, y  se explica­
rán por números para facilitar su comprehension.

d e f i n i c i ó n  i. Multíplice es el todo respecto á 
su parte aliquota.

e x e m p l o . 6 es multíplice de 2, porque 2 x 3  —  6. 
También b p es multíplice de p , porque b x p  —  bp.

Submultíplice es la parte aliquota respecto á su 
todo.

e x e m p l o . 2 es submultíplice de 6; p es submul­
típlice de b p.

d e f i n i c i ó n  11. Equimultíplices son los todos que 
incluyen igual número de veces á sus partes aliquotas.

exemplo. 15 y  12 son equimultíplices de 5 y  4, 
porque tantas veces incluye el 15 al 5 , como el 12 
al 4 ; por la misma razón a b ,a  c son equimultípli­
ces de las partes b y  c.

c o r o l a r i o . De aquí se sigue , que los equimul­
típlices partidos por sus partes aliquotas, dan los

quocientes iguales; porque ~  — 3 , y  -y-rz^.Tam’-
, . ab ac
bien  ̂  ̂y  q ct»



d e f i n i c i ó n  ni. Razón es la relación , respecto ó  

habitud que tiene una cantidad á otra de su misma 
especie : prodúcese de la comparación de dos can -. 
tidades homogéneas, como de la que se hace entre 
dos números , dos lineas , dos superficies &c. Estas 
cantidades se llaman términos de la razón : el que 
se compara se dice antecedente , y  aquel á quien se 
compara conseqüente.

e x e m p l o . Si se compara 4 á 3 , será 4 el ante­
cedente , y  3 el conseqüente: si a se compara con 
b , será a el antecedente , y b el conseqüente.

e s c o l i o . La comparación se puede hacer en 
quanto el antecedente excede al conseqüente , 6 es­
te al antecedente; en cuyo caso la razón se llama 
aritmética, y  se expresa por la substracción , res­
tando la cantidad menor de la mayor. Por exem­
plo : si se compara 8 con 3 en quanto el 8 excede 
en 5 al 3 , esta razón se llama aritmética, y  se ex­
presa por la substracción , restando el conseqüente 
3 del antecedente 8 , de este modo 8 — 3. También 
la razón aritmética entré a y  b se expresa a — b.

Si la comparación se hace en quanto el antece­
dente contiene ó está contenido en el conseqüen­
te , la razón se llama geométrica , de la qual se tra­
tará por ahora, y  se expresa bien por la división 
del antecedente por el conseqüente en forma de 
quebrado. Por exemplo : si se compara 6 á 2 en 
quanto el 6 contiene tres veces al 2, se expresa bien 
partiendo el antecedente 6 por el conseqüente 2, de

este modo — ; ó también 6 :2 . La razón geomé­

trica entre a y  b se expresa por -7- , ó bien a : b.
d e f i n i c i ó n  iv. Divídese la razón en racional é 

irracional: la racional es la que puede expresarse 
por números racionales, como la de 4: 3 ; y la ir­
racional la que no puede expresarse por números.
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d e f i n i c i ó n  v .  Exponente de la razón es el quo­
ciente que resulta dividiendo el antecedente por el 
conseqíiente. Por exemplo: si en la razón de 6: 2 
se divide el antecedente 6 por el conseqíiente 2 , el 
quociente 3 es el exponente, pues declara el núme­
ro de veces que el 6 contiene al 2 , ó bien la razón

en que está 6 á 2 , y  se escribe -f. En la razón 2: 6

el quociente -f- es el exponente que declara que el
2 contiene la tercera parte de 6 , ó que se contiene 
tres veces en el 6 , y  se llama denominador de la 
razón.

c o r o l a r i o . Siendo el antecedente dividendo , el 
conseqíiente divisor, y  el exponente quociente, será 
el producto del exponente por el conseqíiente igual 
al antecedente; porque el producto del quociente 
por el divisor es igual al dividendo.

e x e m p l o . En la razón de 6: 2 el exponente es 3; 
luego 3 x 2 rr 6 ; en la razón de a : b el exponente

es -y ; luego ~- y. b — a. También suponiendo que

el exponente de la razón de a : b es p , será a ~ b p .
d e f i n i c i ó n  vi. Razón de igualdad se dice quan­

do el antecedente es igual al conseqíiente, como la 
razón de 6 : 6. Quando los términos son desiguales, 
se llama razón de desigualdad. Si el antecedente es 
mayor que el conseqíiente , se dice razón de mayor 
desigualdad , como la de 4 : 3. Si el antecedente es 
menor que el conseqíiente , se dice razón de menor 
desigualdad , como la de 3 : 4.

e s c o l i o . La razón tiene once especies, una de 
igualdad , cinco de mayor desigualdad , y  cinco de 
menor desigualdad.

Las de mayor desigualdad son superparticular, 
superparciente, multíplice, multíplice superparticu­
lar , y  multíplice superparciente.
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Las de menor desigualdad son subsuperparticu- 
lar , subsuperparciente , submultíplice , submultí- 
plice superparticular, y  submultíplice superparcien- 
te ; cuya explicación de voces solo sirve para en­
tender á los Autores que tratan de e lla , y  se omite 
por ahora para no confundir al principiante.

d e f i n i c i ó n  vn. Razones iguales, semejantes ó  
unas mismas son las que tienen los exponentes igua­
les ; y  si los exponentes son iguales, lo serán tam­
bién las razones.

e x e m p lo .  La razón de 8 : 4 es igual á la de 6 : 3, 
por ser 2 el exponente de una y  otra. También la 
razón de a : b será igual á la de c : d , si á ambas se 
les supone un mismo exponente p.

d e f i n i c i ó n  v i i i . Razones desiguales , deseme­
jantes ó diversas son las que tienen los exponentes 
desiguales.

e x e m p l o . La razón de 12  : 4  es desigual á  la de 
6 : 3 ;  porque el exponente de la primera es 3 , y  el 
de la segunda es 2 .

c o r o l a r i o  1. Entre dos magnitudes desiguales 
la razón que la mayor tiene á  la menor , es distinta 
de la que la menor tiene á la mayor.

e x e m p l o . La razón de 4 : 3 n o  es la misma q u e  

la de 3 : 4 ; porque el exponente de la primera es f , 
y el de la segunda es {.

c o r o l a r i o  11. De las razones desiguales la que 
tiene mayor exponente es la mayor ; y así la razón 
de~i2~: 4  es mayor que la de 6 : 3 ; porque el expo­
nente de la primera es 3 , y  el de la segunda es 2. • 

e s c o l i o . Quando se comparan dos razones des­
iguales , se pone entre ellas el signo de >  ó < ;  y  así 
para expresar que la razón de 12 : 4  es mayor que 
la de 6 : 3 , se escribe 12 : 4  >  6 : 3 ; y  para expre­
sar que la de 6 : 3 es menor que la de 12 : 4 , se es­
cribe 6 : 3 <  ia  : 4 .
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d e f i n i c i ó n  ix . P ro p o rcio n  ó a n a lo g ía  es la  com ­
p a ra c ió n  d e  dos razo n es  ig u a le s .

e x e m p l o .  Si la razón de 8 : 4 se compara con la 
de ó : 3 , harán una proporcion que se figurará así 
8 : 4 :: 6 : 3 ; y  se lee 8 es á 4 , como 6 es á 3 : si la 
razón de a : b es igual á la de c : d , se formará la 
proporcion a: b :: c : d , y  se lee a es á b , como c 
es i d :  los términos ó magnitudes a , b , c , d , ó 
bien 8 , 4 , 6 , 3 , se dicen proporcionales.

d e f i n i c i ó n  x .  Divídese la  proporcion en conti­
nua y  discontinua. Proporcion continua es quando 
el conseqíiente de la primera razón sirve de antece­
dente en la segunda, como en la proporcion 8:4 
1 :4 :2 , ó también a:b::b:c.  También se expresa la 
proporcion continua de este modo :+: 8 , 4 , 2 ,  con 
e s ta  s e ñ a l . La no continua es quando el conse- 
qüente de la primera razón no es igual al antece­
dente de la segunda , como la proporcion 8:4:: 6:3.

En la proporcion continua 8 : 4 :: 4 : 2 , el térmi­
no 4 se llama medio geométrico, proporcional entre 
8 y  2.

d e f i n i c i ó n  xi. Si de dos ó  mas razones se mul­
tiplican los antecedentes y  consequentes , se tendrá 
una razón compuesta de todas las razones simples.

Si de las razones a : b , c : d , e : f  se e x .  

multiplican los antecedentes, se tendrá a : b 
el producto a c e ;  y  multiplicando los c : d 
conseqüentes, el producto será b d f , y  é if_ 
se dirá que la razón de a c e : b d f  es ace:b  d f  
compuesta de las tres razones dichas 
a : b , c : d , e : f

También si de las razones 8 : 5 , 3  : 7 se multipli­
can los antecedentes, y  asimismo los conseqüentes, 
se tendrán los productos 24 y 35 , y  se dirá que la 
razón de 24: 35 es compuesta de las razones 8 : 5 
7 3 :?•



d e f i n i c i ó n  xii. Razón duplicada es la compues­
ta de dos razones iguales: triplicada la de tres : qua- 
druplicada la dé qüatro &c.

e x e m p l o . Si de las razones iguales 3  : 2  ,  3  : 2  se 
liace la compuesta 9 : 4 ,  se dirá que 9 :4  tiene la 
razón duplicada de 3:2. Si de las tres razones igua­
les 3  : 2  , 3  : 2  , 3  : 2  se hace la compuesta 2 7 : 8 , se 
dirá que es triplicada de la de 3  : 2 .

e s c o l i o . Nótese que no es lo mismo razón dupla 
que duplicada ; porque la razón dupla es quando el 
antecedente contiene dos veces á su conseqüente; 
y  la duplicada es la compuesta de dos razones 
iguales.

Razón subduplicada es la que interviene dos ve­
ces para formar la duplicada , y  así la razón de 3:2 
es subduplicada de la de 9 : 4 ,  y  subtriplicada de 
la de 27 : 8.

d e f i n i c i ó n  xiii. Términos homólogos ó seme­
jantes en la proporcion son los antecedentes con los 
antecedentes, y  los conseqüentes con los conse- 
qüentes.

e x e m p lo .  En la proporcion á : b ::  c : d , los ante­
cedentes a y  c son términos homólogos , como tam­
bién los conseqüentes b j d :  asimismo en la propor­
cion 8 ¡4 ::ó: 3  los antecedentes 8 y 6 son términos 
homólogos , comó también los conseqüentes 4 y  3 .

e s c o l i o . Los términos así dispuestos forman la 
proporcion directa , esto es , a : b :: c : d , y  suelen 
variarse de distintas maneras, que llaman modos de 
argüir, siendo los principales alternando , invirtien- 
do , componiendo , dividiendo , convirtiendo , por 
razón de igualdad ordenada , y  por razón de igual­
dad perturbada.

d e f i n i c i ó n  xiv. Proporcion alterna ó permuta­
da es quando el antecedente se compara al antece­
dente , y  el conseqüente al conseqüente.
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e x . Sean d ire cta m e n te  p r o -- ) ........................a : b : : c : d ,

p o r c io n a le s ................. .............. i
serán a lte r n a n d o ..............................................a: c : : b : d .
También siendo directamen-'i o . . .  .
te proporcionales. . . . . . .  .)
serán a lte r n a n d o ........................................... 8 : 6  : :  4  - 3*

e s c o l i o . E ste  m odo de a rg ü ir  a lte rn a n d o  solo  
tien e lu g a r  en las can tid a d es  h om o gén eas.

d e f i n i c i ó n  xv. Proporcion inversa es quando el 
conseqüente se compara al antecedente en una y  
otra razón.
e x . Siendo d ire cta m e n te  p ro p o rcio n a les  a : b : : c :  d,
serán in v ir t ie n d o ............................................b : a : : d : c.
También siendo directamen-'i o.  „
te proporcionales................ i
serán  in v ir t ie n d o ............................................4  : 8 : :  3 : 6.

d e f i n i c i ó n  x v i .  P ro p o rcio n  co m p u esta  es q u an d o  
la  sum a d e l an teced en te  y co n seq ü en te  se c o m p a ra  al 
co n seq ü en te  en una y o tra  razó n .

e x . Siendo directamente-) . 7 . .  . »

proporcionales..................... J
serán  c o m p o n ie n d o ..................... a-\-b :b  : :  c d: d.
T a m b ié n  siendo p r o p o rc io -\  p .
nqlPlj r ..................0 • 4 • • 0 • 01lidien • » • • » • • • • » » • • • • • • '
serán  c o m p o n ie n d o .................... 8 4 : 4 : :  6  —f- 3 : 3-»
esto e s ............................................................... 12  : 1 4 : 9  : 3.

d e f in ic ió n  x v i i .  P ro p o rcio n  d iv id id a  es q uand o 
la  d iferen cia  en tre  a n te ce d e n te  y  co n seq ü en te  se 
co m p a ra  a l con seq üen te en una y  o tra  ra zó n . 

e x . Siendo d ire ctam e n te  i . , . .  . ,
• 1  ̂ • • • • • • • Cl • U • • C a Lt ^
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proporcionales..................... /
serán dividiendo..................... a — b : b :: c — d
También siendo proporcio-i . . . .  ¿
nales...................................... /
serán dividiendo..................... 8 — 4: 4 : :  6 — 3
esto e s ...................................................... 4 : 4 x 3

d.



escolio. Quando el antecedente se compara á la 
diferencia entre antecedente y  conseqüente , se lla­
ma la proporcion conversa; y  así siendo directa­
mente proporcionales.............................. a: b :: c:d,
serán convirtiendo.................... a : a — b :: c : c — d.
También siendo proporcio-i „ ,  
nales / ................8 : 4 ::  6 : 3*

serán convirtiendo.................... 3 : 8  — 4 : : 6: <5  — 3-
definicion xvin. Si algunas m ago ,

nitudes de una parte , co m o............ J ..........a ’ ’ c*
son proporcionales á otras tantas de-) , ,,
o tra ........................................................} ..........
ordenadamente , esto e s ...........................a : b :: d : c,
y  tam bién.................................................... b : c
se dirá que por razón de igualdad or-1
denada es la primera á la última e n ! _ . .  a • -f
la una parte , como la primera a la 1 ' a ' 0 ' '
última en la otra , esto e s ................J
También si las cantidades...........................8 , 4 , 3 ,
son ordenadamente proporcionales!
á l a s ...................................................... 24 , i 2 , 9,
esto e s .....................................................8 : 4 : : 24 : 12;
y  asimismo...................... ..................... 4 : 3 : : 1 2  : 9
se dirá que por razón de igualdad^ „ 
ordenada es.......................................... /“  • 3 • • 24 • 9*

definición xix. Si algunas cantidades de una
p a rte ................................................................... a , b  , c
son proporcionales á otras tantas dei , ~
o tra ........................................................f ........... ->e ■>!
desordenadamente ó perturbada-i __ , # r

. , f  • • Cl a (P • • 0 • / m,mente , esto e s .................................... / J ’
y  tam bién....................................................b : c : :  d: e
se dirá que por razón de igualdad’ 
perturbada es la primera á la ú lti-1 a - c "  d mf  
ma en la una p arte , como la prime- ' ’ ‘ * ' ’ ■*' 
ra á la última en la o tra , esto e s ...
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T a m b ié n  si las c a n t id a d e s ..........._..................... 8 , 4 , 3
son d eso rd en ad am en te  p r o p o r c io - i  # # t  ̂ I2   ̂ 5
n a les  á l a s .................................................. .
esto  e s ............................................................. 8 : 4 : :  12  '■ 6

y  a s im is m o .....................................................4 : 3 • • I ^/: 12
se d irá  q u e p o r ra zó n  d e  ig u a ld a d -» g .  ̂ ; :  1 6 :  6
p e rtu rb a d a  e s ............................................ ■»

E n  a d e la n te  se d em o strará  este y  o tro s m odos de 
a r g ü i r ,  c u y a  in te l ig e n c ia ,  co m o  ta m b ién  la  d e  to­
das las p ro p o sicio n es d e  este l i b r o , será  fá c il  si se 
c o m p re h e n d e n  los sigu ien tes lem as.

L E M A  I .

S i quatro cantidades son proporcionales, el producto 
de las extremas es igual al de las medias; y  si el 
producto de las extremas fuere igual al de las medias, 

las quatro cantidades serán proporcionales.

e x p l i c a c i ó n . L o  p r im e r o : su p u e s-i a . ¿ . . c i ¿
to  que son p r o p o r c io n a le s ......................../
d ia o  que e l p ro d u c to  de las e x tre m a s  ad\ , _  , 
es ig u a l a l  p ro d u c to  d e  las  m ed ias b e l "  

d e m o s t r a c i ó n .  P o r  supon erse las razo n es igu a les, 
te n d rá n  (d e f.v n )  un m ism o ex p o n en te  , y  sea este p; 
lu e g o  ( c o r .  d ef. v ) e l exp o n en te  m u ltip lica d o  p o r el 
co n seq ü en te  , será  ig u a l a l a n te c e d e n te ; y  p o r consi­
g u ie n te  en la  p rim e ra  ra zó n  se te n d rá  . .  a — b p,
y  m u ltip lica n d o  p o r .........................................d ~ d ,
será  ( a x . y ) .......................................................a d — bp d:
p o r  lo  m ism o en la  segu n d a r a z ó n ............ c ~ d p
y  m u ltip lica n d o  p o r .........................................b ~ b ,
será  ( a x . c i t . ) .................................................... b c ~ b  p d,
sien d o pues p o r lo  d e m o s tr a d o ...............a d — b p d,
y  t a m b ié n ............................................................ b c ~ b  p d,
será  (a x . 1)  . .  . ..................................................a d z z b  c,
esto e s , e l p ro d u cto  d e  las  ex trem a s ig u a l a l d e  las 
m e d ia s , que es lo  p rim ero .
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Lo segundo : supuesto que el producto de las extre­
mas es igual al de las m edias................ a d ~  b c
digo que son proporcionales.................a: b : : c :  d

DEMOSTRACION. Sea p el exponente de la primera
razón sera en ella (cor. def. y ) ...............a ~ b  p
y  multiplicando por . . .  d ~ d
f í ( a f - v ) ........... ................7 .7 . 7  : : : á d = b i P
Sea q el exponente de la segunda ra­
zón , será en ella (cor. def. V ) ..................c =  d a
y  multiplicando p o r ..................... b ~ b
se tendrá (ax. v ) .................... 7 . V . 7 . 7 Í  c ~ b d a
siendo pues por lo demostrado...............a d  — b d i1 y *---- t/ tí- LJ
como am blen...........................................b c ~ b  d a
y  por lo supuesto.................................... a d ~ b c
sera ( axv 0 ..............................................b d p z z b d g
y partiendo p o r ........................................ b d ~ b d
se tendrá (ax. y ) ........................................... b i
esto e s , el exponente de la primera 
razón igual al de la segunda: luego 
(def. v ii)  las razones serán iguales , y  
por consiguiente proporcionales . . . .  a: b::  c: d 
que es lo segundo. 

explicación en números. Siendo^ o
proporcionales....................................... / 8 : 4 =: 6 : 3
el producto de los términos extremos
sei á ................................................................ ..
y  el de los m edios..............................................
También porque................................. 24 =  24
serán proporcionales.............................*8 : 4 : :  6:3

Demuéstrase el mismo lema de otro modo.

Sean proporcionales............................... a : b : \ c : d
digo lo primero : que el producto de 
los términos extremos será igual al de
los m edios.................................... ..............a d ~  b c

tom.t. e
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D E M O ST R A C IO N . P o r suponerse las razo n es ig u a ­
le s ,  ten d rán  ( d e f .v n )  un m ism o exp o n en te  , sea este 
p , y  será  en la  p rim era  razó n  ( c o r .i   ̂ t a — ¡, p
def. v ) ...............................................^
y  p or e l m ism o en la  segu nd a . ............. a p — c
lu e e o  m u ltip lica n d o  igu a les  p o r igua-
les 'será  ( a x . v ) . . . . ; ................................a d p ^ b c p
y  p or e l m ism o , p artien d o  p o r ....................p —  P
se t e n d r á ..............................................................a  i - b e
esto es , e l p ro d u cto  de los extrem o s 
ig u a l a l de  los m edios , que es lo  p ri­

m ero.
L o  s e g u n d o : sea e l p ro d u cto  d e los _
extrem o s igual al de los m edios................ a d ~  b c
d ig o  que serán p ro p o rc io n a le s ................. ...  b :: c : d

d e m o s t r a c i ó n . Siendo p e l  exp on en te de la  p ri­
m e ra  r a z ó n , será  en e lla  ( c o r .  d e f .v ) . . . .  a —  b p 
Suponiendo q el d e la  segu nd a , s e rá i ¿  _  c
p o r e l m is m o ................................................f
lu eg o  m u ltip lica n d o  igu ales  p o r ig u a ­
les , será ( a x .  v ) ............................................a d q — b c p
y  por e l m ism o p artien d o  p o r ...............a d ~ b c
se t e n d r á ..................................................................í  —  i 5
esto e s , e l exp on en te d e la  segu n d a 
ra zó n  ig u a l a l d e la  p r im e r a : lu e g o  
las razon es serán  igu ales  y  p ro p o r­
c io n ales  ............................................................ a : b :: c : d
q ue es lo  segundo.

e s c o l i o .  Esta proposición aplicada á los núme­
ros es la 19 del lib. 7 de Euclides, y  aplicada á las 
lineas es la 16 del lib. 6 del mistno.

c o r o l a r i o  1. D e  aqu í se sigue que e l p ro d u c­
to  , e l m u ltip lic a n d o , e l m u ltip lica d o r y  la  uni­
d ad  son q u atro  can tid ad es p ro p o rcio n ales , por­
que e l p ro d u cto  de las  extrem as es ig u a l a l de 
las m edias.



T a m b ié n  lo  son e l d iv id e n d o , e l d iv is o r , e l quo­
c ie n te  y  la  u n id a d .

Asimismo lo son el antecedente, el conseqüente 
el exponente y  la unidad. ’

Finalmente lo son el numerador el denominador 
la fracción y  la unidad.

c o r o l a r i o  i i .  También se infiere que dos oue- 
brados serán iguales si el numerador al denomina­
dor en el uno tiene la misma razón que el numera­
dor al denominador en el otro, esto es, si 2: 4- ■ o • <5- 
será l  — ‘ • o • »

c o r o l a r i o  I I I .  También se infiere que si á tres 
numeros dados se busca un quarto proporcional se 
ha de multiplicar el tercero por el segundo, y el 
producto partirlo por el primero.

. e x e m p l o . Si á los tres números dados 3 , 4 , 6 se 
pide un quarto proporcional, se multiplicará 6 por 
4, y  el producto 24 partido por 8 dará el quociente
3 , y  serán proporcionales................... 8 : 4 : : 6 : q
También siendo proporcionales..........a - b •• c - d
será (lema 1 ) .............................................a d ~ b c
y partiendo p o r .............................................. a — a
se tendrá ( ax. v ) .......................................... ...
cuya expresión quiere decir que si él tercerTérmi- 
no c se multiplica por el segundo ¿ , y el producto 
b e se parte por el primero a , se tendrá el valor del 
quarto d , siendo este el fundamento de la regla de 
tres simple.

c o r o l a r i o  I V .  Si quatro cantidades proporcio­
nales se multiplican por otras quatro proporcionales 
los productos serán también proporcionales.
Sean proporcionales las cantidades . . a : b : : c : d  
y multipliqúense por las pro-i
porcionales...............................f  • • • * e '• f  '• '• g : h
digo que los productos son pro­
porcionales , esto es, q u e.......... a e : b f : : c g : d h

s 2
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porque siendo a: b ::c :d,  serái % % , a d ~ b  c
( lem. i ) .........................................  , 7 n
y  siendo también e :f - ’ g ’ b , sera . . e b /  g 
luego multiplicando iguales por
iguales , será ( ax. v ) ............. . . a e d b — J c g
y  proporcionales (npart.lem.i)..*i e : b f : : c g : a h 

p o r  n ú m e r o s .  Sean propor­
cionales................................................8 : 4 : :  6 . 3
y  tam bién...........................................5 : 7 : :  10 * I4
serán los productos proporcio- ------ ----- ---------
nales, esto e s .................................4 0  : 28 :: 60 : 42
porque el producto de los extre- ^
mos es igual al de los medios. . . .  1680,— 1680

L E M A  1 1 .

S i de quatro cantidades la primera á la segunda 
tiene mayor razón que la tercera a la quarta , el 
producto de las extremas será mayor que el de las me­
dias ; y si el producto de las extremas es mayor que 
el de''las medias, de las quatro cantidades la primera 

á la segunda tendrá mayor razón que la tercera 
á la quarta.

e x p l i c a c i ó n .  Sea la razón de . . .  a: b >  c: d 
digo lo primero : que el producto de 
las extremas es mayor que el de las
m edias.......................................................... a d >  b e

d e m o s t r a c i ó n .  Sea p el exponente de la prime­
ra razón, será en ella (cor. def. v ) .......... a ~ b p
y  multiplicando p o r ................................ d ~  d
se tendrá ( ax. v ) ...................................... a dzz  b d p
Sea q el exponente de la segunda
razón , será .....................................................c — d q
y  multiplicando p o r ....................................b — b
se tendrá..................................................... b c ~ b  d q
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DiS LA ARITMÉTICA. 6p
y  siendo (cor. n def. viii) el exponente . .  . p >  q
si se multiplica uno y  otro p o r .............. b d — b d
sera ( ax. v i)  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b d p  b d q
y  siendo por lo dem ostrado..................a d ~ b  d p
como tam bién........... ................................b c ~ b  d q
s e r á .............................................................. a d >  b c
esto e s , el producto de las extremas mayor que 
el de las m edias, que es lo primero.
Lo segundo : s e a ...................................... a d >  b c
digo que la razón d e ............................ a: b >  c: d

dem ostración. Suponiendo p el exponente de la 
primera razón , será en ella ( cor. def. \ ) a z z b  p
y  multiplicando p o r .....................................d ~ d
se tendrá (ax. v ) ....................................... a d z z b  p d
Suponiendo q el exponente de la se­
gunda razón , s e r á ......................................c — d q
y  multiplicando p o r .................................... b — b
se ten d rá ..................................................... b c ~ b  q d
y  siendo por lo supuesto.........................a d >  b c
será tam bién .......................................... b p d >  b q d
y  partiendo p o r ...........................................b d ~ b  d
se tendrá (ax. v i ) .......................................... p >  q
esto e s , el exponente de la primera
razón mayor que el de la segunda:
luego ( cor. n  def. v iii ) la razón de . . .  a: b >  c : d
que es lo segundo.

por números. Si la razón d e . . . . 3 : 2 > 4 : 6  
será el producto de los términos ex­
tremos mayor que el de los medios . . . .  18 >  8
Asimismo porque........................................ i 8 > 8
también la ra zó n .................................... 3 : 2 > 4 : 6

Demuéstrase el mismo lema de otro modo.

Sea la  ra zó n  d e ............................................. a: b >  c : d
digo lo  p rim e ro  : q u e e l p ro d u c to  d e  lo s  térm in os



extremos es mayor que el de los medios.. a d >  b c 
d e m o s t r a c i ó n .  Supuesto p el exponente de la 

primera razón , será en ella (cor. def.v) . .  a ~ b  p 
y  suponiendo q el de la segunda, será . .  d q ,— c 
luego multiplicando iguales por igua­
les , se tendrá ( ax. v ) ............................ ad q — b c p
y  partiendo p o r .............................................. <  P
será ( ax. v i ) ............................................. a d >  b c
esto es , el producto de los extremos mayor que el 
de los medios , que es lo primero.

• Lo segundo: digo que s i ..........................a d >  b c
también la razón d e ..............................a: b >  c : d
porque suponiendo p el exponente
de la primera razón , s e r á ........................ a z z b  p
y  suponiendo q el de la segunda, será . .  d q z z c  
y  multiplicando iguales por iguales,
se tendrá (ax. v ) ..................................a d q ~ b  c p
luego partiendo p o r .................................ct d >  b c
será (ax. v i ) ................................................ 2 < P
esto e s , el exponente de la segunda 
razón menor que el de la primera, y
por consiguiente la razón d e ...............a: b >  c: d
que es lo segundo.

e s c o l i o .  Por este lema se demuestran todos los 
modos de argüir con las razones desiguales.

Las seis primeras proposiciones de este libro se 
omiten comunmente por su poca utilidad.

P R O P O S I C I O N  V I I .  T E O R E M A .
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Las cantidades iguales tienen la misma razón á otra 
tercera,y esta tiene la misma razón á las cantidades

iguales.

e x p l i c a c i ó n .  Sean a y  b dos ca n tid a d es  iguales 
que se co m p aren  á o tra  te r c e ra  c.



digo lo primero: que la razón de . . . .  a: c: \ b : c
y  lo segundo : q u e ................................... c : b : : c : a

d e m o s t r a c i ó n .  Siendo por lo supuesto a zzb
si se multiplica p o r ........................................c zz c
se tendrá (ax. y ) ........................................ a c zzb c
y  por consiguiente (n  part. lem. i ) .  . a: c ::  b : c

p o r  n ú m e r o s .  S e a ................................4 — 4
y  la tercera cantidad.......................................2
digo q u e ....................................................4 : 2 1 : 4 : 2
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porque el producto de los extremos es igual al de los 
medios.
Lo segundo : digo q u e ..........................c : b :: c : a
porque el producto de los extremos es
igual al de los medios ............................. a c zzb  c

p o r  n ú m e r o s ..........................................................2 : 4 : : 2 : 4
porque el producto de los extremos es igual al de los 
medios.

PR O PO SICIO N  V I I I . T E O R E M A .

De dos cantidades desiguales , ¡a mayor tiene mayor 
razón á otra tercera, y esta tiene mayor razón 

á la menor , que á la mayor.

e x p l i c a c i ó n . Sean a y  b dos cantidades desigua­
les , que se comparen á otra tercera c. 
digo lo primero : que si a >  b , será . .  . a: c >  b : c
y  lo segundo : que la razón d e ........... c : b >  c : a

d e m o s t r a c i ó n . Por lo supuesto . . . . a >  b
multiplicándolo todo p o r............................ c zz c
será (ax. v i ) .............................................. a c >  b c
luego (11 part. lem. 11) la razón de . . a: c >  b: c

p o r  n ú m e r o s . Digo q u e ................8 : 2 > 4 : 2
porque el producto de los extremos
es mayor que el de los medios.............. 16 >  8
Lo segundo .............................................c : b >  c : a
porque el producto de los extremos es
mayor que el de los m edios...................a c >  b c
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También la razón de ^..........................2 : 4 >  2 : 3
porque el producto de los extremos 
es mayor que el de los medios..............16 >  8

PROPOSICION IX . T E O R E M A .

S i dos magnitudes tienen la misma razón á otra 
tercera , serán iguales; y  si la tercera tiene la misma 

razón á dichas magnitudes, también serán iguales.

e x p l i c a c i ó n . Sean ay b dos magnitudes que tengan 
la misma razón á otra tercera c , esto es,a : c : : b : c
digo lo primero : q u e ................................... a ~ b
lo segundo : s i ........................................ c : b :: c : a
t a m b ié n ..........................................................a ~ b

d e m o s t r a c i ó n .  Por lo supuesto son
proporcionales..........................................a: c ::  b : c
luego (1 part. lem. 1 ) ...............................a c ~ b  c
y partiendo p o r ............................................ c ~  c
se tendrá ( ax. y ) ............ .*.......................... a — b
Lo segundo : siendo proporcionales . . .  c: b::  c: a
s e r á ................................................................ a — b
pues por el lema citado se ten d rá..........a c ~ b  c
y partiendo p o r ............................................c rr c
será ( ax. v ) .................................................. a =  b

p o r  n ú m e r o s .  Siendo por lo supuesto 4 : 2 : 1 4 : 2  
será el producto de los extremos igual
al de los medios........................................... 8 =  8
y  dividiendo por 2 , será ( ax. v ) ........... 4 — 4

PROPOSICION  X . T E O R E M A .

De dos magnitudes, la que á otra tercera tiene mayor 
razón, es la mayor ¡y aquella á quien la tercera tiene 

menor razón, es la mayor.

e x p l i c a c i ó n . Sean ay b dos magnitudes que se com­



paren á otra tercera c , y  sea la razón de a: c >  b : c
digo lo primero ; que...................................a >  b
y  lo segundo : que s i ............................. c : a <  c : b
asimismo........................................................a >  b

d e m o s t r a c i ó n . Lo primero : se
tiene por lo supuesto............................ a: c >  b: c
luego ( i part. lem. i i ) ..........................  a c >  b c
y  dividiéndolo todo p o r.............................c — c
será ( ax. vi ) ..............................................a >  b
Lo segundo : siendo por lo supuesto . . c : a  < c  :h
ó bien.....................................................c : b >  c : a
será ( i part. lem. n ) . . . ' ....................a c >  b c
y  dividiendo p o r ........................................ ..  — c
será (ax. v i ) .............................................. a >  b

p o r  n ú m e r o s . Si la razón d e . . . . 6 : 2 > 4 : 2  
será el producto de los extremos ma-i I2 >  8
yor que el de los medios................... J '
y dividiendo por 2 , s e r á ......................... 6 >  4
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PR O PO SICIO N  X I. T E O R E M A .

Las razones que son iguales á otra tercera, 
son iguales entre sí.

Es evidente; porque siendo propor-i a . b . .  c . d
cionales..................................................../
y  tam bién ................................................. c : d : : e : f
tendrán iguales exponentes , y  por 
consiguiente la razón d e ........................a : b :: e : f

PR O PO SICIO N  X II. T E O R E M A .

Dadas algunas magnitudes proporcionales en qual- 
quier número , la razón que un antecedente tiene 
á su consequente , esa misma tendrán todos los ante­

cedentes juntos á todos los consequentes juntos.

e x p l i c a c i ó n .  Sean proporcionales a : b : :  c : d



digo que también lo serán. . .  a : b : :  a •+■ c : b +  d
demostración. Sien--»................a: b :: c :d

do por lo supuesto. . ./ *
será (i part. lem. i ) ......................... a d — b c
y  añadiendo á una y \ ...................a b zr. a b
otra parte...................> . T
se tendrá ( ax. n ) ................ a b ■+• a d — a b +  b e
esto e s , extractados \ . a X b + d ~ b X a + c  
los productos............. >
y  ( ii part. lem. i ) se-i , . . ,  a \ b  \ : a +  c \ b d
rán proporcionales. . .)

por números. Sien--» R • a • • 6 • -3
do proporcionales . . . )
lo serán también.................8 : 4 : : 8  +  6 : 4  +  3
esto es........................................... 8 : 4 : :  1 4 . 7
porque el producto de los extremos es igual al de
los medios.
También siendo p r o - i ..........a : b : : c : d : : e : f
porcionales.................>
lo serán igualmente.. .  a: b :: a +  c ■+■ e : b +  d +  /

demostración. Sien-i . . . .  a:  b :: c: d 
do por lo supuesto . ../
será ( lema 1 ) ...............................a d ~ b  c
También siendo a\b\\c\d\
y ....................c : d : : e  :/>luego a f — b e
será (prop.xi) a : b : : e : /J
y  por consiguiente (a-o _ a d  +  a f ~ b  c +  b e
xíoma 1 1 ) .....................
y  añadiendo á ambas-»............. a b ~ a b
partes • • o • • • • • ••••«/
será por el mismo......... ab+ad+af^ab-\-bc-\-be

ó bien ............................a X  b-Jr d-Jrfzzb)\a-Jr-c-¡re

luego (11 part. lem .i) . .  ci: b :: ¿í -+■ c-h e : b-\-d -\~f 
por números. Sien-i o . . . .  0 . . 0 . x

do proporcionales . .  J
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lo serán también..........8 : 4 : :  3 -h6 h- 2  : 4 H-3 -5- i
esto es. ..................................... >»«i »>8( 4**  i 6 • 3
porque el producto de los extremos es igual al de los 
medios.

PR O PO SICIO N  X III. T E O R E M A .

S i de dos razones iguales la segunda es mayor que otra 
tercera, también lo será, la primera.

Es claro; porque si el exponente de la segunda 
razón es mayor que el de la tercera , también el ex­
ponente de la primera razón será mayor que el de 
la tercera.
esto e s , s i ................................................a : b : : c : d
y  tam bién...............................................c : d >  x  : z
será..........................................................a : b >  x  : z

d e m o s t r a c i ó n . En la primera pro-"» _ # t a_ „  c

D E  L A  ARIT M E T IC A .

porcion es el exponente.................... / b d
} c x  

' ’ ' d > ~Z
luego el exponente...................................... a ^ x  

b z
y  por consiguiente la razón d e ............ a : b >  x  : z

PR O PO SICIO N  X IY . T E O R E M A .

De quatro cantidades proporcionales si la primera es 
igual, mayor ó menor que la tercera , también la se­

gunda será igual, mayor ó menor que la quarta.

e x p l i c a c i ó n . Sean proporcionales . . .  a: b::c:d
Digo que s i .........................................................a — c
también..............................................................b ~  d
y si a >  c , también ¿> ¿;porfin siíí< ¿', también b <d.

d e m o s t r a c i ó n . Siendo por lo supu-i a . -y.. c .¡i 
esto........................................................... )



K M

será  ( i  p a rt. le m . 1 ) ......................................... a d ~ b  c
y  ( n  p a rte  d e l m ism o ) .................................... a: c: : b: d
lu e g o  si en la  p rim era  r a z ó n ............................azz  c
tam b ién  en la  segunda s e r á ............................. b ~ d
y  si en la  p r im e r a ................................................. ..
ta m b ién  en la  s e g u n d a ........................................ b >  d
y  por ú ltim o  si en la  p r im e r a .......................... a <  c
tam b ién  en la  s e g u n d a ........................................ b <  d

p o r  n ú m e r o s . Sean p ro p o rcio n a les  8 : 4 : :  6  : 3 
lu eg o  si 8 >  6 ,  tam b ién  4  >  3.

PROPOSICION X V . TEOREMA.

Los equimultíplices tienen la misma razón 
que sus partes aliquotas.

e x p l i c a c i ó n .  Sean los e q u im u lt íp lic e s ................. a ,  b
y  sus p a r t e s ........................................................................c , d
d ig o  que son p r o p o r c io n a le s ....................... a: b : :  cid

d e m o s t r a c i ó n .  L o s  e q u im u ltíp lice s  d iv id id o s por 
sus partes a liq uotas , dan los q u o c ie n te s\  a __ b_
ig u a les  (co r. def. 1 1 ) ,  esto e s .....................> ' ' J  ~~ d
y  m u ltip licá n d o lo s  p o r .................................. c dzr. c d

■t / / \ 1 acd bcd
se ten d rá  ( ax. v ) ..........................................> -—  —  — -

* c d
q u e  re d u cid o  á  la  m enor exp resión  será  . .a  d ~  b e  
lu e g o  (11 p art. lem . 1)  p ro p o rcio n a les  . . .  a: b: : c : d

p o r  n ú m e r o s . Si las c a n t id a d e s .....................8 , 6
son eq u im u ltíp lice s  de las p a r t e s .......................... 4 , 3
serán  p r o p o r c io n a le s .........................................8 : 6 : 1 4 :  3
p o rq u e e l p ro d u c to  de los extrem o s es ig u a l a l de 
los m edios.

c o r o l a r i o  1. Si dos can tid a d es co m o  4  y  3 se 
m u ltip lica n  p o r o tra  te rc e ra  2 , los p ro d u cto s  8 y
6 estarán  en la  m ism a r a z ó n , esto e s , serán  p ro p o r­
cio n ales 8 : 6  : :  4  : 3.
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c o r o la r io  11. Si dos cantidades como 8 y  6 se 
parten por otra tercera 2 , los quocientes 4 y  3 es­
tarán en la misma ra zó n , esto e s , serán proporcio­
nales 4 : 3 : : 8 : 6. _

c o r o l a r i o  n i .  Dada una serie de cantidades co­
mo a , b , c , d , la razón que la primera a tiene á la 
última d , se compone de todas las razones interme­
dias a \ b , b : c , c : d \  porque multiplicando los antece­
dentes y  los conseqiientes , se tendrá la razón com­
puesta a b c : b c d , que es lo mismo que la razón de 
a : d , esto e s , son proporcionales a : d : :  a b c : b c d; 
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.

c o r o l a r i o  i v .  Si tres cantidades a , b , c  son 
continuas proporcionales , la primera a á la tercera 
c tiene la razón duplicada de la primera a i  la se­
gunda b , por componerse de las dos razones inter­
medias , que se suponen iguales.

c o r o l a r i o  v. Si q u a t r o  c a n t id a d e s  : + :  a , b , c , d  
so n  c o n t in u a s  p r o p o r c i o n a l e s ,  l a  r a z ó n  q u e  l a  p r i ­
m e r a  a t ie n e  á l a  q u a r t a  d , e s  t r i p l i c a d a  d e  l a  q u e  

t ie n e  l a  p r im e r a  a á l a  s e g u n d a  b , p o r  c o m p o n e r s e  

d e  la s  t r e s  r a z o n e s  i n t e r m e d i a s , q u e  se  s u p o n e n  

ig u a le s .
e s c o l i o .  En e sta  p r o p o s ic io n  se fu n d a  la  r e d u c ­

c ió n  de lo s  q u e b r a d o s  á  u n  c o m ú n  d e n o m in a d o r; 
p o rq u e  e l  se r  lo s  q u e b r a d o s  ig u a le s  c o n s is te  en  q u e  
los n u m e r a d o re s  te n g a n  la  m ism a  r a z ó n  á  sus d e n o ­
m in a d o re s  : lu e g o  si e l  n u m e r a d o r  y  d e n o m in a d o r  
de |  se m u lt ip lic a n  p o r  5 , se  te n d r á  ff ; y  si e l  
n u m e ra d o r  y  d e n o m in a d o r  d e  |  se m u lt ip lic a n  p o r
3 , se te n d r á  ^ =: f.

También se infiere de esta proposicion la reduc­
ción de los quebrados á los mínimos términos ; por­
que el numerador y  denominador se parten por una 
misma cantidad, que es la mayor común medida.
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a d — b c 
a :  c '. ' .b '.d  
3 :4 : :6:3 
8 : 6 : :  4 :  3

PR O PO SICIO N  X V I. T E O R E M A .

S i quatro cantidades de una misma especie son 
directamente proporcionales, también lo serán 

alternando.

e x p l i c a c i ó n .  Sean proporcionales. . .  a: b::c:d
digo que lo serán alternando.................... a: c::b:d

d e m o s t r a c i ó n . Por lo supuesto son\ a - y - • c -d
proporcionales......................................... ¡
luego (1 part. lem. 1 ) .............................
y  (11 part. del mismo ) ...........................

p o r  n ú m e r o s . Siendo proporcionales
también lo serán alternando..................
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.

e s c o l i o .  También ,se demuestra la proporcion 
inversa; porque siendo directamente proporciona­
les ..................................................................a: b::c:d
lo serán invirtiendo....................................b : a::d:c
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.

También siendo proporcionales............8 :4:: 6:3
lo serán invirtiendo....................................4:8:13:6
porque el producto de los extremos es igual al de los 
medios.

PROPOSICION X V II. T E O R E M A .

S i quatro cantidades son directamente proporcionales, 
también lo serán dividiendo.

e x p l i c a c i ó n . Sean directa-i . ,, . . . .  j
mente proporcionales............/
digo que lo serán dividiendo . .  a — b : b :: c — d: d
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d e m o s t r a c i ó n .  Siendo pori 
lo supuesto proporcionales. . . / . . .  a : b : :  c : d



será ( i part. lem. i ) ...........................a d — b c
y quitando de ambas partes.............b d-zzb d
se tendrá ( ax. xn ) ................... a d—b d ~ b  c — b d

ó b ien .......................................... d X a —b —b X c —d
y  (11 part. lem. i ) proporcio-o _ h , h , , c _ i u
nales.......................... ................. í

p o r  n ú m e r o s .  Siendo pro-i . . p  . „
porcionales.............................../ J
lo serán dividiendo.................12 — 3 : 3 : :  8 — 2:2
esto es . . .  .......................................... 9 : 3 : : 6 : 2
porque el producto de los extremos es igual al de los 
medios.

PROPOSICION X VIII. TEOREM A.

Si quatro cantidades son directamente ■proporcionales, 
también lo serán componiendo.
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. . . .  a  : b  : :  c  : de x p l i c a c i ó n .  Sean di—\ 
rectamente proporcionales; 
digo que lo serán compo-l , a + b . b . . c +  d . d
m endo...................................>

d e m o s t r a c i ó n .  Siendo por lo supuesto proporcio­
nales ...................................................a : b : : c : d
será (1  part. lem. 1 ) ......................... a d ~ b  c
y  añadiendo á ambas partes............. b d^ zb d
se tendrá ( ax. 1 1 ) .................a d + b d  — b c - \ - b d

ó b ie n .......................................d X a  +  b ^ b X . c - h d

luego (11 part. lem. i ) pro-i _a +  l . b . . c +  d . d
porcionales.........................../

p o r  n ú m e r o s .  Siendo pro-i
porcionales...................
serán componiendo...............8 +  4 : 4 : : 6 h- 3 :  3
esto e s .............................................12 : 4 : : 9 : 3
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.



PROPOSICION XIX . T E O R E M A .

S i el todo es al todo como la parte u la parte, también 
será el residuo al residuo como el todo al todo.

e x p l i c a c i ó n . Sean los todos........................ .. a , b
y las partes . ...................................................... ‘ 0 ■> ^
serán los residuos..................................a — c , b — a
digo que siendo proporcionales............a : b : : c : d
también lo serán....................... a — c : b — d :: a:  b

D E M O ST R A C IO N . _ Por lo s u - \ ................a : b : : c : d
puesto son proporcionales. . J
luego ( i part. lem. i ) ...........................a d z z b  c
y restando ambos productos d e ......... a b ~  a b
se tendrá (ax. m ) .......................a & cid—ab be

ó b ien ......................................... a X b — d z z b Xa —c

y (n  part. lem. i ) propordoo a _ c : h  _  d : : a : b
nales......................................... .

p o r  n ú m e r o s . Sean los todos........................ 12 y  9
y las partes...........................................................8 y 6
serán los residuos................................................ 4 Y 3
digo que siendo proporcionales......... 12 : 9 : : 8 : 6
ta m b ié n  lo  s0r3.11 .....................-  ̂  ̂ * 9
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.

PROPOSICION XX. TEO R EM A .

Dadas algunas cantidades a , b , c de una parte, 
y  otras en igual número d , e , f  de otra , en proporcion 
ordenada : si la primera a es mayor que la última c 
en la una parte, también la primera d será mayor 
que la última f  en la otra ¡y si igual, igual\y si menor, 
menor. Se inferirá de laprop. x x i i .
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PR O PO SICIO N  X X I. T E O R E M A .

Dadas algunas cantidades a , b , c  de una parte y  

otras d , e , f  en igual número de otra , en proporcion 
perturbada: si la primera a es mayor que la última c 
en la una parte , también la primera d  es mayor que 
la ultima f  en la otra ;y si igual, igual-,y si menor, 
vienot .S e  inferirá de la prop. x x in .

PR O PO SICIO N  X X II. T E O R E M A .

Dadas algunas cantidades de una parte , y  otras en 
igual numero de otra en proporcion ordenada, también 
por igualdad de razón serán proporcionales la prime- 

'i a a la ultimâ  en la una parte, como la primera 
a la última en la otra.

e x p l i c a c i ó n . S ean  la s  c a n t i d a d e s ...................a  ¡y c

o rd e n a d a m e n te  p r o p o r c io n a le s  á  l a s ............. ’ d  e  V
esto  es , s e a n ...............................  a - b - ' d
l ......................  ...................................  " . V . \ \ b : c \ \ e \ f
d ig o  q u e  p o r  ig u a ld a d  d e  r a z ó n  or->
d e n a d a  s e r á .............................................../ • •• a: c : : d : f

D E M O ST R A C IO N . P o r  lo  supuesto-) 
se t ie n e  a:b::d: e ; lu e g o  ( le r a , i ■ a e — b d
ta m b ié n  b : c : : e  : f ;  l u e g o ..................b f ~  c e
y  m u lt ip lic a n d o  ig u a le s  p o r  ig u a le s ,

seií (a* -v ) ..................................... a e b f z z  b d c s
y  p o r  e l  m ism o  p a r t ie n d o  p o r .................b e  — b e

se t e n d r á ..................................................a f — c ,d
lu e g o  ( i i  p a r t .  le m . i ) .........................a:  c : : d : f

p o r  n ú m e r o s . S e an  la s  c a n t i d a d e s ...............8 4 o
p ro p o rc io n a le s  o r d e n a d a m e n te  á  l a s ____2 4  1 2 0
esto es s e a n ....................................................8 : 4 : :  2 4 :  12

y tamb‘e n ............................................4 : 3 : :  1 2: 9
TOM. I . g



digo que por igualdad de razón-) g : 3 :: 24: 9
ordenada se rá ...................................
p o rq u e  e l  p r o d u c to  d e  lo s  e x tre m o s  es ig u a l  a l  d e

los medios. . .
c o r o l a r i o .  De aquí se infiere la proposicion xx;

porque siendo por lo demostrado......... a : c :: d:  f
lo será también alternando............. • • • • ct: d : :  c : f
y  (prop. x i y ) s i .................................................a >  °
también se rá ...................................................d >  f
si igu a l, igu a l; y  si menor , menor.

PROPOSICION  X X III. T E O R E M A .

Dadas algunas cantidades de una p a r te , y  otras 
en igual número de otra en proporcion perturbada, 
también por igualda.d de razón serán proporcionales 
la primera á la última en la una p a rte , como la 

primera á la última en la otra.

e x p l i c a c i ó n .  Sean las cantidades............. a , b ,c
desordenadamente proporcionales á las.........d , e , f
esto e s , sean ........................................... . a  . b . .  e . f
y ............................................. ........................ b : c : :  d : e
digo que por igualdad de razón per--» m  ̂a: c:: d : f
turbada será ......................................../

d e m o s t r a c i ó n .  Por lo supuesto son proporcio­
nales a: b ::  e : f \  luego (lem. 1)........... a f  ~  b e
también b : c :: d : e , lu e g o ....................b e zz. c d
y  por consiguiente ( ax. 1 ) ............. .... a f  — c d
luego (11 part. lem. c it.) ....................... a : c :: d : f

p o r  n ú m e r o s .  Sean las cantidades..........8 , 4 , 3
perturbadamente proporcionales á las . . .  16 , 12 , 6
esto es , sean..........................................8 : 4 : :  1 2 : 6
y  tam bién ...............................................4 : 3 ::  16 : 12
digo que por igualdad de razón per--> g • <3 • • 16 : 6 
turbada s e r á ........................................J ' á ""
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porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios.

corolario . D e aquí se infiere la proposicion xxi;
porque siendo por lo dem ostrado...........a: c :: d:  f
será alternando.............................................a:  d: :  c : f
y  (prop. x iy )  s i ..................................................a >  c
tam b ién ................................................................ d >  f
si ig u a l, ig u a l; y  si menor , menor.

en  húmeros. S ien do.............................$ > 3
tam bién ......................................................... 16 > 6

L a proposicion xxiv  se omite.

PROPOSICOIN XXV. TEOREMA.

S i  quatro cantidades son proporcionales, la suma 
de la máxima y  de la mínima es mayor que la suma 

de las otras dos.

e x p licació n . Sean proporcionales . .  a: b : \  c: d
y  sea a la m áxim a, y  d la mínima;
digo que s e r á ..............................a ■+■ d >  b +  c
dem ostración. Por lo supuesto., a : b:: c : d
luego (lem . 1 ) ............................. .. . a d — b c
y  restando ambos pro--»
j  . , r  > ................a c zz a cductos d e ..................... /
se tendrá ( ax. n i .) .............. a c — a d ~ a  c ~ b  c
ó b ie n ....................................a X c — d zz  c X  a — b
y  (11 part. lem. c it .) ...............a: a — b : :  c: c — d
pero por lo supuesto............................ a >  c
luego ( prop. x iv ) .................. .... a —  b >  c — d
y  añadiendo á ambas p a rtes. . .  b 4- d —  b +  d
se tendrá (ax. i v ) ............a - b  +  b-\-d> c — d + b + d
que reducido á la m e-i , 7

 ̂ ..........a +  fl >  b 4- cñor expresión será . . . /
luego si quatro cantidades son proporcionales & c .

F  2
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e s c o l i o  i. En esta proposicion queda demostra­
da la proporcion conversa, esto es , que son pro­
porcionales ..............................a: a b : : c : c — d

e s c o l i o  i i .  Si a es la m á x i m a , se prueba que d sea la 
m í n i m a ;  porque siendo proporcionales . .  a i b :: c : d 
y ............................... ................................... ..  ̂•> c
también (prop. x iv ) ....... ............................. b >  d
asimismo por ser proporcionales...........ci: b :: c : d,
lo serán alternando.................................a: c :: b:  d
y  siendo por la suposición.............................. b
también ( prop. x iv ) ......................... ...........c >  d
Luego si a es la máxima, d es la mínima.

LIBRO QUARTO.
DE LAS REGLAS DE PROPORCION.

LIBRO TERCERO

D E F IN IC IO N  I .

JR. egla de proporcion es la que enseña el modo de 
hallar un quarto proporcional á tres números dados 
ó conocidos , y  por eso se llama vulgarmente regla 
de tres. Dícese también regla de oro por su mucha 
utilidad, y  se divide en directa y  recíproca.

d e f i n i c i ó n  ii. Regla de tres directa es quando los 
términos son directamente proporcionales, esto es, 
quando el primero al segundo tiene la misma razón 
que el tercero al quarto , ó bien quando el producto 
de los extremos es igual al de los medios. Por exem­
plo : si en 4 meses se ganan 20 doblones , en 8 meses 
se ganarán 40. También se conoce que la proporcion 
es directa, si quando el término tercero es igual, ma­
yor ó menor que el primero, resulta el quarto igual, 
mayor ó menor que el segundo, como en el presente 
caso, en el qual porque el número de meses 8 es ma­
yor que 4, también la ganancia 40 es mayor que 20.



d e fin ic ió n  n i. Regla de tres indirecta , recí­
proca ó inversa es quando los términos de la pro- 
porcion están dispuestos de suerte que el producto 
del primero y segundo es igual al producto del ter­
cero y  quarto, como en la proporcion 6 : 4 : 1 8 : 3 ,  
en la qual 6 x 4 — 8 x 3  — 2 4 , y  proviene de ha­
berse mudado los antecedentes en la proporcion di­
recta 8 : 4 : :  6 : 3 , de que se sigue que para resti­
tuir á directa la proporcion inversa 6 : 4 : :  8 : 3, 
se han de mudar los antecedentes á fin de tener 
8 : 4 : :  6: 3.

Se conoce que la proporcion es recíproca , si au­
mentando el término tercero respecto al primero, 
disminuye el quarto respecto al segundo , ó si dis­
minuyendo el tercero respecto al primero , aumenta 
el quarto respecto al segundo.

e x e m p l o . Si 100 hombres hacen un foso en 12 
dias , 50 hombres en quántos dias le harán? Es evi­
dente que disminuyéndose el número de hombres, 
ha de aumentarse el de los dias ; porque menos hom­
bres necesitan mas tiempo para hacer el mismo foso.

d e f i n i c i ó n  iv. Así la proporcion directa como 
la recíproca se divide en simple y  compuesta. La 
proporcion simple es la que se compone de quatro 
términos, ó bien de dos razones iguales, como si en 
8 meses se ganan 40 , en 4 se ganarán 20.

La compuesta es la que consta de tres, quatro, 
cinco ó mas razones , y  por consiguiente de seis , o- 
cho , diez ó mas términos , como si 10 hombres en 5 
dias ganan 100 reales , 25 hombres en 15 dias gana­
rán 750.

Quando todas las razones son directas, la pro­
porcion se llama compuesta directa ; pero si alguna 
de las razones fuere recíproca , se llamará compues­
ta recíproca.
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C A P Í T U L O  I.

De la regla de tres simple.

T r e s  cosas se han de observar en la regla de pro­
porción simple.

Primera. Disponer los términos de suerte que las 
especies guarden el mismo orden.

Segunda. Exáminar si la proporcion es inversa 
para reducirla á directa.

Tercera. Hallar el término que se busca.
Para lo primero se escribirán los términos de suer­

te que el primero y tercero sean de una misma es­
pecie , y  el segundo y  quarto de otra, poniendo x  
en lugar del término que se busca.

e x e m p l o  i. Si con 8 de caudal se ganan 4 , con 6 
quánto se ganará? Porque se busca la ganancia , se 
escribirá esta especie en el segundo y  quarto lugar, 
y  el caudal en el primero y  tercero, del modo si­
guiente.

Caudal. Ganancia. Caudal._________Ganancia.

8 ................ 4 ..................6 ................x  — 3

Lo segundo: dispuestos los términos se recono­
cerá si la proporcion es directa ó inversa (atendien­
do á lo que se dixo en la def. 11 y  m ); y  respecto 
de que disminuyéndose el caudal debe disminuirse 
la ganancia , se verá que la proporcion es directa , y 
que no necesita de reducirse.

Lo tercero : para hallar el término que se busca 
se multiplicará el tercero por el segundo, y  par­
tiendo el producto por el término primero , el quo- 
ciente será el quarto proporcional que se pide: así 
multiplicando 4 por 6 , y  partiendo 24 por 8 ,  el 
quociente 3 será el valor de x.



exemplo n. Si 100 hombres hacen un foso en 12 
dias, 50 hombres en quántos dias harán la misma 
excavación ?

Porque se busca el número de los d ias, se pondrá 
en el segundo y  quarto lugar , y  el de los hombres 
en el primero y  tercero , del modo siguiente.

Hombres.___________ Dias.___________ Hombres.___________ Pías.

IOO................ 1 2 ................... 5 0 .................... X

Dispuestos los términos se reconocerá que la pro­
porcion es inversa; porque disminuyéndose el núme­
ro de hom bres, ha de aumentarse el de los d ias; y  
para reducirla á directa se mudarán los anteceden­
tes , esto es , el término primero se hará tercero , y  
al contrario, y  se tendrá la proporcion reducida.

Hombres.___________ Dias.___________ Hombres.___________ Pías.

gO ................. 12 .. ............... IOO...............X =  24

Finalmente , multiplicando 100 por 12 , se tendrá 
el producto 1200 , que partido por 50 , dará el quo- 
ciente 24 por el valor de x , y  se dirá que 50 hom­
bres harán en 24 dias la misma excavación que 100 
hombres en 12 dias. Con esto se resolverán las qiies- 
tiones siguientes.

q u e s t i o n  1. Se quiere saber quántos pies de Pa­
rís harán 1260 de Castilla.

r e s o l u c i ó n . Sabiendo que 7 piss de Castilla ha­
cen 6 de París, se dispondrán los términos de esta 
manera.
Pies de Castilla. Pies de París. P ies de Castilla._____ Pies de París.

y . .  . . ......... 6 ................ 1260............ xzz  1080

Dígase : si 7 dan 6 , 1260 qué darán? Multiplicando 
1260 por 6 ,  dará el producto 7560, que partido 
por 7 dará 1080 \ y  se dirá que 1200 pies de Casti­
lla , hacen 1080 de París.
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q u e s t i o n  i i .  En una plaza que tiene 3000 hom­
bres de guarnición, hay víveres para 8 meses , y  re­
celándose de sitio,han entrado 1500 hombres de au­
mento : se quiere saber para quánto tiempo tendrá 
víveres toda la guarnición.

r e s o l u c i ó n .  Juntos los 1500 hombres que en- 
tráron con los 3000 que estaban , habrá 4500 hom- I 
bres en la p laza; y  porque se busca el número de 
meses, se pondrá este en segundo y  último lugar, 
en la disposición siguiente.

Hombres.__________ Meses.__________ Hombres. Meses.

3000............... 8 ..................4500............... xzz

Respecto de que aumentándose el número de los 
hombres, tendrán víveres para menos tiem po, la 
proporcion es inversa , y  se reducirá á directa mu­
dando los antecedentes , de este modo.

Hombres.________ Meses.________Hombres. Meses.______________

4500............ 8 ............. 3000 . . .  x=z 3CGOX8 —  < 54SOO
Multiplicando 3000 por 8 , y  el producto 24000 
partiéndolo por 4500 , se hallará el quociente 
por el valor de x , esto es , tendrán víveres para
5 meses y  10 dias.

q u e s t i o n  n i .  Si para hacer una tienda de cam­
paña se necesitan 150 varas de tela de 5 palmos de 
ancho, quántas varas serán menester de otra tela 
que solo tenga 3 palmos de ancho.

R.EsoLucioN. Porque se busca el número de las 
varas, se pondrá esta especie en el segundo y  últi­
mo lu g a r, disponiendo la regla en esta forma.

Palmos.___________ Varas.___________ Palmos.____________V aras.

5 .................. 150 ................. 3 ................... * =  l

Y  respecto de que disminuyéndose lo ancho de la 
tela se necesitan mas varas, la proporcion es inversa;
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y  mudando los antecedentes, se tendrá la directa, 
del modo siguiente.

Palmos. Varas. Palmos. Varas.______________

3.............ISO..............5 ..............* - ^ = 2 5 0

Multipliqúese 150 por 5 , y  el producto 750 partién­
dolo por 3, dará el quociente 250 por el valor de x y 
esto es , de las varas que se necesitan.

QUESTioN iv. Habiéndose puesto á ganancia 1600 
doblones á razón de 5 por x 00 al año, se desea sa­
ber la total ganancia que corresponde.

r e s o l u c i ó n .  Porque se busca la ganancia , se 
pondrá este término en el segundo y  quarto lugar, 
en la disposición siguiente.

Caudal.______ Ganancia.______ Caudal.______ G anancia.________ _

10 0 .......... s .............1600........... x =:J*£°.=z 80O IOO
Y porque aumentándose el caudal, debe aumentarse 
la ganancia, la proporcion es directa ; y  así multi­
plicando 5 por 1600 , y  el producto 8000 partiéndo­
lo por 100, se hallará el quociente 80 por el valor 
de jí, y  se dirá, que 1600 doblones daran 80 de ga­
nancia cada año.

CAPÍTULO II.

De la regla de tres compuesta.

P a r a  resolver las qüestiones de la proporcion com­
puesta, se observarán las reglas siguientes.

Primera. La proporcion se divide en dos partes, 
poniendo en el último lugar el término que se bus­
ca , y  ordenando las especies de una y  otra parte, de 
suerte que la primera corresponda á la primera , la 
segunda á la segunda , la tercera á la tercera & c. 

Segunda. Ordenados los términos, s e  exáminara
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cada una de las proporciones simples , comparando 
con la especie que se busca cada una de las otras; y  
si alguna proporcion se hallare inversa, se reducirá 
á directa mudando los antecedentes.

Tercera. Teniendo ya la proporcion directa , si 
los términos de toda la proporcion son seis , se mul­
tiplicarán entre sí el tercero , quarto y  quinto , y  se 
tendrá el dividendo : despues se multiplicará el pri­
mero por el segundo, y  se tendrá el divisor; y he­
cha la partición , será el quociente el sexto término 
que se busca.

QUESTioN 1. Si xo hombres en 5 dias ganan 100 
reales , 25 hombres en 15 dias quántos ganarán?

r e s o l u c i ó n . Porque se buscan reales, se pondrá 
este término en el último lugar; y  ordenados los 
términos en una y  otra parte de la proporcion, se 
atenderá á que correspondan hombres á hombres, 
dias á dias , y  reales á reales, conforme se dixo en 
la regla primera , y  se tendrá en la forma siguiente.
Hombres. Dias. Reales. Hombres. Dias. Reales.

10 . . . 5 . . .  100 . . . 25 . . . Tg-.-.r=: 100xg5Xi5 —-?gr>

Ordenados los términos , se examinarán las propor­
ciones , comparando primero hombres con reales, 
diciendo : si 10 hombres ganan 100 reales, 25 hom­
bres quántos reales ganarán ? Y porque aumentán­
dose el número de los hombres , debe también au­
mentarse el de los reales , esta proporcion es directa.

Comparando en la segunda proporcion dias con 
reales , se dirá : si en 5 dias se ganan 100 reales, en 
15 dias qué se ganará? Se ve claro que por aumen­
tarse el número de los dias, se aumentará la ganan­
cia, y por consiguiente que esta proporcion es tam­
bién directa. Multiplicando, pues , el tercero , quar­
to y  quinto término entre s í , esto es, 100, 25 y 15, 
se tendrá el producto 37500, que será el dividendo;
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y  multiplicando el primero y  segundo término ^es­
to es , io por 5 , se tendrá el divisor 50 : y  partien­
do 37500 por 50 , se hallará el quociente 750 por el 
valor de x ,y  se dirá que si 10 hombres en 5 dias ga­
nan 100 reales, 25 hombres en 15 dias ganarán 750.

QUESTioN n. Si 10 hombres en 5 dias ganan 100 
reales , 25 hombres en quántos dias ganarán 750.

r e s o l u c i ó n . Dispónganse los términos ŝegun se 
ha dicho , poniendo en el último lugar el numero de 
los dias, por ser la especie que se busca, y se tendrá 
en la forma siguiente.

Hombres. R eales.______ D ias. Hombres. R eales.--------- D i ^ _

1 0 .........100 . . . .  s . . . .  25 . . . .  750 •• • —

Examinando la proporcion que se forma de hom­
bres y  dias, se dirá: si 10 hombres hacen cierta 
ganancia en 5 dias, 25 hombres en quántos dias la 
harán? Y  porque mas hombres harán la misma ga­
nancia en menos tiempo , esta proporcion es inver­
sa : y  mudando los antecedentes , esto es , poniendo 
25 en lugar d e  10 , y  10 en el de 25 ,  se tendrá re­
ducida á directa. _

Exámínese ahora la proporcion de reales y  días, 
diciendo: si 100 reales se ganan en 5 dias, 750 rea­
les en quántos dias se ganarán? Y porque mas reales 
necesitan mas dias para ganarse , esta proporcion es 
directa , y  no necesita reducirse , disponiendo la íe- 
gla en la forma siguiente.
Hombres. Reales. Dias. Hombres. Reales. Días.-----------------------------
------------1— — --------------  — __  5 X IO X 750  ----  r  r*

25 . . .  100. . 5 . . .  10 . .  .750  . , x -----— —  5
Multipliqúense los números 5 , 10 y  750 , y  se ten­
drá el dividendo 37500 : multipliqúese también 25 
por 100 , y  se tendrá el divisor 2500 ; y  hecha la 
partición, se hallará el quociente 15 por el valor 
de x.
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q u estio n  in . Si io  hombres en g dias ganan 
ioo reales , para ganar en 15 dias 750 reales quán­
tos hombres serán menester ?

r e s o l u c i ó n . Lo primero: porque se busca el nú­
mero de hombres, se pondrá este en el último lu­
gar, y  ordenados los terminos,se tendrá como sigue.
JD ias. Reales. Hombres. Dias. Reales.______ Hombres.

S . . . .  100 . . . .  1 0 ........ 1 5 . . . . 7 5 0  . . . .or

. Lo segundo : hágase el exámen diciendo: si en 5 
diaŝ  hacen cierta ganancia 10 hombres , en 15 dias 
harán la misma ganancia menos hombres: luego esta 
proporcion es recíproca, y  mudando los anteceden- 

S Y 15 ,se tendrá reducida á directa. Dígase tam­
bién : si 100 reales se ganan por 10 hombres , para 
ganar 750 se necesitarán mas hombres: luego es di­
recta , y  lo será toda la proporcion del modo siguiente.
.. Pías. Reales. Hombres. Días. Reales. Hombres.

15 . . . .  100 . . . .  10 . . . .  5 . . . .  750 . . . .  x —

Lo tercero : multiplicando 750 por 5 , y  el pro­
ducto por 10 , se tendrá el dividendo 37500 : mul­
tiplicando 100 por 15 , se tendrá el divisor 1500 ; y  
hecha la partición , se hallará el quociente 25 por el 
valor de x  que se buscaba.

La razón de esta práctica es que los términos se
1 educen á quatro, haciendo de las razones simples 
una compuesta; y  así interviniendo en este exem­
plo tres razones, que son de dias á dias, de reales 
á reales , y  de hombres á hombres , esto es & 100

10  • 1 ,  .  ’  S ’  75°
y  -  , si de las dos primeras - y — se forma la com-

Puesta "5x750’ se tendrá la proporcion 15 x 100 
: 5 x 750 : : 10 : x • luego x  =  izltsoxio (conin jem>

1M \ 15X100 V
i lib. n i)
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Quique decir esta expresión , que para hallar el 
valor de x  quando los términos son seis , deben mul­
tiplicarse tercero , quarto y  quinto término entre sí, 
y que el producto partido por el que resulta de la 
multiplicación del primero por el segundo, dará 
por quociente el valor del sexto término que se 
busca.

La prueba está en que el producto del primero, 
segundo y sexto sea igual al producto de tercero, 
quarto y  quinto, esto 6 8 ,2 5x15x10 0 = 5x750 x10 , 
ó bien 37500 =  37500. _

e s c o l i o .  Si en la qüestion intervienen dos o  mas 
términos iguales de una misma especie , se quitarán 
de la proporcion.

e x e m p l o . Si 4 0  hombres en 1 5  dias hacen 5 0  

varas de excavación, 3 0  hombres en 1 5  dias quán- 
tas harán?

Porque el número de dias es el mismo , se quitará, 
y será lo mismo que si se dixese : si 40 hombres ha­
cen 50 varas de excavación , 30 hombres quántas 
harán?

A este modo se resuelven otras qüestiones de 
ocho , diez ó mas términos*

r e g l a , g e n e r a l .  Reducidos todos los términos 
á directos , para hallar el valor de x  (que se supone 
el último), se hará como indica la siguiente tabla.
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Términos. Quo­
ciente. Divisor. Dividendo.

Para quatro. 4?
Para seis. 6? I ?  2 ? .............. 3° 4° 5° .................

Para ocho. 8? I ?  2 ?  3? . . . . . . 4° 5° 6° 7° ............
Para diez. 1 0 ? I ?  2 ?  3? 4° • • 5? 6? 7 ?  8? 9o. . . .
Para doce. 1 2 ? , i ?  2 ?  3 ?  4 ?  5 ° 6 ?  7 ?  8 ?  9 ?  1 0 ?  i x ?



En la qual se ve que quando la proporcion es de 
ocho términos , se ha de multiplicar el quarto, 
quinto , sexto y  séptimo para tener el dividendo , y 
el primero, segundo y  tercero para el divisor; y 
hecha la partición , se hallará el quociente , que es 
el octavo término que se busca. También servirá de 
regla general, despues de dividida la proporcion en 
dos partes , el multiplicar entre sí los términos co­
nocidos de la segunda parte , y último de la primera 
para tener el dividendo , y  multiplicar asimismo los 
demás de la primera para tener el divisor , conclu­
yendo luego la operacion como se ha dicho.

CAPÍTULO III.

De la regla de compañía.

'a regla de compañía no es otra cosa que distri­
buir la ganancia ó pérdida entre los compañeros á 
proporcion de lo que cada uno puso : lo que se hace 
de este modo.

q u e s t i o n  i. Tres hicieron compañía, el primero 
puso 600 pesos, el segundo 800 , y  el tercero 1100. 
Despues de algún tiempo halláron 1000 pesos de 
ganancia : pídese lo que corresponde á cada uno.

r e s o l u c i ó n . En el exem­
plo 1: súmense los caudales, ro„.3l eEX-l'
x  ,  ’  Caudales. Ganancias.
y  se tendrá 250 ; y  para ha- ĉT— g— ---- —
llar lo correspondiente al pri- Oo o ’ * ’ *

j . /  . . 1 r  2 . . .  « O O ____ Q20mero , se dirá : si todo el cau- „0 á3'"* 0 0 . . . .  1000 dal 2500 gana 1000 pesos, ----- -----------------
qué ganarán 600 pesos? He- Suma 2 5 0 0 .... 1000
cha la regla se hallara, que la ganancia del primero 
fue 240 pesos.

Para saber la del segundo se dirá : si 2500 dan 
1000 , qué darán 300? Y  hecha la regla, se hallará 
que ganó 320 pesos.
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Para averiguar la ganancia del tercero, se hará 
otra regla de proporcion diciendo: si 2500 dan 1000, 
qué darán 1100 ? Y  se hallará que ganó 440 , cuyas 
tres ganancias sumadas componen la total 1000.

Esta qüestion se propone también de otro modo, 
que es dividir el número 1000 en tres partes que 
guarden la proporcion de 600 , 800, 1100 : luego 
sumando los tres números, se tendrá 2500, y  se dirá: 
como el todo es al todo , así la parte es á la parte, 
esto es , 2500 : 1000 :: 600 : 240 , y  así en las de­
más proporciones.

Quando en la compañía hay tiempo desigual, se 
llama regla de compañía compuesta con tiempo , y  
se reduce á simple multiplicando el caudal de cada 
uno por su respectivo tiempo ; y  luego se hacen las 
reglas de proporcion según se ha dicho.

q u e s t i o n  ir. Tres hiciéron compañía: el pri­
mero puso 480 pesos por tiempo de 4 años, el se­
gundo puso 320 pesos por tiempo de 5 años, y  el 
tercero puso 240 pesos por tiempo de 6 años, y  han 
de repartir 400 pesos que tuvieron de ganancia. Pí­
dese la que pertenece á cada uno.

R E SO LU CIO N . Dis- EX> n<
pónganse los tér- Caudales. ASos. Productos. Ganancias.

minos según se ha- o 4gQ x 4 — 1920... 1544Ü.
lian en el exem- ^  ̂ y j-t496
pío 11: y  multipli- 2°...3 20  x 5 -  1600... 129_Ii_
cando el caudal de 0 A, ‘27... 240 x o zr 1440... 11 ocada uno por su á 4 ^  49«
respectivo tiempo, suma 4960...400 “
se tendrán los pro­
ductos 1920 , 1600 , 144o 1 cuya suma es 4960, y  
quedará la regla compuesta reducida á simple : lue­
go se dirá: si 49Ó0 ganan 400, qué ganarán 1920 í Y  
hecha la operacion se hallará corresponder al pii-
mero icaüíL: del mismo modo se hallará que al

496
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segundo le corresponden 129 & , y  al tercero 116^ ; 
y  sumando los enteros y  quebrados , compondrá la 
ganancia total 400.

QUESTioN ni. Dos hiciéron compañía por tiem­
po de 8 años: el primero puso 20 doblones , y  al fin 
del tercer año sacó 12 : el segundo puso 30 doblo­
nes , y  al fin del quinto año añadió 10 : halláron de 
ganancia 120 doblones, y  se pide la que correspon­
de á cada uno.

R E S O L U C I O N . Mili- E X . I I I .

tiplíquese el cau- Caudales. Afios. Productos. Ganancias.

dal del primero por , 2o x 3 =  6ol TOo
3, que es el número 8 x 5 =  40/ á 37

de años que estuvo ,30 x 5 =  1501 g
empleado, y  se ten- 1 4 0 x 3 — 120/ ‘  ’ * ‘ 37

X J. .1U, I., 11 II ■

120drá 60; y  porque
al fin de los 3 años ó¿
sacó 12 doblones, le quedáron solamente 8 en los $ 
años siguientes; y  así multiplicando 8 por 5 , se ten­
drá 40,y la suma de los dos productos será 100. Por­
que el segundo puso al principio 30 doblones por to­
do el tiempo , y  al fin del quinto año añadió 10 , re­
sulta que en los 5 primeros años tuvo 30 doblones, 
cuyo producto de 30 por 5 es 150 , y  que en los 3 
últimos años tuvo 40 , cuyo producto de 40 por 3 es 
120; y  añadido al antecedente, componen 270. Re­
ducida ya la regla compuesta á simple , se resuelve 
diciendo: si la suma de los productos 370 da 120, 
qué dará 100? Y se hallará 32-̂ - por la ganancia del 
primero: luego al segundo le corresponde el resto 
hasta 120,que son87Ü,como se ve en el exemplo ni.



D E  L A  A R I T M É T I C A . 97

C A P Í T U L O  IV .
t

De la regla de aligación.

E X P L IC A C IO N .

^A ligación es la mezcla que se hace de muchas 
especies para que resulte otra media, como si se 
mezclase pólvora fina con basta, que resultarla otra 
especie de pólvora de menos potencia que la fina, 
y  de mas fuerza que la basta. Las especies se ex­
presan por su valor, y  así en las de pólvora son los 
grados de su fuerza; pues suponiendo la pólvora fina 
de 8 grados, la que no es tan fina será de 7 , y  otra 
menos fina de 6 & c : de suerte que se puede mez­
clar pólvora de 8 grados con otra de 5 , para que 
resulte un mixto de pólvora de 7 grados , que es me­
nos, poderosa que la de 8 , y  mas "que la de 5.

A este modo las especies del oro se expresan por 
sus quilates : el mas puro y  fino se dice de 24 quila­
tes , el que no lo es tanto de 23 &c.

En qualquiera aligación concurren necesariamen­
te tres especies , mayo’’ , menor y  media, y las tres 
cantidades correspondientes cada una á su especie.

Fundamentos de la regla de aligación.

Si las tres especies se restan entre s í , y  la dife­
rencia de las extremas se toma como todo , las otras ' 
dos diferencias serán las partes recíprocas del mixto.

e x p l i c a c i ó n . Supóngase que de pólvora de 8 y  
de 5 grados se quiere hacer una mezcla que resulte 
de 7. La diferencia de las especies extremas 8 y  5, 
es 3: la diferencia entre la especie mayor 8 y  ia 
media 7 , es x ; y  la diferencia entre la especie me­
dia 7 y  la menor 5 , es 2.
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Digo , piles, que de las tres partes del mixto se 
pondrán dos de la especie mayor 8 , y  una de la me­
nor 5 , para que resulte el mixto de 7 grados. ^

La razón es , porque lo que falta á la especie me­
nor s para igualar á la media 7 , dimana precisa­
mente de la porcion de pólvora que hay en el mixto 
de la especie mayor 8 , respecto de que si no hubiera 
porcion alguna de dicha especie mayor , seria el 
mixto ó especie media la misma especie menor , sin 
diferencia alguna. Luego la diferencia 2 que hay 
de la especie menor 5 á la media 7 ,  resulta de la 
pólvora que ha entrado en el mixto de la especie 
mayor 8 ; y  por consiguiente se ha de poner en él 
tanta pólvora de 8 grados , quanta expresa la dife­
rencia 2. •

Por la misma razón el exceso 1 que hay de la 
especie mayor 8 á la media 7 , proviene de la can­
tidad que ha entrado en el mixto de la especie me­
nor 5 : luego ha de ponerse’ en él tanta pólvora de
5 grados, quanta expresa dicho exceso 1 ; y  por 
consiguiente de tres partes iguales del mixto (que 
es la diferencia de las extremas), las dos han de ser 
de la especie m ayor, y  la otra de la menor, que 
son las diferencias recíprocas.

c o r o l a r i o  1. De aquí se sigue , que las canti­
dades que componen un mixto , guardan la razón de 
las diferencias recíprocas de las especies, y  por con­
siguiente habiendo de componer 36 libras de pólvo­
ra de 7 grados, mezclando para esto pólvora de 8 
grados con otra de 5 , se pondrán 24 libras de 8 
grados, y  12 de 5 , cuyas cantidades están en la í 
razon.de 2 : 1 ,  diferencias recíprocas de las especies.

c o r o l a r i o  11. Dadas las tres especies 8 , 7 y  5, 
se tienen sus diferencias; porque 8 — 5 =  3, 8— 7 = 1 , 
y  7 -  : y  al contrario , dadas las diferencias 
y  qualquiera especie, se tienen las demás especies.
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c o r o l a r io  ni. Dadas las cantidades 24 y  12 de 
las especies extremas , se tiene la cantidad del mix­
to , que es la suma , esto es , 24 +  12 rr 36. También 
dada la suma 36 , y  qualquiera cantidad extrema 
24, se tiene la otra 12 ; porque 36 — 24 — 12 ; ó 
bien dadas las cantidades 36 y 12 , se tendrá la 
otra 24; porque 36 — 12 ;=: 24.

Disposiciones de la regla de aJigacioti.

Lo primero: se han de dar conocidas dos espe­
cies y  dos cantidades, ó bien las tres especies, y  
una de las cantidades.

Lo segundo: se escribirán por su orden las tres 
especies mayor , media y menor , despues sus dife­
rencias recíprocas, esto e s , la diferencia entre la 
especie mayor y  media se pondrá enfrente de la 
menor: la diferencia entre la especie menor y  me­
dia enfrente de la m ayor; y  debaxo la suma, que 
es la diferencia de las extremas: Ex
finalmente se escribirán las can- Espec. D ifer. cantid. 
tidades correspondientes á las es- g0 ~ ' 
pecies extremas, y  debaxo la su- • • • • • 2 • • • 24 
m a, que es la cantidad del mix-
to , como se ve en el presente ^.........L "  ’
exemplo. - 3 . . .  36

Lo tercero : en lugar de la especie , diferencia ó 
cantidad que se busca, se pone x  , y  los demás tér­
minos no conocidos se escriben según lo dicho en 
los corolarios 11 y  m.

Lo quarto : para formar la regla de proporcion 
se tomarán dos diferencias con sus dos cantidades 
correspondientes, entre las quales se hallará-n tres 
términos conocidos ; y  buscando un quarto propor­
cional , se tendrá el valor de x , y  con él los demás 
términos.

G 2
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Todo esto se verá practicado en los quatro casos 
siguientes, á los quales se reducen las qüestiones 
determinadas de aligación.

c a s o  i .

Badas las tres especies y  la cantidad del mixto, 
hallar las cantidades de las especies extremas.

q u e s t i o n . Se quiere hacer una mezcla de pol- 
vora de 7 grados en cantidad de 126 libras ^com­
puesta de pólvora de 8 grados y  de 5 , y  se pide la 
cantidad que se ha de poner de cada una de estas

eSPeCÍeS- ^ • pcn TMfer. E X - I ‘ c u t id .
R E S O L U C I O N . Escri- p— ----------------------- _  —

tos los términos dados 8. . .  2 ............. * - 8 4  1 .
ó conocidos, como se 7?
ve en el exemplo 1 (que 5? . .  1 . .  126— ^ = 4 2 i¡b.
en este caso son las tres --  -------------
especies , sus direren- 0
cias , y la cantidad del m ixto), para escribir los 
términos incógnitos , esto e s , las cantidades que se 
piden de las especies extremas , siendo la cantidad 
del mixto 126: si se supone que la cantidad cor­
respondiente á la especie mayor 8 es x , será (co- 
rol. m .) 126 — # la cantidad que pertenece á la 
especie menor 5 , con lo qual se tendrán los nueve 
términos, como en la regla segunda, y  según la 
quarta , se hará la proporcion 3 : 126 :: 2 : x — 84, 
y  por consiguiente 126 — x ~  42; luego se dirá , que 
se han de poner 84 libras de pólvora de 8 grados, 
y  42 de 5 para componer el mixto de 126 libras de 
pólvora de 7 grados.

XOO L I B R O  Q U A R T O



S E  L A  A R I T M É T I C A . 101

C A S O  I I .

Dadas las tres especies y  la cantidad de qualquiera 
de las extremas, hallar la otra cantidad extrema 

y  la del mixto.

q u e s t i o n .  Se quiere hacer una mezcla de pól­
vora de 7 grados , que tenga 84 libras de 8 grados, 
y  las restantes de 5 , y  se pide la cantidad de esta 
especie y  la del mixto. e x .  i i .

R E S O L U C I O N . Si se - --- T)ifF ' __________  Cantid._____

supone# por la can- 8......... 2 ..........................8411b.
tidad de la espe- 7?
cié menor , será la 5 ? . . . .  x ..................4211b.
cantidad del mixto — — -------------——
84 +  x  ; y  escritos 3 • • • • «4 + * =  12611b.
los términos como en el exemplo n  , se hará la 
proporcion 2 : 84 :: 1 : x zz 42; luego 84 -+- x — 126; 
y por consiguiente se dirá, que se han de poner 42 
libras de pólvora de 5 grados , que con las 84 de 8, 
harán 126 libras de 7 grados.

C A S O  I I I .

Dadas las tres cantidades y  las especies extremas, 
hallar la especie media.

q u e s t i o n . Se han mezclado 84 libras de pól­
vora de 8 grados con 42 de 5 , y se quiere sa­
ber de quantos grados saldrán las 126 libras del 
mixto. e x . ni.

RESO LU CIO N . _______ Espec~__________ D ifer-________ Cantid. .

Sea x la di fe- 8 ? ............ x =  2 ------8411b.
rencia entre 5 + #  =  7?
la especie me- 5? . . . .  3 - 1  . .  . .  4211b.
ñor y media: - -----------------—----
luego siendo 3 • • • • 12^líb-
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la menor 5 , será la media 5 +  x  , y  la diferencia 
entre la mayor y  media 3 — x ; y dispuestos los 
términos como en el exemplo m , se hará la propor­
cion 126 : 3 : : 84 : x =  2 ; luego 5 -+- jc =  7 es el 
valor de la especie media que se busca.

CASO IV .

Dadas las cantidades y  la especie media, con una 
de las extremas hallar la otra extrema.

q u e s t i o n . Se tiene un mixto de 126 libras de pól­
vora de 7 grados , en el qual han entrado 84 libras 
de 8 grados, y  se pide la especie de las otras 42.

R ESO LU CIO N . Ex. IV .

Sea x  la dife- ____ t e ------ ---------------cantid
rencia entre 8. . . . .  X— 2 ............. 8411b.
la especie me- 7?
ñor y  media: 0̂ ............. 1 ...............4211b.
luego siendo 7 Í Í = ~ 3 . .  . 7 7 ^
7 la media,se- °
rá la menor 7 — x , y  la diferencia entre las extre­
mas será 1 +  x; y  dispuestos los términos como en el 
exemplo ív , se hará la proporcion 42:1 1:84: # =  2; 
luego 7 — x  rr 5 es el valor de la especie menor que 
se busca.

e s c o l i o  i . La prueba en todos los casos es que 
la especie media multiplicada por la cantidad del 
mixto , ha de ser igual á la suma de los productos 
de las especies multiplicadas por sus respectivas 
cantidades, esto es, 7 x 126 =  8 x 8 4 + 5 x 4 2 ,  ó 
bien 882 =r 672 -+- 210.

e s c o l i o  11. Hay muchas qüestiones que son in­
determinadas , en las quales se elige á discreción una 
cantidad ó una especie.

e x e m p l o  1. En 126 libras de un mixto entraron
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84 libras de 8 grados, y se pide la especie de las 
otras 42 , y  la del mixto : en este caso se puede su­
poner la menor de 5 grados , y  por el cas. m  se ha­
llará la del mixto de 7 grados.

e x e m p l o  11. En 1 2 6  libras de un mixto de 7 gra­
dos entráron 8 4  libras de la especie mayor , y  4 2  de 
la menor, y  se pide el valor de las especies : en es­
te caso se puede suponer la especie mayor de 8 gra­
dos , y  por el cas. iv se hallará la menor de 5 gra­
dos , ó bien al contrario; y  así en los demás casos.

e s c o l i o  n i .  Quando las especies son muchas, se 
hacen dos ó mas aligaciones, tomando siempre una 
especie mayor y otra menor , y  repitiendo si fuere 
necesario una misma especie algunas veces. Por e- 
xemplo : si de pólvora de 8 grados , de 5 y  de 3 se 
quieren hacer 114 libras de un mixto de 7 grados, 
se dividirá á discreción 114 en dos partes , como 
84 y  30, y  se hará aligación de 8 grados con 5, 
dada la cantidad 84 de la especie media 7 ;  y  por 
el cas. 1 se hallarán 56 libras de 8 grados, y 28 
de 5. Despues se hará otra aligación de la especie 
mayor 8 con la menor 3 , dada la cantidad del mix­
to 30 libras de pólvora de 7 grados, y  se hallarán 
por el cas. 1 24 libras de 8 grados , y  6 de 3 ; luego 
siendo las dos cantidades 56 y  24 de pólvora de 8 
grados, se dirá que entráron en la mezcla 80 libras 
de pólvora de 8 grados , 28 de 5 , y  6 de 3 , que to­
das forman 114 libras de 7 grados.

Si el mismo número de libras 114 se hubiera di­
vidido de otra suerte, resultarían otras cantidades, 
que también satisfacen la qüestion.

A este modo si de las especies 8 , 5 , 3  se quisie­
ra un mixto de 4 , se ligaría 8 con 3 , y  despues 5 
con 3 , tomando siempre una especie mayor y  otra 
menor.

Si de las especies 8 , 7 , 5 , 3 se quiere un mixto
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de 6 , se ligará 8 con 3 , despues 7 con 5 , ó bien 8 
con 5 , y  luego 7 con 3.

e s c o l i o  iv. Si las especies 8 , 5 y  3 se multipli­
can por sus respectivas cantidades 80, 28 , 6 , y  la 
suma de los productos 798 se parte por la suma 
de las cantidades 114,  el quociente dará 7 ,  que 
es la especie del mixto , como se ve en el si­
guiente ....................EX EM PLO.

Especies. Cantidades. Productos.

{
8 . . .  x . . .  80 . . .  zr . . .  640
5 . . .  x . . .  28 . . . — . . .  140 
3 . . .  x . . .  6 . . . =  . . .  18

1 1 4 ................798
798 ] 114
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OOQ

7 especie m edia.

e s c o l i o  v. Lo que se ha dicho en la aligación de 
la pólvora, se entiende en qualquiera otro mixto, 
como del oro. Por exemplo: de oro de 22 quilates y  
de 15 se quiere hacer una mezcla de 63 onzas de 
oro de 18 quilates , y  se piden las onzas que han de 
entrar de cada especie.

Sea *  el número de las Espec. DiferEX’ Cantid 
onzas de oro de 22 quila- —  ~ ZT— 0Z

z  . 1  í  ¿  ¿  *aj »— ■« -Z /

tes , serán las onzas de 15 ^  1
quilates 63 -  r ; y  por el _ _ 6Z- x  =  36
cas. 1 se habara x ~  27, que —  —-— *-----—
son las onzas de la espe- 7 63
cié mayor : luego 63 — x — 36 son las onzas de la 
especie menor ; y  así en los demás casos.

e s c o l i o  vi. Puede una especie no tener valor, 
como quando se liga oro con cobre, en cuyo caso 
se pone cero por la especie menor ó cobre ; y  en to­
do lo demás se obrará según se ha dicho.

e x e m p l o . Se quieren componer 92 onzas de oro



de 20 quilates, mezclando cobre con oro de 23 
quilates, y  se pide la cantidad de una y  otra es­
pecie.

Suponiendo x  las on- vuJ**' cantid .
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. zas de oro de 23 quila- _ Q
tes , serán las de cobre 23 . . 2 0 ...........x — o
92 — x ; y  poniendo cero 20 
por la especie menor, se o . . . .  3 . .  .9 2 - x — 12 
tendrán dispuestos los tér- ~  . . . .  92
minos , y  se hallarán por
el cas. 1 80 onzas de la especie m ayor, y  12 de la 
menor ó cobre, que juntas componen las 92 del 
mixto que se pide.

' LIBRO QUINTO.
D E  L A S  P O T E N C I A S  Y  R A I C E S .

CAPÍTULO I.

De la síntesis ó composicion de las potencias.

P a r a  la inteligencia de la extracción de las raíces 
importa mucho el conocimiento de la formación de 
las potencias , pues por los mismos grados que sube 
la raiz á la potencia, por los mismos se desciende 
de la potencia á la raiz.

d e f i n i c i ó n  1. Número quadrado ó  potencia qua- 
drada es el producto de dos números iguales, ó  bien 
el de un número multiplicado por sí mismo ; y  así 
multiplicando los números 2 , 2 , el producto 4 será 
el quadrado, cuya raiz es 2 ; si se multiplica a por 
a , el producto a a , ó bien a2 es el quadrado , y  su 
raiz a.

\
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d e f i n i c i ó n  ii. Número cúbico ó  potencia cúbi­
ca es el producto de tres números iguales , y  así 
multiplicando los tres números 2, 2, 2, será el pro­
ducto 8 la potencia cúbica, y  su raiz 2.

Si se multiplican las tres cantidades iguales a,  a,  a,  
el producto a a a ,  ó bien a %, será la potencia cúbi­
ca , y  su raiz a.

d e f i n i c i ó n  ni. Potencias en general son los pro­
ductos de la multiplicación de un número por sí 
mismo una ó muchas veces. Las potencias se llaman 
también dignidades ó potestades, y  son infinitas, 
por serlo las veces que la raiz puede multiplicarse 
por sí misma.

A la raiz se le da el nombre de potencia 1?, al 
quadrado el de potencia 2?, al cubo el de poten­
cia 3?, y  así en adelante, como parece en la siguien­
te tabla.
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| Potencias de a. ¡ Potencias. Potencias de 2 . Potencias de 3 .

I . . .  a . . . .  iI. . .  1? ______i ...............2 ...............3
. ..  az . . . . . .  2 ? . . . . ...............4 ...............9
. . .  as . . . ...............8 .............27
. . .a *  . . . . . . 4a . . . j .............16 .............81
. . .  a* . . . ■ • • 5-•••• ! .............32 ...........243
. . .  a6 . . . . . .  6a . . . . .............64 ...........729
. . .  a7 . . . . . . 7 a .......... 128 .........2187
. . .  a8 . . . . . .  8a . . . . ................... 256 ................ 65:61
. . .a *  . .  . . . .  9a . . .  . .......... S12 . . . .  19683
. . . a10 . . . . . . 10? . . . ........ 1024 . . . .  590491

También se dice potencia del primer grado, 1 
segundo, del tercero & c.

I
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LOS A R A B E S. D IO FA N T O  Y  V IE T A .

cC1 Supersólido segundo.....................
„8 Quadrado de quadrado de qua-u drado...............................................
cfi Cubo de cubo de cubo...................

Cí10 Quadrado de supersólido...............

U11 Supersólido tercero.........................

Quadrado quadrado cubo cubo.............

Los antiguos dieron diversos nombres á las poten­
cias : los que les diéron los Arabes , Diofanto y  Vie­
ta se contienen en la tabla antecedente , y  en la si­
guiente están los que les han dado otros autores.

í
N O M BR ES.

----
C A R A C T E R E S .

Lado..................................... .... a.......... [
. (X2,.........i

Sólido................................... ....a3 ......... ...................3
Plano p la n o ..................... .... a4 .........|
Plano sólido....................... .... as......... ................ 32
Sólido sólido............. ....a6 ......... .................64
Plano plano sólido....... . ... a1 ......... .............. 128
Plano sólido sólido............ . . . . ¿í8 ......... ................ 2 5 6

Sólido sólido sólido.......... . . . . c P  ......... .............. 512
Plano plano sólido sólido. ....a10____ ............ 1024

J Plano sólido sólido sólido. . . . .  ¿i1 1  . . .  . ............ 2048



d e f i n i c i ó n  i v .  Exponente de la potencia es  el 
número que indica su lugar ó grado , ó bien quan­
tos factores iguales la producen ; y  así el exponente 
de la i? es i , el de la 2? ó del quadrado es 2 , el de 
la 3* ó cubo es 3 &c.

d e f i n i c i ó n  v. Subir una cantidad numérica á  

qualquiera potencia, es multiplicarla por sí misma 
tantas veces , menos una , como unidades tiene el ex­
ponente de la potencia.

e x e m p l o . Cubicar el número 2 es hallar el nú­
mero 8 que resulta de la multiplicación de la raiz 
2 , 2 , 2 ,  esto es, 2 x 2  =  4 , y  2 x 4  =  8. Cubicar 
la cantidad a b es hallar el producto a a a b b b , ó 
bien a3 ¿>3, que proviene de la multiplicación de a b 
por a b , y del producto a2 b2 por a b. 

e s c o l i o . Si la raiz se muí- e x .

tiplica por sí misma, se ten- a
i r, ■■ r  . - a • *  2 X 2 = 4  Potencia 2 .dra la potencia 2. : si esta se n a

. . .  f- • . 4 X 2 =  8 potencia Q.multiplica por la raíz, se ten- ¿ ¿ . °a
J  ✓ 1 • a • * 8 x 2 = 1 6  potencia 4 .dra la potencia 3. : si esta se ^
multiplica por la raiz , se tendrá la potencia 4? &c. 
como se ve en el exemplo.

PROPOSICION  I . PR O B L E M A .

Levantar una cantidad á qualquier potencia.

e x e m p l o . Se ha de subir á la potencia quadra- 
da el número 34.

r e s o l u c i ó n . Multipliqúese el número 34 por 34, 
y  el producto 1156 será el quadrado.

Si el mismo número 34 se hubiere de subir á la 
potencia cúbica, se multiplicará 34 por 34, y  se ten­
drá el quadrado 1156,  que multiplicado por 34, dará 
el cubo 39304; y  continuando la multiplicación por 
34, se hallarán todas las potencias de dicho número.

I 0 U LIBRO QUINTO
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En las cantidades literales incomplexás se hallan 
las potencias multiplicando los coeficientes por sí 
mismos (def. x v ) , y el exponente de cada letra por 
el exponente de la potencia que se pide.

e x e m p l o .  Si la cantidad 3 a b se ha de subir al 
segundo grado , será 9 a2 b2 : si al tercer grado , se­
rá 27 a3 b3: si al quarto grado ó potencia quarta, 
será 81 a4 bA & c.

Si la raiz a b2 se quiere subir á la potencia se­
gunda ó al quadrado, se multiplicará cada expo­
nente por dos, y  será a2 b4 : si se pide la potencia 
tercerá ó cúbica, se multiplicará cada exponente 
por 3 , y  se tendrá a3 b6 &c. Si la raiz es un com­
plexo , como a b , se hallarán sus potencias por 
su continua multiplicación, como parece en el si­
guiente ................. * • • E X E M P L O .

R aiz . . . . . . . . . .  . . . a ■+• b
a-(- b

1
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ab +b'¿

Quadrado . . . .  U 2’ ■+■ 2 U  b •+• b2
a + b

a2 b-+-2ab2-!rb3 
az +  2a2b-+- ab2

cu b o  a3 3  a2 b ■+• 3  a b2 +  b3

Obrando como se ha dicho se tendrán todas las 
potencias de a -+- b , con las quales se hará la tabla 
Sintético-Analítica , que servirá de formulario para 
la extracción de qualquiera raiz ; pues en ella se en­
cuentran todos los productos de que se compone 
qualquiera potencia quando la raiz se divide en dos 
partes a y  b.
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a b T A B L A  S IN T É T I C O - A N A L Í T I C A .

2 2
a 2ab b

3 2 2 3
a l a b 3 ab b

4 3 2 2 3 4
a 4 a b 6 a  b 4 a b b

5 4 3 2 2 3 4 5
a 5 a b 10a b 10 a b 5 a b

6 5 4 2 3 3 2 4 3 5 6
a 6 u b i s a  b 20 a b i s a  b 6 a b b

6 5 4 3 3 4 2 5 6 7
a 7 a b 21 a b 3 5 “ b 35 a b 21 a b 7 ab b

8 7 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 7 8
a 8 a b 28 a b 56 a b 70 a b $6 a b 28 0 6 % a b b

1 9 8 72 5 4 45 3 6 2 7 8 9
i  a 9 a b 36 a b 84 a b L2$ab i 2 s a b 84 « b 36 tí ó 9 a b b

i 10 9 82 73 6 4 5 5 46 37 2 8 IÜ

§ a 10 a b 45 a b \20ab 210 252a 6 210a 120 a b 4 5 tí¿ 10 a b b

e s c o l i o  i .  Suponiendo la primera parte de la 
raiz r: a , y  la segunda ~  b , se hallará que la poten­
cia segunda es a2 4- 2 a b 4- b2; y  quiere decir que 
el quadrado de toda la raiz se compone del qua- 
drado de la primera parte, mas dos productos de 
la primera parte , por la segunda mas del quadra­
do de la segunda.

30 •
3 °

4
4

a*
ab +  b2— 120 ■ 

■ ab = 9 0 0 + 12 0
16

a2 4- 2 a b 4- b2 — 900 4- 240 4-16 ;= 1156 

e x e m p l o .  Sea la raiz 34 dividida en dos partes;



la primera de las quales sea 30, y  la segunda 4; será 
a zz 30 , b zz 4 , y  por consiguiente a -t- b zz 30 -t- 4; 
y  hecha la multiplicación,se hallará que toda la su­
ma es 1156 ; porque siendo la raiz 30 4- 4 , multi­
plicándola por sí misma, esto e s , por 30 +  4 , será 
a2 zz 900 quadrado de 30 , 2 a b zz 240 duplo pro­
ducto de 30 x 4, ¿>2 =  16 quadrado de 4, cuyos pro­
ductos componen el quadrado total 1156,  igual al 
quadrado de a 4- esto es, al quadrado de 34; por­
que el quadrado de la primera parte es 900, el de 
la segunda 16 , y  el duplo producto de las partes es 
240 , que hacen los 1156 quadrado de 30+4.

e s c o l i o  11. Los productos que corresponden á  la 
potencia tercera son a3-h^a2b-i-^ab2 +  bz , cuya 
expresión quiere decir que si la raiz se halla dividi-

1 da en dos partes, como a y  b , el cubo de la toda se 
compone de los productos siguientes , esto es: 
de az cubo de la primera parte, 
de ^  (3uaĉ rai 0̂ ^e primera parte

e 2 \ multiplicado por la segunda.
de a b2l t r i Primera parte multiplicado por

0 i  el quadrado de la segunda, 
y  de P  cubo de la segunda.

e x e m p l o . Sea la raiz 34 dividida en dos partes, 
la primera de las quales sea 30, y  la segunda 4 , se­
rá o¡o -\ -4 ~ u -h b ^ y  por consiguiente 
será a? zz 27000 cubo de 30.
3 a2 b zz 10800 triplo quadrado de 30 x 4.
3 a b2 zz 1440 triplo de 30 x 16 quadrado de 4.
bz zz 64 cubo de 4.
total . . . 39304 cubo de 30 +  4 =r 34.

A este modo se hallarán los productos de que se 
compone qualquiera potencia.

e s c o l i o  ni. Cada potencia se compone de un 
término mas de lo que indica su exponente; y  así
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los de la potencia segunda son a2 -+- a a b +  ¿2. La 
potencia tercera se compone de quatro términos, 
que son a3 +  3 a1 b +  3 a b2 +  b3. La potencia quar­
ta consta de cinco términos, que son a4 +  4 a3 b 
4-6 ¿i2 b2 4- 4 ¿ b3 +  b* &c.

e s c o l i o  iv. Los términos extremos de qualquiera 
potencia tienen el mismo exponente que la potencia; 
y  así en la segunda sus términos extremos son a2, ¿>2, 
en la tercera a3 ¡ b3 , y  en la quarta &c.

e s c o l i o  v. Los términos intermedios son los pro­
ductos de las potencias de a por las potencias de b, 
y  la suma de sus exponentes es igual al de la mis­
ma potencia; y  así en la potencia quarta los tér­
minos intermedios son 4 a3 b , 6 a2 b2, 4 a b3 , y  
la suma de ios exponentes en cada término siem­
pre es 4.

e s c o l i o  vi. Si á todos los términos de qualquiera 
potencia se quitan los coeficientes, quedarán di­
chos términos continuos proporcionales en la razón 
de a : b.

e x e m p l o . En la potencia tercera quitados los co­
eficientes , se tendrá a3 ,a 2 b , a b2 ,b 3, que son con­
tinuos proporcionales; esto es . . . .  a3 : a2 b : : a : b
porque (lem. 1 ) ....................................... a3 b — a3 b
también........................................ a2 b : a b2 : : a : b
porque (lem. c it .) ................................ a2 b2 ~  a2 b2
asimismo.......................................... a b2 b3 \ \ a \ b
porque..................................................... a b 3 zz. a b 3
luego a31 a2 b , a b2 , b3 son continuos proporciona­
les en la razón de a : b.

c o r o l a r i o . De aquí se sigue que entre dos qua- 
drados a2 , b2 hay un medio geométrico a y  entre 
dos cubos a3, b3 hay dos medios geométricos, que 
son a2 b , a ¿2.

e s c o l i o  v i i .  Los coeficientes de todas las poten­
cias se pueden hallar sumándolos como se sigue.

I I 2  LIBRO  QUINTO
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Potencia i ? ..................... i 4- i
x 4- i

Potencia 2?..........
1 4 - 2 4 - 1

Potencia 3? . . . . 1

1 4 - 3  + 3 +  1
Potencia 4? . . . . , 4 4 - 1

1 4 - 4 4 - 6  4 - 4 4- r

P o te n c ia  5 * * . x 4- 5 -H 10 4- 10 -i— 5 4- r

c o r o l a r io . D e  a q u í y  lo  d ic h o  an teced en tem en ­
te  se in fiere  la  fa c ilid a d  de e n c o n tra r  todos los té r­
m inos d e  q u a lq u ie r  p o te n c ia  co n  sus co efic ien tes  , le ­
tras y  e x p o n e n te s, sin la  m o lestia  d e  m u ltip lic a r  co n ­
tin u am en te  a 4- b.

e s c o l i o  yin. Las sumas de todos los coeficientes 
de los términos de las potencias son continuos pro­
porcionales , como 2 , 4 , 8  &c.

’i? . .  1 +  1 .....................................  2]
2? . . 1 +  2 +  1 ............................. 4¡

Potencias 3? . . 1 4 - 34-3  + I ..............................  g  J-Sumas.

¡ 4?. .  1 4 - 4 4 - 6  4-4 4 - 1 ......... 16 1
Ls- •• 1 ■+■ 5 10 4-10 4 - 5 4 - 1 . .  32J

PROPOSICION II. TEOREMA.

S i á un número qucidrado se añade el duplo de su raíz 
mas la unidad, se tendrá el quadrado próximo 

mayor.

e x p l ic a c ió n . Sea el quadrado a2, y  añadiéndole 
2 a 4- i duplo de su raiz a mas la unidad, se ten­
drá a1 4- 2 a 4- i , que será el quadrado próximo 
mayor. .

d e m o s t r a c ió n . Siendo la raiz del quadrado
TOM.I. H
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dado a , si se le añade 1 ,  se tendrá a +  1 por la raíz 
del próximo m ayor, respecto de excederse en la 
unidad las dos raíces ; pero el quadrado de a +  1 es 
a* +• 2 a 1 , el mismo que a2 junto con el duplo 
de su raiz mas la unidad : luego si á un número qua­
drado & c.

EN n ú m e r o s .  Sea la raiz 3 , cuyo quadrado es 9; 
y  añadiéndole 6 duplo de la ra iz , se tendrá 15 ; y  
añadiendo la unidad, se tendrá 16 , que es el qua­
drado próximo mayor.

También si á 16 se añade 8 , duplo de su raíz 4* 
se tendrá 24, y  junto con la unidad será 25, que es 
el quadrado próximo mayor ; y  así de los demás.

PR O PO SICIO N  I I I .  T E O R E M A .

S i á un número cúbico se añade el triplo del quadrado 
de la raiz mas el triplo de la raiz mas la unidad, 

se tendrá el cubo próximo mayor.

e x p l i c a c i ó n .  Sea el cubo a ? , y  añadiéndole
2 +  g a +  j triplo del quadrado de su raiz a , mas 
el triplo de la misma ra iz , mas la unidad, se ten­
drá a3 +  3rt2 4- 3#- i - i > que ser  ̂ el cu^o próximo 
mayor.

d e m o s t r a c i ó n .  Siendo la raiz del cubo dado a¿ 
si se le añade 1 , se tendrá a -+-1 por la del próximo 
m ayor, respecto de excederse en la unidad las dos 
raices; pero el cubo de a -1- 1 es a3 4- 3 a2 ■+■ 3 a +  1, 
el mismo qtie as junto con el triplo del quadrado de 
su raiz, mas el triplo de la raiz , mas la unidad : lue­
go si á un número cúbico &c.

e n  n ú m e r o s .  Sea 8 el número cubico, será su 
raiz 2 , y  el quadrado 4 , cuyo triplo es 12 ; el triplo 
de la raiz 2 es 6 ; y  sumando 8 , 12 , 6 y  1 ,  se ten­
drá 27 , que es el cubo próximo mayor.



e s c o l i o . Por la continua multiplicación de a ■+■ i  

se hallarán todas las potencias , cuyas raíces se ex­
ceden en la unidad.

D E  L A  A R IT M É T IC A .  j j g

Los quadrados están en razón duplicada de la de sus 
raices, los cubos en triplicada & c.

d e m o s t r a c i ó n . La razón de aa : bb es compuesta 
de las dos razones iguales a\b  , a: b\ luego (def. xii 
lib. m ) es duplicada de qualquiera de ellas , y  por 
consiguiente los quadrados a2 , b2 están en la razón 
duplicada de sus raices a , b.

También la razón de a3 : b3 es compuesta de las 
tres razones iguales a : b , a : b , a : b ; luego es tri­
plicada de qualesquiera de ellas , y  por consiguien­
te los cubos a3 , b3 están en razón triplicada de 
sus raices a , b ; y  á este modo en las demás po­
tencias.

e n  n ú m e r o s . La razón de 16 : 9  es compuesta 
de las dos razones iguales 4 1 3 , 4 : 3 ;  luego es du­
plicada de qualesquiera de ellas, y  por consiguiente 
los quadrados 16 y  9 están en razón duplicada de 
sus raices 4 y  3.

También los cubos 64 y  27 están en razón tripli­
cada de sus raices 4 y  3 ; porque está compuesta de 
las tres razones iguales 4 : 3 , 4 1 3 , 4 : 3 .

_ e s c o l i o . Si tres cantidades son continuas propor­
cionales , el quadrado de la primera al quadrado de 
la segunda tendrá la misma razón que la primera á 
la tercera.

e x p l i c a c i ó n . Sean continuas pro-

PR O P O SIC IO N  IV . TEO R EM A,

porcionales 
esto e s . . .  .esto e s ...................................................... a: b :: b : c
digo que será........................................ a2 : b2 :: a : c

h  a
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D E M O ST R A C IO N . Siendo por lo su-\ %a.,J,*ib\<t
puesto......... ....................................... ■*
será (lem. i lib. m ) ................................. a c — ^
y  multiplicando p o r ....................................  ̂— a
será  ( a x .  v ) ..................................................... \ a L  =  a K
luego (n  part. lem. c it .) .............. • • a • & . .  ct. c
También si se tienen quatro cantidades continuas 
proporcionales, será,el cubo de la primera al cubo 
de la segunda como la primera a la quarta , esto es,
sean continuas proporcionales..............:-K d, c, d
se rá ......................................................... a3. b3. .  a .
porque siendo por lo supuesto a:b::b:c,\ a c — fr2
será (lem. i lib. m ) .............................. .
también b \ c \ \ c : d \  y  (prop. xi lib. m) _
a : b : : c : d ; luego (lem. c it .) ................& d — b e
y ( a x . v ) ............................................... ... ... .
Partiendo p o r.............................................. .. c — 0
se tendrá ( ax. c it .) .................................. a « ~_b
V multiplicando p o r .................................... a — a
será. .................:.................. ............... f í ~ a h ,
luego (ii part. lem.cit.) proporcionales ..a-'.b . .  a . d

PR O PO SICIO N  V . T E O R E M A .

S i 1as raíces son proporcionales , también lo serán 
las potencias del mismo grado.

e x p l i c a c i ó n . Sean proporcionales^ . ¿ . c . ¿
las raíces ............................................... J
si se multiplican por las mismas..........a : b : : c : d
se tendrán proporcionales las potencias a2: ::c2: da

e n  n ú m e r o s . Si las raices .................. 8 : 4 : : 6 : 3
se multiplican por las raices.............. 8 : 4 : : 6 : 3
se tendrán proporcionales los qua-\^ . 16 • ■ q6 • 9 
drados..............................................■/ ,

La demostración consta del cor. iv lem. 1 lib. m.
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CAPÍTULO II.

D e la analisis ó resolución de las -potencias, esto es, 
de la extracción de las raíces.

d e f i n i c i ó n  v i .  S a c a r  la raiz de una cantidad ó  po­
tencia , es hallar el número que la produce por su 
continua multiplicación ; y  así extraer la raiz cúbi­
ca del número 8 , es buscar el número 2.

e s c o l i o . Para facilitar las operaciones deben te­
nerse muy presentes ó de memoria las potencias de 
los números dígitos , singularmente de los quadrados 
y  cubos, que contiene la siguiente tabla.

Raíces 1 2 3 4 5 6 7 8 * i
9

Quadrados 1 4 9 16 25 36 49 64 81

Cubos 1 8 27 64 12 5 j 216 343 5i 2|729|

También se han de tener presentes los formula­
rios de la tabla Sintético-Analítica, á lo menos los 
del quadrado y  cubo , que son los siguientes.

Quadrado................... a2,4- 2 a b -+■
C u bo................... a3 -t- 3 a2 b +  3 a b* -+• ¿ 3

PR O P O SICIO N  V I .  P R O B L E M A .

Sacar la raiz quadrada de qualquier incomplexa 
literal.

r e s o l u c i ó n . Lo primero : saqúese la raiz del co­
eficiente ; y  lo segundo , escríbase cada letra con la 
mitad de su exponente.

e x e m p l o  1. Pídese la raiz quadrada de 4 a6.
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La raíz del coeficiente 4 es 2 , y  la mitad dei ex- 
ponente 6 es 3 ; luego la raiz que se busca es 2 a3.

e x e m p l o  n .  Pídese la raiz quadrada de a2 b8. 
Porque el coeficiente es 1 ,  basta sacar la mitad de 
cada exponente , y  se tendrá a b* por la raiz que se 
busca.

e s c o l i o . Si el coeficiente no tiene raiz justa, ó  

algún exponente no tiene m itad, se indica la raiz 
anteponiéndola el signo radical /  ; y  así la raiz de
las cantidades 5 a2 , 4 a3, a2 b , será V $ a2, 1/4 a3, 
Va2 b\ cuyas expresiones quieren decir raiz de 5 a■% 
raiz de 4 a3, y  raiz de a2 b.

PR O PO SICIO N  V I I .  P R O B L E M A .

Sacar la raiz quadrada de qualquier complexo 
literal.

R E SO L U C IO N . Ha- E X .

biendode sacar la a2 1 a b b 7, \a-\-b
raiz quadrada de _  ¿2
f  +  ^ a b  +  b 2, o—  z a h J r h * |2¿d¡v.
lo primero, saque- a h b
se la raiz quadra- --------------- -
da del primer tér- Res-2? . . .  o 
mino a2 , que es a : escríbase aparte; y  formando el 
quadrado de ella , réstese del quadrado dado, y  
quedará 1 a b +  b2 por el residuo primero.

Lo segundo : dóblese la raiz hallada, y  se tendrá
2 a por divisor : pártase 2 a b por 2 a , y  se hallará 
el quociente b , que se pondrá en la ra iz , por ser la 
segunda parte de e lla : multipliqúese 2 a por b , y  
se tendrá 2 a b ; y  añadiendo el quadrado de b , que 
es b2 , será el substraendo 2 ab +  b 2 , que restado 
del residuo primero , dará o por el residuo segundo; 
y  se dirá que la raiz quadrada de la cantidad pro­
puesta es a +  b.



D E  L A  ARITM ÉTICA, 119

PROPOSICION V III . PRO BLEM A ,

Sacar la raiz quadrada de qualquier número.

r e s o l u c i ó n . Lo primero; porque el exponente 
del quadrado es 2 , divídanse de dos en dos las no­
tas del número que sea propuesto , empezando por 
la derecha , y  tendrá la raiz tantas notas como hu­
biere casillas ó divisiones.

Lo segundo : sáquese la raiz quadrada de la canti­
dad de la primera casilla de la izquierda ; y  si no la 
tuviere justa , tómese la del número próximo menor, 
escribiendo aparte la raiz hallada: réstese su qua­
drado de la cantidad de dicha casilla , y  se tendrá 
la diferencia, á cuya derecha escribiendo las notas 
que se baxarán de la casilla siguiente, se tendrá el 
residuo primero.

Lo tercero: dóblese la raiz hallada, y  añadiendo un o 
por regla general, se tendrá el divisor, por el qual se 
partirá el residuo primero; y el quociente será la par­
te segunda de la raiz,que se pondrá al lado de la pri­
mera : multipliqúese el quociente por el divisor, añá­
dase al producto el quadrado del quociente , y  la su­
ma réstese del residuo primero para tener el segundo. 

e x e m p l o . Pídese la raiz quadrada de 1156. 
r e s o l u c i ó n . Divídanse las no- r

tas del número dado de dos en ii*<6 I ad
dos, y  se tendrán dos casillas, en |_34_
la primera de las quales se halla ¿~—
11, cuya raiz quadrada próxima Res. 1 ? . . .  250 [60 
es 3, que se escribe aparte (ex. 1): 24°  4
el quadrado de 3 es 9, que resta- 10

se tendrá 256 por el residuo pri­
mero : dóblese la raiz hallada, y  añadiendo un o por

do de 1 1 , quedan 2, y  baxando 
las notas de la casilla siguiente,

R e s . .  2? .. o
256



regla general, se tendrá el divisor 6o : pártase 2g6 
por 6o, y  se hallará el quociente 4, segunda parte de 
la raiz , que se pondrá al lado de la primera : multi­
pliqúese 60 por 4 ,y  añádase al producto 240,el qua­
drado de 4 , que es 16, y  se tendrá 256 , cuyo núme­
ro restado del residuo primero , dará o ; y  por consi­
guiente se dirá que la raiz quadrada de 1156 es 34.

El fundamento de esta operacion consiste en con­
siderar la raiz que se busca, como si fuese a -i- b, 
cuyo quadrado es a2 -+- 2 a b +  ¿ 2 1156 ; luego si 
de esta cantidad se resta a2 900 , quedará 256 por 
el valor del duplo producto de las partes : mas el 
quadrado de la segunda , cuya práctica se mani­
fiesta en el formulario literal de este modo.

Porque tres decenas , ó 
bien 30 unidades es la pri- rr 900
mera parte a , su quadra- 2 a b  —  240
do a2 zr 900 , el divisor ~ ____ *6
a a r= 6o, y  el quocien- dz +  2ab-v-b2z=.ii$6 
te 4 ~ b  \ será 2 a b ~  240,
¿>2 zz 1 6 , y  la suma a2 -w 2 a b -+- =  900 4- 240 
+  1 6 =  1156.

Lo quarto : quando las casillas fueren mas de dos, 
se repite la operacion baxando las notas de la casilla 
siguiente , y  doblando la raiz hallada , se añadirá el
o para tener el divisor.

Si al quociente viniere o , se escribe en la ra iz , y  
se baxan las notas de la otra casilla, todo lo qual se 
verá practicado en el exemplo siguiente.

e x e m p l o  11. Pídese la raiz quadrada del número 
i 163219236.

r e s o l u c i ó n . Empezando por la primera casilla, 
porque 1 1 110 tiene raiz justa , se tomará la del nú­
mero próximo menor, que es 3 , y  su quadrado 9 
restado de 11 dará la diferencia 2 : báxese 63 de la 
segunda casilla, y  será el residuo primero 263 : dó-

1 2 0  L IB R O  QUINTO



D E  LA  A R IT M É T IC A . 1 2 1

blese la raiz ha­
llada , y  añadi­
endo un o , se 
tendrá el divi­
sor 6 o ; y parti­
endo 263 por 60, 
dará al quocien- 
te 4 , segunda 
parte de la raiz: 
multipliqúese 60 
por 4 , y  al pro­
ducto 240 añá­
dase 16 quadra­
do de 4 , y  se 
tendrá 256, que 
restado de 263, 
será la diferen­
cia 7 , la qual 
junta con 21 que

Res. I
o

E X . I I .

11,63,21,92,36 |34I 06
9___

,263 |6o 
240 -T  

16
256

d i v . I .

Res. 2 . .  721 
680

68l

[68

Res. 3 • y 4

Res. g .

. 4 0 9 2 3 6  163200 d iv .3 ?

409200 5 y 4?
36

409236

se baxará de la tercera casilla, compondrá 721 por 
el residuo segundo : dóblese 34 de la raiz hallada, 
y  añadiendo un o , se tendrá 680 por el divisor del 
residuo segundo: pártase 721 por680,y  el quociente 
1 será la tercera parte de la raiz : multiplicando 680 
por la raiz hallada 1 , y  añadiendo el quadrado de 1, 
se tendrá 681 , que restado de 721 ,  dará la diferen­
cia 40 ; báxese 92 de la quarta casilla, y  se tendrá 
4092 por el residuo tercero : dóblese la raiz hallada 
341 , y  se tendrá 682 , á que añadiendo un o , com­
pondrá 6820 por el divisor del residuo tercero; y  
porque dicho divisor es mayor que el dividendo , se 
pondrá un o en la raiz ; y baxando 36 de la quinta 
casilla , se tendrá 409236 por el residuo quarto : dó­
blese la raiz hallada 3410 , y  se tendrá 6820 , á que 
añadiendo un o , compondrá 68200 por el divisor 
del residuo quarto; y  partiendo el residuo tercero y
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quarto por el nuevo divisor, se hallará el quociente 
6; multipliqúese 68200 por el quociente 6, y  al pro­
ducto 409200 añádase 36 quadrado de la raiz 6 , cu­
ya suma 409236 se restará del residuo quarto, re­
sultando o por el residuo quinto; y  se dirá que la 
raiz del número propuesto es 34106.

e s c o l i o  1. De otros modos se puede sacar la raiz 
quadrada mas brevemente ; pero en este se procede 
con mas claridad , y  menos contingencia de errar.

e s c o l i o  11. Si concluida la operacion sobrare al­
go , se hará una fracción, poniendo por numerador 
el residuo, y  por denominador el duplo de la raiz 
hallada mas la unidad.

e x e m p l o . Pídese la raiz quadrada de 
629 : la raiz quadrada del número pro­
puesto es 25 , y  sobran 4 ; luego doblan­
do 25 , y  añadiendo la unidad , se ten­
drá 51 , que se pondrá por denominador 
de la fracción , cuyo numerador será el 
residuo 4 ; y  se dirá que la raiz próxima 
de 629 es 25^.

e s c o l i o  ni. En qualquiera operacion se ha de 
observar que nunca sobre el duplo de la raiz mas 
la unidad; porque á suceder esto, el quociente se­
ria pequeño , y  por lo mismo debería aumentarse.

e s c o l i o  i v . Para la prueba se ha de quadrar to­
da la raiz , y  añadir lo que sobró ; y si la suma fue­
re igual á la cantidad que se propuso , la operacion 
estará buena; y  así ( en el último exemplo) multi­
plicando 25 por 25 , se tendrá 625 ; y  añadiéndole 
el residuo 4 , será la suma 629 igual al número da­
do : luego la operacion está bien hecha.

629 |2s£ 
4
292 ¡40 
200

4
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PR O PO SICIO N  IX . P R O B L E M A .

Sacar la raiz cúbica de qualquier número.

e x e m p r o  i. Pídese la raiz cúbica de 13824.
r e s o l u c i ó n . Lo primero: e x . i .

porque el exponente del cubo 13,824 ¡24
es 3, divídanse las notas del nú- 8
mero propuesto de tres en tres, Res i?~^824 [1260
empezando por la derecha; y  5824 ----- -
siendo en el presente exemplo 0—----- - 4
dos las casillas, serán dos las Res-2- 0000 
operaciones que deben hacerse, y  por consiguiente 
dos las notas de la raiz.

Lo segundo : la raiz cúbica de 13 es 2 , y  su cubo 
es 8 , que restado de 13 , quedan 5 , y  baxando las 
notas de la casilla siguiente , se tendrá 5824 por el 
residuo primero.

Lo tercero : para la segunda operacion se forma­
rán aparte cinco clases : la primera será de los co­
eficientes : la segunda de la raiz hallada , y  sus po­
tencias : la tercera de los divisores : la quarta del 
quociente y  sus potencias ; y  la quinta de los resta- 
dores , como en la siguiente tabla.

Coef. Pot. de a Divisores. Pot. de b Restadores.

3........
1

a —  400
2

3 a —  1200 

3 a ~  60

b —  4
2

ó ~  16
3

¿ Zü 64

3 a b  zz. 4800 i
3 a b  rz  960 
3

b = 6 4
2 /

3 a-*r 3ÍJZZI2ÓO
2 2 3  

Z ab  z ab  b ~  5824

Potencia c ú b ic a ..............................
3 2 a ■+■ 3 a 2 3¿ + 3 f l J  + í ) Z  13824.
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Puestos los coeficientes de los términos interme­
dios de la potencia cúbica , que son 3 y  3 , se pon­
drá en la segunda clase a , y  en la parte superior 
de la misma a2 ; enfrente de a la raiz hallada 2 con 
un o , que será 20 ; y  enfrente de a2 su quadrado, 
que es 400; y  multiplicando las cantidades de las 
dos clases, se tendrán las de la tercera, esto es, 
3 X a 2 — 3 íí2 r: 3 x  400 rr 1200, y  3 x a —  3 a
— 3 x 20 1= 60 , y la suma de los dos divisores será
3 a2 H- 3 a — 1200 -+- 60 ~  1260 ; pártase 5824 por 
1260, y  el quociente 4 se pondrá en la raiz. Para 
la quarta clase se escribirá en la parte superior
y  debaxo sus potencias ¿2, ¿3, y  enfrente de b se 
pondrá el quociente 4 ; enfrente de b2 su quadrado 
16, y  enfrente de b3 su cubo 64 , y  se tendrá la quar­
ta clase : multiplicando las cantidades de la tercera 
clase por las de la quarta, se tendrán los produc­
tos que componen la quinta , esto es , ^ ^ xbzz^ ci2 b
—  1200 x 4 == 4800 , 2 a *b 2 — ̂  a b2~  60 x 16=960; 
escríbase también en esta quinta clase bz— 6j\ ; por­
que no tiene con quien multiplicarse; y  sumando 
las partidas de dicha clase, se tendrá 3 a2 b -+■ 3 a b2

b* — 4800 -+• 960 -1- 64 “  5824 , que restado del 
residuo primero , quedará o por el segundo , y  
se dirá que la raiz cúbica del número propuesto 
es 24.

Esta disposición conviene con el formulario del 
cubo , pues en la linea superior de las clases se halla
3 a2 b , en la media 3 a b2, y  en la inferior ¿3; y  es 
general para todas las raices.

Si la raiz tuviere mas de dos notas, se hará la 
tercera operacion del mismo modo que la segunda, 
formando las cinco clases, y  añadiendo á toda la 
raiz hallada un o para tener el valor de íí, y  en todo 
lo demás se procede como en la operacion segunda.



Pídese la raiz cúbica de 80621568. 
He-

E X . I I .
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Res. I .

80,621,568 U32 
6 4  ---------------

1 6 6 2 1  | 4 9 2 0  d i v . I ?

15507
Res. 2? 55599°  d iv - 2 -

E X E M P L O  I I .

R E S O L U C I O N .

cha la división de 
tres en tres notas, 
como se ha dicho, 
se hallará que la ra­
iz cúbica de la pri­
mera parte es 4 , y  
su cubo 64, que res­
tado de 80, quedan 
16, y  baxando las 
notas de la casilla 
siguiente 621,  se tendrá 16621 por el residuo pri­
mero. Hechas las cinco clases, como en el exemplo 
antecedente , se hallará el partidor 4920 , y  será el 
quociente 3, y  continuando la operacion , se hallará 
el restador 15507 : hecha la resta , se tendrá 1114, 
y baxando las notas de la tercera casilla, se ten­
drá 1114568 por el residuo segundo.

Res.

I I I 4 5 6 8  

I I 14568
OOOOOOO

Coef. Pot. de a Divisores. Pot. de b Restadores.

2 2 2
3 . . . . a zz  1600 3 a zz  4800 b zz 3 3 a b zz 14400

2 2
3 .. . . 5a II O 3 a zz 120 b ZZ 9 3 a b zz 10803 3

b ZZ 27 b ZZ 27 i2
—  4920 2 2 3

l a  b +  z a b -t-b =  15507

2 2 2
3.... a z z  184900 3 a zz  554700 b ZZ 2 3 a b zz I 109400 tí

2 2
3.... a zz  430 3 a zz  1290 b zz  4 3 a b zz 5160

3 3
b zz  8 b 8

2 2 2 3
3 a  -+- 3 a z z 555990 3 a b-’r i a b - ’r b z = 1114568*

Para la tercera operacion se harán las cinco clases
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tomando la raiz hallada 43 , y  añadiendo un o pa­
ra tener el valor de a =  43° * cuy °  quadrado 
184900 será el valor de a2: hecha despues la multi­
plicación por los coeficientes , se tendrá el partidor 
555990 ; el quociente 2 por el valor de b , su qua­
drado 4 por el valor de b'1 , y  el cubo 8 por el va­
lor de b3; y  prosiguiendo la operacion según se ha 
dicho , se hallará el restador 1114568 , que restado 
del residuo segundo , dará o por el tercero , y  será 
toda la raiz cúbica del número propuesto 432.

e s c o l i o  1. Si haciendo la partición , el quociente 
fuere o , se pondrá en la ra iz , y  se baxarán las notas 
de la casilla siguiente.

e s c o l i o  11. Si la suma de los restadores fuere 
mayor que el residuo , el quociente se hara menor, 
y  dexando los números de las otras clases antece­
dentes , solo habrá que corregir los de la quarta y 
quinta.

e s c o l i o  i i i .  Si concluida la última operacion, 
sobrare algo , se hará una fracción poniendo sobre 
una linea lo que sobró , y  debaxo el triplo del qua­
drado de la raiz mas el triplo de la raiz mas la 
unidad.

e x e m p l o .  Pídese la raiz cúbica de 47468. 
La raiz cúbica del número pro- e x .

■puesto es 36 , y  sobran 812 ; luego 47,468 ¡3 6 ^  
el triplo del quadrado de la raiz es —
3888 , el triplo de la raiz es 108 , y  ---- —  .
añadiendo la unidad,se tendrá 3997; 2°^°5 —  
y  se dirá que la raiz cúbica próxima *9 5— , 6 
CS Q Ó • 812

e s c o l i o  iv. En qualquiera operacion sacando 
la raiz cúbica, 110 puede sobrar el triplo del qua­
drado de la raiz mas el triplo de la raiz mas la
unidad. \

esco lio  v .  La pru eba de esta reg la  es subir á la
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potencia cúbica lo que hubiere salido de ra iz , y  
añadir lo que sobró.

e x e m p l o . La raiz cúbica de 47463 es 36, y  so­
bran 812 ; súbase 36 á la tercera potencia, y  aña­
diendo 812 que sobráron , será la suma igual al nú­
mero propuesto.

e s c o l i o  vi. Algunas veces se indica la raiz an­
teponiéndola el signo radical V con el exponente de 
la misma potencia ; y  así para indicar la raiz cúbica
de 7 ,  se escribe ^ 7 ;  y  á este modo en las demás 
potencias, poniéndola su propio exponente.

PROPOSICION X. PROBLEM A.

Sacar la raiz quadrada quadrada de quaJauier 
número.

e x e m p l o . Pídese la raiz quadrada quadrada del 
número 279841.

EX.

27,984I
l6

23

Res. I ?  I I 9 3 4 I

119841
Res. 2? OOOOOO

¡ 3 4 4 8 0  d i v . I ?

3

r e s o l u c i ó n . Por­
que el exponente de 
la quarta potencia es
4 , se dividirá el nú­
mero propuesto de 
quatro en quatro no­
tas empezando por 
la derecha , y  sacando la raiz quadrada quadrada de 
27 , se hallará 2, y  sobran 11 ; y  baxando la casilla 
siguiente , se tendrá 119841 por el residuo primero.

Para la segunda operacion se formarán las cinco 
clases, atendiendo al formulario de la potencia quar- 
ta a4 4 a3 b +  6 a2 b2 +  4 a b3 -4- ; en donde los co­
eficientes de los términos intermedios son 4 , 6 , 4 ,  
que se pondrán en la primera clase. Por haber quita­
do a4 en la primera operacion , quedarán para la se­
gunda clase a3 ,a 2, a, y  para la quarta b , ¿2, b3, b+.
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Coef.

4-

6 .

4'

Pot. de a Divisores.

3 3
a ~  8000 4 a ~  32000
2 2

a —  400 6 a zz 2400

11 13 O 4 a zz 80

34480

Pot. de b Restadores.

b = 3 3, _
4 a b — 96000

II 9
2 2 

6 a b —~ 21600
3

b — 27
3

4 a b ~ 2160

b ~ 81
4

b = 81

119841

Potencia quarta.

Con esta disposición , la raiz hallada es 2 , y  añadi 
éndole un o , será 20 por el valor de a , su quadrado 
400 valor de a2, y  su cubo 800 valor de a3; multi­
plicando las cantidades de la primera clase por las de 
la segunda, se tendrán las de la tercera, cuya suma 
34480 es el divisor , y  haciendo la partición , se ha­
llará el quociente 3 , cuyas potencias son 9 , 27 , 81; 
multiplicando las cantidades de la terceia y  quarta 
clase,se tendrán las de la quinta, cuya suma 119841 
es el restador, que quitado del residuo primero, da­
rá o por el segundo, y  por consiguiente la raiz qua­
drada quadrada del número propuesto es 23.

De este modo es fácil sacar la raiz de otra qual- 
quiera potencia mayor, como del grado quinto, sex­
to & c. usando del formulario correspondiente á la 
potencia de la raiz que se hubiere de extraer: sí bien 
que para la práctica basta tener los coeficientes, pues 
con solos ellos se pueden formar las cinco clases.

P R O P O S I C I O N  X I .  P R O B L E M A .

Aproximar qualquieraraiz irracional.

Quando el núiñero no es quadrado perfecto, la 
raiz es irracional, y  no puede expresarse en núme-



ros , pero sí aproximarse al infinito , de este modo.
Añádanse al último residuo tantos ceros como 

unidades tenga el exponente de la raiz que se hu­
biere de sacar ,-esto es, dos ceros para la quadrada, 
tres para la cúbica & c . ; y  continuando otra vez la 
operacion, se hallará otra nota de ra iz : si esta se 
quiere mas próxima , se añadirán otros tantos ceros 
al último residuo , y  prosiguiendo la operacion , se 
encontrará otra nota ; y  así al infinito.

La primera nota en la aproximación expresará 
décimas , la segunda centésimas , la tercerá milési­
mas , la quarta diez milésimas &c.

e x e m plo . Aproximar la raiz quadrada de 1815.

D E  L A  A R IT M E T IC A .  I 2 9

r e so lu c ió n . Sa­
cando la raiz qua­
drada de 181s , se 
hallará que ia pró­
xima menor en nú­
meros enteros es 
42 , y  sobran 51; a- 
ñadiendo dos ceros 
se tendrá 5100 ; y  
continuando la 0- 
peracion, se halla­
rá otra nota. 6 , y 
el residuo tercero 
24, que añadién­
dole dos ceros, se­
rá 2400; y  pro­
siguiendo de este 
modo, se verá que 
despues de seis o- 
peraciones se tiene 
de raiz 42.6028, 
que será un entero 
y quebrado , el en- 

TOM.I.

Res. I .

Res,2?

EX.
18^5 |42.6o28
16

~  |8o
2

215
160

164
. 5100 

5040
36

So 76

[840
6

l8S200R e s .3 ?  y  4 . ,  . 2 4 O O O O

I 7 O 4 O O  2

____ 4 _
170404

R e s . 5 ? .....................6 9 5 9 6 0 0  ( 8 5 2 0 4 0

5 8 1 6 3 2 O

______________ 6 4 .

6 8 1 6 3 8 4

Res.6?................ 14 3 2 16  & C .
I
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tero 42 , y  las notas siguientes el numerador de un 
quebrado , cuyo denominador es la unidad con otros 
tantos ceros como notas tiene el numerador ; y  por 
consiguiente se dirá que la raiz próxima menor del 
número propuesto es 42.^^.

PR O PO SICIO N  X II. P R O B L E M A .

<5"acar Ja raiz que se quiera de un quebrado.

r e s o l u c i ó n . Sáquese la raiz del numerador y  la 
del denominador : fórmese de ambas un quebrado, 
y  este será la raiz que se pide.

e x e m p l o .  Pídese la raiz quadrada de ~ .  Sacan­
do la raiz del numerador 4 , que es 2 , y  la del de­
nominador 9 , que es 3, se tendrá por la raiz qua­
drada que se pide de

Si se quiere la raiz cúbica de ¿2, sacando la raiz de 
27 , que es 3 , y  la de 64, que es 4 , se tendrá ~ por 
la raiz cúbica de ; y  así de qualquiera potencia.

Si se pide la raiz quadrada de un entero y  que­
brado , como de 6'-, se reducirá el entero á la es­
pecie de su quebrado , y  se tendrá j  , y  sacando la 
raiz de 25 , que es 5 , y  la de 4 , que es 2 , será -f-, ó 
bien la raiz quadrada de 6*.

Si el numerador ó denominador no tuviere raiz 
justa , como en los quebrados -  & c . , se indica­
rá con el signo radical de este modo V  ¿ , v^-i, que 
quiere decir raiz quadrada , cúbica , ó de otra po­
tencia , de 1 1 ^ , añadiendo al signo el exponente 
de la raiz que se ha de sacar ; y  así si fuere quadra­
da , será el signo radical con el exponente 2, si fue­
re cúbica el signo radical con el exponente 3 &c.
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P r o g r e s ió n  es una serie de ca n tid a d e s , en que la  
p rim era á la  segunda tiene la  misma razón que la  
segunda á la  tercera  , que la  tercera  á la  q u arta  , y  
que esta á la  quinta & c . D ivíd ese  en aritm ética  y  
geom étrica.

C A P Í T U L O  I.

D e la progresión aritmética.

. d e f i n i c i ó n  i. Progresión aritm ética  es una se­
rie de cantidades crecientes ó d ecrecientes con igu al 
exceso , com o i , 3 , s , 7 , 9 ,  11 , r 3 & c . que es cre ­
cien te  , o bien 1 6 ,  13 , 10 , 7  , 4 ,  1 , que es d ecre­
cien te ; y  así en las dem ás. E l  exceso ó d iferencia de 
un térm ino á o t r o , se llam a denom inador ó expo­
nente de la  progresión.

T am bién es progresión aritm ética  a,a-+-d,a-h2d, 
íü +  3í/,rt +  4 ¿  & c . ,c u y o  denom inador ó exceso es d.

_ c o r o l a r i o . E n  la  progresión aritm ética  c re ­
ciente o ascendente el term ino segundo es la  suma 
del prim ero y  d el exceso ; el tercero  es la  suma del 
segundo y  d el exceso ; e l quarto la  sum a d el tercero 
y  d el exceso & c .

P ara m anifestar que quatro núm eros son aritm é­
ticam ente proporcionales , se expresan de este m o- 
do 2 . 4  .*. 8 . 10 , y  para los aritm éticam ente con ti­
nuos proporcionales se antepone este signo ~  de es­
ta suerte - f - 3 ,  5 , 7 , 9 ,  11 , 1 3 ,  1 5 ,  1 7 / 1 9 ,  2 1 , 
esto e s , 3 . 5 5 , 7 7  . 9  ... 9 . r j ... j  x . j 3

d e f i n i c i ó n  11. Q u atro cantidades se d icen  arit­
m éticam ente proporcionales si la  d iferencia  de la

1 2

H E  L A  A R IT M É T IC A .  1 3 1
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primera á la segunda es igual á la diferencia de 
la tercera á la quarta , y  se expresan de este modo
8 . 14 /. 6 .12  , ó bien a . a +  d .\ c  . c +  rf.

c o r o l a r i o  i* En quatro ca.11tidad.GS a iitm etica  
m ente p roporcion ales, siendo crecien tes, la  sum a de 
la primera y  del exceso es igual á la segunda , y  la 
suma de la tercera y  del exceso es igual á la quarta.

e x e m p l o . Siendo aritméticamente proporciona­
les 2 . 4 /. 8 . xo , la suma del primer término 2 y  
del exceso 2 es igual al segundo 4 , y  el tercero 8 
mas el exceso 2 es igual al quarto término 10.

En la proporcion decreciente ó descendente es al
contrario. _ 1

e x e m p l o . En la proporcion 17 . 13 11 • 7 e 
exceso es 4 ; luego el primer término 17 menos el 
exceso 3 es igual al segundo 13 , y  el tercero 11 
menos el exceso 4 es igual al quarto termino 7*

En adelante supondremos ser la progresión ascen­
dente , pues lo mismo se verifica que en la descen­
dente.

c o r o l a r i o  1 1 .  Se podran transformar los teimi 
nos de una progresión aritmética -7- <3, b , c , f , pues 
suponiendo el exceso d , si se añade al primer termi­
no, se tendrá el segundo ci-\- d ~ b , y  si a este se ana- 
de el exceso , se tendrá el tercero a +  2 d ~  c j  y  
por último si á este se añade el exceso , se tendrá el 
quarto a-\- 2 d — f  1 y  será la progresión transfor­
mada -f-£í,£i-H£/,¿z-+-2 í¿,£í-l-3 *̂ Consta del coi. 
de la def. 1 .

e s c o l i o . La proporcion aritmética ci. b c cu­
yo exceso es i ,  será transformada a.a +  d.-.c.c-\-d.
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PROPOSICION I. TEOREMA.

En la progresión aritmética la suma de los términos 
ex i emos es igual a la suma de quales quiera otros 

dos términos equidistantes.

e x p lic a c ió n . Sea la  progresión ~  a , b . c  f  ¡r h /•
d igo  q u e ...................................................... a \  l  =  b h

DEMOSTRACION. Suponiendo el exceso ó denomi­
nador d , y  transformados los términos (cor.n def u) 
sera la progresión± a , a  +  d,a +  2d,a +  3d , a  +  4 ¿  
a +  5 d , a +  6 d: la suma del primero y  último’
?!rai V ' V ........................................ ... a + 6 d = a  +  l
también la suma del segundo y>
sext° ...............................................f 2 a +  6 d ~ b  +  h
luego (ax. i ) ........................................a +  l - b  +  b

luegoTer?" pr°gresion - 3 ■ S, 7 , 9 , u ,  13, i S xuego sera............................3 +  +  __ g
co ro lar io  i. De aquí sé sigue-) 

que también..........................  f b + b  — c +  g

porque siendo............ V .V .V .W  b +  h ~  2 a +  6 d
y asimismo..................  r . f  ̂  ̂ ,
s e r í f w  T̂  ...............................° + g - z c t + 6 d

.................................................................  +  h  =  C -f-  a
J^n la  progresión num érica será 5 +  1 o -  7 %. IT

- nC;f(]R0^ARI0 n * E1 duPl0 de un térm ino m edio es 
igual a la  suma de qualesquiera otros dos térm inos
equidistantes , esto e s ..................... ... f~c-4-<r
porque siendo........................ “ ,
será su duplo........................ .... . Y . ' á f e á  í i L
Pero también............................  c +  f - i a o - i í  j
t e | o ( a x . t ) .................................  / f = c l g 6

^ n la  progresión num érica el duplo del térm ino 
me lio 9 es igu al á la  sum a de qualesquiera otros dos 
equidistantes, esto e s ........... 18 =  7 +  11  =  5 +  ° .

escolio . E n  la  proporcion  aritm ética  la  sum a
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de los extremos es igual a la suma de los medios,
esto es , siendo aritmética-’. # # #
mente proporcionales..........J
s e r i . . . . . ...................................  . c i + f ^ b  +  o
porque suponiendo el exceso i ,
será la proporcion transfor-'i a , a +  d .\  c . c +  d  
ixiada # • • • • • • • • • * * * * * *  *
y  la suma de los extremosL +  í  +  f c á  +  f  +  i  
igual á la de los medios . . .  •>
Sea también la proporcion..........7 . io  ig  . id
será la suma de los extremosi 1 0 4 - 1 5
igual á la de los medios . . . . /

PR O PO SICIO N  I I . T E O R E M A .

En la progresión aritmética la suma de todos los ter­
minos es igual á la suma del primero y  último . multi­

plicada por la mitad del número de los términos.

e x p l i c a c i ó n .  Sea la progresión . . - r  a , b , c , g , h ,  
cuyo número de términos es 6 , y  su mitad 3 , que
multiplicada por a-+- h , será ................... 3^  +  3 »
digo que........... a +  b +  c + / 4 -  g  4- £ _  3 ¿ +  3

d e m o s t r a c i ó n .  Suponiendo el denominadoi y  
transformados los términos (cor. 11 def. 11), seiá la 
progresión a , c i - Je - d , a - Jr ' 2 . d , a - Jr ' & d , a - 1r4[ d,

a 4- 5 d ; y  la surnalg ^ + I H¿= rt+ ¿4-£4*/4 -g4-£
de todos los terminos/
también la suma dei ..........v a * -  $ d  — a +  h
primero y  último. ..)
y  multiplicando por 3, será . .  6a-\-\$d — 2 a +  % v
luego (ax. 1 ) ............a +  b +  c + f  4- g  "  3 # +  3 ~
•Sea"también la progresión. . . .  -f- 2, 5 , 8 , 1 1 , 1 4 »  I7: 
La suma del primero y último término es 19 ,_que 
multiplicada por 3 mitad del número de los términos, 
será 57 igual á la suma de todos los de la progresión.



corolario i. E l duplo de la suma de to­
dos los términos es igual á la suma de los ex­
tremos multiplicada por el número de los tér­
minos.

hipótesi. Sea el primer térm ino................ a
e jú ltin w ............................................................... ..’ b
el denominador ó exponente................................... ¿
el número de los térm inos......................... .* ..!!!.*  n
y la suma de todos los de la progresión...........  s
D i§° ................................................ .. s - a n  +  bn
porque siendo por el teorem a.............. s — an +  bn

r>

multiplicado todo por 2 s e rá ............ i s ~ a n  +  bn
En la progresión num érica..............114 —  19 x 6

c o r o l a r i o  11. E l número de los términos es igual 
al duplo de la suma de todos, partido por el agrega­

do de los extrem os, esto e s ............................ _2 s
1 / V ci-\- b

porque teniendo (cor. 1 ) ...............an +  b n - 2 s

partiéndolo todo por a +  b , se ten d rá___n ~
a +  b

En la progresión num érica.........................6 =  1 r4
I9

corolario ni. E l agregado de los extremos es 

igual al duplo de la suma de todos, partido por el

número de los térm inos, esto e s .......... n +  b ~ 2 s

porque siendo ( cor. 1 ) .......................an +  b n ~ 2 s

partiéndolo todo por n , se tendrá . . . .  a 4- b —
n

En la progresión numérica............................Xg —114

c o r o l a r i o  iv. E l término primero es igual *al 
duplo de la suma de todos , partido por el número 
de los términos, quitando del quociente el último,

D E  L A  A R IT M E T IC A .  j g g



136 

esto es
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n

porque siendo (cor. 111)..............

quitando de ambas partes b , será 

En la progresión numérica

n

c o r o l a r i o  v. El último termino es igual al du­
plo de la suma de todos, partido por el número de 
los términos, quitando del quociente el primero,

S i á la diferencia de los extremos se añade el expo­
nente , la suma será igual al producto del número 

de los términos por el exponente.

e x p l i c a c i ó n . Sea la progresión — a., b , c , f , g , 
cuyo número de términos es 6 ; y  la diferencia de los 
extremos h — a , suponiendo d el exponente de la
progresión , digo q u e ......................h — a +  d — 6 d

d e m o s t r a c i ó n . Transformados los teiminos (coi. 11 
def. 11) , será la progresión - t í í , í í  +  ¿ , í í  +  2íÍ,

La diferencia de los extremos será . .  $ d — h — a 
y  añadiendo á ambas partes el ex-o  ̂ d ~  h — a -h d 
ponente d , será............................ .

porque siendo (cor. m ) ...............

quitando de ambas partes a , será 

En la progresión numérica . . . .

n

PR O PO SICIO N  III . TEOREM A,



pero 6 d es el producto del número de los términos
6 por el exponente d ; luego &c.

Suponiendo el primer término a , el último b, 
el denominador d , y  el número de los términos »,
será ................................................. b — a -+- d — 11 d.

Sea también la progresión 4 - 2 , 5 , 8 , 1 1 ,  1 4 , 1 7 ,  
la diferencia de los extremos es 15 , y  añadiendo el 
exponente 3 , será 18 , que es el producto del núme­
ro de los términos 6 por el exponente 3.

c o r o l a r i o  1. El primer término es igual á  la 
suma del último y  del exponente , menos el pro­
ducto del número de los términos por el exponente,
esto e s ................................................ a ~ b -\-d  — n d
porque siendo por el teorema . . . n d — b — a 4- d
a ñ a d ie n d o  á  a m b a s  p a r t e s  ¿zo , , , 
s e r á . . . .  ">n d + a ~  b d
y  quitando de las mismas n d̂ \ 7 , ,
se tendrá................................. f  . . . a — b + d  — n d
En la progresión num érica............ 2 =  20 — 18

 ̂ c o r o l a r i o  11. Si al producto del número de los 
términos por el exponente, se añade el término pri­
mero , y  de la suma se resta el exponente, se tendrá
el iiltimo término , esto e s .............. b z z n d + a — d
p o r q u e  s ie n d o  p o r  e l  t e o r e m a  . .b — a + d = in  d 
a ñ a d ie n d o  á  e n t r a m b a s  p a r - i  7 , ,
tes a , será ................... . . . / ’
y  quitando d , se tendrá...................b ~ n  d-\-a — d
e s to  e s  , e n  n ú m e r o s  . . . .  18-+-2 — 3 =  17 

c o r o l a r i o  n i .  Si l a  d i f e r e n c i a  d e  lo s  e x t r e m o s  
se p a r t e  p o r  e l  e x p o n e n t e , y  a l  q u o c ie n t e  se  a ñ a ­

d e  l a  u n i d a d , s e  t e n d r á  e l  n ú m e r o  d e  lo s  t é r m in o s ,

esto e s .................................................  ̂ a-\-1 ~ n
d

porque siendo por el teorema . .  . .b  — a +  d ~ n  d
£ _ ^

partiéndolo todo por d , se tendrá . .  -------4-1 ~ n
d
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En la progresión numérica.................. -—•+■ 1 =  6
ó

c o r o l a r i o  i v .  Si la diferencia de los extremos 
se parte por el número de los términos menos 1 , el

b — a _ ,
quociente será el exponente, esto es..  ̂ -  — »

porque siendo por el teorema . . .  b — a +  d ~ n  d 
quitando de ambas partes d , será . .  b — a z z n d — d

b — ci j
y  partiéndolo todo por n — 1 , sera . .  - — «

En la progresión numérica................... — 3

e s c o l i o . En las proposiciones antecedentes se 
funda la resolución de los problemas de la progre­
sión aritmética , en que ocurren cinco principales 
cosas , que son el término primero , el último , el nú­
mero de los términos , el denominador , y  la suma 
de los términos; y  conocidas tres cosas de las cin­
co dichas , se hallarán las otras dos, de que resul­
tan veinte qüestiones, como contiene y  expresa la 
siguiente tabla.
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i
TABLA DE LAS V E IN T E  QUESTIONES.

Términos 
que se bus­

can.

Términos
conocidos.

b , d , n 

b , n , s

d , n , s

b , d , s

2  S ,
a — — b ..............................................................

n

_ 2 s  -4- d n — d ti n

2 ri­

el -----*- V  b b - \ - b d - + - d d  —  2 s  d  ^ ...........
— -  2 

4

a , d , n 

a , 71 , s

d , n , s

a , d , x

b ~  2 s  a
n

^  2 j- +  d n b — d n __ b.......
2 n

b h \/ 2 s d - t - a a - + - d d  — a d —  í  ..........

d - b ~ a ............................................................... . . . d a , b , n 

a , n , s  

b , n , s  

a , b ,  s

n  — 1 
j  ~  2 s  — 2 a n __ d ___

n n — n 

- 2 b n — 2 s __ d .......
n n — n 

^ _ b b — a a __ d .......
2 s  — b —  a

^  b —  a ,
a , b ,  d

a , b , s  

b , d , s

a , d , s

d

n r r  2 s

a -h b

M _1l_2&^- £ Í Z f : ^/  ^ b b - i - ^ b d - t - d d  — 8 d s

2 d

„  ^  d — 2 a ±  S d s - t - 4 a a —- 4 . a d - + -  d d

2 d

r _  a n ■+■ b n a , b , n  

b , d ,  n  

a ,  d  , n 

a , b , d

2

P _^2 b n d n — d 11 n

2

r 2 a n — d n ■+■ d n n

2

„ _b b - h a d - \ - b d  — a a

2 d
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PROPOSICION IV. PROBLEMA.

Entre dos números dados hallar un medio aritmético.

r eso lu ció n . Suponiendo que sean los números 
dados 5 y  9 , súmense estos , y  se tendrá 1 4 , cuya 
mitad 7 es el medio aritmético que se pide , esto es, 
los números 5 , 7 , 9  formarán una progresión arit­
mética.

PROPOSICION V. PROBLEMA.

Entre dos números dados hallar quántos medios 
aritméticos se quisieren.

r eso lu ció n . Si se piden dos m edios entre 5 y  14, 
se restarán los extrem os , y  se tendrá 9 , cu y o  nú­
m ero partido por 3 , da por quociente el exponente 3, 
que añadido á 5 , se tendrá 8 , y  añadido á 8 , se ten­
drá 11 , y  los números 5 , 8 , 1 1 , 1 4  com pondrán una 
progresión a r itm é tic a , en la  qual 8 y  11  serán los 
dos medios que se piden entre-5 y  14  ; de suerte que 
quando se piden dos m e d io s , se considera una pro­
gresión de quatro térm in os, y  hallando el exponente 
( cor. iv  teor. m ) se añadirá este al térm ino prim e­
ro  , y  se tendrá el segundo , y  añadiéndole despues 
á  este , se tendrá el tercero .

Si se piden tres medios aritméticos entre 2 y  14, 
se considera la progresión de cinco términos, y  se 
restará 2 de 1 4 , cuya diferencia 12 se partirá por 4 
( por ser los términos cinco) ,  y  el quociente 3 será 
el exponente , que añadido á 2 , se tendrá 5 , y  aña­
diendo 3 á 5 , se tendrá 8 , y  añadiendo 3 á 8 , se 
tendrá 11 ; y  así los números 2 ,  5 , 8 , 11 , 14  son 
aritméticamente proporcionales, y  los medios que 
se piden son 5 , 8 , 1 1 .



Si se piden quatro medios aritméticos entre 10 v  
12 se considera la progresión de seis términos: v  
la diferencia entre 10 y  12 es 2 , que partida por < 
(por ser los terminos seis) dará el exponente 1 que 
anadiendole continuamente , como se ha dicho’ se­
rán los medios que se piden 10J, io* r i ’ 
la progresión será-f- 10 , i o j , 10J, n * , y 

e s c o l i o . Sin buscar el exponente se hallarán 
quantos medios aritméticos se quisieren entre a v  b 
de este modo. y ’

Para un medio se tomará la mitad de la suma 
de a y  b , esto e s , i± i.

Para dos medios se sumará b con el duplo de a 
y  sacando el tercio, se tendrá el medio primero-^- í̂*; 
sumando despues a con el duplo de b , y  sacando el 
tercio, se tendrá el segundo medio a~±l±.

Para tres medios se sumará b con el triplo de a , y  
sacando el quarto, se tendrá el medio primero 3 a'¥b. 
sumando despues el duplo de a con el duplo de b\ s¿ 
tendrá el segundo medio ■-: finalmente sumando 
a con el triplo de b , y  sacando el quarto, se tendrá 
el medio tercero , como en la siguiente tabla.

Para 1 . . a ,  ÍL ± Í , b
2

Para 2 . .  £ £ ± ¿ ^  +  2* £
3 3 ’

Para3 . . * ,  £ £ ± ^ ^ + ^ , * ± 3^ ?

4 4 4
Para 4 2 fl+ 3 ^  a+ 4 b ¿

5 5 ’ 5 ’ 5

D E  L A  A R I T M E T I C A .
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Sirve la progresión aritmética para resolver mu­

chas q bestiones , como son hallar el numero de ba­
las de que se compone una pirámide triangular o 
ouadranaular, asimismo para los transportes de tier­
ra en donde las distancias al paso que se aumentan, 
crecen en progresión aritmética, y  para otras mu­
chas que pertenecen á excavaciones de pozos, a  

deudas, correos , molinos & c.

CAPÍTULO II.

De la progresión geométrica.

d e f i n i c i ó n  in. Progresión geométrica es una se­
rie de cantidades continuas proporcionales en ra­
zón geométrica. Llámase ascendente quando ̂ cre­
cen los términos, ó bien quando la razón geometrica 
es de menor desigualdad , como 1 , 2 , 4 , 0 , 1 0  o¿c. 
ó bien 2 , 6 , 18 , 54 : en la progresión primera 
la razón geométrica es subdupla, y  en la segunda 
subtripla. Llámase descendente quando los termi­
nos de la progresión se disminuyen , o bien quando 
la razón geométrica es de mayor desigualdad, co- 
mo 16 , 8U, 4 ,2  , 1 , ó bien 54 , 18 , 6 , 2 : en la pro­
gresión primera la razón geometrica es dupla, y  en 
la segunda tripla ; de manera que la progresión as­
cendente se puede hacer descendente tomando los 
términos al contrario , de derecha á izquierda. _ 

d e f i n i c i ó n  IV . Denominador de la progresión 
geométrica es el número que indica las veces que 
el término menor se contiene en el proximo mayor, 
va sea la progresión ascendente ó ya descendente. 
Este signo indica que los términos que siguen son 
continuos proporcionales en la razón geometrica. 
En la progresión ascendente 2 , 6 ,18  , 54 ei ^  
nominador es 3; porque 2 se contiene 3 veces en eió,
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el 6 se contiene tres veces en el 18 & c. ; y  lo mis- 
mo en la descendente :+: S4, 18 , 6 ,  2 . El deno­
minador sirve para dar el nombre á la progresión- 
de suerte que por ser 3 el de las dos progresiones’ 
que anteceden , una y  otra se llama tripla ; con es­
ta distinción , que la primera es tripla ascendente y  
la segunda tripla descendente. ’

En la progresión a, a q ,a  q \  a q \  a q \  a q* 
a q & c. el denominador ó exponente es q.

e s c o l i o .  No se ha de confundir el exponente de 
la razón con el denominador de la progresión • por­
que solo quando esta es descendente es una misma 
cosa, como en la progresión 54 , 18 , 6 ? 2 , cu­
yo denominador y  exponente es 3 ; pero en la pro- 
giesion ascendente 2 , 6  , 18 , 5 4  el denomina­
dor es 3 , y  el exponente de cada razón \ ; sin em­
bargo al denominador de la progresión llaman co­
munmente exponente de la progresión.

c o r o l a r i o  I .  De aquí se sigue que en la pro­
gresión geométrica ascendente, si el término pri­
mero se multiplica por el denominador , se tiene el 
segundo , que este multiplicado por el denominador 
da el tercero ; y  así al infinito.

e x e m p l o . Si e l  t é r m in o  p r im e r o  es 2  , y  e l e x p o ­
n e n te  es 3 , s e rá  e l  t é r m in o  s e g u n d o  2 x 3 =  6  • e l  
t e ic e r o  6  x 3 r r  18  ; e l q u a r t o  18 x 3 — 5 4 ;  y  l a  p r o ­
g re s ió n  2  , 6 ,  18  , 5 4 .

Si el término primero es a , y  el denominador q, 
será el término segundo a x q ~  a q ; el tercero a q 
X  q a q2- ; el quarto a qz x q Z2 a q3 ; y  el quinto 
aq x q — a q4 & c ., y  la progresión será a , a q , a g z, 
aq3, a q * , a q S .

En la progresión descendente el término primero
partido por el exponente da el segundo ; el segundo
partido por el exponente da el tercero: y  así de los 
demás.



e x e m p l o .  Si el término primero es 54 ,  y  el de­
nominador es 3 , será, el segundo f  =  18 , el tercero

-  — 6, y  el quarto \ =  2.
En adelante se supondrá la progresión ascenden­

te pues se verifica lo mismo que en la descendente.
c o r o l a r i o  II. Si el denominador y  sus poten­

cias se multiplican por el término primero , se ten­
drán todos los demas. /

e x ^m p l o . Sea el denominador 3 , serán sus po­
tencias 9 , 27 , 81 & c . , sea también ehermmo pri­
mero 2 , digo que. 2 x 3 — 6., 2 x 9 — 18 , 27 x 2
— -4 &c. Si el término primero a se multiplica por 
q , y  sus potencias , esto es , por q , ?*, q \  & c ., 
se tendrá la progresión M- : a , a q , a q  , a q  , a q  <yc.

c o r o l a r i o  III. Si todos los términos de la pro­
gresión se parten por el término primero , resultara 
otra progresión , cuyo primer término es la unidad, 
el segundo el denominador, y  los demas sus po­
tencias. ■, . , „ 

e x e m p l o .  Si los términos de la progresión 2,
6 , 18 , 54 se parten por el primer término 2 , resul­
ta la progresión 1 , 3 , 9 , 27. .

También si los términos de la progresión .+ . a, 
a q ,  a q \ a q 3 se parten por el primer termino a,
resultará la progresión 1 ,  ? , #3-

c o r o l a r i o  IV . Los términos de una progresión 
geométrica se pueden transformar multiplicando eJ 
término primero por el denominador y  sus potencias, 

e x e m p l o . Sea la progresión a , b , c , a , e , cu­
yo denominador sea q , será transformada a q, 
a q*, a q\ a q+; porque bz=a q , c  - , a  q , d  — a q ,  
e^ ia q*' Consta del cor. 11.

c o r o l a r i o  V .  La unidad, la raiz y  sus potencias 
formarán una progresión, cuyo denominador es la 
misma raiz , como 1 ,  3 1 9 •> 27 &c.

J 4 4  L I B R O  S E X T O
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c o r o l a r i o  . v i .  Conocido el término primero y  

el denominador de la progresión , se hallan todos los 
demás , y  se pueden continuar al infinito.

e x e m p l o . Si el primer término es a , y  el deno­
minador q , será la progresión a , a q , a q* , a q3, 
a q*, a qs, a q6 & c. •’

También si el primer término es 2 , y  el denomi­
nador es 3 , será la progresión :■+•: 2, 6, 18 , 54 & c.

c o r o l a r i o  vii. Conocidos dos términos inme­
diatos , y  partido el mayor por el menor, el quo­
ciente será el denominador , y  se hallarán los demás 
términos.

e x e m p l o . Conocidos los dos términos inmediatos 
S y  6 , será el denominador f  rz 3.

Las principales propiedades de la progresión geo­
métrica se contienen en los teoremas siguientes. °

En la progresión geométrica el producto de quales-  
quiera dos términos es igual al producto de cuales­

quiera otros dos equidistantes.

d e m o s t r a c i ó n . Suponiendo el denominador q,- 
y transformados los términos ( cor. iv def.iv) , será
la progresión..................... a, a q, a q2, a q3,a q*
y el producto del primero y  quinto.........a2 qA~  a e
como también el producto del segundo

PROPOSICION V I. TEOREM A.

e x p l i c a c i ó n . Sealaprogresion£

digo q u e .......................................
ó bien...........................................

:+: a , b , c , d , e 
2 ,6 ,1 8 ,5 4 ,16 2

a e ~ b  d
2 x 162 rz 6 x 54 .

y quarto . . . 
luego (ax. 1) 
ó bien..........

ctezzbd
2 x 162 zz.6 x 54

T O M .I. K
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En la progresión geométrica el quadrado de un tér­
mino medio es igual al producto de qualesquiera ot) os 

dos equidistantes.

. a , b , c , d , e
e x p l i c a c i ó n .  Sea la p rogresió n ^ . 2 ^

digo que................................................ • • b* =  a c
ó b ien .........................* . . . . . .  6 x 6 36 — 2 x 18

d e m o s t r a c i ó n . Suponiendo el denominadoi q, 
y  transformados los términos (cor. iv def. iv ) ,  sera
la progresión.................:+'• cí ■> a q , a q2, a q3, a q *
y el quadrado del segundo términos 2 ^  ^
a q — b será..................... .)
también el producto del primero") ^  ^  z - a c 
y tercero....................................... *
luego (ax. 1 ) ...................................... o
ó bien .................................................. 6 x_6 =  2 x 18
También .............................................. c — bd
porque el quadrado de a (f  es . . .  a2 q* =  a q X a q 
ó bien el quadrado de 18 , que es . .  324 =  6 x 54 
producto del segundo término por el quarto.

PR O PO SICIO N  V II I . T E O R E M A .

En qualquiera progresión geométrica el último tér­
mino es igual á la suma de los términos antecedentes, 
multiplicada por el denominador menos 1 , y  al pro­

ducto añadiendo el término primero.

e x p l i c a c i ó n .  Sea la misma progresión:+: a, c, d, t 
que transformada será . . . :-t-: a^dq^aq^^aq^aq 
digo que si la suma de los quatro primeros términos 
se multiplica por q — 1 , y  al producto se añade el 
término primero a , se tendrá el ultimo a q4.

r ■=»

X^ó  LIBR O S E X T O



d e m o s t r a c i ó n . La suma de los términos antece­
dentes e s ................................. a +  a q +  a q2 +  a q3
y  multiplicada p o r ........................................... q — i
da el producto aq^-i-a q3+aq2+a q—a—aq— aq2—a qz 
que reducido será .........................................a q* — a
y  añadiendo el término prime-'» *
J / r  >a q*  — a 4- a —  a <74 ro a , sera......................... ........../ 2 1
que es el último de la progresión.

En la progresión numérica . . :+ :2 ,6 ,18 , 54,162
la suma de todos los términos menos el último es.. 80
que multiplicada por 3 — 1 = 2 ,  será............... 160
y  añadiendo 2 , que es el primer término,'» ,
se tendrá.......................... ......................... J ‘ ' ‘ ’ 1
que es el último.

PR O PO SICIO N  IX . T E O R E M A .

En qualquiera progresión geométrica son proporcio­
nales el segundo término menos el primero al primero, 
como el último menos el primero á la suma de los tér­

minos antecedentes.

e x p l i c a c i ó n .  Sea la progresión.. : - k  a , b , c , d , e  
digo que son proporcionales b— a:a::e— a : a+b-\-c-\-d 

d e m o s t r a c i ó n .  Suponiendo el denominador 
y  transformados los términos (cor. iv def. iv ) , será 
la progresión . . . . . . . . . :+: a , a q , a #2, a q31 a q* 
y  substituyendo se tendrá la 
proporcion. .  aq — a:a::aq*— a:a +  aq +  aq1+ aqz 
porque el producto de los extremos es igual al de 
los medios, esto es, a2 qA +  a2 qz +  a2 q2 +  a2 q — a2
— a2 q — a2 q2 — a2q3 zz a2q* — a2

En la progresión numérica . .  :+: 2 ,6 ,18 ,$ 4 ,16 2  
será la proporcion.. 6 — 2:2:: 162— 2:2 +  6 + 18 + 5 4
esto es , reducida...............................4 : 2 :: 160 : 80
porque el producto de los extremos-)
es igual al de los medios................./ • • • 32°  — 32°
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Todos los problemas y  qüestiones que pertenecen 
á la progresión geométrica y  cantidades continuas 
proporcionales, se fundan en los teoremas antece­
dentes ; para lo qual se han de notar cinco^principa­
les cosas , que son el término primero , el último , el 
denominador , el número de los términos , y  la suma 
de todos ellos; y  conocidas qualesquiera tres cosas 
de las cinco dichas, se hallarán las otras dos.

A  dos números dados hallar un tercero proporcional.

r e s o l u c i ó n . Suponiendo los números dados 2 y  
6 ,  porque el primero al segundo ha de tener la mis­
ma razón que el segundo al tercero , se hará la pro­
porcion ............................................ * . . .  2 : 6 : : 6  :x
luego ( lem.i lib .m ) ................................. 2 x — %6
y  partiéndolo todo por 2 , se tendrá..........x — i8

Esto es lo mismo que dados el primero y  segundo 
término de una progresión , hallar el tercero ; y  así 
partiendo 6 por 2 , se tendrá el denominador 3, que 
multiplicado por 6 , dará 18. Consta del cor. vii 
def. iv. También se hallará (esc. prop. iv lib. v) 
haciendo esta proporcion, el quadrado de 2 , que 
es 4 , al quadrado de 6 , que es 36 , como el térmi­
no primero 2 á un quarto proporcional, que es 18,

r e s o l u c i ó n . Suponiendo los números dados 6 y 
54 , multipliqúese 54 por 6 ,  y  del producto 324

148 L I B R O  S E X T O

PROPOSICION X. PROBLEMA,

,  3 6  X 2 _  tD
esto e s , 4 : 30 :: 2 : x zz 0 — — 10.

PROPOSICION XI. PROBLEM A.

Entre dos números dados hallar un medio geométrico,

l
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sáquese la raiz quadrada, y  se tendrá 18 por el me­
dio que se pide.

DEM OSTRACION. Porque de tres continuos pro­
porcionales se busca el medio, se hará la propor­
ción ........................................................<5 ; x  ; ; x  ;
luego (lem. 1 lib. iit) ............................ 324 — x ^
y  sacando la raiz quadrada, se tendrá . .  18 rr x J
También se hallará (esc. prop. rvi 2
lib. y) haciendo la proporcion . . . ./3° :x  '■ ’• 6 54,
porque (lem. 1 lib. 111) será................... 6 x 2z^  1944,
y  partiéndolo todo por 6 , se tendrá . . . x 2z z  324, ’
y  sacando la raiz quadrada será ............ x  z z  18 *
que es el término medio que se pide.

Entre dos números dados hallar dos medios geomé­
tricos.

r e s o l u c i ó n . Suponiendo los números dados 3 y  
24, multipliqúese el quadrado del primero, que es
9 , por el último 24 , y  del producto 216 sacando la 
raiz cúbica, se tendrá 6 por el medio primero, ó  

término segundo de la progresión. Conocido este Jse 
buscará el tercero ( prop. x) diciendo : si 3 dan 6 , 6 
darán 12 por el otro medio, ó término tercero ,’ y  
serán continuos proporcionales 3 , 6 , 1 2  , 24.

d e m o s t r a c i ó n .  Sea 3 ~  a ,  24 z z  h  ̂ y  porque se 
piden dos medios proporcionales, se tendrá una pro­
gresión de quatro términos, cuyos extremos son co­
nocidos , y  suponiendo el segundo n: x , y  el tercero
=  z , será la progresión ..................... ;+{a , x , z , b ,
y se tendrá (esc. prop. iv lib. y )  . . . a3: x 3:: a : b;
luego ( lem. 1 lib. 111)...............................a3 b =  a x 3,
y partiendo por a , será (ax. v ) ............a2 b z z i x 3,
cuya raiz cúbica e s ......................

PROPOSICION XII. PROBLEMA,



Y  esta expresión quiere decir , que el quadrado del 
primer término a se multiplique por el último b , y  
que del producto se saque la raiz cúbica.

PR O P O SICIO N  X III . P R O B L E M A .

Entre dos números dados bailar tres medios geomé­
tricos.

r e s o l u c i ó n . Suponiendo los números dados 2 y  
32 , sea 2 =  a ,  32 =  el término medio primero
— x  , el segundo =  a , y  el tercero zzu,  será la pro­
gresión de cinco terminos .............. :-K a , x  ,2  , w
y  por consiguiente (esc. prop.iv lib.v) a4 : x+ :: a : b;
luego (lem. 1 lib .m )............................... a4 b ~  a x4,
y  partiendo por a , sera ( ax. v ) ..........• . a* b — x 4,
y  sacando la raiz quadrada quadrada será V a 3bzzx.

Cuya expresión quiere decir , que el cubo del pri­
mer término a se multiplique por el último b , y  
del producto se saque la raiz quadrada quadrada 
para tener el valor de x , ó término segundo, esto 
es , que el cubo de 2 , que es 8 , se multiplique por 
32 , y  del producto 256 se saque la raiz quadrada 
quadrada 4 ,  y  esta será el medio primero x , ó 
término segundo de la progresión. Los demás tér­
minos se hallarán fácilmente haciendo las analogías 
2 : 4 1 : 4 : 2 — 3 , y 2 : 4 : : 8 : « = i 6 , y  será la pro­
gresión :•+•: 2 , 4 , 8 , 16 , 32.  ̂

e s c o l i o . Si de la tabla Sintético-Analítica de ¿i -t- 
que se halla en el libro antecedente , se quitan los 
coeficientes , y  de todos los términos se saca la raiz 
correspondiente del mismo grado, se tendrán los 
formularios para hallar quantos medios geométri­
cos se quisieren entre dos números dados a y  b , co­
mo se manifiesta en la siguiente tabla.
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Para i .* . 
Para 2 . . .  
Para 3 . ..  
Para 4 . . .  
Para 5 . .,

a ,sZa b,b 
a , a2 b,\/ a b2, b 
a , v 'a 3 b,\Sa2b2̂ /cib3 ,b  
t í , b 
a , \/as b,\/a*b2,\Za3b3,\Já2¿4,v/tí¿5,£

Puede continuarse esta tabla fácilmente quanto se 
quisiere , y  su demostración es fá c il; porque ( como 
consta del esc. vi prop. 1 del libro antecedente) son 
continuas proporcionales a3, a2, b , a b2, b3 : luego
sus raices tí, V a 2 b, V  a b2 son también proporciona­
les ; y  así el formulario para hallar un medio geo­
métrico entre a y  b , será a b : del mismo modo 
se demuestran los demás formularios contenidos en 
dicha tabla.

También quando se piden muchos medios , se ha­
llará fácilmente el que se quiera, sin necesidad de 
hallar antes el primero. Como si entre 2 y  32 se 
quieren tres medios geométricos , y  también se quie­
re saber el último: el formulario para los tres me­
dios es tí , a3 b , v /a2b2 , v''a b3 ¿ ; y  queriendo bus-

4 / " ------ —
car el último , servirá la expresión V  a b3 , que in­
dica que el término primero se multiplique por el 
cubo del último , y  que del producto se saque la raiz 
quadrada quadrada; y  así el cubo de 32 , que es 
32768 multiplicado por 2 (término primero), da el 
producto 65536, cuya raiz quadrada quadrada 16 
es el valor del tercer término medio que se pide.

Si se quiere el segundo medio que corresponde en
4 / ----------

el formulario á la expresión V a2 b2 , se multiplicará 
el quadrado del término primero por el quadrado
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del último , y  del producto sacando la raiz quadra 
da quadrada , se tendrá el segundo medio ; y  así < 
quadrado de 2 es 4 , y  el de 32 es x 024; y  mult 
plicando 1024 por 4, se tendrá 4096 , cuya raíz qu 
drada quadrada 8 es el medio que se busca; y  a 
de los demás.

QUESTION.

Un negociante puso á ganancia 1000 pesos por 
espacio de tres años , dexando las ganancias para que 
ganasen como el principal: al fin de los tres años 
halló 1331 pesos: pídese quanta fue la ganancia al 
fin del primer año , y  quanta al fin del segundo.

r e s o l u c i ó n . Según el tenor de la qüestion se 
tiene una progresión de quatro términos , en la qual 
está conocido el primero 1000, y  el último 1331, 
y  se piden los dos medios , que son el caudal y  ga­
nancia del primer año y  del segundo : luego será el
formulario a , VHFb , V á P , b , y  para el primero
se tendrá la expresión \/ a? b , que indica que se 
quadre 1000 , y  que su quadrado 1000000 se multi­
plique por 1331, y  se tendrá 1331000000, cuya raiz 
cúbica 1100 es el caudal y  ganancia al fin del pri­
mer año: el caudal y  ganancia del segundo año se ' 
hallará por una regla de tres , esto es , 1000 : 1100 
:: 1100 : x z i  1210 , y  se verá que ganó á razón di 
10 por 100.

F I N

DEL TRA TAD O  DE L A  A R ITM É TIC A.



DE LA

GEOMETRÍA ESPECULATIVA.

*53
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TRATADO SEGUNDO

INTRODUCCION.

T J n a  de las partes mas principales de la Mate­
mática es la Geometría, que según su etimología 
quiere decir ciencia que trata de la medida de la 
tierra ; pero aunque vulgarmente se le da este nom­
bre , su objeto es mas universal; porque no solo se 
extiende á la medida de la tierra, ó de las partes 
que la componen, sino también á todas las mag­
nitudes ó cuerpos que se consideran en la natura­
leza. Divídese en especulativa y  práctica : la espe­
culativa manifiesta la verdad de sus proposiciones, 
demostrando en sus teoremas las propiedades y  
atributos de la magnitud: y  la práctica da reglas 
para dirigir con acierto las operaciones de sus pro­
blemas.

La Geometría especulativa se comprehende en 
los quince libros de Euclides , que ordenó este Filó­
sofo en Alexandría de Egipto por los años 311 an­
tes de la venida de Christo ; y  como sea mas conve­
niente emplear el tiempo en lo mas ú til, se explica­
rán en este tratado los seis primeros libros, que per­
tenecen al conocimiento de las superficies , y  el xi y  
x n , que corresponden al de los sólidos.



LIBRO PRIMERO
d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  e u c l i d e s .

DEFINICIONES.

I. JPunto es el que no tiene parte alguna.
e x p l i c a c i ó n . Dícese que el punto matemático 

no tiene partes; porque solo existe por considera­
ción del entendimiento , que le concibe indivisible: 
á distinción del punto físico, de quien se duda si 
existe, ó si puede existir: de que se sigue que el 
punto matemático no tiene dimensión alguna, y  
por consiguiente no es magnitud ; pero se considera 
como principio de la magnitud, o de la cantidad 
continua , así como el instante lo es del tiempo , y  
el unísono lo es de la Música. Para expresar el pun­
to se hace una pequeña señal A  con la punta sutil 
de un compás ó pluma, por cuyo medio se concibe 
dentro de ella el punto indivisible.

Las especies de la cantidad continua son tres : li­
nea , superficie , y  cuerpo ó sólido.

II. Linea es una longitud sin latitud ni profun­
didad.

e s c o l i o . Si un punto A  se A  - - B 

moviese ácia B , produciría con su movimiento la 
linea A  B ; y  como el punto no tiene latitud ni 
profundidad, se sigue que la linea producida por 
el movimiento, es solamente una longitud sin la­
titud ni profundidad; y  por consiguiente es una 
magnitud de la primera especie, pues tiene sola­
mente una dimensión. La expresión de la linea se 
hace por el movimiento de compás ó pluma , de- 
xando alguna señal ó rastro de su curso , en el qual 
se concibe la linea matemática.

III. Los extremos de la linea son puntos.
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Divídese la linea en recta y  curva.
IV. Linea recta es aquella que está igualmente 

extendida entre sus puntos extremos , ó bien (según 
Archimedes) la mas breve distancia que hay de un 
punto á otro , como A B. A ----------- B

Linea curva es qualquiera otra, 
como C D.

V. Superficie es una cantidad 
continua , ó magnitud , que tiene 
longitud y  latitud sin profundi­
dad , como el espacio A B C D ,  
de que se sigue que la superficie 
es una magnitud de la segunda es­
pecie , por constar únicamente de 
las dos dimensiones longitud y  latitud.

VI. Los extremos de la superficie son lineas, 
por razón de las quales se divide en plana y  curva.

VII. Superficie plana es la que está igualmente 
extendida entre sus lineas extremas , ó bien es aque­
lla á quien por todas partes se puede ajustar una 
linea recta ; y  qualquiera otra superficie se llama 
curva.

La superficie curva se divide en cóncava y  con- 
vexá: la cóncava es aquella que puesta sobre otra 
plana, encierra espacio ; y  la convexa la que puesta 
sobre otra plana , no encierra espacio , y  solo la toca 
en un punto.

VIII. Angulo plano es la incli­
nación de dos lineas que concur­
ren en un punto indirectamente, 
como las dos lineas A B , C B ,  que 
concurren en B sobre un mismo 
plano , y  la inclinación de la una sobre la otra , se 
llama el ángulo plano A B C .

Nómbrase el ángulo con tres letras , poniendo en 
el medio la letra B del concurso, y  se dice el ángulo
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A  B C , ó bien se nombra con la letra del concurso 
solamente , diciendo el ángulo B.

Por razón de las lineas que for­
man el ángulo , se divide en recti­
líneo , curvilíneo y  mixtilineo.

IX. Angulo rectilíneo es el que 
está formado de dos lineas rectas, 
como el ángulo B : curvilíneo el 
que está formado de dos lineas cur­
vas , como el ángulo X : mixtilineo 
el que está formado de una recta y  
otra curva , como el ángulo Z.

El ángulo rectilíneo por razón 
de la inclinación ó abertura de sus 
lineas, se divide en recto y  obli­
quo.

X. Quando una recta cayendo 
sobre otra, forma los ángulos de 
una y  otra parte iguales, estos se 
llaman rectos, y  la linea perpendi­
cular sobre la otra, como si la rec­
ta A  B cae sobre C D , de suerte 
que los ángulos A  B D , A  B C sean iguales entre sí, 
cada uno de ellos es recto , y  la linea A  B se llama 
perpendicular sobre C D.

Quando la recta E B no cae perpendicular sobre 
C D  , se forman dos ángulos desiguales E B C ,  EBD , 
que se llaman obliquos.

Divídese el ángulo obliquo en obtuso y  agudo.
XI. Ángulo obtuso es aquel que es mayor que el

íecto , como el ángulo E B C ,  que es mayor que el
recto A B C .  i

XII. Angulo agudo es el menor que el recto, como 
el ángulo E B D ,  que es menor que el recto A  B D.

e s c o l i o . El ser un ángulo mayor que otro no 
consiste en que las lineas que le forman sean ma­
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yores, sino en que su abertura sea mayor , de suerte 
que un ángulo siempre será el mismo , aunque las 
lineas que le forman se alarguen al infinito , porque 
siempre tendrán la misma inclinación ó abertura.

XIII. Término es el fin ó extremo de una can­
tidad.

XIV. Figura es la que está cerrada con uno o 
muchos términos; y  así el ángulo no ee figura por 
estar abierto.

XV. Círculo es una figura pía- 
na A D E C F , contenida de una 
sola linea llamada circunferencia A 
periferia ó perimetro , equidistante 
por todas partes de un punto que 
tiene en medio, desde el qual todas  ̂ F
las rectas tiradas hasta la circunferencia son iguales 
c u tre  sí»

XVI. El punto B del medio se llama centro, y  
las rectas iguales B D , B E , B C  tkc. que salen del 
centro hasta la circunferencia, se llaman radios o 
semidiámetros.

XVII. Diámetro del círculo es una recta que 
pasando por el centro,se termina de ambas partes en 
la circunferencia, como la recta A B C , y  divide al 
círculo en dos partes iguales : de que se sigue que en 
el círculo hay infinitos diámetros , y  todos son igua­
les , por componerse cada uno de dos radios iguales.

XVIII. Semicírculo es una figura contenida del 
diámetro y  de la mitad de la circunferencia, como 
A D E C.

e s c o l i o  i .  La definición real de un círculo es de 
este modo : si una recta A  B , teniendo fixa la una 
extremidad B , se moviese hasta volver á su primera 
situación , produciría un círculo , y  el punto A  des­
cribiría la circunferencia A  D E C F : de que se in­
fiere el modo de formar el círculo con una misma
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abertura de compás, moviendo uno de sUs pies, y  
teniendo fixo el otro como centro ; y  asimismo cons­
ta que todas las rectas B A , B E , B C , que salen 
del centro B , son entre sí iguales , por ser una mis­
ma recta A B la que forma el círculo.

e s c o l i o  ii. La medida del án- ^
guio rectilíneo es el arco del cír­
culo descrito desde el punto del 
concurso como centro , y  compre- 
hendido entre las dos rectas que 
forman el ángulo, como si del pun­
to B con qualquier intervalo B C 
se describe un círculo , el arco E C será medida del 
ángulo E B C. Á  este fin dividen los Matemáticos el 
círculo en 360 partes iguales, que llaman grados: 
cada grado en 60 partes , que llaman minutos : cada 
minuto en 60 segundos, cada segundo en 60 ter­
ceros ; y  así al infinito. Estos grados, minutos &c. 
son los que determinan el valor del ángulo , como si 
el arco D E es de 46 grados y  50 minutos, se dirá 
que el ángulo E B D es de 46 grados y  50 m irtos; 
también como el círculo consta de 360 grados, el 
semicírculo A D C será de 180 grados ; y  la quarta 
parte del círculo D C , ó  bien A D , será de 90 gra­
dos : de que se infiere que el ángulo recto A  B D 
vale 90 grados, el ángulo obtuso A B E  vale mas 
de 90 , y  el ángulo agudo C B E vale menos de 90.

XIX. Figura rectilínea es la que está compre- 
hendida de lineas rectas ; y  según el número de la­
dos que la forman , así toma el nombre.

XX. Figura rectilínea trilátera es la comprehen- 
dida de tres lineas rectas.

XXI. Quadrilátera es la comprehendida de qua- 
tro rectas.

XXII. Multilátera la que se contiene de mas de 
quatro rectas.
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e s c o l i o . Qualquiera figura rectilínea tiene tan­
tos ángulos quantos son los lados que la forman ; y  
así la trilátera tiene tres ángulos , y  por esta razón 
se llama triángulo : la quatrilátera tiene quatro , y  
se llama quadrángulo ; y  generalmente la que tiene 
muchos ángulos se llama polígono.

De los triángulos rectilíneos hay tres especies res­
pecto á sus lados , y  se dicen equilátero , isósceles y  
escaleno; y  otras tres respecto á sus ángulos, y  se 
dice rectángulo , obtusángulo y  acutángulo.

XXIII. Triángulo equilátero 
es el que tiene sus tres lados igua­
les , como A.

XXIV. Triángulo isósceles es 
el que tiene dos lados iguales , y  
el otro desigual, como B.
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XXV. Triángulo escaleno es 
el que tiene sus tres lados des­
iguales , como C.

XXVI. Triángulo rectángulo 
es el que tiene uno de sus ángu­
los recto, como A ; y  el lado C B 
opuesto al ángulo recto se llama 
hipotenusa.

XXVII. Triángulo obtusán­
gulo es el que tiene un ángulo 
obtuso, como M.



XXVIII. Triángulo acutángulo ú 
oxigonio es el que tiene sus tres án­
gulos agudos , como M N O.

e s c o l i o . Él triángulo obtusángu- 
lo y  el acutángulo se dicen obliquán- 
gulos, porque todos sus ángulos son 
obliquos, y  por consiguiente el trian- 
guio se reduce á rectángulo y  obliquángulo.

De las figuras quadriláteras hay cinco especies, y  
son quadrado , quadrilongo, rombo, romboide y  
trapecio.

XXIX. Quadrado es una figu­
ra que tiene sus quatro lados igua­
les , y  sus quatro ángulos rectos, 
como A.

XXX. Quadrilongo la que tie­
ne sus quatro ángulos rectos ; pe­
ro no todos sus lados iguales , sí 
únicamente cada dos opuestos, co­
mo B.

XXXI. Rombo la que tiene sus 
quatro lados iguales , pero ningún 
ángulo recto , como C.

XXXII. Romboide la que tiene 
sus lados y  ángulos opuestos igua­
les ; pero ni es equilátera ni equi­
ángula , como D.

XXXIII. Trapecio es otra qual­
quiera figura quadrilátera, como E.
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XXXIV. Lineas rectas paralelas son aquellas 
que estando en un mismo plano, y  alargadas al



infinito por una y  otra parte, se A  33 h  
conservan siempre equidistantes, 
y  por conseqüencia nunca pue­
den concurrir, como las rectas 
A  B , C D. c— — 35

La equidistancia se mide por la 
perpendicular E F , que desde qualquier punto E de 
la una A  B cae sobre la otra C D : de suerte que si 
de qualesquiera dos puntos E ,H  se baxan las perpen­
diculares E  F , H L , si estas fueren iguales, se dirá 
que las lineas A B , C D son equidistantes, y  por con­
siguiente paralelas.

XXXV. Paralelogramo es una figura quadriláte- 
x a , cuyos lados opuestos son paralelos, como el qua­
drado , el quadrilongo, el rombo y  el romboide.

XXXVI. Quando en un parale­
logramo B D se tira el diámetro ó 
diagonal A  C , y  por qualquier pun­
to E de esta pasan dos paralelas á 
los lados, esto e s , R H paralela á 
D C , y F G  paralela á B C , quedará 

'dividido en quatro paralelogramos 
G R , R F , B E , H F , de los quales los dos G R , F H  
por donde pasa la diagonal, se llaman al rededor del 
diámetro , y  los otros dos sus complementos.

p e t i c i o n e s  ó  p o s t u l a d o s .

I. Pídese poder tirar una linea recta de un pun­
to á otro.

II. Alargar una linea recta quanto se quiera.
III. Describir un círculo desde qualquier cen­

tro, y  con qualquier intervalo ó abertura de compás.
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AXIO M AS Ó COM UN ES SE N T E N C IA S D E  A R IT M E T IC A  

y  G E O M E T R ÍA .

I. Las cosas que son iguales á otra, son iguales
/

eilIL S Si á cosas iguales se añaden iguales, los to­
dos serán iguales. . . . ,

111. Si de cosas iguales se quitan iguales, los re­
siduos quedarán iguales. ,

I V  Si á cosas iguales se anaden o quitan des­
iguales , las sumas ó residuos quedarán desiguales.

V  Si cosas iguales se multiplican o parten por 
iguales , esto es, si se aumentan ó disminuyen igual­
mente los productos ó quocientes , serán iguales.

VI. Si cosas iguales se multiplican o parten por 
desiguales, los productos ó  quocientes serán des-

 ̂VII. Las cosas que son duplas, triplas & c. de
cantidades iguales, son iguales. . .  ,

VIII. Las cosas que son mitades, tercios & c. de 
cantidades iguales, son también iguales. _

IX E l todo es igual á todas sus partes juntas, y  
por consiguiente mayor que qualquiera de ellas.

X L a s  cosas que se ajustan exáctamente, son to­
talmente iguales; y  si son totalmente iguales, se a-
iustarán exáctamente.

XI. Todos los ángulos rectos son iguales entre si.
XII. Todas las rectas terminadas entre dos pa­

ralelas , siendo perpendiculares á ellas , son iguales
entre sí. . ^ __

e x p l i c a c i ó n .  Sean dos paiale- ^_ * ---- -u
l a s  A  B , C D : si de qualesquiera 
pu ntos E , H se baxan las rectas E F,
H L perpendiculares sobre C D, 
e .'.as serán iguales ; porque siendo c 
A B ,C  D paralelas,han de ser equi-
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distantes, y  las perpendiculares E F , H L  son las 
que miden la equidistancia entre ellas.

XIII. Dos lineas rectas no encierran espacio.
XIV. Dos lineas rectas no tienen un segmento 

Común, sí que se cortan en un punto.

PR O PO SICIO N  I .  PR O B L E M A .

Sobre una recta dada y  terminada formar un trián­
gulo equilátero.

e x p l i c a c i ó n .  Sea dada la recta A  B termina­
da , y  se pide formar sobre ella un triángulo equi­
látero.

o p e r a c i ó n .  Con el intervalo X................. .
de la recta A B , haciendo centro /' '•
en el punto A , descríbase el cír- ■: _—íB j
culo B C X (post. m ) ,  y  con el \  \ /
mismo intervalo, haciendo cen- .....••v;-......*’*
tro en B , descríbase el círculo A  C Z , que cortará 
al primero en el punto C : tírense las rectas A f  R f  
(post. 1 ) , y  el triángulo A B C  Será equilátero.’

d e m o s t r a c i ó n . Las rectas A  C , A  B son iguales 
(def. x v ) por ser radios de un mismo círculo B C X* 
asimismo lo son las B C , B A  por ser radios del cír­
culo A  C Z : luego A  C y  C B son también iguales 
(ax. 1), y  por consiguiente todas tres rectas son igua­
les entre s í : luego (def. x x i i i )  el triángulo A B C e s  
equilátero, que era lo que se habia de demostrar.

PR O P O SICIO N  I I , P R O B L E M A .

V e un punto dado tirar una recta igual á otra dada.

e x p .  Sea dado el punto A  y  la recta C D : pí­
dese que del punto A se tire una recta igual á la C D.



l i b r o  p r i m e r o

o p e r . Con el intervalo de la H\
recta C D , haciendo centro en c----------- ------^
A, descríbase un arco de circulo _______ •
Z  B H , y  tirando á qualquier A :
punto de su circunferencia una j  -
xecta A  B , será igual a la dada . z
C  D. Consta de la def. xv.

PROPOSICION I I I .  PROBLEM A.

Dadas dos rectas desiguales , cortar de la mayor 
una -parte igual a la menor.

E XP. Sean las rectas A  F , C D desiguales, y  la 
mayor A  F : pídese cortar de esta una parte igual a

C  D.
O PER . C o n  e l  i n t e r v a lo  C D, \

h a c i e n d o  c e n t r o  e n  e l  e x t r e m o
, . 1 —. s~\ 1 1 I

nacitriiu-u / i :
A , descríbase un arco de circulo ¿
Z B H ,  que cortará á la A  F en ------------v
el punto B , y  la parte A B será
igual á la dada C D. Consta de la def.xv.

PROPO SICIO N  IV . TEO REM A .

S i dos triángulos tienen dos lados del uno iguales 
á dos del otro, cada uno al suyo, y los angulos 
comprehendidos entre dichos lados fueren 2guales' 0 
triángulos serán totalmente iguales , esto es , la base 
será ígual á la base ,y  cada uno de los otros angulos 

será igual á su correspondiente.

e x p . Sean los triángulos 
A B C ,  D E F , y  en ellos el 
lado A  B D E , el lado B C
— E F , y  el ángulo Br=£: di­
go que dichos triángulos son



totalmente iguales, esto e s , que la base A  C ^  D F, 
el ángulo B Á C = E D F , y e l  ángulo B C  A = E F D .

d e m . Concíbase que el triángulo A B C se sobre­
pone al triángulo D E F :  luego siendo el lado A  B 
- D E  por lo supuesto , se ajustarán ambos exácta- 
mente ( ax. x ) , cayendo el punto A sobre el pun­
to D , y  el punto B sobre el punto E : también por 
suponerse el ángulo B zr: E , se ajustaran estos exac­
tamente , cayendo el lado B C sobre el lado E F, 
y  el punto C sobre el punto F , por haberse supues­
to dichos lados iguales: luego también la base A  C 
se ajustará sobre la base D F , respecto haberse de­
mostrado que se ajustan sus extremos, pues de lo 
contrario caeria mas arriba, como D H F , o mas 
abaxo , como D G F ; y  en qualquiera de estos ca­
sos encerrarían espacio dichas dos rectas : lo que es 
imposible (ax. x m ) , y  por consiguiente Sípán ]gua- 
les (ax. x). Asimismo ajustándose el ángulo A  sobre 
el ángulo D , y  el ángulo C sobre el ángulo F , sera el 
ángulo A = D , y  el ángulo C =  F, y  por consiguien­
te todo el triángulo A B C  igual á todo el triángulo
D E F : que era & c. '

c o r o l a r i o . De aquí se sigue , que si dos trián­
gulos son totalmente iguales, a lados iguales se opo­
nen ángulos iguales, y  á ángulos iguales se oponen
lados iguales. . .

n o t a .  Adviértase que no es lo mismo igualdad 
absoluta que igualdad total, pues para que dos fi­
guras sean absolutamente iguales , basta que sus a- 
reas ó espacios sean iguales : mas para que sean to­
talmente iguales es preciso que todos los lados y án­
gulos de la una sean iguales á todos los lados y  án­
gulos de la otra , cada uno a su correspondiente.

D E  L A  G E O M E T R Í A .  l 6 $
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PROPOSICION V . TEO REM A .

En el triángulo isósceles los ángulos sobre la base 
son iguales , como también los que se forman debaxa. 

de ella alargando los dos lados iguales.

e x p .  Sea el triángulo isósce­
les A B C , cuyos lados iguales 
A  B , .B C se alarguen hasta los 
puntos X, Z : digo que los ángu­
los B A  C , B C A  sobre la base 
son iguales, como también los 
ángulos A  C Z , C A X formados debaxo de ella.

p r e p a r a c i ó n . Concíbase la recta B D , que di­
vida por medio al ángulo B.

d e m . Los triángulos A  B D , C B D tienen el lado 
A B r B C  por suposición, el lado B D común , y  
el ángulo A B D = D B C  por suposición: luego (prop. 
i v ) son totalmente iguales, y  por consiguiente (cor. 
de la misma) el ángulo B A D =  B C D. Asimismo 
por ser dichos triángulos totalmente iguales , se ajus­
tarán exáctamente (ax. x) cayendo A B sobre B C, 
y  A  D sobre D C : luego el ángulo X A  D se ajustará 
sobre D C Z , y  por consiguiente estos serán iguales: 
que era & c.

c o r o l a r i o  i .  De lo dicho se infiere, que en el 
triángulo isósceles la recta B D , que divide por me­
dio al ángulo vertical B , divide también á la base 
A  C en dos partes iguales, y  es perpendicular sobre 
ella ; porque resulta de la demostración que el lado 
A  D =  D C , y  el ángulo B D A r B D C :  luego estos 
son rectos ( def. x ) ,  y  B D perpendicular sobre A C.

c o r o l a r i o  i i . En el triángulo isósceles si la rec­
ta B D divide por medio á la base A C , será perpen­
dicular á e lla , y  dividirá por medio al ángulo del 
vértice; porque en este caso los triángulos A  B D,

l



D  B C tienen el lado A  D =  D C por suposición, 
A  B =  B C por ser el triángulo A B C  isósceles, y  
por la misma razón el ángulo B A D r B C D :  luego 
(p ro p .iv) serán totalmente iguales, ios ángulos en 
X) iguales, y  el ángulo A B C  dividido en dos iguales.

c o r o l a r i o  i i i . También se infiere 
que el triángulo M O N equilátero es 
equiángulo, esto es, que todos sus án­
gulos son iguales entre si; porque sien­
do M O =  O N , será el ángulo M = N, 
y  por ser M O ^ M N ,  será el ángu­
lo O zr N : luego (ax. i)  los tres án­
gulos serán iguales.

PROPO SICIO N  V I. TEO R EM A .

S i dos ángulos de un triángulo son iguales , también 
los lados opuestos á dichos ángulos serán iguales 

entre si.
B

e x p . En el triángulo A B C  s e a  

el ángulo A rrA C B : digo que tam­
bién el lado A B ^ B C .

p r e p . Si se negáre , sea el lado
A B >  B C : córtese A X ^ B C  ¿_______ _c
( p r o p .  i i i ) ,  y  t í r e s e  C X ( p o s t .  i ) .  A  .

d e m . Los dos triángulos X C A  , B C A  tienen el 
lado A X del primero igual al lado B C del segundo 
por construcción , el lado A C común , y  el ángulo 
A  =  A C B por lo supuesto : luego (prop. iv) dichos 
triángulos son totalmente iguales : pero esto es im­
posible (ax. ix ) por ser el uno parte del otro . luego 
A  B no puede ser mayor ni menor que B C : y  por 
consiguiente será igual: que era &c.

c o r o l a r i o . De lo dicho se infiere que todo trian­
gulo equiángulo es equilátero.

La proposicion yn se omite.

D E  L A  G E O M E T R Í A . 1 ^ 7
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P R O P O S IC IO N  V I I I .  T E O R E M A .

S i dos triángulos tienen los tres lados del uno iguales 
á los tres del otro, cada uno a su correspondientey 

dichos triángulos serán totalmente iguales.

e x p . En los triángulos A B C ,
A  F C sea el lado A B ~ A F , B C  
- C F , y A C  igual ó común á 
ambos : digo que el ángulo A B C  
= A F C ,  el ángulo B A C r F A C ,  
y  el ángulo B C A z; F C A.

p r e p . Tírese la recta B F , la qual o caera den­
tro de los triángulos , ó fuera, ó coincidirá con los
lados A  B , A  F.

d e m .  Caiga B F dentro (caso i ) : el triángulo 
B A  F es isósceles por suponerse A B z A F :  luego 
(prop. v )  el ángulo x zz z : por la misma razón es 
isósceles el triángulo B C F : luego el ángulo r zzs, 
y  ( ax. i i ) será x  +  r — z +  s , esto e s , el ángulo 
A B C r A F C :  luego los dos triángulos A  B C, 
A  F C , que tienen A B z r A F , B C  =  C F , y l o s  án­
gulos comprehendidos iguales serán ( prop. i v ) total­
mente iguales, y  por consiguiente (cor. de la misma) 
el ángulo B A C r r C A F , y el ángulo B C A = F  C A, 

c a s o  ii. Caiga fuera la rec- caso u .

ta B F , y  se verificará lo mis­
ino ; porque si de los ángu­
los A  B F , A  F B iguales 
( prop. v ) se quitan los án­
gulos C  B F , C F B iguales 33 
(prop, cit.), quedarán los ángulos A B C ,  A F C igua­
les ( ax. n i ):  luego los dos triángulos A F C ,  A C B  
son totalmente iguales (prop.iv).

c a s o  xii. Coincida la recta B F con los lados

LIBRO PRIMERO



B A y  A  F , ó bien formen estos una 
misma recta B F : en este caso el tri­
ángulo B C F será isósceles , y  ( prop. 
v  ) el ángulo B — F : luego ( prop. iv ) 
los triángulos B C A  , A  C F son to­
talmente iguales.

PR O PO SIC IO N  IX . P R O B L E M A .

Dividir un ángulo rectilíneo dado, en dos partes 
iguales.

e x p .  Sea el ángulo rectilíneo M A  N , y  háyase 
de dividir en dos partes iguales.

o p e r . Con qualquier intervalo 
A  B , haciendo centro en A , des­
críbase el arco B C , que de los la­
dos A  M , A  F cortará las partes 
iguales A B , A C ; y  con el mismo 
intervalo desde los puntos B , C, 
como centros , descríbanse dos arcos , que harán la 
intersección H : tírese la recta A  H , y  se tendrá di­
vidido el ángulo en dos partes iguales H A M ,H A N . 

p r e p . Tírense las rectas B H , C H. 
d e m . *Los triángulos A  B H , A C H tienen por la 

construcción el lado A B n A C , B H ^ z C H , y  A H  
común : luego ( prop. v m ) son totalmente iguales, 
y  (cor.prop.iv) el ángulo BAH rr:C A H : que era& c.

P R O P O S IC IO N  X . P R O B L E M A .

Dividir una recta, dada y  terminada en dos partes
iguales.

e x p . Sea dada la recta A  B terminada , y  háyase 
de dividir en dos partes iguales.

D E  L A  G E O M E T R Í A . 169
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o p e r .  Con el intervalo A B , ha- 
ciendo centro en los extremos A  y  
B , descríbanse dos arcos , que ha- 
rán la intersección C , y  del mismo 
modo fórmese ácia la parte opuesta 
la intersección H : tírese C H , la 
qual dividirá á la recta A B  por medio en el punto E. 

p r e p .  Tírense las rectas A C , C B , A H , H B .  
d e m . Los triángulos C  A H , C B H tienen por la 

construcción el lado A C = C B , A H  =  B H,  y  C H 
común : luego (prop. vm) son totalmente iguales, y  
(cor. prop. iv ) el ángulo A C H r H C B :  luego en 
el triángulo isósceles A  C B la recta C E , que di­
vide por medio al ángulo vertical C , divide también 
á la base A  B por medio en E (cor. i prop. y ) : que 
era & c.

P R O P O S IC IO N  X I . P R O B L E M A .

L e  un punto dado en una linea recta levantar sobre 
ella una perpendicular.

e x p . Sea la recta A  B , y  en ella ^
dado el punto O , desde el qual se 
pide levantar una perpendicular.

o p e r . Desde el punto O en la 
recta A B con qualquier intervalo 0
córtense las partes iguales O M,
O N (prop. n i ) ,  y  con un intervalo igual ó mayor 
que M N , desde los puntos M y  N hágase la intersec­
ción L : tírese la recta L O , y  será perpendicular 
sobre A  B.

p r e p .  Tírense las rectas L M , L  N. 
d e m .  Los triángulos L M O , L O N tienen por 

la construcción el lado M L - L N , O M  — O N , y  
L O  común: luego (prop. vm) son totalmente iguales, 
y  (cor. prop. iv) el ángulo L O M r L O N :  luego

I y o  L I B R O  P R I M E R O
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estos son rectos ( def. x ) ,  y  L O perpendicular so­
bre A  B : que era &ic.

PR O P O SICIO N  X II. P R O B L E M A .

X)e un punto dado fuera de una recta baxar á ella 
una perpendicular.

e x p. Sea dado el punto L , desde el qual se pide 
baxar una perpendicular sobre la recta A  B.

o p e r . Desde L , con qualquier ^
intervalo á discreción, descríbase 
un arco, de suerte que corte á la 
recta dada (prolongada, si fuere 
necesario ) en los puntos M , N: -A. 2ví~ 
divídase M N por medio en O ( prop. x ): tírese O L, 
y  esta será perpendicular sobre A  B en el punto O. 

p r e p . Tírense las rectas L M , L N. 
í d e m . Los triángulos L M O , L N O  tienen el lado 

L M r L N  (def. xv) M O z O N  por construcción, 
y  L O  común: luego (prop.vm) son totalmente igua­
les, y  ( cor. prop. iv ) el ángulo O L M ~ O L N :  lue­
go en el triángulo isósceles M L N la recta L O , que 
divide por medio al ángulo vertical L , es perpendi­
cular la base (cor. i prop. v ) ,  y  por consiguiente 
sobre la recta A  B : que era & c.

PR O P O SIC IO N  X III . T E O R E M A .

Quando una recta cae sobre otra, forma con ella dos 
ángulos, que ó serán rectos , ó juntos valdrán tanto 

como dos rectos.

e x p .  Sobre A  B caiga de 
Cualquier modo la recta X C: 
digo que los ángulos X C A,
X C B  ó serán rectos, ó juntos -------̂ 3
valdrán tanto como dos rectos.

* D E  L A  G E O M E TR IA .  ■ 1 7 I
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p r e p .  Haciendo centro en C  

descríbase el semicírculo A E B. 
d e m .  Si la recta X C cae per- /

pendicular sobre A B , es evidente -------------- ;b
que formará dos ángulos rectos; 
pero si cae oblicuamente , formará dos ángulos, que 
tienen por medida el semicírculo A E B ; y  siendo 
este medida de dos ángulos rectos (esc.n def.xvm ), 
los dos ángulos X C A , X C B juntos valdrán tanto 
como dos rectos : que era &c.

c o r o l a r i o . Todos los ángulos que se formaren 
en un punto sobre una recta Juntos valdrán dos rec­
tos ; porque tendrán por medida un semicírculo.

PR O PO SICIO N  X IV . T E O R E M A .

S i dos rectas concurren en un mismo punto de otra 
recta , formando con ella dos ángulos iguales á dos 

rectos,  las dos harán una linea recta (fig.prop.xxu)

e x p . Sean dos rectas A C , B C , que concurran 
en el punto C de la C X , de tal suerte que los án­
gulos X C A , X C B juntos valgan tanto como dos 
rectos : digo que las dos linfeas A C , B C formarán 
una misma linea A B , encontrándose directamente.

d e m . Por suponerse que los dos ángulos X C A, 
X C B valen dos rectos , su medida A E B será un se­
micírculo : luego los radios A  C , B C se encontra­
rán directamente formando el diámetro A B ; y  por 
consiguiente harán una linea recta: que era &c.

PR O PO SICIO N  X V . T E O R E M A .

S i dos rectas se cortan , harán los ángulos vertical­
mente opuestos iguales.

e x p . Córtense las dos rectas A  B y  C D en el
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punto E:digo que los angulos ver­
ticalmente opuestos B E C , A  E D 
son iguales.

d e m . Porque D  E  cae sobre 
A  B , los ángulos A  E D , D E B 
juntos valen dos rectos (prop. xm ) : también porque 
B E cae sobre C D , los ángulos D E B y  B E C jun­
tos valen dos reotos : luego (ax. i) los ángulos A  E D 
y  D E B valen tanto como los D E B , B E C , y  qui­
tando de ambas partes el ángulo común B E D ,  que­
dará el ángulo A  E D =  B E C : del mismo modo se 
demuestra que el ángulo A  E C zz B E  D su verti­
cal opuesto : que era & c.

c o r o l a r i o . De aquí se sigue que quantos ángu­
los se forman en un punto sobre un plano, valen 
quatro rectos ; porque todos juntos tendrán por me­
dida toda la circunferencia de un círculo.

PR O PO SICIO N  X V I. T E O R E M A .

En cualquier triángulo prolongado un lado , el ángulo 
externo es mayor que qualquier a de sus dos internos 

y  opuestos.

E X P . Sea el triángulo A  B C , y  en él prolongúe­
se el lado B C ácia D : digo que el ángulo externo 
A  C D será mayor que qualquiera de los dos inter­
nos opuestos A B C , B A  C.

p r e p .  Lo primero : para de­
mostrar que el ángulo externo 
A C D es mayor que el inter­
no B , divídase el lado B C por 
medio en E (prop. x): tírese A E  
alargada á discreción : córtese 
E F = E A ,  y  tírese F C  alargada ácia H. 

d e m .  Los triángulos A E B , C E F  tienen el lado
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A E  =  E F , B E = : E C  por cons­
trucción , y  el ángulo B E A  
n :C E F  (prop. xv): luego dichos 
triángulos (prop. iv) son total­
mente iguales, y  (cor. de la mis- j / ' ’" 
ma) el ángulo BrzX; pero el án­
gulo X =  Z (prop. x v ): luego (ax. 1) el ángulo B rr Z; 
y  siendo el ángulo externo A C D >  Z (ax. xx) , tam," 
bien será A  C D >  B : que es lo primero.

Lo segundo: para demostrar que 
el ángulo externo A  C D es mayor 
que el interno A , se dividirá A  C 
por medio en E , y  tirando B E alar­
gada , córtese E F n B E , y  tírese 
F C. Los triángulos B E A , F E C 
tienen el lado A E  =  E C , B E - E F  por construc­
ción , y  los ángulos en E verticalmente opuestos igua­
les (prop. xv): luego (prop. iv) son totalmente iguales, 
y  (cor. de la misma) el ángulo A n S ;  pero el ángu­
lo externo A C D >  S (ax. ix): luego también será, 
A  C D >  A: que era & c.

PR O PO SICIO N  X V II. T E O R E M A .

En qualquier triángulo dos de sus ángulos son 
menores que dos rectos.

Se demostrará en la prop. xxxn, y  hasta entonces 
no es necesaria.

PR O PO SICIO N  X V III . T E O R E M A .

En qualquier triángulo el ángulo opuesto á mayor 
lado es mayor.

e x p .  En el triángulo A  C B sea el lado A  B >  B C:



digo que el ángulo A  C B opuesto 
al m ayor lado A B , es m ayor que 
e l ángulo A opuesto al menor lado 
B C .

p r e p . Del mayor lado A  B cór­
tese B H  =  B C (  prop. n i ) ,  y  tí­
rese C H.

dem . El triángulo C B H es isósceles por cons­
trucción : luego (prop. y )  los ángulos X , Z sobre la 
base C  H son iguales; y  siendo (prop. x v i)  el ángulo 
externo Z m ayor que el interno A , también lo será 
e l ángulo X ; pero el ángulo A C B (ax. ix) es m ayor 
que el ángulo X : luego el ángulo A C B será mucho 
m ayor que el ángulo A  : que era & c .

c o r o l a r i o . E l triángulo escaleno tiene sus tres 
ángulos desiguales.

PROPOSICION XIX. TEOREMA.

En qualquier triángulo el lado opuesto á mayor án­
gulo es mayor.

exp. En el triángulo A C B sea 
el ángulo C >  A  : digo que el lado 
A  B opuesto al m ayor ángulo C es 
m ayor que el lado C B opuesto al 
menor ángulo A.

dem . Si el lado A  B no es ma­
yor que B C , será igual ó menor: no puede ser igual, 
porque si fuese A B r B C ,  seria el ángulo C =: A  
( prop. v ) , contra lo supuesto : tampoco A B puede 
ser menor que B C ; porque (prop.xvm ) el ángulo A  
seria mayor que el ángulo C , también contra lo su­
puesto : luego no pudiendo ser igual ni menor, será 
mayor : que era & c.

c o r o l a r i o . El triángulo que tiene todos sus án- 
gulos desiguales, es escaleno.

D E  L A  G E O M E T R Í A .



I j S  L IB RO  P R I M E R O

e s c o l i o  x. De quantas rec­
tas se pueden tirar desde un pun­
to A  sobre otra C L , la me­
nor de todas es la perpendicular
A  h  ,-y las otras *a mas Pr° “
xlma á ella A  E es menor que la 
mas apartada A  F ; porque en el triángulo rectán­
gulo A  H E el ángulo externo A  H L recto es mayor 
que el interno A  E H (prop. x v i ) : luego este será 
agudo , y  ( def. xii ) menor que el recto A  H E : y  
por consiguiente el lado A E opuesto al ángulo recto 
es mayor que A  H opuesto al ángulo agudo: también 
A  E es menor que A  F ; porque siendo el ángulo ex­
terno A E H mayor que el interno A F E , y  aquel 
agudo por lo demostrado , será este mas agudo , y  
el ángulo A E F  obtuso (prop. xra): luego en el trián­
gulo A  E F el lado A  F opuesto al ángulo obtuso, es 
mayor que A  E  opuesto al agudo : por esto se dice 
que el punto A  dista de la recta C L  el valor de la 
perpendicular A H.

e s c o l i o  n. De un punto A  solo pueden caer sobre 
C  L dos rectas iguales A  M , A  E , una de cada lado 
de la perpendicular A  H ; porque todas las demás no 
pueden ser iguales entre sí, como queda demostrado.

P R O P O SIC IO N  X X . T E O R E M A .

En todo triángulo qualesquiera dos lados juntos 
son mayores que el tercero.

e x p .  Sea el triángulo A  C B : di­
go que qualesquiera dos lados A C 
y  C B juntos son mayores que A B.

d e m . La recta A  B es la mas 
breve distancia entre los puntos A y B (def. iv ): luego 
qualquiera otra A  C B será mayor que A  B : que era & c,
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PROPOSICION XXI. TEOREMA.
*

S i de los extremos de un lado de un triángulo se tiran 
dos rectas que sé encuentren dentro de é l , estas 
serán menores que los otros dos lados del triángulo, 

■pero contendrán mayor ángulo.

exp. En el triángulo B A  C 
salgan de los extremos del lado 
B C las rectas B H , C H , que con­
curran dentro en qualquier punto 
H : digo lo primero , que B H y  
H C juntas son menores que B A 
y  A  C juntas : y  lo segundo , que 
el ángulo B H C e s  mayor que el ángulo A.

prep . Alárguese B H hasta cortar el lado A  C 
en el punto F.

dem. Lo primero : en el triángulo B A  F los dos 
lados B A , A  F juntos son mayores que B F (prop. 
x x ), y  añadiendo á ambas partes F C , los dos lados 
A  B y  A  C son mayores que B F y  F C ( ax. i v ): 
también en el triángulo H F C los dos lados H F, 
F C juntos son mayores que H C ( prop. cit.), y  aña­
diendo á ambas partes B H , serán los lados B F y  F C  
mayores que B H y  H C : luego los dos lados A  B, 
A  C juntos son mucho mayores que B H y H C : que 
es lo primero.

Lo segundo : en el triángulo F H C el ángulo ex­
terno B H C  es mayor que el internoHFC(prop.xvi), 
y  en el triángulo B A F el ángulo externo H F C e s  
mayor que el interno A : luego el ángulo B H C es 
mucho mayor que el ángulo A  : que era & c.
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PR O PO SICIO N  X X II. P R O B L E M A .

Formar un triángulo cuyos tres lados sean iguales 
¿í tres rectas dadas, con tal que cada dos de ellas 

juntas sean mayores que la tercera.

e x p . Sean las tres rectas dadas A , B , C : pídese 
formar de ellas el triángulo H O E.

oper. Desde qualquier pun- vQ*.
to H tírese la recta H E igual 
á la dada A  ( prop. 11): con el 
intervalo de la recta B descrí­
base desde H el arco X Z , y  
también con el intervalo de la 
recta C descríbase desde E el arco S R , y  al punto 
O en que se cortan los dos arcos , tírense las rectas 
E  O , H O , y  el triángulo H O E será el que se pide.

d e m . Por la construcción se tiene el lado H k  
c  A , el lado H O =  B , y  el lado O E rr C : luego el 
triángulo H O E está formado de tres rectas iguales 
á las dadas A  , B , C : que era &c.

PR O PO SICIO N  X X III. P R O B L E M A .

En un punto dado en una recta , hacer un ángulo 
igual á otro dado.

e x p . En la recta H L sea dado el punto C , y  se pide 
formar en él un ángulo igual al angulo X.

o p e r . Desde X con qualquier 
intervalo X M descríbase un arco 
M  N , que cortará los lados del án­
gulo en los puntos N , M : desde C 
con el mismo intervalo X M des­
críbase el arco R S, y desde R con l i l i



el intervalo de M N descríbase el arco x  z  que 
cortara al primero en el punto O : tírese la recta 
C O , y  el ángulo O C R  será igual al dado X. 

p r e p . Tírense las rectas M N ,  R O. 
d e m . Los triángulos X N M ,C  O R tienen los tres 

lados del uno iguales á los tres del otro por cons­
trucción : luego (prop. vm ) son totalmente iguales, 
y  por consiguiente el ángulo Ü C R - X :  que era& c.

P R O P O S IC IO N  XXIV. T E O R E M A .

S í dos triángulos tienen dos lados del uno iguales á 
dos del otro, cada uno á su correspondiente , y  los án­
gulos comprehendidos fueren desiguales, el que tuviere 

mayor angulo comprebendido, tendrá mayor base.

e x p .  En los triángulos A B C ,
A  B F sea el lado A B igual ó co­
mún á ambos , el lado b ’ c  =r B F 
y  el ángulo A B C >  A B F : digo 
que la base A C será mayor que la 
base A F.

A R r '  P™ 10^  P^ede caer fuera del triángulo 
A  ti L  , o dentro , o en la misma base A  C.

cortará á i f p T  d  PUnt° F ’ la ^ cta  A  Ccortara a la B F en el punto L ,  y  en el triángulo

res eme R C* /0S ■ 9  (P1’0? ’ x x ) son mayo-
Sm en rn  ’ °  * *  ^  B F : lueS° q u an d o  el •segmento común B L , quedará L  C >  L  F , y  aña-.
diendo a ambas partes A L , será A C > U  +  LF-  
pero A L  +  L F >  A F (prop. c it.): J ^  a  C  es 
mucho mayor que A F. . °

c a s o  ii. Si el punto F cae dentro 
seian los lados B C  +  C A  mayores 
que BF h - AF  (prop.xxi), y  quitan­
do de una parte B C , y  de la otra 
su igual B F , quedará A C >  A  F.

D E  L A  G E O M E T R Í A .  i y g -



caso  m . Si el punto F cae en la  

recta A -C  , es evidente que el lado  
A  C  >  A  F , esto e s , el todo m ayor
que la parte : luego si dos triángu- ^ __
los & c. ^

PR O PO SICIO N  X X V . T E O R E M A .

S i dos triángulos tienen dos lados del uno iguales a 
dos del otro , cada uno á su correspondiente , el que 

tuviere mayor base, tendrá mayor angulo vertical.

e x p .  Sean los triángulos A B C ,
H E F , y  en ellos el ,lado A B —.HE, 
y  el lado B C  — E F :  digo que si 
la base A  C >  H F , también el
ángulo B >  E.

S e m . El ángulo B no puede 
ser igual al ángSlo E ; porque en este caso (prop. .v )  
los triángulos serian totalmente iguales, y  la base 
a r» — p que es contra lo supuesto : tampoco el 
ángulo B puede ser menor que el ángulo E ; porque 
entonces seria la base A C <  H F (prop. xxiv) que 
también es contra lo supuesto: luego no Pediendo 
ser igual ni menor, será.el ángulo B >  E : que era &c.

PR O P O SICIO N  X X V I. T E O R E M A .

S i  dos triángulos tienen dos ánguloŝ  del uno iguales 
á dos del otro, y  un lado igual a un lado cada 
cosa á su correspondiente , los dos triangulos sera 

totalmente iguales.

e x p .  En lo s  t r i á n g u l o s  A B C , H E F s e a  l o  p r i­

m e r o  e l  á n g u lo  A  — H , e l  á n g u  o  _ i ’ / i  
lado a  C adyacente a  estos á n g u lo s  i g u a l  a l  la d o  

H F : d i g o  q u e  lo s  t r i á n g u l o s  s o n  t o t a l m e n t e  J gu a  es.

jg0 LIBRO P R I M E R O
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p r e p. Si se negare, sea el la­
do A B >  H E : córtese A  X zz H E, 
y  tírese X C.

dem. Los triángulos A X C, 
H E F tienen el lado A X r H E
por construcción, A  C z r H F  por A c h  p  
lo supuesto, y  el ángulo A  =  H : luego (prop. iv )  
son totalmente iguales, y  el ángulo A C X r F ;  pero 
el ángulo F r  A C B  por lo supuesto : luego el án­
gulo A C X r A C B ,  esto es, la parte igual al todo, 
lo que es imposible (ax. ix ) ; y  por consiguiente A  B 
no puede ser mayor ni menor que H E : luego es 
igual. Siendo pues A B  =  H E , A C  =  H F , y  el án­
gulo A  zr H , los dos triángulos A  B C , H E  F son 
totalmente iguales (prop. iv).

Lo segundo : si se supone A C =  H F , el ángulo 
A__H , y  el ángulo B “ E ,  también se verifica que 
los dos triángulos son totalmente iguales ; porque si 
se dice quê  A  B es mayor que B  E , córtese A  X
— H E , y  tírese X C. En los triángulos A X C , H E F  
se tiene A X n H E  por construcción , A  C r : H F, 
y  el ángulo A r H :  luego ( prop. iv ) dichos trián­
gulos son totalmente iguales , y  por consiguiente el 
ángulo A X C ~ E ;  pero el ángulo E rr B por lo su­
puesto : luego el ángulo A X C n  B : lo que es impo­
sible (prop. x v i), por ser el uno externo respecto del 
otro: y  así el lado A  B no pudiendo ser mayor ni 
menor que H E , será igual. Siendo pues A B ~ H E ,  
■A C ~  H F , y  el ángulo A  rr H , los dos triángulos 
A o C , H E F  serán totalmente iguales ( prop. iv ) * 
que era & c. 1
.  e s c o l i o . Se ha dicho que cada cosa ha de ser 
igual á su correspondiente ; porque pueden tener 
dos ángulos y  un lado iguales los triángulos, y  ser 
desiguales, esto es , puede ser el ángulo A  zr H el 
angulo A  C B =  F , y  el lado A  C zz E F , y  ser los



triángulos desiguales, ó bien ser el ángulo A =  H, 
B =  É , y  el lado A  C n  E F ; de suerte que los lados 
iguales*ó han de ser adyacentes á los ángulos igua­
les , como en el caso primero, ó han de ser opues­
tos á iguales ángulos , como en el caso segundo , pâ  
xa que los triángulos sean totalmente iguales.

I-g2 ZIBRO P R I M E R O

L E M A .

Entre dos paralelas la recta perpendicular a la una 
es perpendicular á la otra \y si una recta es perpen-  

dicular á otras dos, estas serán paralelas.

C A H

: **'s 
i

-jfj ;x p . Lo primero : sean las rec 
tas M  N  , O L paralelas , y  la A  B 
perpendicular sobre O L : digo que 
también será perpendicular sobre 0—

M N - ^ T i - - * i 
p r e p . En la recta O L con qualquier intervalo

desde el punto B córtese B E =  B F : levántense en 
los puntos E , F las perpendiculares E C , F H  sobre 
O L ( prop. xi ),  y  tírense las rectas B C , B H.

d e m . Los triángulos E C B , B H F tienen el lado 
E  C  =  F H  (ax. x ii) , B E r B F  por construcción, 
y  los ángulos en E y  F  rectos é iguales ( ax. x i ):  
luego (prop. iv ) son totalmente iguales , y  por con­
siguiente el lado C B z B  H ,  y  los ángulos X , Z 
iguales , que quitados de los rectos é iguales A B E ,  
Á  B F , quedará (ax. i i i ) el ángulo s =  t : luego los 
triángulos C A  B , H A B , que tienen por lo demos­
trado C B == H B , el ángulo s =  t , y  el lado A  B co­
mún , son totalmente iguales (prop. iv ) , y  por con­
siguiente el ángulo B A C ^ B A H :  luego estos son 
lectos (def. x), y  A  B perpendicular sobre M N.

Lo segundo: sea A  B perpendicular á las rectas 
M N , O L : digo que estas serán paralelas 5 porque



cortando A C c : A H ,  baxando las perpendiculares 
C E , H F sobre O L , y  tiradas las rectas C B , H B, 
se tendrán los triángulos C A B ,  H AB,  en los quales 
los ángulos en A  son rectos por suposición , el lado 
A  B común , y  A  C zr A  H por construcción : luego 
( prop. iv ) serán totalmente iguales, y  por consi­
guiente el lado C B ~ I iB ,  y  los ángulos s, t iguales, 
que quitados de los rectos A  B E ,  A  B F ,  quedará 
( ax. n i ) el ángulo X ~  Z : también los triángulos 
C B E , H B F , que tienen los ángulos en E y  F rec­
tos por construcción , el ángulo X =: Z por lo demos­
trado , y  el lado C B — H B , serán totalmente iguales 
(prop. xxvi) , y  por consiguiente C E r H F :  luego 
siendo estas perpendiculares é iguales , las rectas 
M N , O L serán equidistantes y  paralelas: que era & c.

P R O P O S IC IO N  X X V II. T E O R E M A .

S i una recta corta á otras dos, haciendo con ellas 
$os angulos alternos iguales , dichas dos rectas serán 

paralelas.

e x p . Corte la recta C K á las M N , O L , hacien­
do los ángulos alternos N H C , K F O iguales : digo 
que M N , O L serán paralelas.

p r e p . Supuesto que los ángu­
los alternos sean obliquos,divída­
sê  F H por medio en R ( prop. x): 
báxese desde el punto R la R S 
perpendicular sobre O L ( prop. 
x n ), y  alárguese hasta cortar á 
M N en el punto T.

e e m . Los triángulos R H T , R F S tienen por la 
construcción el lado R H — R, F , los ángulos en R 
verticalmente opuestos iguales (prop.xv), y  el ángu­
lo T H R  — R F S  por lo supuesto : luego (prop. xxvi)

D E  L A  G E O M E T R Í A .  j 8 g
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son totalmente iguales, y  por consiguiente el ángulo 
H  T  R =  R S F ; pero este por la construcción es 
recto : luego también lo será el ángulo H T R ,  y  
(n part. del lem.) siendo T S perpendicular á las rec­
tas M N , O L ,  estas serán paralelas: que era &c.

Si los ángulos alternos M A B ,  A  B L fuesen rec­
tos , seria A B  perpendicular á las rectas M N , O L  
y  (n part. del lem.) estas serian paralelas.

P R O P O S IC IO N  X X V III . T E O R E M A .

S i una recta corta á otras dos, haciendo con ellas
el ángulo externo igual á su interno y  opuesto, ó bien 
los dos internos de una misma parte iguales a dos reca­

tos , dichas dos rectas serán paralelas.

e x p .  Corte la recta C K como 
quiera á las M N , O L  , hacien­
do lo primero el ángulo externo 
S igual á su interno y  opuesto Z: 
digo que las M N , O L  serán pa­
ralelas.

d e m . Por lo supuesto se tiene el ángulo S rr Z, 
y  siendo también el ángulo S r ;X  ( prop. x v ) ,  será 
(ax. i ) el ángulo X =: Z ; pero estos son alternos : lue­
go ( prop. xxvii) las rectas M N , O L  son paralelas.

Lo segundo : sean los dos ángulos internos de una 
misma parte R , Z iguales á dos rectos: digo que las 
rectas M N , O L  son paralelas; porque siendo dichos 
dos ángulos R , Z iguales á dos rectos por lo supues­
to , y  siéndolo también ( cor. prop. xiii ) los dos án­
gulos X , R , estos serán iguales á aquellos , esto es, 
se tendrá X +  R r r Z  +  R , y  quitando de una y  otra 
parte el ángulo R , quedará (ax. m ) el ángulo XrrZ; 
pero estos son alternos : luego (prop. xxvn) las rec­
tas M N , O L son paralelas: que era & c.
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PR O P O S IC IO N  X X IX . T E O R E M A .

una recta cortare a dos paralelas, hará los án­
gulos alternos iguales, el externo igual á su interno 
¿y opuesto, y  los dos internos de una misma parte 

iguales á dos rectos.

e x p . Sean las rectas M N , O L 
paralelas, y  cortadas por la K C 
obliquamente: digo lo primero, 
que los ángulos alternos N H C ,
K F O  serán iguales.

p r e p .  Divídase H F por medio 
en R ( prop. x ) : báxese desde el 
punto R la R S perpendicular sobre O L , y  conti­
núese hasta cortar á la M N en el punto T , á la qual 
será también perpendicular ( por el lem .).

d e m .  Los triángulos R H T , R F S  tienen el lado 
H R  — R F  por construcción , los ángulos en T y  S 
rectos é iguales , y  los verticalmente opuestos en R 
iguales ( prop. x v ):  luego son totalmente iguales 
(prop. xxvi) ,  y  por consiguiente el ángulo T H R  
- R F S s u  alterno.

Lo segundo digo: que el ángulo externo R H M  
es igual á su interno y  opuesto K F O ;  porque el án­
gulo K H M ~ N  H C (prop.xv); p ero N H C zzK F O  
por lo demostrado : luego (ax. i)  R H M z R  F O .

Lo tercero digo : que los dos internos de una mis­
ma parte M H C y K F O  son iguales á dos rectos; 
porque los dos ángulos N H C , M H C  valen dos rec­
tos ( prop.xiii); pero N H C r K F O  por lo demos­
trado : luego los dos ángulos M H C , K F O juntos 
Valen dos rectos : que era & c.

Si las paralelas son cortadas por la recta A  B per­
pendicular á ambas, es evidente la proposicion, por 
ser todos los ángulos en A  y  B rectos é iguales.
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PR O PO SICIO N  X X X . T E O R E M A .

Las lineas rectas paralelas á otra , son también 
paralelas entre sí.

e x p . Sean paralelas las rec- & ^
tas A  B , C D , como también las • T f~
C D , E F : digo que A  B y  E  F c fz___ &
son entre sí paralelas. /s

p r e p . Corte á las paralelas la e  y  1
recta K I. T

D E M . Por suponerse A B , C D paralelas , será el 
ángulo X igual á su alterno Z (prop. x x ix ) , y  por 
suponerse C D , E F paralelas , será el ángulo exter­
no Z igual á su interno y  opuesto S ( prop. c it.): lue­
go (ax. i) el ángulo X =  S ; y  siendo estos alter­
nos , serán las rectas A  B , E  F paralelas entre sí 
(prop. xxyii) : que era & c.

PR O PO SICIO N  X X X I. P R O B L E M A .

A  una recta dada tirar una paralela que pase

tírese la recta C H á qualquier
punto H de la recta A  B : fórmese el ángulo H C R
— C H B (prop. xxiii) ,  y  será R C paralela á A B.

d e m . Por la construcción el ángulo R C H — C H B; 
pero estos son alternos: luego R C y  A  B son para­
lelas (prop. x x v n ) : que era & c.

por un punto dado.

se pide tirar á ella una paralela 
que pase por el punto C.

o p e r . Desde el punto dado C

e x p . Sea la recta dada A B , y
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P R O P O S IC IO N  X X X II. T E O R E M A .

En qualquier triángulo los tres ángulos son iguales 
<á dos rectos ,,y alargando uno de sus lados , el ángulo 

externo es igual á ¿os dos internos y  opuestos.

e x p . Sea el triángulo B A C: e  

digo lo primero, que sus tres án­
gulos A , B , C son iguales á dos 
rectos.

p r e p . Por el punto A  del vértice tírese E F pa­
ralela á B C ( prop. xxxi).

d e m .  Porque á las paralelas E  F , B C las cor­
ta la recta A  B , será el ángulo B ~ X s u  alterno 
(prop. xxix): también porque la recta A C corta á 
las mismas paralelas, será el ángulo C r Z s u  alterno 
( prop. cit. ) : luego (ax. 11) se tendrá B + C z r X + Z ; 
y  añadiendo á ambas partes el ángulo A  , serán los 
tres ángulos A 4- B -i- C iguales á los tres X + A  +  Z; 
pero estos son iguales á dos rectos (cor. prop. xm ): 
luego también lo son los tres ángulos del triángulo 
B A C : que era lo primero.

Lo segundo digo: que alargando el lado B C acia 
H , el ángulo externo A  C  H es igual á los dos in­
ternos y  opuestos A  y B ; porque siendo el ángulo
X rz B por lo demostrado , añadiendo á uno y  otro 
el ángulo A , se tendrá ( ax. 11) el ángulo X junto 
con el ángulo A  , ó bien el ángulo E A C igual á los 
dos A y  B; pero el ángulo E A  C ~ A  C H su alterno 
(prop. xxix) : luego (ax. 1) el ángulo externo A C H 
es igual á los dos internos opuestos A  y  B: que era &c.

c o r o l a r i o  1. Siendo los tres ángulos de un tri­
ángulo iguales á dos rectos, se sigue que qualquiera 
dos ángulos de un triángulo son menores que dos 
rectos (que es la prop. x y i i ) .



c o r o l a r i o  n. Los tres ángulos juntos de un tri­
ángulo son iguales á los tres de otro ; porque así los 
unos como los otros valen dos rectos ó 180 grados.

c o r o l a r i o  i i i .  Si dos ángulos de un triángulo 
son iguales á dos ángulos de otro, el tercero será 
igual al tercero.

c o r o l a r i o  iv. Si un triángulo tiene un ángulo 
recto ú obtuso, los otros dos serán agudos.

c o r o l a r i o  v. En qualquier tri­
ángulo , conocido el valor de dos án­
gulos , se tendrá el tercero, por ser 
el complemento á dos rectos ó á 180 
grados. Por exemplo : en el triángulo 3 
B A  C sea el ángulo A zr 50 , y  el án­
gulo B ~ 6 6 , será la suma de ambos 1 1 6 ,  que res­
tados de 180 , quedan 64 por el valor del ángulo C.

c o r o l a r i o  vi. En el triángulo equilátero cada 
uno de sus ángulos vale 60 grados, que es el tercio 
de dos rectos.

c o r o l a r i o  v i i .  En el triángulo isósceles rectán­
gulo cada ángulo sobre la base es semirrecto , esto 
es , vale 45 grados.

c o r o l a r i o  vm . En qualquier tri­
ángulo isósceles conocido un ángulo, 
se tiene el valor de cada uno de los 
Otros. Por exemplo: en el triángulo 
isósceles B A  C sea el ángulo vertical 
A  rr 30 grados: restando 30 de 180, se 
tendrá 150 por el valor de los dos ángulos B y  C , y 
como son iguales , cada uno valdrá 75 : si se da un 
ángulo á la base B 75 , también será C :r  75 , cu­
ya suma es 150 , que restados de 180 , dará el ángu­
lo vertical A  de 30 grados.

c o r o l a r i o  ix. En qualquier rectilíneo si del nú­
mero de sus lados se quitan 2 , y  se duplica el re­
siduo , se tendrán los ángulos rectos á que equivalen

l 8 8  L I B R O  P R I M E R O
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todos los ángulos del rectilíneo. Por 35 
exemplo: en el rectilíneo A  B C D F 
sean los lados <¡: quitando 2, quedan 3, 
cuyo duplo 6 indica que los 5 ángulos 
del rectilíneo valen 6 rectos; porque si 
de qualquier ángulo B ó A  se tiran rec­
tas á los demás ángulos , resultarán tres triángulos; 
y  como los ángulos de cada triángulo valen dos rec­
tos , se sigue que los ángulos de todos los triángulos 
juntos, ó bien del rectilíneo, valen seis rectos. Si 
los lados del rectilíneo fueren seis, quitando 2, que­
darán 4 , cuyo duplo 8 expresará que los ángulos de 
este rectilíneo valen 8 rectos; y  así de los demás.

P R O P O S I C I O N  X X X I I I .  T E O R E M A .

Las rectas que unen dos paralelas é  iguales de una 
misma parte, son también iguales y  paralelas.

e x p .  Sean las rectas A  F , B C 
iguales y  paralelas: digo que las rec­
tas A B , F C que las unen, son tam­
bién iguales y  paralelas. 

p r e p .  Tírese la diagonal A C . A f
d e m .  Porque á las paralelas A  F , B C las corta 

la recta A C , los ángulos alternos Z , S son iguales 
( prop. xxix ) : también A  F =  B C por lo supuesto, 
y  A C común á los dos triángulos A  B C , A F C: 
luego son totalmente iguales (prop. iv) , y  por consi­
guiente A B F C. Asimismo por la total igualdad 
de los triángulos será el ángulo K rr X ; y  porque á 
las rectas A  B , F C  las corta A  C haciendo los án­
gulos alternos iguales K y  X , serán paralelas ( prop. 
xxvii) : luego las rectas A B, F C son iguales y  para­
lelas.
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PR O PO SICIO N  X X X IV . T E O R E M A .

En todo -p a r  alelo gramo los lados y  ángulos opuestos 
son iguales, y  la diagonal le divide en dos partes

iguales.

e x p . Sea BF un paralelogramo:digo 
que el lado A  B =  C F , B C =  A F , el 
ángulo B — ¥, y  el ángulo B AFrzB C F, 
y  que la diagonal A  C divide al para- 
lelogramo en dos triángulos totalmente iguales.

d e m . Porque á las paralelas B C , A  F las corta 
A  C , será el ángulo Z =  S ( prop. xxix) , y  porque a 
las paralelas B A  , C F las corta también A C , sera 
el ángulo K =  X: luego los triángulos A B C , A  F C 
por tener el lado A  C común , el ángulo Z =  S , y  X
—  K , serán totalmente iguales (prop. x x v i) , y  por 
consiguiente será el lado B A z z C F  , B C  =  A F , e l  
ángulo B =r F , y  el ángulo B A F r B C F ,  por com­
ponerse cada uno de dos ángulos iguales: luego en 
todo paralelogramo & c.

PR O PO SICIO N  X X X V . T E O R E M A .

Los paralelogramos que tienen una misma base, 
están entre unas mismas paralelas , son iguales.

e x p . Sean los paralelogramos D B,
F B , que tengan una misma base 
A  B , y  esten entre las mismas pa­
ralelas A  B , D E: digo que será el 
paralelogramo D B zr F B.

d e m . El lado D C rr A  B (prop.
xxxiv ) ,  y  por la misma F E = ; A B :  luego ( ax. 1) 
D C r : F E ; y  añadiendo á ambas rectas C F , se ten­
drá ( ax.n) D F =  C E : también ( prop. xxxiv) A D 
=  B C , y A F = B E :  luego (prop.vni) los triángulos



A  D F y B C E son totalmente iguales; y  quitando el 
común C L F , quedará (ax. m) el trapecio A  D C L 
z  B L  F E ; y  añadiendo a uno y  otro el común 
triángulo A  L B , resultará (ax. ix) el paralelogramo 
D B =  F B: que era &c.

P R O P O S IC IO N  X X X V I. T E O R E M A .

S i dos paralelogramos tienen iguales bases, y  están 
entre unas mismas paralelas, serán iguales.

e x p . Sean dos paralelogramos A C, i> cx, h  

E H , que tengan iguales bases A B,
E  F , y  esten entre las mismas pa­
ralelas D H , A  F : digo que será el 
paralelogramo A C r r E H .  a  B i<¡

p r e p . Tírense las rectas A  L  , B H. 
d e m . Por lo supuesto se tiene A B ~ E F ,  y  

( prop. xxxiy ) E F =  L  H : luego ( a x . i ) A B  =  L H , 
y  siendo estas paralelas, serán también iguales y  pa­
ralelas las rectas que las unen AL,BH (prop.xxxin), 
y  por consiguiente A  H es un paralelogramo (def!
xxxv ) ; pero el paralelogramo A C A H ( prop. 
xxxv) ,  y  por la misma el paralelogramo A H ~ E H : 
luego ( ax. i ) el paralelogramo Á C - E H :  que 
era &c.

P R O P O S IC IO N  X X X V II. T E O R E M A .

Los triángulos que tienen una misma base, y  estar, 
entre las mismas paralelas , son iguales.

e x p . Sean los triángulos A  C B,
A F B , que tengan una misma ba­
se A B , y  esten entre las paralelas 
A B , C L : digo que será el trián-

D E  L A  G E O M E T R Í A .  i g i
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p r e p . Por el punto B tírese B H paralela á A  C y  
B L paralela á A  F ( prop. xxxi).

d e m . El triángulo A  C B es mitad del paralelo- 
gramo A H (prop. xxxiv) , y  por la misma el trián­
gulo A  F B mitad del paralelogramo A  L ; pero di­
chos paralelogramos son iguales (prop. xxxv) luego 
los triángulos A  C B , A  F B , que son sus mitades, 
serán también iguales (ax. vm ): que era & c.

PR O P O SICIO N  X X X V III. T E O R E M A .

Los triángulos que tienen iguales bases, y  están 
entre unas mismas paralelas , son iguales.

e x p . Sean los triángulos A C B ,F E L ,q u e  tengan la 
base A  B — F L , y  esten entre las mismas paralelas 
C E , A  L: digo que será el triángulo A  C B;^:FE L.

p r e p . Por los puntos B , F tí- c 
rense las rectas B H , F X parale­
las á las A C , E L.

d e m . Los paralelogramos A  H,
L  X son iguales (prop. x x x v i): lue­
go sus mitades , que son los trián­
gulos A C B , F E L ,  serán también iguales (ax. vm ): 
que era & c.

PR O PO SICIO N  X X X IX . TEOREM A»

S i dos triángulos iguales tienen una misma base, 
y  están constituidos ácia una misma parte , estaran 

entre unas mismas paralelas.

e x p . Sean los triángulos iguales A  C B , A  F B, 
que tengan una misma base A B , y  esten constitui­
dos ácia la misma parte : digo que estarán entre las 
mismas paralelas A  B , C F.



p r e p. Si se negare que C F es 
paralela á A  B , séalo otra recta 
F H , la qual cortará á la A  C en 
el punto H , y  tírese B H.

d e m . Las rectas A B , H F se 
suponen paralelas: luego los tri­
ángulos A  H B , A  F B son igua­
les (prop. xxxvn) : también lo son por lo supuesto 
los triángulos A C B , A  F B : luego (ax. i) el trián­
gulo A H B rr A C B ; pero esto es imposible (ax. ix) 
por ser el uno parte del otro : luego H F no puede 
ser paralela á A  B , ni otra sino C F : que era 6cc.

PROPOSICION XL. TEOREMA.

S i  dos triángulos iguales tienen iguales bases .y  es- 
tan constituidos ácia una misma parte , estarán entre 

unas mismas paralelas.

Expi Sean los triángulos igua­
les A C B , D F E , que tengan la 
base A B ^ D E ,  y  esten consti­
tuidos ácia la misma parte : digo 
que estarán entre unas mismas pa­
ralelas A  E , C F. 

p r e p . Si se negare, sea paralela á A  E la recta H F, 
que cortará á la A  C en el punto H , y  tírese H B. * 

d e m . Por suponerse las rectas H F , A  E parale­
las , y  ser A  B zz D E , los triángulos A  H B , D F E  
son iguales ( prop. x x x v iii ) ;  pero los triángulos 
A C B , D E F son también iguales por lo supuesto* 
luego (ax. i)  el triángulo A C B ~ A H B ; l o  que es 
ímposicue (ax. ix): luego F H no puede ser paralela 
a A  E , ni otra sino C F: que era &c.

D E  L A  G E O M E T R Í A . *93
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PROPOSICION XLI. TEOREMA.

S i un -paralelogramo y  un triángulo tienen una misma 
ó igual base, y  están entre unas mismas paralelas, 

el paralelogramo será duplo del triángulo.

e x p .  Sea el paralelogramo D B, 
y  el triángulo E H F , que tengan 
la base A B r E F :  digo que el 
paralelogramo D B es duplo del 
triángulo E H F .

p r e p . En el paralelogramo D B 
tírese la diagonal A  C.

d e m .  Los triángulos A  C B , E H F son iguales 
( prop. xxxvm ); pero el paralelogramo D B es du­
plo del triángulo A  C B ( prop. xxxiv): luego tam­
bién lo es del triángulo E H F :  que era & c.

c o r o l a r io . Si un paralelogramo y  un triángulo 
están entre unas mismas paralelas, y  el triángulo 
tiene dupla base, será igual al paralelogramo.

La proposicion x l ii  es problema que se demos­
trará mas fácilmente en la Geometría Práctica.

PROPOSICION XLIII. TEOREMA.

En todo paralelogramo los complementos son iguales.

D

E

A

exp . Sea el paralelogramo A  C: 
su diagonal D B , y por un punto 
O de ella pasen las rectas E F , H L 
paralelas á los lados : digo que los 
complementos A  O , O C serán 
iguales.

d e m .  Los triángulos A  D B , D B C son iguales 
(prop. x x x iv ) , y  por la misma lo son también los

H
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triángulos D E 0 , D L O , y  los triángulos H O B, 
O F B : luego si dei triangulo A  D B se quitan los 
triángulos D E O i O H B ,  y  del triángulo D B C, 
los triángulos D L O , O F B , quedará V ax. m ) el 
complemento A O r O C :  que era &c.

Las proposiciones x l i v  y  x l v  son problemas que 
se reservan para la Geometría Práctica.

PROPOSICION XLVÍ. PROBLEMA.

Sobre una recta dada y  terminada formar 
un quadrado.

é Xp . Sea dada la recta A  B 
terminada, y  se pide formar so­
bre ella un quadrado*

o p e r . Sobre A B  en los puntos A  
y  B levántense perpendiculares é 
iguales á A  B las rectas A  D , B C, _a 
y  tirando D C , quedará formado el quadrado

d e m . Las rectas A D , B C  son iguales por’cons-
truccion , y  (prop. xxvm ) paralelas : luego las rec­
tas A  B , D C , que las unen , son también iguales v  
paralelas (prop. x xxra), y  por consiguiente A  C es 
un paralelogramo equilátero; y  siendo los ángulos 
en A  y  B rectos, lo serán igualmente D y  C sus 
opuestos (prop. xxxiv): luego (def.xxix) es un qua­
drado : que era & c. H

c o r o l a r i o .  Si dos rectas son iguales, también
lo serán sus quadrados; y  si dos quadrados son igua­
les , también lo serán sus lados ó raices*

D E  L A  G E O M E T R Í A .  j p g



PR O PO SICIO N  X L Y I I . T E O R E M A .

En todo triángulo rectángulo el quadrado formado 
sobre la hipotenusa es igual a los quadrados formados 

sobre los otros dos lados.

e x p . Sea el triángulo A B C  
rectángulo en B : digo que el qua­
drado A  M formado sobre la hipo­
tenusa A C , es igual á los otros dos 
quadrados juntos A  E , C F hechos
sobre los otros dos lados A  B , B C. ---------

p r e p . Tírense las rectas A  H  , B M , y  por el 
punto B la B G paralela a C M. _

d e m .  Los triángulos A  C H , B C M  tienen el la­
do A  C del primero igual al lado C M del segundo 
( def. xx ix) , por ser lados del quadrado A M ; y  asi­
mismo el lado C H del primero igual al lado C B del 
segundo , por ser lados del quadrado C F : también 
por ser el ángulo X rr Z  ( ax. x i ) , si á uno y  otro se 
añade el ángulo A C B , se tendrá (ax. n) el ángulo 
A C H - B C M ,  y  por consiguiente dichos trian­
gulos son totalmente iguales ( prop. iv ) ; pero el 
triángulo A C H es mitad del quadrado C F (prop. 
x l i  ) ,  y  el triángulo B C M mitad del paralelogra- 
mo C G por la misma : luego ( ax. vii ) el qua­
drado C F es igual al paralelogramo C G. Del mis­
mo modo se prueba que el quadrado A E es igual al 
paralelogramo A G : luego el quadrado A M forma­
do sobre la hipotenusa A C es igual á la suma de los 
quadrados de los otros dos lados A  B , B C , y  por 
consiguiente en todo triángulo rectángulo & c.

c o r o l a r i o  i. En todo triángulo rectángulo 
el quadrado de un lado A  B adyacente al ángulo 
recto es igual á la diferencia entre el quadrado 
de la hipotenusa A  C , y  el del otro lado B C,

x^ 5  LIBR O P R I M E R O
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esto e s ........................................... A B 2r= AC2- B C 2
porque siendo por lo demostrado A B 2 +  B C 2r r Á C a
si de una y  otra parte se quita............... B C 2— B C 2
se tendrá ( ax. m ) ........................A  B2 — A ü 2 — B C 2

c o r o l a r i o  i i .  En t o d o  t r i á n g u l o  g
is ó s c e le s  r e c t á n g u l o  A C B , e i  q u a ­

d r a d o  d e  l a  h ip o t e n u s a  A B e s  d u p lo  
d e l  q u a d r a d o  d e  q u a lq u ie r a  d e  l o s  ^

otros dos lados A C , C B ,  esto e s . .  A B =  2 Á  C 2
ó bien................................................ A  B2 — 2 C B2

e s c o l i o  1. En qualquier triángulo c

A  C B si desde el ángulo C se baxa la 
perpendicular C H sobre la base A B, 
la diferencia entre los quadrados de 
los lados A C , C B será igual á la 
diferencia entre los quadrados de los segmentos 
A  H , H B de la base hechos por la perpendicular,
esto e s ...............................A C 2 — C B 2— A H 2 — H B2
porque siendo los ángulos eni A~r*— TTj 2 xJ T 2
H rectos, será (prop.x l v i i ) / * *’___ ^
y ........................................^ . . . C B ^ H B V íI C 2
luego (ax. m ) ................. A C Z— C B 2zrA H 2— HB2

e s c o l i o  11. También el quadrado de un lado A C 
junto con el quadrado del segmento alterno H B 
es igual al quadrado del otro lado C B junto 
con el quadrado del segmento alterno A H , es­
to es ..................................a c 24- h b 2- c b 2+ a I T
porque siendo (prop. x l v i i )  . . . .  A C ^ A H  + H C 2
si se añade á entrambas partes...............H B 2— HB*
se tendrá (ax.n) . .  A C Z+ H B  A H 2-hH C2-}-HBl
y  siendo ( prop. x l v i i  ) ............. C B  = rH C 2 +  HB2
será substituyendo......... A C  + H B  — C B ' + H A 1
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PROPOSICION XLVIII. TEOREMA.

S i el quadrado de un lado de un triángulo es igual 
á los quadrados de los otros dos lados, el angula 

comprehendido por estos será recto.

exp. En el triángulo A B C  
sea el quadrado descrito sobre y
el lado A  C igual á los quadra- X
dos descritos sobre los otros dos /  
lados A  B , B C : digo que el án- A  
guio A B C  será recto.

p r e p . Levántese sobre B C la perpendicular B L
- A B , y  tírese C L. __ __ __

d e m . Por lo supuesto se tiene A C  zrA B  -+-B C
también por ser A  B = B  L , i ................Á B ^ B L '
será (cor. prop. xlvi) ........../ — 4
y  substituyendo se tendrá . . . . . .  A L  — -t-oju
también (prop. xlvii) . , ............ C L = B  L + B C
luego ( ax. i ) ........................................... A C  — C L
y  ( cor, prop. x l v i) ................................ A C r C L :
ípor consiguiente los triángulos A  B C , C B L se­
rán ( prop. v i i i ) totalmente iguales , y  e l ángulo 
A B C ^ C B L ;  pero este es recto por construc­
ción : luego también lo será el ángulo A B C :  que 
era 6¿c.
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E,jn este libro se consideran los rectángulos y  qua- 
drados que se forman sobre una linea recta dividida 
en partes: su inteligencia es de grande utilidad en 
la Matemática, especialmente para el Á lgebra; y  
aunque sus teoremas son obscuros, se facilitarán sus 
demostraciones , así por lineas , como por el cálculo 
literal, explicándolas también por números.

DEFINICIONES.

I. Potencia de dos lineas es el 
rectángulo que se forma ó puede 
formar de ellas, como si se consi­
dera que la recta A  D se mueve 
por la A  B , conservándose siempre 
perpendicular: en llegando el punto A  al punto B, 
y  el punto D al punto C , habrán formado las dos 
lineas A  B , A  D el rectángulo A D C B y  esta su­
perficie es la potencia de dichas lineas , de las quales 
la una , como A B , determina la longitud , y  la otra 
A D la latitud, y  una y  otra se llaman lados ó raíces.

Si la linea A  B se expresa por el número 6 , y  la 
A D  por el número 4 , el producto 24 será la po­
tencia de los dos números 6 y  4 , y  estos se llaman 
raíces.

Si las dos lineas fueren iguales, 
formarán un quadrado , y  se lla­
mara potencia de dos lineas igua­
les : como si de las lineas iguales 
E F , E G se forma el quadrado 
E H ; y  asi siendo E F , ó bien 
E G — 6 , el quadrado E H =  36 es la potencia de 
dichas dos lineas, ó del número 6.
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II. Si en un paralelogramo rec­

tángulo, como A  M , se tira la dia­
gonal F G , y  por un punto de ella 
O se tiran las rectas B E , H C  pa­
ralelas á los lados del paralelogra­
mo rectángulo , quedará este divi­
dido en quatro rectángulos, de los 
quales los dos complementos A O , O M juntos con 
el rectángulo C E componen la figura que se llama 
esquadra ó gnomon.

PROPOSICION I. TEOREMA.

S i de dos lineas rectas la una se divide en partes 
como quiera , y  la otra no, el rectángulo hecho de las 
dos es igual á los rectángulos hechos de la no dividida 

en cada una de las partes dé la dividida.

ex p . Sea la linea A C dividida 
como quiera en los puntos E y  H, 
y  la no dividida A  B : digo que el 
rectángulo hecho de A C en A B 
es igual á los rectángulos hechos 
de la A  B en cada una de las par- 
tes A E , E  H y  H C de la recta A  C.

p r e p . Levántese A B perpendicular sobre A C 
(prop. xi lib, i ) :  perfecciónese el rectángulo A  R, 
y  tírense las rectas E L , H F paralelas á Á  B (prop.
xxxi lib. i).

d e m . Las rectas E  L ,  H F y  C R son iguales á 
la no dividida A  B (prop. xxxiv lib. i) : luego el rec­
tángulo A  L  está contenido de la no dividida A B, 
y  de la parte A  E : el rectángulo E F está contenido 
de la E  L rr A  B , y  de la parte E H ;  y  el rectán­
gulo H R está contenido de la H F =  A B , y  de la 
parte H C ; pero estos tres rectángulos componen



el total A  R , que se ha formado de la dividida A C, 
y de la no dividida A  B : luego si de dos lineas rec­
tas la una se divide en partes & c. 

por. l e t r a s . Sea la no dividida . .  A  B — a
la dividida........................................A C  =  d

fA E  =  e
los segmentos..................................i E H rr q

I h c  ~ b
será (ax. i x ) ........................A C ~ d z z e  +  q + b
y  multiplicando por...........A B ~ a ~ a
se tendrá (ax. v ) . . .  A C x A B z r ad— ae-haq-\-ab 
también A B x A E + A B x E H + A B x H C z= a e + ^ + fl¿  
luego (ax .i)A C xA B = :A B xA E + A B xE H + A B xH C

po r  n úm ero s. Sea la no dividida . . A B - 8
la dividida..................................... . .  A C=r 10

fA E=z 2
los segmentos................... ............ , . | e h ~ 3

iHCrr: 5
será (ax. ix ) ....................... A C  =  10 = 2 +  34-5
y  multiplicando por............ A B = 8  = 8
se tendrá ( ax. v ) . . ’. .  A C xA B = :8 o  =  i6 + 2 4 + d o  
también A B x A E + A B x E H + A B x H C m 6 +24+40 
luego (ax .i)A C x A B = A B x A E + A B x E H + A B x H C

PROPOSICION II. TEOREMA.

S i una recta se divide como quiera en dos partes, 
el quadrado de la toda es igual á los rectángulos 

hechos de la misma en cada una de sus 
partes.

D E  L A  GE OM E TR ÍA .  201

exp. Sea la recta A  G di­
vidida como quiera en el punto 
C : digo que el quadrado de A G 
es igual á los rectángulos hechos 
de A G en A C , y  de A  G en C G.

£

Gr
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p r e p . Fórmese sobre la dada B....e
A  G e l  q u a d r a d o  A F ( p r o p .  x l v i 
l i b .  i )  , y  t í r e s e  p o r  e l  p u n to  C l a  
C E p a r a l e l a  á A  B ( p r o p .  xxxi 
l i b .  c i t . ) .

d e m . Por ser A F un quadrado , los lados A B y  
G F son iguales á la dada A G : también (prop.xxxiv 
lib. i ) C E  r  A B :  luego será ( ax. i ) C E  igual 
á la dada A  G : el rectángulo A  E está contenido 
de la recta A B zr A G , y  de la parte A C y  el rec­
tángulo C F  está también contenido de la C E =  A B 
=  Á  G , y  de la parte C G ; pero dichos rectángu­
los componen el quadrado A  F : luego si una recta 
se divide &c.

po r  l e t r a s . Sea . . . . . .  A  G ~  a
( A C z z c

los segmentos..................... q  ^

será ( ax. i x ) ............... A G  — a — c d
y  m u l t i p l i c a n d o  p o r  . .  A G z z a z z a
se tendrá ( a x .  v ) . . . .  A G 2 r r  a2~  ac-+- a d 
tam bién.........A G x A C  +  A G x C G z i í i í  +  ííá
luego ( ax. i ) .......... A G z : A G x A C  +  A G x C G

po r  n ú m ero s. Sea........... A G rr  8
/A C =  3

los segmentos......................q  ~  ^
será (ax. i x ) .................... . . A G r : 8 “ 3 +  s
y  multiplicando p o r.............A G = :8  =  8
se tendrá (ax. v ) ................. A G  = 6 4 =  24 -4- 40
tam bién...........A G x A C  +  A G x C G r 2 4  +  40
luego ( ax. 1 ) ......... A G 2r= A G x A C  +  A G x C G

2 0 2  LIB RO  SEGUNDO
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PROPOSICION III. TEOREMA.

S i una recta se divide como quiera en dos partes, el 
rectángulo hecho de la toda en una de sus partes es 
igual al quadrado de esta parte , mas al rectángulo 

hecho de las mismas partes.

exp . Sea la recta A  C dividida 3*............ L f
como quiera en el punto G : digo 
que el rectángulo hecho de la da­
da A C en el segmento A  G , es 
igual al quadrado de A G , mas al 
rectángulo hecho de la parte A G e n G C .

p r e p . Sobre la recta A  G fórmese el quadrado 
A  L (prop. x l v i lib. i) : alárguese B L ácia F , de 
suerte que sea B F rr A C ; y  tirando la F C , que­
dará formado el rectángulo A  F.

dem . El rectángulo A F está contenido de toda 
la linea A  C , y  de la A  B igual á la parte A G : lue­
go es el rectángulo de la toda en esta parte: tam­
bién el rectángulo A  L es el quadrado de la parte 
A G , y  el rectángulo G F está contenido de G L  
■— ^ G  , y  de la parte G  C , y  por consiguiente es el 
rectángulo de las partes A  G y G  C ; pero este rec­
tángulo junto con el quadrado A L componen el rec­
tángulo A F : luego si una recta se divide & c. 

por  l e t r a s . S e a . .__ A C ~ d

los segmentos.....................<f  ̂^lAj
será (ax. i x ) ......... .............. A C z z d ~ a + h
y  multiplicando p o r ........... A  G ir  a ~ a
se tendrá (ax. y )  . .  , A C  x A G  =  a d ~ a 2+ a f r
tambien..................... A G  +  A G x G C r < j J +  ^
luego ( a x . i ) .........A C x A G ^ A G + A G x G C
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por  n úm ero s. Sea . . . A C =  8 ®............Xf..&

. ,  f A G =  6 
los segmentos.............. C ~~ 2
será ( ax. ix) . . . . . A C =  8 =  64-2 
y  multiplicando por A  G =  6 =  6 A" & c
se tendrá ( ax. v ) A  C x A  G =  48 =  36 4- 12
también..................... A G ‘ 4 - A G x G C  =  3 6 + 12
luego.....................A C x A G  =  A G 2 4- A G x G C

PROPOSICION IV. TEOREMA.

S i una recta se divide como quiera en dos partes , el 
quadrado de la toda es igual á los quadrados de las 

partes, mas á dos rectángulos hechos de las mismas 
partes.

ex p . Sea la recta A G dividida B e  y
como quiera en el punto C : digo K ] h..........;
que el quadrado de A G es igual al ................ P
quadrado de A  C , mas al quadrado i I \  I 
de C G , mas á dos rectángulos de I i \  i
A  C en C G. A ^ -------^

p r e p . Sobre A G fórmese el quadrado A F (prop. 
x lv i lib. 1): tu ese la diagonal B G , y  por el punto 
C la C E paralela á A  B (prop.xxxi lib.cit.), que cor­
tará á la diagonal en el punto H : tírese por este la 
recta R L paralela á B F , y  estará el quadrado di­
vidido en quatro paralelogramos, que son R C , R E, 
E L y  C L.

d e m . El triangulo B A G es isósceles ( def. xxix 
lib. 1) por ser el lado A B =  A G: luego (prop. v lib. 
cit. ) los ángulos X , Z sobre la base son iguales ; y 
siendo el ángulo A recto , cada uno de los otros dos 
será semirrecto ( cor. vn prop. xxxn lib. 1): el trián-
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gulo H C G  tiene el ángulo C recto ( prop. xxix 
lib. c it .) ;  y  siendo el ángulo Z semirrecto por lo 
demostrado , lo será también el ángulo S ( prop.
xxxii lib. 1) : luego ( prop. vi lib. cit.") el lado H C 
zr C G , y  por consiguiente dicho triángulo es isós­
celes rectángulo , y  (prop. xxxiy lib. i ) el paralelo- 
gramo C L es equilátero : asimismo por ser los án­
gulos H C G , L G C rectos , lo serán los otros dos 
opuestos , de que se sigue que también es equiángu­
lo : luego es quadrado ( def. xxix lib. i ) ,  y  de la 
parte C G. Del mismo modo se demuestra que el 
paralelogramo R E es el quadrado de la parte A  C, 
siendo el lado R H z Á C  (prop.xxxiv lib. cit.). E l 
rectángulo E L está contenido del lado H L r r C G ,  
y  del lado H E r r H R  — A C :  luego es un rectán­
gulo de las partes A  C y  C G : también el rectángulo 
R C está contenido del lado H C =: C G , y  de la 
A  C : luego es rectángulo de las partes A  C , C G. 
Pero estos dos rectángulos, y  los dos quadrados 
componen el quadrado total A  F de la recta A  G: 
luego si una recta se divide &c.

po r  l e t r a s . S e a ..............A  G =  a

los segmentos......................... G — ^

será ( ax. ix ) ...................A  G zr a =. b +  c
y multiplicando p or___ A G  z=.a~b +  c
se tendrá (ax. y ) . . . . . . .  Á G  =  a1— b2-+- 2 b c 4- c*
también. . . A C + 2 A C x C G + C G 2z :¿ 2+ 2 k + í : í 
luego (ax. 1 ) . . .  A G 2=  Á C  +  2 A  C x C G +  CG*

por n úm ero s. S ea.........A G — 6

los segmentos........................£ “  2
IC  G =  4

será (ax. ix ) ....................A G  =  6 r r 2 + 4
y multiplicando p o r__ A G z 6 z 2 - i - 4

D E  L A  G E OM E TR ÍA .  2 0 5



se tendrá (ax. y ) . .  A  G*=:36 =  4 4- 16 4- 16 
también . . . .  A C J+ 2  A C x C G  +  G C  = 4 + 1 6 4 - 1 6 
luego (ax. i ) . . í A G z : A C + 2 A C x C G  +  C G a 

co ro lario  1. De lo dicho se infiere que los pa- 
ralelogramos por donde pasa la diagonal de un qua­
drado , son quadrados.

c o ro lar io  11. También se infiere que el quadrado 
de una linea es quadruplo del de su mitad.

PROPOSICION V. TEOREMA.

S i una recta se divide en dos partes iguales.y en dos 
desiguales, el rectángulo de las partes desiguales 
junto con el quadrado de la parte intermedia, es igual 

al quadrado de la mitad de la propuesta,

2 o 6  LIB RO  SEGUNDO
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ex p . Sea la recta A E dividida 
en dos partes iguales A  C , C E , y  
en dos desiguales A  B , B E : digo 
que el rectángulo de A  B en B E 
junto con el quadrado de C B , será igual al quadra­
do de C E.

p r e p . Fórmese sobre C E , mitad de la propues­
ta , el quadrado C K ( prop. x l v i lib. 1 ) :  tírese la 
diagonal H E , y  por el punto B la recta B F para­
lela á C H  (prop. xxxi lib.cit.), que cortará á la dia­
gonal en el punto P : tírese por este la M N paralela 
á A  E , y  por el punto A  la A R paralela á C H, 
que cortará la N M alargada en el punto R<

d em . Porque C K es un quadrado , los paralelo- 
gramos M F y  B N , por quienes pasa la diagonal, 
son también quadrados ( cor. 1 prop. i v );  pero M P 
r= C B ( prop. xxxiv lib. 1): luego M F es el quadrado 
de la parte intermedia C B ; y  porque el lado B P 
- B E ,  el rectángulo A  P estará contenido de las
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partes desiguales A B y  B E : los yr.,.$......iIC

iícomplementos C P y P K son igua- .....^
les ( prop. xLin lib. i ) ; y añadien- l !' 
do á ambos el quadrado B N , el 
rectángulo C N será igual al rectángulo B K : tam­
bién (prop.xxxvi lib. cit.) el rectángulo A M r C N :  
luego (ax. 1) el rectángulo A M ~ B R ; y  añadien­
do á uno y  otro el rectángulo C P , será ( ax. ir ) el 
rectángulo A P igual al gnomon O L T : añádase á 
entrambas partes el quadrado M F , y  será el rec­
tángulo A  P contenido de las partes desiguales jun­
to con el quadrado M F , hecho de la parte inter­
media igual al quadrado C K , formado de la mitad 
de la propuesta : que era &c.

por  l e t r a s . Sea..............A C r C E r a
la parte intermedia............................C B  ~ b
será.......................................................A B ~ a -\-b
 Y  B E  — a — b
multiplicando iguales pon A B x B E -  a * - h *  
iguales , se tendrá (ax. y )J ' * ‘ _  ~
y añadiendo.........................................C B’zr b*
se tendrá ( a x .n ) ...........A B x B E  +  C B 'zr a2
pero por s e r C E r r íü , será...............C E 2— a2
luego (ax. i ) .................A B x B E  +  C B 2=  C E *

por  n úm ero s. Sea.............. A C  =  C E = :6
la parte intermedia.............................C B ~ 2
será........... ........................................... A B  =  6 + 2
 Y  .............. B E zr 6 — 2
multiplicando iguales pori . „  u t-
iguales, se tendrá (ax. v ) }  • A B x B E =  36 _  4 
y añadiendo.........................................C B2=: 4
se tendrá ( a x .u ) ...........A B x B E  +  C B  =  36
pero por ser C E =  6 , será...............C E  =  36
luego ( ax. 1 ) ................. A B x B E  +  C B 2- C E *
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PROPOSICION V I. TEO REM A.

S i una recta se divide en dos partes iguales , y  di­
rectamente se le añade otra qualquier a , el rectángulo 
de toda la compuesta en la añadida junto con el qua- 
drado de la mitad de la propuesta, es igual al qua­
drado que se forme de la mitad de la dada, y  de la 

añadida como de una.

e x p . Sea la recta A  B divi- h ...r
X

X
ÍTdida por medio eri C , y  directa- 35... m 

mente añadida la B E : digo que I 
el rectángulo hecho de A E en i 
B E junto con el quadrado de A c as 
C B , es igual al quadrado de C E.

p r e p . Sobre C E fórmese el quadrado C K 
(prop. x l v i  lib. i ) : tírese la diagonal H E , y  por 
el punto B la B F paralela á C H  ( prop. xxxi lib. 
c it.) ,  que cortará á la diagonal en el punto P : tí­
rese por este la M N paralela á A  E , y  por A  la 
A  R paralela á C H , que cortará á la M N prolon­
gada en el punto R.

d e m . Por lo dicho en la prop. iv B N es un qua­
drado : luego B E rr E N , y  por consiguiente el rec­
tángulo A  N está contenido de la compuesta A E , y 
de la E N  igual á la añadida B E , y  M F es el qua­
drado de la mitad de la propuesta C B , por ser el 
lado M P r  C B :  el rectángulo R C ” C P  ( prop. 
xxxvi lib. i ) : también el complemento C P m  P K 
(prop. x liii lib.cit.): luego (ax.i) C R rzP  K ; y  aña­
diendo á ambas partes C N , se tendrá el rectángulo 
A  N igual al gnomon O L T : añádase también á una 
y  otra parte el quadrado M F , y  se tendrá el rec­
tángulo A  N , mas el quadrado M F igual al quadra­
do C K : luego si una recta & c.
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p o r  l e t r a s . Sea.........A C  =  C B - í ? ,

y  la añadida.............. ....................B E r / ; ’
será . . . . C E r a  +  ¿ , y  (ax. ix) A  E rr 2 a +  ¿ 
y  multiplicando iguales por-»
iguales , se tendrá ( ax. y )/ E x B  E _  2 a b 4- ¿2,
añádese á ambas partes................C B 2r- a2,

y  será (ax.n ). . .  A E x B E 4- C B  =  a*+ z a b  +  b2; 
también por ser C E  =a-hb, será C E r a V  2 a b+b2\
luego (ax. 1)-.........A  E x B E +  C~B2— C E Í

p o r  n ú m e r o s . Sea........ A C r C B - o ,
y la añadida.....................................B E - 4 ’
será . .  C É =  3 +  4 , y  (ax. ix) A E =  6 4- 4, 
y  multiplicando iguales pori . „  
iguales , se tendrá ( ax. v )/ —-24-+-i6, 
añádase á ambas partes................. CB~2rr 9,
y  será ( ax. 11).......... A E x B E +  C B 2-  9 +  244-16.
también por ser C E = 3+ 4 , será CE"— 94-244-1 ¿
luego (ax. x ) ...........A E x B E 4- C B 1-  CE.’

PROPOSICION V il .  TEOREM A.

Si una i ecta se divide como quiera en dos partes el 
quadrado de la toda Junto con el quadrado de una de 
sus pai tes, cj igual á dos rectangulos hechos de la toda 

en esta pat t e , mas al quadrado de la otra parte.

e x p » Sea la recta A G dividida como 
quiera en el punto C: digo que el qua- M

K . . . . F  H

drado de la dada A G junto con el qua­
drado de la. parte A C , es igual á dos 
rectángulos hechos de A G  en A C , -A 
mas al quadrado de la otra parte C g !  1  

PR EP. Sobre A G  fórmese el quadrado AH  (pron. 
x l v i  hb.i): tírese la diagonal K G  , y  por el punto C 
la recta C F paralela á A K  (prop.xxxi lib .c it) que

T O M .  t . / ’  ^  ^

p f

X  i
c
R
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cortará á la diagonal en el punto P, y  por K ....F......
él tírese la M N  paralela a A G :  alai- j y ¡ ; . .......
guese la KA, y  cortando A E = A C  (prop. : j : 
m  lib.i), perfecciónese el quadrado A  R. ■ ; \ j  

dem. Los rectángulos MF y  CN  son ^pic <*
quadrados (cor.iprop.iv), como también E...
AR por construcción , y  siendo CPzrCG y  AM_-CP 
(prop. xxxiv lib. i) , será ( a x . i ) A M - C G :  también 
A E r r A C : luego (ax. n) M E r A G :  asimismo sien­
do M K r M P  y M P = A C ,  será M K = A C , _ y  por 
consiguiente el rectángulo M H esta contenido de 
K H  =  A G y d e M K  =  A C , y e l  rectángulo E P 
está contenido de M E = A G  y  de M P = A C ; pero 
estos dos rectángulos juntos con el quadrado C N, 
que lo es de la parte C G , son iguales á los quadra- 
dos A H y  A R ,  que están formados de la toda AG  
y  de la parte A  C.: luego si una recta &c.

p o r  l e t r a s . S e a -----A G =  ¿i, y  A C zz.b,
será.................................. • • • • • C G — # b,
y ....................................Á G +  A C*= aa+  ¿2;
también....................... 2 A  G x A  C z zz  ab,
y  añadiendo..............................C G zz a2-ia b -\-b  ,

se tendrá (ax.11) 2 A G x  A C +  C G — a +  b ;
pero por lo demostrado A G  +  A C =  a2 +  b2\ __
luego (ax. ^ . . . A G  +  A C r r í A G x A C  +  CG,  

p o r  n ú m e r o s . Sea . . . A G  - 6 , y  A C - 2 ,
será................................. ...... ■ • • C G — 6 2,
y ................................. . . A G - f  A C r :  36 •+■ 4?
también.........................2 A  G x A C r  24;
y  añadiendo............................... C ^ — 36 — 24 +  4,
se tendrá (ax.n) 2 A G x A C +  C G =  36 +  4í
pero por lo demostrado A G*+ A C2rr 30 ■+■ 4 ;__
juego (ax. i ) . . . A G + A C - 2 A G x A C  +  CG.
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PR O PO SICIO N  V III . T E O R E M A .

S i una recta se divide por medio, y  directamente 
se le añade otra qualquier a , el quadrado de toda la 
compuesta es igual á quatro rectángulos hechos de la 
mitad de la dada en la compuesta de la otra mitad 

y  la añadida como una, mas al quadrado ’ 
de la añadida.

Y : S

C H

e x p .  Sea la recta A  H dividida 
por medio en el punto C , y  aña­
dida directamente la H B : digo 
que el quadrado de la toda A  B es 
igual á quatro rectángulos hechos 
de A C , mitad de la dada, en la C B

S T "  la ,0ttí  ? itad C H  - y  de la añadida n  o  , mas al quadrado de esta.
p r e p .  Sobre A B  fórmese el quadrado L B  (prop

í LVr  1 : tIr6Se la diag °nal A  F , y  por los pun 
tos H las rectas C T  , H V  paralelas á A  L  (prop.
xxxi lib. i) , como también por los puntos R , S en 
que se corta la diagonal, las rectas M N  O P na 
ralelas á A  B. ’

d e m . Los tres rectángulos C N , R P  t  R  cada 
uno esta contenido de lados iguales á las rectas A C  
L B , y  siendo el rectángulo M C ~ Y K  por ser 
quadrados de lados iguales , el rectángulo T S junto

S a U M T  iad°  M ,C COmP°ndrá l!n rectángulo igual á M T  : luego el gnomon V L A B P S e s  igual
a jos quatro rectángulos hechos de A  C en C B v  
anadien do P V ,  que es el quadrado de S P - H B  
se tendrá el quadrado de A B  igual á los quatro rec- 
angulos de A  C en C  B , mas al quadrado de H B- 

luego si una recta & c.
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jRÍ ír;... .

C K

¡xr
B

p o r  l e t r a s .  Sea A C —  C H zza k . . . . .........I'

y  la añadida....................... H Qzr.b
será CBzza+¿, y  (ax.ix) ABzz2a+b
luego , . . . A B ~ 4  fl2+  4 ü b b2,
también s i ................. -. A C zz a
se multiplica p or.........C B — a +  b
se tendrá (ax. v ) A C x C B  - < í2+  a b, 
y  multiplicado por 4 será. . 4 A C x C B zz:4 fl2+  4 a b\

añádase........................................ • H ®  ̂ »
y  se tendrá (ax.11) 4A C X C B + H B  — 4  ̂ ■Jr^cib-Srb ; 
pero por lo demostrado . . .  A  B zz 4 a?+  4 a b +  ¿_2;
luego (ax. 1 ) ...................A B z : 4 A C x C B  +  H B

p o r  n ú m e r o s . Sea A C zz C H zz 2,
y  la añadida......................... H B zz 5,
será C B - 2  +  5,  y  (ax. ix) A_B zz 4 +  5;
luego......................................A B ’ zz: 16-1-40 +  25;
también s i ..............................A  C zz 2
se multiplica p o r ................. C B zz: 2 +  5
se tendrá (ax. v ) . . . . A C x C B _ 4 + i o, 
y  multiplicado por 4 será ..  4 A  C x C B r  10 +  40,
añádase.................................... zz 25,
y  será (ax.xi). . 4 A C x C B +  H B —. 16 -t-4°  4- 25;
pero por lo demostrado.........A B z z  16 +  40 +  25;
luego ( ax. 1 ) ...................A B z ^ 4 A C x C B  +  H b .

PR O PO SICIO N  IX . T E O R E M A .

S i una recta se divide en dos partes iguales y  en dos 
desiguales, los quadrados de las partes desiguales 
juntos son el duplo del quadrado de la mitad de la 

dada,mas del quadrado del segmento intermedio.

e x p . Sea la recta AB dividida en dos partes igua­
les en el punto C , y  en dos desiguales en H : digo 
que los quadrados de AH  y  HB juntos son iguales al

2 I 2  L I B R O  S E G U N D O
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duplo de los quadrados de A C y  
C H , esto e s , AH'-f- H B*—  zAC*  ..••‘ó

A  C H
4- 2 CH  .

prep. Levántese sobre A B en 
el punto C la perpendicular C F — A C : tírense las 
rectas A  F , F B , y  por el punto H la H L paralela 
á C F , como también por el punto L la L  O paralela 
á A B , y  tírese A L.

DEM. Por ser C F =r A C , el triángulo A C F e s  
isósceles, y  siendo el ángulo en C recto , será dicho 
triángulo isósceles rectángulo : luego (cor. vn prop. 
xxxn lib. 1) el ángulo A F C  es semirrecto: por la 
misma razón el ángulo C F B es semirrecto: luego 
el ángulo A  F B es recto por componerse de dos se­
mirrectos : también por ser O L , C B paralelas 
será el ángulo F O L = : F C B , y e l  ángulo F L O 
=  F B C ( prop. xxix lib. c i t .) : luego el triángulo 
F O L  es isósceles rectángulo: asimismo rior ser 
C F , H L  paralelas resulta el triángulo L H B isós­
celes rectángulo : esto supuesto en el triángulo rec­
tángulo A  H L , será’i -7-=-t —— , _ _  
(prop.xLvn lib. 1) . . . / .............. .. ^ A ri +  Fi L
y siendo H L - H B ,  será i
/  1 * 1  'N P a  a  •  a  t í  J L j  _____ 1 1  [ j(cor. prop. x l v i  l ib .i) . . J
luego substituyendo , será . . . .  A  L 2=z A H%- H B"
también en el triángulos T I -2_TI?2 '— 2
rectángulo A  F L ____ T  +  F L
luego (ax. 1 ) .................A R 2+  H B 'rr A F?+  F L*
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por. letPvAs. Sea A C ~ C B r a  F

y ....................................... C H  =  ¿
s e r á .............................A H  ~  a b  ..•>•••'! I \
y .................................. H B =  <3 — b a  c~h ^
lu eg o .......................... A  H*— a2+  2 ab  -+• b7,
y ................................ H B̂ rr: a2— 2 ab ->rb2
por consiguiente (ax. 11). . A  H*+ H B =: 2 a2-h 2 b2
tam bién ........................................2 A C ~  2 a2
y ....................................................2 C H 1-  2 b2
luego (ax. 11)...............2 A C  +  2 C H  ~  2 a2 •+• 2 b2

y  por consiguiente (ax.i) A H  +  H B = r 2 A C + 2 C H  
por números. Sea . . .  A  C — C  B — 5

y ....................................................C H  — 2
se rá ............................................... A H ~ 5  +  2
y ............... .....................................H B "  5 — 2

lu ego .............................................A H ^ r 2 5 4 - 2 0 - f - 4

y .................................................... H B2— 2g — 20 4- 4

por consiguiente (ax. 11) A  H*-+- H B — 50 +  8

tam bién.................................... 2 A  C ~  50
y ................................................2 C H '=  8

luego (ax. 11)...........2 A C 2-h 2 C H  — 50 +  8

y  por consiguiente (ax.i) A H^-f-H B r : 2 A C  -+- 2 CH
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P R O P O S IC IO N  X . T E O R E M A .

S i una i ecta se divide por medio, y  directamente 
se le añade otra qualquiera, el quadrado de toda la 
compuesta junto con el quadrado de la añadida , son 
el duplo del quadrado de la mitad de la dada , mas 

del quadrado de la compuesta de la otra mitad 
y  la añadida como una.

e x p .  Sea la recta A B dividida k
por medio C , y  directamente aña- S f \ ...
dida la B E : digo que los quadra- 
dos de A E y  B E juntos son igua­
les al duplo de los qu adrad os de

A C y C E ,  esto es, A E 2-h B E 2rr 2 A C  +  2 CE*. 
p r e p . Levántese sobre A E desde el punto C la per­

pendicular C H  =  A C :  tírese por el punto E la O L 
paralela á C H , y  por H la H L paralela á A E ,h asta  
que corte á la O L en un punto L: tírese también AH, 
y  por los puntos H ,B  la HB prolongada hasta cortar 
á la O L en el punto O : finalmente tírese la A  O.

d e m . Por la construcción los triángulos A C H, 
H C L ,  B E O , H L O  son isósceles rectángu­
los : luego el ángulo A H O es recto , y  en el trián­
gulo rectángulo A  E O i  T7S*_ * t>
se tiene (prop. x l v i i  lib. i ) ; -----A ^ +  & u
y siendo (cor. prop. x l v i  lib. i ) . . E 0 2r: B E2
será substituyendo.................... A O  r  A E V I T e 2
también en el triángu-o -7-^2 — —* 
lo rectángulo A  H O /............. A O _ A H  +  h O
luego (ax. 1 ) .................. A É +  B E =  Á H  +  H Ó 2
pero (cor. 1 prop. x l v i i  lib. 1). . A H  =  2 A C 2
y del mismo modo . . . H O ’zr 2 H L 2=r 2 CE*
luego substituyendo será A E 2+ B É = 2  A C V 2 C E :  
que era &c.
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p o r  l e t r a s .  Sea . . A C ^ C  B — a  v

y .............................. B E r ¿  y.% ;..... f
será ......................... A  E rr 2 a +  b ^  -.c_“b\— j®
y .............................. C E z z a - h b  '-"•Ni
luego . . . .  A  E 2rr 4 a2+  4 a b ■+- b7,
y .............................................B E 2rr b*
por consiguiente (ax.11) A E 2+ B E 2:=:4íí2+ 4 íz£ + 2¿3
también.............................. 2 A  C^r: 2 ¿z2
y ......................................... 2 C  E 2=:2flz+4¿?l5+2^9
luego (ax. 1 1 ) . . .  . 2 A  C +  2 C  E 2=  4¿í2+ 4 a b + ib *
y  (ax. 1 ) .................... A  E 2+  B E 2=r 2 A  C 2+  2 C E*

p o r  n ú m e r o s . Sea . .  A C rz G B zr 2
y ............................................. b e  =  3
será . ...................................... A E =: 4 +  3
y .............................................C E - 2  +  3
luego......................................A E2=: 16 +  24 +  9
y ..............................................B E 2-  9
por consiguiente . . . .  A E ‘+  B E 2zr 16 +  2 4 + 1 8
también...............................2 A C*=: 8
y ...........................................2 C  E 2zr 8 +  2 4 + 1 8
luego (aX. 11) . . . .  2 A C V  2 C E 2=r 16 +  2 4 + 1 8  
y  (ax. 1)....................... A"E2+  We 2=  2 A C 2+  2 CE*

P R O P O S IC IO N  X I. P R O B L E M A .

Dividir una recta en dos partes tales, que el rectán­
gulo hecho de la toda en una de sus partes , sea igual 

al quadrado de la otra parte.

o p e r .  Dada la recta A  B , fórmese sobre ella el 
quadrado A  K (prop. x l v i  lib. 1) : divídase el lado 
M A por medio en F (prop. x lib. c it .) , y  tírese la



recta F B : prolongúese la F A  , y  cór- x .... h
tese F E r  F B ,  como también A C 
=  A E : digo que la linea A  B estará 
dividida en el punto C como se pide,

D E  L A  G E O M E T R I A .  2 1 ?

■ÍTesto es , que A B x C B r z A C 2.
p r e p . Perfecciónese el quadrado 

A N , y  alárguese N C hasta H.
d e m . Porque la recta M A está dividida por 

medio en F , y  tiene directamente añadida la A E,
será (prop. v i ) .................M E x A E  +  F A r  FE*
y  siendo ( cor. prop. xlvi lib. i ) .............F E 2=  F B*
se tendrá (ax. i ) ...............M E x A  E +  F Á r  FB*
pero ( prop. xlvii lib. i ) ...............F B2— F Á 2+  A B*'
luego ( ax. i ) -----, . M E x A E + F  A 'r: F A *+  AB*
y quitando de ambas par-i, _ ^ _ — - 2 
. , , / x M E x A E  =  A Btes F A , se tendrá (ax. n)J
esto es, el rectángulo M N igual al quadrado A K, 
y quitando de ambas partes el rectángulo M C , que­
dará el quadrado A N igual al rectángulo H B ; pe­
ro el rectángulo H B está contenido de B K =  A  B, 
y de la parte C B ; y  el quadrado A N lo es de la 
parte A C : luego la recta A B está dividida en el 
punto C , como se pide.

La división de una linea en esta forma se llama 
linea dividida en media y  extrema razón, cuyo pro­
blema no puede explicarse en números racionales.



PROPOSICION XII. TEOREMA.
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En qualquier triángulo obtusángulo, el quadrado del 
lado opuesto al ángulo obtuso es igual á los quadra- 
dos de los otros dos lados , mas á dos red  cingulos he­
chos del lado, sobre quien cae la perpendicular, en la

parte cornprehendida entre dicha perpendicular 
y el ángulo obtuso.

e x p . Sea el triángulo B F A , que 
tenga el ángulo obtuso B A F , y  so­
bre el lado B A prolongado caiga 
la perpendicular F E : digo que el 
quadrado de B F es igual á los qua- b 
drados de B A y A F ,  mas á dos — t
rectángulos hechos de B A  en A E ,  esto es , B F
=  B Á  +  A F  +  2 B A x A E.

d e m . E n  e l tr iá n g u lo  B  F  E  s e i f^ p 2—- B~E2-h E F *  
tien e  (p r o p . x l v ii  lib . 1 ) ................ /

y  siendo(prop.iv).. B £ 2=  B A  +  A E  +  2 B A x A E
será substi-v j$p*_ a É 2+  E~F2+  2 B A x A  E
yen d o ........ J ---- 2 ---- — _2
pero ( prop. x l v ii  lib. 1 ) ........... A E  +  E 1 _ A 1
luego substituyen-i 2 b  A  x A E
-do será.................J

Sirve esta proposicion para hallar la altura F E 
del triángulo A B F  dados sus tres lados : lo que se 
hace de este modo : del quadrado de B F réstese la 
suma de los dos quadrados de B A y  A F , y  la dife­
rencia será igual á dos rectángulos hechos de B A 
en A E : tómese la mitad , y  se tendrá el valor de un 
rectángulo , que partido por el valor de B A , el quo­
ciente será el valor de A  E : réstese el quadrado de 
A E del quadrado de A F , y se tendrá el quadrado
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de F E , cuya raiz quadrada será el valor de la per­
pendicular F E. Si se quiere dar valor á las lineas, 
supóngase B F 20 , B A z= 11 , y  A F — 13 ; y  ha­
ciendo la operacion como se ha dicho, se hallará la 
perpendicular F E — 12.

PROPOSICION X III. TEOREM A.

En el triángulo acutángulo, el quadrado de qualquier 
lado junto con dos rectángulos hechos por uno de los 
otros dos lados, sobre quien se baxe la perpendicular, 
en la parte comprehendida entre esta y  el otro lado, 
es igual á los quadrados de este lado y  del dividido 

por la perpendicular.

e x p . Sea el triángulo acután- ®
gulo A B C , y  desde B báxese la 
perpendicular B E sobre A C : digo 
que el quadrado de A B junto con 
dos rectángulos de A C en E C , es 
igual á los quadrados de A  C y
B C , esto e s , A B 2+  2 A C x E C rr Á C  +  B C \ 

d e m . Porque la linea A  C está dividida en el pun­
to E , se tiene-) A „  „  „  --r-=2 — ^  =r- x̂ 
(prop. v n ) . > . 2 A C x E C  +  A E _  A C  -1- E t

añádase á una y otra parte . . . . ........... B E 2zr B E z

drá (axai)}2'A C x E C + -A E + B :E =  A C V I c V B É ’ 

S v n ílib !? j}Á B ’=  A E ‘+  B É \  y B C =  E C '+  B E ’

yendo seUt e n d r ¡ } ° '+  * A  C X E C =  A C '+  BC*
Lo mismo se demuestra de qualquier otro lado del 
triángulo.

Esta proposicion sirve también para hallar el va­
lor de la perpendicular B E , conocidos los tres la­
dos del triángulo; porque si de la suma de los dos
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quadrados de A  C y E B se resta el 
quadrado de A B ,  el residuo será 
los dos rectángulos hechos de A C 
en E C , y  su mitad será un rectán­
gulo , que partido por el valor de 
A C , el quociente dará el valor de A  e  
E  C , y  restando el quadrado de la parte E C del 
quadrado de B C , el residuo será el quadrado de 
B E , cuya raiz quadrada es la perpendicular B E.

Si se quiere dar valor á las líneas sea A C - 2 1 ,  
A B  =  2 o , B C r i 3 , y  haciendo la operacion como 
se ha dicho, se hallará B E m 12.

LIBRO TERCERO.
T r a t a  Euclides en este libro de las propiedades del 
círculo , de las rectas que le tocan y  le cortan, y  de 
las que están dentro de él.

D E F IN IC IO N E S .

I. Círculos iguales son aquellos cuyos diámetros 
ó semidiámetros son iguales.

II. Linea tangente es la recta que 
tocando al círculo y alargada no le 
corta, como la linea A  B que toca al 
círculo en el punto C , y  no le corta.

III. Círculos tangen­
tes son aquellos que to- y "  s. 
cándose sus circunferen- /7  ) 
cias , ya sea exteriormen- ( V J 
te ó ya interiormente, no \  Id 
se cortan, como se v e , lo 3"— ^  
primero en los círculos 
B , X , y  lo segundo en los círculos B , C.
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Círculos secantes son los que de 
qualquier modo se cortan , como los 
círculos F , E.

Círculos concéntricos son los que 
tienen un mismo centro como los cír­
culos L , H , y  el espacio comprehen- 
dido entre las dos circunferencias se 
llama corona ó anillo.

Círculos excéntricos son aquellos 
en quienes aunque el mayor compre­
hende al menor , el centro no es uno 
mismo, como los círculos M , K.

IV. Cuerda ó subtensa es qual­
quiera recta dentro del círculo , ter­
minada por una y otra parte en la 
circunferencia , como las rectas 
A B , H L , las quales se dice que 
distan igualmente del centro , si las 
perpendiculares C X , C Z , que 
desde dicho centro caen sobre ellas , 
pero si alguna como C X , es menor , se dirá que 
la cuerda A  B dista menos del centro , que la cuer­
da H L.

Linea secante de un círculo es qualquiera recta 
que le corta, y  así toda cuerda es también secante 
del círculo. En la Trigonometría se explicará qué 
cosa sea tangente ó secante especial de un arco.

son iguales;



V . Segmento de círculo es una 
figura contenida de una cuerda y  
de la parte de circunferencia que 
subtende, como la figura A B C ,  
formada por la cuerda A  B , y  su 
arco A C B , ó bien la figura A B E , 
formada de la misma cuerda A  B , y  del otro arco 
A  E B que subtende.

Quando la cuerda pasa por el centro, divide al 
círculo en dos segmentos iguales, y  entonces es diá­
metro ; pero si no pasa por el centro, le divide en 
dos segmentos desiguales , llamándose segmento 
mayor aquel en quien se halla el centro, y  el otro
menor. .

VI. Angulo del segmento es el angulo mixtili-
neo C A  B, que forma la circunferencia con la cuer­
da , ó también el ángulo C B A.

VII. Ángulo en el segmento es 
el que se forma de dos lineas rec­
tas, que saliendo de las extremida­
des de la cuerda concurren en un 
punto de su circunferencia , como » 
si de las extremidades de la cuerda 
A  B salen las dos rectas A C , B C ,  que concur­
ren en el punto C de la circunferencia , se dice que 
el ángulo rectilíneo A C B , es ángulo en el seg­
mento A B C .

VIII. Este mismo ángulo se dice que insiste so­
bre la circunferencia A E B ,  de suerte que está en 
el segmento A  B C , é insiste sobre el arco A E B .

IX. Sector de un círculo es una 
figura contenida de dos semidiáme­
tros , y  del arco comprehendido en­
tre ellos, como A B C .
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segmentos de cír- / s '
culos son aquellos ---- -— %s x¡r̂ —~-------
en quienes los án- 1 ) l )
gulos son iguales, V /  V J  
como si en los seg- —
mentos A  B E , D F R los ángulos E , R son iguales, 
entonces se dirá que dichos segmentos son seme­
jantes. De la semejanza de los segmentos no se infie­
re su igualdad, sino quando los círculos son iguales.
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X. Semejantes _:s ir.

PR O P O S IC IO N  I .  P R O B L E M A .

Hallar -el centro de un círculo.

e x p . Sea el círculo A B C , y  háyase de hallar 
su centro

o p e r . Tírese qualquiera cuerda s

A C , y  divídase por medio en E : le­
vántese en este punto la perpendi­
cular E B ( prop. xi lib. i ) ,  y  alár- 
guese hasta que toque de una y  otra 
parte en la circunferencia: divídase 
B H por medio en O , y  este punto 
será el centro : lo que es evidente ; porque si el cen­
tro está en la perpendicular B H , no puede ser otro 
que el punto O , que la divide por medio ; pero si se 
dixera que el centro estaba fuera de dicha recta, sea 
qualquier otro punto , como X. 

p r e p . Tírense las rectas A  X ,  X E ,  X C. 
d e m . En los triángulos A  E X , C E X , siendo X 

el centro, los radios A X , X C serán iguales ( def. xv 
lib. i ): también por la construcción A E zr E C , y  
E X común ; luego (prop. vm  lib. i) los dos trián­
gulos son totalmente iguales , y  por consiguiente el 
ángulo A E X z :C  E X , y  (def.x lib .i) ambos rectos;



pero el ángulo B E C  es también 
recto por construcción: luego (ax. 
x i ) el ángulo B E C r z X E C ; l o  
que es imposible (ax. ix) y por con­
siguiente el punto X , ni otro algu­
no que esté fuera de la recta B H, 
puede ser el centro : luego sola­
mente lo es el punto O : que era &c.

c o r o l a r i o . De lo dicho se infiere, que si una 
cuerda se divide por medio , y  en el punto de la di­
visión se levanta una perpendicular, esta pasará por 
el centro.

PR O PO SICIO N  I I .  T E O R E M A .

La cuerda cae toda dentro del circulo.

e x p . En el círculo . A B C  por 
qualesquiera dos puntos A  y  C tíre­
se la cuerda A  C : digo que caerá to­
da dentro del círculo.

p r e p .  Tómese en la cuerda qual- 
quier punto E , y  tírense desde el centro las rectas 
O A ,  g e ;  O C .

D EM . Por ser O A , O C radios de un círculo, 
son iguales (def. xv lib. i): luego el triángulo A O C  
es isósceles , y  ( prop. v lib. cit. ) el ángulo A =  C; 
y  siendo el ángulo A  E O mayor que el ángulo 
C ( prop. xvi lib. i ) ,  también será mayor que su 
igual el ángulo A ; por consiguiente en el trián­
gulo A  E O el lado O A opuesto al mayor ángulo 
E  es mayor que el lado E O opuesto al menor A 
( prop. xix. lib. i ); pero A O es radio : luego E O es 
menor que el radio, y  el punto E estará dentro del 
círculo: lo mismo se demuestra de qualquier otro 
punto de la cuerda A  C : luego está toda dentro del 
círculo: que era &c.
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PR O P O SICIO N  III. T E O R E M A .

La recta que pasando por el centro de un círculo di­
vide por medio á qualquier a cuerda, es perpendicular 

á e lla ; y  si es perpendicular á ella , la divide 
por medio , como también al arco.

p r e p . Desde el centro K tírense y

los radios K A , K C. • 
d e m . Los triángulos A E K , C E K tienen el la­

do K A == K C ( def. xv lib. 1 ) , A E ~ E  C por su­
posición , y  el lado K E común: luego ( prop. v i i i  

lib.cit.) son totalmente iguales, y por consiguiente el 
ángulo A E K r K E C :  luego estos son rectos ( def. 
x lib. c it .) , y  B E perpendicular sobre A C.

Lo segundo digo: que si la recta B E forma án­
gulos rectos con la cuerda A C en el punto E , la 
cortará por medio, y  también al arco A F C ; por­
que en el triángulo isósceles A  K C los ángulos A y  
C sobre la base son iguales, como también los án­
gulos en E por rectos, y  el lado E K es común á 
los dos triángulos A E K , C E K : luego estos son 
totalmente iguales ( prop. xxvi lib. 1) , y  por consi­
guiente A E ~ E C :  luego la cuerda A C está divi­
dida por medio en el punto E. Asimismo el ángulo 
A K F  =  C K F  por la total igualdad de los triángu­
los A K E , C K E: y  por consiguiente los arcos A F, 
F C , que son medidas de dichos ángulos (esc. 11 def. 
xviii lib 1), son también iguales : luego la recta que 
pasando por el centro & c.

Las proposiciones i v , v y  vi se omiten.

e x p . Sea en el círculo A B C la 
recta B F que pase por el centro K , 
y corte á 1a. cuerda A C por medio
en E : digo lo primero , que será A
perpendicular á ella.
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PROPOSICION V II. TEOREM A.

S i en el diámetro de un círculo se toma un punto que 
no sea el centro , y  desde él se tiran rectas a la cii — 
cunferencia , la mayor es la parte del diameti o que 
contiene al centro, el residuo la menor; y  de las 
otras la mas próxima al centro es mayor que la mas 
apartada ; y de dicho punto solo se pueden tirar dos 

rectas iguales, una á cada lado del diámetro.

e x p . Sea el círculo A B E F , y  
en su diámetro A  E tómese qual­
quier punto X , que no sea el cen­
tro ; tírense desde X á la circun­
ferencia las rectas X C , X B : digo 
lo primero , que X A es la mayor. 

p r e p . Tírense los radios H C,
H B . .

d e m . En el triángulo B X H se tiene (prop. xx 
lib. i ) B H  +  H X > B X ;  pero A H - B H  ( def. xv 
lib.cit.): luego A H-t-H X > B  X , esto es, A X > B X ; 
del mismo modo se demuestra que A X es mayor que 
qualquiera otra recta tirada desde X á la circunfe­
rencia : que era lo primero.

Lo segundo digo : que X E es la menor; porque 
en el triángulo C X H se tiene H X  +  X C > H C  
( prop. xx lib. i ) , y  siendo H C r H X  +  X E ,  será 
HX +  X C >  H X + X E , y quitando la parte común 
H X , quedaráX C >X E; del mismo modo se demues­
tra que X E es menor que qualquiera otra recta tira­
da desde X á la circunferencia : que era lo segundo.

Lo tercero digo : que X B mas próxima al centro, 
es mayor que X C mas apartada; porque en los tri­
ángulos B H X , C H X los dos lados B H , H X del 
primero son iguales á los dos C I I ,  H X del segun­
do; pero el ángulo B H X del primero es mayor que



el ángulo C H X del segundo (ax. ix) : luego (prop. 
xxiv lib. 1) la base B X será mayor que la base C X: 
que era lo tercero.

Lo quarto digo : que desde dicho punto X solo se 
pueden tirar dos rectas iguales , una á cada lado del 
diámetro; porque formando en el punto H el án­
gulo X H F _  X H B , y  tirando X F , resultará el 
triángulo B H X =  F H X ( prop. iv lib. i ) , y  por 
consiguiente X B - X F ,  siendo esta recta la única 
que puede ser igual á X B ;  porque si se determina 
otra entre A  y  F , ó bien entre F y  E , será mayor 
ó menor por lo demostrado : luego &c.

La proposicion vm  se omite.

PROPOSICION IX . TEOREM A.

Si de un punto dentro de un círculo salen mas de dos 
rectas iguales hasta la circunferencia  ̂ dicho punto 

será el centro.

Consta de la proposicion vn.
Las proposiciones x , x i , x i i  y  x i i i  se omiten.

PROPOSICION X IV . TEOREM A.

En un círculo las cuerdas iguales distan igualmente 
del cent7 o , y  las que distan igualmente del centro 

son iguales.

e x p . En el círculo A  C E B lo 
primero sean iguales las cuerdas 
A B , C E : digo que distan igual­
mente del centro O.

p r e p . Desde el centro O  bá- 
xense ( prop. x i i  lib. i ) las perpen­
diculares O F , O H , y  tírense los radios O A , O C.

d e m . Las cuerdas A  B , C E están divididas en 
dos partes iguales en los puntos F , H con las perpen-

Q2
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diculares O F , O H  ( prop. xn) ,  y  — -̂ c 
siendo por suposición las cuerdas / 1 \ / 1 
A B , C E iguales , lo serán tam- ¡f L. 
bien sus mitades A  F , C H ( ax.
v i i i  ) • luego en los triángulos íec—
tángulos A  F O , C O H __
se tendrá (prop. x l v i i  lib. i ) . . . .  A O =  A^F +  F O
y también................................... C O V = C H + H ° ’
pero por ser A O _  O Ci ^  q 2„  q  q 2 
( def. xv lib. i ) ,  también/ * '__ _ __  __
luego (ax. i ) ................... A F + F O ^ C H  +  H O ’
y  quitando de ambas partes . . . .  A F — C H

quedará (ax. m ) ......................... r O
y  ( cor. prop. x l v i  lib. i ) ...........F O  —. H 0
luego (def. i v ) las cuerdas A B , C E distan igual­
mente del centro.

Lo segundo sean las distancias F ü  , H O iguales: 
digo que también lo son las cuerdas A B , C E ,  pues
por lo demostrado anteriormente__ __  __
se tien e............................ A  F5V  F O =  C t f +  H O1
y  quitando de ambas partes . . . .  F O — t iO
se tendrá ( ax. m ) -----. . . . . . .  A F =  C H
luego ( cor. prop. xl’v i lib. i)  • • • A  F — C H  
y  (ax. v i i) ................................... A B ~ C E
que era &c. c

c o r o l a r i o . De lo dicho se infiere que si dos 
triángulos rectángulos tienen las hipotenusas y  un 
lado iguales, son también iguales.
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P R O P O S IC IO N  X V . T E O R E M A .

La mayor cuerda de un círculo es el diámetro , y  de 
¿as otras la mas próxima al centro es mayor 

que la mas apartada.

e x p . En el círculo K E F L, 
cuyo centro es el punto O , esten 
tiradas las cuerdas A B , C H , E F: 
digo lo primero, que el diámetro 
A B es la mayor.

p r e p .  Tírense desde el centro 
los radios O C , O H , O E , O F .

d e m . En el triángulo C O H los lados O C , O H 
juntos son mayores que CH  (prop.xx lib.i); pero los 
dos semidiámetros O C , O H son iguales al diámetro 
A  B : luego A  B es mayor que C H : que es lo pri­
mero.

Lo segundo digo : que la cuerda C H mas próxi­
ma al centro , es mayor que E F mas apartada; por­
que en los triángulos C O H , E O F los dos lados 
C O , H O son iguales á los dos E O , O F (def. xv 
lib. i ) ; pero el ángulo C O H >  E O F (ax. ix): lue­
go (prop. xxiv lib. i) C H >  E F.

Si las cuerdas se proponen en distintos semicírcu­
los , como lo están K L , C H , báxense sobre ellas 
desde el centro las perpendiculares O T , O S , y  
alargando O S , córtese O V - O T , y  por el pun­
to V tírese E F perpendicular sobre O V. Porque 
las cuerdas K L , E F distan igualmente del cen­
tro por construcción , serán iguales ( prop. xiv ) ,  y  
siendo por lo demostrado C H >  E F , también será 
C H >  K L : que era &c.
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PR O PO SICIO N  X V I. T E O R E M A .

La perpendicular á la extremidad del diámetro cae 
toda fuera del círculo , y  es tangente , y  entre ella 
y  el círculo no se puede tirar otra recta al punto 

del contacto sin que corte al círculo.

e x p . Sea el círculo A H B, 
su diámetro A  B , y  en su ex­
tremo A  la perpendicular C A: 
digo lo primero , que esta cae­
rá fuera del círculo, y será tan­
gente.o  .

p r e p . Desde qualquier punto E de la recta A  C 
tírese al centro la recta E  O.

d e m . E l triángulo A  O E tiene el ángulo A  rec­
to por construcción : luego el ángulo E será agudo 
(cor. iv prop.xxxn l ib . i ) , y  por consiguiente (prop.
ix del mismo) el lado E O opuesto al mayor ángulo 
A  es mayor que el lado A  O opuesto al menor án­
gulo E ; pero A O es radio: luego E O es mayor 
que el radio, y  por consiguiente el punto E está 
fuera del círculo : lo mismo se verifica de qualquier 
otro punto de la recta A C : luego esta cae toda fue­
ra del círculo , y  es tangente : que es lo primero.

Lo segundo digo : que entre la recta A  C y  el cír­
culo no se puede tirar otra sin que corte á la cir­
cunferencia ; porque si es posible tírese A X , y  bá- 
xese á ella desde el centro la perpendicular O X: 
en el triángulo O X A  rectángulo en X el ángulo 
O A X será agudo ( cor. iv prop. xxxn lib. 1) , y  por 
la prop. xix clel mismo el lado O A >  O X ; pero O A 
~ 0  H (def. xv lib. 1): luego O H >  O X , esto es, 
la parte mayor que el todo; lo que es imposible 
(ax. i x ):  luego no se puede tirar A  X sin cortar la



circunferencia , y  por consiguiente la perpendicular 
á la extremidad del diámetro &c.

c o r o l a r i o  1. La tangente toca al círculo en un 
solo punto , pues queda demostrado que toda la rec­
ta A C cae fuera.

c o r o l a r i o  11. El ángulo de la contingencia ó  

del contacto, esto e s , el mixtilineo C A H  no se 
puede dividir con lineas rectas, pues ninguna se 
puede tirar sin cortar él arco ; pero se podrá dismi­
nuir describiendo círculos con mayor intervalo que 
el radio O A haciendo centro en este prolongado.

PR.OPOSICION X V II. P R O B L E M A .

Tirar á un círculo una tangente desde un punto dado 
fuera de él.

e x p . Sea el círculo E B D , al qual 
se pide tirar una tangente desde el 
punto dado A.

o p e r . Hállese el centro O (prop. 1): 

tírese á él desde el punto dado A la 
recta A O , que cortará á la circunfe­
rencia en el punto E: con el intervalo O A descríbase 
el arco A C : levántese sobre A  O én el punto E la per­
pendicular E C  hasta que corte al arco en el punto C: 
tíreseC O, y  al punto B en que corta al círculo la rec­
ta C O, tírese la A B , y  será la tangente que se pide.

d e m . En los triángulos A  O B , C E O los lados 
A O , O B del uno son iguales á los lados C O , O E 
del otro ( def. xv lib. i ) ,  y  el ángulo O común á 
ambos: luego (prop. iv lib. i) dichos triángulos son 
totalmente iguales, y  por consiguiente el ángulo 
O B A — O E C , pero este es recto por construcción: 
luego también lo será O B A  , y  por consiguiente la 
recta A B tangen^ (prop. x 'v i): que era &c.

D E  L A  GE OM E TR ÍA .  2 3 I
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PR O PO SICIO N  X V III . T E O R E M A .

S i una recta es tangente á un círculo ,y  desde el cen­
tro al punto del contacto se tira un radio, este será 

perpendicular á la tangente.

p r e p . Si la linea E A no es per­
pendicular á la tangente, tírese si es posible otra 
recta E H perpendicular á ella.

d e m . El ángulo E H A es recto.: luego será ma­
yor que el ángulo A  (cor. iv prop. xxxn lib. i ) , y 
por la prop. xix del mismo el lado E A opuesto al 
mayor ángulo H mayor que el lado E H opuesto al 
menor ángulo A ; pero E A =: E K : luego E K >  E H; 
lo que es imposible ( ax. i x):  y  por consiguiente la 
recta E  H , ni otra tirada desde el centro puede ser 
perpendicular á la tangente A  C , sino el radio E A: 
que era & c.

S i en la tangente de un círculo se levanta en el punto 
del contacto ana perpendicular , el centro del círculo

e x p . Sea la recta A B tangente al 
círculo A  L D , y  desde el centro E 
tírese el radio E A  al punto del con­
tacto : digo que será perpendicular 
á la tangente A B.

A  B

PR O PO SICIO N  X IX . T E O R E M A .

estará en ella.
/

e x p .  Sea la recta A  C tangente 
al círculo A  K B , y  en el punto del

A . -c

contacto A  levántese la perpendi- K
cular A  B : digo que el centro del 
círculo estará en ella.

p r e p . Si el centro no está en la



perpendicular A B , este ( si es posible) fuera en 
qualquier punto E , y  tírese desde este la recta E A.

d e m . La recta E A  tirada del centro al pumo 
del contacto es perpendicular á la tangente ( prop. 
x v i i i )  : luego el ángulo E A C es recto ; pero el án­
gulo B A C lo es también por construcción : luego 
E A C r B A C ;  lo que es imposible ( ax. ix ) : por 
consiguiente el centro no puede estar fuera de la 
perpendicular A  B : que era & c.

P R O P O S IC IO N  X X . T E O R E M A .

E l ángulo formado en el centro de un círculo es duplo 
del ángulo formado en la circunferencia , quando 

ambos insisten sobre un mismo arco.

e x p . En el círculo A B E C sea el 
ángulo A O E formado en el centro, 
y A B E en la circunferencia , insis­
tiendo uno y  otro sobre el mismo ar­
co A E : digo que el ángulo A O E es 
duplo de A B E. 

p r e p . Tírese por el punto B el diámetro B C. 
d e m . El triángulo A O B es isósceles : y  ( prop. 

v lib. 1) los ángulos B A O ,  A B O  son iguales por es­
tar sobre la base A B , y  el externo A O C igual á 
ambos ( prop. x x x i i  lib. c it .) : luego es duplo del 
ángulo A B C .  Del mismo modo se demuestra que 
el ángulo C O E es duplo del ángulo C B E : luego 
todo el ángulo A  O E es duplo dei ángulo A B E .

Quando se forman los ángulos b

de suerte que se corten un lado, 
también el ángulo A  O E formado 
en el centro es duplo del ángulo 
A B formado en la circunferen­
cia ; porque tirando el diámetro

D E  L A  G E O M E T R Í A .  233
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B C , se tiene por lo demostrado £
que el ángulo A O C es duplo del 
ángulo A  B C , y  que el ángulo 
E O C  es duplo del ángulo E B C :  
luego si del total A O C se quita 
E  Ó C , y  del total A B C se quita 
E B C ,  será también el residuo A O E duplo del re­
siduo A B E :  luego el ángulo formado en el cen­
tro &c.

c o r o l a r i o  i .  El ángulo A B E  formado e n  la 
circunferencia tiene por medida la mitad del arco 
A  E sobre quien insiste; porque el ángulo A B E  
formado en la circunferencia es mitad del ángulo 
A  O E formado en el centro; pero á este le mide 
todo el arco A  E sobre quien insiste : luego al ángu­
lo A  B E le mide la mitad de dicho arco.

c o r o l a r i o  ii. Lo mismo se ve­
rifica quando el ángulo A B E  for­
mado en la circunferencia insiste so­
bre un arco mayor que el semicírcu­
lo ; porque tirado el diámetro B C, 
y  los radios O A , O E , el ángulo c
A  O C es duplo del ángulo A B C :  luego este tiene 
por medida la mitad del arco A C : por la misma ra­
zón el ángulo C B E tiene por medida la mitad del 
arco C E : luego todo el ángulo B tiene por medida 
la mitad del arco A C E .

e s c o l i o  i .  Si dentro de un cír­
culo se toma un punto A , que no 
sea el centro , y  por él se tiran dos 
cuerdas B E ,  C F , la medida de 
qualquier ángulo B A  F de los que 
forman , es la mitad del arco B F so­
bre quien insiste mas la mitad del arco opuesto C E; 
porque tirando C B, en el triángulo A  B C el ángulo 
externo B A  F es igual á los internos opuestos B , C

A



D E  L A  G E O M E T R I A . 235
( prop. x x x i i  lib. i ) ; pero el ángulo B tiene por me­
dida la mitad del arco C E , y  el ángulo C la mitad 
del arco B F : luego el ángulo B A F  tiene por me­
dida la mitad del arco B F sobre quien insiste , mas 
la mitad del arco opuesto C E. 

e s c o l i o  ii. Si de un punto A

F K paralela á C B , y  asimismo 
la recta C K : por ser las C B , F K paralelas, y  
cortadas por la C K , el ángulo B C R  es igual á 
su alterno C K F ( prop. xxix lib. i ) ; pero el án­
gulo C K F tiene por medida la mitad del arco 
C F , y  el ángulo B C K la mitad del arco B K : lue­
go estos dos arcos son iguales, y  por consiguiente 
K E  es la diferencia entre ellos. También por razón 
de las mismas paralelas el ángulo externo K F E es 
igual á su interno A ; pero el ángulo K F E tiene por 
medida la mitad del arco K E , semidiferencia entre 
los arcos C F , B E : luego el ángulo A  tiene también 
la misma medida , y  por consiguiente si de un punto 
A fuera de un círculo &c.

c o r o l a r i o . De lo dicho se infiere que si en un 
círculo se tiran dos cuerdas B C , K F paralelas , cor­
tarán arcos iguales , como queda demostrado.

fuera de un círculo se tiran dos 
secantes A  B , A  E , la medida del

midiferencia entre los arcos B E, 
C F que cortan ; porque tirando

ángulo A  que forman, es la se- I
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P R O P O S IC IO N  X X I. T E O R E M A .

Los ángulos que están en un mismo segmento de 
círculo , ó que insisten sobre un mismo arco, 

son iguales.

e x p . Sean los ángulos A B C , A E C ,  
que esten en un mismo segmento 
A B E  C ,  ó que insistan sobre el 
mismo arco A H C : digo que serán 
iguales.

d e m . Tirados los radios A O, O C, 
el ángulo A O C es duplo del ángulo 
B ( prop. x x ) ,  y  también lo es del ángulo E : luego 
(ax. v i i í )  dichos ángulos son iguales : que era &c.

PR O PO SIC IO N  X X II. T E O R E M A .

Los ángulos opuestos de las figuras quadriláteras 
inscriptas en un círculo,son iguales á dos rectos.

e x p .  Sea el círculo A  E C B , y  en 
él inscripto el quadrilátero B A E C ,  j> 
esto es , que todos sus ángulos esten 
en la circunferencia: digo que cada 
dos opuestos, como B , E , valen dos 
rectos.

d e m .  La medida del angulo B es mitad del 
arco A E C sobre quien insiste , y  la medida del án­
gulo E es la mitad del arco A B C ;  pero estos dos 
ai eos son iguales a toda la circunferencia : luego I2 
medida de dichos ángulos es la mitad de la circun­
ferencia , esto es , 13o grados, y  por consiguiente 
los dos juntos valen dos rectos : del' mismo modo se 
demuestia que los dos angulos opuestos A , C juntos
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valen, dos rectos: luego los ángulos opuestos de las 
figuras quadriláteras &c. *■

Las proposiciones xxm y  xxiv se omiten.

PROPOSICION XXV. TEOREM A.

Acabar un círculo , dado un segmento de él»

e x p . Sea A B C el segmento da­
do , y  háyase de acabar el círculo.

o p e r . Tírense qualesquiera dos 
cuerdas A B , B C : divídanse por 
medio en los puntos E y  F ( prop. x 
lib. 1 ): levántense en estos las per­
pendiculares E O , F O (prop. xi lib. i ) , y  el punto 
O en que se corten , será el centro desde el qual con 
el intervalo O B se perfeccionará el círculo.

d e m . El centro del círculo está en la perpendi­
cular O E , y también en la perpendicular O F (cor. 
prop. 1 ) :  luego el punto O , que es común á las dos 
perpendiculares, será el centro, y  desde él se po­
drá perfeccionar el círculo.

c o r o l a r i o . De esta proposicion 
se infiere el modo de describir un 
círculo que pase por tres puntos 
dados, como A , B , C , que no es­
ten en linea recta, lo que se hace de 
este modo : tiradas las rectas A B,
B C , A C , quedará formado un triángulo , y  divi­
diendo qualesquiera dos lados A B , B C por medio 
en los puntos E , F , se levantarán las perpendicula­
res E H , F H , y  el punto en que se corten será el 
centro desde el qual con el intervalo AH, describien­
do un círculo , pasará también por los puntos B , C.

Las proposiciones x x v i, x x v n , xxvm y  xxix se 
omiten.
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PROPOSICION XXX. PROBLEMA.

Dividir un arco de círculo en dos partes iguales.

e x p . Sea el arco dado A B C ,  
y  háyase de dividir en dos partes 
iguales.

o p e r ., Tírese la recta A  C : diví­
dase por medio en E , y  levantando en este punto la 
perpendicular E B , cortará al arco por medio en el 
punto B.

d e m . La recta B E corta por medio y  en ángu­
los rectos á la cuerda A C : luego (prop. m ) divide 
también al arco : que era &c.

PROPOSICION XXXI. TEOREMA.

En qualquier círculo el ángulo formado en el semi­
círculo es recto: el ángulo formado en el segmento 
mayor es agudo , y  el formado en el segmento menor

es obtuso.

e x p . En el círculo A  B E R , cu­
yo diámetro es A E , esten formados 
los ángulos A B E , B A E , B C E :  
digo lo primero, que el ángulo 
A B E  formado en el semicírculo, 
es recto.

d e m . El án gu lo  A B E  tiene por m ed id a la  mitad 

d e l sem icírcu lo  A R E  (p r o p .x x );p e r o  este es medida 

d e dos án gu los rectos (e s c .n  def. x v iii  lib . i): luego su 
m ita d  es la  m edida de un án gu lo  r e c t o , y  por con­
siguien te siéndolo d e l án gu lo  A  B E , será este recto: 
que es lo  prim ero.

Lo segundo digo: que el ángulo A  formado en el

•e



segrtiento B E R A mayor que el semicírculo , es 
agudo; porque en el triángulo A E B  los tres án­
gulos son iguales á dos rectos (prop. x x x i i  lib. i )  , y  

siendo el ángulo A B E  recto por lo demostrado, 
qualquiera de los otros dos , como A  , será agudo: 
que era & c.

Lo tercero digo : que el ángulo B C E  formado en 
el segmento B E C menor que el semicírculo, es ob­
tuso ; porque en el quadrilátero A B C E inscripto 
en el círculo , los dos ángulos opuestos A y  C juntos 
son iguales á dos rectos ( prop.xxn); pero el ángulo 
A es agudo por lo demostrado: luego el ángulo C 
será obtuso : que era &c.

e s c o l i o . A  un círculo dado A B C  

se puede tirar una tangente desde un 
punto H fuera de é l , de este modo: 
desde el punto dado H al centro E 
del círculo tírese la recta H E , y  di­
vidiéndola por medio en F , descrí­
base con la distancia F H un semicírculo , que cor­
tará á la circunferencia del círculo dado en el pun­
to B : tírese desde este la recta B H , y  esta será la 
tangente; porque tirando el radio B E , el ángulo 
E B H  formado en el semicírculo, es recto (prop. 
xxxi): luego H B es perpendicular á la extremidad 
del diámetro , y  ( prop. x v i) tangente.

?
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PROPOSICION XXXII. TEOREM A.

S i una recta es tangente á un círculo, y  del punto 
del contacto sale una secante , los ángulos que la tan­
gente hiciere con la secante son iguales á los que 

se forman en los segmentos alternos.-

e x p . v£ea la  re cta  H T tangente  

a l c írcu lo  A E B I ( , y  por el punto  
d e l  co n ta cto  A tírese qualquiera  

secante'* A C : digo  que el án gulo  
T AC es igu al al án gulo  A B C  forma­
d o  en el segm ento alterno A K  B C, 
y  que el án gulo H A C es igu al al  

á n g u lo  A E C  form ado en el segm ento alterno A C E .
d e m . Lo primero : si la secante pasa por el cen­

tro , será diámetro, y  los segmentos alternos dos 
semicírculos en quienes los ángulos serán rectos 
( prop. xxxi ) , y  siéndolo también ( prop. xvm ) los 
que forma la tangente con la secante por pasar esta 
por el centro, serán iguales á los formados en los 
segmentos alternos.

Lo segundo : si la recta A  C no pasa por el cen­
tro , tírese por él A  B : digo que el ángulo C A T 
zz A B C ; porque los ángulos H A B , B A T son igua­
les á dos rectos (prop. xm lib. i ) , y  también lo son 
los tres ángulos del triángulo B A C  (prop. xxxn 
lib. i) :  luego estos tres son iguales á los otros dos 
H A B , B A T , y  por consiguiente quitando de es­
tos el ángulo recto H A B , y  de los tres del trián­
gulo B C A  el ángulo B C  A , que también es recto 
(prop.xxxi), quedará el ángulo B A T  igual á los dos 
B A C  y  B , y  quitando asimismo de ambas partes 
el ángulo común B A C ,  quedará C A T z  A B C.

Lo tercero digo : que el ángulo H A C es igual al
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ángulo A  E C formado en el segmento alterno 
A C E ;  porque el ángulo H A C es suplemento á 
dos rectos del ángulo C A T (prop. xm lib. i ) : tam­
bién en el quadrilátero inscripto A B C E  el ángulo 
E es suplemento á dos rectos del ángulo B ( prop. 
xxii ) ; pero los ángulos C A  T , A B C  son iguales 
por lo demostrado : luego también lo serán H A  C, 
A E C .

c o r o l a r i o . Siendo la mitad del arco A É C me­
dida del ángulo B ( prop. xx ) ,  también lo será del 
ángulo C A T su igual formado de la tangente y de 
la secante.

PROPOSICION XXXIII. PROBLEMA.

Sobre una recta dada describir un segmento de cír­
culo capaz de contener un ángulo igual á un ángulo 

rectilíneo dado.

e x p . Sea dada la recta A C , y  
el ángulo rectilíneo X , y  háyase de 
describir sobre dicha recta un seg­
mento de círculo capaz de conte­
ner un ángulo igual á X, 

o p e r . En el punto A  de la rec­
ta A C hágase (prop.xxm lib. i) el 
ángulo B A C igual al dado X : levántese en el mis­
mo punto A  la perpendicular A  E sobre la recta 
B F : hágase el ángulo A C R - C  A K ,  y  el punto 
K en que se cortan las rectas A E , C K , será el cen­
tro , desde el qual con el intervalo K C describien­
do un círculo , pasará por los puntos C , A : tírese 
C E , y  el segmento C E S A  será capaz de conte­
ner al ángulo X.

d e m .  En el triángulo C K A  los ángulos C A  K, 
A C K son iguales: luego (prop. yi lib. i) A  K.r=CK,
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K ]:

y  por consiguiente el circulo des­
cripto con intervalo de una de es­
tas A  K pasará por el punto C ; y  
porque la recta B A es perpendicu­
lar á A E , que pasa por el centro, 
será tangente ( prop. xvx) ,  y  el án- b
sulo B A C formado de ella y  de la 
secante A C , es igual á qualquier ángulo E forma­
do en el segmento alterno (prop. xxxn ); pero el 
ángulo B A C =  X por construcción : luego (ax.i) el 
ángulo E =  X : que era & c.

Si el ángulo dado fuere obtuso , como Z , hágase el 
ángulo C A  F r r Z ,  y  hecha la construcción ante­
cedente , tómese en el segmento A H C qualquier 
punto H , y  tiradas las rectas A H , H C , se tendrá 
el ángulo H igual al dado ; porque el ángulo C A F 
formado de la tangente B F y  de la secante A C, 
será igual al ángulo H (prop. xxxn) ; pero C A F z Z  
por construcción : luego ( ax. i ) el ángulo H =  Z; 
que era & c.

P R O P O S IC IO N  xxxxv. P R O B L E M A .

B e un círculo dado cortar un segmento capaz de con­
tener un árigulo igual á un ángulo rectilíneo dado.

e x p . Sea el círculo dado A B C E, 
y  el ángulo rectilíneo X , y háyase 
de cortar de dicho círculo un seg­
mento capaz de contener un ángu­
lo igual á X.

o p e r . Tírese qualquier diáme­
tro A  C , y  sobre este en su extre­
midad A  levántese la perpendicular A  L , que será 
tangente (prop. xvi) : fórmese sobre A L en el con 
tacto A  el ángulo L A B  igual al dado X (prop.xxin

2 ^ 2  LIBR O SE X TO



lib. x ), y  el segmento A E C B  será el que se pide; 
de modo que eligiendo en él qualquier punto E , y  
tirando las rectas E  A  , E B , el ángulo E será igual 
al dado X.

d e m . La recta A  L  es tangente , y  la A  B secan­
te : luego ( prop. xxxn) el ángulo L A B - E ;  pero 
el ángulo L A B rz X por construcción : luego (ax.i) 
el ángulo E zz X , y  por consiguiente del circulo 
dado se ha cortado un segmento &c.

Las proposiciones x x x v , xxxvi y  x x x v i i  de este 
libro se dexan hasta el fin del libro vi para facilitar 
su inteligencia.

D E  L A  G E O M E TR ÍA .  Q 43

LIBRO SEXTO.

T r a t a  Euclides en este libro de la razón y  pro­
porcion de las figuras planas : materia muy impor­
tante para la inteligencia de la Geometría y Trigo­
nometría , por cuya utilidad es llamado libro de oro.

D e f i n i c i o n e s .

I. Figuras rectilíneas semejan­
tes son aquellas que tienen todos 
sus ángulos iguales cada uno á su 
correspondiente, y  los lados que 
comprehenden iguales ángulos pro­
porcionales ; y  así se dirá que los 
triángulos B A C , F E K son semejantes si el ángulo 
B zr F , el ángulo C zz K , el ángulo A zz E , y  al 
mismo tiempo si son ¡A  B : B C :: E F : F K
proporcionales___i B C : C A :: F K : K E

(C A : A  B :: K E : E  F 
Lo mismo se entiende de las figuras quadriláteras

R 2
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A
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y  multiláteras. En las figuras se­
mejantes los lados que se oponen a 
iguales ángulos, se llaman homólo­
gos ; y  así los lados A B , E F son 
homólogos , por oponerse a los an­
gulos iguales C , K.

II. Figuras recíprocas son aque­
llas que tienen recíprocos los lados 
que comprehenden iguales angulos, 
esto e s , aquellas en las quales el 
primero y  quarto término de la 
proporcion son lados de una figura , y  el segundo y 
tercero lados de otra ; y  así se dirá que los parale- 
loo-ramos A C , K F son recíprocos si tienen el án­
gulo B =:E , y  son proporcionales A B :K E ::E F :B C . 
Lo mismo se entiende de los triángulos y  figuras
multiláteras.

III. Linea dividida en media y  A--------.— -b
extrema razón se llama aquella que
lo está en dos partes desiguales, de tal suerte que 
la toda al segmento mayor tenga la misma razón 
que este al menor: y así la recta A B se dirá que 
está dividida en media y  extrema razón en el punto 
C si son proporcionales A B : A C : : A C : C B .

IV. Altura de una 
figura es la perpendi­
cular que cae desde 
el vértice á la base, 
ya caiga dentro ó fue­
ra ; y  así la altura de 
los triángulos A B C ,
F B G  es la perpendicular B E , ya caiga dentro 
( caso i) , ó fuera (caso u) , prolongando la base F G. 
En el triángulo qualquier lado se puede tomar por 
base , y  su altura es la perpendicular baxada desde 
el ángulo opuesto.

c a s o  ir.
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Si dos triángulos 
A B D , D B C tienen 
un vértice común B, 
tendrán una misma 
altura B H ; y  lo mis­
mo se entiende quan­
do están entre unas
mismas paralelas, como los triángulos A M G ,G N F , 
porque su altura será M H perpendicular entre las 
paralelas M N , A F.

En el triángulo M O N rectán­
gulo en N , si M N se toma como 
base, será N O la altura; y  al con­
trario si N O se toma como base, 
será M N la altura.

También en el rec­
tángulo A C , si la rec­
ta A B se toma por ba­
se , será B C la altura; 
y si B C se toma por 
base , será AB la altu­
ra. Finalmente la altura de qualquier paralelogra­
mo A C  será B L  perpendicular á la base A H , entre 
las paralelas B C , A  H.

V. Semejantes arcos de círculo son aquellos que 
tienen igual razón á sus respectivas circunferencias, 
como si cada uno fuera el tercio, quarto, quinto &c. 
de su correspondiente circunferencia. Para facilitar 
la inteligencia de las proposiciones de este libro ser­
virá el siguiente lema.
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L E M A .

Qualesquiera dos par alelo gramos ó triángulos tienen 
entre sí la razón compuesta de bases y  alturas.

e x p . Lo primero sean dos paralelogramos rec­
tángulos ............................................................... X , Z
cuyas bases son ..........................................A  B , M N
y  las alturas................................................A F , M R
digo que si de la razón de las bases........ A  B : M N
y  de la de las alturas............................... A F : M R
se forma la compuesta . . . . A B x A F : M N x M R  
esa misma tendrá la superficie X á la superficie Z, 
esto es , serán proporcionales X : Z : : A  B x A  F 
: M N x R M.

d e m . El rectán­
gulo X es la po­
tencia de sus la­
dos A  B , A  F ; ó 
bien el producto de 
ellos ( def. 1 lib. 11),
esto e s ...............................................X r r A B  x A  F
y  por la misma razón..................... Z n M N x M R

x X A  B x A F 
luego (ax. v ) > .......... ..
esto es, los exponentes') 
iguales, y  por co n si-> X :Z ::A B x A F :M N x M R  
guíente proporcionales; 
que es lo que se habia de demostrar.

e x p . p o r  n ú m e r o s . Sea A B = 4 ,M N = :s ,A F = 3 , 
M  R r: 2, será el rectángulo X ~  12, y  el rectángulo 
Z = i o :  luego X : Z :: 12 : 10; pero siendo las bases 
como 4 : g , y  las alturas como 3 : 2 , la razón com­
puesta será también como 12 : 10; luego los rectán­
gulos tienen la razón compuesta de bases y  alturas.

Z M iN x M R



Lo segundo: si los paralelogramos x t q b 
fueren obliquángulos, como D B ,P E, !// m 7  
siendo estos iguales á los rectángulos ¿ h  
L H , O C ( prop. xxxv lib. i ) ,  la ra- ' J - —  
zon que tengan los rectángulos, ten­
drán asimismo los obliquángulos; pe­
ro aquellos tienen la razón compues­
ta de bases y  alturas: luego la misma tendrán los 
obliquángulos.

Lo tercero : si fueren dos triángulos D F H ,P N C , 
siendo estos mitades de los paralelogramos D B ,P E , 
y por consiguiente de sus iguales los rectángulos 
L H , O C , la razón que tuvieren dichos rectángu­
los , esa misma tendrán sus mitades (prop.xv lib.v); 
pero los rectángulos tienen la razón compuesta de 
bases y alturas: luego también los triángulos , y  por 
consiguiente qualesquiera dos paralelogramos ó tri­
ángulos tienen la razón compuesta de bases y al­
turas.

c o r o l a r i o  1 .  Si las bases y  alturas fueren recí­
procas , los paralelogramos ó triángulos serán igua­
les , esto es , si en los rectángulos L H , O C se su­
pone que la base D H á la base P C es como la al­
tura P O  á la altura D L ,  los rectángulos serán 
iguales, porque el producto de los extremos D H
x D L — P C x P O producto de los medios (lem. i 
lib. v): lo mismo se dice de los paralelogramos obli­
quángulos D B , P E , por ser iguales á los rectán­
gulos , como también de los triángulos D F H , P N C  
por ser sus mitades.

c o r o l a r i o  11. Si lo s  p a r a le lo g r a m o s  ó  t r i á n g u ­

los fu e r e n  i g u a le s  , t e n d r á n  b a s e s  y  a lt u r a s  r e c í p r o ­

c a s  , e s to  e s  , si se  s u p o n e  e l  r e c t á n g u l o  L H ~ O C ,  
s e rá n  r e c íp r o c a m e n t e  p r o p o r c io n a le s  D H : P  C : :  P O 
: D L , p o r q u e  e l  p r o d u c t o  d e  lo s  e x t r e m o s  D H x D L  
- P C x P O  p r o d u c t o  de lo s  m e d io s  ( l e m . i  l i b .  v ) :
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luego ( n part. lem. c it .) D H : P C  ̂ y__9
:: P O : D L. Lo mismo se entiende 
de los paralelogramos obliquángu- 
los por ser iguales á los rectángulos, 
y  de los triángulos por ser sus mi­
tades.

2 4 8  LIBR O SE X T O
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PR O P O S IC IO N  I .  T E O R E M A .

Los paralelogramos ó triángulos de una misma ó igual 
altura tienen la misma razón que sus bases.

E X P .

X , Z , que tengan una misma altu­
ra A L : digo que tienen la razón 
de sus bases, esto e s , que el para­
lelogramo X : Z :: A  H : H E.

d e m . Siendo los paralelogramos 
ó las superficies de ellos los productos de las bases 
y  alturas , será el paralelogramo . . . X z r A H x A L  
y  el paralelogramo................... . . . , Z ~ H E x A L

S S r r P” : } - X ^ : : A H x A L : H E x A L
pero (prop.xv lib.v) A H x A L : H E x A L : : A H : H E
luego (prop. xi lib. c it.) ............. X : Z :: A  H : HE.
Lo mismo se entiende de los triángulos A O H , H O E 
por ser mitades de los paralelogramos X , Z (prop.- 
xxxiv  lib. 1).

c o r o l a r i o .  De aquí se infiere que si dos parale­
logramos ó triángulos tienen iguales bases , y  altu­
ras desiguales, tendrán la razón de sus alturas; y 
que si las bases y  alturas son iguales, los paralelo- 
gramos ó triángulos serán iguales.



\ ». V

t)E LA GEOMETRÍA. 249

PR O P O S IC IO N  I I .  T E O R E M A .

En qualquier triangulo la paralela á un lado corta 
en segmentos proporcionales á los otros dos lados; 
y la recta que corta proporcionalmente á dos lados 

de un triángulo , es paralela al otro lado.

e x p . En el triángulo A B C  sea E F paralela á  

B C : digo que los lados A B , A  C están cortados 
proporcionalmente en los puntos E , F, esto e s , que
son proporcionales................. A E : E B : : A F : F C .

p r e p .  Tírense las rectas B F ,E C . 
d e m . Las rectas E F , B C son pa­

ralelas por suposición: luego ( prop. 
xxxvn lib.i) los dos triángulos B E F,
C E F son iguales , y  por consi­
guiente comparados con el' trián­
gulo A E F , tendrán con él la mis­
ma razón (prop. vn lib. v ) , esto es , serán propor­
cionales el triángulo . . . . A E F : B E F : : A E F : C E F
también lo son (prop.i) . . . .  A E F-.B E F:: A E : E B  
y asimismo el triángulo . . . .  A  E F : C E F :: A F : F C
luego ( prop. xi lib. v ) . . . . . . . .  A  E : E B :: A  F : F C;
que es lo primero.
Lo segundo:sean proporcionales A E :E B ::A F :F C ; 

digo que la recta E F es paralela á B C , porque sien­
do por lo supuesto........................A E : E B : : A F : F C
y por lo demostrado..............A E F : B E F :: A E :E B
como también......................... A E F :C E F ::  A F :F C
se tendrá (prop.xi lib. v) A E F : B E F : : A E F : C E F
y (prop. ix lib. c it.) ............................B E F z z C E F .
Luego estos dos triángulos iguales, que tienen una 
misma base E F , y  están constituidos de una misma 
parte, estarán entre unas mismas paralelas (prop. 
xxxix lib. 1 ), y  por consiguiente la recta E F  será 
paralela á B C : que es lo segundo.
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En qualquier triángulo la recta que divide por medio 
al ángulo del vértice , divide á la base en segmentos 
proporcionales á los lados ; y  la recta que divide á la 
base en segmentos proporcionales á los lados , divide 

también por medio al ángulo del vértice.

e x p . En el triángulo A B C  e  
divida la recta B F por medio al 
ángulo del vértice A B C :  digo 
lo primero , que dividirá á la 
base A  C en segmentos propor­
cionales á los otros lados , esto 
e s , que A F : F C : : A B : B C .

p r e p . Alárguese C B hasta cortar B E  =  B A , y  
tírese A E.

d e m . Por ser B E =  B A , el triángulo A  B E es 
isósceles , y  ( prop. v lib. i ) el ángulo X =  E ; pero 
el ángulo externo A B C es igual á los dos X y  E 
(prop. xxxii lib. i ) : luego el ángulo X es igual á la 
mitad del ángulo A B C ,  esto e s , el ángulo X rr K; 
y  siendo estos alternos, las rectas A  E , F B son pa­
ralelas (prop. xxvii lib. i ) ; pero (prop. n ) son pro­
porcionales ..............................E B : B C : : A F : F C
y  por la construcción...............................E B - A B
luego será substituyendo. . . .  A B : B C :: A F : F C; 
que es lo primero.

Lo segundo : supuesto que sean proporcionales 
A B : B C : : A F : F C ,  digo que el ángulo A B C  
estará dividido en dos partes iguales ; porque sien­
do.............................................. A B : B C  :: A  F : F C
y  por la construcción................................ A B — E B
se tendrá substituyendo.........E  B : B C :: A  F : F C;
luego ( prop. i i ) las rectas A  E , B F son para­

PROPOSICION III. TEOREMA.



lelas , y  (prop. xxix lib. i) el ángulo externo T r E  
su interno , y  el ángulo K ~ X  su alterno ; pero el 
ángulo X rr: E (prop. v lib. x) : luego ( ax. i ) el án­
gulo K =  T , y  por consiguiente el ángulo del vér­
tice A B C  está dividido por medio: que es lo segundo.

P R O P O S IC IO N  IV . T E O R E M A .

En los triángulos equiángulos los lados que compre­
benden iguales ángulos , son proporcionales ; y  los que 

se oponen á iguales ángulos , son homólogos.,

E X P. Sean los triángulos A B C , D E F equián­
gulos , esto es , sea el ángulo B =  E ,C  =  F ,A  =  D;

r C A : A B : : F D : D E  
digo que son proporcionales^ A B : B C : : D E : E F

l B C : C A : : E F : F D  
d e m . Si e l  á n g u l o  E s e  a j u s t a  á  

su  i g u a l  e l  á n g u l o  B ,  l o s  l a d o s  E D,
EF caerán sobre los lados B A , B C, 
y por suponerse el ángulo externo 
B D F r B A C  su interno , serán 
D F , A  C paralelas ( prop. x x v i i i  

lib. i ) : luego ( prop. n) son propor­
cionales ................................... A D : D B : : C F : F B
y (prop. xviii lib. v ) ..............A B : D B : : C B : F B
luego ( prop. xvi lib. cit. ) . . . A B : C B : : D B : F B .  
Ajustándose los ángulos F y C , que se suponen igua­
les , se demuestra del mismo modo que son propor­
cionales ..................................C B : C A : : E F : F D ;
y por último ajustándose los ángulos iguales D , A, se 
demuestra que son proporcionales C A : A B :: F D : D E; 
luego en los triángulos equiángulos &c.

c o r o l a r i o  i. De aquí se sigue que los triángulos 
equiángulos son semejantes.

D E  L A  G E OM E TR IA .  2 g l



c o r o l a r i o  11. Si en un triángulo 
A  B C se tira una recta F E paralela 
á uno de sus lados B C , resultarán 
dos triángulos A  B C , F A  E equián­
gulos , y  por consiguiente semejantes.

c o r o l a r i o  ni. Si en un triángulo 
A B C  se tira una recta F E  paralela á uno de sus la­
dos B C , y  desde el ángulo opuesto A  qualquiera otra 
recta A L , esta cortará á las paralelas en segmentos
proporcionales , esto e s .........F H : H E :: B L : L C;
porque en los triángulos semejantes F A H , B A  L 
son proporcionales (prop. iv) F H : H A  :: B L : L A
y  en los semejantes H A E ,\H A : H E :: L A : L C
JL A C son proporcionales . ./
luego (prop. xxii lib .v).........F H : H E : : B L : L C .

P R O P O S I C I O N  V .  T E O R E M A .

Los triángulos que tienen los lados proporcionales, 
son equiángulos ; y  los cingulos que se oponen á lados 

homólogos, son iguales entre sí.

2 5 2  LIBR O S E X T O

e x p .  En los triángulos A  B C , G E F sean propor-
rA B : B C : : G E :EF

clónales los lados, esto e s-----< ¿ A C : C B : : G F : F E
LAB : A C  :: G E :GF 

digo que el ángulo B =  E , el ángulo C =  F , y  el 
ángulo A  zz G. 

p r e p .  Hágase el ángulo xzzG , 
el ángulo z zz F , y  será el ter­
cero L —: E.

d e m . En los triángulos A L C,
G  E F , siendo equiángulos por 
construcción , son proporciona­
les ( prop. i v ) ..........................A L :  A C : : G E : G F
también lo son por lo supuesto A B : A C : : G E : G F  
luego (prop, xi lib. y ) ...........A L : A C : : A B : A C



y  ( prop. ix lib. c it.) ............................... A L r  A B ,
del mismo modo se prueba q u e ............. C L jz  C B;
y  siendo la base A  C común á los dos triángulos 
A  B C , A L C , son totalmente iguales (prop.vin lib.i); 
y  por consiguiente el ángulo B A C = ^ , y  el ángulo 
A C B  =  2; pero el ángulo x z z G  por construcción, 
el ángulo ss =  F , y  el tercero L =  E: luego los tres 
ángulos del triángulo A B C  son iguales á los tres 
del triángulo G E F  , y  por consiguiente los triángu­
los que tienen los lados proporcionales, son equián­
gulos : que era & c.

c o r o l a r i o .  De aquí se infiere que los triángulos 
que tienen los lados proporcionales, son semejantes.

P R O P O S I C I O N  V I .  T E O R E M A .

Si dos triángulos tienen un ángulo igual, y  los lados 
que le comprehenden proporcionales, son equi­

ángulos.

e x p . Sean los triángulos A B C ,
B E F , que tengan el ángulo B co­
mún , y  proporcionales los lados 
A B : C B : : E  B : F B; digo que será 
el ángulo X zzA,  y  el ángulo Z " C .

d e m . Por lo supuesto son pro­
porcionales............................... A B : C B : : E B : F B
también lo serán alternando . . A B : E B : : C B : F B
y  dividiendo...............* ........... A E : E B :: C F : F B;
luego (prop. n ) las rectas E  F , A  C son paralelas, 
y por consiguiente (prop. xxix lib. i ) el ángulo ex­
terno X igual á su interno A , y el externo Z igual á 
su interno C : que era &c.

c o r o l a r i o .  De aquí se sigue que los triangulos 
que tienen un ángulo igual, y  proporcionales los la­
dos que le comprehenden , son semejantes.

La proposicion vn se omite.
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En qualquier triángulo rectángulo , si del ángulo 
recto se baxa uncí perpendicular sobre leí hipotenusa 
dividí'/a al triangulo en dos triángulos semejantes 

al total y  entre sí.

e x p . Sea e l  t r i á n g u l o  A B C  r e c ­
t á n g u l o  e n  B , y  d e s d e  e s t e  p u n t o  ® 

b á x e s e  s o b r e  l a  h ip o t e n u s a  A  C la 
p e r p e n d i c u l a r  B E; d ig o  q u e  lo s  i-rj- y /  _ ^ g 
á n g u lo s  A B E , E B C s o n  s e m e ja n te s  E 
al t o t a l  A B C y e n t r e  s í .

d e m . Los triángulos A  B E ,  A B C tienen el án­
gulo A  común , y  los ángulos A E B , A  B C rectos: 
luego (prop.xxxi lib.i) el ángulo Xz=C, y  por con­
siguiente dichos triángulos son semejantes ( cor. i 
prop. i v ) : también son semejantes los triángulos 
A B C , E B C ;  luego los dos triángulos A B E ,E B C , 
que son semejantes al total A B C ,  son semejantes 
entre s í : que era &c.

c o r o l a r i o  i .  De aquí se sigue que en todo 
triángulo rectángulo la perpendicular B E , que 
cae desde el ángulo recto B á la hipotenusa ó 
base A C , es media proporcional entre los seg­
mentos A E , E C de dicha base , porque en los 
triángulos semejantes A E B , C E B son proporcio­
nales ( prop. iv ) . ,........ .........A E : E B : : E B : E C.

c o r o l a r i o  i i .  También s e  sigue que qualquier 
lado de los que comprehenden al ángulo recto B, 
es medio proporcional entre la base y  el segmento 
adyacente a dicho lado , esto es , que A  B será me­
dio proporcional entre A  C , A  E , y  B C medio 
proporcional entre A C , C E ;  porque e n  los trián­
gulos semejantes A B C , A  B E son proporciona- 
ê s ...........................................A  C : A  B :; A  B : A E;

PROPOSICION VIII. TEOREMA.
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y  en los semejantes A  B C , C B E lo son tam­
bién........................................ A C : C B : : C B : C E .

P R O P O S I C I O N  I X .  P R O B L E M A .

De una recta dada cortar la parte que se quisiere.

e x p .  Sea la recta dada B A , y  
háyase de cortar de ella la tercera 
parte.

o p e r .  Tírese la recta B C  inde­
terminada , formando qualquier án- 
guio A B C  con la recta dada B A, 
y  porque se pide la tercera parte de esta , tómense 
en ]a recta B C tres partes iguales B E , E G , G  F 
de qualquiera magnitud : tírese la recta F A ,  y  
por el punto E la E H paralela á F A ( prop. xxxi 
lib. 1 ) ,  y  la recta B H será la tercera parte de B A, 
que se pide.

d e m .  En el triángulo F B A las rectas E H , F A  
son paralelas : luego ( prop. 11) son proporciona­
les............................................... F E :E B ::A H :H  B,
y componiendo (prop.xvm lib.v) F B :E B ::A B :H B ; 
pero E B es la tercera parte de F B : luego H B es 
también la tercera parte de B A. Si se pidiera la 
quinta sexta ú otra parte de B A , se tomaría desde 
el punto B cinco ó seis partes iguales sobre A C , y  
se haria la misma operacion.

255
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Dividir una recta dada en partes Semejantes á Jas 
en que esté dividida otra recta dada.

e x p . Sea la recta A  G  dividida 
en las partes A  E , E  F , F G , y  se 
pide dividir otra A  B en partes se- s / s   ̂
mejantes. [ I

o p e r . Júntense las dos rectas | I \
A  G  , A  B , formando qualquier án- A i  i  3 
guio A , tírese B G , y  ( prop. xxxi lib. i ) las F L, 
E  H paralelas á B G ; digo que las partes A  H, H L, 
L  B son semejantes á las A E , E F , F G.

d e m . Por ser F L y  G B paralelas , en el triángulo 
A G B son proporcionales (prop.n) A F : F G :: A L : L B; 
asimismo lo son en el triángulo A  F L proporcio­
nales......................................A E : E F :: A H : H L;
luego la recta A B está dividida como se pide.

Por esta proposicion se reduce una escala mayor 
á otra menor, y  al contrario.

P R O P O S I C I O N  X I .  P R O B L E M A .

j í  dos rectas dadas hallar una tercera proporcional.

e x p . Sean las dos rectas A B, a- 
A  C , á las que se pide hallar una -A- 
tercera proporcional.

o p e r . Júntense las dos rectas 
A  B , A C , formando qualquier án­
gulo A , y  alargadas á discreción, 
hágase B E r A C :  tírese B C , y  por el punto E la 
recta E F paralela á B C ; digo que C F es la tercera 
proporcional que se pide.

PROPOSICION X. PROBLEMA»
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© e m . En el triángulo A E F , por ser B C , EF para­
lelas , son proporcionales (prop. n) A B : B E :: A C : C F; 
pero B E ~ A C  por construcción : luego substitu­
yendo será............................ A B : A C : : A C : C F ,
y por consiguiente C F es la tercera proporcional 
que se pide. ,

P R O P O S I C I O N  X I I .  P R O B L E M A .

A  tres rectas dadas bailar ima quarta proporcional.

e x p . Sean las tres rectas A ,B ,
C , á las que se pide hallar una 
quarta proporcional.

o p e r .  Fórmese qualquier án­
gulo M , y  hágase M N  =  A,
N B r z B  y M F z r C :  tírese F N, 
y por el punto B la B K paralela á F N , que cortará 
á la M F alargada en el punto K; digo que F K es la 
quarta proporcional que se pide.

d e m . En el triángulo M B K las rectas F N r 
KB son paralelas: luego (prop. 11) son proporcio­
nales .................................... M N : N B : : M F : F I ( ;
pero M N z A , N B ~ B y M F z C ;  luego substi­
tuyendo será......................................A : B : : C : F K ,
y por consiguiente F K es la quarta proporcional 
que se pide.

P R O P O S I C I O N  X I I I .  P R O B L E M A *

A  dos rectas dadas hallar mía media proporcional.

e x p . Sean las dos rectas A B, 
B C , á las que se pide hallar una 
media proporcional.

o p e r . Tírese á discreción una rec­
ia E F , y  en ella tómese E K zzA B

TOM .I»



y  K F “ B C :  divídase E F por me­
dio en X , y  con el intervalo E X ó 
X F descríbase un semicírculo : en 
el punto K levántese una perpendi­
cular hasta que toque á la circunfe­
rencia en M , y  la K M será la media proporcional 
que se pide.

D E M . Tiradas las rectas M E ,M F ,é l ángulo EMF 
en el semicírculo es recto (prop. xxxi lib. m ) , y  la 
perpendicular M K media proporcional entre E K  y 
KF(cor. prop. vm ): luego.........E K :K M ::K M :K F;
p eroE K zzA B ,yK F = B C ;lu egoA B :K M ::K M :B C ;
que era & c.

c o r o l a r i o .  De aquí se infiere que si de qual­
quier punto de la circunferencia de un círculo se 
baxa una perpendicular al diámetro , esta es media 
proporcional entre los segmentos de dicho diámetro.

P R O P O S I C I O N  X I V .  T E O R E M A .

Los paralelogramos iguales, que tienen un ángulo 
igual * tienen re cip ¡ ocos los lados que comprehendeu 
iguales ángulos ; y  si tienen recíprocos los lados que 

comprebenden iguales ángulos, los paralelogramos 
serán iguales.

e x p .  Sean los para­
lelogramos iguales X,
Z , y  tengan el ángu­
lo A rr E ; digo lo pri­
mero , que los lados 
que comprehenden es- A _ 
tos ángulos son recíprocamente proporcionales, es­
to es , que......................... , . . A  B : E F :: E H : Á C.

p r e p . De los puntos C , H báxense las perpendi­
culares C M , H L , que serán las alturas de los pa- 
ralelogramos.

2 g 8 LIBR O SE X TO
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DEM. Los triángulos E H L , A  C M tienen el án­

gulo E — A  por lo supuesto, y  los ángulos en L , M 
rectos por construcción: luego son equiángulos, y  
(prop. xv) serán proporcionales H E :H L ::C A :C M , 
y alternando ( prop. xvi lib. v) H E : C A :: H L : C M; 
también por suponerse los paralelogramos iguales, 
tendrán (cor. n del lema) bases y  alturas recíprocas, 
esto es , serán proporcionales . .A B :E F ::H L :C M ;
luego (prop. xi lib. v ) ......... A  B : E F :: H E : C A:
que era lo primero.

Lo segundo: sea el ángulo A  zz E , y  proporcio­
nales ............................ . . . . A B : E F : : H E : C A ;
digo que el paralelogramo X rrZ  , porque siendo por
lo demostrado .....................H L : C M :: H E : C A,
y  por lo supuesto.................A B : E F : : H E : C A ,
será (prop. xi lib. y ) ...........A B : E F : : H L : C M ,
esto e s , las bases y  alturas de los paralelogramos 
son recíprocas : luego (cor. i del lema) dichos para­
lelogramos serán iguales : que era lo segundo.

P R O P O S I C I O N  X V .  T E O R E M A .

Los triángulos iguales, que tienen un ángulo igual, 
tienen recíprocos los lados que le comprebenden si 
¡os lados que comprehenden iguales ángulos son recí­

procos , los triángulos serán iguales.

Se infiere de la proposicion antecedente por ser 
mitades de los paraldogramos»

I
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S i quatro rectas son proporcionales, el rectángulo 
hecho de las extremas es igual al rectángulo hecho 
de las medias; y  si el rectángulo hecho de las ex­
tremas es igual al de las medias, las quatro rectas 

serán proporcionales.

PROPOSICION XVI. PROBLEMA.

"B3Ce x p .  Sean las quatro rectas pro­
porcionales . . A B : C K : : K H : B F ; a  ~ — g
digo lo primero , que si de las extre- c_
mas A B , B F se forma el rectángulo 
A  F , y  de las medias C K , K H el 
rectángulo C H , dichos rectángulos 
serán iguales.

d e m . Por lo supues-i A B • C K • • K H • R F- 
to son proporcionales A ü u  K ’ * K H
luego (lem. i lib. y ) ...........A B x B F r C K x K H ,
esto es , el rectángulo A F ~  C H.

Lo segundo : sea el rectángulo A F r C H ;  digo
que son proporcionales........ A  B : C K :: K H : B F,
porque el rectángulo.....................A F  =  A B x B F ,
y  el rectángulo.............................C H ~ C K x K H ;
luego ( a x j ) ....................... A B x B F z r C  K xK H ,
y  por consiguiente ( n part. i . R . r  K . .  K H . Pi F 
lem. i lib. v ) ........................J t í . L K . . K H . b r .

P R O P O S I C I O N  X V I I .  P R O B L E M A .

S i  tres rectas son continuas proporcionales, el rec­
tángulo hecho de las extremas es igual al quadrado 
hecho de la media ; y  si el rectángulo de las extremas 

es igual al quadrado de la media , las tres rectas 
serán continuas proporcionales.

e x p .  Sean las tres rectas A B , E  F , B C , esto es,
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sean continuas proporcionales . . A B : E F : : E F : B C S
digo que....................................... A B x B C ~ E F

d e m . Por lo supuesto son propor- a .------------ b

cionales..............A B : E F : : É F : B C ;  E x
luego (lem.i lib.v) A B xB C = E F xE F , A
esto e s , el rectángulo A  C igual al 
quadrado de E F.

Lo segundo : sea el rectángulo A C 3'— 'c d 
igual al quadrado de E F ; digo que son proporcio­
nales ....................................... A B : E F : : E F : B C ,
porque el rectángulo............. . . A C = ; A B x B C ,
y ..................................................... É F ^ E F x E F ;
luego ( a x . i ) ........................A B x B C r r E F x E F ,
y (n part. lem. i lib. v ) .........A B : E F : : E F : B C .

La proposicion xvra se omite.

P R O P O S I C I O N  X I X . T E O R E M A .

Los triángulos semejantes tienen la razón duplicada 
de la de sus lados homólogos.

e x p .  Sean los triángulos X , Z (i?) 
semejantes,esto es,el ángulo A = D , ,— A— % 
el ángulo C ~ F , y  el ángulo Bm E, í  u  
serán A C , D F lados homólogos: A\ A 
digo que el triángulo X al triángulo A/J 
Z tiene la razón duplicada de la que í A  
tiene el lado A C al lado D F . k /  v \

p r e p . De los ángulos iguales B ,E  A x - i  c 
báxense las perpendicularesBH,EL. (2?)

d e m .  Los triángulos A B H , D E L  tienen el án­
gulo A rr D por lo supuesto, y  los ángulos en H y  L  
rectos é iguales por construcción: luego son equián­
gulos, y  (prop.iv) proporcionales B H :B A ::E L :E D ; 
también por la semejanza dei R A . A r  . .  tt r j . n F- 
los triángulos X , Z lo son . S A *A C ^ D ' U



luego (prop. xsii lib. v ) . . . B H : A C : : E L : D F ,
y  (prop. xvi lib. c i t . ) ..........B H : E  L :: A  C : D F;
luego la razón de las bases A C , D F  ( a) 
es igual á la de las alturas B H ,E  L, ,— *— „ 
y  por consiguiente la compuesta de í  e  
ambas será duplicada de qualquie- A  
ra de ellas ; pero dichos triángulos AZJL\C p/j 'r  
tienen la razón compuesta de bases *Y‘\ i  
y  alturas por el lema : luego el tri- /  v \  
ángulo X al triángulo Z tiene la ra- A  ̂ h c 
zon duplicada de la que tiene el la- (2a) 
do homólogo A C al lado homólogo D F. 

d e  o t r o  m o d o . Sean los triángulos ABC,AFH (2?) 
semejantes, que tengan el ángulo A  común, el án­
gulo A  F H — A B C ,  y  el ángulo F H A r C ;  
digo que tienen la razón duplicada de sus la­
dos homólogos A C , A  H , porque tirada la rec­
ta B H , serán proporcionales (prop. 1) el trián­
gulo ...............................A  B C : A B H :: A C : A H;
también lo son por la-¡ A -r, TT A ._TT a ™ a  ̂
misma el triángulo . . >  B H : A F H :: A B : A F;
y  siendo (prop. x v i i i  lib. v ) . . A C : A H : : A B :  AF;
será (prop.xi libo A „  „  TT . „
cit.) el triángulo../ f i C : A B H : : A B H : A F H ;
luego los triángulos A B C , A B H , A F H  son con­
tinuos proporcionales , y  por consiguiente el prime­
ro A B C al tercero A F H tiene la razón duplicada 
del primero A B C al segundo A B H , esto es , ten­
drán la razón duplicada de A C : A H.

c o r o l a r i o  1. Si á los dos lados homólogos A C, 
A  H se busca una tercera proporcional A L , serán 
A  C , A  H , A L tres magnitudes continuas propor­
cionales , y  por consiguiente la razón de la primera 
A  C á la tercera A L será duplicada de la de A C : AH; 
luego el triángulo A B C al triángulo A  F H tendrá 
la misma razón que A C : A  L.

2 6 2  LIBRO SE X TO



c o r o l a r i o  11. Teniendo los quadrados la razón 
duplicada de sus lados ó raices (prop. iv lib. v Arit.), 
los triángulos semejantes serán como los quadrados 
de sus lados homólogos , esto es , el triángulo A B C
al triángulo A F H como A C*: A H*.

c o r o l a r i o  ni. Siendo lols triángulos semejantes 
mitades de los paralelogramos semejantes (prop.xLi 
lib. 1), también estos tendrán la razón duplicada de 
sus lados homólogos, ó bien serán como los qua­
drados de sus lados homólogos.

c o r o l a r i o  iv. Igualmente se infiere que en los 
triángulos y  paralelogramos semejantes las alturas 
son proporcionales á las bases, porque se ha demos­
trado que.............................. B H : E L :: A C : D F.
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PROPOSICION XX. TEOREM A.

Los polígonos semejantes se dividen en igual número 
de triángulos, semejantes, que son proporcionales a 
sus todos , y tienen la razón duplicada de sus lados 

homólogos, ó bien son como los quadrados de sus 
lados homólogos.

e x p . Sean los polígonos se­
mejantes X , Z , y  en ellos el 
ángulo A  =  F , E  =  L , N = K ,
C ÍrH  y B =: G , y  sean pro­
porcionales los lados que com- 
prehenden iguales ángulos: di­
go lo primero , que se dividen en igual número de 
triángulos semejantes.

p r e p . Desde los ángulos iguales B , G tírense á 
los demás las rectas B E , B N , G L , G K , y  que­
darán divididos los polígonos en igual número de 
triángulos semejantes.
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d e m . Por lo supuesto el án­
gulo A  =  F , y  proporciona­
les -----E A : A B : : L F : F G ;
luego (prop. vi) los triángulos
E  A B , L F C son equiángulos, ,___ u
y  por consiguiente el ángulo ^  x  B 1 z 
v ~ í :  por la misma razón los triángulos N C B, 
K H G son equiángulos, y  por consiguiente el án­
gulo r zr p ; y  si de los ángulos iguales E , L se qui­
tan los iguales v , t , quedará el ángulo ozzq : asi­
mismo si de los ángulos iguales N , K se quitan los 
iguales r , p , quedarán los residuos s , m iguales: 
.luego (cor.ni prop.xxxii lib.i) los triángulos EBN , 
L  G K son equiángulos, y  (prop.iv) semejantes: lue­
go todos los triángulos del polígono X son semejan­
tes á todos los del polígono Z.

Lo segundo digo : que dividiéndose los polígonos 
en igual numero de triángulos semejantes , la misma 
razón tendrá un triángulo del polígono X á su cor­
respondiente del polígono Z , que todos los trián­
gulos del polígono X á todos los triángulos del po­
lígono Z , esto es, serán proporcionales el trián-
g l,1° ........................P : Q : : P  +  M +  S : Q  +  R +  T
porque siendo (cor. m
prop. xix) el triángulo/.............. r  . :: jí a
y  ( cor. cit.) el triángulo..........M : R :: E B 2 ; L G ’
será (prop. xi lib. y) el triángulo . . .  P : Q : M :: R;
del mismo modo se prueba que eh -r» o ^ 
triángulo........................................ .. • * • M : R : S : T;
luego el triángulo.................P : Q :: M : R :: S : T,

el triángulo '^ }P : Q : • P +  M +  S : Q +  R + T;
que es lo segundo.

Lo tercero digo : que dichos polígonos X , Z tie- 
â/ra ôn duplicada de sus lados homólogos AB, 

t  G , o bien que son como los quadrados de dichos
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lados, esto es, que el polígono . .  X : Z :: A  B2: F G* 
porque siendo por-, p : Q : : p +  M +  S : Q +  R +  T, 
lo demostrado . .  .J v  ^
esto e s ....................................................P : Q :: X : Z;
y también (cor.n prop.xix)'» p . n  • • A R 2 • F G 2 
el triángulo.......................... / * * r  ^  * * _  ~
será (prop. xi lib. y) el polígono X : Z :: A  B : F G 
que es lo tercero.

PROPOSICION XXI. TEOREMA.

Los polígonos semejantes á otro, son semejantes 
entre sí.

Esta proposicion consta del ax. i , y  prop. xi 
del lib. v.

PROPOSICION XXII. TEOREM A.

Si quatro rectas son proporcionales , los rectilíneos 
semejantes descriptos sobre ellas semejantemente, 
serán proporcionales \y si los rectilíneos fueren pro­

porcionales , también lo serán las rectas.

e x p . Sean las quatro rectas pro- A
porcionales.............. A  : B :: C : E; / \  A.
digo que los rectilíneos semejantes / / z Á
X , Z descriptos sobre A  y  B son /-7 *
proporcionales á otros qualesquie- / t \  / s\
ra semejantes T , S descriptos sobre c e 
C y E , esto es , X : Z :: T : S.

d em . Siendo por lo supuestos . „  r>
proporcionales................... . . . . . } •  -_A  : B : :  C  : E ’

lo serán también sus quadrados . . . .  A*: B*:: C*: E* 
y teniendo por la prop. xx-> y  7  a 2
que el rectilíneo................... / * * * * * * : :: ' »

- v  v^SJAVA!*^!



2 66 L IBRO S EX T O

y  p o r  l a  m i s m a  q u e  e l  r e c t i l i -  A

n e o ..........................................T : S :: C*: É* / x \  /z\
s e r á  ( p r o p . x i  l i b . v ) i  Y  7  . . T  . o .

e l  r e c t i l í n e o ............. j  ’ * '  ’

q u e  e s  l o  p r i m e r o .

■A. 33

/  T  \  /  S \
_  « C E

Lo segundo se infiere de lo pri­
mero, porque si los quadrados son proporcionales, 
también lo serán sus raíces, como consta de la 
prop. v lib. v Arit.

PR O PO SICIO N  X X III. T E O R E M A .

Los paralelogramos equiángulos tienen entre sí 
la razón compuesta de las de sus lados.

e x p . Sean los paralelogramos 
equiángulos Z , X : digo que la ra- f 
zon que tienen entre s í , es com- ¡ z 
puesta de las razones de los la- aI¡t— 
dos A B : E F , y  A C : E H , esto 
es . .  Z : X :: A B x A C : E F x E H.

p r e p . De l o s  á n g u l o s  i g u a l e s  C , H b á x e n s e  las 

p e r p e n d i c u l a r e s  C M , H L  s o b r e  l o s  l a d o s  AB,EF.
d e m . Los triángulos A C M , E H L son equiángu­

los, y  (prop.iv) proporcionales A C :C M ::E H :H L ; 
luego también lo son alternando A C :E H ::C M :H L, 
esto es , la razón de las alturas igual á la de los la­
dos A  C , E H ; luego la compuesta de las bases A B, 
E F , y  de las alturas C M ,H L , será igual á la com­
puesta de las mismas bases y  de los lados A  C,EH; 
pero dichos paralelogramos tienen la razón com­
puesta de bases y  alturas por el lem a: luego tam­
bién tendrán la razón compuesta de sus lados, esto 
es , serán proporcionales Z :X ::A B x A C :E F x E H * 

c o r o l a r i o . Los triángulos que tienen un ángulo 
igual,,tienen la razón compuesta de los lados qué
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le comprehenden por ser mitades de los paralelo- 
gramos equiángulos.

PR O PO SICIO N  X X IV . T E O R E M A .

En todo paralelogramo los paralelogramos á quienes
corta el diametro .son semejantes entre síy al total.

e x p . Sea el paralelogramo K B , y  rc__ ^ rA
su diagonal A  C , que pase por los pa­
ralelogramos H E , F G : digo que es­
tos son semejantes entre sí y  al to­
tal K B.

d e m . Los triángulos C F L , C K A 
son semejantes : luego soni C K . K A . . r F . F í .
proporcionales.................y  ’ ' ' ’ ^  ̂ • ** .L,
y siendo (prop. xxxiv lib.i) K A  =  C B , y F L = r C G ;
será substituyendo.............. C K : C B : : C F : C G ;
luego los paralelogramos F G , K B ,  que tienen el 
ángulo C común , y  los lados que le comprehenden 
proporcionales, serán (def. i) semejantes: por la mis­
ma razón los paralelogramos H E ,  K B  son seme­
jantes : luego los paralelogramos F G , H E , que son 
semejantes al total, lo son entre s í : que era &c.

Las proposiciones x x v , x x v i, x x v i i  , xxvm y  
xxix se omiten.

PR O PO SICIO N  X X X . P R O B L E M A .

Dividir una recta en media y  extrema razón.

o p e r .  Dada la recta A  B, divídase a — _ _ _ P _ b  

en el punto C (prop. xi lib. n ) , de 
suerte que el rectángulo de la toda A B en la parte 
CB sea igual al quadrado de A C , y se tendrá dicha 
recta dividida en media y  extrema razón.
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d e m . Por la construcción se tie- a _ _ _ 5 _ _ _ e  

n e ............... A B x C B r r A C x A C ;
luego (prop. xvn) son pro-, . A B : A C : : A C : B C ,
porcionales. ....................../ ’
y  ( def. i i i  ) dividida la recta A  B como se pide.

PR O PO SICIO N  X X X I. T E O R E M A .

En qualquier triángulo rectángulo el rectilíneo des­
cripto sobre la hipotenusa, es igual á los rectilíneos 
semejantes descriptos semejantemente sobre los otros 

dos lados.

e x p . Sea el triángulo A B C  
rectángulo en B : digo que el rec­
tilíneo G hecho sobre la hipote­
nusa A C , es igual á los rectilí­
neos semejantes E , F hechos so­
bre los otros dos lados A B y B C.

d e m . Por ser los rectilíneos E , F semejantes,
serán proporcionales (prop. xx) , . E : F : : A B  : BC
y  componiendo (prop.í £ +  F . F; ;Á B  +  B C 2: BC2 
xviii lib. v ) ................/
pero (prop. x l v i i  l i b .  i ) .....................A C r r  A B  +  BC
luego substituyendo.se tendrá E •+■ F : F :: A C : B C 
también son proporcionales"» Q • p • '~AC2■ BC*
(prop. x x ) ............................ / ..................
luego (prop. xi lib. v ) ................... E +  F : F : : G : F
y  por la ix del mismo.......................... .. E  +  F — G
esto es , el rectilíneo G formado sobre la hipotenusa 
A C igual á los rectilíneos semejantes E ,F  formados 
sobre los otros dos lados : que era &c.

Las proposiciones siguientes xxxv, x x x v i, xxxvn 
son las del lib. i i i  , que se reserváron para este lugar 
por ser mas fáciles sus demostraciones.
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PR O PO SICIO N  X X X V . T E O R E M A .

Si dos cuerdas se cortan dentro de un círculo, el rec­
tángulo hecho de los segmentos de la una, es igual 

al rectángulo de los segmentos de la otra.

e x p . Córtense las dos cuerdas 
A C , B E en el punto F dentro del 
círculo B A E C  : digo que A F x F C  
- B F x F E .  B

p r e p . Tírense las rectas A  B,
E C.

d e m . Los triángulos A F B ,  C F E son semejan-

F : B F :: F E : F C,

y (prop. x v i) ......................A F x F C  =  B F x F E :
que era &c.

PR O PO SICIO N  X X X V I. T E O R E M A .

Si de un punto fuera de un círculo se tiran dos rectas, 
una tangente, y  otra secante, el rectángulo hecha 

de la secante en su segmento externo es igual

al quadrado de la tangente.

' exp. Desde el punto A  fuera del 
círculo T B C E tírese la recta A  T 
tangente , y  la A B secante: digo que 
A B x A E r r A T 3.

p r e p . Tírense las rectas B T,
TE.

dem. En los triángulos A  B T , A E T el án­
gulo A es común, y  el ángulo A T E  formado de 
la tangente A  T , y  de la secante T E es igual
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al ángulo B formado en el segmen-» 
to alterno (prop. xxxii lib. m ) : lue­
go ( cor. prop. xxxii lib. 1) el án­
gulo A E T r  A T B ,  y  por consi­
guiente dichos triángulos son equi­
ángulos, y  (prop. iv ) proporciona­
les ..........................................A B : A T :: A T : A E;
luego (prop. x v ii) ....................... A  B x A  E rr A T!

c o r o l a r i o  1. De lo dicho se infie­
re , que si del punto A  fuera del círcu­
lo se tiran varias secantes A  B , A  F, el 
rectángulo hecho de la una en su seg­
mento externo, será igual al rectán- r  
guio hecho de la otra en su segmento externo, es­
to es .....................................A B x A E ~ A F x A C ,
porque tanto el un rectángulo como el otro es igual i 
al quadrado de la tangente A T.

c o r o l a r i o  11. Se infiere también , que si de di­
cho punto A se tiran dos tangentes A T ,A  G al cír­
culo , serán iguales, porque cada uno de sus qua- 
drados es igual al rectángulo de A  B en A E : luego 
los lados serán iguales (cor. prop. x l v i  lib. 1).

c o r o l a r i o  ni. De un punto fuera de un círculo 
solo se pueden tirar dos tangentes al mismo círculo.

c o r o l a r i o  iv. Si de un punto fue­
ra de un círculo cayeren á la cir­
cunferencia de este dos rectas igua­
les , y  la una , como A F , fuere tan­
gente , también lo será la otra A  E, 
porque tirada la recta C A  y  los ra­
dios C F , C  E , los triángulos C A F ,
C A E  serán totalmente iguales (prop. v i i i  lib. 1) res­
pecto de ser A  F ~ A E  por suposición , A C co­
mún , y  C F r :  C E (def. xv lib. 1) : luego el ángulo 
C F A  =  C E A ;  pero aquel es recto (prop.xvffl
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lib. I I I ): luego también lo es el ángulo C E A , y  por 
consiguiente la recta A E  tangente (prop.xvi lib.ni): 
luego si de un punto fuera &c.

PROPOSICION XXXVII. TEO REM A.

Si de un punto fuera de un círculo se tiran dos rectas 
una secante, y  otra que toque á la circunferencia 
y el 7 ectangulo de toda la secante en su segmento 
externo fuere igual al quadrado de la recta que toca 

á la circunferencia, esta será tangente al círculo.

e x p . Del punto A fuera del círcu­
lo T E G B tírese la secante A B y la 
recta A T , que toque á la circunfe­
rencia , y  sea el rectángulo de B A en 
A E igual al quadrado de A  T : digo 
que esta será tangente.

p r e p . Del punto A  tírese ( prop. x v i i  lib. ni) la 
tangente A  G.

d e m . Por lo supuesto se tiene q u e A B x A E z A T *
también (prop. x x x vi) ................. A B x A  E zzA G *
luego (ax. i ) ..................................................A T r A G *
y (cor. prop. x l v i  lib. i ) ........................ A T “ AG;
pero A G es tangente por construcción : luego (cor. 
iv prop. xxxvi) lo es también la recta A  C : que 
era &c.

D E  L A  Q E O M E T R Í A .  <2JI
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LIBRO UNDÉCIMO.
J im  los libros v n , vm  , ix y  x trata Euclides de la 
razón y  proporcion de los números y  de las canti­
dades inconmensurables , cuyos libros se omiten co­
munmente por su poca utilidad : en los xi y  xn tra­
ta de los sólidos , que se reducen á seis especies, y 
son : prisma , paralelepípedo , pirámide , cono , ci­
lindro y  esfera. De los dos primeros se habla en es­
te libro , y  de los otros quatro en el siguiente.

Los Matemáticos no consideran al cuerpo ó sóli­
do en quanto es impenetrable , ni con otra afección 
sensible, ó pasión de la materia corporea, porque 
esto es propio de la Física : sí solamente en quanto 
el cuerpo ó sólido es una magnitud mensurable de 
la tercera especie.

DEFINICIONES.

I. Sólido ó cuerpo es una mag- _____ e
nitud que consta de tres dimensio­
nes , longitud , latitud , y  profundi­
dad ó altura, como el sólido A  E, 
que tiene longitud A B , latitud B C, a  
y  profundidad ó altura C E. Diví­
dese el cuerpo en regular é irregular: cuerpo regular 
es el que está terminado de planos regulares é igua­
les entre s í ; y  qualquier otro se dice irregular. Llá- 
manse también los cuerpos regulares Platónicos, por 
haberlos descubierto Platon, y  se reducen á cinco 
especies , que son las siguientes.

Tetaedro, que se compone de quatro triángulos 
equiláteros é iguales.

Octaedro, de ocho triángulos equiláteros é iguales.
Icosaedro , de veinte triángulos equiláteros é 

iguales.



Dodecaedro , de doce pentágonos regulares é 
iguales.

Exáedro ó cubo , de seis quadrados iguales¿
II. Los extremos del sólido son superficies*
III. Una linea recta se dice per­

pendicular á un plano , si no inclina 
mas á una parte que á otra; ó bien 
si es perpendicular á todas las rec­
tas , que estando en el mismo plano, 
pasan por el punto en que ella toca & l 
al plano.

e x p . Si la recta A B es perpendicular á  las B Q  

B E , B F , que están en el plano H L , y  pasan por 
el extremo B , se dirá que A B es perpendicular al 
plano H L , ó bien que no está mas inclinada á una 
parte que á otra respecto á dicho plano: y  qual­
quiera otra recta M B entre la perpendicular y  el 
plano, se llama inclinada.

co ro lar io . El ángulo A B M comprehendido 
entre la perpendicular A  B y  la inclinada B M , es 
agudo.

IV. Un plano A C se dice per­
pendicular á otro H L quando las 
rectas K E , A  B &c. perpendicula­
res á la común sección B C , son 
también perpendiculares al mismo 
plano.

escolio. Si una recta  A B es perpendicular ál 
plano H L , y  se m ueve sobre este , llevan d o  su ex­
tremidad B por la  recta  B C , conservándose siem­
pre perpendicular al plano , producirá con su m o­
vimiento igu al y  paralelo  e l rectán gu lo  A C , cu y o  
plano es perpendicular sobre el plano H L , y  por 
consiguiente las perpendiculares A B , F C á la  co ­
mún sección B G , son tam bién perpendiculares al 
plano H L„
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c o r o l a r i o . Por esta producción 
del plano recto ó plano perpendicu­
lar á otro, se infiere que si dos rec­
tas A B, FC  son perpendiculares á un 
plano H L , estarán en un mismo pla­
no recto ó perpendicular A C , ó bien 
que por ellas podrá pasar un plano 

V. Si una recta A B no es perpen­
dicular á un plano H L , y  de qual­
quier punto A  cae otra recta A  C 
perpendicular sobre dicho plano , y  
en este se tira B C , el ángulo B com- 
prehendido de la elevada A  B y  de 
la C B , es la inclinación de dicha recta A  B sobre 
el plano.

VI. La inclinación de dos planos 
E K , H L es el ángulo agudo com- 
prchendido de dos perpendiculares 
A  B , A C , que de un punto A de la 
común sección E F se levantan en 
uno y  otro plano.

e s c o l i o . Prodúcese el plano ín -  ^  e  

clinado si una recta E Y  se mueve perpendicular­
mente sobre E F , conservando siempre la misma in­
clinación con el plano H L , esto es , conservando el 
mismo ángulo agudo Y E M.

VII. Planos semejantemente inclinados son aque­
llos cuyos ángulos de inclinación son iguales.

VIII. Planos paralelos son aque­
llos que por mas que se alarguen á 
qualquiera parte, siempre son equi­
distantes, y  por conseqiiencia jamás 
pueden concurrir como los planos 
H L , F X.

e s c o l i o . La equidistancia entre 
dos planos paralelos se mide por las perpendiculares
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M N , O P , que desde qualesquiera puntos del uno 
caen sobre el otro ; y  así si los planos son parale­
los , las perpendiculares M N , O P entre ellos , se­
rán iguales; y si las perpendiculares son iguales, los 
planos serán paralelos.

IX. Sólidos rectilíneos semejantes son los que están 
contenidos de igual número de planos semejantes.

X. Sólidos iguales y  semejantes son los que están 
contenidos de igual número de superficies iguales y 
semejantes.

XI. Angulo sólido rectilíneo 
es el que se compone de mas de 
dos ángulos planos que concur­
ren en un punto, y  las rectas 
que le forman están en distintos s , 
planos, como el ángulo sólido 
A formado de los ángulos pla­
nos S A C , C A  E , S Á  E.

e s c o l i o . Qualquier ángulo sólido puede formar­
se de muchos ángulos planos; pero todos juntos han 
de valer menos de quatro rectos ; porque en llegan­
do á valer 360 grados, compondrían una superficie 
plana : y  así como el ángulo plano es la inclinación 
de dos rectas, también el ángulo sólido es la incli­
nación que tienen entre sí diversos ángulos planos 
que concurren en un punto.

XII. Angulos sólidos iguales son los que se com­
ponen de igual número de ángulos planos, iguales 
cada uno á su correspondiente, y  dispuestos en el 
mismo orden , como si el ángulo plano S A  C es 
igual al ángulo plano N M' O , el ángulo C A E  
- O M  P , y  el ángulo S A E z N M P ,  serán los 
ángulos sólidos A , M iguales , y  por conseqüencia 
se ajustarán exactamente.

Xlíí. Prisma es un sólido contenido de muchos 
planos, de los quales los dos opuestos son iguales

t  2
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semejantes y  paralelos , y  los 
restantes paralelogramos, como 
el sólido A B C F E D conteni­
do de los planos A B C , I) E F 
iguales semejantes y paralelos, 
y  de los paralelogramos A  E,
B F , A F : si los dos planos se­
mejantes iguales y  paralelos son triángulos , el pris­
ma se dice triangular: si dos quadriláteros, qua- 
dranguiar : si dos pentágonos, pentagonal & c . , to­
mando siempre el nombre de la figura de dichos 
planos paralelos : qualquiera de estos A B C se lla­
ma base ; y  la perpendicular que del plano opuesto 
D E F  cae sobre la base, es la altura : quando la 
recta D A  es perpendicular á la base A B C  , el pris­
ma se dice rectángulo ; pero si es obliqua como P M 
á la base M N O , el prisma se dice obliquángulo.

escolio . Si se concibe que el plano M N O  se 
mueve por la recta M P  con movimiento igual y 
paralelo , describirá el prisma Z ; y  si el plano ge­
neratriz es triángulo, se dice el prisma triangular: 
si quadrilátero , quadrangular. También si la recta 
P M es perpendicular á dicho plano , se dice el pris­
ma rectángulo ; y  si es obliqua , obliquángulo : y  de 
esta definición real se infiere, que los dos planos 
opuestos M N  O , P Q R son iguales semejantes y 
paralelos, y que los otros son paralelogramos , por­
que la recta M N producirá al paralelogramo M R, 
la recta N O al paralelogramo N Q , y  la recta MO 
al paralelogramo M Q.

c o r o l a r i o . El prisma Z se puede concebir com­
puesto de tantos planos iguales semejantes y  parale­
los á la base M N O  quantos pueden pasar por la 
altura, y  por consiguiente la solidez del prisma se­
rá el producto de la base M N O  por la altura P S.

XIV. Paralelepípedo es un sólido contenido de
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seis planos, de los quales cada dos N ^
opuestos son paralelos, como el só­
lido A  M contenido de los quadri- 
láteros A C ,A N ,B M , A F,C N ,LM .

e s c o l i o . Si un paralelogramo 
A C se moviese por una recta A L  
con movimiento igual y  paralelo , produciría un pa­
ralelepípedo A M ; y  de esta definición real se in­
fiere , que los planos opuestos A C , L  M son para­
lelogramos iguales y  semejantes: si la recta A L 
es perpendicular á la base A C , el paralelepípedo 
se dice rectángulo; y  si es obliqua, se dice obli- 
quángulo.

c o r o l a r i o . El pa ralelepípedo es una especie  de  
p r is m a , y  se pu ede co n ce b ir  com pu esto de tantos  
planos iguales y  semejantes á la base A  C quantos  
pueden pasar por la  altura A L , y  por consiguiente  

la solidez del p a ralelepípedo es el p ro d u cto  de la  
base por la  altura.

XV. Cubo es un paralelepípedo terminado por 
seis planos quadrados iguales.

PROPOSICION I. TEOREMA.

De una recta no puede haber parte en un plano otra 
parte elevada ó fuera de él.

p r e p . Si fuese posible, esté una 
parte A C de la recta A C B en el /
plano H L , y  en él prolongúese ¡— -—
A C hasta E. / /  - e /

d e m . Por suponerse A  C B una /  c .../
linea r e c t a , se tendrán dos rectas ^ ------------- '
A B , A E con un segmento común A C ; pero esto 
es imposible ( ax. x iv ) : luego también lo es que una 
recta pueda estar parte en un plano & c.
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e s c o l i o . Si dos puntos A  , B es- 
tan en un plano H L , la recta A  B 
que los junta estará también en el 
mismo plano ; porque si la recta 
A C B  estubiese fuera, tirando en el 
plano la recta A F B , las dos rectas A C B , A F B 
encerrarían espacio : lo que es imposible (ax. x i i i ) .

PR O P O SIC IO N  I I . T E O R E M A .

S i dos rectas se cortan, estarán en un mismo plano, 
como también todas las partes de qualquier 

triángulo.

e x p . Córtense mutuamente en 
el punto A las dos rectas A B , AC: 
digo que estarán en un mismo pla­
no , como también todas las partes 
del triángulo A B C .

d e m . Si alguna parte del trián­
gulo estubiese fuera del plano, como A E F , tendría 
la recta A  B la parte B E en el plano , y  la _ E A 
elevada , ó fuera de é l ; y  asimismo C F estaría en 
el plano , y  F A  elevada , ó fuera de é l ; pero esto 
es imposible (prop. i): luego todo el triángulo está 
en el mismo plano , y  por consiguiente por quales- 
quiera dos rectas que se cortan puede pasar un pla­
no , ó bien están en un mismo plano.
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PROPOSICION III. TEOREM A.

X

I-1

A
N T ..........

------------------- 'H

Si dos planos se cortan en dos puntos, la común sección 
es una linea recta.

e x p . Córtense los dos planos LH,
KF en los puntos E , A : digo que la 
común sección E A  será una linea 
recta.

d e m . Los puntos E , A se suponen en el plano 
LH : luego la recta E A  que los junta está con ellos 
en el mismo plano L  H ( esc. prop. i ) : por la misma 
razón estando los puntos E , A  en el plano F K , la 
recta E A  estará también en dicho plano : luego la 
común sección de ambos planos es la linea recta E A .

LEM A.

Si de un punto fuera de un plano caen rectas sobre 
dicho plano inclinadas é iguales entre s í , todos sus 
extremos, se hallarán en la circunferencia de un 

mismo círculo.

e x p . Desde el punto A  caigan 
sobre el plano H L las rectas A  C,
A F , A E inclinadas é iguales en­
tre s í : digo que sus extremos C , E,
F &c. se hallarán en la circunfe­
rencia del círculo C E F.

p r e p . Caiga AB perpendicular 
sobre el plano, y  tírense en él las rectas B C , B F, B E.

d e m . Siendo A  B perpendicular al plano H L , lo 
será también á las rectas B C , B F, B E  (def. iii) , y  
los triángulos A B C ,  A B F , A B E  rectángulos en 
B , que tienen las hipotenusas A  C , A  F ,A  E iguales



por suposición , y  el lado A B co­
mún , tendrán los lados B C ,  B F,
B E iguales (cor. prop.xiv lib.in): 
luego" el círculo descripto con el 
intervalo B C pasará por los pun­
tos F y E  : lo mismo se verifica de 
quantas rectas iguales cayeren des­
de el punto A sobre el plano H L ; y  por consigniente 
si de un punto fuera de un plano & c.

PR O PO SICIO N  I V . T E O R E M A .

S i una recta es perpendicular á otras dos en el punto 
en que se cortan, será también perpendicular al piar,o 

en que se bailan.

e x p . Sea la recta A B perpendi­
cular á las C K , E F en el punto B 
en que se cortan : digo que será 
perpendicular al plano H L en que 
se hallan.

p r e p . En el plano H L  tírese 
por el punto B qualquiera recta 
M N , y  desde A  con qualquier intervalo A  C ma­
yor que A  B , córtese C K en los puntos C , K : cór­
tese con el mismo intervalo E F en los puntos E , F, 
como también la recta M N en los puntos M , N , y 
tírense las rectas A C , A M , A E , A K , A N , A F .

d e m . Los puntos C , M , E , K  & c. están todos 
(por el lema) en la circunferencia de un mismo círcu­
lo E M C F N K , y  siendo (cor. prop.xiv lib.m) los 
triángulos rectángulos A B C , A B E , A B K  total­
mente iguales , lo serán también Lis rectas B C ,B E , 
B K : luego (prop. ix lib. cit.) el punto B es centro 
del círculo M C N E , y  (def. xv lib. i) M B r B N :  
luego en el triángulo isósceles M A N  la recta A B,
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que divide por medio á la base M N , es perpendi­
cular á ella (cor. n prop. v lib. i ) : lo mismo se ve­
rifica de qualquiera otra recta que pase por el pun­
to B : luego (def. m ) la recta A  B es perpendicular 
al plano H L : que era &c.

PR O PO SICIO N  V . T E O R E M A .

S i una recta es perpendicular á otras tres en el punto 
en que se cortan , las tres rectas estarán en un misma

plano.

e x p . Sea la recta A B perpen­
dicular á las tres B C , B E , B F en 
el punto B en que se cortan: digo 
que estarán en un mismo plano HL.

d e m . Porque las dos rectas B C,
BE se cortan, estarán en un mismo 
plano H L (prop. n ) , y  siendo A B perpendicular á 
ambas, lo será también al plano en que se hallan 
(prop. iv ): también estará en el mismo plano la rec­
ta B F , pues de lo contrario estaría elevada , for­
mando el ángulo agudo A  B F , ó debaxo del plano, 
formando el ángulo obtuso A B F : luego suponién­
dose dicho ángulo A  B F recto , las tres lineas B C, 
B E ,B F  estarán en un mismo plano HL: que era &c.

PR O PO SICIO N  V I . T E O R E M A .

S i dos rectas son perpendiculares á un plano, 
serán entre sí paralelas.

e x p . Sean las dos rectas A B , C K  
perpendiculares al plano H L : digo 
que serán entre sí paralelas.

d e m . Por suponerse las rectas 
A. B , C K perpendiculares al plano H



H L , estarán en un mismo plano rec­
to ó perpendicular A K  (cor. def.iv), 
siendo B K la común sección de am­
bos planos (prop. i i i ) ; pero el ángu­
lo A B K es recto ( def. m ) ,  como H 
también el ángulo CKB:  luego (prop. 
xxvin lib. i) las rectas A B , C K son paralelas : que 
era &c.

PR O PO SICIO N  V I I . T E O R E M A .

La recta que junta dos puntos de dos paralelas, 
está en el plano de las mismas.

e x p . Junte la recta B C los dos puntos C , B 
de las paralelas A  B , C K : digo que se hallará en 
el plano de estas. Consta del escolio de la prop. i.

PR O PO SICIO N  V III . T E O R E M A .

De dos paralelas si la una es perpendicular 
á un plano , también lo será la otra.

e x p . Sean las dos paralelas A  B, a  c  

C K , y  la una, como C K , perpendi­
cular al plano H L : digo que también 
lo será la otra A B.

p r e p . Tírense las rectas B C ,B K , 
y  fórmese sobre B K en el plano H L  H p 
el triángulo BFK  , de suerte que sea 
B F r r C K ,  y  F K r r B C ,  y  tírese C F.

d e m . En los triángulos C K B , K B F se tiene 
por construcción B F  =  C K , F K z r B C ,  y  B K  co­
mún : luego (prop.vm lib.i) son totalmente iguales, y 
el ángulo F B K zrC K B ; pero este es recto (def. i i i ): 

luego (ax. i) también lo es el ángulo F B K : asimis­
mo en los triángulos C K F ,  C B F  se tiene CK rrB F, 
B C = : F K , y C F  común : luego (prop. cit.) el ángulo 
C B F ~ C K F ;  pero este es recto (def. 111): luego
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(ax.i) también lo es el ángulo CB F : siendo pues BF 
perpendicular á las rectas B C , B K , y  estando estas 
(prop. v i i) en el plano A K de las paralelas A B, 
C IÍ, será (prop. iv) perpendicular al plano A K : lue­
go el ángulo A B F es recto (def. m ) : asimismo por 
ser A  B y  C K paralelas, y  el ángulo C K B recto, 
lo será también el ángulo A B R  (prop. xxix líb. i ) : 
luego siendo los ángulos A B F , A B K rectos , será 
A B  peroendicular al plano H L  (prop. iv) ,  y  por 
consiguiente de dos paralelas , si la una &c.

PR O PO SICIO N  IX . T E O R E M A .

Las rectas paralelas á otra , son paralelas entre 
s í , aunque esten en diversos planos.

e x p . Sean las rectas A B ,  C D  A e  c 
paralelas á la E  F , y  no esten las 
tres en un mismo plano: digo que 
A B será paralela á C D.

p r e p . Tírese en el plano de las 
A B , E  F la recta L H perpendicu- b ó? i  
lar sobre E F , que también lo será 
á-la A  B (lem. lib. i ) : tírese asimismo en el plano de 
las C D , E F  la H K perpendicular sobre E F , como 
también la recta L K en el plano de las A B , C D- 

d e m .  Por ser E  H perpendicular á las rectas H L, 
H K , será también perpendicular al plano L H R  
en que se hallan (prop. i v ) , y  siendo A L , E H pa­
ralelas , también A  L será perpendicular al mismo 
plano L H K  (prop. viii) : por la misma razón C K 
es perpendicular á dicho plano L H K  : luego siendo 
las rectas A B , C D  perpendiculares al plano L H K ,  
serán entre sí paralelas (prop. v i) : que era &c.
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PR O PO SICIO N  X . T E O R E M A .

S i dos rectas que concurren en un punto , son para­
lelas á otras dos que concurren en otro , aunque esten 

en diversos planos , los ángulos comprehendi dos 
serán iguales.

e x p . Sean las dos rectas A B,
B C , que concurren en el punto B, 
paralelas á otras dos E F , F H, 
que concurren en el punto F de ^ 
diverso plano : digo que el ángulo 
A B C - E F H .  r

p r e p . Córtese E F z r A B , F H r r B C , y  tírense 
las rectas A E , B F , C H , A C , E H .

d e m . Por ser A B , E  F iguales y  paralelas, tam­
bién lo serán las A E ,B F  que las juntan (prop. xx’xni 
lib. 1) : por la misma razón son iguales y paralelas 
las rectas C H , B F :  luego (prop.ix y  ax.i) las A E, 
C H son iguales y  paralelas entre sí: también (prop. 
xxxiii lib. 1) A C , E H son iguales y  paralelas: lue­
go (prop. vm  lib. 1) los triángulos A B C , E F H son 
totalmente iguales, y  por consiguiente el ángulo 
A B C - E F H :  que era & c.

PR O PO SICIO N  X I. PR O B L E M A .

Baxar una perpendicular á un plano desde un punto 
dado fuera de él.

e x p . Desde el punto A fuera del 
plano H L pídese baxar á él una 
perpendicular.

o p e r . Tírese en el plano qual­
quiera recta B C : báxese A E per­
pendicular sobre CB(prop.xnlib.i),
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y  por la xi del mismo desde E tírese en el plano la 
recta E F perpendicular sobre B C : desde A báxese 
la perpendicular A  X sobre E F , y  dicha perpendi­
cular A  X lo será también al plano H L como se 
pide.

prep. En el plano H L tírese X R paralela á B C. 
dem. Por ser B E perpendicular á las E F , E A, 

será perpendicular al plano X E A ( prop. iv ) , y  
siendo R X y  B E paralelas , también R X será per­
pendicular á dicho plano (prop. viii): luego será 
perpendicular á la recta X A (def. n i ) , y  por consi­
guiente siendo A X perpendicular á las rectas X R, 
X E , será (prop. iv ) perpendicular al plano H L  en 
que se hallan : que era & c.

PR O PO SICIO N  X II. P R O B L E M A .

Dado un punto en un plano , levantar una perpendi­
cular á dicho platió.

e x p .  Sea dado en el plano H L 
el punto A , desde el qual se pide 
levantar una perpendicular.

o p e r . Desde qualquier punto E 
fuera del plano báxese E F perpen­
dicular á él (prop .xi): tírese A B  H 
paralela á E  F , y  será perpendicular al plano H L. 
Consta de la proposicion v i i i .

e s c o l i o . Prácticamente se hace aplicando en A  
dos esquadras T A Q , S A V , de suerte que los dos 
brazos A  Q , A V  , se junten en el punto A , y  los 
otros dos A T , A  S formen en el plano qualquier 
ángulo T A S .  ^
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PR O P O SICIO N  X III . T E O R E M A .

De un mismo punto no se puede baxar ni levantar 
mas que una perpendicular á un plano.

d e m . Lo primero : desde un 
punto A  no se puede baxar mas 
que una perpendicular A  B al pla­
no H L , y  si se pudiese tirar qual- 
quiera otra A  C : tírese también 
C B. En el triángulo A B C ,  siendo 
el ángulo B recto, el ángulo C será 
agudo (cor.iv prop.xxxn lib. 1 ) , y  por consiguiente
la recta A  C inclinada.

Lo segundo: desde un punto E solo puede elevarse 
la perpendicular E F al plano H L , porque tirando 
otra qualquiera, como E K , pasará un plano por 
ellas , que harán en plano H L la común sección 
E  M , y  siendo el ángulo F E M recto , el ángu­
lo K E M será agudo , y  por consiguiente la recta 
E  K inclinada: luego de un mismo punto & c.

PR O PO SICIO N  X IV . T E O R E M A .

S i una recta es perpendicular á dos planos, 
estos serán paralelos.

e x p . Sea la recta A B perpendi­
cular á los planos H L , N M : digo 
que estos serán paralelos.

p r e p . Tírese en el plano H L 
qualquiera recta A  C , y  en el plano 
de las A B , A  C tírese C E paralela 
á A B , como también B E.

D E M .  Por ser las rectas A B ,  C E paralelas ,  y la

\ 
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A B perpendicular á ambos planos , también lo será 
C E (prop. v iii) : luego los ángulos A , B, E , C son 
rectos (def. m ) , y  ( prop. xxvm lib. i ) las rectas 
A C , B E paralelas : luego ( def. xxxy del mismo ) 
C B es un paralelogramo , y  ( prop. xxxiv lib. c it .) 
A B — C E : luego los planos H L , M N son equidis­
tantes (esc. def. vm ) y paralelos : que era &c.

PR O PO SICIO N  X V . T E O R E M A .

S i dos rectas que concurren en un plano son paralelas 
á otras dos que concurren en otro, dichos planos 

serán paralelos.

e x p . En el plano C B concurran x

H
las rectas A B , A C en un punto A, 
y sean paralelas á las L M , L N, 
que en otro plano M N concurren 
en el punto L  : digo que los planos 
B C , M N serán paralelos.

p r e p . Desde A  tírese A E perpendicular al pla­
no N M (prop. xi) , y  asimismo E F , E H paralelas 
á L M , L N.

d e m . Por ser A B , E F paralelas á M L , son pa­
ralelas entre sí (prop. ix) : luego los ángulos B A E, 
A E F  son iguales á dos rectos (prop. xxix lib. i ) ;  
pero el ángulo A E F es recto (def. m) por ser A E 
perpendicular al plano N M : luego también es rec­
to el ángulo B A E .  Del mismo modo se demuestra 
que lo es el. ángulo C A E , y por consiguiente sien­
do A E perpendicular á las rectas B A ,A  C , lo será 
al plano B C (prop. i v ) ; pero A  E es también per­
pendicular al plano N M por construcción : luego 
(prop. x iv) dichos planos sor paralelos: que era &c.
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A jr ..

M  B  ü  S

p r o p o s i c i o n  x v i . t e o r e m a .

S i un plano corta á dos planos paralelos, las comunes 
secciones serán paralelas.

e x p . Corte el plano M T á  los ^
A B , H L paralelos: digo que las 
comunes secciones N M , T S son 
paralelas.

d e m . Si no son paralelas , pro­
longadas en el plano M T concur­
rirán en un punto R , y  estando 
(prop. i) toda la recta M N R en el plano B A  , y  
toda la recta S T R en el plano H L , dichos planos 
concurrirán en el punto R , y  no serán paralelos, lo 
que es contra lo supuesto: luego siendo los planos 
paralelos , las comunes secciones N M ,S T  serán pa­
ralelas : que era &:c.

PR O PO SICIO N  X V II. T E O R E M A .

S i dos rectas son cortadas por planos paralelos, 
lo serán en segmentos proporcionales.

e x p . Córtense las dos rectas 
A  B , C D por los planos paralelos 
H , L , M en los puntos A , É  , B , C,
F , D : digo que serán proporciona­
le s ................. A E : E B :: C F : F D.

p r e p . Tírense las rectas A C ,E F ,
B D , C B.

d e m . Porque el plano del triángulo A B C  corta 
á los dos planos paralelos H , L , las comunes sec­
ciones A C , E S serán paralelas (prop. x v i ) , y  por 
la misma lo serán las B D , S F: luego (prop.n lib.vi)

K
A

L
E

M
P,

S
C
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serán proporcionales............. A E : E B : : C S : S B ,
Y ................ ............................... C S : S B :: C F : F D*
luego (prop. xi l ib .v ) ...........A  E : E B :: C F : F D.’

PR O PO SICIO N  X V III . T E O R E M A .

S i una recta es perpendicular á un plano , todos 
los planos que pasen por ella serán perpendiculares 

al mismo plano.

e x p .  Sea la recta A  B perpendi- ^ o 
cular al plano H L : digo que será 
también perpendicular al mismo 
qualquier plano que pase por ella, 
como A E.

p r e p .  Supuesto que el plano A E 
haga en el plano H L  la común sec­
ción B E , por qualquier punto X de esta tírese en 
el plano A E la X C paralela á A B , 

d e m . Las rectas A  B , C X son paralelas por 
construcción : luego siendo A B perpendicular al 
plano H L , también lo será C X ( prop. v i i i  ) : lo 
mismo se demuestra de qualquiera otra recta, que 
de otro qualquier punto de la común sección se 
tiie en el plano A E paralela a A  B , y  por consi­
guiente dicho plano A  E es perpendicular al plano 
H L (def. iv ) : lo propio se verifica de qualesquiera 
otros planos que pasen por la recta A  B : luego si 
una recta es perpendicular &ic.
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PR O PO SICIO N  X IX . T E O R E M A .

S i dos planos que se cortan son perpendiculares 
á otro plano , la común sección será también perpen­

dicular al mismo plano.

e x p . Córtense los dos planos ^
D C , F E , y  sean perpendiculares 
al plano H L : digo que la común 
sección A B  será perpendicular al 
mismo plano.

d e m . Por suponerse el plano F E 
perpendicular al plano H L , la perpendicular A  B> 
que se levante en el punto B, estará en el plano F E: 
por la misma razón estará en el plano D C ; pero 
dicha perpendicular en B es única (prop. xm ) : lue­
go habiendo de estar en ambos planos F E , D C, 
será la común sección A  B ; y por consiguiente si 
dos planos se cortan &c.

Las proposiciones x x , x x i , xxn y  xxm se omiten.

PR O PO SICIO N  X X IV . T E O R E M A .

Los seis planos que contienen á un paralelepípedo, 
son paralelogramos, y  cada dos opuestos semejantes

é iguales.

e x p .  Sea el paralelepípedo A M: n _____
digo lo primero, que los planos que x / í_, — 
le contienen A F , F C , O M , L O,
A  C y N F son paralelogramos.

d e m . Lo primero: son paralelo- jc  s
gramos porque siendo el plano A C 
cortado por los .oíanos paralelos L O , F C , las co­
munes seccionas A O , B C  son paralelas: también



porque el mismo plano A  C es cortado por los pla­
nos paralelos A F  , O M  , las comunes secciones A B, 
O C son paralelas (prop. xvi) : luego A C  (def.xxxv 
lib. i) es un paralelogramo : del mismo modo se de­
muestra que son paralelogramos los otros planos.

Lo segundo : cada dos opuestos A C , N F son se­
mejantes é iguales, porque siendo las rectas A B, 
B C paralelas á las L F , F M , los ángulos A B c ’ 
L  F M son iguales (prop. x ) , y por la misma razón 
lo son los demás ángulos. También porque A B = L F  
y  B C =  F M (prop. xxxiv lib. i ) , serán proporcio­
nales A  B : B C :: L F : F M ; y lo mismo se demues­
tra de los demás lados que comprehenden iguales 
ángulos: luego los planos A  C , L M son semejantes 
(def. i lib. v i)  , y  también iguales por ser todos los 
lados y  ángulos del uno iguales á los del otro. Del 
mismo modo se demuestra que los paralelogramos 
L  O , F C son iguales y semejantes , como también 
los opuestos A F , O M.

d e  o t r o  m o d o . Produciéndose el paralelepípe­
do A M por el movimiento igual y paralelo del pa­
ralelogramo A C  por la recta A L , los planos opues­
tos A C , L M serán paralelogramos iguales y  seme­
jantes (esc. def. iv). También si el mismo sólido se 
concibe producido por el movimiento del paralelo- 
gramo L O por la recta A B , los planos A N , B M  
serán paralelogramos iguales y  semejantes. Final­
mente puede concebirse producido del paralelogra­
mo A F moviéndose por la recta A O : y  los planos 
A F , O M serán también paralelogramos iguales y  
semejantes : luego los seis planos &c.
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PR O PO SICIO N  X X V . T E O R E M A .

S i un paralelepípedo se corta por un plano paralelo 
á los opuestos , quedara dividido en dos paralelepí­

pedos que tendrán la misma razón que sus bases.

e x p . Sea el paralelepípedo A K 
cortado por el plano M O paralelo 
á los A H , B K : digo que estará 
dividido en dos paralelepípedos 
A  O , M K , que tendrán la misma L̂: 
razón que sus bases A  N , N B.

d e m . Por ser el plano secante M O paralelo 
á los opuestos A H , B K , serán los sólidos A O, 
M K  paralelepípedos (def. x i v) ,  y  por estar en­
tre unos mismos planos paralelos, tendrán ambos 
una misma altura X Z : luego ( cor. def. xiv ) el
sólido..................... .............. . . . . A  O.— A N x X Z ,
y  el sólido.................................... M R z i N B x X Z j
por consiguiente seo A 0 : M K : : A N x X Z : N B x X Z  
rán proporcionales.)
pero (prop.xv lib.v) A N x X Z : N B x X Z : : A N : N B
luego (prop. xi lib. cit.)l . . A O : M K : : A N : N B
el paralelepípedo........ J
lo mismo se verifica de qualquier prisma.

c o r o l a r i o  i. De aquí se sigue que el sólido to­
tal A K al sólido parcial M K es como la recta A B 
á la recta M B , porque siendo por lo demostrado el
sólido.................................. A O : M K :: A  N : N B,
y  (prop. i lib. vi) el para-i A N . N B :: A M : M B, 
lelogramo...........................
será ( prop. xi lib. v ) A O : M K :: A  M : M B, 
sólido............................... J
y  (prop. xviii del mismo)-» A K : M K :: A  B : M B. 
el sólido............................J
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c o r o l a r i o  11. En qualquier prisma la sección 
paralela á los planos opuestos , es igual y semejante 
á ellos, se demuestra del mismo modo que el caso 
segundo de la proposicion xxiv.

Las proposiciones xxvi y  x x v i i  se omiten.

PR O PO SICIO N  X X V III. T E O R E M A .

S i un paralelepípedo es cortado por un plano dia­
gonal , quedará dividido en dos prismas triangulares 

totalmente iguales.

e x p .  Sea el paralelepípedo A K 
cortado diagonalmente por el pía- l. 
no H C B F : digo que quedará di­
vidido en dos prismas triangulares 
A B F L C H , B E F C K H  totalmente a- 
iguales.

d e m . Los planos paralelos A E , L K  son paralelo- 
gramos iguales y semejantes (prop. x x iv ) , y porque 
los cortan las diagonales FB,  HC , quedarán dividi­
dos en los quatro triángulos totalmente iguales ABF, 
F E B , L H C , H K C  (prop. xxxiv lib. i). También 
los paralelogramos opuestos A H,  B K son iguales y  
semejantes, como asimismo los paralelogramos LB, 
H E. También porque el plano secante BH corta á 
los planos paralelos A E , L K  , las comunes secciones 
F B , H C son paralelas (prop. x v i) ; y por cortar el 
mismo plano á los planos paralelos A H , B K ,  las 
comunes secciones F H , B C  son igualmente parale­
las : luego (prop. xxxv lib. i) el plano H B es un pa­
ralelogramo ; y siendo común á ambos sólidos, se­
rán estos dos prismas (def. x m ) , é iguales (def. x), 
por contenerse de igual número de planos iguales y  
semejantes : luego si un paralelepípedo A K &c.

c o r o l a r i o . El prisma triangular es la mitad del 
paralelepípedo.
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PR O PO SICIO N ES X X IX  Y  X XX . T E O R E M A S.

Los paralelepípedos que tienen una misma base y  al­
tura, son iguales.

/ . .  7 /

\ \ ^
\

, z \

Á \

e x p . Sean los paralelepípe­
dos X , Z , que tengan una mis­
ma base A , y  una misma altu- B 
ra B : digo que el paralelepípe­
do X =  Z.

d e m . Por el corolario de la definición xiv el pa­
ralelepípedo .............................................. X r  A  x B,
y  el paralelepípedo..................................Z  “  A  x B;
luego (ax. i) el paralelepípedo.......................X rz Z;
lo mismo se entiende de los prismas.

PR O PO SICIO N  X X X I. T E O R E M A .

Los paralelepípedos que tienen iguales bases y  al­
turas , son iguales.

Consta de la antecedente ; y lo mismo se entien­
de de los prismas.

PR O PO SICIO N  X X X II. T E O R E M A .

Los paralelepípedos que tienen una misma altura, 
tienen la propia razón que sus bases.

Consta de la prop. x x v : y lo mismo se entiende de 
los prismas.

c o r o l a r i o  I . Los paralelepípe­
dos A L , A M , que tienen una mis­
ma ó igual base A C , tienen la ra­
zón de sus alturas X Z , S Z , esto es,

\S



son proporcionales............... A L : A M : : X Z : S Z ,
porque el paralelepípedo.............A L z A C x X Z ,
y  el paralelepípedo......................A M z r A C x S Z ;
lu ego............... A L : A M : : A C x X Z : A C x 3 Z;

i r T& ? J A C x X Z : A C X SZ::XZ:SZ,
luego (prop. xi lib. c it .)---- A L : A M : : X Z : S Z ;
lo mismo se entiende de los prismas.

c o r o l a r i o  11. Qualesquiera dos paralelepípedos 
ó prismas tienen la razón compuesta de bases y  
alturas, porque qualesquiera dos productos tienen 
la razón compuesta de sus lados ó raices ; y  siendo 
los prismas ó paralelepípedos los productos de sus 
bases y  alturas (cor. def. x i v) ,  tendrán la razón 
compuesta de dichas bases y  alturas.

PR O P O SICIO N  X X X III. T E O R E M A .

Los paralelepípedos semejantes tienen la razón 
triplicada de sus lados homólogos.

e x p . Sean los pa- * -̂------- y,
ralelepípedos X , Z / I x  f r  / /
semejantes, y  sus la- x  / / \J-........./Ja
dos homólogos A B, jj/ .........£ z c ------ V
E F : digo que el pa- A ' ’ s 
ralelepípedo X al paralelepípedo Z tiene la razón 
triplicada de la que tiene el lado homólogo A B al 
lado homólogo E F.

PFvEP. Si los sólidos son obliquángulos, báxense de 
los ángulos iguales M ,L las perpendiculares M N, LK 
á las bases, y  tírense en estas las rectas A N , E K.

d e m .  Por suponerse los sólidos semejantes , esta­
rán contenidos de igual número de planos semejan­
tes (def. ix ) , y  los ángulos sólidos A , E estarán for­
mados de igual número de ángulos planos, cada uno 
igual á su correspondiente, por lo qual serán iguales

D E  L A  G E O M E TR ÍA .  2 9 5
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(def. x i i )  , y  se ajusta- * ^ ~I_s 
rán exáctamente, y  / j  / j 
las rectas A M , E  L  i  / x  J  J
coincidirán teniendo /.{£.........'¡/ 'c
iguales inclinaciones A  3
sobre las bases, esto es,el ángulo M A N  será igual al 
ángulo L E K . También por ser las rectas M N , L K  
perpendiculares á los planos de las bases, los ángulos 
en N y  K serán rectos (def.m); por consiguiente los 
triángulos M AN, LEK serán semejantes (prop.iv lib. 
vi), y  proporcionales alternando M N :LK ::M A :LE. 
También por la semejanza de los planos M B ,L F  se­
rán (def.i lib.vi y  prop.xvi lib.v) M A :L E :: A B :E F ; 
luego ( prop. xi lib. cit. ) . . . M N : L K : : A B : E F ;
asimismo (cor.m prop.xix, . A C . E  H :: A B ’ : E F ¡ 
lib. v i) ............................... /

ü £ ?y) '!  N X A  C  : L  K  X E H :: A B J: e T í

pero (cor. def.xiv) el paralelepípedo X r M N x A C ,  
y  el paralelepípedo.......................... Z r L K x E H ;
luego substituyendo será.............X : Z :: A  B : E  F.
Teniendo los cubos la razón triplicada de sus lados 
ó raices (prop. iv lib. v A r it .) , los paralelepípedos 
semejantes X , Z tendrán la razón triplicada de sus 
lados homólogos A B , E F: que era & c.

Si los sólidos fueren rectángulos , las lineas 
M A , L E  serian perpendiculares. á las bases ; y 
siendo (prop. xvi lib. v ) . . . .  M A : L E :: A  B : E F,
y  (cor, m prop. xix lib. vi) . .  A  C : E  H :: A  B : E F̂

será ( coim vJ M A x A C : L E x E H : :  A B 3: E F 3 
lem. i lib, v)i __  __’
esto e s , el paralelepípedo...........X : Z :: A  B3: E F.

c o r o l a r i o  i. En los paralelepípedos semejantes 
las alturas son proporcionales á qualesquiera lados 
homólogos.

U U IW A U IU  l i
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c o r o l a r i o  n .  Los paralelepípedos semejantes 
tienen la razón triplicada de sus alturas , ó bien son 
como los cubos de sus alturas.

c o r o l a r i o  n i .  Si á las dos rectas A B , E F se 
hallan dos continuas proporcionales P Q , R S , el 
sólido X al sólido Z tendrá la misma razón que la 
recta A  B á la recta R S , porque siendo las quatro 
cantidades A B , E F , P Q , R S  continuas proporciona­
les , la primera A B á la quarta R S tiene triplicada 
razón de la que tiene á la segunda E F (esc. prop.iv 
lib. v A rit.)

c o r o l a r i o  i v . Los prismas semejantes tienen la 
razón triplicada de sus lados homólogos ó de sus al­
turas , ó bien son como los cubos de sus lados ho­
mólogos ó de sus alturas.

PRO PO SICIO N  XXXIV, TEOREM A.

Los paralelepípedos iguales tienen las bases y  altu­
ras recíprocas ,y  si las bases y  alturas son recíprocas, 

los paralelepípedos serán iguales entre sí.

D E  L A  G E O M E T R Í A .

e x p . Sean iguales 
los paralelepípedosX, 
Z : digo lo primero, 
que sus bases serán 
recíprocamente pro­
porcionales á las altu­
ras , esto es

A  M T f / A  ? x /

i % ! ^

/ / E  rji /

• • • • • • • • A C : E H : : S T : M N .  
d e m . Por lo supuesto-» ,, _  „

el paralelepípedo............./ .............  ’
pero ( cor. def. x iv ) el p ao  y  — A C * M N
ralelepípedo..................... / ............ .. L ’
y el paralelepípedo......................... Z r E H x S T ;
luego ( ax. i ) ................... A C x M N ~ E H x S T ,

^ e m-llÍb -V)pr0- } A C : E H : : S T : M N .



/ I  ¥  Ic / / L .  i  * /

; ^
' i ±

,-Á - j í 1/ / S  T /

Lo segundo : si 
las bases y  altu­
ras son recíprocas, 
los paralelepípedos 
serán iguales , por­
que siendo por lo su­
puesto ....................................A C : E H : : S T : M N ,
será (1 part. lem. 1 lib .y) . . A C x M N n E H x S T ;  
pero (cor. def.xiv) el paralelepípedo X z A C x M N ,
y  el paralelepípedo........................... Z ~ E H x S T ;
luego ( ax. 1) el paralelepípedo . . . .  X =  Z; 
y  lo mismo se entiende de qualesquiera dos prismas.

La proposicion xxxy se omite.

2 9 8  L IB R O  UND ECI MO

PR O PO SICIO N  X X X V I. T E O R E M A .

S i tres rectas son continuas proporcionales, el para­
lelepípedo hecho de las tres es igual al paralelepípedo 

equiángulo hecho de la media.

e x p . Sean conti­
nuas proporcionales 
las tres rectas A  , B, 
C , y  hágase de to­
das el paralelepípedo 
X , de suerte que sea 
E F z A ,  E L  =  B,

J3

A
\ X:n

3?

y  E H r C ,  formando qualquier ángulo sólido E: 
hágase también el paralelepípedo Z , de suerte que 
las tres rectas M N , M P , M O  sean iguales á la 
media B , y  el ángulo sólido M zz E : digo que los 
paralelepípedos X y  Z serán iguales.

d e m . Siendo por lo supuesto A  : B :: B : C , esto 
e s , E F : M N : : M O : E H , y e l  ángulo H E F ^ O M N  
por construcción , los paralelogramos H F , O N son 
iguales (prop. xiv lib. v i). También por ser los án­



gulos sólidos E , M iguales, se ajustarán (def. xn), 
coincidiendo las rectas E L , M P ,  que por ser 
iguales á la recta B , serán iguales entre s í , y  los 
puntos L , P convendrán : luego las perpendiculares 
que de ellos cayeren sobre las bases , serán iguales; 
y  siéndolo también las bases H F, O N por lo demos­
trado , los paralelepípedos tendrán bases y  alturas 
iguales , y  por consiguiente (prop. xxxx) serán igua­
les : lo mismo se verifica de los prismas triangulares 
por ser mitades de los paralelepípedos.

PR O P O SICIO N  X X X V II. T E O R E M A .

S i quatro rectas son proporcionales , los. paralelepí­
pedos semejantes formados sobre ellas, serán también 
proporcionales; y  si los paralelepípedos semejantes 

son proporcionales también lo serán lUs rectas.

e x p . Sean proporcionales A : B -A.

:: C : D ; digo lo primero , que el só- ----- ------ -
lido formado sobre A al semejante -----— -
formado sobre B , es como el sólido 
formado sobre C al semejante formado sobre D.

d e m . Siendo por lo supuesto A : B : : C : D, 
también serán proporcionales sus cubos, esto es,
A 3: B3: : C 3: D 3(prop. v lib. v Arit.); pero los sólidos 
semejantes son como los cubos de sus lados homólo­
gos (prop. xxxiii) : luego los paralelepípedos serán 
también proporcionales. Lo segundo : si los sólidos 
semejantes son proporcionales, lo serán los cubos de
sus lados homólogos , esto es, A 3: B3: : C 3: D 3; y  por 
consiguiente lo serán también sus raíces cúbicas 
A : B :: C : D : que era &c.

Lo que se dice de los paralelepípedos, se entiende 
de qualesquiera prismas semejantes.
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3°° LIBRO DUODÉCIMO.
1 'rata Euclides en este libro de las quatro espe- 

cies de sólidos, pirámide, cono, cilindro y  esfera.
“

D E F IN IC IO N E S.

I. Pirámide es un sólido A B C E F  
comprehendido de los triángulos 
A B C , A C E , A E F , A B F ,  que 
saliendo de los lados de un plano 
B E , concurren todos en un punto 
A  : el plano B E se dice la base, y  b 
puede ser triángulo quadrilátero, 
ó qualquiera otra figura , de la qual la pirámide to­
ma el nombre ; de suerte, que si la base es triángu­
lo , la pirámide se llama triangular : si quadrilátero, 
quadrangular & c . , y  generalmente se dice polígona 
si la base es un polígono. Los triángulos que forman 
la pirámide son tantos quantos son los lados de la 
base de donde salen , y  el punto A  del concurso se 
llama vértice ó cúspide. La altura de la pirámide es 
la perpendicular A  Z que cae desde el vértice so­
bre la base , ya caiga dentro ó fuera de ella. Tam­
bién si dos pirámides tienen sus bases en un mismo 
plano , y  el vértice es común , tendrán una misma 
altura , ó bien si las bases y  los vértices están entre 
dos planos paralelos, pues la perpendicular entre 
ellos será la altura.

II. Si una recta indetermi­
nada A B, teniendo fixa la ex­
tremidad A , se moviese por to­
da la circunferencia de un cír­
culo B D C ,  describiría una su- 3 
perficiecónica, y el sólido com­
prehendido de ella y  del círculo se llama cono: el 
punto fixo A  se dice vértice ó cúspide : la recta AB



lado ; y  la recta A  X tirada al centro del círculo ó 
base, se llama el exe: quando el exe A X es perpen­
dicular al plano del círculo, el cono se dice recto; 
y si es obliqüo , se llama escaleno.

El cono recto se produce si el trián­
gulo A B C  rectángulo en B se mueve 
sobre el lado A B , como exe inmoble, 
dando una vuelta entera al rededor de él.

La perpendicular que del vértice cae 
sobre el plano de la base , es la altura del cono?

e s c o l i o . Si del centro B del círculo 
B E F sale elevada la recta B A , y  por ella se mue­
ve el círculo con movimiento paralelo, de tal suer­
te , que á proporcion del ascenso se disminuya el 
radio, hasta que llegando al extremo A , quede redu­
cido á un punto , se producirá el cono ; y si la recta 
A B es perpendicular al círculo , se tendrá el cono 
recto ; y  si es obliqüa , el escaleno. De esta produc­
ción se sigue , que qualquiera sección H L paralela 
á la base C F , es también círculo , y  que los radios 
B C , S H son proporcionales con las rectas B A ,SA : 
finalmente, que el cono es un agregado de tantos 
círculos paralelos al de la base , quantos pueden pa­
sar por la altura, y  que sus rayos se disminuyen á 
proporcion del ascenso, hasta desvanecerse en el 
vértice A.

III. Si por la circunferen­
cia de dos círculos A B C , K E F  
iguales y  paralelos se mueve 
una recta A K , dando una re­
volución entera, producirá la 
superficie cilindrica ; y  el sóli­
do contenido de esta y  de los 
dos círculos paralelos, se llama cilindro: la recta 
X Z , que junta los centros, se llama exe , y  la rec­
ta A K lado del cilindro : si el exe X Z es perpendi-

D E  L A  G E O M E T R Í A .  g O I



m*.-..- > <
H

3°2 L I B R O  D U O D É C I M O

cular entre los dos planos pa­
ralelos , el cilindro se dice Tec­
to ; y  si es obliqüa, escaleno: 
qualquiera de dichos círculos 
paralelos se llama base, y  la  
perpendicular entre ellos es la  
altura

e s c o l i o . Si un círculo K E F  ascendiese con mo­
vimiento paralelo , llevando el centro Z por la rec­
ta Z X , produciría el cilindro. Si dicha recta Z X 
es perpendicular al plano del círculo, el cilindro 
será recto ; y  si es obliqüa , escaleno. De esta pro­
ducción se infiere, que los planos opuestos A B C ,  
K E F  son dos círculos iguales y  paralelos; y  que 
qualquiera sección M N O paralela á la base, será 
también círculo. Finalmente puede concebirse el ci­
lindro compuesto de tantos círculos paralelos á la 
base , quantos pueden pasar por su altura.

IV. Esfera es un sólido A B C  EX  B 
comprehendido de una superficie cur­
va , equidistante por todas partes de 
un punto X, que tiene dentro , llama­
do centro, desde el qual todas las 
rectas X A ,X E & c. tiradas á la super­
ficie curva , son iguales, y  se llaman 
radios : qualesquiera rectas que pasan por el centro, 
y  se terminan en la superficie , son iguales entre sí, 
por componerse de dos radios iguales.

e s c o l i o . Si un semicírculo A B C  diese una vuelta 
al rededor de su diámetro A  C inmoble, produciría la 
esfera: el diámetro A C  se dice exe de ella, y  la semi­
circunferencia A B C  prócluce la superficie esférica.

V. Conos y  cilindros semejantes son aquellos 
cuyos exes y diámetros de las bases son proporcio­
nales , y  los ángulos que forman los exes con las ba­
ses , son iguales.



e x p . Sean dos conos A  B C D,
E F H L ,  por cuyos exes A X ,E Z  
pasen los planos B A D , F E L 
perpendiculares á las bases, se­
rán los ángulos A  X D , E Z L 
las inclinaciones de los exes so­
bre las bases: y  si estos ángu­
los son iguales, y proporcionales A X :B D ::E Z :F L , 
se dirá que los conos son semejantes.

Del mismo modo si por los exes 
R S , X Z de los cilindros pasan los 
planos A D , E L  perpendiculares á 
las bases , y  los ángulos R S D , X Z L  
son iguales , y  son también propor­
cionales RS : BD:  : X Z : D L ,  se dirá 1 
que los cilindros son semejantes.

VI. Una magnitud se dice degenerar en otra 
quando la diferencia entre ellas es menor que qual­
quiera cantidad asignable: por esto un círculo se 
puede tomar por un polígono regular de infinitos 
lados infinitamente pequeños, respecto de que la 
diferencia entre el circulo y  el polígono , es insen­
sible ó menor que qualquiera cantidad dada, por 
mínima que sea; ó bien porque la diferencia entre 
dicho círculo y el polígono puede tenerse por cero. 
También considerando al círculo como un polígono 
de infinitos lados infinitamente pequeños, el cono 
será una pirámide infinitángula, y  el cilindro un 
prisma infinitángulo ; de suerte, que todo lo que se 
verifica de la pirámide y  del prisma, se entiende 
también del cono y  del cilindro.

D E  L A  G E O M E T R Í A .
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PR O P O SICIO N  I .  T E O R E M A .

Los polígonos semejantes inscriptos en los círculos, 
tienen la razón duplicada de sus radios ó diametros; 

ó bien son como los quadrados de sus radios 
ó diámetros.

;•..d.
\\ ) \\

e x p . Sean los po­
lígonos A  C , H L 
inscriptos en los cír­
culos X y  Z , cuyos 
radios son C X , L Z: 
digo que serán pro­
porcionales el polígono . . . .  A C : H L : : C X  : L Z.

p r e p . De los centros tírense radios á los ángulos, 
y  quedarán divididos los polígonos en igual número 
de triángulos isósceles; y  suponiendo el ángulo B C E  
r= K L M , tírense las cuerdas B E , K M.

d e m . Los triángulos B C E , K L M son semejan­
tes (prop. xx lib. v i ) , y  por consiguiente el ángulo 
R rr S ; pero (prop. xx lib. i i i )  el ángulo R es mitad 
del ángulo T , y  el ángulo S mitad del ángulo V: 
luego (ax. v i i )  el ángulo T r r  V ,  y  los triángulos 
isósceles B X C , K Z L , que tienen los ángulos en 
el vértice iguales , tendrán (cor.vn prop.xxxn lib.i) 
los ángulos sobre la base iguales , y (prop.iv lib. vi) 
serán semejantes: del mismo modo se demostrará 
que los triángulos C X E , L Z M son semejantes, y 
así de todos los demás; pero (prop. xix lib. vi) el
triángulo..........................B X C : K Z L : : X C : Z L ,
y  por la misma el 
triángulo . . . .  
luego (prop. xi lib.v)i g X C : K Z L : ; C X E : L Z M ; 
el triangulo............. J

e1} . . c
•  •  J

X E : L Z M : : X C 2: Z L;



y  asi de los demás: luego (prop.xii lib. y )  todos 
os triangulos del polígono A C á todos los del po­

lígono H L  serán como Un triángulo B X C á otro 
K Z . L ,  esto es, el polígono A C : H L : : B X C : K Z L -
pero por lo demostrado! „  T, — - __’
el triángulo................... }  • • B X C : K Z L : : X C  :Z L !
luego ( prop. xi lib. v )i . ^ __ ____’
el polígono................... /* * * C : H L :: X C 2: Z L 2

PR O PO SICIO N  II . T E O R E M A .

Los círculos tienen la razón duplicada de sus diá­
metros ó radios, ó bien son como los quadrados 

de sus diámetros ó radios.

e x p . Sean los cír­
culos X , Z , y  sus râ - 
dios A C , E  K : digo 
que son proporciona­
les X : Z :: A C 2: EK?

d e m . Concibiendo 
los cuculos (def. 111) como polígonos regulares y  
semejantes de lados B C , F K infinitamente peque­
ños  ̂ y  que de los centros salen radios á todas las 
divisiones, cada superficie quedará dividida en igual 
numero de triangulos isosceles sensiblemente rec­
tilíneos ; y  siendo (prop. xx lib. vi) los del círculo 
X en igual número y  semejantes á los del círculo 
Z la razón que un triángulo A B C  tenga á otro 
E F K ;  esa misma tendrán (prop. x i i  lib. v) todos 
los triángulos que componen el círculo X , á todos 
los que componen el círculo Z ; pero el triángulo
A B C  al triángulo E F K  es como Á  C 2 á H í 2 
(prop. xix lib. v i ) : luego (prop. xi lib. v )  el círculo 
X : Z :: A  C 2: E K2; que era &c.

d e  l a  GEOM ETR ÍA .  2 0 5
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Las proposiciones m y iv se omiten poique son 
■prolixas y  sirven únicamente para demostiai la 
quinta, que con mas facilidad se consigue por el 
siguiente

g 05 L I B R O  D U O D É C IM O

LEM A.

En qualquiera pirámide ¡a sección paralela a la base 
es semejante á ella.

e x p . Sea la pirámide A B C E P , A 
y  en ella la sección K M N  O para­
lela á la base B C E P  : digo que se­
rá semejante á ella.

d e m . Porque a los planos para­
lelos B E , K N los corta el plano 
del triángulo B A  C , las comunes 
secciones B C , K M son paralelas (prop.xvi lib.xi;) 
y  porque á los mismos planos los coita el del trian­
gulo C A E ,  las comunes secciones C E , M N  son 
igualmente paralelas (prop. c it.); y  así de los de- 
más lados. También porque las rectas B C , C E son 
paralelas á las K M , M N por lo demostrado , se­
rá el ángulo B C E - R M N  ( prop. x lib. x i ), 
y  por la misma razón el ángulo C E P - M N O ,  
E P B z r N O K  y  P B C - O R M :  luego la sección 
K N  es equiángula á la base B E. También por ra­
zón de las paralelas K M , B C los triángulos A KM, 
A  B C son semejantes (cor.n prop.iv lib. v i) , y  pro­
porcionales ......................... K M : M A : : B C : C A :
asimismo por razón de las\ j y j ; A - M N : : C A : C E
paralelas M N , C E  será../
lue^o ( prop. xxii lib. v ) . . . K M : M N : : B C :  C E  
y  así de los demás lados: luego siendo la sección 
K N equiángula á la base B E ; y  teniendo sus lados 
proporcionales á los de esta, será semejante á ella 
(def. i lib. v i) :  que era &c.



e s c o l i o . Si un rectilíneo B E  se mueve por la 
recta B A  con movimiento paralelo, disminuyén­
dose cada lado a proporcion del ascenso , hasta 
desvanecerse todos en el extremo A , producirá 
una pirámide; y  por consiguiente esta se puede 
concebir compuesta de tantos planos semejantes 
y  paralelos á la base, quantos pueden pasar por su 
altura.

• ARI°- i En la pirámide qualquiera sec-
a1Ct/ Twr Para^ a a â base cortará una pirámide 
A K M N O  semejante a la total, porque está ter­
minada de igual numero de planos semejantes ( def.
ix lib. x i );  y  lo mismo se verifica en el cono res­
pecto de degenerar este en una pirámide infini- 
tangula ( def. v i ).

D E  L A  G E O M E T R Í A .  ^ 0 7

PR O PO SICIO N  V . T E O R E M A .

Las pirámides triangulares de igual altura, 
tienen la misma razón que sus bases»

e x p . Sean las pirámides tri­
angulares A B C E , F E L H  
de igual altura : digo que esta­
rán en la razón de sus bases 
B C E r E L H .

p r e p . Dispónganse las pirá­
mides de suerte que sus bases 
esten en un mismo plano B L ; y  
porque se suponen de iguales al­
turas , los vértices A , F estarán en un mismo plano 
P V paralelo al de la base B L (def. i) : córtense di­
chas pirámides por un plano K R paralelo al de las 
bases.

Los planos B C E , K M N  son semejantes
X 2

DEM.
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por el lema : luego ( prop. xix lib. vi )_el tnsm-
gulo .............B C E : K M N : : C E : M N

las^Malefas C E ° M ^ |  . . C E : M N : : E A :  N A ,

K S m  '••••• : * S ;
luego (prop.xi lib.v) eH B C E : K M N  ::E A  :N A. 
triángulo....................... .
del mismo modo se de-'i g p * . Qp*
muestra que el trian , ii. L H . • • • ,
guio..................... ..
también porque a las
rectas E  A , E  F las cor- _
tan los tres planos p a-j-. . E N . N  A . . E U .  , 
ralelos P V ,  K R , B L , i
será (prop.xvn lib.xi)..J „  
y  ( prop. xvm lib. v ) ...........E A : N A ;  • ^
luego (prop. xxii lib. vi) . . .  E  A*: N A :: E  F : O ,

mostrado qlKTel'trián-lB C E : K M N :: I ? =  * *
gu io ............................. J __ ___a
como también que el |  p  l  h  : O R S ::  E  F*: O F*
triángulo..................... '
será (prop. xi lib .v) e ljB C E :K M N ::E L H :O R S ,

y  (prop!xvi del mismo) • • B C  E : E  L H :: K M N : O R S.

Lo mismo se verifica de quan­
tas secciones se hagan en ambas 
pirámides por planos paralelos 
á las bases : luego suponiéndose 
las alturas iguales, las secciones 
ó planos serán en igual numero, 
esto es , cada pirámide se com­
pondrá de igual numero de pla­
nos semejantes á su base ; y  por
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consiguiente (prop. xn lib. v )  la razón que tiene un 
plano B C E á su correspondiente E L H ,  esa mis­
ma tendrán todos los planos que componen la pirá­
mide A B C E á todos los que componen la pirá­
mide F E L  H : luego las pirámides de una mis­
ma altura tienen la misma razón que sus bases: que 
era & c.

c o r o l a r i o . Si l a s  b a s e s  y  a l t u r a s  s o n  i g u a l e s ,  

l a s  p i r á m i d e s  s e r á n  i g u a l e s ; p o r q u e  s e  h a  p r o b a d o  

q u e  l a  p i r á m i d e  e s  á  l a  p i r á m i d e  c o m o  l a  b a s e  á  l a  

b a s e  ; y  p o r  c o n s i g u i e n t e  s i  l a  b a s e  e s  i g u a l  á  l a  b a ­

s e  ,  l a  p i r á m i d e  h a  d e  s e r  i g u a l  á  l a  p i r á m i d e , e s ­

t o  e s ,  s i  l a  u n a  r a z ó n  e s  d e  i g u a l d a d , t a m b i é n  l o  

h a  d e  s e r  l a  o t r a .

PR O PO SICIO N  V I . T E O R E M A .

Qualesquiera pirámides de igual altura tienen 
la misma razón que sus bases.

Se demuestra del mismo modo que la anteceden­
te , citando la proposicion xx del libro v i , en lugar 
de la xix del mismo, quando las bases y  secciones 
son polígonas.

D E  LA  G EO M ETRÍA .  3 0 9
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PROPOSTCION V I I . T E O R E M A .

Qualquiera pirámide es Ia tercera parte de un prisma 
de la misma base y  altura.

e x p . Sea el prisma triangu­
lar A H F E B C ,  cuyas bases 
iguales y paralelas son los trián­
gulos H F E , A C B :  tírense en 
los paralelogramos las diagona­
les C H , C E , A  E ; y  conciba- p 
se que el plano H C E  corta al 
prisma separando la pirámide 
( ia) C H F E : concíbase también 
que al sólido residuo X le corta 
elplano A C E ,  separando la pi­
rámide (2*) C A B E , y  la (3a)
C A H E , que tienen el vértice 
común C : digo que estas tres pi­
rámides son iguales,y por consi­
guiente que qualquiera de ellas 
es la tercera parte del prisma.

d e m . Las pirámides C A B E ,
C A H E tienen el vértice co­
mún C , y  las bases A B E , A H E  
iguales ( prop. xxxiv lib. 1), por ser mitades del pa­
ralelogramo B H : luego (cor. prop. v) son iguales. 
También las pirámides C H F E , C A B E  tienen por 
bases la primera al triángulo H E F , y  la segunda 
al triángulo A C B , que son iguales y  paralelos (def. 
xiii lib. x i) ,  y  teniendo una misma altura por es­
tar entre dos planos paralelos , dichas dos pirámi­
des son iguales ( cor. prop. v ) : luego las tres pirá­
mides son iguales entre sí (ax. 1), y  por consiguiente 
qualquiera de ellas es la tercera parte del prisma.

H
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Del mismo modo se demuestra que la pirámide po­
lígona es el tercio del prisma polígono de la misma 
base y  altura; porque dividiéndose este en tantos 
prismas triangulares como la pirámide en pirámides 
triangulares cuyas bases y  alturas son iguales á las 
de los prismas correspondientes, cada pirámide será 
el tercio de su prisma: luego todas juntas ó la pirá­
mide polígona será el tercio de todos los prismas, ó 
del prisma polígono.

e s c o l i o . Todo lo que se ha dicho en el lib. xi de 
la igualdad y proporcion de los prismas, se entien­
de de las pirámides por ser la tercera parte de los 
prismas ; y  siendo los conos (def. v i) pirámides infi- 
nitángulas, y  los cilindros prismas infinitángulos, 
la igualdad y  proporcion de los prismas y pirámi­
des conviene á los conos y cilindros , de suerte que 
las proposiciones siguientes son corolarios de la doc­
trina ya dada.

PROPOSICION V III. TEOREMA.

Las pirámides semejantes tienen la razón triplicada 
de sus lados homólogos.

d e m . Las pirámides semejantes son el tercio de 
los prismas semejantes de la misma base y  altura 
(prop. v n ) ;  pero estos tienen la razón triplicada 
de sus lados homólogos (cor.iv prop. xxxm lib.xi): 
luego también la tendrán las pirámides (prop. xv 
lib. v ) ; y  así las pirámides semejantes por tener las 
alturas proporcionales á sus lados homólogos, serán 
como los cubos de las alturas-
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PR O PO SICIO N  IX . T E O R E M A .

I
Las pirámides iguales tienen bases y  alturas recí- 

procas; y  si tienen bases y  alturas recíprocas, 
serán iguales.

d e m . Las pirámides son el tercio de los prismas 
de una misma base y  altura ; pero los prismas igua­
les tienen bases y  alturas recíprocas ( prop. xxxiv 
lib .xi): luego también las pirámides (prop.xv lib.v); 
y  si las bases y  alturas son recíprocas, las pirámides 
serán iguales.

PR O PO SICIO N  X . T E O R E M A .

Qualquier cono es la tercera parte del cilindro 
de la misma base y  altura.

d e m . El cono es pirámide infinitángula, y  el ci­
lindro prisma infinitángulo (def. v i ) : luego siendo 
la pirámide la tercera parte del prisma de la misma 
base y  altura (prop. v i i ) ,  será también el cono la 
tercera parte del cilindro de la misma base y  altura.

PR O PO SICIO N  X I. T E O R E M A .

Los conos de igual altura tienen la razón de sus bases, 
y  lo mismo los cilindros.

d e m . E l cono es pirámide infinitángula; pero las 
pirámides de igual altura son como sus bases (prop. 
v i )  : luego también los conos : lo mismo se dice de 
los cilindros por ser prismas infinitángulos.
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PROPOSICION X II. TEOREMA.

Los conos y  cilindros semejantes tienen la razón tri­
plicada de los diameti os de sus bases, o bien son como 

los cubos de los diámetros ó radios de las bases.

d e m . Los cilindros semejantes son prismas infi- 
nitángulos semejantes ; pero los prismas semejantes 
tienen la razón triplicada de sus lados homólogos: 
luego los cilindros semejantes tendrán la razón tri­
plicada de sus lados homólogos; y  siendo los diáme­
tros de las bases como los lados homólogos, tendrán 
los cilindros semejantes la razón triplicada de los 
diámetros ó radios de las bases : lo mismo se entien­
de de los conos.

PROPOSICION XIII. TEOREMA.

S i un cilindro se corta por un plano paralelo á las 
bases, los segmentos sólidos son como los segmentos

del exe,

e x p . Sea el cilindro H A  cortado 
por un plano L C paralelo á las bases: 
digo que los segmentos del cilindro 
son proporcionales á los segmentos del 
ex e , esto e s , L A : L B : : Z S : S X .  

d e m . El cilindro H A es prisma infi-
mtángulo; pero (prop. xxvi L A :L B ::A C :C B , 
lib. xi) el prisma.................../ 1
y  (prop. xvii lib. c it .) .................A C :C B ::Z S :S X ;
luego (prop.xi lib.v) el segmen--¡
to

D E  L A  G E O M E T R I A .  3 1 3

es ó l¡d o T XI Hb;V) eUegm“ '}- • L A : L B :: Z S : S X.

PROPOSICION X IV . TEOREMA.

Los cilindros de iguales bases son como sus alturas. 

d e m . Los prismas de iguales bases son como sus
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alturas ; pero los cilindros son prismas infinitángulos 
(def. x i ):  luego los cilindros de iguales bases son 
como sus alturas.

PR O PO SICIO N  X V . T E O R E M A .

Los cilindros iguales tienen bases y  alturas recípro­
cas ; y  si las bases y  alturas son recíprocas , los ci­

lindros serán iguales.

Consta de la proposicion xxxiv del libro x i , y  de 
la definición vi de este.

Las proposiciones xvi y  xvn se omiten.

PR O PO SICIO N  X V III. T E O R E M A .

Las esferas tienen la razón triplicada de sus diame­
tros ó radios , ó bien son como los cubos de sus dia­

metros ó radios.

e x p . Sean las esferas A,
B , cuyos centros son C,
H , y  los radios C F, H L: 
digo que serán proporcio­
nales A : B :: C F3: H L.3

d e m . Concíbanse las esferas A y  B compuestas de 
una multitud de pirámides semejantes las de la una 
á las de la otra, iguales en número , y  de modo que 
tengan el vértice en los centrosC,H, y  sus bases sen­
siblemente planas compongan las superficies de las 
esferas. Siendo una pirámide de estas F C E  en la es­
fera A , y  otra semejante L H K  en la esfera B, la ra­
zón que tengan entre sí estas dos pirámides, esa mis­
ma tendrán (prop.xn lib. v) todas las que componen 
la esfera A á todas las que componen la esfera B ; pe-
ro (prop. vm ) la pirámide F C E :L H K ::C F 3:HL- 

luego la esfera A : B :: C F3: H L 3
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APÉNDICE

P
-L->n los Elementos de Euclides se ha tratado de la 
linea recta y circular : esta especie de Geometría se 
llama inferior, á distinción de la superior , que con­
templa las posiciones ó propiedades de otras lineas 
curvas , entre las quales las mas principales son las 
secciones cónicas, que mereciéron la atención de 
los Matemáticos mas insignes , singularmente de 
Apolonio Pergeo, por lo qual se llaman también 
Elementos de Apolonio. Su materia es dilatada, y  
solo se dirá de ella alguna cosa en quanto conduce 
á la instrucción militar.

Sección cónica es la que se forma por un plano 
que corta al cono de diversos modos, y  la curva 
que el plano secante forma en la superficie del co­
no , se llama linea cónica. Las secciones principales 
son parábola , elipse é hipérbola.

DE LA PARÁBOLA.

DEFINICIONES.

I. Si á un cono A  C P D le 
corta por el exe un plano per­
pendicular á la base , la sección 
será un triángulo C A D , que se 
llama el triángulo por el exe , y  
la común sección de este trián­
gulo con el círculo de la base, 
es el diámetro C D^

II. Si al cono le corta un 
plano P B Q perpendicular al

DE LAS SECCIONES CÓNICAS.
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plano del triángulo por el exe, 
haciendo la común sección B L 
paralela al lado A D del cono, 
dicho plano P B Q se llama pa­
rábola ; y  la curva P E B F Q 
que describe en la superficie 
cónica , se dice linea parabóli­
ca : la recta P Q se llama base c 
de la parábola : el punto B vér­
tice de ella ; y  la recta B L  exe 
de la misma. Qualquiera recta en la parábola pa­
ralela al exe , se dice diámetro.

III. Si el cono se corta por un plano M E N  pa­
ralelo á la base , será círculo ( def. 11 lib. xn ): la 
común sección de este plano con el triángulo por el 
exe , es el diámetro M N , que será paralelo á C D 
(prop. xvi lib. x i ) ,  y  la cuerda E F , que es la co­
mún sección de dicho círculo con la parábola , será 
paralela á P Q , y  ambas estarán cortadas por me­
dio y  en ángulos rectos en los puntos O , L por el 
exe B L ; porque siendo el plano de la parábola 
P B Q , y  el del círculo C P D perpendiculares al 
triángulo por el exe C A D , también lo será la co­
mún sección P Q (prop. xix l ib .x i) , como asimismo 
su paralela E F ( prop. vm  lib. c it .) : luego P L será 
perpendicular á las rectas L C , L B , que están en 
el plano C A D ( def. ni lib. x i );  y  en el círculo 
C P D , siendo el diámetro C D perpendicular á la 
cuerda P Q , la dividirá por medio en L ( prop. in 
lib. n i). Por lo mismo E O es perpendicular á las 
rectas O M , O B , y  la recta E  F estará dividida 
por medio en O : así esta recta como la P Q , y to­
das sus paralelas á quienes el exe corta por medio 
y  en ángulos rectos , se llaman ordenadas ó aplica­
das al e x e , y  sus mitades E O , P L semiordenadas 
ó semiaplicadas. Las partes B O , B L del exe com-
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prehendidas entre el vértice y  las aplicadas , se lla­
man sagitas o abscisas. Qualquier diámetro tiene 
también sus aplicadas, y  son todas las rectas para­
lelas á quienes corta por medio dentro de la pará­
bola , y  solo se distinguen en que las aplicadas al 
exe son cortadas por este en ángulos rectos; pero 
todo diámetro divide á las suyas en ángulos’ obli­
quos.

IV. Si se hace A K =  O N , y  se tira G K para­
lela á M N , la recta G K se llama el parámetro del 
exe : también qualquier diámetro tiene su paráme­
tro , como luego veremos. Las demás definiciones se 
darán en su lugar.

D E  L A S  S E C C IO N E S  CONICAS.  3 ^

PROPOSICION I. TEOREMA.

En la parábola el quadrado de la semiordenada 
es igual al rectángulo hecho del parámetro 

en la abscisa.

e x p . Supuesto lo dicho antecedentemente, sea 
la parábola P B Q , cuyo exe es B L , la semiorde­
nada E O ^la abscisa B O , y  el parámetro G K : di­
go que E O*— G R x B O .

d e m . Siendo G K , M N paralelas , como tam­
bién B L , A  D , los triángulos A G K , B O M son 
equiángulos , y  ( prop. ivi . „  Tr „  ^ _ 
lib. v i ) proporcionales . . }  K . G K : : B O : O M  
también siendo AK~ON,-> ^  xT „  T_ _
será substituyendo...........| O N : G K : : B O : O M
luego (prop. xvi lib. v i ) . . O N x O M r G K x B O
y  siendo ( prop. x iii  lib. cit.) . . O N x O M -  E O
será (ax. i ) ................................. I T ) 2r: G K x B O
del mismo modo se prueba que P l  =  G K x B L 
luego en la parábola &c.
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2  x 8  apéndice
c o r o l a r i o . De aquí se si­

gue que el parámetro G K es 
constante en la parábola , _ y  
que es una tercera proporcio­
nal á qualquiera abscisa B O, 
y  á su semiordenada E O , co­
mo también á la abscisa B L , y  
á su semiordenada P L.

PROPOSICION II. TEOREMA.

En la parábola los quadrados de las semiordenadas 
tienen la misma razón que las abscisas.

EXP. Sea la parábola P B Q  , su exe B L , y  las 
semiordenadas E O , P L , serán las abscisas B O,

B L : digo que E O ’ : P V :  : B O : B L

DEM

y  que

Por la prop. i se tiene que E O*— G K x B O,
p T =  G K x  b l

luego.................E 0 2: P L 2: : G K x B 0 : G K x B L
también (prop.i lib.vi) G K x B O :G K x B L : :BO :BL
luego (prop. xi lib. v ) ...........E O : P L :: B O : B L
que era &c.

Esta es la propiedad primaria y  esencial de la pa­
rábola , y  se verifica de las semiordenadas y  abscisas 
respecto á qualquier diámetro

c o r o l a r i o . De aquí se si­
gue la descripción de la pa­
rábola en un plano, sin ne­
cesidad de considerarla en 
un cono , y  es de este modo: 
tírense dos rectas S R , X Z, 
que se corten perpendicular­
mente en un punto B: tómese
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B Z ádesdeeB í r i f T  ^  ^  de Parám«ro al exe 
17 ¡Cn i  í- - señálense muchos puntos C , D
P T?x ^Iscr^ :on > Y sobre las rectas P C . P d ’
la re fta 'B  xT n  f 0' 6 Semicírculos * que cortarán á
-  Bf  L - R n  T ' 05 í,’ 2 ’ 3 & c . : hágase B * _  B C , B í í r B D ,  B e r B E , B  /  — B F & c v
por los puntos c , d e , / & c. tírense paralelé á

exe ’ / m - B  i  Í N ° rtRe ¿  “í? 7 ° t r a  p a r t e  del e x e , c M _  b i , d N =r B 2 , e O =  B o &c. v na-
sando una curva por los puntos B , M N O Rrr
se tendrá delineada la parf bola ; po’rque sieLdo con"
tinuas proporcionales B C , B i , B P ,  v B c - R r

L s b Í ^ J m  B p án tar bicn! c°ntinuas proporciona­
da M -  i’ i 7  quadrado de la semiordena- 
da c M igual al rectángulo de la abscisa B c , y  del 
parámetro B P : luego el punto M está en la curva
parabólica (prop. 1) : 10 mismo se demuestra de 
los demas puntos.

A
B

d e f in ic ió n  V. Focus ó foco es 
un punto F en el exe , que dista 
del ver tice B la quarta parte del 
parámetro.

c
PROPOSICION III. TEOREMA.

En la parábola, si desde el foco se tira una recta 
a qualquier punto de la periferia, será igual á la 
quat ta parte del parámetro mas á la abscisa cor­
respondiente a la semiordenada que pasa por dicho

punto,

EXP. Sea la parábola B H C , el foco F , y  F C 
una recta tirada á qualquier punto C de la perife­
ria digo que F C será igual á la quarta parte del 
parámetro mas á la abscisa B L correspondiente á
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la  sem iord en ad a  C  L  , q ue  pasa p o r

dicho puuto C.
p r e p . A lá r g u e s e  e l  e x e  L e ,  y

c ó rte se  B  A  r = B  F.
d e m . P o rq u e  A F  esta  d iv id id a  

p o r  m ed io  en B , y  tiene d ir e c ta ­
m en te  añadida  la  F  L  , sera ( p r o p .v n  ___
jjk  n  ' j ......................................... A L *:= :4 A B x B L 4- F  L*

y  s'iendo 4 B F ,  ó b ien  4 A B  e h 4  A  B  x  B  L ,  
p a rá m e tro  ( d e f .v ) ,s e r á ( p r o p . i ) J  _
y  su b stitu y en d o  se t e n d r á ...........

ta m b ié n  ( p r o p . x l v i i  l ib .  1 ) ------C F  =  C L  +  F  L
/ N A l  - C F  luego (ax. 1 ) ................................ .... a

y  p or  con sigu ien te  ( c o r .  p r o p o  A  L  —  C  F .
X L V l l i b . l ) ......................................... . j

L o  propio  se ve r if ica  de  la  r e c t a  F  H  sem iorde­

n a d a  a l  exe  , p orqu e estando A  F  d iv id id a  p o r  m e­

dio en B , será e l  q u a d ra d o  de A  F  ig u a l  á  quatro  

q uadrado s h ech o s  d e  la  m ita d  A  B  (co r .  n  p ro p . iv  

l ib .  11) , ó b ien  á  q uatro  re c tá n g u lo s  ^hechos de A  B

en B  F  , esto es , s e r á .....................A  F  ^  4 A  B  x  B

tam b ién  por la  p rop. ......................H F =  4 A B  x B  F í

lu e g o  ( a x .  1)  .......................................a f - H F

y  ? o r o l a r io U1i!  L a  sem io rd en ad a  H  F  q ue  pasa 
p o r  e l  fo co  , es la  m ita d  d e l  p a rá m etro .
P c o r o l a r i o  11. P u e d e  la  p a rá b o la  describ irse  de 
este m o d o  : t írese  R  S p e rp e n d ic u la r  sobre A  X  : tó­
m ense á d iscre c ió n  dos p artes  igu a les  A  B , tí b . di 
v íd a se  B  X  en m u ch as  p artes  c o m o  q u iera  en ios 
puntos C  , E  , D  , H  & c . , y  tírense por estos p a ra ­
le las  á R  S : desd e F  co n  e l  in te r v a lo  C  A  d e t e im i  
nense los puntos M , M  : c ó rten se  ta m b ié n  desd e F
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con el intervalo E A  
los puntos N , N ,  y  así 
de los demás;y pasan­
do por ellos una curva 
B M N O  & c. , se ten­
drá descripta la pa­
rábola ; porque tiran­
do las rectas F M,
F N * F O & c . , será 
M F = C A , F N = E A
& c . : luego (prop. m) los puntos M , N , O &c. están 
en la periferia parabólica.

c o r o l a r i o  n i .  Puede tam­
bién describirse la parábola 
de éste modo : sea H B el exe,
F el foco, y  prolongando H B - 
hágase B A  =  B F : por el pun­
to A (que se dice generador) 
tírese al exe la perpendicu­
lar P N (llamada generatriz 
ó directriz), y  ajústese á esta 
una regla que tenga una pequeña canal * para qué 
^ r a p o r  ella libremente el brazo de una esquadra 
M JN L : tómese un hilo F C L que sea igual á N L 
•— A H .  fixese una extremidad en F , y  la otra en el 
punto L de la esquadra. Disponiendo el lado N L 
sobre A H , se tomará una punta de lápiz C , de 
suerte que lleve tirante el h ilo ; y  moviéndose la 
esquadra desde A  acia Q 4 ía punta C (acompañan­
do siempre la esquadra , y  siguiendo la tirantez del 
hilo ) ,  describirá la sémiparábola B C S ; y  lo mis-; 
mo se hace en la otra parte. Esta práctica se funda  ̂
como la del corolario antecedente , en que siempre 
la recta F C , que sale del foco , es igual á la corres­
pondiente abscisa B O junta con la Á B  quarta parte 
del parámetro^
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d e f i n i c i ó n  vi. Si una recta toca a la parabola, 
y  cae toda fuera de e lla , se llama tangente.

PROPOSICION IV. TEOREMA.

Vado un punto en la parábola, tirar por él una
tangente.

exp. En la  parábola B E Y  
sea dado el punto E , y  por ^  
él se pide tirar una tangente.

o p e r . Tírese la directriz 
R  S , y  del punto dado E bá- 
xese á ella la perpendicular 
E M : tírense al foco las rec­
tas E F , M F , y  dividiendo 
esta por medio en O , tírese 
por los puntos E , O la recta 
E  T , y  será la tangente que se pide.

p r e p . De qualquier punto Z de la recta T  E 
prolongada tírense las rectas Z F , Z M , y  la per­
pendicular Z P sobre la directriz R S , como tam­
bién la semiordenada E L .

dem. La recta A L - E F  ( prop. iii) : también 
A L " E M  (prop. xxxiv lib. i ) :  luego E F  =  E M  
(ax. i ) ; y e n  el triángulo isósceles M E F  la recta 
E  O , que divide por medio á la base M F , será per­
pendicular á ella (cor.n prop.v lib.i):resultando por 
la prop.iv del mismo los triángulos Z O F , Z O M  to­
talmente iguales, y  por consiguiente Z F rrZ M ; pero 
Z M >  Z P (prop.xix lib.cit.) por ser el ángulo en P 
recto : luego también Z F >  Z P , ó bien mayor que 
A  X , y  por consiguiente el punto Z está fuera de la 
parábola ; porque si estubiese en e lla , y  se tirase la 
semiordenada Z X , seria Z F = X A  (prop. m ) ; y 
si estubiese dentro, seria Z F < X A ;  luego & c.



d e f i n i c i ó n  vii. Si en el punto E del contacto se 
levanta una perpendicular E Q á la tangente T Z 
hasta cortar el exe B X ,_se llama normal: la parte 
-L Q del exe coniprehendida entre la ordenada E L 
que pasa por el punto del contacto E , y  la normal 
se llama subnormal, y  la L T comprehendida entre 
dicha ordenada y  la tangente, se llama subtangente.

c o r o l a r i o  i .  Las rectas E M , F Q son iguales 
como también las M F , E Q • porque siendo los án­
gulos T O F , T E Q rectos , serán las rectas M F, 
E Q paralelas (prop. xxvm  lib. i ) ; y  siéndolo tam­
bién por construcción las E M , F Q ,  será el qua- 
drilátero E M F Q  un paralelogramo (def.xxxv lib.i), 
y  ( prop. xxxiv del mism.) sus lados opuestos son 
iguales : que era &c.

corolario  iií También F Q ~  Á L , por ser am­
bas íectas iguales a la E M asimismo la subnormal 
L  Q — A F mitad del parámetro ; porque siendo 
F Q ~  A L ,  quitando la parte común F L ,  que-̂  
dará (ax .m ) L Q  =  A F .

PR O PO SICIO N  V . T E O R E M A .

En la parábola la subtangente es dupla de la abscisa4

e x p . Sea la recta T Z tan­
gente á la parábola B E P  en 
el punto E , y  la ordenada 
E  L al exe B X , será la sub­
tangente T L , y  la abscisa 
B L : digo que T L es dupla 
d e B L .  ‘

p r e p . Tírese la directriz 
R S , y á esta desde el punto 
E la perpendicular E M , y  
la recta E F al foco F : tírese asimismo la M F*

x 2
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y  por el punto O en que la 
divide por medio la tangente, 
y  el vértice B de la parábola, 
tírese la B O prolongada has­
ta cortar á la E M en N.

d e m . Los triángulos O M N ,
O B F tienen los ángulos en O 
verticalmente opuestos igua­
les ( prop. xv lib. 1), y  por la 
xxix del mismo los alternos
N M O , O F B también iguales, por ser las rectas 
M N , B F paralelas : asimismo el lado O M r O F  
por construcción : luego (prop. xxvi lib. cit.) dichos 
triángulos son totalmente iguales, y  por consiguien­
te N Ó = : O B , y N M  — B F ;  pero B F zr B A : lue­
go (ax. 1) N M r=B A , cuyas rectas quitadas de las 
iguales E M , L A ,  quedará (ax. m ) E N z; L B; 
también los triángulos O N E , O B T son totalmen­
te iguales ( prop. xxvi lib. 1) respecto de tener el la­
do N O — O B por lo demostrado, los ángulos en O 
verticalmente opuestos iguales , y  el ángulo O N E
— O B T su alterno por razón de las paralelas E  N, 
T  B : luego E N rr T B ; pero E N ~  L B por lo de­
mostrado : luego T B r z B L  (ax. 1 ), y  por consi­
guiente la subtangente T L es dupla de la abscisa 
B L : que era &c.

c o r o l a r i o  i." También E F r F T ,  porque sien­
do B T = i : B L , y B F — B A ,  si á la recta B T se le 
añade BF , y  á la B L se añade B A  , será F T z rA L ; 
pero A L ~ E F  (prop. m ) : luego E F — F T  (ax. 1). 
Asimismo F T F Q , porque siendo (cor.i def.vn) 
E M r z F Q ,  y  E M “ E F ~ F T ,  será ( ax. c it .) 
F  T =  F Q.

c o r o l a r i o  11. Si de un punto E se quiere sacar 
una tangente , se tirará E F al foco , y  alargando el 
exe , córtese F T ~ E F , y  tirando la recta E T , será
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o l o

la tangente. Si no se tiene el foco , tírese la aplica­
da E L  al exe , y  haciendo B T - B L ,  tírese E T  y  
esta sera la tangente. y

se S ^ ° f T °  '' 'i  !SÍ f ° r d  Punt0 E del in ta cto— paralela al exe, será el ángulo Z E K
- F E T ;  porque (cor. i) el triángulo E F T e s  isós­
celes, y  por consiguiente los ángulos T y F E T  sobre 
la base son iguales : también el ángulo Z E K - T  
(prop. xxrx lib ,) por ser E K , T X paralelas: luego
el ángulo Z E K z r F E T ( a x . i ) .  S

e s c o l i o . De lo dicho 
antecedentemente se in­
fiere la razón por que se 
inflama prontamente qual- 
quier materia combustible 
puesta en el foco F de un 
cóncavo parabólico A B C, 
si se presenta al sol siendo A| 
la superficie cóncava ter­
sa , como un espejo estañado, ó acero bruñido ; por­
que todos los rayos de luz L O , que dan en la su­
perficie concava, haciendo el ángulo de reflexión 
igual al de la incidencia , concurren todos en el fo­
co F , y  siendo infinitos, hacen que la materia puesta 
en F se inflame , como se demuestra en la Catóptri- 
c a , ó ciencia de los rayos reflexos.

D E  l a s  S E C C IO N E S  CÓNICAS. 0  2 c
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PR O P O SICIO N  V I . T E O R E M A .

S i en la parábola se tira una paralela a la tangente, 
y por el putito del contacto otra al exe , esta cortat a 
á la paralela á la tangente, terminada por la curva 

parabólica, en dos partes iguales.

e x p . Sea en la parábola *
B E M la recta M N parale­
la á la tangente E T , y  E  P 
paralela al exe , la qual pasa 
por el punto del contacto E: 
digo que esta cortará á la M N 
por medio en O.

p r e p . Alárguese M N hasta 
cortar al exe prolongado en el 
punto K ; por los puntos B , N,
E , M tírense las rectas C B,
H D , E L , M S perpendiculares al exe B S , y  pro­
longúese P E hasta cortar á las C B , H D en los 
puntos H , C.

d e m . Por ser las rectas E T , N K paralelas, co­
mo también las E L , N D ,  los triángulos T E L , 
K N D son equiángulos y  semejantes ( prop. iv lib. 
y i ) :  luego por la xix del mismo serán como los 
quadrados de sus lados homólogos, que son las se- 
miordenadas E L , N D , esto e s , son proporcio­
nales ............................. T E L r K N D : :  EL*: N D*
r>ero (prop. 11)..................... E l :  Ñ D * :: B L : B D
luego (prop. xi lib. v ) . . T E L : K N D : : B L : B D
asimismo (prop. 1 lib .j _ _ C L : C D : : B L : B D
v i )  el rectángulo . . .  J
luego (prop. xi cit.) . . . T E L : K N D : : C L : C D .



DE LAS SECCIONES CONICAS. 3 2 7

Siendo T  L r  2 B L i
(prop. v) , será ( cor. I....................... T E L  =  C L ,
prop. xli lib. 1).......... J
y  (prop.xiv lib.v) el triángulo.........K N D z C D ;
también (prop.xix lib.vi) . .T E L iK M S rrE L ^ M S 2
y  (prop. n ) .............................E L 2: M S*:: B L : B S:
luego (prop. xi lib. v ) . . . T E L : K M S : : B L : B S  
asimismo (prop. 1 lib. vi) eh r  T r  c p T p c
rectángulo........................... ^ : ^ b::  13 L :  b
luego (prop. xi cit. ) . . . T E L : K M S : : C L : C S
y  siendo por lo demostrado.................T E L r C L
será ( prop. xiv lib. v ) .........................K M S ~  C S
Quitando pues del triángulo K M S el triángulo 
K N D , y  del rectángulo C S el rectángulo C D, 
quedará el trapecio D N M S  igual al rectángulo 
H S ; y  quitando de estos la parte común DNOP S ,  
quedará el triángulo M O P ~ H O N ;  y  siendo 
iguales y  semejantes , serán totalmente iguales : lue- 
g o M O r O N :  que era &c.

corolario i. Siendo E P paralela al exe , será 
diámetro (def.n), y  dividiendo á la M N por medio 
en O,será esta su aplicada, y la recta EO su abscisa.

corolario 11. Las aplicadas á qualquier diáme­
tro son paralelas á la tangente.

corolario ni. El quadrado de la tangente E T 
al quadrado de la semiordenada O N es como la 
abscisa B L del exe á la abscisa E O del diámetro; 
porque tirando O R paralela á E L , será L R r r E O  
“  T K , y  por consiguiente T L zr K R , y los trián­
gulos T E L , K O R totalmente iguales: siendo pues 
el triángulo T E L , ó bien R O R  igual al rectán­
gulo C L , y  el triángulo K M S igual al rectán­
gulo C S , si de K M S se quita K O R , y  de C S se 
quita C L , quedará el trapecio M O R S - E S ,  y  
quitando el rectángulo común O S , quedará el tri—

lu u u k



ángulo M O P , ó bien H O N 
- E R ;  luego el triángulo T E L  
al triángulo H O Ñ  es como el 
rectángulo G L  al rectángulo 
E  R ; pero el triángulo T E L á 
su semejante H O N es como
E T 1 á O  N 2 (prop.xix lib.vi), y  
el rectángulo C L al rectángulo 
E  R es como B L  á R L - E O
( prop. 1 lib. c it .) : luego E T
x O N ¡: : B L : E O.

c o r o l a r i o  i v .  Los quadrados de qualesquiera 
semiordenadas O N , X Y  al diámetro tienen la mis? 
ma razón que las abscisas E O , E  X , esto e s , son
proporcionales.....................O N*: X Y :: E  O : E X;
porque siendo (cor. ant.) . . .  O N : E T :: E  O : B L,
y  por el mismo..................... E T  : X Y :: B L : E X,
será ( prop. xxn lib. v ) . . . .  O N : X Y :: E O : E X.

3 2 8  A P É N D I C E
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p

c o r o l a r i o  v .  Si á qual­
quiera abscisa E O del diá­
metro , y  á su semiaplicada 
O N , se busca una terce­
ra proporcional P , esta se­
rá también tercera proporcio­
nal á qualquiera otra abscisa 
E  X , y  á la semiaplicada cor­
respondiente X Y ; porque sien­

c....../h¿
K

y f e r ....

V '
p

do (cor. iv) «...........O N : X Y 2: : E O : E X;
y  (prop.i lib .v i)............. E Q x P : E X x P : : E O : E X ,
será (prop.xi lib .v)-----O N 2:X Y 2;:E O x P :E X x P ;

■
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pero (prop. x v i i  l i b .  v i ) .................. O N 2-  E O x P;
luego ( prop. x iv  lib. v ) .............. .. X Y 'zr  E X x P ;
y  por consiguiente E X , X Y , P son continuas pro­
porcionales : de que se sigue , que siendo la tercera 
proporcional constante , será el parámetro del diá­
metro EP;  y  generalmente el rectángulo hecho del 
parámetro en la abscisa igual al quadrado de la se­
miordenada en qualquier diám etro, conforme se 
demostró en la proposicion i respecto al parámetro 
del exe.

c o r o la r io  v i. El  parámetro del diámetro E P 
es tercera proporcional á la abscisa B L del exe , y  
á la tangente E T ; porque tirando B Z paralela á la 
tangente , será semiaplicada al diámetro E P , y en 
el paralelogramo Z E T B  será (prop. xxxiv  lib. i) 
B Z —  E T , y E Z “ T B  — B L  por lo demostrado 
en la proposicion v  , y  siendo el parámetro tercera 
proporcional á la abscisa E Z , y á la semiaplicada 
B Z , lo será también á sus iguales B L,  T E.

c o r o l a r i o  v i i . El parámetro de qualquier diá­
metro E P es duplo de la subtangente- mas de la 
subnormal, esto es , si en E se levanta la per­
pendicular E Q á la tangente E T , será el pará­
metro duplo de T Q , porque en los triángulos se-̂  
mejantes T E L  , T E Q por ser T E media propor­
cional entre T Q  y T L  (cor. n prop. vm  lib. vi),
será........................................ T E 2— T L x T Q ;
también (prop. xvi lib. vi) T L x T Q  T L x 2 T Q;
luego (ax. 1 ) .....................T E 2í= B Z2= | T L x 2T Q ,
esto e s .............. ...............................B Z2— E Z x 2 T Q;
luego son continuas proporcionales E Z , B Z, 2 T Q , 
y  por consiguiente 2 T Q será igual al parámetro 
del diámetro E P.

c o r o l a r i o  v m .  El parámetro de qualquier diá—

*• w  \ V  \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \>
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metro es igual al parámetro del 
exe mas al quadruplo de la absci­
sa , esto e s , 2T Q  =  2 L Q + 4 B L , 
porque sien-. T q —.2 T L + 2 LQ, 
do (ax. vn)/
y ................. 2TLZZ4BL,
será substio T q _ .2 L q  BL# 
tu y e n d o ../

c o r o l a r i o  ix. También el 
parámetro 2 T Q del diámetro 
es quadruplo de E F distancia 
del punto del contacto E al foco F , esto es , 2 T Q
— 4 E F ; porque siendo (cor. 1 prop. v) E F = -|T Q , 
si se multiplica por 4 , se tendrá 4 E F “ 2T Q.

c o r o l a r i o  x. Siendo (prop. m )  E F z r A L  com­
puesta de la abscisa B L , y  de A  B igual á la quar­
ta parte del parámetro del exe, será 4 E F 4 A  L, 
y  el parámetro del diámetro igual á 4 A L.

PR O PO SICIO N  V I I .  P R O B L E M A .

Dado el exe de la parábola, hallar el foco.

oper . En la parábola C B E, M — —  sr 
cuyo  exe es B L , tírese á este 
qualquiera aplicada C E , y  á las 
B L , C L hállese una tercera pro­
porcional M N : córtese B F  igual 
á la quarta parte de M N , y  el c 
punto F será el foco.

d e m .  Por ser M N tercera proporcional á la abs­
cisa B L , y  á la semiordenada C L , será el paráme­
tro del exe ; pero el foco dista del vértice la quarta 
parte del parámetro (def. v ) : luego siendo B F la 
quarta parte de M N , será F el foco.
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P R O P O S I C I O N  V I I I .  P R O B L E M A .

Hallar el exe de. la parábola.

o p e r . Tírense dentro déla pa- 
rábola qualesquiera dos paralelas 
M N , H S terminadas en la peri­
feria : divídanse por medio en los 
puntos R , O , y  tírese por estos la 
rectaPX ,álaqual báxese de qual­
quier punto C de la curva la perpendicular C P 
prolongándola hasta encontrar la curva en otro 
punto K : divídase C K por medio en L , y  tirando 
por este punto la L B paralela á P X , será el exe.

d e m . La recta P X divide por medio á las paralelas 
M N , H S :  luego es diámetro; y  por ser paralela á 
este la recta L B ,y  dividir por medio en ángulos rec­
tos á la C K , esta será una aplicada , y  L B  el exe,

PR O P O SICIO N  IX . T E O R E M A .

La parábola es los dos tercios del rectángulo 
circunscripto,

e x p . Sea la pará­
bola M B N , cuya 
base es M N , y  so­
bre esta constrú- 
yase el rectángulo 
M X, de suerte que 
su altura sea igual 
al exe BL de la pará­
bola: digo que la su­
perficie de esta se­
rá los dos tercios de 
la del rectángulo.

d e m . Concíbase 
la recta B X divi­
dida en una infini-

#
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dad de partes, y  
que por todas las 
divisiones se tiran 
paralelas al exe, 
como C F , E H  & c. 
hasta cortar á la 
parábola: todas es­
tas rectas ó ele­
mentos compon­
drán la superficie 
del triángulo mix- 
tilineo B X N , y  
serán iguales á las 
abscisas B S , B O 
& c. así como las 
B C , B E & c. iguales á las semiordenadas S F , O H 
& c* ■> Y (prop. i i ) todos los quadrados de las B C , 
B E , B Z tendrán entre sí la misma razón que 
las abscisas C F , E H ,  Z V , y  serán en número 
iguales: luego del mismo modo que se hallare el 
valor de los quadrados, se hallará el de todas las 
rectas ó elementos que componen el triángulo mix- 
tilineo. Considerando pues que la pirámide R tie­
ne por base el quadrado A K , que lo es de la recta 
B X , y  por altura P Q — BX , su solidez se compon­
drá de todos los quadrados referidos , y  será el pro­
ducto del quadrado mayor A K por el tercio de su 
altura P Q r r B X ,  que expresa el número de todos 
ellos (prop. vii lib. xn) : luego la superficie del tri­
ángulo mixtilineo será el producto del mayor ele­
mento X N por el tercio de B X , que expresa el nú­
mero de todos; y  por consiguiente dicho triángulo 
sera el tercio del rectángulo L X : luego la semipa- 
rábola L C N es los dos tercios del mismo rectángu­
lo , y  por consiguiente la parábola M B N  será los 
dos tercios de todo el rectángulo M X : que era &c.
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c o r o l a r i o  i. La superficie de la parábola es 
igual al rectángulo hecho de la base M N  en los dos 
tercios del exe B L.

c o r o l a r i o  11. Si dentro de la parábola se inscri­
be el triángulo máximo M B N , tendrá la parábola 
al triángulo la razón de 4 : 3 ;  porque teniendo el 
rectángulo M X á la parábola la razón de 3 : 2 por 
lo demostrado , y  al triángulo la razón de 2 : 1 ,  las 
tres superficies tendrán la razón de los números 6, 
4 , 3 : luego la parábola al triángulo es como 4 : 3 /  

c o r o l a r i o  ni. Si la base M N  se divide en tres 
partes iguales , y  se añade una de ellas, como N G, 
esta será la quarta parte de M G , y  por consiguien­
te serán proporcionales M G : M N :: 4 : 3 ; luep-o 
tirando B G , el triángulo M B G será igual á la pa­
rábola , porque el triángulo M B G al triángulo 
M B N es como M G : M N (prop. 1 lib. vi) , ó bien 
como 4 = 3; y  siendo la parábola al triángulo M B N  
:: 4 : 3 , será el triángulo M B G igual á la pará­
bola (prop. ix Lib. v).

D E  LA  E L IP S E .

D E F IN IC IO N E S.

I. Si á un cono A C D le 
corta un plano B H E L per­
pendicular al triángulo por el 
exe C A D , cortando tam­
bién ambos lados A C , A  D 
en los puntos B , L , esta sec­
ción se llama elipse ; y  la cur­
va B H E L F K que describe 
en la superficie cónica , se di­
ce curva , ó periferia elíptica: 
la recta B L común sección de 
la elipse con el triángulo por
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el exe, es la mayor que se pue­
de tirar dentro de la elipse, y  
se llama el exe mayor.

II. Todas las rectas E F,
H K , que son las comunes sec­
ciones de la elipse con los cír­
culos paralelos á la base, es- 
tan cortadas por medio y en 
ángulos rectos por el exe B L, 
conforme se dixo en la def. i i i  

de la Parábola, y  se llaman 
aplicadas al exe m ayor, y  sus c 
mitades E O , H R semiapli- 
cadas ó semiordenadas. Si el exe mayor B L se di­
vide por medio en O , la aplicada E O F se dice exe 
menor, el qual tiene también sus aplicadas , que son 
las paralelas al exe mayor , a quienes divide por me­
dio y  en ángulos rectos : el punto O en donde se 
cortan los dos exes, se llama centro ; y  qualquiera 
recta que pasando por él se termina de ambas partes 
en la curva elíptica , se dice diámetro , y  son infini­
tos : cada uno tiene sus aplicadas , como los exes; y  
aunque estos son también diametros, se distinguen 
en que cortan á sus aplicadas en angulos rectos; pero 
los otros las dividen en angulos obliqüos. el exe me­
nor E F es el menor de los diámetros; y de estos los 
que mutuamente dividen por medio a sus aplicadas, 
se llaman diámetros conjugados.

III. Si al exe mayor y  al menor se busca una 
tercera proporcional, esta se llama lado recto , o 
parámetro del exe m ayor; y  si al exe menor y  al 
mayor se busca una tercera proporcional, se tiene 
el parámetro del exe menor.

e s c o l i o . Quando el cono es escaleno, como A C D , 
y  le corta un plano B E L  perpendicular al trián­
gulo por el exe , formando el ángulo A L B — A C D ,
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;n este caso la sección B E L  
je llama subcontraria á la ba­
se del cono, y  es círculo ; por­
que considerando qualquier 
plano M E N  paralelo á dicha 
base, será el ángulo B M O  
=  B C D  ( prop. xxix lib. i ) ; 
pero el ángulo B L N r B C D  
por lo supuesto : luego el án-

? Ul0pB̂ °  7 , xtV N ; P ^ ^ 'g u i e n t e  los triángu­
los B M O , O N L  , que a mas de dichos ángulos, 
tienen los verticalmente opuestos iguales , son equi­
ángulos (cor.m  prop.xxxn lib. i) , y  (prop.iv lib.vi)
proporcionales..................... M O : B O :: O L : O N,
y  por la xvi del mismo . . .  M O x O N — B O x O L  
pero E O (def. m de la Paráb.) es perpendicular á 
las M N , B L , y  (prop. xm lib. v i) E O 2— M O xO N ;
luego E O == B O x O L ; y  por consiguiente siendo 
E  O perpendicular sobre B L , y  media proporcio­
nal entre los segmentos B O , O L , el punto E es­
tará en la circunferencia de un círculo, cuyo diá­
metro es B L ; lo mismo se verifica de qualquiera 
otro punto de la curva B E L ;  luego es círculo

B E  L A S  S E C C I O N E S  C O N IC A S .

n a
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En la elipse los quadrados de las semiordenadas 
tienen la. misma razón que los rectángulos hechos 

de los segmentos del exe.

e x p . Sea la elipse B H E LFK , 
cuyo exe mayor es BL , y  por 
qualesquiera puntos R , O pa­
sen los planos P H Q , M E N 
paralelos á la base del cono, 
que serán círculos , cuyos diá­
metros P Q , M N son para­
lelos : las comunes secciones 
de los círculos y  la elipse son 
las rectas H K , E F , que se­
rán perpendiculares á los diá­
metros y  al exe B L i y  cor­
tándolas este por m edio, se­
rán sus aplicadas: digo pues que son proporciona­
les ........... .. ¿ . H R2: E  O2: : B R x R L : B O x O L.

d e m . Por razón d e  las paralelas P Q , M N  los trián­
gulos B P R ,B M O  son equiángulos*y (prop.iv lib.vi) 
proporcionales alternando .* .. .B R :B O ::P R :M O ; 
también los tri­
ángulos L R Q,
LON son equián-  ̂
gulos , y  por con­
siguiente propor­
cionales...............y

lem i l i bv)  IV} BRxRL:B° x ° L::PRxRQ :MOxON; 
pero (prop. xnn . .  PR xR Q =H R J, y  MOxOlNfczEG2
lib .v i) .............J __  __
luego substituyendo será HR‘ :E0 2::BRxRL:B0 x0 L; 
que era & c.

PROPOSICION I. TEOREMA.

n r • •"1- .. .R L :O L ::R Q :O N ;
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L o  mismo se entiende de los segm entos del exe m e­

d e la  elfpseUS ap lica ^as ’ y  es la  propiedad prim aria

c o r o l a r i o  1. E l rectán gu lo  hecho de los seg­
m entos d el exe m ayor es a l quadrado de su semi­
ordenada com o el quadrado del exe m ayor al qua­
drado d el exe m e n o r , esto e s , son p roporciona-

les.................................... • B R x R L : H R !: : B í?: EF,*
porque siendo (prop.i) B R x R L : B 0 x 0 L : : H R 2; E 0 Í

y  B O z r O L ( d e f .  n ), también---- B O x O L — BO*
lu ego  substituyendo será B R x R L : B 0 2: : H R 2:É Ó ^

y  alternando...................B R x R L : H R 2; : B O2: EoJ
pero (prop. x v  lib . v ) ................. B O * :E Q 2; : B L 2: E  F2

lu ego  (prop. x i lib . cit.) . .  B R  x  R  L : H R 2: : B L 2; E F ? 
c o r o l a r i o  i r .  Dados los 

exes de la  e lip s e , se descri­
be en un plano de este m o­
do : sea e l exe m ayor A  B , y  
e l m enor O  K : dispónganse 
estos de suerte que se co r­
ten por m edio y  en ángulos 
rectos en el punto C : sobre 
A  B com o diám etro d e scrí- 
báse un círculo A L B , y  alargando C O hasta L, 
tómense en el diámetro muchos puntos E M P &c 
y  tirando por ellos paralelas á C L ,  córlense todas 
propórcionalm ente en los puntos F, G ,Z & c .,c o m o  lo

nk enue¿ PS nrí° ° ’ eSt°  6S’ háSase la Proporción 
C L : C U : : 1l H : E F ,  y  tam bién C L : C O : : M N : M G ,
y  así de las d e m á s; y  pasando una cu rva  por todos 
los puntos Z ,  G ,  F , O  & c . , se tendrá la  e lip s e ; por­
que siendo por construcción  C L : C O : : E H : E F  

será (p ro p .x x ii l i b . v i ) ...............C T í C O ' ís E H í E F ’
T O M .1.  z  ’

7
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y  alternando............................. C L :E H  : :C O  :E F-
pero (prop.xni lib .v i).....................C L  = A C x C B ,
........................................................... E H 2= A E x EB;

luego substituyen-iA C x C B :A E x E B ::C 0 2:EF*
do se tendrá.........J
y  por consiguiente los puntos Z ,G ,F , 0  & c. estaran 
(prop. i) en la curva elíptica: luego A O B  es elipse.

e s c o l i o . Si un cilindro ACDX se corta por un pla­
no B H E L , cuya sección no sea paralela á la base, 
pero sí perpendicular al paralelogramo AD que pasa 
por el exe del cilindro , y es perpendicular á la base, 
dicha sección formará la elipse BHELFK como en el 
cono , y  de ella se demuestra lo mismo.

PROPOSICION  II . P R O B L E M A .

í)ado el centro de una elipse , hallar sus exes.

o p e r .  Dada la elipse 
A  F B E , y  su centro C, 
tómese un punto L en la 
periferia, y  desde C con el 
intervalo C L descríbase un 
arco L H  hasta encontrar 
la curva en otro punto H: 
tírese la recta L H ,  y  di­



vidiéndola por medio en O , por los puntos O , C 
tírese la A B terminada en la periferia elíptica, y 
será uno de los exes: tírese también por el punto C 
la recta E F perpendicular sobre A B , y  será el 
otro exe. Consta de lo dicho.

e s c o l i o . Si el arco de círculo descripto con la 
distancia del centro al punto tomado en la curva 
elíptica fuere tangente á esta, tirando por dicho 
punto y  el centro una recta hasta terminarse en la 
periferia elíptica, será uno de los exes , el mayor si 
el círculo toca á la elipse exteriormente , y  el me­
nor si la toca interiormente.

PR O PO SICIO N  III . PR O B L E M A .

Dada una elipse , hallar su centro.

o p e r . Tírense dentro de 
la elipse qualesquiera dos 
paralelas M N , P Q  termi­
nadas en la curva elíptica, 
y  divídanse por medio en 
los puntos E , F : tírese por 
estos la recta H L termina­
da también en la curva , y  dividiéndola por medie 
en el punto C , este será el centro.

d e m . Porque la recta H L divide por medio á 
las paralelas M N , P Q ,  será diámetro , y  dichas pa­
ralelas sus aplicadas (def. n) ; y  como todos los diá 
metros se corten por medio en el centro de la elip 
se , será C el centro que se picev

D E  L A S  S E C C IO N E S  CONICAS.  3 ge»
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PR O PO SICIO N  IV . PR O B L E M A .

Dado en la elipse un diámetro , y  un punto en la pe­
riferia , tirar por él una aplicada.

e x p . Sea dado el diá­
metro A B en la elipse a  
R X B Z M ,  y  el punto M 
en la periferia, y  se pide 
tirar por él una aplicada.

o p e r . Por los puntos M,
A  tírese la recta M N : córtese A  N ~  A M , y  tiran­
do por N la N R  paralela á A B  hasta encontrar la 
periferia en un punto R : tírese también por este y  
por M la R M , y  será la aplicada que se pide. La de­
mostración consta de la prop.n lib. vi, y  def.n Elips.

e s c o l i o . Si por un punto C dado en el diámetro, 
se quiere tirar una aplicada, tírese de qualquier pun­
to M la aplicada M R , y  por C la Z X paralela á 
M R , y  será la aplicada (def. n).

d e f i n i c i ó n  iv. Tangente de la elipse es la recta 
que la toca en un punto, y  no la corta.

PR O PO SICIO N  V . PR O B L E M A .

Dado un punto en la elipse, tirar por él una tangente.

e x p . Sea dada la elipse 
A  P B M , y  el punto A  en 
la periferia , y  se pide tirar 
por él una tangente.

o p e r . Tírese el diáme­
tro A  B , y  por qualquier 
punto M la aplicada M R 
( prop. iv ) ,  y  tirando la 
recta A T paralela á M R , será la tangente.

d e m .  Si alguna parte de la recta A  T cayere
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tm A°Rdre¿ f elÍf 6 ’ ^  dividAiria P°r nTCdio el diáme­tro A B (def. n ) , por ser A  T y  M R paralelas v
esta aplicada al diámetro - pero esto es imposiblj 
por haberse tirado A T desde el punto A de la cur­
va . luego cae toda fuera , y  es tangente. 

e s c o l i o . Si de qualquier punto T de la tangente

a n l S P°r1eÍ-Centr° C ^  T F ’ 5̂ tambien la ASaplicada al diametro P F , serán C O , C P C T
ungunt*8 Pr0p0.rc¡0!iales » y  Por consiguiente’ si de 
un punto T se ha de tirar una tangente, se tirará 

F , y  a las C T , C P se buscará la tercera pro­
porcional C O ; y  tirando por O la aplicada A S , se 
tirara despues T A , y  esta será la tangente que se 
pide en el punto A.

La demostración pide el conocimiento de otros 
teoremas que se omiten.

D E F IN IC IO N  V . Focos , pO- 
los u ombligos de la elipse 
son dos puntos F , H colo­
cados en el exe mayor A  B, 
equidistantes del centro C,’ 
y  situados de tal suerte , que 
tiradas rectas desde ellos á 
los extremos del exe menor E K , sean F K = A C , y 
t i  K __ L B , y  p°r consiguiente las dos rectas F K, 
ü  K juntas son iguales al exe mayor A B.

c o r o l a r i o . Para hallar los focos se buscan los 
exes A B  rL K (prop. n ) , y con el intervalo A C se 
coi taran desde el punto K sobre el exe mayor A  B 
los puntos F , H , que serán los focos..

e s c o l i o  i. Entre las propiedades de los focos, la 
puniera es, que si desde ellos se tiran á qualquier 
punto L de la circunferencia dos rectas F L , H L, 
estas juntas son iguales al exe mayor A B : de donde 
se in“ e£e la descripción de la elipse dado el exe ma­
yor A B , y  sus focos , y es como sigue.



m o d o  p r i m e r o . Sea da­
do el exe mayor A B ,  y  
sus focos F , H : divídase 
F H como quiera en mu­
chos puntos X , Z , E & c. 
desde F con el intervalo A  X , y  desde H con el in­
tervalo BX hágase la intersección M : también desde 
F con el intervalo A Z , y  desde H con el intervalo 
B Z hágase la intersección N , y  asimismo todas las 
demás, y  pasando por ellas una curva , se tendrá la 
elipse.

m o d o  s e g u n d o . Tómese 
un hilo F L H igual al exe 
mayor A  B : fixense sus ex­
tremos en los focos F , H; 
y  moviendo ácia todas par­
tes una punta de láp iz, pluma o clavo , de suerte 
que lleve siempre tirante el h ilo , se describirá la 
elipse A L K B ; porque siempre será F L + L H r : A B, 
y  p K-í-K H =  A B. Esta práctica es muy freqüente 
sobre el terreno para hacer la montea ó delineacion. 
de las bóvedas ó arcos rebaxados , que llaman á 
vuelta de cordel, de que se hablará en la Arqui­
tectura.

e s c o l i o  ii. Otra propiedad de los focos e s , que 
si una recta M N toca á la elipse en el punto L , y  
de los focos se tiran F L  , H L  , será el ángulo M L F  
z r N L H ,  de donde se infiere la razón por que un 
cuerpo luminoso puesto en el foco F hace todas sus 
reflexiones al punto H , y  es porque el ángulo de la 
incidencia F L M es igual al de la reflexión H L N, 
como se demuestra en la Catoptrica.

2^2 A P É N D I C E
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PROPOSICION  V I . T E O R E M A .

S i sobre el exe mayor de la elipse se describe un cír­
culo , y  otro sobre el exe menor, el círculo mayor 
a la elipse tiene la misma razón que el exe mayor 

al menor , y  esta misma tiene la elipse 
al círculo menor.

EX P. Sea la elipse AGBE, 
el exe mayor A B , y  el me­
nor G E : sobre A B como 
diámetro descríbase el cír­
culo A L B , y  sobre G E  el 
círculo G D E :  digo que el 
círculo mayor A L B  á la 
elipse A  G B es como el 
exe A B al exe G E , y  
que la elipse al círculo 
menor tendrá la misma razón.

d e m . Concíbase la superficie del círculo A L B  
compuesta de una multitud de elementos ó rectas 
F H , M N &c. paralelas á C L : á todas estas rec­
tas ó elementos les cortará proporcionalmente la 
elipse en los puntos G , K , O &c. (cor. 11 prop. i ) ,  
y  así de todos los demás : luego si cada aplicada en 
el círculo á su correspondiente en la elipse tiene la 
razón de C L á  C G , ó  bien de A B á E G , y  son 
iguales en número, todos los elementos del círculo á 
todos los de la elipse tendrán también (prop.xn lib.v) 
la misma razón , esto es, el círculo mayor á la elip­
se será como el exe mayor A B al menor E G. Asi­
mismo considerando la superficie de la elipse com­
puesta de una multitud de elementos. P Q , X R &c. 
paralelos á CB, serán cortados por el círculo G D E  
proporcionalmente, esto es, serán proporcionales
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C B : C D : : P Q : P S & c .  ó bien A B : E G : :P Q : PS, 
y  (prop.xn lib. y )  todos los elementos de la elipse á 
todos los del círculo menor tendrán la misma razón, 
esto es, la superficie de la elipse á la del círculo me­
nor será como el exe mayor A B  al exe menor E G .

c o r o l a r i o . El círculo del exe mayor , la elipse, 
y  el círculo del exe menor son tres magnitudes conti­
nuas proporcionales , porque tienen entre sí una mis­
ma razón.

PR O PO SICIO N  V i l .  T E O R E M A .

S i entre el exe mayor de la elipse y  el menor se busca 
una media proporcional, se tendrá el diámetro de un 

círculo igual á la elipse.

e x p . Sea la elipse A G B E ,  el exe mayor A B  , el 
menor G E ,  y  M N una media proporcional entre 
A  B y  G  E: digo que la superficie del círculo T des­
cripto sobre M N como diámetro, será igual á la de 
la elipse.

d e m . Por ser continuas proporcionales A B,

:E G ; 

:MÑ-
luego (prop.xi lib.v) el círculo A L B : T : : A B : E G ;  
también (prop. v i ) ............. A L B :  A G B ::A B :E G ;

M  N , E  G  lo serán (esc., _ j g . .  g - j j  .. A  B
prop. iv lib. v A r it .)__ J __
pero (prop.n lib.xn) el círculo A L B :T ::A B 2:



luego (prop. xi lib. v ) .........A L B : T : :  A L B :  A G B ,
y  (prop. ix lib. c it.) ................................. TirrAGB,
esto es , el círculo igual á la elipse : que era &c.

c o r o l a r i o  1. El rectángulo circunscripto á la 
elipse es igual al quadrado circunscripto á un cír­
culo cuyo diámetro es medio proporcional entre los 
dos exes.

c o r o l a r i o  11. Las elipses tienen la misma razón 
que los rectángulos hechos de sus exes, y  así serán 
semejantes si sus exes son proporcionales, y serán 
iguales si sus exes fueren recíprocamente proporcio- 
nales

DE LA HIPÉRBOLA.

D E F IN IC IO N E S.

D E  L A S  S E C C IO N E S  CONICAS. 3 4 5

I. Si un cono E S T se 
corta por un plano A B P Q, 
de suerte que siendo perpen­
dicular al triángulo por el 
exe S E T  corte al lado E S 
en un punto B, y  al otro lado 
T E alargado en A , el plano 
secante P B Q se llama hi­
pérbola : la recta A B , que 
está fuera del cono, se dice 
primer exe, y  es linea deter­
minada *.

II. El punto C que está 
en la mitad de A B se llama 
centro de la hipérbola, y  la

*  n o t a .  L a  definición dada de la hipérbola es general, 
y  aunque en adelante se trata de la hipérbola cu yo  plano 
es perpendicular á la base del co n o , las proposiciones con­
vienen á dicha curva en general.
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recta A R exe indetermina­
do , porque puede alargarse 
al infinito. La recta E L que 
pasa por el vértice del cono, 
y  está dividida por medio en 
el centro C formando ángu­
los rectos con el primer exe, 
se llama segundo exe , y  es li­
nea determinada.

III. E l punto B es vértice 
de la hipérbola; las rectas 
B H , B R son abscisas , y  las
F G , P Q aplicadas al exe , el ........ .';\T
qual las divide por medio y  
en ángulos rectos en los pun­
tos H , R.

IV. Si dos conos opuestos E X Z ,  E S T  se cortan 
por un plano K A B P Q  , resultan dos hipérbolas 
opuestas P B Q , K A  Y  , las quales tienen un mis­
mo centro C , y  el exe primero A  B , y  el segundo 
E L  son comunes á una y otra.

V. Si al primer exe A B , y  al segundo E L se 
busca una tercera proporcional, se tendrá el pará­
metro del primer exe ; y  si al segundo y  al primero 
se busca una tercera proporcional, se tendrá el pa­
rámetro del segundo exe. ,

VI. Tangente de la hipérbola es la recta que la 
toca , y  no la corta aunque se alargue á una y  otra 
parte.

PR O PO SICIO N  I. T E O R E M A .

En 1a hipérbola el quadrado del primer exe al qua- 
drado del segundo es como el rectángulo hecho de la 
recta compuesta del primer exe , y  de la abscisa, 

en la abscisa al quadrado de la semiordenada.

e x p .  Sea la hipérbola P B Q , el primer exe
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A B el segundo E L , y  F H una semiordenada 
sera la abscisa B H , y  Á H la compuesta del pri- 
mer exe y  de la abscisa : digo que son proporciona­
les A  B2: E  L 2: : A  H x B H : F H \ 

d e m . Tirada por H la M N paralela á L E los 
triángulos A C E ,  A H N  son equiángulos, y  (prop iV
lib. v i) proporcionales............ A C : C E :: A H : H N-
también en los triángulos-» v n 
semejantes B C E , B H M í ' ‘

LT/XvD^xB^Cl-.AHxBH.-HNxHM
.......................................................... A C x B C n A C
y  también (prop.xm lib .v i) ........ H N x H M — FH

• .^ = c£:=ah xbh:Fh;
ó bien (prop. xv lib. v) . .  A B 2:E L 2::AHxBH :FH?

PROPOSICION I I .  T E O R E M A .

En la hipérbola ¡os quadrados de las semiordenadas 
tienen la misma razón que los rectángulos hechos 
de la compuesta del primer exe , y  de la abscisa 

en la abscisa.

e x p .  Sea en la misma hipérbola P B Q , otra se­
miordenada P R , será B R la correspondiente abs­
cisa : digo que son-i ^7:2 . TT „ TT . „  
proporcionales . . . }  A H x B H : A R x B R .

d e m .  Por la proposicion antecedente se tiene
qu e................................... AB2: EL\-: A H x B H : FH*
y  por la misma...............ABV e L2:: A R x BR:PR?
luego (prop. xi lib.v) A H xBH:FH2;:A R x B R :P r J
y  (prop.xvi lib.cit.) . .  A H xBH :AR xBR ::FH 2;PR*
ó bien FH\-PR\-:AH x B H :A R x BR : que era &c.
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PR O PO SICIO N  III . P R O B L E M A .

Dados los exes , describit' la hipérbola.

N

y.

X .--
X --

v i
íx f

o p e r . Dados los exes 
A  B, E L ,  dispónganse de 
suerte que se corten per­
pendicularmente por me­
dio en C: tírese BX parale­
la á E L : alárguese el pri­
mer exe ácia los puntos V,
T : divídase B T  en muchas partes en los puntos F ,G  
& c.: hágase A P = B F ,A Q r = B G ,y  así de los demás: 
desde C con el intervalo C F  descríbase el semicírcu­
lo FOP, que cortará á la B X en el punto K : á las tres 
rectas A B , E L , BK  hállese la quarta proporcional 
F H, que se levantará perpendicular sobre BT en el 
punto F : con el intervalo C G descríbase otro semi­
círculo , que determinará en la recta B X el punto 
M : á las tres rectas A B , E L , B M hállese la quar­
ta proporcional G N , que se levantará perpendicu­
lar sobre B T ;  y  á este modo se hallarán los demás 
R & c .; y  pasando por todos ellos una curva B H N 
& c . , se tendrá la hipérbola ; y haciendo lo mismo 
á la otra parte del exe, se tendrán las dos hipérbolas.

d e m . Por la construcción son proporciona­
les ................................................. A B : E L : : B K : F H
y  también..................................A B : E L : : B M : G N
luego (prop. xi lib. v ) ............... BK :F H :: B M : G N
asimismo (prop. x x i i  lib. vi) 
y  (prop. xvi lib. v) . . . .

. B K2: F H2: 
B K 2:B M 2:

BM 2:GN
FH 2:GN

pero (prop. x i i i  lib. v i ) . B R2zrP B xB  F ~ A F x B  F 
y  también por la misma BM 2:B Q x B G ~ A G x B G  
luego substituyendo será FH2:GN2::AFxBF:AGxBG 
y  por la proposición antecedente los puntos H , N 
& c. están en la periferia hiperbólica.


















