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Introducci on

Indice

Introduccion : En este tema estudiaremos como utilizar métodos no paramétricos para conocer el com-
Introduccion . portamiento o la distribucidon que siguen los datos.

Contrastes de bondad

de ajuste

Contrastes no : B Contrastes de bondad de ajuste

paramétricos

[0 Prueba de bondad de ajuste x>.

[] Prueba de bondad de ajuste Kolmogorov-Smirnov.
[] Test de normalidad de Lilliefors.

[J Prueba de Shapiro-Wilk.

B Contrastes no paramétricos

[] Contraste de Mann-Whitney.
[] Test de Rachas de Wald-Wolfowitz.
[] Test de Wilcoxon o prueba de los signos-rangos.
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Contrastes de bondad de ajuste:
%, Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors y
Shapiro-Wilk

Contrastes de bondad de ajuste y no paramétricos — 5/ 37



Prueba de bondad de ajuste Y
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El contraste X2 se emplea para decidir si un conjunto de datos provienen de una dis-
tribucion de probabilidad dada. En general, planteamos:

Hy : X sigue una distribucion F'(X)
H; : X no sigue una distribucion F'(X)

La idea basica de este contraste consiste en comparar las frecuencias observadas en la
muestra, con las que se esperaria haber obtenido si H fuese cierta. El test chi-cuadrado
se ha disefado para su aplicacion con distribuciones discretas, sin embargo, es valido
también para distribuciones de tipo continuo.

En este contraste trabajaremos con una muestra aleatoria de tamano n procedente de una
v.a. (poblacion) X dividida en k clases exhaustivas y mutuamente excluyentes:

Categorias St | Se | ... | Sk
Frecuencias Observadas | 11 no N n

Con el fin de realizar el contraste se define:

n;= numero de observaciones en la clase i-ésima
p;=  probabilidad de pertenecer a la categoria i, segun lo esperado.
E;= namero esperado de observaciones en la clase i-ésima bajo Hy
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Prueba de bondad de ajuste Y

indice A partir de los valores definidos definimos el estadistico de contraste como:

Introduccion

k

2
Contrastes de bondad 2 o E : (nl o El)
de ajuste Xexp = E.
1 1
Prueba X2 =
Prueba de K-S donde la distribucion del estadistico de contraste sera una Xi_l de k — 1 grados de

Test Lilliefors

libertad. Para hallar ngp es aconsejable disponer los calculos en una tabla como sigue:

Prueba de S-W
S Si | ni | pi=PlzeSibaoHo | E=n-p; | (ni— E;)? | gl
St | m D1 n - p1 (n1 — E1)? %
Sk | 1k Pk nope | (g — EBi)? | el
n 1 n xixp

La interpretacion intuitiva del estadistico de contraste o experimental es Valores pequefos
del estadistico mostraran una alta concordancia entre las frecuencias que se observany las
que se esperaban, por lo que no se podra rechazar Hg. Por otro lado, si el estadistico toma
un valor muy grande mostrara la discrepancia entre estas frecuencias y habra que rechazar
Hy. Luego fijado un nivel de significacion «, se rechaza Ho, si x> > Xl2c—1;1—oz-

TC I
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Prueba de bondad de ajuste Y

indice CONDICION DE VALIDEZ DEL TEST.

Introduccion

B SiFE; < 5entonces X2 se hace grande y por tanto se rechaza Hg sin razon. Este con-
traste es apropiado siempre que E; > 5, para cualquier valor de z. Si esto no ocurre
tendriamos que agrupar clases vecinas, pero por cada par de clases que se combinen
hay que reducir en 1 los grados de libertad de la distribucion chi del estadistico.

B Cuando se desee contrastar la hipotesis de que los datos estan generados por alguna
distribucion (p.e. Binomial, Poisson o Normal), con parametros de dicha distribucién
desconocidos se utilizaran los datos muestrales para obtener los estimadores pun-
tuales correspondientes, pero los grados de libertad de la chi-cuadrado del contraste
se reduciran en una unidad por cada parametro estimado. En general, si es necesario
estimar r parametros, la distribucion del estadistico de contraste sera una Xi—r—1 de
k — r — 1 grados de libertad.

Contrastes de bondad
de ajuste

Prueba X2
Prueba de K-S
Test Lilliefors

Prueba de S-W

Contrastes no
paramétricos
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Contraste X2 de bondad de ajuste

indice EJEMPLO 1. En un cajero automatico situado en el extrarradio de una ciudad se ha

detectado una baja utilizacion del mismo por los clientes de la sucursal bancaria. Con el fin
de investigar esta afirmacion, se ha controlado el nUmero de llegadas al mismo durante las

Introduccion

Contrastes de bondad

de ajuste tardes en que la oficina permanece cerrada, contabilizandose los siguientes resultados:
Prueba X2
Prueba de K-S NUmero de llegadas al cajero | Numero de tardes
Test Lilliefors 0 21
Prueba de S-W 1 18
Contrastes no 2 7
paramétricos
3 3
4 0 mas 1

Con base en esta informacion, ¢ existe alguna razon para creer que el numero de llegadas
por tarde es una variable de Poisson con parametro 0.9? (o = 0.05)

TC I
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Contraste X2 de bondad de ajuste

Indice E SOLUCION
Introduccion . Definimos la variable aleatoria X como el nUmero de llegadas al cajero por la tarde,
Contrastes de bondad ¢ cuya funcion de distribucion es una Poisson de parametro 0.9. Por tanto, planteamos las
de ajuste : hipotesis:
Prueba X2 .
Prueba de K-S Hy: X — P(0.9)
Test Lilliefors .
Hy: X —-» P(O.9)
Prueba de S-W

Contrastes no
paramétricos

Para hallar las p; del cuadro resumen, utilizamos las tablas de la distribucion de Poisson y
calculamos P[X = 0], P|X = 1], P[X = 2|, P|X = 3], P[X > 4];

M, pi:P[$€Si] bajoHo Ei:n'pi
X =021 0.4066 20.33
X=1]18 0.3659 18.3
X=2117 0.1647 8.24
X=3|3 0.0494 247 < 5
X >4 1 0.0134 0.67 < 5

50 1 >~ 50
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Contraste X2 de bondad de ajuste
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Como se puede observar, el nlimero esperado de las observaciones de las clases X = 3
y X > 4 son inferiores a 5, por tanto para que se cumpla la condicion de validez del test
las agrupamos obteniendo:

TC I

n;, | pi = P[x € Sz] bajo Hy | E; =n - p; (nz — E’i)2 W
X=0]21 0.4066 20.33 0.4489 0.02208
X =1]18 0.3659 18.3 0.09 0.004918
X>2111 0.2215 11.38 0.1444 0.012689

50 1 ~ 5() - = 0.0397

Calculamos X§—1,1—0.05 = XS,O,% — 5.99, como x* = 0.0397 % X%,0.95 = 5.99
entonces no existen razones para rechazar Hp con una significacion del 5%. No podemos
rechazar que los datos provengan de una distribucion de Poisson de parametro 0.9. Esta
conclusion nos permite afirmar que el cajero es muy poco utilizado ya que el nimero medio
de llegadas esperadas por tarde es menor de 1.
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Contraste X2 de bondad de ajuste
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EJEMPLO 2. Una muestra sobre el nimero de personas que diariamente requieren infor-
macion de un producto financiero ofrece los resultados 3, 0, 1, 3, 2, 4, 4,5, 5, 3, 3, 1, 2,
2,3,4,3,3,2,4,5,1,0, 4, 2, 3, 1. {Se puede aceptar que el nUmero de personas que
requieren la mencionada informacion se distribuye segin una ley de Poisson?

SOLUCION

Definimos la variable aleatoria X como el nUmero de personas que diariamente requieren
informacion. Para estudiar si el nUmero de personas sigue una distribucion dei Poisson,
estimamos el valor del parametro A\ a partir de la media de la muestra, es decir, A\ = X =
73 — 2.7. Por tanto, planteamos las hipotesis

27
Ho: X — P(2.7)
Hi: X —» P(2.7)

M, pi:P[$€Si] bajOHo Ei:n'pi
X=0]| 2 0.0672 1.8144 < 5
X=1]| 4 0.1815 4.9005 < 5
X=215 0.2450 6.615
X =38 0.2205 5.9536
X =415 0.1488 4.0176 < 5
X>5| 3 0.01370 3.699 < 5

27 1 27
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Contraste X2 de bondad de ajuste
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Al igual que nos pasaba en el ejemplo anterior, agrupamos las dos primeras clases y las
dos ultimas clases, obteniendo la tabla:

TC I

n; | pi = P[CE c S@] bajo Hy | E; =n - p; (nl Ei)2 %
X<1]| 6 0.2487 6.7149 0.5111 0.0761
X=2|5 0.2450 6.615 2.608 0.3943
X=3]| 8 0.2205 5.9536 2.0465 0.7035
X >4 8 0.2858 7.7166 0.2834 0.0104

27 1 27 x° = 1.1843

Hallamos X?l_]__l,l_o‘og) = Xg,o.% = 5.99, como y? = 1.1843 ¥ X%,0.95 = 5.99
entonces aceptamos Hy con una significacion del 5%. Luego los datos provienen de una
distribuciébn de Poisson de parametro 2.7.

Contrastes de bondad de ajuste y no paramétricos — 13 / 37




Prueba de Kolmogorov-Smirnov
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El test de Kolmogorov-Smirnov (K-S) permite contrastar la hipotesis de que los datos ob-
servados en una muestra proceden de una poblacion con una distribucion de probabilidad
continua dada de antemano. La hipotesis que se establece es:

Hy: X ~ F(X)
H;: X » F(X)
Para contrastar este supuesto disponemos de una muestra x1, ..., I, extraida de esa

poblacion. Los pasos a seguir a la hora de realizar el contraste son:

1.
2.

Se ordenan los valores de la muestra de menor a mayor.
Para cada uno de los elementos muestrales, se calcula la funcion de distribucion real
bajo Ho, es decir Fp(x;) = P[X < z;]coni=1,...,n

Se calcula la funcion de distribucion empirica o muestral mediante la expresion sigu-
: namero de observaciones menores o iguales a Ti
iente I, (z;) =

namero total de datos
Se calcula el Estadistico experimental  Degp = max | Fo(xi) — Fn(xz) .

Fijado el nivel de significacion o y conocido el nUmero de elementos en la muestra,
n, se obtiene el valor critico de la tabla correspondiente al Test K-S sobre Bondad de
Ajuste, que denotaremos D,

Serechaza Hq si Degp > Dq
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov

indice EJEmMPLO 3 Con un nivel de significacion del 5%, contraste la hipbtesis de que los sigu-
Introduccion : ientes valores muestrales
Contrastes de bondad <
de ajuste E 4, 2, 5, 3, 4, 5, 4, 2
Prueba X2 :
Prueba de K-S proceden de una distribucion normal con media 3.5 y varianza 1.12.
Test Lilliefors E SOLUCION
Prueba de S-W :

B Planteamos la hipotesis a contrastar

Contrastes no

paramétricos § Ho: X ~ ]\f(357 112)
: Hi: X » N(3.5,1.1%)

B Ordenamos los valores muestrales en orden creciente (2,2, 3, ..., 5,5) y calculamos
la funcion de distribucion para cada uno de ellos suponiendo que H es cierta, es decir,
se supone que los datos pertenecen a una poblacion N (3.5, 1.12). Por ejempilo,

2—3.5

F0(2):P[X§2]:P[Z§ —

] — P[Z < —1.36] = 0.0869.
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov

, . Se calcula la  funcion de  distribucion = empirica o  muestral.
indice Fn(2) — % = 0.25 Fn(B) — % = 0.375 Fn(4) = g = 0.75 Fn(5) = % —
:::::::;e o Si resumimos toda la informacion en una tabla, obtenemos:
de ajuste Muestra | n; | N; | Fo(zi) | Fn(xi) | | Fo(x) — Fn(x) |
Prueba x* ; 2 2 | 2 [0.0869 | 0.25 0.1631
Pruebé.de K-S 3 1 3 |10.3264 | 0.375 0.0486
zzte::'zf:zw 4 3 6 | 0.6736 0.75 0.0764
5 2 8 | 0.9131 1 0.0869
Contrastes no
paramétricos E 8

B Se calcula el estadistico experimental

Deyp = mazx | Fo(x) — F,(z) |= 0.1631
B Fijado el nivel de significacion al 5%, Do.o5 = 0.45427. Por tanto, como Deyp %
Dg.05 se mantiene la hipotesis nula. Luego, a un nivel de significacion del 5% v te-
niendo en cuenta la informacion muestral, se concluye que los datos han sido extraidos
de una poblacion normal cuya media y varianza son 3.5y 1.1% respectivamente.
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov

indice EJEMPLO 4. Supongamos una muestra aleatoria de tamafio n = 6 constituida por
Introduccion : las observaciones 0.38, 0.55, 0.32, 0.48, 0.50, 0.20. A un nivel de significacion del 5%
Contrastes de bondad ¢se puede afirmar que la muestra considerada procede de una poblacion con funcion de
de ajuste :distribucion F'(X)?

Prueba X2 § 0 =« < 0

Prueba de K-S .

Test Lilliefors F(iB) - X O S T < 1

Prueba de S-W § 1 =« Z 1

Contrastes no
paramétricos

SoLuciON. Con el fin de saber si los datos considerados pertenecen a una poblacion
con funcién de distribucion F'(X) recurriremos al test de K-S. En el cuadro siguiente se
muestran los pasos necesarios con el fin de obtener el estadistico de contraste de K-S.

Muestra | Fo(xi) | Fn(xi) | | Fo(x) — Fn(z) |
0.20 0.20 0.167 0.033
0.32 0.32 0.333 0.013
0.38 0.38 0.500 0.120
0.48 0.48 0.667 0.187
0.50 0.50 0.833 0.333
0.55 0.55 1 0.450
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov

indice Luego,
Introduccion § De:cp = max | FO<CU) — Fn (x) ‘: 0.450

Contrastes de bondad Por otro lado, el valor critico que se obtiene de la correspondiente tabla es Dg.o5 =
e aluste : 0.51926, y como consecuencia de que D.z, % Do o5 no hay evidencias significativas, a
un nivel de significacion del 5%, para rechazar la hip6tesis nula. Por tanto, se mantiene la
Toet Lilliefors : hipbtesis de que los datos muestrales han sido extraidos de una poblacion cuya funcion de
Prueba de S-W :  distribucion es

Prueba X2
Prueba de K-S

Contrastes no : 0 <0
paramétricos § F(ZB) _ s 0 S <1
1 =z>1
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El test de Kolmogorov-Smirnov no puede ser aplicado en aquellos casos en los que la
distribucién normal no tiene la informacion sobre los parametros poblacionales. En 1967
Lilliefors presentd una modificacion del test de K-S con el fin de contrastar la hipotesis de
normalidad donde no se especifica el valor de la media y varianza poblacional.

La hipbtesis que se desea contrastar seria pues:

H()ZXNN(,LL,O'Q)
H, :XOON</,L,O'2)

donde vy o2 son estimadas con X y Sg_l respectivamente.

Los pasos a realizar coinciden con los desarrollados en el test de K-S, la Unica diferencia

gue presentan los dos test es la regidbn de rechazo. Los valores criticos que en el test de

K-S se obtenian de la tabla del mencionado test ahora son ahora descritos utilizando la

tabla de Lilliefors de normalidad y se denotara por D7y, .

1. Se ordenan los valores de la muestra de menor a mayor.

2. Para cada uno de los elementos muestrales, se calcula la funcion de distribucion real
bajo Ho.

3. Se calcula la funcion de distribucidn empirica o0 muestral .

Se calcula el Estadistico experimental  Deyp = max | Fo(xi) — Fin(x;) |.

5. Fijado el nivel de significacion o, se rechaza Ho si Degp > Da.

s
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EJEMPLO 5. Con el fin de estudiar el nUmero de accidentes laborales en una determinada
provincia se ha seleccionado, tras una campafa de informacion y prevencion, una muestra
en la cual se recogi6 el nUmero de accidentes durante seis semanas consecutivas. Los
datos muestrales son 8, 11, 9, 7, 9 y 10. ¢Puede decirse, al 10% de significacion, que la
muestra considerada proviene de una poblacién normal?

SOLUCION. Considerando como estimador de ( y o2, la media muestral, X = 9, y la

cuasivarianza, S,%_l = 1.67, respectivamente, la hipotesis a describir es

Ho: X ~ N(9,1.67)
Hy: X = N(9,1.67)

A continuacion se resumen todos los resultados obtenidos en cada uno de los pasos:

Muestra | Fo(xi) | ni | Fn(zs) | | Fo(z) — Fn(x) |
7 0.0606 | 1 | 0.167 0.1064
3 0.2206 | 1 | 0.333 0.1124
9 0.5000 | 2 | 0.667 0.1670
10 0.7794 | 1 | 0.833 0.1870
11 0.9394 | 1 1 0.0536

Como se verifica que Deyp = 0.1870 % Dr 0.10 = 0.297 entonces se puede afirmar, a
un nivel de significacion del 10% que los datos han sido extraidos de una poblacion normal.

Contrastes de bondad de ajuste y no paramétricos — 20 / 37



Prueba de Shapiro-Wilk

Indice

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Prueba X2
Prueba de K-S
Test Lilliefors

Prueba de S-W

Contrastes no
paramétricos

TC I

El test de Shapiro -Wilk se utiliza para comprobar si un conjunto de datos se ajusta a una
distribucion Normal. Por tanto, el contraste plantea:

Ho: X ~ N(u,o?)
Hy: X o N(u,o0?)

Para resolver el contraste debemos seguir los siguientes pasos:

1. Se ordenan los valores de la muestra de menor a mayor.
2. Calcular el Estadistico experimental de Shapiro Wilk, dado por:

2

donde k = n/2sinespar,0k = (n — 1)/2 sin es impar. Los coeficientes a; se
encuentran disponibles en la tablas de Shapiro Wilk.

3. Fijado el nivel de significacion «v y conocido el nUmero de elementos en la muestra, n,
se obtiene el valor critico de la tabla correspondiente al Test de S-W, que denotaremos
Wa n. Serechaza Ho, si Wegp < W,
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Prueba de Shapiro-Wilk
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Con los datos del EJEMPLO 3. comprobar si proceden de una poblacion N (3.5, 1.12)
utilizando la prueba de Shapiro-Wilk.
SoLUCION. La hipotesis a plantear es

Hy: X ~ N(3.51.1%)
Hi: X » N(3.5,1.1%)
Una vez ordenamos los valores muestrales disponemos los calculos en la siguiente tabla:

Muestra (CCZ — f)Q Tn—itl — Tj Qa; Qa; (Cl?n_fH_l — ZUL)

2 2.640625 xg—x1 =5—2=3 0.6052 1.8156

2 2.640625 x7—x2o=5—2=3 0.3164 0.9492

3 0.390625 x¢—x3=4—-3=1 0.1743 0.1743

4 0.140625 5 —Tq =0 0.0561 0

4 0.140625

4 0.140625

5 1.890625

5 1.890625

29 9.875 2.9391

Por tanto, el Estadistico experimental vendra dado por Weyp = 2;2%2 = 0.8747. Para

un o = 0.05, Wu,n, = Wo.05,8 = 0.818. Por tanto con Wey, = 0.8747 ﬁ 0.818
no tenemos evidencias para rechazar la hip6tesis nula, por lo que admitimos que los datos
siguen una distribucion Normal. B
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Contrastes no param étricos:
Prueba de Mann-Witney, Prueba de
Wald-Wolfowith y Prueba rangos con
signo de Wilcoxon para muestras
pareadas
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Contraste de Mann-Whitney

indice Sean n y m los tamafios de dos muestras aleatorias e independientes entre si, donde n <

m. El contraste de Mann-Whitney nos permite contrastar si las dos muestras consideradas
han sido obtenidas de la misma poblacion. La hipotesis a plantear en este caso es:

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Ho: Fyo(z) =Go(x), Ve €R
H1 . Fo(x) 75 Go(:lf)

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W

Test de Rachas

Los pasos a seguir en la realizacion del contraste son:
Test Wilcoxon

1. Mezclar los datos de ambas muestras en un solo conjunto y ordenar de menor a mayor.

2. Una vez ordenados los datos se le asigna a cada uno su rango o lugar que ocupa
dentro del conjunto, en el caso de haber valores repetidos se le asigna como rango el
promedio de los rangos que les corresponderian si todas todas ellas fueran dife rentes.

3. Se suman los rangos correspondientes a las observaciones de cada muestra, R1 y
R>. La suma total de los rangos cumple la propiedad

n-(n+1)+m-(m—|—1)

Ri 4+ Rg = 5 5

TC I
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Contraste de Mann-Whitney

indice : 4. El Estadistico de Contraste, U, es el valor minimo entre U7 y Us donde:
Introduccion E
: n(n 4+ 1)
Contrastes de bondad < U1 =nm—+ ——— — Rl
de ajuste . 2
Contrastes no E m(m + 1
paramétricos E U2 =nm —+ ( 5 ) — RQ =nm — Ul

Contraste de M-W

Test de Rachas L
. 5. Decision:
Test Wilcoxon
B n <1006 m < 10, se rechazara la hipotesis nula si el p-valor, obtenido de la
tabla de Mann-Whitney, es menor que el nivel de significacion, c.

M n > 10, m > 10, se rechazara la hipotesis nula si U < U, donde

Uy = E(U) 4+ Zo DT(U)

siendo E(U) = 22y DT'(U) = \/"m("lzmﬂ).
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Contraste de Mann-Whitney

Indice

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W
Test de Rachas

Test Wilcoxon

TC I

EJEMPLO 6. ¢Podemos afirmar, a un nivel de significacion del 5% que las muestras 1y 2
han sido extraidas de una misma poblacion?

Muestral | 6.06 14.12 24.69 13.29

Muestra 2 | 22.34 2186 2469 14.12
SoLUCION. En primer lugar entremezclamos las observaciones ordenandolas en sentido
ascendente y a continuacion, se le asigha a cada elemento la posicion que ocupa (o
rango). Debemos tener en cuenta que si hay algun elemento que se repite entonces se
considera como rango la media aritmética de los rangos que les corresponden a cada
uno.

6.06 13.29 14.12 1412 21.86 2234 2469 24.69
M1 M1 M1 M2 M.2 M2 M1 M2
1 2 3.5 3.5 5 6 7.5 7.5

La suma de los rangos correspondientes a la primera muestra son
Ri=1+4+243.54+7.5= 14y en el caso de la segunda muestra es
Ry =354+546+4 7.5 = 22. Luego, Ui :4-4—1—@ — 14 =12y
Uy =16 — 12 = 4.
Por tanto, el estadistico experimental es U = min (U1, Uz) = min (12,4) = 4.
Utilizando la tabla correspondiente al contraste de Mann-Whitney se obtiene que el p-valor
paran =4, m=4yU = 4es0.171. Al ser 0.171 = p — valor > « = 0.05 entonces
no hay motivos para rechazar Hg, luego las dos muestras han sido extraidas de la misma
poblacion, a un nivel de significacion del 5%. B
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Contraste de Mann-Whitney

Indice

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W
Test de Rachas

Test Wilcoxon
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EJEMPLO 7. Juany Luisa trabajan en una gran empresa de telecomunicaciones. El
gerente piensa que el trabajo realizado por ambos es muy similar. Para aclarar la duda
decide estudiar si las ventas realizadas por cada uno de sus trabajadores, en miles, es la
misma. A un nivel de significacion del 5%, ¢ podemos afirmar que la idea que tiene el
gerente es correcta?

Juan | 21 18 23 14 18 17 21 22 10 18 22 18
Luis | 21 12 16 21 29 18 23 20 23 26 28 30

SoLuclON. Procediendo de forma similar al ejemplo anterior se tendria:

Datos 10 12 14 16 17 18 18 18 18 18 20 21
Empleado J L J L J J J J J L L J
Rangos 1 2 3 4 5 8 8 8 8 8 11 13.5
Datos 21 21 21 22 22 23 23 23 26 28 29 30
Empleado J L L J J J L L L L L L
Rangos 135 135 135 165 165 19 19 19 21 22 23 24

A partir de la informacion recogida en la tabla se tiene que R1 = 120y R2 = 180.
Luego, si Uy = 102y Us = 42, se tiene que U = 42.
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Contraste de Mann-Whitney
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Comon = 12y m = 12, se considera que la distribucion del estadistico experimental U
se aproxima a una normal. De esta forma, se podra obtener el valor teérico mediante la
expresion

1
U, = 2y Za\/nm(” J{Qm D 70 1645 17.321 — 70.396

Alser U, = 70.396 > U = 42 se concluye, a un nivel de significacion del 5%, que la
idea que tenia el gerente sobre el trabajo realizado por Juan y Luis no era correcta.
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Test de Rachas de Wald-Woldfowitz para una muestra

indice El test de Rachas de Wald-Woldfowitz permite comprobar la aleatoriedad de una muestra

0 contrastar si dos muestras aleatorias e independientes, han sido obtenidas de la misma
poblacion, al igual que el contraste de Mann-Whitney.

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Test de Aleatoriedad para una muestra

Contrastes no ., .
En este caso la hipotesis a plantear es

paramétricos

Contraste de M-W ' [
ontraste de Hy : La muestra seleccionada es aleatoria,

Test de Rachas

e H1 : La muestra no es aleatoria.
est Wilcoxon

Pasos a realizar:

1. Se ordenan en sentido creciente las observaciones.

Se calcula la mediana de todas las observaciones.

3. Denotamos por 11 aquellas observaciones que son menores a la mediana y por ns
aquellas que sean mayores o iguales.

4. Se calcula el nimero de rachas, R, que es la sucesion de simbolos idénticos, a los
que preceden o siguen otros simbolos. Asi, por ejemplo, la serie de resultados - - -
+ - - + + obtenida al tirar n = 8 veces una moneda, constituye R=4 rachas.

N

TC I
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Test de Rachas de Wald-Woldfowitz para una muestra

indice : 5. Decision,
ntroduccion : (a) Siniyns2 sonmenores oiguales a 20 utilizaremos las tablas de Test de Rachas.
Contrastes de bondad < .
de ajuste E Se rechaza HO si IR ¢ |:Rn1,n2,% ; R”lv”Qal_%] :
Contrasies no : (b) Sini 6 ng son mayores a 20 se rechazara Hg si R < R, donde
paramétricos .
Contraste de M-W E Ra = E[R] —I— Z% DT(R)
Test de Rachas E
Test Wilcoxon E si(endo ,
— nin2
E(R) o nyi+ng +1
$
2nino(2ning—mi1—ng)
DT (R) = 12
X ( ) (n1+n2)2(n1+nz—1)
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Test de Rachas de Wald-Woldfowitz para una muestra

. EJEMPLO 8. Para estudiar si el nUmero de horas, al dia, que los alumnos dedican a
ndice : ver la television influye en las notas de Técnicas Cuantitativas Il, se ha considerado una
Introduccion muestra de 19 alumnos, del total de alumnos matriculados. Los 19 alumnos declaran ver
Contrastes de bondad la television las siguientes horas al dia; 5,1,0,5,0,1,1,5,1,6,3,3,4,2,1,2,1, 3, 2. Al
de ajuste : 5% de significacion, ¢puede considerarse que los alumnos seleccionados para el estudio
g;’rr:rfjﬁsozo han sido tomados de una forma aleatoria?

SoLuciON.  En primer lugar ordenamos los datos para calcular el valor de la Mediana
(valor que divide la muestra en dos partes iguales, mantiene el 50% de los datos por encima
y por debajo de él). En este caso se tiene que Me = 2. Una vez obtenido el valor
de la mediana, obtenemos las diferencias que hay entre cada observacion y la mediana,
asignandole A a los valores menores que la mediana y B a los valores que son mayores
o iguales a M..

Contraste de M-W
Test de Rachas

Test Wilcoxon

5 1 0 5 0 1 1 5 1 6
B A A B A A A B A B
3 3 4 2 1 2 1 3 2
B B B B A B A B B

Asique, n1 = 8, ne = 11y R = 11, al ser ambos menores de 20, consultamos las
tablas del Test de Rachas. A un nivel de significacion o = 0.05 y teniendo en cuenta que
Rg 11,0025 =5 < R =11 < Rg,11,0.975 = 14, no podemos rechazar la hipotesis de
aleatoriedad.

H

TC I Contrastes de bondad de ajuste y no paramétricos — 31/ 37



Test de Rachas de Wald-Woldfowitz para dos muestras

Test para dos muestras

indice En este caso la hipbtesis a plantear es

Introduccion § H() : F() (Ll?) = Go (Q?), Ve € R

Cont.rastes de bondad § _ Hl : FO (x) 75 Go (x)

de ajuste : Pasos a realizar:

o 1. Se entremezclany ordenan en sentido creciente las observaciones de ambas mues-
paramétricos E tras.

Contraste de M-W : 2. Denotamos por 1 aquellas observaciones que pertenecen a la primera muestra y
Test de Rachas por n2 aquellas que sean de la segunda muestra.

Test Wilcoxon 3. Se calcula el nmero de rachas, Rezp.

: 4. Decision:

(@) Si ni1 y ng son menores o iguales a 20 utilizaremos las tablas de Test de
Rachas. Se rechaza Ho si R ¢ [Rnl,m,% ; Rnl,m,l_%]
(b) Si m1 6 n2 son mayores a 20 se rechazara Ho si Rezp < Ro donde

_ . _ 2n1n L
Ra = E[R] + ZsDT(R); E(R) = 24" 4 1y DT(R) =

ni+ng

2ningz(2ning—ni—na)
(n14+n2)2(n1+nz—1) °
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Test de Rachas de Wald-Woldfowitz para dos muestras

: EJEMPLO 9. Un profesor de Técnicas esta interesado en introducir una herramienta

indice : informatica para el desarrollo de su asignatura durante un cuatrimestre. La idea inicial
: que tiene el docente es que esta herramienta provocara unos mejores resultados en las
calificaciones de los alumnos. Sin embargo un compafero cree que con la introduccion
de la informatica no se produciran dichos cambios. Para salir de dudas ambos profesores
recogen las calificaciones de 6 estudiantes, las cuales son recogidas en la siguiente tabla.

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Informatica (A) |6.68 6.37 753 3.03 6.30 7.59

Contraste de M-W
No informatica (B) | 2.06 6.66 5.60 4,94 481 7.73

Test de Rachas

Test Wil . . . . s .- .
bl ¢Podemos afirmar a un 5% que la distribucion de probabilidad que modelizan las notas de

los estudiantes es la misma en ambos grupos?
SOLUCION. En primer lugar mezclamos ambas muestras y las ordenamos de mayor a

menor, indicando en cada observacion a que grupo pertenece.
2.06 3.03 481 494  5.60 6.30 6.37 6.66 6.68 7.53 7.59 7.73
B A B B B A A B A A A B
El estadistico experimental del test de Rachas seria Resp = 7. Ademas, como

n1 = n2 = 6, se tiene que R¢,6,0.025 = 3y R6,6,0.975 = 11, y entonces no tenemos
evidencias, a un nivel de significacion del 5% para rechazar Hy. Por tanto, se puede
considerar que las notas de los alumnos de ambos profesores se distribuyen de igual
forma.
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Test de Wilcoxon o Prueba de los signos-rangos

El test de Wilcoxon nos permiten estudiar si dos muestras pareadas, usualmente sobre los
mismos individuos en dos momentos diferentes de tiempo, proceden de poblaciones con
la misma distribucion. Por ejemplo, supongamos que se desea estudiar la efectividad de
una dieta considerando, par ello, el peso de un grupo de personas antes y después de
someterse a ella. La hipotesis a plantear en este caso sera:

Ho: Fo(x) = Go(x), Vr € R
H1 . Fo(il?) 75 Go(ZU)

Indice

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W

Test de Rachas

Test Wilcoxon A la hora de realizar el contraste seguiremos los siguientes pasos:

1. Se calcula la diferencia de los valores muestrales en valor absoluto, desechandose
aquellos casos en los que la diferencia es nula D; = | X; — Y;| dondei =1,... n.

2. Se ordenan estos valores absolutos de menor a mayor, asignandoles rangos (en caso
de empates se asigna el rango medio).

3. Junto a cada namero de rango se anota si la diferencia correspondiente tiene signo
positivo o negativo. Calculando a continuacion la suma de los nimeros de rango posi-
tivos (R+) y la de los rangos negativos (R - ), verificandose

n-(n+1)
2

Ry +R_ =

TC I
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Test de Wilcoxon o Prueba de los signos-rangos

Indice

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W
Test de Rachas

Test Wilcoxon

TC I

4. El estadistico de contraste es el valor minimo entre los dos rangos, es decir

R =min{R;,R_}

5. Decision:

Sin < 15, se rechazara la hipo6tesis nula cuando el valor obtenido fi sea menor
o igual que el valor critico, R, obtenido d/e\ la tabla correspondiente.

Sin > 15 la distribucion del estadistico R bajo la hipotesis nula es aproximada-
mente una normal. Se rechaza la hip6tesis nula si

R < E[R) + ZoDT(R)

donde .
E(ﬁ) _ n(n2—1— )
DT(R) \/n(n+12)§l2n+1)
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Test de Wilcoxon o Prueba de los signos-rangos

indice EJEmMPLO 10. Una empresa farmacéutica esta pensando en sacar un nuevo medicamento

con el fin de perder peso. Antes de sacarlo al mercado decide seleccionar un muestra
formada por 10 personas, las cuales las pesa antes de empezar el tratamiento y después
de terminarlo. ¢ Se puede afirmar, a un nivel de significacion del 1%, que el tratamiento no
llegara al mercado puesto que no se producen cambios significativos en los pesos de las
personas seleccionadas?.

Introduccion

Contrastes de bondad
de ajuste

Contrastes no
paramétricos

Contraste de M-W

Test de Rachas Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antes 72.87 61.10 71.83 68.64 73.14 94.81 69.23 58.08 62.43 74.38
Después 67.06 64.79 68.14 64.74 77.88 78.87 69.24 58.61 60.79 70.71

Test Wilcoxon

SoLUcION. En un primer lugar se realiza las diferencias, en valor absoluto, de los pesos
antes de realizar la dieta y después de acabarla, considerando ademas un signo -+ para
los casos en la que la diferencia es positiva y — cuando la diferencia arroja un resultado

negativo.
Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 72.87 61.10 71.83 68.64 73.14 94.81 69.23 58.08 62.43 74.38
Después 67.06 64.79 68.14 64.74 77.88 78.87 69.24 58.61 60.79 70.71
D; 5.80 3.69 3.69 3.89 4.74 15.93 0.01 0.53 1.64 3.67
Diferencias + - + + - + - - + +

TC I
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Test de Wilcoxon o Prueba de los signos-rangos

indice A continuacion, se ordenan las diferencias, ID;, en orden ascendente y se le asignan los

rangos correspondientes:

Introduccion

Contrastes de bondad

de ajuste D, 001 053 164 367 369 369 389 474 580 1593
Diferencias -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1

Contrastes no Dif. + 3 4 55 7 9 10

paramétricos Dif - 1 > 55 8

Contraste de M-W

festde Rachas Utilizando la informacion de la tabla se tiene que Ry = 38.5y R_ = 16.5y como

Test Wilcoxon consecuencia R = min(38.5,16.5) = 16.5. Considerando que el nivel de significacion

es del 1% y el tamano muestral es n = 10 el valor critico proporcionado por la tabla es
Ro.01 = 5. Puesto que ﬁ > Ro.01, entonces no hay motivos para rechazar la hipotesis
nula. Por tanto, el peso de los individuos que han probado la nueva dieta no ha cambiado
significativamente.

TC I
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