Técnicas Cuantitativas Il

ESTIMACION DE PARAMETROS MEDIANTE INTERVALOS

DE CONFIANZA

Meétodo del estadistico pivote
Construccion de intervalos de confianza procedentes de poblaciones normales

TCII Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 1/ 44



Indice

Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de <

medias poblacionales

I.C. para la diferencia de E

proporciones

TC I

Método del estadistico pivote

|.C. para la varianza poblacional

|.C. para la media poblacional

|.C. para la proporci 6on

|.C. para el cociente de varianzas

|.C. para la diferencia de medias poblacionales

|.C. para la diferencia de proporciones

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 2 / 44



Estimaci on mediante intervalos de confianza

Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I

La estimacion puntual, estudiada en temas anteriores, nos aporta un valor concreto pero no
aporta una medida de la precision de la estimacion. Una manera de subsanar este hecho
sera obtener de cada muestra, no un estimador puntual, sino un intervalo que se sospecha
que debe contener al parametro. En ocasiones sera mas interesante saber entre que posi-
bles valores se puede mover el parametro mas que conocer un valor puntual del mismo. Es
decir, puede ser mas interesante proporcionar un intervalo dentro del cual esté contenido
el verdadero valor de un parametro desconocido, con cierto grado de certeza, que dar una
aproximacion puntual del mismo. El conocido dicho mas vale acertar aproximadamente
gue fallar exactamente resume de manera concisa esta idea.

Evidentemente, esta técnica no tiene por que dar siempre un resultado correcto y a
la probabilidad de que hayamos acertado al decir que el parametro estaba contenido en
dicho intervalo se le denomina nivel de confianza. Los extremos del intervalo de confianza
se calcularan a partir de los datos muestrales y por tanto seran variables aleatorias que
dependeran, entre otros elementos, del nivel de confianza.
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Método del estadistico pivote

indice Sea X una variable aleatoria (continua o discreta) cuya distribucion de probabilidad de-

pende de un parametro desconocido, . Dada una muestra aleatoria simple, X1, ..., Xn,
yunafunciont, t = T( X1, ..., X,;0), tal que:

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza

poblacional B Paracadaf, T'(-;0) es un estadistico muestral.

B Para cada realizacion de la muestra, 1, ..., Tn, T(x1,...,Ty; ) €s estrictamente
monotona.

B SiA = Img(t), paracada A € A, la ecuacion A = T(z1,...,xp;0), tiene
solucion en 6.

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

En tal caso, si para cada 6, t tiene distribucion independiente de 6, se puede construir un
intervalo de confianza para 6.

Entonces, el proceso a seguir en cada ocasion para construir un intervalo de confianza,
conocido como método del estadistico pivote, sera siempre el mismo:

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

B Seleccionar un estadistico, 7', que debe contener al parametro para el cual se desea
estimar el intervalo de confianza, 6, y cuya distribucion sea conocida y no dependa del
parametro desconocido, 6.

TC I
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Método del estadistico pivote

indice B La distribucion de tal variable aleatoria es independiente del valor del parametro v,

por tanto, se pueden encontrar los cuantiles % yl— % gue definen un intervalo de
extremos fijos, entre los que, con probabilidad 1 — «, se encontrara dicha variable.
Esto es:

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

P[)\g gtgAl_g] —1—a,
|.C. para la media 2 2
poblacional

donde )\% y )\1_% son los puntos (cuartiles) de la distribucion del estadistico 1" que
dejan a su izquierda una probabilidad % yl— % respectivamente.

B El siguiente paso sera despejar el parametro en la desigualdad de la probabilidad an-
terior, obteniendo un nuevo suceso de extremos aleatorios que contendra al verdadero
valor del parametro fijo y desconocido:

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

Pla<0<b =1-a,

donde a = T 1 ()\%) yb="T"1 ()\1_%).

El intervalo obtenido, |a, b], sera el intervalo de confianza, al nivel 1 — «, para el
parametro desconocido en estudio.
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Por su propia construccion este método nos permite afirmar que si se construyen distintos
intervalos, cada vez con distintas realizaciones de la muestra, al menos el 100(1 — a)%
de ellos contiene el verdadero valor del parametro.

Hay que destacar que una vez que se ha calculado el intervalo para una muestra de-
terminada, no es correcto decir la probabilidad de que el parametro pertenezca al intervalo
es 1 — «, ya que una vez calculado el intervalo, este deja de ser aleatorio y la probabilidad
sera 1 si el intervalo es de los 1 — « que contienen al parametro, 6 O o si el intervalo es uno
de los « intervalos que no contienen al parametro. Por tanto, no tiene sentido hablar de
probabilidad sino de confianza. La confianza esta puesta en que el método de construccion
de los intervalos nos asegura que (1 —a)100% de las muestras produciran intervalos que
contienen al parametro.

Los niveles de confianza habituales son del 90%, 95% y 99%. Advertir que conforme
aumenta la confianza, si bien disminuye el porcentaje de intervalos erroneos, la estimacion
realizada es mas pobre. Si os dijera que estimo que vuestra nota final estara comprendida
entre 0 y 10, ¢0s he proporcionado informacion Gtil? Y eso que en este caso hemos
trabajado a un 100% de confianza!!!

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 7 / 44



Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

Con la media
poblacional conocida

Con la media
poblacional
desconocida

Intervalo de conflanza para la
varianza de una poblaci on normal

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 8 / 44



Con la media poblacional conocida

Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

Con la media
poblacional conocida

Con la media
poblacional
desconocida

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I

Sea X una variable aleatoria tal que la distribucion de probabilidades de dicha variable
aleatoria es N (1, 02), donde u es conocida. Entonces, dada una muestra aleatoria sim-
ple, X1,...,X,, se toma como cantidad pivotal:

n

1

P (X’L o /1,)2,

=1

que tiene una distribucién X2 con n grados de libertad.
Sea X1-2 el cuantil 1 — % de la distribucion X2 con n grados de libertad y Xga es el
cuantil % de la misma distribucion, esto es:

P[Y<X1_%]:1—%, P[Y<X%]:%,
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R 1 <«
P —Z(Xf,;—,LL)2<O'2<—Z(X7;—,LL)2 =1— q.
X1-¢ “— Xg 5

Con la media

poblacional conocida Entonces, el intervalo de confianza para la varianza de la poblacion donde la media es

Con la media conocida se expresara como:
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Sea X una variable aleatoria tal que la distribucion de probabilidades de dicha variable
aleatoria es N (1, 02), donde p es desconocida. Entonces, dada una muestra aleatoria
simple, X1, ...,.X,, se selecciona como cantidad pivotal:

o2 4
=1

que tiene una distribucion X2 con n — 1 grados de libertad.
Teniendo en cuenta, al igual que antes, que X1—a €s el cuantil 1 — % de la distribucion

X2 con n grados de libertad y Xg es el cuantil % de la misma distribucion, entonces:

1 < —
P X%<§;(X7;—X) <X1_% =1—-aq,
de donde, despejando o’
RS 2 _ 2 _ 1 ¢ 2| _
P Y (Xi-X)P<ol<—) (Xi—-X)’|=1-a
X1-% 4 X$ i1
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Entonces, el intervalo de confianza, al nivel 1 — «, para la varianza de una poblacion donde
la media es desconocida es

(87 (87
X1-§ X$ =1

Ejemplo1 EIl gasto mensual en euros en clases particulares de los alumnos de la Facul-
tad de Ciencias Econbmicas y Empresariales sigue una distribucion normal. Se toma una
muestra aleatoria de ocho alumnos y se obtienen los siguientes datos: 90, 87, 95, 105, 101,
100, 99, 97. Se pide obtener un intervalo de confianza al 99% para la varianza poblacional.
El cuantil 0’005 de la distribucion X2 con 7 grados de libertad es o005 = 0'9893, y
el cuantil 0'995 de la misma distribucion es o995 = 20'2777. Segln los datos del

_ 8 _
enunciado se obtiene X = 96’75y > (X; — X)? = 245'5. Por lo que el intervalo

1=1
buscado es (12'11, 248'15). i
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Para obtener el intervalo de confianza del parametro media poblacional de una variable
aleatoria X distribuida como una N (u, 02), donde o es una cantidad conocida, dada
X1, ..., X, unamuestra aleatoria simple procedente de X, se selecciona como cantidad
pivotal: o

(X —n)

o Y

J/n
que se distribuye segin una N (0, 1). Dicha distribucion se empleara para calcular el
intervalo de confianza de manera que se verifica que:

(X - p) v

o

Pl|Zas < < Zi_ae| =1-—aq,
2 2

donde Z% y 41 _ 2 son los puntos de una distribucion N(O, 1) gue dejan por debajo suya
una probabilidad % yl— % respectivamente. Esto es:

a a
Plz<z3]=3 Plz<zig|=1-F

donde Z ~ N(0, 1).
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Si en la desigualdad de la probabilidad anterior despejamos (., se obtiene:

— o — o
P\ X+Ze —<u<X+24Zi_a-—|=1—-aqa.
[ VI TV
Por tanto, se ha obtenido un intervalo que contiene en su interior a la media poblacional
L con una probabilidad 1 — «. Esto es, teniendo en cuenta la simetria’ de la distribucion
normal:

- o —— o
[X_Zl_%.ﬁ’X_'_Zl_g.ﬁ]’

es el intervalo de confianza, al nivel de confianza 1 — «, para la media de una poblacion
normal con varianza conocida.

'Puesto que la distribucion Normal es simétrica con respecto a su media, que en este
caso es el cero, se verifica que Z% = —Zl_%. Este hecho se repite Gnicamente en el
caso de la distribucion ¢-Student.
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Ejemplo 2 Supongamos que la variable, X, edad de los funcionarios espafoles es una
variable aleatoria con distribucion N (1, 152). Construir el intervalo de confianza para la
media poblacional sabiendo que se ha recogido una muestra de 10 funcionarios y se han
obtenido los siguientes datos: 38, 38, 50, 40, 40, 43, 58, 35, 44, 40.

A partir de los datos muestrales obtenidos se calcula el valor de la media muestral, que
sera X = 42'6. Sustituyendo en la expresion obtenida para el intervalo se tiene:

1 1
426 — 1/96 - 42%34—1/96--—51- — [33/30, 51'90].

V10’ V10
Por tanto, con un 95% de confianza, la media poblacional estara comprendida entre 33’30
y 51'90.
Para la muestra 62, 39, 30, 33, 60, 60, 61, 29, 28, 47 el intervalo seria [35'6, 54'2]. Se
pone de manifiesto claramente que para cada muestra se obtendra un intervalo distinto. f
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Sea X una variable aleatoria tal que la distribucion de probabilidades de dicha variable
aleatoria es Normal N (u, 02), donde o es desconocida. Entonces, dada una muestra
aleatoria simple, X1, ..., X, utilizaremos como cantidad pivotal:

(X 4) Vo
Sn_1 ’

que se distribuye segln una distribucion t-Student con n — 1 grados de libertad, donde

1
n—1

Sp_1 = D (X - X)2.

=1

El intervalo de confianza queda determinado por

(X —p) v
Sn—l

Plta < <ti_e| =1-—aqa,
2 2

donde t% y tl_% son los puntos de una t de Student con n — 1 grados de libertad que
dejan por debajo suya una probabilidad % yl— % respectivamente. Esto es:
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(87 (87
P|:t<t%i|:§, P|:t<t1_%]:1—§,

dondet ~ t,,_1.
Despejando el parametro desconocido, en este caso u, en la expresion anterior obtenemos
la probabilidad equivalente:

~ Sn—l ~ Sn—l
Pl|X +ta - X +ti_a - =1-—a.
[ t1ig \/ﬁ<“< +tl1-2 \/ﬁ] o

De forma que usando que la distribucion ¢-Student es simétrica, la region que determina

_ S S,
[X—tl_%'wl,X‘i_tl—%' \/ﬁll,

es el intervalo de confianza, al nivel de confianza 1 — «, para la media de una poblacion
normal con varianza desconocida.
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Ejemplo 3 Usando los datos del ejemplo anterior, se pide calcular para la primera muestra
recogida el intervalo de confianza para la media poblacional suponiendo desconocida la
varianza poblacional.

Del enunciado se sabe que n = 10y para la primera muestra se ha obtenido X = 42'6.
Realizando los calculos oportunos de calcula la cuasivarianza como:

S (X - X)? _ 4144

S2 | =
n—l n—1 9

= 46’04,

y usando la expresion del intervalo construido en el apartado anterior se obtiene:

/ /
P |42'6 — 2262 - f/—% < <426 +2262 - % =095,

que operando resulta: P[37'75 < pu < 47'45] = 0'95.
Para la segunda muestra el intervalo de confianza seria (34’37, 55'43). i
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Dada X1, ..., X, una muestra aleatoria de tamafio n procedente de una Bernoulli, esti-
mamos la proporcion muestral mediante la distribucion

P—p

[P(i—pP)’

gue puede considerarse aproximadamente normal de media cero y varianza uno, cuando
el tamano de la muestra es suficientemente grande.

Teniendo en cuenta que la distribucion normal es simétrica y sea Zl_% el cuantil 1 —
de la distribucidn normal de media cero y varianza uno, se verifica entonces que

&
2

P —
< P <Zl_% =1-a.

/| P(1—P)

Si en el suceso expresado en la probabilidad anterior despejamos p, queda

P|\-Z_

no|Q

P(1— P)

P(1— P)

=1—a.

P|P-Zia <p<P+Zl_c2x\/
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Por tanto, el intervalo de confianza, al nivel 1 — «, para la proporcion se define como:

P—Z1%\/P(l_P),P+21%\/P(1_P)

n n

Ejemplo4 Segun la encuesta publicada por "The Washington Post” el 5 de noviembre
de 2008, de los 17834 encuestados, el 47'3% afirmaba no haber votado por el candidato
Barack Obama. Se pide construir un intervalo de confianza al 99% para la verdadera
proporcion de votantes que lo hicieron por Obama.
Puesto que P = 0’527, n = 17834y 7y o = 2’575 ya que o« = 0’01, el intervalo
gueda

(05173, 0'5366).

Si para ganar el candidato necesita contar con el 51% de votantes, ¢ hay alguna evidencia
para creer en su éxito?

Atendiendo al intervalo de confianza obtenido, el candidato tiene una fuerte evidencia a
favor de su triunfo, pues dicho intervalo, al 99%, esta siempre por encima de 0'51. i

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 22 / 44



Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

Intervalo de confianza para el
cociente de varianzas

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 23 / 44



Intervalo para el cociente de varianzas

Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
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Dadas X1,...,X, e Y1,...,Y,,, dos muestras aleatorias simples independientes
procedentes de dos poblaciones normales, N (j1,07) y N(u2,03), con medias y vari-
anzas desconocidas, la variable usada como cantidad pivotal sera

2 2

Sn—l ] 02
2 2

Sm—l 01

que tiene una distribucion F' de Snedecor con n — 1 grados de libertad para el numerador
y m — 1 grados de libertad para el denominador.
Si F% es el cuantil % y Fl_% es el cuantil 1 — % de dicha distribucion, entonces

So%—l 0%
P |Fa < 5 : 2<F1_g =1-aq,
Smn—1 01 2
2 2 2
o2 S o Sr—
donde despejando —% resulta P | Fa - =2=1 < —2 < Fl__ tmoll =1 -
2 82 S2
71 n—1 o n—1

Y entonces, el intervalo de confianza, al nivel 1 — «, para el cociente de varianzas de dos
poblaciones normales es

SZ SZ
Fo 27 [ o .22,
[ T T
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Intervalo para el cociente de varianzas
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Ejemplo5 Supongamos que las notas de Métodos Cuantitativos siguen una distribucion
normal en los grupos existentes. Se selecciona una muestra aleatoria simple de 31 alum-
nos matriculados en los grupos de la manana y otra de 46 alumnos de los grupos de la
tarde, ambas independientes, y se obtienen como cuasivarianzas muestrales 49 y 36, re-
spectivamente. Se pide obtener un intervalo de confianza para el cociente de varianzas
poblacionales al nivel de confianza del 90%.

A partir de los datos muestrales del enunciado se tiene que

n=31, S ,=49, m=46, S>_,=36.

Por otro lado, para o = 0’1, 30 grados de libertad en el numerador y 45 en el denominador,
F% = 0’563y I _ 2 = 1"713. Luego, el intervalo de confianza es:

2

O41<—<125
‘71
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TC I

Intervalo de confilanza para la
diferencia de medias procedentes de
sendas poblaciones normales

Independientes
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Varianzas poblacionales conocidas
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TC I

Dadas dos muestras aleatorias simples independientes, X1,...,X, e Y1,...,Yn,
procedentes de dos poblaciones normales, N (1, a%) y N (2, 03), con varianzas cono-
cidas, entonces la variable aleatoria usada como cantidad pivotal sera

(X —Y) = (11 — p2)

)
2
o
1
i

3 |wa0

la cual tiene una distribucion N (0, 1).
Si Z;_ 2 es el cuantil 1 — % de dicha distribucion normal, entonces se verifica que

P —Zl_ﬂ < (X_Y)_(/“Ll _:U“Q)

<Zl—% :1—05,

donde hemos usado una vez mas que por ser la distribucion Normal simétrica se verifica
que Z% = —Zl_%.
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Varianzas poblacionales conocidas

indice Si en el suceso expresado en la probabilidad anterior despejamos (1 — 2, queda

Método del estadistico

pivote L % %
|.C. para la varianza P (X o Y Zl—— < 1 — p2 <
poblacional
I.C. para la media 5 5
poblacional — — 071 05
(X -Y)+Zi_a/ L+ 2| =1-a
Y )
n m

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

obteniéndose el intervalo de confianza para la diferencia de medias, al nivel 1 — «, para
dos poblaciones normales cuyas varianzas son conocidas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

Varianzas
poblacionales
conocidas

Varianzas
poblacionales
desconocidas e iguales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I
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Ejemplo 6 El comercial de cierta marca de refrescos trabaja con dos salas de fiestas. De-
bido a recortes de plantilla en su empresa debe de dejar de trabajar con una de ellas. Para
tomar dicha decision cuenta con dos muestras aleatorias simples de tamafio 100 y 125,
respectivamente, sobre el consumo semanal de refrescos en cada una de las salas. Para
la primera muestra se obtiene una media de 19070 botellines consumidos, mientras que
para la segunda es de 21080. Suponiendo que ambas muestras proceden de poblaciones
normales con varianzas poblacionales iguales a 2500 y 7500, respectivamente, ¢ coincide
el nUmero medio de refrescos consumidos en ambas salas? Atendiendo a los resultados
obtenidos, ¢,con qué sala de fiestas debe de dejar de trabajar?

Puesto que n = 100, T = 19070, o5 = 2500y m = 125, 7 = 21080, o3 = 7500, el
intervalo de confianza al 95% sera

/ 2 /
(19070 — 21080) = 196 - \/ 150000 + 7152050 — (—2028'071, —1991'929).

Puesto que el intervalo obtenido es negativo, se verifica que u1 — w2 < 0, es decir,
w1 < 2. Luego el numero medio de refrescos consumidos es menor en la primera sala
gue en la segunda. Debe entonces de dejar de trabajar con la primera sala. f
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Varianzas poblacionales desconocidas e iguales
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I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

Varianzas
poblacionales
conocidas

Varianzas
poblacionales
desconocidas e iguales
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proporciones

TC I

Dadas dos muestras aleatorias simples independientes, X1,...,X, e Y1,...,Yn,
procedentes de dos poblaciones normales, N (11, 07) y N (2,03 ), con varianzas de-
sconocidas e iguales (a% = a% = 02), entonces la variable aleatoria usada como canti-
dad pivotal sera

(X —Y) — (p1 — p2)

9

m-+n
Sp

nm

que tiene una distribucion t-Srudent con m + n — 2 grados de libertad y donde

(n—1)- S?L—l +(m—1)- S?%z—l

S, =
n+m—2

Sit_ o es el cuantil 1 — % de la distribucion t-Student con m + n — 2 grados de libertad,
entonces se verifica que

(X —Y) = (11 — p2)
S,/ T

nm

P —tl_%< <t1_% =1-q,

puesto que la distribucion t-Student también es simétrica.
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Varianzas poblacionales desconocidas e iguales

indice Si en la expresion anterior despejamos (11 — f2, obtenemos:

— m+n
P (X_Y)_tl—%sp\/m < g1 — p2 <

. m+n
(X—Y)+t1_%sp W =1-a.

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

Por tanto, el intervalo de confianza para la diferencia de medias, al nivel 1 — «, para dos
poblaciones normales cuyas varianzas son desconocidas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

Varianzas -~ ~ m—+n ,— — m—+n
. X-Y)—ti_aSpy)/—— (X =Y) +t1_aSpy/ ——

poblacionales ( 1— 5 PP 3 1— S Op

conocidas nm nm

Varianzas

poblacionales
desconocidas e iguales

I.C. para la diferencia de
proporciones

TC I
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Varianzas poblacionales desconocidas e iguales
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proporciones

TC I

Ejemplo 7 A partir de la encuesta de Infoadex, la inversion publicitaria en medios conven-
cionales, en millones de euros, en una muestra de 6 empresas del sector automovilistico ha
sido: 86’6, 69'7, 45’1, 44, 42, 40’'1. Mientras que tomando una muestra de tres empresas
dedicadas a la comunicacion se ha obtenido: 173’8, 87’5, 58'4. Suponiendo normalidad
y que las varianzas poblacionales son iguales, ¢ se puede considerar que coinciden las
medias poblacionales de ambas variables?

A partir del enunciado se puede obtener: X = 54’58, Y = 106’56, S2_; = 364’75y
SZ,_1 =3601'94y

B (6—1) 364’75+ (3 —1) - 3601’94 ot
Sp—\/ 5135 = 35'91.
Sustituyendo en el intervalo descrito:

(54’58 — 106'56) £ 2'36 - 35'91 % = [-112'03, 8'06].

Como el intervalo de confianza construido contiene el O, se puede afirmar con un nivel de
confianza del 95%, que la inversion publicitaria media de ambos sectores puede ser igual.

f
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Ejemplo varianzas desconocidas e iguales
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Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar la inscripcion en dos aplica-
ciones informaticas de blusqueda de empleo que se piensan lanzar al mercado. Se toman
dos muestras de 101 individuos cada una y se les pide que accedan a la aplicaciobn y com-
pleten la ficha de inscripcion, obteniendo una media de 50’2 y 52’9 segundos en la primera
y segunda aplicacion, respectivamente, y una varianza de 4’75 y 5’35, respectivamente. Si
se supone que las poblaciones estan normalmente distribuidas, ¢ existe diferencia entre las
medias del tiempo de inscripcion en ambas aplicaciones?

La informacion que da el enunciado hace referencia a la muestra, por tanto, se tienen
las medias y varianzas muestrales. Puesto que piden responder si las medias pobla-
cionales son iguales, la herramienta a usar sera un intervalo de confianza de diferencia
de medias (y ver si contiene al cero). En tal caso, se tienen dos opciones: varianzas cono-
cidas o desconocidas e iguales. En este caso las varianzas son desconocidas, pero no se
sabe si son iguales. Por tanto, primero hay que comprobar esta suposicion.

Con tal objetivo, se puede obtener el intervalo de confianza para el cociente de varianzas
(y ver si contiene al uno). Una vez comprobado que las varianzas son iguales, podremos
estudiar qué ocurre con las medias.
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Ejemplo varianzas desconocidas e iguales

Indice

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional
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Siguiendo las indicaciones anteriores, obtendremos en primer lugar el intervalo de confi-
anza para el cociente de varianzas, esto es:

Sm—1 Sm—1
BRI
A partir del enunciado se tiene que n = 101 = m, S2 = 4’74y S?, = 5'35. Por otro
lado, puesto que S2_; = — S2 = % - 4"75 = 4’7975y S2,_ | = — S22 =
1 . 5’35 = 5’4035, es claro que
S2_, 54035
= = 1'126316.
S2 47975
En tal caso, ya que F1007100(0,975) — 148 y F100,100<0/025) = Tloo 103)(0/975) =

1

T8 = 0’68, se tiene que el intervalo buscado es:

(068 - 1'126316, 1’48 - 1'126316) = (0’761, 1'67) .

Puesto que dicho intervalo contiene al 1, se puede afirmar, a un nivel de confianza del 95%,
gue las varianzas poblacionales son iguales.
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Ejemplo varianzas desconocidas e iguales
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Una vez comprobado que las varianzas poblacionales desconocidas son iguales, se puede
calcular el intervalo de confianza para la diferencia de medias:

- m+n — — m-+n
[(XY)tlgSp — (X =Y) 4+t oS, -
Puesto que T — 3§ = 502 — 52’9 = —=2'7, t300(0'975) = 1'972,

n+m 202
V n-m V1012 = 01407y

e _\/n-sgjum-sgl_\/101-4/75+101-5/35
) =

— = 2'2584
n+m—2 200 084,

el intervalo buscado sera:
—2'7+£1'972-0'1407 - 2'2584 = (—3'326617, —2'073383).

Puesto que el intervalo es negativo, se puede afirmar al 95% de confianza, que 1 < 2.
Es decir, el tiempo medio de inscripcion es menor en la primera aplicacion.
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Dadas dos muestras aleatorias simples de tamano m y n procedentes de dos variables
aleatorias independientes distribuidas segun dos Bernouillis de parametros p1 y p2, re-
spectivamente. Entonces

(Pr — P2) — (p1 — p2)
\/P1<1—P1> | Pa(1-Py)

n m

~ N(0,1).

Si Z1— g eselcuantil 1 — 5 de la distribucion N (0, 1), entonces, teniendo en cuenta que
la distribucion normal es simétrica, se verifica que

(P — P2) — (p1 — p2)

P|—Zi_a < < Li_a| =1-—q.
2 \/Pl(l—Pl) 4+ Py(1—Ps) 2
n m
Si en el suceso expresado en la probabilidad anterior despejamos pi1 — pa2,
queda P[(P1 ~P)~Zy_g 5 <pr—p2<(PL—P2)+ 21« .5] — 1 -
o, donde § = \/Pl(ln_Pl) + PQ(:PQ). Por tanto, el intervalo de con-

fianza, al nivel 1 — «, para la diferencia de proporciones muestrales sera
[(P1 —P)~Zi_g 6, (PL—Po)+ 7« -5].
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Ejemplo 8 Segun la encuesta publicada por "The Washington Post” el 5 de noviembre
de 2008, el 95% de los encuestados de raza negra y el 43% de los encuestados de raza
blanca votaron por Obama. Sabiendo que de los 17.834 total de encuestados 13.197 eran
de raza blanca, 2.318 de raza negra, 1.427 eran latinos y el resto de otras razas. Construya
de un intervalo de confianza al 95% para la diferencia de proporciones entre los votantes
de raza blanca y de raza negra que votaron por Obama.

El centro del intervalo es P — P> = 0'95—0"43 = (0’52. Ademas, como Zy o = 1'96:

0'95- 0’05 0’43 -0’57
21%-5:1’96-\/ +

— 0'0122.

2318 13197

Luego, el intervalo de confianza es
0’52 — 0'0122 < p1 — p2 < 0’52 +0'0122,

es decir, con confianza de 0’95, la diferencia entre la proporcion de la primera y la pro-
porcion de la segunda poblacion, esta comprendida entre 0’508 y 0'532. f
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En una muestra de seis empresas de una determinada capital de provincia se ha
obtenido que el nUmero de empleados de baja por depresion es: 2, 4, 6,5, 4y 1.
Calcular un intervalo para el nimero medio de empleados con baja por depresion
con un 95% de confianza, suponiendo que la desviacion tipica poblacional es 1'86.

Consideramos que la edad con la que se consigue el primer empleo en una deter-
minada localidad sigue una distribucion normal con media y varianza desconocidos.
Se toma una muestra aleatoria simple de 9 individuos obteniéndose los siguientes
datos: 16, 20, 22, 19, 17, 25, 21, 18 y 23 afnos. Se pide:

(a) Obtener el intervalo de confianza al 95% de la edad media de obtencion del
primer empleo en dicha localidad.
(b) Obtener el intervalo de confianza al 95% de la varianza de la distribucion.

De los 280 diplomados de la promocion 2005/2006 en Empresariales, 180 afirman
estar trabajando en una entidad bancaria. Determine el intervalo de confianza para
la proporcion de diplomados que eligen tal opcidn, con una confianza del 99%.
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Una muestra del coste de fabricacion de un nuevo producto arroja una media de
212’10 euros con una cuasidesviacion tipica de 57’10 euros. Se pide:

(@) Construir e interpretar un intervalo de confianza al 95% para la media pobla-
cional suponiendo que el tamafo muestral fue de 200 productos.

(b) Construir e interpretar un intervalo de confianza al 95% para la media pobla-
cional suponiendo que el tamafo muestral era de 50 productos.

(c) Explicar por qué el segundo intervalo es mas extenso si el nivel de confianza
de los dos es del 95%.

Segun un estudio realizado por un profesor de la Universidad de Granada que ha
analizado 2557 titulares periodisticos de todos los diarios nacionales espanoles
(ABC, ElI Mundo, El Pais, Diario 16, La Raz6n, La Vanguardia y Ya) que versan sobre
los debates del Estado de la Nacion desde 1983 hasta el afio 2007, se concluye que
el 88% de los titulares son manipulados. Calcule un intervalo de confianza al 95%
para la proporcion poblacional.
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Relaci on de ejercicios propuestos

indi , . .
e El nimero de prestamos aprobados diariamente en una sucursal bancaria sigue

Método del estadistico
pivote

una distribucion N (u, 02). Se extrae una muestra de 10 dias y se obtiene la sigu-
iente informacion: 4, 4, 4, 4,5, 5, 5, 5, 5, 6. El director del banco estima que el
namero medio de prestamos aprobados diariamente es 5. Se pide:

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media

soblacionsl (@) ¢Es coherente la informacion muestral con la suposicion del director con un

nivel de confianza del 90%?
(b) ¢Qué ocurre si aumentamos la confianza al 95%7?

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar la inscripcion en
dos aplicaciones informaticas de busqueda de empleo que se piensan lanzar al
mercado. Se toma una muestra de 100 individuos y se les pide que accedan a
la aplicacion y completen la ficha de inscripcidn, obteniendo una media muestral

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de

E— de 50’2 y 52’9 segundos en la primera y segunda aplicacion, respectivamente, y
una cuasivarianza muestral de 4’8 y 5’4, respectivamente. Si se supone que las
poblaciones estan normalmente distribuidas y que las varianzas poblaciones son
iguales, se pide obtener los intervalos de confianza al 90%, 95% y 99% para la
diferencia de medias.
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Relaci on de ejercicios propuestos

niee Se ha estudiado el nUmero de sanciones tributarias tramitadas por dos administra-

ciones locales, Ay B, en referencia a la declaracion de la renta del afio 2008. De
una muestra de 400 declaraciones revisadas en la administracion A, 199 tuvieron
como resultado una sancion. Mientras que de la muestra de 800 declaraciones in-
speccionadas en la administracion B, se resolvieron con sancion 300. Con un nivel
de confianza del 99%, ¢ puede pensarse que la proporcion de sanciones tramitadas
es la misma en ambas administraciones?

Segun la encuesta publicada por “The Washington Post” el 5 de noviembre de 2008,
el 66% de los encuestados de raza latina y el 43% de los encuestados de raza
blanca votaron por Obama. Sabiendo que de los 17.834 encuestados, 13.197 eran
de raza blanca, 2.318 de raza negra, 1.427 eran latinos y el resto de otras razas.
Con un nivel de confianza del 99%, ¢ puede pensarse que la proporcion de votantes
de Obama de raza latina es la misma que la proporcién de votantes de raza blanca?

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de
proporciones
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Relaci on de ejercicios propuestos

niee El precio medio de un determinado producto sigue una distribucion normal. Se anal-

iza su precio en 125 establecimientos de Granada obteniéndose una media de 480
euros y una cuasivarianza de 60. Se analiza igualmente el precio en 100 establec-
imientos de Sevilla obteniéndose una media de 460 euros y una cuasivarianza de
52. Se pide:

Método del estadistico
pivote

I.C. para la varianza
poblacional

I.C. para la media
poblacional

(a) Suponiendo varianzas poblacionales iguales, ¢ se puede afirmar con un nivel
de confianza del 95% que los precios en Sevilla son mayores que los precios
en Granada?

(b) Obtener un intervalo de confianza al 95% de confianza para el cociente de
varianzas suponiendo que las muestras se reducen a 101 establecimientos.

I.C. para la proporcion

I.C. para el cociente de
varianzas

I.C. para la diferencia de
medias poblacionales

I.C. para la diferencia de

"Nl Para comparar el consumo familiar de dos comunidades, A y M, se toman sendas

— muestras de 70 familias. Para la primera comunidad se obtiene una media muestral
de 1100 euros, mientras que para la segunda de 800. Suponiendo poblaciones
normales, la primera con varianza 250 y la segunda con varianza 100, ¢se puede
afirmar que el consumo medio familiar es igual en ambas comunidades?
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