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El Problema de la Energı́a Oscura
en la Nueva Cosmologı́a Estándar

Directores de Tesis:
Dr. D. Pedro Félix González Dı́az
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realicé una estancia.

Al extinto Ministerio de Ciencia y Tecnologı́a por la concesión de la beca
predoctoral I3P que me ha permitido realizar este trabajo de investigación.
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sigamos reuniéndonos para intentar liquidarla algún dı́a. A Pepe por el ya conoci-
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riendas que hemos compartido en la cafeterı́a.

A Vega, Esther, Marı́a, Arantxa y Zuzana por su amistad y compartir momen-
tos tan agradables ya sea en Madrid o en lugares tan exóticos como Santorini.
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VI ÍNDICE GENERAL

4.4. Agujeros de gusano en un gas de Chaplygin generalizado . . . . . 51
4.5. Resumen y comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5. Inflación primordial fantasma 57
5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.2. Un modelo Multiverso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.3. Salida del periodo inflacionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.4. Resumen y comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6. Acreción de energı́a oscura en agujeros negros de Kerr-Newman 73
6.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.2. Generalización del modelo de acreción a agujeros negros de Kerr-

Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.3. Modelos cosmológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.3.1. Modelos de quintaesencia . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
6.3.2. Gas de Chaplygin generalizado . . . . . . . . . . . . . . 84
6.3.3. La conjetura de la censura cósmica y la super-radiancia . . 91
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Índice de figuras

1.1. Evolución de nuestro Universo desde el Big Bang hasta el presente. . . . 11

2.1. Podemos ver la evolución del factor de escala respecto del tiempo. t∞0
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se alcanza el big rip respecto del parámetro w dado por el cociente en-
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definidos por cantidades adimensionales dadas por Λ̃/(CR−3(1+w)

0 ) y
−(3/2)(1+w)

√
CR−3(1+w)/2

0 (t̃ − t0), respectivamente. . . . . . . . . . 25
2.4. Esta figura muestra el comportamiento del tiempo cósmico en el que se
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cuántica del universo temprano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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del viaje temporal. Antes de éste, nuestro universo esta desconectado
causalmente por completo respecto a los observadores actuales. Como
el universo fantasma estaba más caliente que el nuestro, cuando ambos
entraron en contacto, toda la energı́a distribuida de manera uniforme se
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mento angular especı́fico. En la gráfica insertada podemos ver que a
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Índice de tablas

2.1. Soluciones particulares a la ecuación de Friedmann con un campo de
quintaesencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

7.1. Clasificación de los defectos topológicos atendiendo a los grupos de ho-
motopı́a πn(M). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

XIII
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Capı́tulo 1

Introducción

Hasta hace unos 10 años, se habı́an propuesto varios modelos para estudiar
la evolución del Universo, siendo el Modelo Cosmológico Estándar el que ha
tenido más éxito, dado que a partir del periodo post-inflacionario era el que habı́a
conseguido explicar mejor los datos observacionales existentes hasta entonces.
El Modelo Cosmológico Estándar se basa en dos hipótesis o postulados y en la
Teorı́a de la Relatividad General formulada por Einstein en 1915. La Ecuación
de Einstein establece una relación entre la geometrı́a del Universo y el contenido
material que alberga.

Las dos hipótesis que fundamentan el Modelo Cosmológico Estándar son la
homogeneidad y la isotropı́a. La homogeneidad consiste en suponer que no existe
ningún observador en el Universo que ocupe una posición privilegiada, que si la
Tierra estuviera situada en una región diferente, el Universo nos parecerı́a el mis-
mo. Análogamente, es natural suponer que el Universo es isótropo; es decir, que
no hay direcciones privilegiadas en el mismo, lo que implica que las observacio-
nes a escalas suficientemente grandes deberı́an dar resultados independientes de la
dirección en la que observamos. Estas hipótesis parecen ser confirmadas empı́ri-
camente. En efecto, las observaciones sobre la distribución de galaxias muestran
que a gran escala parece ser homogénea e isótropa. Pero la evidencia observacio-
nal más importante en favor de la homogeneidad e isotropı́a del Universo fue el
descubrimiento de una radiación térmica a unos 3K de naturaleza cósmica deno-
minada el fondo cósmico de microondas. Esta radiación de fondo ha sido estudia-
da minuciosamente llegándose a ver que es isótropa con una gran precisión.

Cuando se supone que el Universo es homogéneo e isótropo las ecuaciones
de Einstein tienen tres posibles soluciones, correspondientes a las tres posibles
geometrı́as: esférica, plana e hiperbólica. La primera caracterı́stica que se deduce
de estas soluciones es que el Universo comenzó en un estado singular en el que
la distancia entre todos los puntos del espacio era nula, mientras que la densidad
de materia y la curvatura del espacio eran infinitas. Este estado singular del Uni-

1
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verso es llamado “Big Bang”, aunque conviene observar que dicho Big Bang no
representa en realidad una explosión de materia concentrada en un punto como su
nombre podrı́a sugerir, ya que la estructura espacio-temporal es singular en el Big
Bang y no tiene sentido preguntarse sobre las caracterı́sticas fı́sicas del Universo
en ese momento.

Ahora pasemos a considerar las predicciones del Modelo Estándar para el fu-
turo del Universo. En los casos de geometrı́a plana e hiperbólica se tiene que si el
Universo en este momento se está expandiendo como indican las observaciones,
entonces deberá seguir expandiéndose para siempre. A estos dos tipos de universo
se les suele llamar modelos abiertos. Sin embargo, en el caso esférico, usualmente
llamado modelo cósmico cerrado, el Universo no puede estar expandiéndose para
siempre, por lo que a un tiempo finito después de su origen, el Universo alcanzarı́a
un tamaño máximo y entonces comenzarı́a a contraerse, llegando en un tiempo fi-
nito a un final al que se denomina “Big Crunch”. Básicamente, esto es lo que
predice el Modelo Cosmológico Estándar: el Universo comenzó en el Big Bang
con una gran expansión, y dependiendo de su geometrı́a (o distribución de materia
que contenga, ya que la ecuación de Einstein las relaciona) seguirá expandiéndose
para siempre o no. Parece razonable que esto sea ası́, ya que si el Universo em-
pezó expandiéndose, teniendo en cuenta que la única fuerza que domina a nivel
cósmico es la gravitatoria, que es atractiva, dicha expansión inexorablemente se
irı́a frenando de tal forma que, dependiendo de la cantidad de materia que contu-
viera, el Universo seguirı́a expandiéndose para siempre (cada vez más despacio,
pero expandiéndose para siempre), o bien, si la cantidad total de materia es sufi-
cientemente grande, llegase a un tamaño máximo a partir del cual comenzarı́a a
contraerse, hasta recolapsar en un punto (Big Crunch).

Sin embargo, varias observaciones astronómicas y cosmológicas recientes mues-
tran sin embargo, que el Universo está entrando en realidad en una fase de expan-
sión acelerada, como veremos en la sección siguiente.

1.1. Antecedentes

1.1.1. La expansión acelerada del Universo

Varias observaciones astronómicas y cosmológicas, provenientes tanto de las
medidas de las anisotropı́as del fondo de microondas [19, 144, 151] como de ob-
servaciones en supernovas distantes de tipo Ia [137, 140, 152] muestran que el
Universo se encuentra en una fase de expansión acelerada. Es decir, que la ex-
pansión no sólo no es cada vez más lenta, como cabrı́a esperar si la única fuerza
dominante a gran escala fuera la gravitatoria, sino que se expande cada vez más
rápidamente, como si hubiera en el Universo una “fuerza antigravitatoria” que se
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opusiera a la gravedad y llegara a dominarla a partir de un cierto momento. De
hecho, estas observaciones sugieren que la aceleración del Universo se debe a
algún tipo de sustancia desconocida denominada usualmente energı́a oscura, la
cual constituye aproximadamente las dos terceras partes de la densidad de energı́a
total del Universo actual. Las medidas de las anisotropı́as del fondo cósmico de
microondas parecen indicar, por otra parte, que el Universo es muy aproxima-
damente plano [48]. Esta caracterı́stica unida al hecho de que la expansión es
acelerada, ha dado finalmente lugar a lo que se conoce como Nueva Cosmologı́a
Estándar [153].

1.1.2. Energı́a oscura: Modelos
Es conocido que la energı́a oscura satisface una ecuación de estado P = wρ,

donde −1,2 < w < −0,9 a 3σ de grado de confianza (al menos en la historia re-
ciente del Universo) [98,145]. Se han propuesto varios modelos fenomenológicos
para describir la energı́a oscura, siendo la constante cosmológica, Λ, el candidato
más simple y popular [133, 135, 163]. Sin embargo, esta posibilidad tendrı́a que
descartarse, en principio, debido a la inmensa discrepancia existente entre los va-
lores teóricos y los experimentales permitidos para Λ. Una constante cosmológica
positiva podrı́a describir la aceleración del Universo, ya que dicha constante equi-
vale a un fluido perfecto con presión negativa, −Λ, lo que constituye uno de los
ingredientes principales para producir un universo con expansión acelerada. De
hecho, un universo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker entrará en una fase
de expansión acelerada siempre que 3P + ρ < 0, donde ρ y P corresponden a la
densidad de energı́a total y a la presión del contenido material, respectivamente.
Un contenido material que cumpla este requisito puede ser descrito de manera
efectiva, por ejemplo, por (1) un fluido perfecto con una ecuación bariotrópica de
estado, o (2) una más exótica del tipo usado en los modelos de gas de Chaply-
gin generalizado [5, 17, 18, 20–27, 29, 41, 44, 51, 52, 57, 58, 78, 79, 104, 123, 142],
o (3) por campos escalares dinámicos como en los modelos de quintaesencia
[35, 60, 67, 139, 164] y modelos de energı́a fantasma [2, 4, 32–34, 37, 39, 42, 43,
46, 59, 62, 70, 85–88, 102, 103, 113, 116, 119, 120, 125–127, 129, 143, 148, 149].

Si la energı́a oscura estuviera descrita por cualquiera de los modelos anterio-
res entonces el futuro del Universo podrı́a ser bastante diferente. Mientras que
para un modelo cosmológico dominado por un campo escalar de quintaesencia,
con una ecuación de estado constante efectiva P = wρ, con w > −1, el Univer-
so se expandirı́a por siempre, si lo que domina es la energı́a fantasma, es decir,
para w < −1, el futuro del Universo podrı́a ser muy diferente. De hecho, para
una ecuación de estado formalmente similar a la anterior, pero con w < −1, el
Universo experimentarı́a un final cósmico a tiempo finito, también llamado big
rip, [2, 4, 32–34, 37, 39, 42, 43, 46, 59, 62, 70, 85–88, 102, 103, 113, 116, 119, 120,
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125–127, 129, 143, 148, 149]; es decir, el factor de escala tenderı́a a infinito en un
tiempo cósmico finito. La afirmación anterior está basada en un valor constante
w < −1. Sin embargo, el valor de w puede cambiar a lo largo de la evolución del
Universo y por lo tanto, en principio, el Universo podrı́a también no alcanzar un
big rip en el futuro.

Otro candidato para describir la energı́a oscura es un gas de Chaplygin gene-
ralizado [20–24,26,27,78,79,104]. Éste corresponde a un fluido perfecto con una
ecuación de estado bastante exótica, P = −Ach/ρα, donde Ach es una constante
positiva y α un parámetro. Este fluido puede describir una transición desde un
universo dominado por polvo a tiempos tempranos a un universo tipo de Sitter
a tiempos tardı́os. De esta forma, este contenido material ha sido propuesto co-
mo un modelo unificado capaz de describir la materia oscura y la energı́a oscura
simultáneamente [20, 24, 27, 68].

Otros modelos interesantes avanzados hasta ahora para describir la energı́a os-
cura son el de K-esencia [6–8, 40, 61] y el modelo taquiónico de Padmanabhan y
colaboradores [11]. El primero de ellos se basa en la consideración de un campo
escalar, φ, equipado con un término cinético no canónico descrito por lagrangianas
generales de la forma L = K(φ)q(x), con x = 1

2∆µφ∆νφ [6–8, 40, 61]. Esta defi-
nición, la cual incluye al modelo de quintaesencia como caso lı́mite describe en
general modelos que pueden resolver, o al menos, hacer menos agudo el problema
de la coincidencia cósmica.

El modelo taquiónico es también muy interesante. En este caso se trata de
construir un modelo para la energı́a oscura partiendo de principios relativistas
fundamentales y simples. En efecto, se ha comprobado [11] que la teorı́a cos-
mológica que resulta de promocionar a la categorı́a de variables de una teorı́a de
campo escalar los parámetros mo y q̇2, que definen la lagrangiana relativista, de
acuerdo con m0 → V (φ) y q̇2 → φ̇2, modela también un universo en expansión
acelerada con excelentes propiedades.

1.1.3. Gravedad Modificada
También tenemos que mencionar aquı́ que existen otros candidatos para la

energı́a oscura basados en modelos de mundos de membranas [49, 50, 141] y,
sobre todo, acciones cuatro-dimensionales de Einstein-Hilbert modificadas [38,
131], donde se puede alcanzar también una aceleración del Universo a tiempos
tardı́os. En los modelos en los que se modifica la acción de Hilbert-Einstein no se
introduce ningún fluido para producir la aceleración, sino que se considera más
natural que la teorı́a de Einstein sea una aproximación a otra teorı́a más general.
Por ello se piensa que hay que añadir nuevos términos a la acción que serı́an los
que empezarı́an a dominar ahora para obtener la aceleración cósmica. Se suele
utilizar una acción de la forma
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S =
Z

dx4√−g f (R ) (1.1)

donde f (R ) es una función de la curvatura. Hasta ahora las formas más usadas
para esta función han sido del tipo R +βR 2, R + β

R , R + ln(R ), . . .
Cada uno de estos modelos poseen virtudes, pero también presentan inconve-

nientes como veremos en la sección 1.2.

1.1.4. Interacción de la energı́a oscura con objetos astronómi-
cos

Dado que la energı́a oscura constituye aproximadamente el setenta por ciento
del contenido material del Universo y es por ello la componente mayoritaria, serı́a
muy interesante estudiar cómo interacciona este tipo de sustancia con diferentes
objetos astronómicos que generan un campo gravitatorio diferente de cero, tales
como cuerdas cósmicas, agujeros de gusano y agujeros negros. Cabe esperar que
la energı́a oscura produzca efectos de acreción considerables en dichos objetos.
En efecto, se ha podido ver ya [9] que los agujeros negros sufren un proceso de
degradación importante que se contrapone con la conocida evaporación inducida
por efectos cuánticos [64, 74, 90]. También se han estimado efectos importantes
en los agujeros de gusano [71]. Uno de los principales objetivos de esta memoria
es precisamente evaluar los efectos de acreción de la energı́a oscura, tanto para
el caso w > −1 como w < −1, en distintas situaciones de interés astronómico y
cósmico.

1.1.5. Evolución del Universo: inflación, superaceleración y fu-
turo

En esta sección resumiremos brevemente la evolución de nuestro Universo
desde el Big Bang hasta el presente y consideraremos brevemente los posibles fu-
turos que podrı́an esperarle. Vamos a describir muy brevemente el modelo estándar,
que asume que el Universo se modela bien a través de una solución del tipo
Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker en la que se hacen ciertas hipótesis so-
bre el contenido material del Universo. Este modelo ha recibido un apoyo muy
considerable a partir de las medidas de la existencia del fondo cósmico de mi-
croondas y por la explicación dada a la abundancia cósmica de helio. A pesar de
ello, se debe tener en cuenta que ninguna de sus hipótesis es aún definitiva.

Un buen estudio de la naturaleza del Universo temprano se puede entender
considerando que una disminución del factor de escala R según nos desplazamos
hacia atrás en el tiempo tiene el mismo efecto local en la materia que si ésta
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estuviera introducida en una caja cuyas paredes se contrajeran a la misma velo-
cidad. Ası́, y tal como ocurrirı́a en una caja contrayéndose, la contribución de la
radiación comparada con la materia ordinaria (es decir, bariónica) aumenta en el
pasado. La densidad de energı́a del fondo cósmico de microondas en el Universo
actual se estima que es de unas 1000 veces menor que la contribución de densidad
de masa de la materia, aunque este número está indeterminado en un factor 10
por las dificultades involucradas en la determinación de la densidad actual de la
materia ordinaria. Ası́, suponiendo que esta radiación continua existiendo según
uno regresa al pasado, y teniendo en cuenta que la radiación en cuestión no co-
rresponde a la emitida por las galaxias, se sigue que cuando el factor de escala R
era más de 1000 veces menor que el valor actual, la radiación de fondo deberı́a
haber sido la contribución dominante a la densidad de energı́a del Universo. De
este modo, se podrı́a esperar que un modelo de universo lleno de radiación fuera
una buena aproximación para la dinámica del Universo antes de esta fase, mien-
tras que un modelo lleno de polvo serı́a una buena aproximación para describir la
fase posterior.

Dado que la temperatura de una caja de gas aumenta según se comprime, se
esperarı́a que la materia y radiación en el Universo se calentaran según R dismi-
nuye, y llegue a ser infinitamente caliente cuando uno se aproxima al Big Bang,
R → 0.

Existen dos efectos muy importantes e interesantes que pudieron haber ocurri-
do en el Universo primordial sólo varios órdenes de magnitud después del tiempo
de Planck. El primero hace referencia a la dinámica del Universo muy temprano.
En el universo primordial deberı́a de haber habido una fase donde la dinámica
fuera la misma que la que corresponde a un universo vacı́o con una constante cos-
mológica positiva y grande. Este es el régimen llamado inflacionario en el que
el Universo temprano se comporta aproximadamente como un universo tipo de
Sitter, expandiéndose muy rápidamente. Para hacernos una idea de cómo fue es-
ta fase de expansión superacelerada, se estima (según modelos realistas de teorı́a
inflacionaria [83, 110, 146, 147]) que esta fase podrı́a ser tan sólo del orden de
10−35 segundos, y el Universo pasarı́a de un tamaño tan pequeño como la escala
de Planck (∼ 10−33 cm) a un tamaño inmenso del orden de 101012

cm (aunque
este tamaño final es muy dependiente del modelo de inflación usado). Obsérvese
que este crecimiento tan grande explicarı́a el motivo por el cual el Universo pa-
rece tan plano y uniforme. En realidad, fue esta circunstancia y la resolución del
llamado problema del horizonte [54] lo que motivó la introducción del modelo
inflacionario [3, 83, 111, 146, 147].

El segundo efecto se refiere al contenido bariónico en el Universo, lo que
implica una violación de la simetrı́a materia-antimateria. Es posible que nuestro
Universo naciera ya con un exceso de bariones respecto a los antibariones, si el
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número de bariones se conservara estrictamente. Sin embargo, también es posible
que el Universo comenzara con un estado de simetrı́a materia-antimateria y que
el exceso de bariones se creara en el universo primordial por un proceso de rotura
de dicha simetrı́a. Para que esto ocurriera, era necesario que las interacciones de
partı́culas de alta energı́a que ocurrirı́an en el Universo primordial satisfacieran
las siguientes propiedades: (1) violar netamente la conservación del número de
bariones; (2) deberı́an fallar tanto la conservación de la conjugación de la carga
C como la composición de la conjugación de carga con la paridad, CP (ya que
si cualquiera de ellas se preservara se producirı́an la misma cantidad de bario-
nes como de antibariones); y (3), deben resultar de una desviación del equilibrio
térmico, (esto es porque en equilibrio térmico se producirı́an la misma cantidad de
partı́culas como de antipartı́culas, ya que tanto las partı́culas como las antipartı́cu-
las tienen la misma masa). La existencia de una partı́cula masiva cuyo tiempo de
decaimiento fuera mayor que el tiempo de expansión podrı́a producir de manera
natural fenómenos fuera de equilibrio cuando la temperatura disminuyera por de-
bajo de la masa de la partı́cula (ası́ se detendrı́a esencialmente la producción de
la partı́cula). La “gran unificación” de las interacciones fuerte, electromagnética y
débil predicen estas tres propiedades y, de este modo, proporciona una explicación
de la asimetrı́a de materia-antimateria de nuestro Universo.

Continuemos ahora con la historia de la evolución del Universo. El Univer-
so primordial a t ∼ 1 segundo, tenı́a una densidad de ρ ∼ 5× 105 g cm−3, y una
temperatura T ∼ 1010K. En este momento la materia del Universo consistı́a funda-
mentalmente en neutrinos, fotones, electrones, positrones, neutrones, y protones,
en equilibrio térmico; la temperatura era ya suficientemente baja para hacer que
la abundancia en el equilibrio de otras partı́culas elementales más masivas fuera
despreciable. En esta fase, las interacciones de los neutrinos llegaron a ser sufi-
cientemente débiles y se desacoplaron del resto de la materia. Para el resto de la
historia del Universo, los neutrinos simplemente serı́an desplazados hacia el ro-
jo a energı́as más bajas. Puesto que el espectro térmico desplazado hacia el rojo
(ω → ω/R) corresponde a una temperatura menor (T → T/R), el Universo actual
deberı́a contener una distribución de cuerpo negro de neutrinos a una temperatura
de aproximadamente T ∼ 2K, que serı́a muy difı́cil de detectar con los medios
actuales.

A medida que el Universo continuó enfriándose, el balance de las reacciones
que convierten protones en neutrones y viceversa decayeron mucho más rápida-
mente que la tasa de expansión del Universo. Consecuentemente, la relación entre
las abundancias de neutrones y protones debió congelarse en torno a t ∼ 1,5 se-
gundos a un valor de alrededor de 1/6 (los protones son más abundantes que los
neutrones al ser aproximadamente 1/2 MeV más ligeros, por ello alcanzaron el
equilibrio térmico antes en este proceso de enfriamiento). Este enfriamiento no
fue instantáneo sino que la relación de abundancias irı́a disminuyendo progresiva-
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mente con el tiempo debido al decaimiento de los neutrones.
En t ∼ 4 segundos , la densidad era ρ ∼ 3× 104 g cm−3, y la temperatura

T ∼ 5×109K ∼ 0,5 MeV, que es aproximadamente la masa de los electrones y los
positrones. En esta fase la población en equilibrio de electrones y positrones dis-
minuye rápidamente; la tasa de producción cae por debajo de la de aniquilación,
y poco después de este momento todos los positrones serı́an aniquilados, dejan-
do una población relativamente pequeña de electrones residuales. Esencialmente
toda la energı́a de los pares electrón-positrón se transfiere a los fotones, elevando
ası́ su temperatura aproximadamente unas 1,4 veces más que la temperatura de los
neutrinos.

Cuando la temperatura bajó aproximadamente a 109K en un tiempo t ∼ 3 mi-
nutos, comenzó abruptamente la nucleosı́ntesis, produciendo núcleos de 4He. Casi
no habrı́a nucleosı́ntesis de elementos más pesados que el helio debido a las gran-
des barreras de potencial de Coulomb y a la ausencia de núcleos estables con pesos
atómicos 5 y 8. Dentro de un intervalo de tiempo de unos pocos minutos, esen-
cialmente todos los neutrones presentes que no decayeron son convertidos en 4He,
resultando una abundancia de un 25 por ciento en masa de helio, con abundancia
mucho menor de 2H, 3He, y 7Li. También se producen otros elementos, pero en
cantidades despreciables. Este porcentaje de helio no es muy sensible a los valores
supuestos de densidad de bariones. Una densidad relativamente baja de bariones
podrı́a producir una abundancia de 2H sobre 5×10−4 en masa, mientras que una
densidad alta – especı́ficamente, una densidad suficientemente alta para “cerrar el
universo”– aumentarı́a la eficiencia de las cadenas de producción de helio dando
lugar a una abundancia de 2H muchos órdenes de magnitud menor.

Es difı́cil observar la abundancia cósmica de helio, pero una abundancia de un
25% parece estar de acuerdo con las observaciones. La presencia de esta cantidad
de helio en el Universo no puede ser producida por otros procesos– en particular,
se estima que en la nucleosı́ntesis de las estrellas sólo puede producirse un por-
centaje pequeño de helio – y ası́ la predicción de la producción de helio vı́a la
“nucleosı́ntesis del big bang” se puede ver como un gran éxito de la teorı́a.

Después del periodo de nucleosı́ntesis, el Universo continuó su expansión y
enfriamiento. El siguiente hecho cósmico de mayor importancia tuvo lugar cuan-
do la temperatura descendió a los 4000 K. Esto ocurrió en aproximadamente un
tiempo de t ∼ 4× 105 años, en el que los electrones y protones libres se combi-
naron para formar átomos de hidrógeno neutro. De hecho, en el tiempo en que la
temperatura bajó a 2000 K, la fracción de hidrógeno ionizado era solamente de
∼ 10−4. Como resultado de este hecho — llamado recombinación, aunque, por
supuesto, los electrones y los protones no se habı́an combinado nunca antes— la
interacción entre la materia y la radiación cayó precipitadamente, ya que las sec-
ciones eficaces de choques con partı́culas libres cargadas es mucho mayor que con
H y He neutro. De hecho, los fotones se desacoplaron completamente de la mate-
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ria del Universo durante el resto de su evolución. Ası́, el Universo actual deberı́a
de estar lleno de esta radiación de cuerpo negro de baja temperatura originaria del
big bang, cuyos fotones interactuaron por última vez con la materia en el tiempo
de recombinación.

La temperatura de tal radiación de fondo es T ∼ 2,7 K (correspondiente a
longitudes de onda principalmente en el régimen de las microondas) que fue des-
cubierta por Penzias y Wilson (1965). Serı́a difı́cil que esta radiación se produjera
por otro medio, y de este modo su existencia nos proporciona la principal con-
firmación del escenario anterior de la evolución de nuestro Universo. Además, la
radiación ha sido medida y es isótropa con un alto grado de precisión. Esto propor-
ciona una evidencia muy fuerte de que el Universo era prácticamente homogéneo
e isótropo, al menos en el tiempo de recombinación.

El desacoplo de la materia y la radiación en esta era tuvo un efecto mayor
sobre el crecimiento de perturbaciones gravitacionales, permitiendo la formación
de galaxias. Justo antes de la recombinación, la presión proporcionada por la ra-
diación inhibió el crecimiento de perturbaciones gravitacionales que involucraran
masas menores de aproximadamente 1017 masas solares, que es mucho mayor que
las masa de las galaxias tı́picas (sobre 1011masas solares). Sin embargo, después
de la recombinación, la presión de la radiación no tuvo efectos sobre la materia
y las inestabilidades gravitacionales pudieron ocurrir para masas mayores de 105

masas solares. Ası́, las irregularidades en la distribución de la materia comenza-
ron a crecer después de la recombinación, dando lugar a la formación de galaxias,
agrupaciones de estrellas y estrellas. No obstante, todavı́a no se entiende bien este
proceso de formación de estructuras.

En algún momento entre t ∼ 103 años y t ∼ 107 años, la materia ordinaria
llegó a ser la forma de energı́a dominante en el Universo. (El tiempo exacto en el
que esto ocurrió es incierto debido a la indeterminación sustancial en la densidad
de materia del Universo actual). La dinámica del Universo se fue transformando
desde un “lleno de radiación” a una solución “llena de polvo”. Finalmente, en
t ∼ 13−14 mil millones de años el Universo alcanzó su estado actual.

En lo que se refiere a su la evolución futura ya hemos comentado que el Mode-
lo Cosmológico Estándar predice que o bien el Universo va a seguir expandiéndo-
se para siempre o que llegará un momento en el que el Universo empezará a con-
traerse. En cualquier caso, en dicho modelo, la expansión irı́a frenándose debido a
la atracción de la fuerza gravitatoria. Ahora bien, debido a la presencia de energı́a
oscura, éste se encuentra actualmente en una fase de expansión acelerada. Como
ya hemos comentado, existen varios modelos para describir esta energı́a oscura
y, por lo tanto, el futuro del Universo tiene una predicción muy distinta según el
modelo que consideremos. A lo largo de este trabajo estudiaremos varios de es-
tos modelos teóricos y comentaremos algunas de sus predicciones cara al futuro.
Entre éstas, cabe destacar:
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El Universo permanecerı́a expandiéndose para siempre, con un destino final
denominado “muerte térmica” [47,130], donde los agujeros negros estarı́an
acretando materia visible y materia oscura hasta que, debido a la propia ex-
pansión del Universo, los agujeros se encontraran muy lejos unos de otros
sin tener más materia que acretar. Llegarı́a ası́ un momento en el que el pro-
ceso de evaporación de Hawking prevaleciera sobre el de acreción, produ-
ciéndose una disminución que llegara a hacerlos desaparecer con el tiempo,
quedando un Universo lleno de radiación a temperatura muy baja.

El Universo acabará siendo asintóticamente un universo tipo de Sitter.

El destino final del Universo podrı́a ser acabar en una singularidad futura
denominada big rip, donde el factor de escala diverge a un tiempo finito. En
este caso, el Universo crece desde un tamaño inicial a un tamaño infinito en
un tiempo cósmico finito. En el big rip un observador que se encontrara en
la Tierra verı́a cómo se irı́an “desgarrando” progresivamente las galaxias,
estrellas, nuestro sistema solar y finalmente los átomos y núcleos atómicos.
En ese momento cualquier componente del Universo serı́a llevada fuera del
horizonte de sucesos de cualquier otra componente. Pero la evolución del
Universo no es sólo sorprendente en el big rip mismo, sino que incluso es
más sorprendente después de la singularidad del big rip, si por algún meca-
nismo llegara a entrar en esta región, ya que en dicha zona el Universo se
contraerı́a desde un tamaño infinito hasta desaparecer en un tiempo infinito.

Otro destino muy diferente podrı́a ser el denominado big trip, en el cual
el Universo podrı́a ser tragado por un agujero de gusano, debido a que el
crecimiento del radio del agujero de gusano podrı́a exceder el del radio del
Universo, abriendo la posibilidad de que el Universo entero se convirtiera
en un “viajero temporal”.

Por último, comentemos otra predicción no menos sorprendente y curiosa.
En este caso, los agujeros negros contenidos en el Universo, podrı́an llegar
a acretar energı́a oscura tan rápidamente que llegarı́an a engullir al mismo
Universo.

Todas estas predicciones se estudiarán con más detalle en los capı́tulos si-
guientes, donde se enunciarán las condiciones que deben de darse en el Universo
para que pueda ocurrir alguna de las predicciones anteriores. Estas condiciones
dependerán sobre todo del parámetro w que caracteriza a la energı́a oscura y del
modelo concreto que se considere. También dependerán de la geometrı́a del Uni-
verso, pero dado que la influencia de ésta es muy pequeña, consideraremos un
modelo plano para la mayorı́a de los casos.
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En resumen, se supone que el Universo comenzó en el Big Bang con un ta-
maño infinitamente pequeño, en el que las leyes de la Fı́sica dejan de ser válidas.
En ese momento, el Universo entró en una fase de expansión acelerada muy vio-
lenta denominada inflación, tras lo cual vino una época de expansión desacelera-
da dominada principalmente por materia “usual”. Pero recientemente, el Universo
ha entrado de nuevo en una época de expansión acelerada, donde el contenido
energético del Universo está dominado por la denominada energı́a oscura. Esta
última fase parece similar a la inicial y se pueden encontrar ciertas analogı́as entre
los dos periodos de expansión acelerada, la inflacionaria primordial y la domina-
da por energı́a oscura, lo que sugiere que quizás los dos periodos de expansión
puedan venir explicados o producidos por mecanismos similares.

Para concluir, resumimos toda la evolución del Universo en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Evolución de nuestro Universo desde el Big Bang hasta el presente.



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.2. Planteamiento del problema
Ya se ha comentado anteriormente que se han propuesto varios modelos para

el estudio de la energı́a oscura, y que cada modelo tiene problemas sin resolver.
Ahora vamos a indicar de forma sintética qué inconvenientes tiene cada uno de
los modelos:

Quintaesencia (energı́a oscura): El principal inconveniente de este mo-
delo es la introducción “ac hoc” de un fluido o campo escalar o axiónico,
sin mucha justificación, parece un modelo demasiado artificial. Este tipo de
procedimientos es bastante común, sin embargo, en fı́sica teórica.

Energı́a fantasma: Aunque los tratamientos son generalmente clásicos, es-
te tipo de sustancia viola la condición de energı́a dominante. Además, el
término cinético en la acción es negativo, lo que da lugar a inestabilidades
en la teorı́a. También pueden aparecer singularidades como la del big rip o
el big trip.

Gas de Chaplygin generalizado: Este modelo presenta inestabilidades,
que podrı́an evitarse si uno incluyera bariones en el análisis, pero dado que a
tiempos tardı́os la componente que domina es la de la energı́a oscura, resulta
que los bariones no son suficientes para resolver las inestabilidades.

La constante cosmológica: Aunque aparece de forma natural en las ecua-
ciones de campo de Einstein, tiene el problema de que al ser una constante
da poca libertad al modelo. No obstante, el inconveniente más grande es el
conocido como “el problema de la constante cosmológica” que dimana de
la gran discrepancia que existe entre los valores teóricos calculados y los
provenientes de las observaciones.

Gravedad modificada: Aunque es una generalización más o menos natural
de la teorı́a de Einstein, y consigue proporcionar fases de expansión acele-
rada, podrı́a tener el inconveniente de presentar inestabilidades y, tal vez, de
no estar de acuerdo con las observaciones en el Sistema Solar.

Como se puede observar, todos los modelos que se han propuesto consiguen
resolver algunas cuestiones, pero plantean muchas otras que todavı́a no se han
conseguido solventar.

1.3. Objetivos de este trabajo
El objetivo principal es contribuir a plantear de forma adecuada y, en su caso,

resolver alguno de los problemas anteriores generalizando los modelos usados y
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estudiando la interacción de la energı́a oscura con objetos de interés astronómico
y cosmológico como agujeros negros y de gusano, ası́ como, cuerdas cósmicas.

1.4. Metodologı́a
La metodologı́a que se ha seguido en la realización de este trabajo la podemos

resumir en los puntos siguientes

Se ha usado la teorı́a de la Relatividad General, es decir la acción de Hilbert-
Einstein sin términos adicionales.

Para modelar la energı́a oscura se ha introducido una campo escalar con
acoplo mı́nimo o conforme, y/o se ha utilizado la ecuación de un fluido per-
fecto con cierta ecuación bariotrópica de estado, dependiendo del modelo
considerado para el estudio de la energı́a oscura.

Se ha generalizado el método de acreción de energı́a oscura usando las le-
yes de conservación del tensor energı́a-impulso y su proyección sobre la 4-
velocidad para el estudio de la acreción de este tipo de energı́a sobre objetos
astronómicos y cosmológicos, como son los agujeros negros de tipo Kerr-
Newman (es decir, dotados de carga y momento angular), cuerdas cósmicas
rectas y agujeros de gusano.

Se han utilizado varios métodos de cálculo numérico que incluyen el uso
de programas tales como Mathematica, Maxima y Reduce (los dos últimos
para cálculo simbólico) para ayudar en el cálculo y simplificación de los
sı́mbolos de Cristoffel, curvatura escalar y ecuaciones de Einstein. Para el
cálculo numérico y la representación gráfica de los resultados se ha optado
por la programación de código en lenguaje C y representación posterior de
los resultados con los programas GNUPlot y Mathematica.

Hemos estudiado modelos de energı́a oscura en los que se introduce un cam-
po escalar sin modificar la gravedad, analizando si las singularidades del big
rip y del big trip consiguen sobrevivir en algunos de estos modelos o si apa-
recen nuevas singularidades o comportamientos diferentes a los estudiados
hasta la fecha.
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Capı́tulo 2

Quintaesencia en espacio-tiempos de
Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-
Walker

En este capı́tulo estudiaremos soluciones para la ecuación de Friedmann donde
la energı́a oscura está modelada como un campo de quintaesencia, una constante
cosmológica o por energı́a fantasma (la cual viola la condición de energı́a domi-
nante). En la sección 2.3, se revisa el modelo de energı́a fantasma con una ecua-
ción de estado constante en un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-
Walker (w se considera constante y menor que −1), obteniendo la expresión
explı́cita del factor de escala para las tres geometrı́as espaciales. También, se
discute si la presencia de una constante cosmológica positiva podrı́a resolver el
problema del big rip.

Finalmente, también añadiremos a la ecuación de Friedmann un campo escalar
conformemente acoplado a la Gravedad, y resolveremos las ecuaciones para el
caso de geometrı́a plana.

2.1. Introducción
Como ya se ha comentado en el primer capı́tulo, nos vamos a centrar en el

estudio del Modelo Cosmológico Estándar, que está basado en la Relatividad Ge-
neral y en los espacios de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker (introducidos
en los años 20 del siglo pasado). Nos interesamos en el Modelo Cosmológico
Estándar porque se ajusta bastante bien a las observaciones existentes. Por ello
vamos a enunciar el entorno en el que nos vamos a situar en este trabajo.

Consideraremos que el espacio-tiempo es una variedad M de dimensión cua-
tro, dotada de una métrica Lorentziana gµν, que satisface las ecuaciones de campo

15
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de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1
2

gµνR = 8πGTµν, (2.1)

donde Gµν es el tensor de Einstein, Rµν es el tensor de Ricci, R es la curvatura
escalar, y Tµν es el tensor energı́a impulso.

En esta ecuación, la parte de la izquierda hace referencia a la geometrı́a del
espacio y la parte de la derecha al contenido energético-material presente en el
universo.

Supondremos que el espacio-tiempo a gran escala es homogéneo e isótropo.
La métrica más general que satisface la homogeneidad y la isotropı́a es la métrica
de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker [161]:

ds2 = −dt2 +R(t)2
[

dr2

1−Kr2 + r2 (dθ2 + sen2θ dφ2)
]

, (2.2)

donde K = +1,−1, ó 0 para un universo cerrado, abierto o plano respectivamen-
te, y R(t) es el “radio” del universo, o más precisamente, su factor de escala (el
tamaño total del universo podrı́a ser infinito). Los espacio-tiempos espacialmen-
te abiertos o cerrados tienen diferentes geometrı́as. Las geodésicas luminosas de
esos espacio-tiempos se comportan de manera diferente, y por ello en principio,
podrı́an discriminarse con observaciones.

Los espacio-tiempos que verifican la homogeneidad y la isotropı́a se denomi-
nan espacios de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker. Las hipótesis que acaba-
mos de enunciar conforman la base del Modelo Cosmológico Estándar.

El Modelo Cosmológico Estándar tiene varias virtudes, esto es: puede dar una
explicación satisfactoria a diferentes propiedades observacionales del Universo
actual (como por ejemplo, la nucleosı́ntesis primordial, los corrimientos al rojo
de fuentes extragalácticas, radiación del fondo cósmico de microondas,. . .). Pero
también presenta inconvenientes, tales como: que sólo puede describir modelos de
universos desacelerados y por ello no puede reproducir las observaciones prove-
nientes de supernovas de tipo Ia distantes; tampoco puede explicar las anisotropı́as
del fondo de microondas, ni realmente el carácter inflacionario del Universo pri-
mitivo.

Usualmente se considera que el Modelo Cosmológico Estándar está incom-
pleto en vez de ser erróneo. De hecho, el Modelo Cosmológico Estándar se puede
transformar en un “modelo acelerado” añadiendo un ingrediente nuevo que se
comporta como un fluido con presión negativa. El candidato más veterano y es-
tudiado para esta componente perdida es la constante cosmológica Λ, la cual es
equivalente a un fluido perfecto con densidad y presión constantes, relacionadas
por la ecuación de estado P =−ρ. Ahora generalizaremos esta situación en la sec-
ción siguiente considerando un campo Φ dependiente del tiempo y espacialmente
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homogéneo, que evoluciona suavemente con su potencial V (Φ). El modelo cos-
mológico resultante de tener en cuenta la aceleración actual de un universo plano
se denomina Nueva Cosmologı́a Estándar.

2.2. Energı́a oscura

Consideraremos un campo Φ dependiente del tiempo y espacialmente ho-
mogéneo, que evoluciona progresivamente con su potencial V (Φ). Los modelos
cosmológicos resultantes se conocen como modelos de quintaesencia. En estos
modelos, el campo escalar se puede interpretar como un fluido con presión nega-
tiva dada por

P = wρ −1 ≤ w < −1
3

. (2.3)

La quintaesencia permite un amplio rango de modelos, incluyendo un paráme-
tro w constante o dependiente del tiempo. Sin embargo, algunos de estos modelos
admiten una cualidad muy atractiva llamada solución tracker, que permite resolver
en parte el problema de la coincidencia cósmica1. Estos modelos se caracterizan
por tener un parámetro w aproximadamente constante, por ello en este capı́tulo
nos centraremos en las ecuaciones de estado con w constante.

Existen varios motivos que favorecen la elección del candidato del campo es-
calar. En primer lugar, mientras que la constante cosmológica no posee todavı́a
una interpretación fı́sica completamente satisfactoria, el campo escalar aparece
naturalmente en las ecuaciones de campo de un gran número de teorı́as alterna-
tivas a la Relatividad General. En efecto, la inflación primordial usa también un
campo escalar que en tal caso se denomina inflatón.

Ahora, consideremos un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-
Walker con un campo de quintaesencia. Consideraremos que el tensor energı́a
impulso, Tµν, tiene la forma general de un fluido perfecto, esto es,

Tµν = ρuµuν +P
(

gµν +uµuν
)

, (2.4)

donde ρ es la densidad (media) de materia y P es la presión. Por lo tanto, las
ecuaciones de Einstein se expresan como:

1Este problema hacer referencia a un problema de valores iniciales. De hecho, ya que la quin-
taesencia y la densidad de materia evolucionan de manera diferente con la expansión del universo,
las condiciones en el universo temprano se deben elegir con mucho cuidado para que la solución
sea comparable con los valores de los parámetros en la actualidad. En cambio, en un modelo trac-
ker se permiten un rango muy amplio de condiciones iniciales dando una evolución común para el
tiempo presente y de este modo se evita parcialmente el problema.
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3Ṙ2

R2 +
3K
R2 = 8πGρ, (2.5)

2R̈
R

+
Ṙ2

R2 +
K
R2 = −8πGP. (2.6)

Usando la primera ecuación (2.5), podemos reescribir la segunda (2.6) como

3R̈
R

= −4πG(ρ+3P) . (2.7)

La ecuación anterior nos proporciona la ley de conservación de la energı́a, que
se puede escribir de la forma siguiente

ρ̇R+3(ρ+P) Ṙ = 0. (2.8)

Además, sabemos que la ecuación de estado para los campos de quintaesencia,
Φ, es

P = wρ, (2.9)

donde w ∈
(

−1,−1
3

)

,2 P = 1
2Φ̇2 −V (Φ), y ρ = 1

2Φ̇2 +V (Φ), sujetos a la ley de
conservación siguiente [53]

ρ = ρ0

(

R0

R

)3(1+w)

, (2.10)

donde el subı́ndice “0” indica “los valores presentes”.
Introduzcamos las cantidades adimensionales siguientes

ΩK ≡ −K
R2

0H2
0

ΩΦ ≡ 8πGρ0

3H2
0

(2.11)

donde H(t) =
Ṙ(t)
R(t) es el parámetro de expansión de Hubble, habiéndose denotado

por H0 al valor actual. Usando las expresiones (2.9)-(2.11) en la ecuación de cam-
po (2.5), obtenemos la siguiente ecuación diferencial (ecuación de Friedmann)
para el factor de escala R(t) :

Ṙ2 = R2
0H2

0

(

ΩΦ

(

R0

R

)3w+1

+ΩK

)

. (2.12)

En la tabla 2.1 resumimos algunas soluciones particulares de la ecuación (2.12),
donde C y D son constantes.

2Se necesita un valor w < −1/3 para tener aceleración cósmica.
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Parámetro w

−1
3

−2
3

−1

K = 0 Ct +D
C2

2
t2 +CDt +

D2

2
Dexp(Ct)

K = −1 Ct +D
C
4

t2 +Dt +
D2 −1

C
senh(Ct +D)

C

K = 1 Ct +D

(C
2 t +D

)2
+1

C
cosh(Ct +D)

C

Tabla 2.1: Soluciones particulares a la ecuación de Friedmann con un campo de quintae-
sencia.

2.3. Energı́a fantasma

En la sección anterior sólo hemos considerado valores de w entre − 1
3 y −1. Pe-

ro, ¿qué ocurre para ω <−1? La sustancia cósmica con ω <−1, se llama energı́a
fantasma. Últimamente ha recibido una atención creciente. De hecho, WMAP ha
confirmado que aproximadamente el setenta por ciento de la energı́a del Universo
está en forma de energı́a oscura. Además, estas observaciones recientes no exclu-
yen, sino que incluso sugieren, un valor menor que −1 para el parámetro de la
ecuación de estado w. Esto significa que al menos para una ecuación de estado
de un fluido perfecto, el valor absoluto para la presión negativa excede el valor
positivo de la densidad de energı́a, es decir, ρ + P < 0, y por lo tanto se viola la
condición de energı́a dominante. Esta violación permitirı́a la existencia de aguje-
ros de gusano astrofı́sicos y cosmológicos, y máquinas del tiempo. Sin embargo,
no es fácil mostrar cómo podrı́an surgir tales máquinas del tiempo y agujeros de
gusano de la energı́a fantasma.

Una consecuencia más sorprendente producida por la energı́a fantasma es que
en un tiempo finito el universo acabará en un catastrófico “big rip”. Big rip es un
término acuñado por Caldwell [37], que corresponde a un modelo cosmológico
nuevo en donde el factor de escala explota en un tiempo finito porque su acele-
ración cósmica es incluso mayor que la inducida por una constante cosmológica.
En este modelo cada componente del universo, incluso las partı́culas más elemen-
tales, va más allá del horizonte de cualquier otra componente del universo en un
tiempo cósmico finito.
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Para un modelo cosmológico general con energı́a fantasma, el tiempo en el
que tendrı́a lugar el big rip depende tanto del tamaño inicial del universo como
del valor de w de tal forma que, cuanto mayor sean en valor absoluto esas canti-
dades, antes ocurrirá el big rip. El comportamiento del universo después del big
rip es en algunos aspectos más sorprendente incluso que el big rip en sı́, ya que
su tamaño disminuye progresivamente desde infinito hasta un tamaño cero en un
tiempo infinito [véase figura 2.1].

Revisemos esto con un poco más de detalle; para ello consideraremos sobre to-
do la evolución a tiempos tardı́os de un universo homogéneo e isótropo. Además,
vamos a modelar la energı́a oscura como energı́a fantasma, que en esta sección la
describiremos a través de un fluido perfecto que satisface la siguiente ecuación de
estado

P = wρ, (2.13)

donde w es constante y menor que −1. De la ecuación de conservación se obtiene
que ρ = ÃR−3(w+1), donde Ã es una constante de integración. Luego, para w <−1
la densidad de energı́a crece con el factor de escala en lugar de disminuir. Para
simplificar, no vamos a considerar otros contenidos materiales, ya que sus densi-
dades de energı́a disminuyen con el tiempo cósmico y su influencia la podemos
considerar despreciable en comparación con la densidad de energı́a de la materia
fantasma a tiempos tardı́os, que es cuando podrı́a ocurrir el big rip 3. Por lo tanto,
la ecuación de Friedmann se puede expresar como

H2 +
K
R2 =

8πG
3

ÃR−3(w+1), (2.14)

donde H es la constante de Hubble y K = 1,−1,0, corresponde a los casos de
secciones espaciales esféricas, hiperbólicas o planas del modelo de Friedmann-
Lemaı̂tre-Robertson-Walker respectivamente.

Para el caso más favorecido de secciones espaciales planas (K = 0), el factor
de escala está relacionado con el tiempo cósmico t como

R(t) =

[

R3(w+1)/2
0 +

3(w+1)

2
C1/2(t − t0)

]2/[3(w+1)]

, (2.15)

donde R0 y t0 serán consideradas constantes de integración a lo largo del capı́tulo,
correspondientes al radio y tiempo cósmico inicial del universo4 y C = (8πG/3)Ã.

3En las secciones 3.2 y 3.4, se consideran las otras componentes materiales del universo junto
con un gas de Chapligyn generalizado, introducido en la sección 3.2.

4La constante de integración t0 se puede considerar cero. Sin embargo, R0 tiene que ser no
nula, ya que en otro caso el factor de escala se anuları́a para cualquier valor del tiempo cósmico.
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Se observa que, para valores menores que −1 de w, el factor de escala diverge en
un tiempo cósmico finito [véase figura 2.1]

t∞0 = t0 −
2

3(w+1)C1/2 R3(w+1)/2
0 , (2.16)

si t varı́a entre t0 y t∞0. Por esta razón, el universo podrı́a alcanzar un final ca-
tastrófico [37]. Para valores del tiempo cósmico mayores que t∞0, el factor de
escala disminuye hasta anularse cuando t → +∞ [véase la figura 2.1].

Figura 2.1: Podemos ver la evolución del factor de escala respecto del tiempo. t∞0 señala
el tiempo el el cual ocurre el big rip.

De hecho, R → ∞ cuando t → t∞0. Esto marca el tiempo en el que ocurre el
big rip y delimita la fase de contracción para t > t∞0.

También se observa que cuando w se aproxima a −1, entonces t∞0 tiende
a infinito. Una situación similar se obtiene en el caso de un espacio-tiempo de
Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con geometrı́a espacial hiperbólica o esféri-
ca [véase la figura 2.2]. Esto no es sorprendente ya que en el caso en que w sea
−1, la geometrı́a se corresponde con un espacio-tiempo tipo de Sitter laminado en
secciones planas y, por lo tanto, no se alcanza un big rip. Además, para un factor
de escala inicial R0 > exp{2/ [3(w+1)]}, cuanto mayor sea el valor de w, mayor
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es el valor de t∞0 que es cuando ocurre el big rip. Más aún, cuanto más pronto
empiece a dominar la energı́a fantasma (es decir, cuanto mayor sea el valor de
R0), antes alcanzará el universo el big rip.

En el caso esférico (K = 1), el factor de escala tiene que ser mayor que Rmin =

C1/(3w+1), ya que, en caso contrario, la ecuación de Friedmann (2.14) no está bien
definida. Se tiene entonces que el tiempo cósmico se relaciona con el factor de
escala como [81]

t − t0 =
2C1/(3w+1)

−1−3w

(

CR−1−3w −1
)1/2

× 2F1

(

3w+2
3w+1

,
1
2

;
3
2

;1−CR−1−3w
)

, (2.17)

donde 2F1(b,c;d;e) es una función hipergeométrica [81] [véase también el Apéndi-
ce A]. El tiempo cósmico es finito siempre que5 −1 ≤ 1−CR−1−3w ≤ 0, es decir,
Rmin ≤ R ≤ (2/C)1/(−1−3w). Para valores mayores del factor de escala, la expre-
sión (2.17) deja de ser válida y, consecuentemente, no podemos concluir nada
sobre la existencia o ausencia de un final cósmico del universo. Sin embargo, la
diferencia entre los tiempos cósmicos que corresponden, respectivamente, a t∞+

cuando el factor de escala “explota”, y a un tiempo cósmico t tal que R(t) es mayor
que (2/C)1/(−1−3w), se puede expresar como

t∞+− t = −2C1/(3w+1)

3(w+1)

(

CR−1−3w −1
)− 3(w+1)

2(3w+1)

× 2F1

(

3w+2
3w+1

,
3(w+1)

2(3w+1)
;

3(w+1)

2(3w+1)
+1;

1
1−CR−1−3w

)

.

(2.18)

Se puede comprobar además que la expresión anterior está bien definida, en par-
ticular la función hipergeométrica (véase el pie de página 5), siempre que R sea
mayor o igual que (2/C)1/(−1−3w). Este valor del factor de escala se correspon-
de precisamente con el valor máximo permitido en la ecuación (2.17). Por con-
siguiente, podemos concluir que en un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker con secciones espaciales con geometrı́a esférica presenta un
big rip cuando está lleno de energı́a fantasma con w constante y menor que −1.
En este caso, tenemos que el tiempo cósmico que transcurre desde que el factor
de escala toma su valor mı́nimo Rmin en t = t0 hasta que el radio del universo

5Una función hipergeométrica 2F1(b,c;d;e) converge para todo valor e tal que |e| ≤ 1, siempre
que b+ c−d < 0. Sin embargo, si 0 ≤ b+ c−d < 1 la función no converge en e = 1. Además, si
1 ≤ b+ c−d, la función diverge en |e| = 1 [81] [véase también el Apéndice A].
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diverge es [28]

t∞+ = C1/(3w+1)

[

2
−1−3w 2F1

(

3w+2
3w+1

,
1
2

;
3
2

;−1
)

− 2
3(w+1)

2F1

(

3w+2
3w+1

,
3(w+1)

2(3w+1)
;

3(w+1)

2(3w+1)
+1;−1

)]

.

(2.19)

De forma análoga, un universo lleno con energı́a fantasma con w constan-
te también alcanza un big rip en el futuro si la geometrı́a se corresponde con un
espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con secciones espacia-
les hiperbólicas (K =−1). De hecho, se tiene que, en este caso, el tiempo cósmico
depende del factor de escala como

t − t0 = R 2F1

(

1
2
,− 1

3w+1
;− 1

3w+1
+1;−CR−1−3w

)

,

(2.20)

para R ≤ C1/(3w+1). Por otro lado, resulta que para valores mayores del factor de
escala, el tiempo cósmico se expresa como

t∞−− t = − 2
3(w+1)C1/2 R3(w+1)/2

× 2F1

(

1
2
,

3(w+1)

2(3w+1)
;

3(w+1)

2(3w+1)
+1;− 1

C
R3w+1

)

,

(2.21)

donde t∞− corresponde al tiempo cósmico en el que el factor de escala se hace in-
finito. Las dos expresiones anteriores están bien definidas en R = C1/(3w+1) (véase
nota de pie de página 5). En este modelo, se puede observar que el factor de escala
varı́a desde cero a infinito en un tiempo cósmico finito que vale [28]

t∞− = C1/(3w+1)

[

2F1

(

1
2
,− 1

3w+1
;− 1

3w+1
+1;−1

)

− 2
3(w+1)

2F1

(

1
2
,

3(w+1)

2(3w+1)
;

3(w+1)

2(3w+1)
+1;−1

)]

.

(2.22)

Antes de concluir esta sección, vamos a analizar si la inclusión de una densidad
de energı́a de vacı́o positiva y constante, es decir, de una constante cosmológica
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Figura 2.2: Esta figura muestra el comportamiento del tiempo cósmico en el que se al-
canza el big rip respecto del parámetro w dado por el cociente entre la presión y la den-
sidad de energı́a de la energı́a fantasma. La lı́nea discontinua corresponde al caso de un
espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con secciones hiperbólicas. La
lı́nea continua corresponde con un espacio-tiempo homogéneo e isótropo con geometrı́a
espacial esférica. El tiempo cósmico se ha dividido por C1/(3w+1).

positiva Λ, puede aliviar el problema del big rip producido por una energı́a fantas-
ma con ecuación de estado constante (w constante). Por simplicidad y analitici-
dad, vamos a restringirnos al caso de un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker con geometrı́a espacial plana. La ecuación de Friedmann en
este caso es

H2 =
Λ
3

+CR−3(w+1). (2.23)

La solución de la ecuación anterior es

R3(1+w)(t) = R3(1+w)
0 (1−D)−2

(

exp
[

3(1+w)

2

√

Λ̃(t − t0)
]

− Dexp
[

−3(1+w)

2

√

Λ̃(t − t0)
])2

, (2.24)

donde Λ̃ = Λ/3 y D es una constante positiva dada por

D =

√

Λ̃+CR−3(1+w)
0 −

√
Λ̃

√

Λ̃+CR−3(1+w)
0 +

√
Λ̃

. (2.25)

De la ecuación (2.24), se obtiene que el factor de escala crece desde un valor ini-
cial R0 hasta divergir en un tiempo cósmico finito; es decir, el universo sufrirá un
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final cósmico, cuando t se aproxime a t̃ = t0 +(lnD)/
[

3(1+w)
√

Λ̃
]

. Para t̃ < t,
el factor de escala disminuye y el universo colapsa cuando t tiende a valores infi-
nitos. Además, cuanto mayor sea el valor de R0, más pequeño es t̃ y, por lo tanto,
antes tendrá lugar el final cósmico del universo. Una conclusión similar se tiene
para w (al menos para R0 > 1). También, se puede comprobar que t̃ tiende a t∞0,
definido en la ecuación (2.16), cuando la constante cosmológica se anula. En re-
sumen: la presencia de una constante cosmológica no modifica el comportamiento
general del modelo y el big rip no se puede evitar en el caso de tener w constante
y menor que −1. Además, una densidad de energı́a de vacı́o positiva no retrasa la
aparición del big rip [véase la figura 2.3]. Esto lo podemos explicar de la siguiente
manera: la presencia de una constante cosmológica positiva en el modelo induce
un crecimiento mayor del parámetro de Hubble y, por lo tanto, el factor de escala
crece más rápido, alcanzando antes el big rip.
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Figura 2.3: Esta figura muestra el comportamiento del tiempo cósmico en el que ocu-
rre el big rip como una función de la constante cosmológica. Como muestra la gráfi-
ca, se tiene un valor mayor de t̃ cuando no hay constante cosmológica. De hecho,
cuanto mayor sea Λ̃, antes ocurre el big rip. La constante cosmológica y el tiempo
cósmico han sido redefinidos por cantidades adimensionales dadas por Λ̃/(CR−3(1+w)

0 )

y −(3/2)(1+w)
√

CR−3(1+w)/2
0 (t̃ − t0), respectivamente.

Todo nuestro tratamiento anterior tiene un carácter clásico. Sin embargo, a
medida que uno se acerca al big rip hemos visto que la densidad de energı́a y la
curvatura del espacio-tiempo aumentan, tendiendo a infinito en el big rip, el cual
se convierte ası́ en una singularidad real del espacio-tiempo. De esta forma, cabe
esperar que en la vecindad inmediata de dicha singularidad se den las condicio-
nes que requieren un tratamiento de carácter esencialmente cuántico del propio
espacio-tiempo. Por ello, todos los resultados anteriores podrı́an verse afectados
decisivamente en torno a la singularidad del big rip. No obstante, no es posible
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todavı́a evaluar la naturaleza precisa y extensión de tales efectos cuánticos ya que,
como es bien conocido, no disponemos aún de una teorı́a cuántica de la gravedad
bien definida.

2.4. Campo escalar conformemente acoplado a la Gra-
vedad

Consideraremos ahora otras posibles soluciones de las ecuaciones de Eins-
tein. Usaremos para ello un tensor energı́a-impulso más general, aunque es difı́cil
preservar las hipótesis de homogeneidad e isotropı́a. Sin embargo, existe una po-
sibilidad que sı́ satisface estas simetrı́as. Se trata de emplear un campo escalar
conformemente homogéneo, Ψ. En lo que sigue, usaremos para ello una acción
con quintaesencia y un campo escalar conformemente acoplado a la Gravedad de
la forma [84]

S =
−1

16πG

Z

d4x
√−gR +

1
2

Z

d4x
√−g

(

gµνΨ,µΨ,ν +ξRΨ2)

+
1
2

Z

d4x
√−g

(

gµνΦ,µΦ,ν +V (Φ)
)

− 1
8πG

Z

d3x
√

h
(

1−8πGξΨ2) trK , (2.26)

donde ξ es un factor numérico (en particular, para el caso conformemente aco-
plado corresponde a ξ = 1

4 [(n−2)/(n−1)], donde n es la dimensión del espacio
tiempo), K la curvatura extrı́nseca, y Φ el campo de quintaesencia.

En esta sección usaremos la métrica lorentziana en la forma siguiente:

ds2 = R2(τ)
[

−N2dτ2 +
1

1−Kr2 dr2 + r2 (dθ2 + sen2θdφ2)
]

, (2.27)

donde τ es el tiempo conforme, τ =
R

dt/R(t), y N la función lapso.
Es conveniente escribir el campo escalar acoplado como

√
8πGΨ = χ

R . En
términos del tiempo conforme, τ, la acción anterior se reduce a

S = C
Z

dτN
[

6R2K − 6R′2

N2 −Kχ2 +
χ′2

N2 +
8πG
N2 R2Φ′2 −8πGR4V (Φ)

]

, (2.28)

donde C es una constante, y la prima denota la derivada con respecto a τ, ′ ≡ d
dτ .
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La variación respecto a R,χ,Φ, y N nos proporciona las ecuaciones de campo
y la ligadura Hamiltoniana,

Ecuaciones de campo:

R : 3R′′+3KR+4πGRΦ′2−8πGR3V (Φ) = 0 (2.29)
χ : χ′′+Kχ = 0 (2.30)
Φ : 4R′Φ′ +2RΦ′′+R3 d

dΦV (Φ) = 0 (2.31)

Ligadura Hamiltoniana
(

δ
δN

)

:

6KR2 +6R′2 −Kχ2 −χ′2 −8πGR2 (Φ′2 +R2V (Φ)
)

= 0 (2.32)

en el gauge N = 1.
A partir de la ecuación (2.30), obtenemos

Kχ2 +χ′2 = M2, (2.33)

donde M es una constante (de este modo el campo contribuye como un campo de
radiación); ası́, la ecuación (2.32) se reduce a

6KR2 +6R′2 −M2 −8πGR2 (Φ′2 +R2V (Φ)
)

= 0. (2.34)

Como la coordenada τ viene definida por dτ
dt = R−1(t), usando la ley de con-

servación para el campo de quintaesencia, la ecuación (2.34) se puede re-escribir
como

6KR2 +6R2Ṙ2 −M2 −4πG(3+w)R3(1+w)
0 ρ0R−3w+1 = 0. (2.35)

Hemos resuelto la ecuación (2.35) (ecuación de Friedmann) solamente para el
caso particular K = 0 donde la solución viene dada en forma implı́cita por [99],

t − t0 =

√

3
2M2 R2

2F1

(

1
2
,

2
1−3w

,
3−3w
1−3w

;−CR−3w+1

M2

)

(2.36)

donde C = 4πG(3+w)R3(1+w)
0 ρ0, −3 ≤ w < 1

3 y R ≤
(

M2

C

)1/(1−3w)
.

Por lo tanto, en este caso tenemos nuevas soluciones para energı́a oscura dada
por un campo de quintaesencia, una constante cosmológica o incluso energı́a fan-

tasma. Para estudiar valores mayores del factor de escala, esto es R≥
(

M2

C

)1/(1−3w)
,

se tiene que el tiempo cósmico viene expresado por

t∞− t = −
√

8
3C

1
w+1

R
3
2 (w+1)

2F1

(

1
2
,

3(w+1)

2(3w−1)
,

3(w+1)

2(3w−1)
+1;− M2

CR−3w+1

)

,

(2.37)
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para valores de w < −1. Dado que las dos expresiones anteriores están bien defi-

nidas en R =
(

M2

C

)1/(1−3w)
[véase el apéndice A], se obtiene que en este modelo

aparece la singularidad del big rip en un tiempo cósmico finito dado por el valor
[véase la figura 2.4]

t∞ = M
3(1+w)
1−3w C

2
3w−1

[

√

3
2 2F1

(

1
2
,

2
1−3w

,
3−3w
1−3w

;−1
)

−
√

8
3

1
w+1 2F1

(

1
2
,

3(w+1)

2(3w−1)
,

3(w+1)

2(3w−1)
+1;−1

)

]

, (2.38)

donde −3 ≤ w < −1.
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Figura 2.4: Esta figura muestra el comportamiento del tiempo cósmico en el que se al-
canza el big rip respecto del parámetro w para el caso de un espacio-tiempo de Friedmann-
Lemaı̂tre-Robertson-Walker con un campo escalar acoplado conformemente a la Grave-
dad. El tiempo cósmico se ha dividido por C

2
1−3w M

3(1+w)
1−3w .

2.5. Resumen y comentarios
En este capı́tulo hemos introducido los conceptos básicos en los que se va apo-

yar nuestro trabajo posterior. Se han revisado las soluciones para la ecuación de
Friedmann en un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker don-
de la energı́a oscura viene modelada por un campo de quintaesencia, encontrándo-
se nuevas soluciones para K 6= 0. Seguidamente hemos estudiado la dinámica de
un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con energı́a fantas-
ma dada por un fluido perfecto con ecuación de estado constante, es decir, P = wρ
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con w constante y menor que −1. Se puede ver que el universo alcanza un big
rip independientemente de la geometrı́a espacial de éste. Además, se muestra en
estas condiciones que la presencia de una energı́a constante positiva, o constante
cosmológica, Λ, en el universo no puede evitar la aparición de un final cósmico a
tiempo finito. De hecho, el universo alcanza el big rip antes de lo que lo harı́a si
fuera Λ = 0.

Por último se han estudiado nuevas soluciones a la ecuación de Friedmann
en el caso plano donde el campo de quintaesencia se ha introducido con acoplo
conforme, en el rango −3 ≤ w ≤− 1

3 que incluye todos los casos interesantes, esto
es: energı́a oscura (w > −1), constante cosmológica (w = −1) y energı́a fantasma
(w < −1). De nuevo, se ha obtenido que el universo presenta la singularidad del
big rip cuando se considera que contiene energı́a fantasma.
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Capı́tulo 3

Modelo generalizado de Chaplygin:
Singularidades futuras

Discutiremos modelos de energı́a oscura que podrı́an describir de manera
efectiva la aceleración actual del Universo. De forma más precisa para un es-
pacio cuatro-dimensional de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker considera-
remos que la energı́a fantasma viene descrita por un gas de Chaplygin (generali-
zado) fantasma que viola la condición de energı́a dominante. Para este contenido
material se obtiene que el universo nunca alcanzará la singularidad del big rip
(de hecho, la geometrı́a resultante es asintóticamente de Sitter). También veremos
cómo se puede describir este modelo de energı́a oscura en términos de campos
escalares, correspondiendo a un campo escalar mı́nimamente acoplado, un cam-
po escalar de Born-Infeld y a un campo escalar de Born-Infeld generalizado. Al
final del capı́tulo se introducirá un modelo fenomenológicamente viable donde la
energı́a oscura viene descrita por un gas de Chaplygin generalizado fantasma.

3.1. Introducción

En este capı́tulo, veremos que si la energı́a oscura está modelada por un gas
de Chaplygin generalizado, entonces el universo escapará del big rip y se ex-
pandirá para siempre. Otros modelos de energı́a fantasma; es decir, contenidos
materiales con P + ρ < 0 y densidad de energı́a positiva, muestran una propie-
dad similar que ya ha sido propuesta [85–87, 113, 143]. Por ejemplo, esto se
puede conseguir considerando un campo escalar mı́nimamente acoplado con un
potencial apropiado [87, 143] o con un campo homogéneo de tipo Born-Infeld
[85, 86, 113]. Sin embargo, en estos modelos, el campo escalar tiene el térmi-
no cinético negativo. En este capı́tulo, proponemos un modelo fenomenológi-
co alternativo para describir la energı́a fantasma a través de un fluido que, pri-

31
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meramente, satisface la ecuación de estado de un gas de Chaplygin generaliza-
do [20–24, 26, 27, 78, 79, 104], y en segundo lugar, viola la condición de energı́a
dominante [56]. Además, para este contenido material tan peculiar un espacio-
tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker nunca alcanzarı́a la singulari-
dad del big rip.

Este capı́tulo está organizado de la siguiente forma. En la sección 3.2, se in-
troduce y estudia un modelo de energı́a oscura que se basa en un gas de Chaplygin
generalizado. En la sección 3.3, analizaremos este modelo y lo relacionaremos con
campos escalares correspondientes a un campo escalar mı́nimamente acoplado, a
un campo escalar de Born-Infeld y a un campo escalar de Born-Infeld generaliza-
do. En la sección 3.4, se describe un modelo fenomenológicamente viable donde
la energı́a oscura viene dada como un gas de Chaplygin generalizado fantasma.
Al final del capı́tulo, en la sección 3.5, se puede encontrar un breve resumen y se
discuten los resultados obtenidos en el mismo.

3.2. Gas de Chaplygin generalizado y energı́a fan-
tasma

El gas de Chaplygin generalizado se puede describir como un fluido perfecto
con la siguiente ecuación de estado [20–24, 26, 27, 78, 79, 104]

P = −Ach/ρα, (3.1)

donde Ach es una constante positiva y α es un parámetro. En el caso particular α =
1, la ecuación de estado (3.1) corresponde a un gas de Chaplygin. La conservación
del tensor momento-energı́a implica

ρ =

[

Ach +
(ρα+1

0 −Ach)R
3(α+1)
0

R3(α+1)

]
1

1+α

, (3.2)

donde R0 y ρ0 son el factor de escala inicial y la densidad de energı́a, respecti-
vamente. Se puede comprobar que la condición de energı́a dominante se satisface
siempre que Ach < ρα+1. Esta condición está directamente relacionada con los
valores iniciales del modelo y con la ecuación especı́fica de estado a través de la
constante:

B ≡ (ρα+1
0 −Ach)R

3(α+1)
0 . (3.3)

Para valores positivos de B, P+ρ es positivo y se satisface la condición de energı́a
dominante. Éste no es el caso cuando B es negativo. Estudiemos el comportamien-
to de la densidad de energı́a para ambos casos.
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Cuando el parámetro B es positivo, se tiene que ρ es una función de R de-
creciente. De hecho, para 1 + α > 0 el gas de Chaplygin generalizado interpola
entre polvo, para factores de escala pequeños, y una densidad de energı́a cons-
tante, para factores de escala grandes. Esta propiedad es la que promovió al gas
de Chaplygin como un candidato para unificar energı́a oscura y materia oscu-
ra [20–24, 26, 27, 78, 79, 104]. Para 1+α < 0, la densidad de energı́a se comporta
de manera bien distinta; es decir, ρ se aproxima a A1/(1+α)

ch para factores de escala
pequeños y se comporta como un fluido sin presión a tiempos tardı́os.

Cuando el parámetro B es negativo, la densidad de energı́a es una función del
factor de escala creciente. Además, ρ es mayor que A1/(1+α)

ch cuando 1 + α < 0,
alcanzando su valor mı́nimo en R = 0 y divergiendo cuando el factor de escala se
aproxima a su valor máximo

R̄ ≡
(

− B
Ach

)1/[3(1+α)]

. (3.4)

En lo que sigue, no vamos a considerar este caso (B < 0 y 1 + α < 0). Por otro
lado, si 1+α > 0 y B < 0, el factor de escala es mayor que R̄, de tal forma que ρ se
anula en este valor del factor de escala y se aproxima a A1/(1+α)

ch cuando el factor
de escala tiende a infinito. Por ello, nosotros analizaremos este último caso, que se
puede considerar un modelo de energı́a fantasma ya que ρ > 0 y P+ρ < 0. Deno-
taremos a este modelo como gas de Chaplygin generalizado fantasma. Nótese que
el gas de Chaplygin generalizado con α negativo ha sido criticado como candidato
posible para energı́a oscura [17, 123]. Sin embargo, estas crı́ticas corresponden al
caso B > 0 que no es el del gas de Chaplygin generalizado fantasma; es decir, B
negativo.

Como en el capı́tulo anterior, vamos a considerar un espacio-tiempo homogéneo
e isótropo, donde la energı́a oscura viene dada ahora por un gas de Chaplygin ge-
neralizado fantasma (B < 0 y −1 < α). La ecuación de Friedmann en este caso
es

H2 +
K
R2 =

8πG
3

[ρDE +ρDM +ρR] , (3.5)

donde ρDE, ρDM y ρR corresponden, respectivamente, a las densidades de energı́a de
la energı́a oscura, materia oscura y radiación.

Para el estudio a tiempos tardı́os, donde podrı́a ocurrir el big rip, es una buena
aproximación mantener solamente ρDE en la ecuación anterior ya que ρDM y ρR

disminuyen con el tiempo cósmico. Por consiguiente, la ecuación de Friedmann
se reduce a

H2 +
K
R2 =

8πG
3

[

Ach +
B

R3(α+1)

] 1
1+α

. (3.6)
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Si el espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker tiene geometrı́a
espacial plana, entonces el tiempo cósmico se relaciona con el factor de escala co-
mo [28]

t − t0 =
2D− 1

2 A
− 1

2(1+α)

ch
3(1+2α)

[

1+
B

Ach
R−3(1+α)

]
1+2α

2(1+α)

× 2F1

(

1,
1+2α

2(1+α)
;

3+4α
2(1+α)

;1+
B

Ach
R−3(1+α)

)

, (3.7)

donde 2F1 es una función hipergeométrica, D = 8πG/3 y −1/2 < α. Lo primero
que obtenemos es que el factor de escala es mayor que R̄, definido en la ecua-
ción (3.4). En este caso no hay big rip; cuando el factor de escala diverge, el tiem-
po cósmico también diverge [véase el apéndice A]. En contraposición con el caso
estudiado en el capı́tulo anterior, el modelo actual no presenta un final cósmico del
universo a un tiempo finito en el futuro porque el parámetro de Hubble tiende a
una constante no nula para valores del factor de escala grandes. Por consiguiente,
a tiempos tardı́os la geometrı́a del modelo es asintóticamente de Sitter. Aunque no
se ha podido obtener expresiones analı́ticas equivalentes a la ecuación (3.7) para
−1 < α <−1/2, se tiene una conclusión similar, ya que H2 tiende a una constante
positiva no nula cuando R → +∞.

Cuando la geometrı́a del espacio-tiempo homogéneo e isótropo es esférica, el
parámetro de Hubble está bien definido siempre que R > Rmin, donde Rmin es tal
que H(Rmin) = 0. La expresión explı́cita de Rmin está dada en el apéndice B. Se
prueba que Rmin es mayor que el valor mı́nimo del factor de escala para el caso de
geometrı́a espacial plana dado en la ecuación (3.4). Además, el tiempo cósmico
para K = 1 satisface la siguiente desigualdad

t − t0 >

Z R

R̄

[

DR2
(

Ach +
B

R3(1+α)

) 1
1+α
]− 1

2

dR

−
Z Rmin

R̄

[

DR2
(

Ach +
B

R3(1+α)

)
1

1+α
]− 1

2

dR. (3.8)

El segundo término de la parte de la derecha de la desigualdad es finito. De hecho,
es el tiempo cósmico para el caso de secciones espaciales planas correspondiente
a R = Rmin. Además, el primer término de la parte derecha se corresponde con el
tiempo cósmico para la geometrı́a K = 0 con un factor de escala dado R > R̄. Como
se puede ver, para factores de escala grandes, el tiempo cósmico para K = 1 diver-
ge ya que t − t0 diverge para el caso de geometrı́a espacial plana (primer término
de la parte derecha). Por lo tanto, el universo no alcanzará un final cósmico en su
futuro.
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Análogamente, el tiempo cósmico para un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker con secciones espaciales hiperbólicas puede acotarse inferior-
mente como

t − t0 >
1√
2

{

Rmin − R̄

+

Z R

R̄

[

DR2
(

Ach +
B

R3(1+α)

) 1
1+α
]− 1

2

dR

−
Z Rmin

R̄

[

DR2
(

Ach +
B

R3(1+α)

) 1
1+α
]− 1

2

dR
}

. (3.9)

Nos gustarı́a puntualizar que los dos últimos términos de la parte derecha de la de-
sigualdad coinciden precisamente con los de la parte derecha del expresión (3.8).
Por lo tanto, usando un argumento similar al usado en el caso K = 1, podemos
concluir que no se alcanzará un big rip para K = −1. Además, el factor de escala
crece desde R̄ hasta infinito.

Una vez analizado el comportamiento de un espacio-tiempo homogéneo e
isótropo a tiempos tardı́os con ecuación de Friedmann (3.5), veamos cómo se
comporta para factores de escala pequeños. En este caso, es necesario considerar
los otros contenidos materiales en el universo, es decir, materia oscura y radiación.

La densidad de energı́a de una gas de Chaplygin generalizado fantasma se
anula cuando el factor de escala se aproxima a R̄, lo que sólo puede ocurrir en los
casos de secciones planas e hiperbólicas. Por consiguiente, en R = R̄ la presión
tiene que divergir induciendo una singularidad en la geometrı́a. De hecho, este
podrı́a ser el caso si α es positiva. La curvatura escalar para K = ±1,0 es

R = 6
(

Ḣ +2H2 +
K
R2

)

= 3D
(

ρDM +ρDE +
3Ach

ρDE
α

)

, (3.10)

donde el punto representa la derivación respecto del tiempo cósmico. Como se
puede ver, R está bien definido para cualquier factor de escala en el caso de geo-
metrı́a esférica (recordemos que R̄ < Rmin). Por otro lado, para K = −1,0, la cur-
vatura escalar R es finita (incluso en R = R̄) siempre que −1 < α < 0. El mismo
resultado se deduce para valores positivos de α, excepto en R = R̄, donde existe
una divergencia de R .

Antes de concluir esta sección, analicemos el parámetro w(R) = (P/ρ) de la
energı́a oscura, que de alguna manera cuantifica la desviación del gas de Chaply-
gin generalizado de una constante cosmológica [véase la figura 3.1] y se puede
expresar en términos del factor de escala como

w =
B

B+AchR3(1+α)
−1. (3.11)
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Como se esperaba, w es menor que −1 para el conjunto de parámetros que hemos
considerado. A tiempos tardı́os, w se aproxima a −1, es decir, el espacio-tiempo
de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker es asintóticamente de Sitter. Por otro
lado, w diverge cerca de R̄ (sólo para K = 0,−1). Sin embargo, se puede ver que
el parámetro efectivo weff dado por

weff =
PDE +PR

ρDE +ρDM +ρR

, (3.12)

está bien definido en R = R̄ para −1 < α < 0 y K = 0,−1. Nos gustarı́a puntualizar
que también weff es divergente en R = R̄ para valores positivos de α y K = 0,−1.

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
R

-2.5

-2

-1.5

-1

w

Figura 3.1: Esta figura muestra el comportamiento del parámetro w dado en la ecua-
ción (3.11) como una función de la variable adimensional R/R̄. La gráfica inferior (la más
oscura) se corresponde con α = −0,1. La superior (la más clara) corresponde a α = 2.
Finalmente, la del medio muestra w para el gas de Chaplygin, es decir, α = 1. Como se
puede ver, el gas de Chaplygin generalizado tiende a una constante cosmológica positiva
(w = −1) para valores grandes del factor de escala.

En resumen, hemos visto que un gas de Chaplygin generalizado puede descri-
bir energı́a fantasma. Además, este contenido material puede evitar la aparición de
un final cósmico en el futuro del universo. Esto no es sorprendente ya que la den-
sidad de energı́a de un gas de Chaplygin generalizado tiende a un valor positivo
constante para B < 0 y 0 < α+1. Por lo tanto, un espacio-tiempo de Friedmann-
Lemaı̂tre-Robertson-Walker lleno con este gas es asintóticamente de Sitter.
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3.3. Gas de Chaplygin generalizado fantasma y cam-
pos escalares

Hasta ahora, hemos descrito el gas de Chaplygin generalizado fantasma co-
mo un fluido perfecto con una ecuación de estado peculiar (3.1). En esta sección,
describiremos el gas de Chaplygin generalizado fantasma en términos de campos
escalares. Primero, veremos cómo el gas de Chaplygin generalizado (con paráme-
tro B negativo, véase la ecuación (3.3)) puede surgir en el contexto de teorı́as de
Born-Infeld generalizadas fantasmas. Para este propósito, vamos a considerar el
lagrangiano Lφ definido como

Lφ = −A
1

1+α
ch

[

1+
(

−gµν∇µφ∇νφ
) 1+α

2α
]

α
1+α

, (3.13)

donde gµν es la métrica del espacio-tiempo y φ es un campo escalar. Para un
espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker, Lφ se reduce a

Lφ = −A
1

1+α
ch

[

1+(φ̇)
1+α

α

] α
1+α

. (3.14)

El punto se corresponde de nuevo con la derivación respecto del tiempo cósmico.
Se puede ver que la densidad de energı́a ρφ y la presión Pφ asociadas a Lφ son
[6–8, 40, 61, 117, 118],

ρφ = A
1

1+α
ch

[

1+(φ̇)
1+α

α

]− 1
1+α

,

Pφ = −A
1

1+α
ch

[

1+(φ̇)
1+α

α

] α
1+α

. (3.15)

Por lo tanto, ρφ y Pφ satisfacen la ecuación de estado de un gas de Chaplygin
generalizado, es decir, Pφ = −Ach/ρα

φ . La diferencia entre la lagrangiana definida
por la expresión (3.13) y la dada en [20–24, 26, 27, 78, 79, 104] es que el término
de la energı́a cinética para el campo escalar φ es negativo. Además, se puede ver
que

Pφ/ρφ = −[1+(φ̇)
1+α

α ]. (3.16)

Esta expresión muestra que el campo escalar φ se comporta como energı́a fan-
tasma [véase también la ecuación (3.17)]. También, esta caracterı́stica de φ per-
mite valores negativos del parámetro B, definido en la ecuación (3.3), como ha
sido considerado en la sección anterior. Adicionalmente, por otro lado, la deriva-
da temporal de φ depende del factor de escala como

φ̇
1+α

α =
−B

B+AchR3(1+α)
. (3.17)
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Más aún, para un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con
secciones espaciales planas o hiperbólicas llenas con gas de Chaplygin generali-
zado con B < 0 y −1 < α, el factor de escala puede tomar cualquier valor tal que
R̄ ≤ R (R̄ está definido en la ecuación (3.4)). Por consiguiente, para −1 < α < 0, φ̇
se anula cuando R tiende a R̄. Sin embargo, para valores positivos de α, la deriva-
da temporal de φ diverge cuando R tiende a R̄. Para valores grandes del factor de
escala se tiene el comportamiento contrario, es decir, φ̇ tiende a cero cuando 0 < α
y diverge en el caso −1 < α < 0. La divergencia de φ̇ no es dañina para valores
grandes del factor de escala, ya que la geometrı́a del espacio-tiempo considerado
se comporta como un espacio-tiempo tipo de Sitter, y por lo tanto, no hay ningu-
na singularidad. Adicionalmente, en un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker con geometrı́a espacial plana, el campo escalar φ varı́a con el
factor de escala como [28]

φ−φ0 =
A
− 1

2(1+α)

ch√
6πG

[

1−
(

R̄
R

)3(1+α)
] 1

2(1+α)

× 2F1

(

1
1+α

,
1

2(1+α)
;

1
2(1+α)

+1;1−
(

R̄
R

)3(1+α)
)

, (3.18)

donde −1 < α y φ0 es una constante de integración correspondiente al valor que
toma φ en R = R̄. El campo escalar φ es finito para cualquier valor del factor
de escala siempre que α sea positiva [véase el apéndice A]. Para −1 < α < 0,
la afirmación anterior sigue siendo cierta excepto para valores muy grandes del
factor de escala, donde φ diverge [véase la figura 3.2].

En lo que sigue, vamos a estudiar cómo el gas de Chaplygin generalizado
fantasma se puede describir en términos de un campo escalar fantasma de Born-
Infeld, ψ, cuya Lagrangiana es

Lψ = −V (ψ)
√

1−gµν∇µψ∇νψ. (3.19)

Para un espacio-tiempo homogéneo e isótropo, la densidad de energı́a ρψ y la
presión Pψ asociada a ψ son [6–8, 40, 61, 85, 86, 113, 117, 118]

ρψ =
V (ψ)
√

1+ ψ̇2
, Pψ = −V (ψ)

√

1+ ψ̇2. (3.20)

Obviamente, para el gas de Chaplygin, es decir, α = 1, con caracterı́sticas de
energı́a fantasma, el potencial V (ψ) es constante; V =

√
Ach [véase la ecuación

(3.13) para α = 1]. Sin embargo, en el caso general, un gas de Chaplygin ge-
neralizado se puede describir efectivamente por un campo escalar fantasma de
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Figura 3.2: Esta figura muestra el comportamiento del campo escalar φ como una función
del factor de escala adimensional R/R̄ definido en la ecuación (3.18). La gráfica con lı́nea
discontinua corresponde a α =−0,1, mientras que la gráfica con lı́nea continua más oscu-
ra (más clara) corresponde a α = 1 (α = 2). En la figura, el campo escalar se ha redefinido
como

√
6πGA1/[2(1+α)]

ch (φ−φ0).

Born-Infeld, ψ, sólo cuando su potencial depende explı́citamente de ψ. De hecho,
puede verse fácilmente que V varı́a con el factor de escala como

V (R) =
√

Ach

(

Ach +
B

R3(1+α)

)
1−α

2(1+α)

. (3.21)

El potencial V se aproxima a un valor contante para valores grandes del factor de
escala (estamos considerando −1 < α y B < 0). Además, su comportamiento cerca
del valor mı́nimo del factor de escala, R̄ (para K = 0,−1), depende mucho del
valor especı́fico del parámetro α: para |α|< 1 el potencial se anula cerca de R̄, pero
para 1 < |α| el potencial va a infinito [véase la figura 3.3]. La principal diferencia
entre los comportamientos de los campos escalares ψ y φ es que ψ̇ siempre alcanza
valores muy grandes cerca de R̄, mientras que esto no es necesariamente cierto
para φ̇. Además, se puede ver que para un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker con secciones espaciales planas, el campo escalar ψ se expresa
en función del factor de escala como [28]

ψ − ψ0 =
A
− 1

2(1+α)

ch√
6πGα

[

1−
(

R̄
R

)3(1+α)
] α

2(1+α)

× 2F1

(

1
2
,

α
2(1+α)

;
α

2(1+α)
+1;1−

(

R̄
R

)3(1+α)
)

, (3.22)
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cuando α es positivo. En la ecuación anterior ψ0 es una constante que corresponde
al valor que toma ψ en R = R̄. Se puede ver que ψ es finito para cualquier valor del
factor de escala [véase el apéndice A]. Por otro lado, para −1 < α < 0, el campo
escalar ψ depende del factor de escala R de la siguiente forma

ψ−ψ∞ =
A
− 1

2(1+α)

ch√
6πG(1+α)

(

R̄
R

)

3(1+α)
2

× 2F1

(

2+α
2(1+α)

,
1
2

;
3
2

;
(

R̄
R

)3(1+α)
)

, (3.23)

donde ψ∞ es el valor que alcanza ψ para factores de escala muy grandes. En este
caso, el campo escalar ψ está bien definido para cualquier valor de R, excepto en
R = R̄, donde diverge.
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Figura 3.3: Estas figuras muestran el comportamiento de V (R) definido en la ecua-
ción (3.21) como una función del factor de escala. La figura de la izquierda corresponde
al valor α = −0,1 (lı́nea continua) y α = 1/2 (lı́nea discontinua). La figura de la derecha
corresponde a α = 2. El potencial V (R) se ha redefinido como A−1/(1+α)

ch V (R) y el factor
de escala como R/R̄.

Finalmente, analizaremos el comportamiento de un campo escalar mı́nima-
mente acoplado fantasma, χ, que puede imitar el comportamiento de un gas de
Chaplygin (para B negativo y −1 < α). En este caso, la densidad de energı́a ρχ y
la presión Pχ del campo escalar homogéneo χ son

ρχ = −1
2

χ̇2 +Ṽ (χ), Pχ = −1
2

χ̇2 −Ṽ (χ). (3.24)

Si el campo escalar χ simula un gas de Chaplygin generalizado fantasma, el po-
tencial Ṽ depende del factor de escala como

Ṽ (R) =
1
2

[

Ach +
B

R3(1+α)

]− α
1+α
[

2Ach +
B

R3(1+α)

]

. (3.25)
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Figura 3.4: Estas figuras muestran el comportamiento de ψ definido en las ecuacio-
nes (3.22) y (3.23) como una función del factor de escala para un espacio-tiempo de
Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con secciones espaciales planas. La figura de la
izquierda corresponde a α = −0,1. La figura de la derecha corresponde a α = 0,5 (lı́nea
discontinua) y α = 2 (lı́nea continua). En el dibujo de la izquierda, el campo escalar ψ se
ha redefinido como

√
6πGA1/[2(1+α)]

ch (ψ−ψ0). En la gráfica de la derecha ψ se ha redefi-
nido como

√
6πGA1/[2(1+α)]

ch (ψ−ψ∞). En ambas figuras el factor de escala se ha dividido
por R̄.

Como se puede ver, Ṽ (R) tiende a una constante cuando R va a infinito. Esto no
es sorprendente ya que hemos mencionado que un espacio-tiempo de Friedmann-
Lemaı̂tre-Robertson-Walker lleno de un gas de Chaplygin generalizado es asintóti-
camente de Sitter. Para el campo escalar, χ, esto se traduce en que Ṽ (R) tien-
de a una constante no nula y que χ̇ se anula para factores de escala muy gran-
des. Además, Ṽ (R) es finito cuando R tiende a R̄ (para K = 0,−1) siempre que
−1 < α < 0. Sin embargo, para valores positivos de α, el potencial Ṽ diverge cer-
ca de R̄. Más aún, si el espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker
es espacialmente plano, χ está bien definida para cualquier valor de R. De hecho,
su evolución puede describirse en términos del factor de escala como

χ−χ0 =
1

(1+α)
√

24πG

{

π
2
− arcsen

[

2
(

R̄
R

)3(1+α)

−1

]}

, (3.26)

donde χ0 es una constante de integración. Por otro parte, el potencial Ṽ varı́a con
χ como

Ṽ (χ) =
1
2

(

Ach

2

) 1
1+α 3− cos

[

(1+α)
√

24πG(χ−χ0)
]

{

1− cos
[

(1+α)
√

24πG(χ−χ0)
]}

α
1+α

. (3.27)

El comportamiento del potencial Ṽ (χ) depende fuertemente del valor del paráme-
tro α [véase la figura 3.6]. Para −1 < α < 0 el campo escalar crece con el poten-
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cial. Sin embargo, para valores positivos de α, el campo escalar χ decrece con el
potencial, en contraste con el resultado obtenido en la referencia [87, 143]. En el
primer caso, el campo escalar comienza con una velocidad nula (χ̇ = 0) aumen-
tando el potencial. Su velocidad continúa creciendo hasta que alcanza un valor
máximo y entonces comienza a decrecer, anulándose para valores muy grandes
del factor de escala [véase la figura 3.7]. En el segundo caso, χ comienza con
una velocidad infinita disminuyendo el potencial. Su velocidad disminuye pro-
gresivamente, hasta anularse cuando el factor de escala se hace infinito [véase la
figura 3.7].
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Figura 3.5: Estas figuras muestran el comportamiento de V como una función del cam-
po escalar ψ [véase las ecuaciones (3.21), (3.22) y (3.23)] para un espacio-tiempo de
Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con secciones espaciales planas. Las figuras co-
menzando por la izquierda corresponden a α = −0,1, α = 0,5 y α = 2, respectivamente.
El potencial V ha sido redefinido como A−1/(1+α)

ch V . En la gráfica de la izquierda se ha
redefinido ψ como

√
6πGA1/[2(1+α)]

ch (ψ−ψ∞). En las otras figuras, el campo escalar ψ se
ha redefinido como

√
6πGA1/[2(1+α)]

ch (ψ−ψ0).
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Figura 3.6: Estas figuras muestran el comportamiento de Ṽ (χ) definido en la ecua-
ción (3.27) como una función del campo escalar mı́nimamente acoplado χ para un
espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker con secciones espaciales pla-
nas. La figura de la izquierda corresponde a α = −0,1 y la de la derecha a α = 2. En
las gráficas, el campo escalar χ se ha redefinido como

√
24πG(χ−χ0) y el potencial co-

mo 2(2/Ach)
1/(1+α)Ṽ (χ). Como se puede ver, el comportamiento de Ṽ depende del valor

elegido para α. Para valores negativos de α, el campo escalar crece con el potencial. Sin
embargo, para valores positivos de α, el campo escalar χ disminuye con el potencial.
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Figura 3.7: Se muestra el comportamiento del cuadrado de la velocidad del campo escalar
χ̇2 como una función de R/R̄. La figura de la izquierda corresponde a α =−0,1, mientras
que la de la derecha se refiere a α = 2. χ̇2 se ha redefinido como A−1/(1+α)
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3.4. Un modelo fenomenológicamente viable
Para estudiar la posibilidad de aparición de un big rip (en el futuro del univer-

so) causado por la energı́a fantasma es una buena aproximación considerar que el
contenido energético del universo viene dado principalmente por la energı́a fan-
tasma a tiempos muy tardı́os (factores de escala grandes). Sin embargo, cualquier
modelo cosmológico viable que pueda describir la aceleración actual del universo
deberı́a tener en cuenta los otros contenidos materiales del universo, en particular
materia oscura y radiación. La ecuación de Friedmann en este caso viene dada
en la ecuación (3.5). Consideraremos que la materia oscura está descrita por un
gas de Chaplygin generalizado con B < 0 y −1 < α [véase la ecuación (3.2)] y
la componente de materia oscura como un fluido de polvo. La ecuación de Fried-
mann para secciones espaciales planas se puede reescribir como

H2 = H2
i

[

ρDE

ρc,i
+ΩDM

(

Ri

R

)3

+ΩR

(

Ri

R

)4
]

. (3.28)

En la expresión anterior, Hi,Ri,ρc,i son los valores actuales del parámetro de Hub-
ble, el factor de escala y la densidad crı́tica de energı́a. Por otro lado, ΩDM y ΩR

son la densidad de los parámetros para la materia oscura y la radiación. El mode-
lo puede describir la aceleración actual del Universo siempre que ρDE/ρc,i ' 0,7,
ΩDM ' 0,3 y ΩR ' 0. Por otro lado, en la era dominada por la radiación (T = 1
MeV) la densidad de energı́a tiene que estar dominada por ρR (para que tenga lu-
gar una nucleosı́ntesis satisfactoria). Considerando que el factor de escala actual
es igual a la unidad, el factor de escala en la era dominada por la radiación es
igual a 2,4×10−10. Nuestro modelo puede describir un modelo cosmológicamen-
te viable satisfaciendo todos estos requisitos para valores diferentes de α [véase
la figura 3.8], aunque existe un ajuste fino en los parámetros Ach y B.

3.5. Resumen y comentarios
En este capı́tulo se ha visto que si modelamos la energı́a oscura como un gas

de Chaplygin generalizado fantasma, es decir, P =−Ach/ρα, este gas se comporta
como energı́a fantasma siempre que el parámetro B sea negativo [véase la ecua-
ción (3.3)]. Además, la densidad de energı́a del gas aumenta con la expansión del
universo, anulándose para un factor de escala mı́nimo y aproximándose a un valor
constante a tiempos muy tardı́os (para −1 < α). Por consiguiente, se puede ver
que en este caso el universo nunca alcanza un big rip. De hecho, es asintóticamen-
te de Sitter.

El modelo que involucra un gas de Chaplygin generalizado fantasma puede
describir la aceleración actual del Universo [véase la sección 3.4], donde la densi-
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Figura 3.8: Estas figuras muestran el comportamiento de ΩDE, ΩDM y ΩR como funciones
del factor de escala desde la época de la nucleosı́ntesis; es decir, ρR = 1MeV 4 . La gráfica
con lı́nea continua más clara corresponde a ΩR. La que tiene la lı́nea continua más oscura
corresponde a ΩDM. Finalmente, la de la linea discontinua corresponde a ΩDE, Por otro
lado, en la figura de la izquierda, se han elegido α = −0,1, A1/(1+α)

ch ' 2,8×10−11eV 4 y
|B|1/(1+α) ' 3,8× 10−40eV 4. En cambio, en la figura de la derecha, se han tomado α =

−0,9, A1/(1+α)
ch ' 2,8×10−10eV 4 y |B|1/(1+α) ' 1,4×10−41eV 4. Como puede observase

el comportamiento es muy parecido para estas dos elecciones de parámetros.

dad de energı́a del gas corresponde aproximadamente a las dos terceras partes de
la densidad total de energı́a del universo. Sin embargo, es necesario un ajuste fino
de los parámetros Ach y B relacionados con la densidad de energı́a del gas.

Se ha estudiado también cómo el gas de Chaplygin generalizado fantasma
puede aparecer de una manera natural en el contexto de teorı́as de Born-Infeld
fantasmas generalizadas, donde el término de la energı́a cinética para el campo
escalar es negativo. Además, hemos analizado diferentes campos escalares fan-
tasmas que pueden imitar el comportamiento de este gas. Esto se ha llevado a
cabo en el contexto de campos escalares de Born-Infeld y de un campo escalar
mı́nimamente acoplado. Aunque la dinámica de cada uno de estos campos esca-
lares puede ser bastante diferente, dan el mismo comportamiento para el factor de
escala, evitando que el universo alcance la singularidad del big rip en el futuro.

Finalmente, nos gustarı́a hacer hincapié en el hecho de que un modelo de
energı́a fantasma no implica necesariamente la ocurrencia de un big rip en el
futuro del universo, como se ha visto usando un gas de Chaplygin generaliza-
do fantasma, incluso sin imponer ninguna restricción en la velocidad del soni-
do [2, 4, 32, 33, 42, 43, 46, 59, 62, 70, 88, 102, 103, 116, 120, 125–127, 129, 149].
Además, la singularidad del big rip no está necesariamente relacionada con el
contenido material fantasma, como ha sido puntualizado recientemente en [15].
Aunque realmente ahı́ la singularidad del big rip ocurre en un tiempo cósmico,
factor de escala, densidad de energı́a y constante de Hubble finitos; y la singulari-
dad está asociada con la divergencia de la presión.



Capı́tulo 4

Modelo generalizado de Chaplygin:
¿Futuro cósmico acronal?

En este capı́tulo llevaremos a cabo un estudio de la acreción de energı́a oscura
en agujeros de gusano, modelizada tanto por energı́a fantasma convencional co-
mo por un gas de Chaplygin generalizado con ecuación de estado P = −Ach/ρα.
Obtendremos que, cuando se viola la condición de energı́a dominante, el tamaño
del agujero de gusano crece con el factor de escala hasta un valor constante (en el
caso del gas de Chaplygin generalizado) o infinito (en el caso de energı́a fantas-
ma tipo quintaesencia). En el régimen donde se satisface la condición de energı́a
dominante, nuestro modelo predice una disminución progresiva del tamaño del
agujero de gusano según va acretando gas de Chaplygin generalizado. La conclu-
sión principal es que se evita el big trip en una amplia región de los parámetros
fı́sicos del modelo usado.

4.1. Introducción

Como ya hemos mencionado, una de las propiedades más peculiares de los
modelos cosmológicos de energı́a fantasma es la posibilidad de que el universo
alcance su final en un tiempo finito del futuro, un proceso también denominado
big rip [37,73]. En estos modelos el factor de escala tiende a infinito en un tiempo
finito porque la aceleración cósmica es incluso mayor que la inducida por una
constante cosmológica positiva. Es conveniente resaltar que la condición P+ρ < 0
no es suficiente para que tenga lugar el big rip; es decir, si se considera un universo
lleno con un gas de Chaplygin generalizado fantasma, se puede evitar el big rip
[28, 70] (véase también [119, 165] o el Capı́tulo 3). Otra propiedad particular de
la energı́a fantasma es que puede formar la sustancia exótica que constituyen los
agujeros de gusano [114, 128], abriendo la posibilidad de que ocurra un big trip

47
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(como veremos en este capı́tulo) [71, 74, 75]: si existiera un agujero de gusano
en un universo lleno de energı́a fantasma el tamaño de este agujero de gusano
crecerı́a de tal forma que el agujero de gusano podrı́a engullir al universo entero
antes de que alcanzara la singularidad del big rip, debido al proceso de acreción
de energı́a fantasma en el agujero de gusano. Este fenómeno sólo puede ocurrir
para un observador asintótico.

¿Un universo lleno de gas de Chaplygin generalizado fantasma, el cual evita
la singularidad del big rip, escaparı́a también al big trip ? En este capı́tulo en-
contraremos que para un rango amplio de los parámetros de un gas de Chaplygin
no se predice ningún big trip, aunque todavı́a existe una posibilidad en el espa-
cio de parámetros fı́sicamente permitidos que no excluyen la posibilidad de que
se produzca una interrupción de la evolución causal. De este modo, se ha visto
que un gas de Chaplygin generalizado posee diferentes propiedades potenciales
muy interesantes, ya que evita el big rip [28, 70], se puede usar como material de
construcción de agujeros de gusano [115], previene que el universo sea engullido
por un agujero negro [101] como se verá en el capı́tulo 6, y, finalmente, podrı́a
esquivar el problema del big trip.

4.2. Agujeros de gusano clásicamente estables
Un agujero de gusano corresponde a un túnel estable y atravesable en el espacio-

tiempo descrito por una solución a las ecuaciones de Einstein para un contenido
material con simetrı́a esférica cuya energı́a ha sido denominada exótica; es decir,
que viola la condición de energı́a dominante, tal y como ocurre con la energı́a
fantasma. Esta última propiedad es clásica para evitar el estrangulamiento del
túnel por su garganta, ya que una distribución esférica alrededor de la garganta
de materia exótica genera una presión negativa suficientemente grande como para
estabilizar el agujero de gusano. Túneles formados con materia ordinaria, tales
como los denominados agujeros de gusano de Schwarzschild o puentes de Rosen-
Einstein [55] son inestables y se estrangulan por su garganta una vez formados
para dar lugar a un par de agujero negro-agujero blanco [71, 92].

Aunque los agujeros de gusano cuya garganta esférica esté revestida con ma-
teria exótica son estables clásicamente, no ocurre lo mismo cuando se considera
su existencia en una teorı́a semiclásica. En efecto, la presencia de un horizonte
de Cauchy1 (también llamado cronológico) induce una polarización del vacı́o que
finalmente hace divergente el tensor energı́a-impulso renormalizado sobre dicho
horizonte. Como el espacio de Misner (prototipo de patologı́as en la causalidad),
los agujeros de gusano satisfacen la denominada simetrı́a de Misner de acuerdo

1El horizonte de Cauchy o cronológico describe la superficie a partir de la cual el agujero de
gusano entra en una región acronal donde proliferan las curvas cerradas temporales.
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con la cual se establece una invarianza de la métrica respecto de ciertas propieda-
des periódicas del espacio-tiempo. Al igual que los agujeros de gusano, todas las
soluciones que poseen regiones acronales con curvas cerradas temporales satisfa-
cen la simetrı́a de Misner y dan lugar a una creación catastrófica de partı́culas de
vacı́o que producen divergencias sobre el lı́mite de Cauchy. La generalización de
este hecho condujo a Hawking a formular la llamada conjetura de protección cro-
nológica [91], de acuerdo con la cual los efectos cuánticos protegen la causalidad
al hacer inestable cualquier solución que posea curvas cerradas temporales. Es po-
sible comprobar, sin embargo, que la conjetura de protección cronológica puede
violarse y, de hecho, se han encontrado algunos ejemplos donde ası́ ocurre. Entre
ellos se encuentran, precisamente, los agujeros de gusano de Morris-Thorme, que
sufren un proceso de big trip [64]. En efecto, la cinemática asociada al fenómeno
big trip es tan extrema que confina las partı́culas creadas en la polarización del
vacı́o en regiones que no contienen al horizonte cronológico.

Vemos ası́ que los procesos de acreción de energı́a fantasma conducen, en
general, a una estabilización de los agujeros de gusano, incluso desde el punto de
vista mecano-cuántico.

4.3. Acreción de energı́a oscura en agujeros de gu-
sano

Comencemos revisando el formalismo de acreción, estudiado primeramente
por Babichev, Dokuchaev y Eroshenko [9, 10] para el caso de agujeros negros,
(véase también [76]), generalizándolo al caso de agujeros de gusano. En este
capı́tulo usaremos unidades naturales, por lo que G = c = 1. La métrica espacio-
temporal estática de Morris-Thorme de un agujero de gusano viene dada por [121]

ds2 = eΦ(r)dt2− dr2

1− K(r)
r

− r2(dθ2 + sen2θdφ2), (4.1)

donde Φ(r) es la función shift y K(r) es la función forma [121,122]. Modelaremos
la energı́a oscura en el agujero de gusano como un fluido perfecto con presión
negativa y una ecuación de estado arbitraria P(ρ), cuyo tensor energı́a-impulso es

Tµν = (P+ρ)uµuν −Pgµν, (4.2)

donde P es la presión, ρ la densidad de energı́a, y uµ = dxµ/ds es la 4-velocidad
con uµuµ = 1. La componente cero (temporal) de la ley de conservación del tensor
energı́a-impulso T µν

;ν = 0 se puede expresar como

0 =
d
dr

[

eΦ(r) (P+ρ)
dt
ds

dr
ds

]

+
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+ eΦ(r) (P+ρ)



Φ′(r)+
K′(r)r−K(r)

2r2
(

1− K(r)
r

) +
2
r





dt
ds

dr
ds

. (4.3)

La integración de la ecuación (4.3) es

uM−2r2
(

1− K(r)
r

)−1
(P+ρ)

√

u2 + K(r)
r −1 = C, (4.4)

donde u = dr/ds, y M es la masa exótica del agujero de gusano que, siguiendo
el procedimiento de la referencia [9, 10], ha sido introducida para conseguir que
la constante de integración C tenga las dimensiones de una densidad de energı́a
(recuérdese que estamos usando unidades naturales), y, sin pérdida de generalidad
para nuestros propósitos actuales, vamos a considerar el caso donde Φ′ = 0.

Se puede derivar otra integral del movimiento usando la proyección de la ley
de conservación del tensor energı́a-impulso a lo largo de la cuatro-velocidad, es
decir, la ecuación de flujo uµT µν

;ν = 0. Para el caso de un fluido perfecto esta
ecuación se reduce a

uµρ,µ +(P+ρ)uµ
;µ = 0. (4.5)

La integración de la ecuación (4.5) nos proporciona la segunda integral del movi-
miento

M−2r2u
(

1− K(r)
r

)−1/2

e
R ρ

ρ∞
dρ

P+ρ = −A, (4.6)

donde u < 0 en el caso de un flujo de fluido dirigido hacia el interior del aguje-
ro de gusano, y A es una constante positiva adimensional. La ecuación (4.6) nos
da información sobre el flujo inducido en el proceso de acreción. De las ecuacio-
nes (4.4) y (4.6), se obtiene fácilmente

(P+ρ)

(

1− K(r)
r

)−1/2
√

u2 +
K(r)

r
−1 e−

R ρ
ρ∞

dρ
P+ρ = C2, (4.7)

donde C2 = −C/A = Ã [P(ρ∞)+ρ∞], siendo Ã una constante positiva.
La tasa de variación de la masa exótica de un agujero de gusano debido a la

acreción de energı́a oscura se puede obtener integrando sobre un elemento de área
la densidad de momento T0

r; esto es [109]

Ṁ = −
Z

T0
rdS, (4.8)
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con dS = r2senθdθdφ. Usando las ecuaciones (4.2), (4.6) y (4.7), la ecuación (4.8)
se puede reescribir como [74]

Ṁ = −4πDM2

√

1− K(r)
r

[P(ρ∞)+ρ∞] , (4.9)

donde la constante D = AÃ > 0. Para el régimen relevante asintótico r → ∞ donde
el big trip ocurre, la tasa de variación Ṁ se reduce a

Ṁ = −4πM2D(P+ρ) . (4.10)

Entonces vemos que la variación para la masa exótica de un agujero de gusano
debida a la acreción de energı́a oscura llega a ser asintóticamente opuesta exacta-
mente al caso similar de la variación de la masa de un agujero negro de Schwarzs-
child [9, 10].

Para los modelos de quintaesencia actuales, el uso de un factor de escala
R = R0

(

1+
√

6πρ0(1+w)(t − t0)
)2/[3(1+w)]

con w <−1 (que se corresponde con
la solución de la ecuación general −3H(1+w) = 2Ḣ/H, con˙= d/dt y H = Ṙ/R
para w constante [12, 16, 35, 36, 67, 95–97, 162, 164]), nos lleva a un comporta-
miento singular para el tamaño del agujero de gusano antes de alcanzar el big rip,
esto es, el big trip. Es decir, en este caso se obtiene que la evolución de la masa
exótica del agujero de gusano viene dada por [74],

M =
M0

1−DM0

√

8πρ0
3

[

1+
√

6πρ0 (1+w) (t − t0)
]−1

, (4.11)

donde M0 es la masa exótica inicial del agujero de gusano. Este resultado implica
que la masa exótica M diverge en un tiempo (en el caso de energı́a fantasma, es
decir, w < −1)

ttrip = t0 +
M0D

√

8πρ0
3 −1

(1+w)
√

6πρ0
< t∞0 , (4.12)

donde t∞0 es el tiempo de ocurrencia del big rip, es decir t∞0 = t0 − 1√
6πρ0(1+w)

.

Ası́ ttrip sucede antes que el big rip. Es decir, el universo serı́a tragado por el
agujero de gusano antes del big rip. Este nuevo tipo de singularidad se conoce
como el big trip, que será estudiada en más profundidad en el capı́tulo siguiente.

4.4. Agujeros de gusano en un gas de Chaplygin ge-
neralizado

Ahora derivaremos las expresiones para la variación Ṁ en el caso de un gas
de Chaplygin generalizado. Como hemos visto en el capı́tulo anterior, se puede
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describir como un fluido perfecto con la ecuación de estado [20–24,26,27,78,79,
104]

P = −Ach/ρα, (4.13)

donde Ach es una constante positiva y α > −1 un parámetro. En el caso particu-
lar α = −1 la ecuación de estado (4.13) corresponde a un gas de Chaplygin. La
conservación del tensor energı́a-impulso implica

ρ =

(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/(1+α)

, (4.14)

con B ≡
(

ρα+1
0 −Ach

)

R3(α+1)
0 , R ≡ R(t) es el factor de escala y el subı́ndice “0”

indica el valor inicial. Ahora, de la ecuación de Friedmann podı́amos obtener

Ṙ =

√

8π
3

R
(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/[2(1+α)]

. (4.15)

De las ecuaciones (4.10)-(4.15) se llega a [100]

M =
M0

1−DM0

√

8π
3

[

ρ
1
2 −ρ1/2

0

] . (4.16)

Para el caso en el que se verifica la condición de energı́a dominante, es decir,
B > 0, se obtiene que M disminuye con el tiempo y tiende a un valor constante.
Por otro lado, M parece disminuir más rápidamente según se hace el parámetro
α más pequeño. Si suponemos que la condición de energı́a dominante es violada,
esto es, B < 0, como se supone que requiere la energı́a fantasma [28, 70], se tiene
que M aumenta con el tiempo, tendiendo a un valor máximo constante no nulo.
Haciendo |B| o α más pequeño, la evolución es más rápida.

Cuando el tiempo tiende a infinito, la masa exótica del agujero de gusano se
aproxima a

M =
M0

1−DM0

√

8π
3

(

A
1

2(1+α)

ch −ρ1/2
0

) , (4.17)

que generalmente será un valor finito tanto para B > 0 como para B < 0. Ası́, a
primera vista, se podrı́a pensar que, contrariamente a lo que ocurre en los mode-
los de quintaesencia fantasma, la presencia de un gas de Chaplygin generalizado
elimina la aparición del fenómeno del big trip. Sin embargo, tal conclusión no se
puede garantizar, ya que el tamaño de la garganta del agujero de gusano podrı́a
exceder el tamaño del universo durante su evolución previa. Nótese, por ejemplo,
que en los agujeros de gusano sin fuerzas de marea se podrı́a considerar que la ma-
teria exótica está confinada en una región arbitrariamente pequeña alrededor de la
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garganta del agujero de gusano [121, 122] y, en este caso, el radio de la garganta
del agujero serı́a aproximadamente proporcional a su masa. Es decir, la cuestión
de si un agujero de gusano podrı́a crecer suficientemente rápido eventualmente o
de si no engulle al universo durante su evolución clásica hasta su estado estacio-
nario está todavı́a abierta. Este problema se tendrı́a que resolver antes de llegar a
una conclusión sobre la posibilidad de existencia de un big trip en estos modelos.
En realidad, para evitar el big trip, se necesitan las dos condiciones siguientes: (i)
R 6= M durante toda la evolución, y (ii) que N(R) = Ṙ/Ṁ sea siempre una función
creciente durante la evolución. La primera de estas condiciones implica que la
función

f (M) = M−MM0D

√

8π
3

[

(

Ach +
B

M3(1+α)

) 1
2(1+α)

−ρ1/2
0

]

−M0 (4.18)

no se anule nunca. Analizaremos esta cuestión teniendo en cuenta los ceros de la
segunda derivada

f ′′(M) ≡ d2 f (M)

dM2 =
√

6πDB
M0

M3(1+α)+1

(

Ach +
B

M3(1+α)

)
−2α−1
2(1+α)

×
[

1−3(1+α)+
3B(2α+1)

2M3(1+α)

(

Ach +
B

M3(1+α)

)−1
]

. (4.19)

Ahora, teniendo en cuenta que fı́sicamente,

M > M0 >

(

− B
Ach

) 1
3(1+α)

, (4.20)

cuya segunda desigualdad significa que, durante su evolución, el radio del univer-
so debe ser mayor que su tamaño inicial, la ecuación (4.19) se puede reducir a
calcular los ceros de

1−3(1+α)+
3B(2α+1)

2M3(1+α)

(

Ach +
B

M3(1+α)

)−1

= 0, (4.21)

cuya solución es M3(1+α) = −B/[2(2 + 3α)Ach]. Sin embargo, de la condición
(4.20) tenemos que 0 < 2(2 + 3α) < 1 , lo que implica que podrı́an existir a lo
sumo tres puntos de corte, ya que este intervalo está permitido por el rango de
valores de α para un modelo de gas de Chaplygin generalizado, es decir, α > −1.
Para valores de α fuera del intervalo 0 < 2(2 + 3α) < 1, pero todavı́a dentro del
rango que Chaplygin permite, uno podrı́a esperar como mucho dos puntos. De
este análisis se obtiene que, en principio, el big trip podrı́a ocurrir.
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En lo que se refiere a la condición (ii), se obtiene de las ecuaciones (4.10) y
(4.15) que

N(R) = − 1
BM2

0D
√

6π
R3(1+α)+1ρ

2α+1
2

{

1−MoD

√

8π
3

[

ρ
1
2 −ρ1/2

0

]

}2

. (4.22)

De la ecuación (4.22) se sigue que N(R0) ≥ 1, ya que el tamaño del agujero de
gusano debe ser bastante más pequeño que el del universo inicialmente. Ası́, una
función N(R) que sea siempre creciente implicarı́a que el factor de escala crece
más rápido que M, lo que evitarı́a cualquier big trip. Diferenciando N(R) con
respecto a R y teniendo en cuenta que B < 0 para un gas de Chaplygin fantasma,
se puede comprobar que N(R)/dR > 0 en el caso general en que α no tome valores
suficientemente próximos a −1; esto es, se sigue de la ecuación (4.17) que dentro
del intervalo [100]

−1 < α <
lnAch

ln
(

√

3
8π

1
M0D +ρ1/2

0

)2 −1, (4.23)

todavı́a podrı́a ocurrir un big trip.
Por otro lado, aún queda por resolver lo que pasarı́a con el agujero de gusano

crecido una vez que haya alcanzado su tamaño máximo final. Ya que el tamaño
del agujero de gusano tiende a ser constante en la etapa final de su evolución y
serı́a un objeto macroscópico, estarı́a sujeto a la protección cronológica [91]. De
hecho, uno esperarı́a que las partı́culas creadas de la polarización del vacı́o se
acumularan catastróficamente en el horizonte cronológico del agujero de gusano
haciendo que el correspondiente tensor energı́a-impulso divergiera y, por lo tanto,
el agujero de gusano tendrı́a que desaparecer.

Serı́a interesante estudiar la región del espacio de parámetros (α, Ach, H0,
ΩK, Ωφ) permitida por las observaciones actuales para determinar si existe al-
guna posibilidad que permitiera un big trip. Pero todos los análisis disponibles
[23,25,45,166] están restringidos a regiones fı́sicas donde no se viola la condición
de energı́a dominante. Por lo tanto, la sección descrita por el intervalo implicado
por la ecuación (4.23) estarı́a necesariamente fuera de las regiones analizadas. Se
tendrı́an que extender los dominios investigados para incluir valores del parámetro
Ach > 1 y ası́ estudiar el espacio de parámetros relativo al big trip. En cualquier
caso el rango de valores de α compatibles con un big trip es tan extremadamen-
te pequeño que la existencia de un fenómeno big trip en un modelo de gas de
Chaplygin generalizado es muy improbable.
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4.5. Resumen y comentarios
En este capı́tulo hemos revisado y estudiado la acreción de energı́a fantasma

y de un gas de Chaplygin en un agujero de gusano. Primeramente se ha revisa-
do el formalismo de acreción considerado originariamente por Babichev, Doku-
chaev y Eroshenko [9,10] para el caso de un agujero de gusano acretando energı́a
fantasma [74]. Seguidamente se ha aplicado tal formalismo al modelo de un gas
de Chaplygin generalizado. La evolución de la masa exótica con la acreción de
energı́a oscura tipo Chaplygin se ha considerado en primer lugar cuando se sa-
tisface la condición de energı́a dominante. Se ha visto que en este caso la masa
disminuye con el tiempo cósmico.

Si la acreción involucra energı́a fantasma Chaplygin, entonces M aumenta des-
de su valor inicial, tendiendo a alcanzar una meseta según el tiempo cósmico tien-
de a infinito. Se ha obtenido que no se predice ningún big trip para una región
amplia de los parámetros del Chaplygin, contrariamente a lo que ocurre en mo-
delos de energı́a oscura de quintaesencia y K-esencia. Sin embargo, siempre que
el régimen Chaplygin tienda a ajustarse al régimen de quintaesencia, pero todavı́a
presumiblemente dentro de la región de Chaplygin, no se excluye la posibilidad
de un big trip en un tiempo finito futuro. Finalmente, también se argumenta que
el destino final del agujero de gusano es el de ser desestabilizado por procesos
de vacı́o cuántico. Para concluir, el gas de Chaplygin generalizado tiene muchas
propiedades interesantes y podrı́a evitar varias singularidades de las que aparecen
en los modelos de quintaesencia usuales.

Tomar las propiedades anteriores como garantı́a de que el gas de Chaplygin es
la componente de energı́a oscura más consistente es un tema que dependerá tanto
de la consistencia intrı́nseca de los modelos como de los datos observacionales
actuales y de aquellos que estén por venir en el futuro.

Antes de cerrar este capı́tulo, conviene mencionar un aspecto que pudiera ser
problemático en lo dicho anteriormente respecto a los modelos que dan lugar a
una singularidad tipo big rip en el futuro, aunque no en el caso del gas de Chaply-
gin generalizado. Puede comprobarse que a medida que el universo se acerca a la
singularidad futura, su densidad de energı́a y curvatura tienden a valores cada vez
mayores y, por lo tanto, muy cerca de dicha singularidad comenzarı́an a aparecer
efectos cuánticos del espacio-tiempo que tendrı́amos que esperar que influyeran
de manera decisiva en cualquier fenómeno que tuviera lugar muy cerca de dicha
singularidad, a pesar de que no disponemos aún de una teorı́a cuántica de la gra-
vedad. Aunque como veremos en el capı́tulo 6, esta cuestión va a incidir en el
campo de la acreción de energı́a fantasma en agujeros negros, el fenómeno del
big trip parece estar a salvo de dicha dificultad toda vez que, en general, el big
trip debe ocurrir a un tiempo suficientemente anterior al big rip como para que
los efectos de la gravedad cuántica estén claramente debilitados y la descripción
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clásica considerada en la primera parte de este capı́tulo pueda ser tomada como
una muy buena aproximación.



Capı́tulo 5

Inflación primordial fantasma

En este capı́tulo presentamos un modelo tentativo para la descripción de la in-
flación primordial usando un campo de quintaesencia tipo fantasma con ecuación
de estado P = wρ y w < −1. Dicho modelo heredará, por supuesto, las propieda-
des problemáticas que hemos señalado para la energı́a oscura y presenta, además,
otro problema importante: ¿cómo se conecta la fase acelerada inflacionaria con la
desacelerada posterior ? Aunque de un carácter eminentemente especulativo, este
capı́tulo presenta un mecanismo para resolver este problema, de manera que la
anterior conexión se lleve a cabo de forma suave. Para ello recurrimos a un esce-
nario tipo multiverso donde el universo primordial fantasma podrı́a convertirse en
una entidad que transfiriera todo su contenido a otro universo lleno de radiación
en su futuro, a través de un agujero de gusano antes de alcanzarse el big rip. A es-
ta transición la hemos denominado “big trip” y supondremos que tiene lugar con
la ayuda de algún tipo de principio antrópico que, de alguna forma, selecciona a
nuestro Universo como el destino final de la transición.

5.1. Introducción

La energı́a fantasma podrı́a estar dominando el Universo actualmente. Co-
mo ya hemos comentado en capı́tulos anteriores, esta es una posibilidad que no
está excluida por las observaciones actuales que determinan la ecuación universal
de estado [4]. Si la energı́a fantasma dominara actualmente sobre las demás com-
ponentes cósmicas en el Universo, entonces estarı́amos entrando en un periodo de
inflación superacelerada que incluso serı́a más acelerado que el proceso de ace-
leración correspondiente a la existencia de una constante cosmológica positiva.
Se podrı́a ası́ considerar que también la inflación primordial está producida por
un campo fantasma. De hecho, Piao y Zhang ya han considerado [138] un esce-
nario de universo temprano donde el mecanismo inflacionario viene inducido por
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energı́a fantasma. La dificultad principal con este escenario es que en él, es difı́cil
imaginarse cómo el universo puede salir suavemente del periodo inflacionario, ya
que un universo fantasma inflacionario parece acabar inexorablemente en una sin-
gularidad catastrófica de tipo big rip. Sin embargo, parece haber una herramienta
que nos podrı́a ayudar a resolver tal dificultad. Está basada en los efectos bastante
sorprendentes que la acreción de energı́a fantasma puede inducir en la evolución
de agujeros de gusano lorentzianos [71].

Ya que la energı́a fantasma viola la condición de energı́a dominante, los aguje-
ros de gusano pueden aparecer de manera natural [124,159] en un universo domi-
nado por energı́a fantasma [69]. De hecho, se podrı́a pensar que si los agujeros de
gusano de tamaño de Planck son estables cuanto-mecánicamente y su existencia
estuviera también permitida en el plasma del espacio-tiempo primordial domina-
do por energı́a fantasma, entonces la garganta de los agujeros de gusano crecerı́a
rápidamente y llegarı́a a ser mayor incluso que el tamaño del universo inflante mis-
mo, “explotando” antes de que se produjera el big rip [71]. El momento en el cual
todos los agujeros de gusano, originalmente del tamaño de Planck, de la espuma
cuántica espaciotemporal llegarı́an a adquirir un tamaño infinito simultáneamente
es lo que hemos denominado el “Big Trip” (véase la figura 5.1), ya que un univer-
so primordial suficientemente inflado estarı́a dentro de la garganta de los agujeros
de gusano y podrı́a, de este modo, convertirse en un “viajero temporal” que podrı́a
ser transferido instantáneamente hacia su pasado o su futuro. Las condiciones para
el big trip no se dan solamente en el tiempo cuando el tamaño de la garganta de los
agujeros de gusano “explota”, sino que se extiende a un tiempo anterior cuando el
tamaño de la garganta del agujero de gusano llega a ser mayor que el tamaño del
universo fantasma, todo a lo largo del intervalo de tiempo ∆Tnocronal mostrado en
la figura 5.1 .

5.2. Un modelo Multiverso
A continuación implementaremos la situación anterior usando un escenario de

carácter eminentemente especulativo donde, describiremos un conjunto de uni-
versos cuánticos paralelos (que incluirı́an tanto al universo fantasma como a un
universo lleno de radiación usual), discutiendo el mecanismo por el cual el uni-
verso fantasma podrı́a salir de forma suave de la fase inflacionaria a través de una
transición temporal desde el universo fantasma a un universo de Friedmann con
radiación.

Consideremos una variedad espaciotemporal M para un espacio de Friedmann-
Lemaı̂tre-Robertson-Walker plano con métrica

ds2 = −N2dt2 +R(t)dΩ2
3, (5.1)
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Figura 5.1: Evolución del radio de la garganta del agujero de gusano, b0, inducida por
la acreción de energı́a fantasma. En el tiempo t = t̃, la masa exótica negativa llega a
hacerse infinita y entonces cambia de signo, convirtiéndose ası́ el agujero de gusano en
un puente de Eintein-Rosen cuya masa asociada disminuye hasta cero en el big rip con
t = t∗. Durante el intervalo temporal ∆tnocronal existirá una disrupción de la evolución
causal del universo completo. La evolución del universo fantasma en el tiempo t = t̃ es
completamente no causal y todas las clases de viajes temporales están permitidos. Por lo
tanto el momento con t = t̃ lo llamaremos aquı́ “Big Trip”.

donde N es la función lapso resultante de la foliación de la variedad M , dΩ2
3 es

la métrica de una tres-esfera unidad, y R(t) es el factor de escala. Este universo
estarı́a lleno con energı́a oscura y equipado con una ecuación general de estado
P = wρ, donde w es un parámetro que consideraremos dependiente del tiempo.
Formularemos a continuación un escenario cuántico tentativo para dicho universo.
Para ello, consideraremos la acción más general de Hilbert-Einstein, suponiendo
además que el factor de escala R(t) y el campo escalar φ(t) son dependientes
del tiempo y aparecen en la acción en forma de una combinación dada de R, φ,
Ṙ y φ̇ (con ˙= d/dt). En general, permitiremos que el parámetro de la ecuación
de estado w sea dependiente del tiempo aunque nos restrinjamos al caso donde
siempre tengamos ẅ = 0.

Diferenciando la ecuación de Friedmann para un espacio de Friedmann-Le-
maı̂tre-Robertson-Walker plano [véase la ecuación (5.17)] con respecto del tiem-
po, se puede ver que si la w en esa ecuación se considera dependiente del tiempo,
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entonces el escalar de curvatura puede generalizarse en la forma

R̃ = R − Ṙẇ lnR9

R
, (5.2)

donde R es la curvatura escalar convencional. En la obtención de esta expresión
hemos supuesto primero que ρ = ρ0R−3(1+w), permitiendo w∼w(t) en ella. Como
la curvatura escalar para un universo plano viene dada por 6(R̈+ Ṙ2/R2), se puede
comprobar que diferenciando la ecuación (5.17) ésta da lugar al término extra que
aparece en la expresión para R̃ . Para esta generalización de la curvatura escalar se
deberı́a asociar la correspondiente curvatura extrı́nseca generalizada K̃ . En este
caso la acción integral de la variedad M con borde ∂M se puede escribir como

S =

Z

M
d4x

√
−g

(

R̃
16πG

+ Lφ

)

− 1
8πG

Z

∂M
d3x

√
−hTrK̃

=

Z

M
d4x

√−g
[

1
16πG

(

R − Ṙẇ lnR9

RN2

)

+
1
2
(

∂µφ
)2 −V (φ)

]

− 1
8πG

Z

∂M
d3x

√
−h

(

TrK − ẇ lnR3/2

N

)

, (5.3)

en la que K es la expresión convencional para la curvatura extrı́nseca, g y h deno-
tan, respectivamente, los determinantes de la cuatro-métrica general gµν en M y la
tres-métrica hµν en la hipersuperficie dada por el borde ∂M , caracterizada por una
función lapso N y funciones shift Ni. Obsérvese que: (i) la acción integral anterior
se reduce a la acción integral de Hilbert-Einstein convencional para w constante,
(ii) en la integral de superficie también se ha añadido un nuevo término extra no
convencional dependiendo de ẇ que podrı́a representar una transición entre uni-
versos diferentes, cada uno con una ecuación de estado fijada, y que junto con
TrK darı́a lugar a la traza de la curvatura extrı́nseca generalizada TrK̃ ; y, final-
mente, (iii) los momentos conjugados de R(t) y w(t) no son separables, incluso
aunque hayamos supuesto ẅ = 0.

En el caso en que consideremos que, en principio, no se haya especificado
ningún valor particular de w, a partir de la integral de acción se puede obtener la
ligadura Hamiltoniana tomando δS/δN. A su vez, dicha ligadura se puede con-
vertir en una ecuación de onda tipo Wheeler-DeWitt aplicando un principio de
correspondencia conveniente para el momento conjugado tanto del factor de esca-
la R(t) como del parámetro de la ecuación de estado w(t). No incluiremos aquı́ el
análisis del momento conjugado del campo escalar φ ya que al considerar w como
variable dinámica, dado que P = wρ, φ̇2 y V (φ) siempre se pueden expresar co-
mo funciones sencillas de w y la densidad de energı́a; es decir, en términos de las



5.2. UN MODELO MULTIVERSO 61

dos variables dinámicas w y R [véase por ejemplo las ecuaciones (5.15) y (5.16)].
Usando una variedad euclı́dea que resulta más conveniente en este caso, donde
t → iτ para nuestra geometrı́a plana, podemos reducir la forma final de la acción
euclı́dea a

I = −
Z

Ndτ
(

−RṘ2

N2 +
1
2

ẇṘR2

N2 + `2
pwR3ρ(R,w)

)

, (5.4)

donde `p =
√

8πG/3 es la longitud de Planck, y ρ(R,w)(= ρ0R−3(1+w) en el mo-
delo sencillo considerado explı́citamente a continuación) es la densidad de energı́a
oscura. En el gauge donde N = 1 tenemos la siguiente ligadura Hamiltoniana

H =
δI
δN

− (1+w)`2
pR3ρ = RṘ2 − 1

2
ṘẇR2 − `2

pR3ρ(R,w) = 0, (5.5)

donde el término (1+w)`2
pR3ρ debe añadirse para corregir el efecto de reemplazar

inicialmente el Lagrangiano del campo Lφ, para P = wρ en la acción S . Mante-
niendo Lφ = 1

2 φ̇2 −V (φ) en la acción S , se obtiene de nuevo la ecuación (5.5),
aplicando simplemente el operador H = δI/δN. La consistencia de este proce-
dimiento se pone de manifiesto al comprobarse que: (1) en el caso ẇ = 0, la
ecuación (5.5) se reduce a la ecuación habitual de Friedmann para geometrı́a
plana (es decir, la ecuación (5.17) posterior), y (2) si ẇ 6= 0, aunque la ecua-
ción (5.5) parece diferente formalmente de la ecuación (5.17), ambas son equi-
valentes al tener en cuenta el hecho de que la densidad de energı́a viene dada por
ρ = ρ0R−3 exp(−3

R

w(t)Ṙdt/R) si w 6= 0, y por ρ = ρ0R−3(1+w) si se considera
ẇ = 0. Estas expresiones provienen de la integración directa de la ley de conser-
vación de la energı́a cósmica, ρ̇ = −3(P+ρ)Ṙ/R = −3(1+w)ρṘ/R, en los casos
de que o bien se tome w dependiente del tiempo antes de integrar, o bien w sea
constante, respectivamente. Los momentos conjugados a R y w son

πR = i
(

1
2

ẇR2 −2RṘ
)

, πw =
i
2

ṘR2. (5.6)

En términos de los momentos πR y πw, la ligadura Hamiltoniana se puede reescri-
bir de la forma

H = π2
w − R

2
πRπw −

`2
p

4
R6ρ(R,w) = 0. (5.7)

Como ya habı́amos anticipado este Hamiltoniano no es separable en las dos com-
ponentes consideradas del espacio de momentos.

La descripción cuántica necesaria requiere de un principio de correspondencia
que en el caso actual permita la introducción de los operadores cuánticos siguien-
tes

πR → π̃R = −i`2
p

∂
∂R

, πw → π̃w = −i`2
p

∂
∂w

. (5.8)
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La introducción de estos operadores en la ligadura Hamiltoniana, nos permite
obtener la ecuación de Wheeler-DeWitt. Llegamos ası́ a

[

∂2

∂w2 −
1
2

R
∂2

∂w∂R
+

1
4
`−2

p R6ρ(R,w)

]

Ψ(R,w) = 0, (5.9)

donde Ψ(R,w) es en principio un funcional de onda no separable para el universo
original.

La resolución de esta ecuación es muy difı́cil, incluso para las condiciones de
contorno iniciales más simples que podamos concebir. Además, aquı́ podrı́a ha-
ber también un problema relacionado con el orden de operadores. Sin embargo,
suponiendo por un momento que el funcional de onda se puede escribir inicial-
mente como un producto separable de la forma Ψ(R,w) = exp(−R/`p)Ψ(w), la
ecuación de Wheeler-DeWitt se reducirı́a a

[

∂2

∂w2 +
R

2`p

∂
∂w

+
1
4
`−2

p R6ρ(R,w)

]

Ψ(w) = 0. (5.10)

En este caso, si se supone también que se conserva la energı́a oscura total ET =
R3ρ, entonces esta ecuación diferencial podrı́a describir un oscilador amortiguado
con coeficiente λ = R/(2`p) para una frecuencia cuadrada µ2 = R3ET /(4`2

p), la
cual admite las siguientes soluciones generales [75]

1. ET < 1/(4R) (Régimen sobreamortiguado)

Ψ(w) = e−
Rw
e`p

(

C1e
ξ1Rw
4`p +C2e−

ξ1Rw
4`p

)

. (5.11)

2. ET = 1/(4R) (Régimen amortiguado crı́tico)

ψ(w) = e−
Rw
4`p (C1 +C2w) . (5.12)

3. ET > 1/(4R) (Régimen infraamortiguado)

Ψ(w) = e−
Rw
4`p

[

C1 cos
(

ξ2Rw
4`p

)

+C2sen
(

−ξ2Rw
4`p

)]

, (5.13)

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias, ξ1 =
√

1−4ET R y ξ2 =
√

4ET R−11

1Si hubiéramos elegido para Ψ(R) una función de cuadrado integrable de la forma Ψ(R) =
exp(−R2/2`2

p) verificando la condición inicial sin acotación [89, 93] habrı́amos obtenido las mis-
mas soluciones Ψ(w) dadas en las ecuaciones (5.11)-(5.13), pero reemplazando en todas ellas el
cociente R/`p por R2/`2

p teniendo ası́ una interpretación similar.
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Sin embargo, la condición Ψ = exp(−R/`p)Ψ(w), o incluso la condición Ψ =
exp(−R2/2`2

p)Ψ(w) es demasiado restrictiva y por lo tanto, se tendrı́a que resolver
la ecuación completa de Wheeler-DeWitt con los operadores i∂/∂w y i∂/∂R, que
corresponden a los momentos clásicos πw y πR, para condiciones iniciales con-
venientes (incluyendo por ejemplo la imposición de lı́mites superior e inferior en
los valores permitidos de w). Una vez obtenidos los funcionales de onda Ψ(R,w),
se tendrı́a que realizar la transformada de Fourier o Laplace (dependiendo si se
trabaja en formalismo lorentziano o euclı́deo) del funcional de ondas correspon-
diente en la representación K, Φ(Ṙ, ẇ) (extendiendo también el w-espacio de la
representación K a un R-espacio [89, 93] el cual, en la variedad euclı́dea, podrı́a
obtenerse mediante la integral de camino de Ψ(R,w)× exp(RK + wẇ lnR3/2) so-
bre contornos adecuados de R y w) obteniendo de esta forma un conjunto de es-
tados (presumiblemente discretos) para el universo pequeño descrito en términos
de los autovalores cuánticos permitidos del parámetro w. Ası́, si el parámetro w
de la ecuación de estado no está fijado, siempre se pueden reordenar términos de
tal forma que este parámetro w pueda ser descrito cuánticamente y tomado co-
mo un conjunto de valores distintos, positivos y/o negativos, de acuerdo con la
interpretación de muchos mundos en la mecánica cuántica cosmológica. En dicha
interpretación, cada w-autovalor describirı́a un tipo de radiación que caracterizarı́a
a un universo paralelo diferente en un escenario de multiverso [82].

5.3. Salida del periodo inflacionario
Recapitulemos en este punto. La variabilidad del parámetro w ha sido consi-

derada como una propiedad intrı́nseca de un universo genérico primordial, de tal
forma que mientras inicialmente el tamaño del universo aumenta, w puede tomar
un conjunto de autovalores cuánticos. La interpretación de los muchos mundos
del escenario cosmológico cuántico resultante se adopta de tal forma que cada
w-autoestado describa un universo paralelo caracterizado por una expansión dada
y por un tipo de radiación determinada que depende de w. Finalmente, supon-
dremos que a medida que entran en el régimen de evolución clásica, los univer-
sos primordiales paralelos mantendrán los valores de w que los caracterizaban en
la etapa anterior y, de esta forma, todas sus caracterı́sticas espacio-temporales y
energéticas asociadas a este parámetro permanecerı́an ligadas para siempre a di-
chos universos, aunque las conexiones no causales introducidas por la presencia
de agujeros de gusano estarı́an permitidas entre los universos paralelos clásicos
resultantes. Incluiremos en este punto la siguiente conjetura: entre los distintos
destinos futuros de un viaje temporal de un universo primordial fantasma, el prin-
cipio antrópico [14] elegirá aquel viaje temporal que conecte con un universo que
evolucione de acuerdo con el dictamen de un espacio de Friedmann-Lemaı̂tre-
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Robertson-Walker plano, lleno con radiación caracterizada por un parámetro po-
sitivo de la ecuación cósmica de estado w = 1/3. Todos los destinos diferentes
de un viaje temporal del universo fantasma, que tendrı́a lugar antes del big rip o
después de él, para el mismo parámetro de la ecuación de estado menor que −1
(el mismo autoestado) en el futuro del mismo universo fantasma, o todos aquellos
correspondientes al futuro de otros valores negativos o positivos del parámetro
en universos paralelos diferentes (otros distintos del autoestado w = 1/3), serı́an
abortados por el principio antrópico, relativo a los observadores de nuestra civili-
zación actual.

A continuación discutiremos un modelo clásico más simple donde se estu-
diará cómo la inflación puede ocurrir en un universo dominado por energı́a fan-
tasma, de acuerdo con lo dicho anteriormente. Ası́, mientras en la era cosmológica
cuántica inicial existe un conjunto de autoestados (universos paralelos), cada uno
caracterizado por un autovalor particular de w, en el régimen posterior a esta era
inicial, consideraremos individualmente la evolución clásica de cada uno de tales
universos paralelos. En este caso interpretaremos que el régimen cuántico inicial
está caracterizado por las variables cuánticas dinámicas w(t) y R(t), y el régimen
clásico siguiente por un R(t) clásico y valores constantes de w. Este es el camino a
través del cual la evolución cosmológica cuántica se enlazarı́a en nuestro escenario
con la evolución de campos escalares clásicos. A continuación, consideraremos
que el universo temprano corresponde a uno de los universos paralelos mencio-
nados anteriormente, lleno con un fluido de energı́a oscura genérico y dominante
con ecuación de estado constante P = wρ, y entonces particularizaremos al caso
especial donde el universo está lleno de energı́a fantasma para la cual w <−1, ase-
gurando ası́ una expansión super-acelerada interpretable como una fase de infla-
ción. Por lo tanto, tomaremos para la Lagrangiana de un campo de energı́a oscura
φ, en un espacio-tiempo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker, la expresión
general habitual

L =
1
2

φ̇2 −V (φ), (5.14)

donde V (φ) es el potencial del campo de energı́a oscura. Hemos elegido el campo
φ de forma tal que esté definido en términos de la presión P y una densidad de
energı́a ρ de acuerdo con las definiciones convencionales,

ρ =
1
2

φ̇2 +V (φ), P =
1
2

φ̇2 −V (φ). (5.15)

Ası́, para la ecuación de estado P = wρ con w constante, tenemos

φ̇2 = (1+w)ρ. (5.16)

Ahora, en nuestro universo temprano dominado por energı́a oscura, recordemos
que la ecuación de Friedmann para una geometrı́a plana con factor de escala R(t)



5.3. SALIDA DEL PERIODO INFLACIONARIO 65

y w constante viene dada por

(

Ṙ
R

)2

=
8πG

3
ρ; (5.17)

de este modo, integrando la ecuación de la conservación de la energı́a cósmica,
ρ̇ + 3(P + ρ)Ṙ/R = 0 y usando la ecuación (5.17), podemos obtener el factor de
escala

R(t) =

(

C +
3
2

(1+w) t
)2/[3(1+w)]

≡ T (t)2/[3(1+w)], (5.18)

donde C ≡ C(w) es una constante para cada valor de w. De las ecuaciones (5.16)
y (5.18) podemos expresar el potencial del campo de energı́a oscura como

V (φ) =
1
2

ρ0 (1+w)e
−3
√

1+w
ρ0

φ
, (5.19)

donde ρ0 es un valor inicial, constante y arbitrario de la densidad de energı́a. El
campo escalar viene dado por

φ =
2
3

√

ρ0

1+w
lnT (t). (5.20)

Ahora nos centraremos en la región fantasma. Para un régimen de energı́a
fantasma w < −1, haciendo la transformación axiónica φ → iΦ [72], las ecuacio-
nes (5.19) y (5.20) se convierten en

V (Φ) = −1
2

ρ0 (|w|−1)e
3
√

1+w
ρ0

Φ
, (5.21)

Φ = −2
3

√

ρ0

|w|−1
lnT ′, (5.22)

donde
T ′ = C (w < −1)− 3

2
(|w|−1)t. (5.23)

Usando el potencial fantasma (5.21) puede verse que el campo fantasma ini-
cial (en t = 0) estará en el punto más bajo del potencial y su evolución posterior
vendrá determinada por un potencial creciente. Esa evolución del campo fantas-
ma tendrı́a lugar mientras el universo se infla rápidamente de acuerdo con la ley
R = (T ′)−2/[3(|w|−1)]. El proceso inflacionario sólo puede detenerse antes de al-
canzar el big rip si se permite la existencia de agujeros de gusano con gargantas
del tamaño de la escala de Planck, situados originariamente en la espuma cuánti-
ca espaciotemporal, que acreten energı́a fantasma. Como resultado de tal proceso
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de acreción, las gargantas de los agujeros de gusano aumentarán con una tasa de
variación mayor que la tasa a la que se infla el universo, de modo que la garganta
de los agujeros de gusano se harı́an eventualmente mayores que el universo mis-
mo, alcanzando finalmente un tamaño infinito en un tiempo finito, antes del que
corresponde al big rip [71]

t̃ =
t∗

1+ b0i
C(w<−1)ḃoi

, (5.24)

siendo boi el radio inicial del agujero de gusano y t∗ el tiempo del big rip, esto es,

t∗ =
2C (w < −1)

3(|w|−1)
, (5.25)

y

ḃ0i =
3

4π2Dρ0
, (5.26)

donde D es una constante de orden unidad. Ası́, la inflación del universo se de-
tendrı́a debido a la interrupción no cronal de la evolución causal alcanzada en un
tiempo anterior a t, en el cual el tamaño del radio de la garganta del agujero de gu-
sano supera simplemente el tamaño del universo. Por ejemplo, para un parámetro
de ecuación de estado constante w = −5/3, por ejemplo, ese tiempo viene dado
por

t = C (w = −5/3)−









A+

√

A2 − 4b2
0iC(w=−5/3)

ḃ0it∗

2b0i









, (5.27)

donde
A = 1+

b0i

ḃ0it∗
. (5.28)

Después de t = t, el universo fantasma como un todo entrarı́a en una fase no cau-
sal donde podrı́a viajar a través del tiempo de una manera en principio acronal2,
regresando a su origen o yendo a su futuro para desembocar en la cosmologı́a
observable de Friedmann con la que estamos familiarizados. Entre todos los pre-
sumiblemente infinitos destinos futuros posibles del viajero temporal cósmico pri-
mordial, que están permitidos por la imagen de universos paralelos cuánticos, el
principio antrópico podrı́a entonces elegir de esta forma sólo aquella evolución
futura que esté gobernada por un escenario de Friedmann dominado por radiación
con w = 1/3, abortando las soluciones cosmológicas restantes en relación con las
civilizaciones existentes pasadas, presentes o futuras [véase figura 5.2].

2Nótese sin embargo que en el contexto del multiverso, estrictamente, no puede hablarse de una
violación de la causalidad, dado que cada uno de los universos que constituyen dicho multiverso
posee su propia definición de tiempo.
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Figura 5.2: Representación esquemática de la salida suave del proceso de inflación pri-
mordial producido por energı́a fantasma. Está basada en el viaje temporal de todo un uni-
verso suficientemente inflado en un régimen de energı́a fantasma a un régimen dominado
por radiación usual. Tal proceso es en general de naturaleza no cronal y está elegido por
argumentos antrópicos sobre todas las otras configuraciones cosmológicas posibles, per-
mitidas por la interpretación de los muchos-mundos de la mecánica cuántica del universo
temprano.

Por otra parte, las expresiones generales para la temperatura de radiación y
densidad de energı́a vienen dadas respectivamente por [65] Θ ∝ (1 + w)R−3w y
ρ ∝ [Θ/(1 + w)](1+w)/w. De ello se deduce que la temperatura del universo fan-
tasma es negativa y por lo tanto está en cualquier caso más caliente que el uni-
verso anfitrión. El viaje temporal desde un universo con w < −1 a un universo
con w = 1/3 (supuestos ambos como autoestados diferentes de la misma ecua-
ción de ondas cósmica, véase la figura 5.3) seguirá el flujo natural de la energı́a
y globalmente convertirá un campo de radiación que estaba inicialmente carac-
terizado por una temperatura negativa con un valor absoluto muy grande y por
una densidad de energı́a ası́ mismo grande, con w < −1, en un campo de radia-
ción con temperatura positiva con un valor absoluto bastante pequeño y densidad
de energı́a bastante menor, con w = 1/3 (ya que los efectos cosmológicos dic-
tados por el autovalor w deben prevalecer globalmente sobre los efectos locales
microscópicos). Sin embargo, al mismo tiempo que tal conversión cosmológica
tiene lugar, la sustancia fantasma interactuarı́a localmente con la sustancia del
universo de Friedmann anfitrión, ya que esas sustancias inicialmente conservarı́an
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sus propiedades microscópicas y termodinámicas localmente. De hecho, dentro
de un volumen pequeño dado δV lleno con energı́a fantasma, la energı́a interna
δU = (1+w)ρδV , es definida negativa y su valor absoluto inicial es bastante ma-
yor que la energı́a interna positiva de la radiación en el universo anfitrión, dentro
del mismo volumen δV . Como resultado de tal interacción inicial, toda la energı́a
presente inicialmente en el universo anfitrión serı́a aniquilada, mientras casi to-
da la radiación fantasma quedarı́a prácticamente inalterada aunque globalmente
se comportarı́a como si fuera un campo de radiación con w = 1/3. Ası́, para un
observador actual, la radiación fantasma transferida que quedarı́a después de la
interacción microscópica serı́a simplemente la radiación del fondo de microondas
usual caracterizada por un parámetro w = 1/3.

Figura 5.3: Representación artı́stica del proceso de un viaje temporal en el cual un uni-
verso fantasma con w < −1 se convierte en un universo con w = 1/3 en el futuro. Este
proceso se lleva a cabo usando la topologı́a representada en la parte superior de esta figura
por un agujero de gusano inflado cuyo tamaño ha excedido el radio del universo fantasma
insertando una de sus bocas en el universo fantasma mientras que la otra se conecta a un
universo anfitrión. En el cuadro de abajo de la figura también podemos ver otras dos posi-
bles topologı́as que podrı́a adoptar la garganta crecida del agujero de gusano y el universo
fantasma. En la izquierda, la topologı́a corresponde a un agujero de gusano que envuel-
ve al universo fantasma, y en la derecha, vemos una topologı́a más complicada donde,
además del universo fantasma y el agujero de gusano, hay otros dos universos extra a los
que se insertan las dos bocas del agujero de gusano.

A continuación, y en relación con observadores actuales, además de la trasfe-
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rencia de una proporción subdominante de materia, el efecto observable inducido
en el universo de Friedmann por dicha transición serı́a el de convertir las propias
desconexiones causales relativas a los observadores presentes en un universo sin
inflación en una conexión completa causal de todas sus componentes, resolviendo
ası́ cualquier problema de uniformidad u horizontes [véase figura 5.4]. De esta
manera, nosotros no estarı́amos hechos de la materia y energı́a positiva creada en
el big bang de nuestro Universo, sino más bien de una mezcla de tales componen-
tes con la materia y la energı́a fantasma creada en el origen de un universo distinto
al nuestro. También habrı́a que mencionar que para que tenga lugar la transición
considerada, ésta se debe realizar antes de que el radio de la garganta del aguje-
ro de gusano se haga infinito (esto es, a lo largo del intervalo temporal ∆nocronal
de la figura 5.1), ya que, de otro modo, el agujero de gusano se convierte en un
puente de Einstein-Rosen, cuya garganta se estranguları́a inmediatamente, dejan-
do un par agujero blanco-negro que acretarı́an energı́a fantasma y desaparecerı́an
rápidamente [71] [véase figura 5.5].

Figura 5.4: La uniformidad se transfiere desde el universo fantasma inflado a nuestro uni-
verso cuando el primer universo es absorbido por el siguiente después del viaje temporal.
Antes de éste, nuestro universo esta desconectado causalmente por completo respecto a
los observadores actuales. Como el universo fantasma estaba más caliente que el nuestro,
cuando ambos entraron en contacto, toda la energı́a distribuida de manera uniforme se
transfirió a nuestro universo, aniquilando todas las inhomogeneidades.

Finalmente, notaremos que, relativo a un observador “cuántico” hipotético (es
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Figura 5.5: Parte superior: Después de un tiempo t = t̃ el agujero de gusano se convierte
inmediatamente en un puente de Einstein-Rosen cuya garganta se estrangula rápidamente,
dejando un agujero negro y otro blanco. Estos agujeros desaparecen rápidamente debido a
la acreción continuada de energı́a fantasma. Parte inferior: El mismo régimen en el caso de
un agujero de gusano conectando un universo fantasma con otro universo distinto parecido
al nuestro. En dicho caso, cada uno de estos universos están encajados al principio en un
agujero negro o blanco gigante que se desconectan mutuamente. Entonces, los agujeros
desaparecen rápidamente y finalmente los dos universos desconectados son el resultado
del proceso completo.

decir, un observador que pudiera observar simultáneamente todos los autouni-
versos), el proceso completo que hemos discutido vioları́a la segunda ley de la
termodinámica. De hecho, si no tenemos en cuenta los contenidos materiales de
los universos, la entropı́a de cada uno de ellos es una constante universal σ [65],
y, por lo tanto, la entropı́a total inicial serı́a nσ, con n el número de autouniver-
sos. Después del viaje temporal discutido anteriormente, la entropı́a total deberı́a
disminuir a un valor (n−1)σ. Además, también tendrı́a lugar una violación de la
segunda ley, relativa a un observador en nuestro universo, debido al aumento de
coherencia inducida en el universo anfitrión por el intercambio de su contenido
de radiación original en el universo fantasma. Esas violaciones de la segunda ley
se pueden ver como consecuencias del hecho de que cualquier sustancia que sea
del tipo energı́a fantasma debe de verse como una sustancia cuántica esencial sin
análogo clásico, donde pueden aparecer temperaturas negativas y entropı́as de-
crecientes, tal como se ha visto que ocurre en los estados de entrelazamiento y
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sistemas de espines nucleares.

5.4. Resumen y comentarios
Todo el escenario discutido en este capı́tulo es bastante especulativo y por

supuesto podrá dar lugar a problemas y dificultades que merecerı́an una conside-
ración más detallada. El problema más importante hace referencia a la densidad y
las fluctuaciones de ondas gravitacionales que se originan en la época de inflación
fantasma, ası́ como a la forma de comparar estas fluctuaciones con las fluctua-
ciones de temperaturas observadas actualmente en el fondo cósmico de microon-
das por WMAP [107]. Aunque no intentamos realizar una investigación completa
de tales asuntos, parece conveniente hacer una breve discusión. De las ecuacio-
nes (5.18), (5.21)-(5.23), se puede obtener que las condiciones de salto suave para
nuestro modelo de inflación fantasma son

εph = − Ḣ
H2 =

3
2

(|w|−1) � 1, δph = − Φ̈
Φ̇H

= εph � 1, (5.29)

donde H = Ṙ/R. Cuando se verifican las condiciones (5.29) el factor de escala
evoluciona con el tiempo aproximadamente como una exponencial, tipo de Sitter;
mientras que el parámetro w < −1 tiene que tomar valores que estén muy próxi-
mos a −1. Las perturbaciones métricas se pueden estudiar siguiendo por ejemplo
el procedimiento de la referencia [138]. De este modo, en el gauge longitudinal
y en ausencia de presiones anisotrópicas, las perturbaciones a la métrica escalar
se pueden expresar en términos de una métrica perturbada como una función tan-
to del potencial de Bardeen, VB, como del tiempo conforme η =

R

dt/R(t), con
R(η) = [−(|w|−1)η/2]−2/[2(|w|−1)]. La perturbación de la curvatura en una hiper-
superficie uniformemente comóvil viene dada en este caso por

ς = VB +
(3|w|−1)ηV ′

B −2VB

3(|w|−1)
, (5.30)

donde ′ = d/dη. Se tiene que la ecuación diferencial del movimiento para la per-
turbación ς se puede escribir como

ϑ′′
k +

(

k2 − 2(1+3|w|)
(3|w|−1)2 η2

)

ϑk = 0, (5.31)

donde ϑ = R2Φ′ς/R′ = zς, siendo z =
√

ρ0 (|w|−1)[−(3|w|−1)η/2]−2/(3|w|−1).
La ecuación (5.31) admite una solución analı́tica exacta en términos de la función
de Bessel B [1]:

ϑk = η1/2B 3(1+|w|)
2(3|w|−1)

(kη) ' η1/2B 3
2 +εph

(kη) . (5.32)
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La aproximación contenida en la ecuación anterior es válida sólo si se satisfacen
las condiciones de salto suave. La inclusión de las condiciones iniciales apro-
piadas elegirá la función de Bessel precisa que se tendrı́a que usar. Entonces, la
amplitud asociada con esta perturbación vendrá dada por [138]

As =
2

3(|w|−1)(T ′)2
k=RH

, (5.33)

mientras que el ı́ndice espectral es ns = 3
2

(

5|w|−3
3|w|−1

)

. La amplitud para la perturba-
ción del tensor se puede obtener de forma análoga. Es decir

At =

(

1
T ′

)2

k=RH
, (5.34)

con un ı́ndice espectral nt '−3(|w|−1).
La razón At/As = 3(|w| − 1)/2 ' εph se tendrı́a que comparar ahora con la

razón tensor/escalar de las contribuciones cuadropolares del fondo cósmico de
microondas, τ ∼ εph, para bajo orden.



Capı́tulo 6

Acreción de energı́a oscura en
agujeros negros de Kerr-Newman

Este capı́tulo trata del estudio de la acreción de energı́a oscura con ecuación de
estado P = wρ en agujeros negros de Kerr-Newman. El resultado es que cuando
w > −1 la masa y el momento angular especı́fico aumentan; mientras que el mo-
mento angular especı́fico lo hace hasta un valor constante, la masa crece sin lı́mite.
En el régimen donde se viola la condición de energı́a dominante nuestro modelo
predice una disminución progresiva de la masa y el momento angular de los agu-
jeros negros, según se va acretando energı́a fantasma. Las masas y los momentos
angulares de todos los agujeros negros tienden a cero según se aproximan al big
rip. Los resultados sobre la violación de la conjetura del censor cósmico y sobre el
hecho de que el tamaño del agujero negro crezca más allá del tamaño del universo
se discuten bajo la consideración de que los modelos usados son aproximaciones
a descripciones más generales donde la métrica depende del tiempo.

6.1. Introducción

En trabajos recientes [9, 10] se ha visto que la masa de un agujero negro de
Schwarzschild disminuye con la acreción de energı́a fantasma, de tal forma que
el agujero negro desaparece en el tiempo del big rip. Por lo tanto, es interesan-
te estudiar cómo se acreta la energı́a oscura en agujeros negros más generales,
es decir, agujeros negros que tengan carga y momento angular. El interés de es-
te estudio aumenta si se tiene en cuenta la competición eventual, o contribución
añadida, que podrı́a surgir entre el proceso de acreción de energı́a oscura y el de
super-radiancia, que tiende a disminuir la energı́a rotacional (o carga) del aguje-
ro, disminuyendo ası́ su espı́n (o carga), tal como uno esperarı́a que indujera la
energı́a fantasma también. Por este motivo, en este capı́tulo investigaremos cómo
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se van acretando las distintas formas de energı́a oscura en agujeros negros de
Kerr-Newman.

De hecho obtenemos que los agujeros negros de Kerr-Newman aumentan pro-
gresivamente su masa y momento angular como resultado de la acreción de energı́a
oscura cuando la ecuación de estado permite P + ρ > 0. Ese aumento de masa y
momento angular no tiene cota, o tiende a una constante dada, dependiendo del
modelo de energı́a oscura considerado. Si P+ρ < 0 entonces ambos, masa y mo-
mento angular del agujero negro, disminuyen rápidamente hasta desaparecer en
el big rip, o tienden a valores constantes en caso de ausencia de una singulari-
dad futura. Se ha visto que el proceso anterior prevalece tanto sobre el proceso de
evaporación Hawking como el de super-radiancia de espı́n. Nuestros resultados
cuantitativos parecen indicar, por otro lado, que mientras la energı́a fantasma no
viola la conjetura del censor cósmico [136], la energı́a oscura con w > −1 sı́ lo
hace.

Este capı́tulo se puede organizar como sigue. En la siguiente sección se ge-
neralizará la solución obtenida por Babichev, Dokuchaev y Eroshenko [9, 10] al
caso de acreción de energı́a oscura en un agujero negro rotante con carga, y se
presentan las ecuaciones generales para la variación del momento angular y la
masa. En la sección siguiente se aplica este formalismo al campo cosmológico de
quintaesencia y también al modelo de gas de Chaplygin generalizado, analizando
en casa caso la evolución correspondiente del agujero negro. En la sección 6.4 dis-
cutimos el resultado de la violación de la censura cósmica y el del crecimiento sin
cota del tamaño del agujero negro más allá del tamaño del universo considerando
los modelos usados como aproximaciones a una descripción más general donde la
métrica no sea estática. Finalmente, resumiremos y discutiremos brevemente los
resultados de este capı́tulo en la sección 6.5.

6.2. Generalización del modelo de acreción a aguje-
ros negros de Kerr-Newman

En esta sección seguiremos el formalismo de acreción, considerado primera-
mente por Babichev, Dokuchaev y Eroshenko [9,10], generalizándolo al caso en el
cual el agujero negro tenga momento angular y carga. En primer lugar, notaremos
que, incluso cuando se usa una métrica estática de Kerr-Newman, la evolución
temporal inducida por la acreción será tenida en cuenta por la dependencia tem-
poral del factor de escala entrante en las leyes de conservación integradas y las
ecuaciones de variación de la masa y el momento angular. A través de este capı́tu-
lo usaremos unidades naturales, ası́ G = c = 1. Consideremos un espacio-tiempo
de Kerr-Newman estacionario y axisimétrico. La métrica en este caso viene dada
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por

ds2 =

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ

)

dt2 +
2a
(

2Mr−Q2)sen2θ
r2 +a2 cos2 θ

dtdφ

− r2 +a2 cos2 θ
r2 +a2 +Q2 −2Mr

dr2 −
(

r2 +a2 cos2 θ
)

dθ2

− sen2θ
(

r2 +a2 +
2Mra2sen2θ−Q2a2sen2θ

r2 +a2 cos2 θ

)

dφ2, (6.1)

donde M es la masa, Q es la carga eléctrica, a = J/M es el momento angular
especı́fico del agujero negro, siendo J el momento angular total, r la coordenada
radial y, θ y φ las coordenadas angulares esféricas. Modelaremos la energı́a oscura
por un fluido perfecto con presión negativa y una ecuación de estado arbitraria
P(ρ), con un tensor energı́a-impulso

Tµν = (P+ρ)uµuν −Pgµν, (6.2)

donde P es la presión, ρ es la densidad de energı́a, y uµ = dxµ/ds es la cuatro-
velocidad, con uµuµ = 1. La componente cero (temporal) de la ley de conservación
del tensor energı́a-impulso T µν

;ν = 0 se puede reescribir como

0 =
d
dr

[

(P+ρ)

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ

)

dt
ds

dr
ds

]

+
2r

r2 +a2 cos2 θ
(P+ρ)

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ

)

dt
ds

dr
ds

+
d

dθ

[

(P+ρ)

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ

)

dt
ds

dθ
ds

]

+

(

cosθ
senθ

− 2a2senθcosθ
r2 +a2 cos2 θ

)

(P+ρ)

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ

)

dt
ds

dθ
ds

. (6.3)

Esta expresión deberá ser integrada ahora. Consideraremos dos casos. Prime-
ro, tomaremos θ como una constante. La ecuación de estado (6.3) nos proporciona
entonces,

CM =
u

M2

(

r2 +a2 cos2 θ
)

(P+ρ)

×
(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ
+

r2 +a2 cos2 θ+Q2 −2Mr
r2 +a2 +Q2 −2Mr

u2
)1/2

, (6.4)

donde u = dr/ds, y CM es una constante de integración.
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Se puede obtener otra integral del movimiento usando la proyección de la ley
de conservación del tensor energı́a-impulso sobre la cuatro-velocidad, es decir, la
ecuación de flujo

uµT µν
;ν = 0. (6.5)

Para un fluido perfecto, esta ecuación se reduce a

uµρ,µ +(P+ρ)uµ
;µ = 0. (6.6)

La integración de la ecuación (6.6) nos proporciona la segunda integral del movi-
miento que usaremos en lo que sigue,

u
M2

(

r2 +a2 cos2 θ
)

exp
[

Z ρ

ρ∞

dρ′

P(ρ′)+ρ′

]

= −AM, (6.7)

donde u < 0 en el caso de un fluido dirigido hacia el agujero negro, y AM es
una constante positiva adimensional. La ecuación (6.7) nos da el flujo de energı́a
inducido en el proceso de acreción. De las ecuaciones (6.4) y (6.7) se obtiene:

C2M =

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ
+

r2 +a2 cos2 θ+Q2 −2Mr
r2 +a2 +Q2 −2Mr

u2
)1/2

× (P+ρ)exp
[

−
Z ρ

ρ∞

dρ′

p(ρ′)+ρ′

]

, (6.8)

donde C2M = −CM/AM = P(ρ∞)+ρ∞.
La tasa de variación del la masa del agujero negro debido a la acreción de

energı́a oscura se puede obtener integrando sobre el elemento de área la densidad
de momento T0

r, esto es [109]

Ṁ = −
Z

T0
rdA, (6.9)

siendo dA = r2senθdθdφ, y r constante. Usando las ecuaciones (6.2), (6.7) y (6.8)
esta ecuación se puede re-expresar como [101]

Ṁ =
4πAMM3r

J
arctan

(

J
Mr

)

[P(ρ∞)+ρ∞] , (6.10)

donde r y J son constantes. Es interesante hacer notar que la ecuación (6.10) se
reduce de manera consistente a la correspondiente ecuación de variación para un
agujero negro de Schwarzschild derivada por Babichev, Dokuchaev y Eroshenko
en las referencias [9, 10] cuando uno considera J muy pequeño. Su integración
gobierna la evolución de la masa de un agujero negro de Kerr-Newman
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Z M

M0

JdM
M3r arctan

( J
Mr

) = 4πAM

Z t

t0
[P(ρ∞)+ρ∞]dt. (6.11)

Ahora, la integración del lado de la izquierda de la ecuación (6.11) da lugar a:

I(M) =

Z M

M0

JdM
M3r arctan

( J
Mr

) = − r
2J

×
[

1+ J2

M2r2

arctan
( J

Mr

)+
J

Mr arctan2
( J

Mr

)

+
4

arctan3
( J

Mr

)

∞

∑
k=1

(

22k −1
)

arctan2k ( J
Mr

)

π2k (2k−3)
ζ(2k)

]M

M0

, (6.12)

donde ζ es la función zeta de Riemann. La integración del lado derecho de la
ecuación (6.11) se realizará en la siguiente sección.

Consideremos ahora r, en lugar de θ, como una constante. Ası́, la integración
de la ecuación (6.3) proporciona

Ca =
ω
a

senθ
(

r2 +a2 cos2 θ
)

(P+ρ)

×
[

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ
+
(

r2 +a2 cos2 θ+Q2 −2Mr
)

ω2
]1/2

, (6.13)

donde ω = dθ/ds, y Ca es otra constante de integración.
La segunda integral del movimiento para el flujo de energı́a en este caso, tam-

bién se obtiene de la proyección de la ley de conservación del tensor energı́a-
impulso sobre la cuatro-velocidad; ası́, la integración de la ecuación (6.6) en esta
situación nos proporciona la segunda integral del movimiento

1
a

ωsenθ
(

r2 +a2 cos2 θ
)

exp
[

Z ρ

ρ∞

dρ′

P(ρ′)+ρ′

]

= −Aa, (6.14)

donde ω < 0 en el caso de un fluido dirigido hacia el interior del agujero negro,
y Aa es una constante positiva adimensional. De las ecuaciones (6.13) y (6.14) se
obtiene:

C2a =

(

1+
Q2 −2Mr

r2 +a2 cos2 θ
+
(

r2 +a2 cos2 θ+Q2 −2Mr
)

ω2
)1/2

× (P+ρ)exp
[

−
Z ρ

ρ∞

dρ′

P(ρ′)+ρ′

]

, (6.15)

donde C2a = −Ca/Aa = P(ρ∞)+ρ∞.
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Tomemos ahora la tasa de variación del momento angular especı́fico del agu-
jero negro de Kerr-Newman causada por la acreción de la energı́a oscura. Ésta se
puede escribir [109]

ȧ = −
Z

rT0
θdA, (6.16)

siendo dA = r2senθdθdφ, y r constante. Usando las ecuaciones (6.14) y (6.15),
podemos obtener [101]

ȧ =
2π2Aaar2 [ρ∞ +P(ρ∞)]√

r2 +a2
(6.17)

donde r es constante. Se tiene ası́ la siguiente expresión integral que nos informa
sobre la evolución del momento angular especı́fico:

Z a

a0

√
r2 +a2

ar2 da = 2π2Aa
Z t

t0
[P(ρ∞)+ρ∞]dt. (6.18)

Entonces, la integración del lado izquierdo de la ecuación (6.18) nos produce
la expresión siguiente:

I(a) =

Z a

a0

√
r2 +a2

ar2 da =
1
r2

{

√

a2 + r2 − 1
r

ln
[

2r
a

(

r +
√

a2 + r2
)

]}a

a0

.(6.19)

La integración del lado derecho de la ecuación (6.18) se calculará de nuevo en
la sección siguiente para los distintos modelos de energı́a oscura.

Ahora, estudiamos la influencia de la acreción de energı́a oscura sobre el mo-
mento angular J. Usando J = Ma y las ecuaciones (6.9) y (6.16) podemos obtener
la tasa de variación del momento angular de un agujero negro realizando la inte-
gración siguiente

J̇ = −
Z

(

MrT0
θ +aT0

r
)

dA, (6.20)

donde dA = r2senθdθdφ, y r es constante. Ası́, obtenemos

J̇ = π [P(ρ∞)+ρ∞]





2JπAar
√

1+ J2

M2r2

+4AMM2r arctan
(

J
Mr

)



 , (6.21)

siendo M y r constantes. Por lo tanto, uno tiene la siguiente expresión integral que
gobierna la evolución del momento angular de un agujero negro:
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Z J

J0

dJ
2JπAar
√

1+ J2

M2r2

+4AMM2r arctan
( J

Mr

) = π
Z t

t0
[P(ρ∞)+ρ∞]dt. (6.22)

De nuevo la integración del lado derecho de la ecuación se llevará a cabo
en la sección siguiente. Aquı́, no hemos podido realizar la integración del lado
izquierdo (L) de forma analı́tica, por lo que hemos procedido como sigue. La
integral (L), en la ecuación (6.22) la podemos reescribir de la forma siguiente

L =
Z x

x0

dx
cos2 x(2rπAasenx+4AMMx)

, 0 ≤ x ≤ π/2, (6.23)

donde x = arctan(J/Mr). Nótese, que como 0 ≤ senx ≤ x, tenemos

L ≥
Z x

x0

dx
(2πAar +4AMM)xcos2 x

=
1

2πAar +4AMM

[

tanx
x

+ lnx +
1
x2

∞

∑
k=2

(

22k −1
)

x2k

(k−1)π2k ζ(2k)

]x

x0

=
1

2πAar +4AMM

[

J
Mr arctan

( J
Mr

)+ lnarctan
(

J
Mr

)

+
1

arctan2
( J

Mr

)

∞

∑
k=2

(

22k −1
)

arctan2k
( J

Mr

)

(k−1)π2k ζ(2k)

]J

J0

= I(J), (6.24)

donde ζ es de nuevo la función zeta de Riemann. Ası́, L ≥ I(J), lo que implica
que si usamos I(J) para el estudio de la evolución de un agujero negro de Kerr-
Newman y se conserva fı́sicamente la conjetura de la censura cósmica, entonces
L tendrı́a que respetar también esta conjetura. Este argumento nos permite usar
I(J) como un expresión conveniente para el estudio de la evolución de J durante
la acreción de energı́a oscura.

6.3. Modelos cosmológicos
Para obtener expresiones integradas exactas para las expresiones a la derecha

de las ecuaciones (6.11), (6.18) y (6.22), usaremos en esta sección dos modelos di-
ferentes para la energı́a oscura: los modelos de quintaesencia y de gas de Chaply-
gin generalizado. Se puede ver que los resultados obtenidos usando los modelos
de quintaesencia son los mismos que los que se derivan de usar los modelos de
K-esencia para la energı́a oscura.
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6.3.1. Modelos de quintaesencia
Recuérdese que si se comienza con la ecuación de estado P = wρ, donde w

se considera constante, podemos usar la conservación del tensor energı́a-impulso
para obtener

ρ = ρ0

(

R0

R

)3(1+w)

, (6.25)

donde R ≡ R(t) es el factor de escala, con ρ0 y R0 constantes. De aquı́
Z t

t0
[P(ρ∞)+ρ∞]dt = (1+w)ρ0R3(1+w)

0

Z t

t0
R−3(1+w)dt. (6.26)

Entonces tenemos para el factor de escala [12,13,16,35,36,67,95–97,162,164]
correspondiente a un universo de quintaesencia general plano

R(t) = R0

(

1+
3
2
(1+w)C1/2(t − t0)

)2/[3(1+w)]

, (6.27)

donde C = 8πρ0/3. La integración del lado derecho de las ecuaciones (6.11),
(6.18) y (6.22) se puede realizar ahora usando la ecuación (6.27). Se obtiene,
respectivamente [101]

t = t0 +
I(M)

(1+w)
(

4πAMρ0 − 3
2C1/2I(M)

), (6.28)

t = t0 +
I(a)

(1+w)
(

2π2Aaρ0 − 3
2C1/2I(a)

), (6.29)

t = t0 +
I(J)

(1+w)
(

πρ0− 3
2C1/2I(J)

), (6.30)

donde I(M), I(a) y I(J) están definidos en las ecuaciones (6.12), (6.19) y (6.24),
respectivamente. Estas tres ecuaciones paramétricas nos permiten obtener cómo
evolucionan la masa, momento angular especı́fico y momento angular en un uni-
verso en expansión acelerada. Ası́, si w > −1 vemos que M,a, y J aumentarán
progresivamente con el tiempo desde sus valores iniciales, tendiendo a a un valor
finito constante según t → ∞, lo que demuestra que el aumento de M tiende a ser
proporcional al aumento de J; sin embargo M, tiende a infinito en un tiempo finito,
pero J tiende a un valor constante según t → ∞. Obsérvese que no hay contradic-
ción entre los resultados de las figuras 6.2 y 6.3 ya que la gráfica de la figura 6.3 se
ha obtenido suponiendo un valor constante de la masa. Cuanto mayor sea w más
rápido es el aumento de esos parámetros [véase figuras 6.1, 6.2 y 6.3].
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Figura 6.1: Esta figura muestra el comportamiento de la masa de un agujero negro de
Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de energı́a oscura con
w = −0,8 y w = −0,9. Se observa que cuanto mayor sea w o menor J, más rápido es el
aumento de la masa.
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Figura 6.2: Esta figura muestra el comportamiento del momento angular especı́fico de
un agujero negro de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de
energı́a oscura con w = −0,8 y w = −0,9. Se observa que cuanto mayor sea w o r, más
rápido es el aumento del momento angular especı́fico. En la gráfica insertada podemos
ver que a tiende a un valor constante a tiempos grandes para todos los casos estudiados.
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momento angular. En la gráfica insertada podemos ver que J tiende a un valor constante
para tiempos grandes en todos los casos estudiados.

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 1400

 1600

 0  100  200  300  400  500  600  700  800
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Si w < −1, se observa que M,a, y J decrecen todas progresivamente desde
sus valores iniciales, tendiendo a cero a medida que el universo se aproxima al
big rip, donde los agujeros negros desaparecerán independientemente de los va-
lores iniciales de su masa y momento angular [véase figuras 6.4, 6.5 y 6.6]. Esto
generaliza el resultado obtenido por Babichev, Dokuchaev y Eroshenko [9, 10].
En el caso de un agujero negro cargado, el proceso de super-radiancia de la carga
permite que el agujero negro emita la carga antes de que desaparezca. Se puede
comprobar también que cuanto mayor sea |w < −1| más rápida es la disminución
de M y J, y que para r grandes la evolución de la masa casi coincide con la evo-
lución que se derivarı́a para el caso de Schwarzschild. Son también notables los
resultados de que para mayores J, o menores r, más pequeña es la variación de la
masa. La acreción de energı́a fantasma nos conduce también a una disminución
de a, que se hace cero muy rápidamente; ası́, J debe disminuir también bastante
más rápidamente de como lo hace M. Finalmente, se ha visto que para cualquier
w la tasa de variación (aumento para w > −1 y disminución para w < −1) de J se
acelera según se considera r o M más grande.

6.3.2. Gas de Chaplygin generalizado

Ahora derivaremos las expresiones para las tasas de variación Ṁ, ȧ, J̇ en el
caso de un gas de Chaplygin generalizado. Recuérdese que éste se puede describir
como un fluido perfecto con ecuación de estado [20–24, 26, 27, 78, 79, 104]:

P = −Ach/ρα, (6.31)

donde Ach es una constante positiva y α un parámetro. La conservación del tensor
energı́a-impulso implica

ρ =

(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/(1+α)

, (6.32)

con B ≡
(

ρα+1
0 −Ach

)

R3(α+1)
0 . Ahora, de la ecuación de Friedmann obtenemos

Ṙ =

√

8π
3

R(t)
(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/[2(1+α)]

. (6.33)

De aquı́ [101],

R3(1+α) =
B

(√ρ0 −
√

3
8πA2

M
I(M)

)2(1+α)
−Ach

, (6.34)



6.3. MODELOS COSMOLÓGICOS 85
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Figura 6.4: Esta figura muestra el comportamiento de la masa de un agujero negro de
Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de energı́a fantasma
con w = −1,1 y w = −1,2. Se observa que cuanto mayor sea |w < −1| o menor J, más
rápida es la disminución de la masa.
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Figura 6.5: Esta figura muestra el comportamiento del momento angular especı́fico de
un agujero negro de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de
energı́a fantasma con w = −1,1 y w = −1,2. Se observa que cuanto mayor sean |w <−1|
o r, más rápido es la disminución del momento angular especı́fico.



6.3. MODELOS COSMOLÓGICOS 87
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Figura 6.6: Esta figura muestra el comportamiento del momento angular de un agujero
negro de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de energı́a
fantasma con w = −1,1 y w = −1,2. Se observa que cuanto mayor sean |w < −1|, r o M,
más rápido es la disminución del momento angular.
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R3(1+α) =
B

(√ρ0 −
√

3
2π3A2

a
I(a)

)2(1+α)
−Ach

, (6.35)

R3(1+α) =
B

(

√ρ0 −
√

6
π I(J)

)2(1+α)

−Ach

, (6.36)

para M, a y J, respectivamente. De nuevo para el caso donde se preserva la con-
dición de energı́a dominante, es decir, B > 0, se obtiene que M, a y J aumentan
con el tiempo, tendiendo a y M a valores constantes para valores moderadamente
grandes de B. Si B es suficientemente grande, entonces mientras M tiende a infini-
to, a se aproxima a un valor mayor pero todavı́a constante. Por otro lado, tanto M
como a parecen aumentar más rápidamente según el parámetro α se hace más pe-
queño, tendiendo M de nuevo a infinito si α se toma suficientemente pequeño (es
decir cercano a -1). Respecto a la dependencia en r para B > 0, se ha comprobado
que cuando r se hace muy pequeño, M y a quedan prácticamente congelados en
sus valores iniciales. Por el contrario, para valores de r grandes, la evolución de M
tiende a ajustarse a la de un caso de Schwarzschild, mientras a aumenta ahora de
nuevo hasta un valor constante dado. Si se supone una violación de la condición de
energı́a dominante, es decir, B < 0, entonces M, a y J disminuyen con el tiempo,
tendiendo a y M siempre a una constante mı́nima no nula. Valores mayores de |B|,
o menores de α, hace que la evolución sea más rápida y que los valores mı́nimos
para M y a sean más pequeños pero todavı́a no nulos. La dependencia del proce-
so de evolución respecto de r en este caso es bastante similar al ya descrito para
B > 0, es decir, M y a se mantienen casi en sus valores iniciales para valores muy
pequeños de r, pero ambos disminuyen con el tiempo más rápidamente según se
considera r mayor. También, una propiedad común para B > 0 y B < 0 es el hecho
de que la evolución de M es apagada cuando se toman valores más grandes para
el momento angular J.

Todos estos comportamientos se han comprobado a través de cálculos numéri-
cos que proporcionan gráficas que en realidad son muy parecidas a las análogas
correspondientes en el caso de quintaesencia [véase figuras 6.1-6.6] excepto (i)
para el comportamiento de M con respecto el tiempo para valores moderados de
B > 0 y α lejos de −1 (en cuyo caso M tiende a un valor constante para t grande
[véase figura 6.7] y (ii) para el comportamiento de M y a para valores moderados
de B < 0 y de α 6=−1 (en cuyos casos los parámetros estudiados tienden a valores
constantes no nulos para tiempos t grandes [véase figura 6.8]).
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 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 2.2

 2.4

 2.6

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

M
as

a

Tiempo

B=0,5 α=0,5

Figura 6.7: Esta figura muestra el comportamiento de la masa de un agujero negro de
Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de un gas de Chaplygin
generalizado con B = 0,5 y α = 0,5.
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Figura 6.8: Esta figura muestra el comportamiento de la masa y del momento angular
especı́fico de un agujero negro de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico
en presencia de un gas de Chaplygin generalizado (fantasma) con B = −0,5 y α = 0,5.
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6.3.3. La conjetura de la censura cósmica y la super-radiancia
Es bien conocido que los agujeros negros poseen una singularidad espacio-

temporal en r = 0. Sin embargo, esta singularidad se mantiene escondida detrás
de su horizonte de sucesos; es decir, un observador fuera del agujero negro no
podrá recibir señales desde la singularidad. Si una singularidad de este tipo no
estuviera escondida detrás de un horizonte de sucesos, se convertirı́a en una sin-
gularidad desnuda. Se ha conjeturado que todas las singularidades están escon-
didas detrás de horizontes de sucesos; esto es, que no es posible la existencia de
singularidades desnudas cuando la materia que se considera tiene propiedades ra-
zonables. Esta conjetura se llama “Conjetura de la censura cósmica” [136]. En el
caso de una métrica de Kerr-Newman, la conjetura se mantiene siempre que se
satisfaga la condición

Q2 +a2 ≤ M2. (6.37)

En otro caso, el agujero negro de Kerr-Newman mostrarı́a una singularidad des-
nuda. Es interesante estudiar si la acreción de energı́a oscura puede producir una
singularidad desnuda en este caso. Como la acreción de energı́a oscura es un pro-
ceso gravitatorio, mientras el momento angular se ve afectado por la acreción, la
carga eléctrica es invariante bajo este proceso. Antes hemos apuntado que cuando
P + ρ > 0, a y M aumentan con el tiempo durante la acreción de energı́a oscu-
ra. Aunque no tenemos una demostración formal de la violación de la censura
cósmica en este caso, un análisis numérico realizado para la mayorı́a de los va-
lores razonables de M y a parece indicar que el proceso de acreción de energı́a
oscura viola la desigualdad (6.37) en la mayorı́a de las situaciones consideradas.
En realidad, siempre existe un intervalo de tiempo inicial muy pequeño donde la
conjetura se mantiene, excepto para el caso extremo donde Q2 + a2 = M2 [véase
figura 6.9]. Ası́, tan pronto como el valor inicial de a se tome de manera que sea
significativamente comparable con el de M, la conjetura se viola casi inmediata-
mente [véase figura 6.10]. En la sección siguiente discutiremos e interpretaremos
las razones que conducen a esta violación.

Si la acreción involucra energı́a fantasma, entonces tanto a como M decrecen.
En este caso, ya que la acreción no afecta al valor de la carga eléctrica, a primera
vista, podrı́a pensarse que cuando se alcancen valores suficientemente pequeños
de a y M, la desigualdad (6.37) deberı́a de dejar de satisfacerse, y de nuevo se
vioları́a la conjetura de la censura cósmica. Sin embargo, también se podrı́a es-
perar que la super-radiancia de la carga actuara de tal forma que disminuyera la
carga durante la acreción de energı́a fantasma y ası́ se siguiera satisfaciendo la
desigualdad (6.37). Además, como M disminuye progresivamente, la temperatura
del agujero negro aumentarı́a y se acelerarı́a la super-radiancia de la carga corres-
pondiente. Nuestros cálculos numéricos parecen indicar que éste es el caso y que
todos los efectos simultáneos sobre M, a [véase figura 6.11] y Q debidos a la acre-
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Figura 6.9: Evolución de un agujero negro de Kerr-Newman con energı́a oscura. Esta
figura muestra el comportamiento de la masa y el momento angular especı́fico de un
agujero de Kerr-Newman extremo como una función del tiempo cósmico en presencia
de energı́a oscura con w = −0,9. Es posible comprobar que la conjetura de la censura
cósmica se viola.
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Figura 6.10: Evolución de un agujero de Kerr-Newman con energı́a oscura. Esta figura
muestra el comportamiento de la masa y el momento angular especı́fico de un agujero
negro de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en presencia de energı́a
oscura con w = −0,8. La separación entre las dos curvas disminuye según se aumenta el
valor inicial de a. También se puede comprobar que existe un intervalo pequeño inicial
de tiempo (en este caso hasta aproximadamente t = 0,05s) donde todavı́a se satisface la
conjetura.
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ción de energı́a fantasma y Q-super-radiancia parecen conspirar de tal manera que
la conjetura de la censura cósmica siempre resulta satisfecha. Obtener una expre-
sión explı́cita y exacta para la relación entre la masa o la temperatura y la carga
eléctrica es, sin embargo, una tarea que contiene ciertas sutilezas y por lo tanto
requiere de más elaboración matemática. Este estudio se dejará para una conside-
ración futura. No se ha considerado en este capı́tulo el proceso de super-radiancia
del espı́n ya que el proceso de acreción de energı́a fantasma prevalece claramente
sobre él.

6.4. Modelo aproximado

La violación de la censura cósmica por acreción de energı́a oscura en agujeros
negros para w > −1 es en realidad un resultado muy sorprendente, pero quizás
no lo sea tanto como podrı́an llegar a ser ciertos comportamientos generales que
consideraremos a continuación y que se refieren a los modelos de acreción consi-
derados tanto para agujeros tipo Schwarzschild como Kerr-Newman. Una de tales
caracterı́sticas resulta por ejemplo de la ecuación (6.28), donde se puede ver que
la masa del agujero negro “explota” en un tiempo finito en el futuro, cuando el ta-
maño del universo es todavı́a finito. Se sigue de ello que el agujero negro crecido
de esta forma engullirı́a al universo entero en un tiempo finito en el futuro, una im-
plicación que es de hecho bastante extraña, y que está también presente cuando se
consideran agujeros negros sin rotación [9, 10]. Sin embargo, todas las prediccio-
nes que se han derivado para tiempos grandes podrı́an ser vistas como artefactos
provenientes del hecho de que las métricas usadas para los agujeros negros en los
procedimientos de acreción considerados son estáticas. Ası́, estos procedimientos
poseen un carácter aproximado y serı́an estrictamente válidos sólo para un interva-
lo inicial de tiempo suficientemente corto. Los resultados obtenidos en este capı́tu-
lo simplemente marcarı́an la tendencia de los diferentes parámetros involucrados
una vez que comienza la evolución inicial, pero no podrı́an ser considerados como
válidos para tiempos grandes, excepto asintóticamente.

Incluso en este caso, la violación de la censura cósmica cuando la energı́a os-
cura satisface una ecuación de estado con w > −1 no puede justificarse, ya que la
violación tiene lugar al inicio de la evolución para los agujeros negros extremos.
Ası́, mientras que la evolución de agujeros negros inducida por la acreción de
energı́a fantasma parece ser bastante razonable al menos para los periodos inicia-
les, en el caso de que se satisfaga la condición de energı́a dominante, la acreción
en agujeros negros parece producir resultados bastante inesperados a lo largo de
la evolución completa siguiente.
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Figura 6.11: Evolución de un agujero negro extremo de Kerr-Newman con energı́a fan-
tasma. Esta figura muestra el comportamiento de la masa y el momento angular especı́fico
de un agujero negro extremo de Kerr-Newman como una función del tiempo cósmico en
presencia de energı́a fantasma con w = −1,1. La separación entre las dos curvas aumenta
según se considere el valor inicial de a más pequeño, o bien se haga r más grande.
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6.5. Resumen y comentarios
En este capı́tulo hemos estudiado el comportamiento de la acreción de energı́a

oscura en un agujero negro de Kerr-Newman. Primeramente, hemos generalizado
el formalismo de acreción originariamente considerado en las referencias [9, 10]
para el caso en el que el agujero negro tiene momento angular y carga eléctri-
ca. Hemos aplicado tal formalismo a los campos de quintaesencia y K-esencia,
ası́ como al modelo del gas de Chaplygin generalizado. Hemos estudiado la evo-
lución de la masa, momento angular especı́fico y momento angular cuando se
tiene energı́a oscura con w > −1. Se ha visto que todos estos parámetros (M,
a, y J) aumentan con el tiempo cósmico debido a la acreción. El momento an-
gular especı́fico a aumenta hasta alcanzar un valor constante mientras que M no
está acotada superiormente. También se ha comprobado, en este caso, que la acre-
ción de energı́a oscura que verifica la condición de energı́a dominante permite
encontrar situaciones donde se viola la conjetura de la censura cósmica. Existe
otro rasgo incluso más sorprendente en este tipo de procesos: el hecho de que la
masa del agujero negro “explota” en un tiempo finito y por lo tanto los agujeros
negros se tragarı́an al universo entero en dicho tiempo. Estas dos predicciones
podrı́an ser vistas, sin embargo, como artefactos provenientes del hecho de que
la métrica de agujero negro usada en nuestro formalismo es estática. En reali-
dad, el procedimiento usado para valores finitos de la coordenada radial se podrı́a
ver simplemente como una descripción aproximada que serı́a solamente y estric-
tamente válida para un intervalo de tiempo inicial suficientemente corto. Por lo
que los resultados obtenidos sólo marcarı́an la tendencia de los parámetros con-
siderados y podrı́an bien no ser válidos para tiempos grandes y valores finitos de
r. Incluso si apelamos a la discusión anterior, el resultado de la violación de la
censura cósmica cuando un agujero negro acreta energı́a oscura con w > −1 no
puede justificarse, ya que dicha violación ocurre también al principio de la evolu-
ción para agujeros negros extremos. Ası́, la acreción de energı́a oscura verificando
P+ρ > 0 en agujeros negros parece producir resultados bastante sorprendentes e
inesperados.

Ası́ pues, de lo dicho anteriormente se puede deducir que la conjetura de la
censura cósmica estrictamente es válida sólo en la región asintótica.

Si la acreción involucra energı́a fantasma, entonces tanto a como M disminu-
yen desde sus valores iniciales, tendiendo a cero según nos vamos aproximando
al big rip donde los agujeros negros desaparecen, independientemente de su masa
y momento angular. En este caso (P+ρ < 0), se preserva siempre la conjetura de
la censura cósmica, ya que la super-radiancia de la carga y la acreción de energı́a
fantasma se interrelacionan mutuamente de tal forma que producen este resultado.

Si las anteriores caracterı́sticas se pueden considerar (o no) como argumentos
que impliquen que la energı́a fantasma es una componente más consistente que la
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energı́a oscura normal con w > −1 es un tema que dependerá tanto de la consis-
tencia intrı́nseca de los modelos como de los datos observacionales actuales y de
aquellos que se puedan esperar en el futuro.

Antes de concluir este capı́tulo vamos a hacer un comentario sobre el modelo
de acreción usado. Por una parte ya hemos dicho que el modelo deberı́a conside-
rarse como una aproximación a tasas de variación pequeñas debido al uso de una
métrica estática. Aunque también tenemos que apuntar que existe otro motivo por
el cual se debe considerar que el modelo es aproximado. En efecto, como ya in-
dicamos en el capı́tulo 4, al acercarnos al big rip la densidad de energı́a fantasma
y la curvatura tienden a divergir. Por ello, en situaciones suficientemente cercanas
al big rip uno esperarı́a que empezaran a ser considerables los efectos cuánticos,
por lo que la predicción del modelo consistente en la desaparición de los agujeros
negros en el big rip se debe tomar con precaución, ya que los efectos cuánticos
en esa zona no serı́an despreciables y podrı́an hacer que esta predicción no fue-
ra cierta. Por ahora no tenemos una teorı́a cuántica de la gravedad y serı́a difı́cil
introducir estos efectos cuánticos en el modelo. La precisión del modelo por este
motivo es comparable a lo que ocurre en el proceso de evaporación de agujeros
negros debido a la radiación Hawking, que también se debe de tomar como una
aproximación cuando el tamaño del agujero se hace suficientemente pequeño, mo-
mento en el que se deberı́an introducir los efectos cuánticos en la fase final de la
evaporación. Por todo esto, uno debe de considerar estos dos modelos (evapora-
ción de agujeros negros y acreción de energı́a fantasma en agujeros negros) como
una aproximación (clásica) debido a que en la fase final de su evolución se llega
a regı́menes donde los efectos cuánticos gravitatorios no serı́an despreciables y
habrı́a que tenerlos en cuenta.
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Capı́tulo 7

Las cuerdas cósmicas con wiggles
acretan energı́a oscura

Este capı́tulo trata sobre el estudio de la acreción con simetrı́a cilı́ndrica de
energı́a oscura con ecuación de estado P = wρ en cuerdas cósmicas rectas con
wiggles. Hemos obtenido que cuando w > −1 la densidad lineal de energı́a en
el corazón de la cuerda crece gradualmente hasta un valor máximo finito cuan-
do el tiempo aumenta para todos los modelos de energı́a oscura considerados. En
el régimen donde la condición de energı́a dominante se viola, se tiene que todos
esos modelos predicen una disminución firme de la densidad lineal de energı́a de
la cuerda cósmica según se va acretando energı́a fantasma. El estado final de la
cuerda tras este proceso de acreción es una cuerda sin defectos de wiggles. Sin
embargo, se puede argumentar que si la acreción de la energı́a fantasma proce-
diera de una sucesión de pasos cuánticos, entonces el defecto podrı́a continuar
perdiendo densidad de energı́a lineal hasta un mı́nimo no nulo, el cual puede ser
bastante más pequeño que el correspondiente a la cuerda sin perturbar.

7.1. Introducción
Un defecto topológico es una configuración estable de materia que se espera

que se forme en una transición de fase del universo temprano. Esta configuración
se encuentra en la fase simétrica o previa, que perdura después de que se complete
una transición de fase a otra asimétrica o nueva.

Dependiendo de la naturaleza de la rotura de la simetrı́a, se pueden formar
distintos tipos de defectos topológicos según el mecanismo de Higgs-Kibble. Los
más usuales son los monopolos magnéticos, cuerdas cósmicas, paredes de domi-
nio y texturas.

Ya que el Universo se expandió y enfrió, las simetrı́as en las leyes de la Fı́sica
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comenzaron a romperse, ası́, los defectos topológicos aparecieron en los lugares
donde las diferentes regiones empezaron a entrar en contacto las unas con las
otras. La materia en estos defectos se encuentra en la fase simétrica original, que
persiste después de que se completara la transición a una nueva fase asimétrica.

Se pueden dar diferentes tipos de defectos topológicos, determinados por las
propiedades de simetrı́a de la materia y de la naturaleza de la transición de fase.
Entre ellos tenemos:

Paredes de dominio. Son membranas bidimensionales que se forman cuando
se rompe una simetrı́a discreta en una transición de fase. Estas paredes pa-
recen los contornos de burbujas cerradas, dividiendo el universo en celdas.
Tienen propiedades bastante peculiares, por ejemplo, el campo gravitatorio
de una pared de dominio es repulsivo en lugar de atractivo.

Cuerdas cósmicas. Lı́neas unidimensionales que se forman con la rotura de
una simetrı́a axial o cilı́ndrica. Las estudiaremos con más detalle en este
capı́tulo.

Monopolos. Defectos puntuales formados por rotura de una simetrı́a esféri-
ca. Se piensa que pueden tener carga magnética norte o sur, por ello se les
conoce comúnmente como monopolos magnéticos. La existencia de mono-
polos es una predicción de las teorı́as de la gran unificación.

Texturas. Se forman cuando se rompe completamente el grupo de simetrı́as
más grande y son inestables.

Las clasificación de los defectos topológicos se puede realizar utilizando gru-
pos de homotopı́a, es decir, si la simetrı́a se rompe desde un grupo G a un subgrupo
H, la variedad del vacı́o degenerado es M ≡ G/H, y la topologı́a de esta varie-
dad determina el tipo de defecto que se puede formar. En particular, las cuerdas
cósmicas se forman si M no es simplemente conexa, es decir, si el primer grupo
de homotopı́a o grupo fundamental π1(M) es no trivial. En la tabla 7.1 podemos
ver la clasificación de los defectos topológicos atendiendo al grupo de homotopı́a.

Ahora centrémonos en el estudio de las cuerdas cósmicas y el modo en que
éstas acretan energı́a oscura. Como hemos dicho, las cuerdas cósmicas son defec-
tos topológicos que pueden aparecer en teorı́as con una rotura espontánea de una
simetrı́a gauge local U(1), durante transiciones de fase en el Universo primitivo.
Las cuerdas cósmicas serı́an por tanto unos tubos muy delgados caracterizados
por permanecer en el falso vacı́o previo a la transición. A estas cuerdas cósmicas
se les asocia una densidad de energı́a por unidad de longitud µ0 = T0 ∼ σ2, donde
T0 es la tensión de la cuerda y σ la escala de la rotura de la simetrı́a [105,156,157].
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Defecto topológico Dimensión Clasificación
Paredes de dominio 2 π0(M)
Cuerdas cósmicas 1 π1(M)

Monopolos 0 π2(M)
Texturas - π3(M)

Tabla 7.1: Clasificación de los defectos topológicos atendiendo a los grupos de homo-
topı́a πn(M).

Tı́picamente, las cuerdas cósmicas han sido consideradas como posibles semillas
para la formación posterior de estructura a gran escala del Universo [30, 160]. Es
de destacar que la aparición de cuerdas como defectos topológicos en transiciones
de fase ha sido observada experimentalmente en sistemas de materia condensa-
da [106]. La posibilidad de experimentar en el laboratorio con los análogos de
las cuerdas cósmicas ha hecho que el interés por estos objetos siga muy vivo en
la actualidad. Hasta ahora, se han considerado dos clases generales de cuerdas
cósmicas: cuerdas abiertas y cuerdas cerradas [105, 156, 157].

En este capı́tulo estudiaremos cómo las distintas formas de energı́a oscura son
acretadas por cuerdas cósmicas. Nos centraremos en considerar solamente cuer-
das cósmicas abiertas, y más precisamente, rectas. Éstas se describen usualmente
por una métrica exterior espacio-temporal estática, descrita por primera vez por
Vilenkin [154, 155]

ds2 = −dt2 +dr2 +dz2 +(1−8Gµ0)r2dφ2. (7.1)

Definiendo una coordenada cilı́ndrica angular nueva φ′ = (1− 8Gµ0)φ, se puede
ver inmediatamente que esta métrica corresponde a un espacio-tiempo plano con
una singularidad cónica que está asociada con un ángulo déficit dado por ∆ =
8πGµ0.

7.2. Flujo hacia el núcleo de una cuerda
Sin embargo, un flujo de energı́a entrante o saliente debido a la acreción de

energı́a oscura no es estrictamente posible para la métrica exterior localmente pla-
na que corresponde a una cuerda recta sin movimiento y sin wiggles [105, 156,
157]. De hecho, una cuerda sin movimiento y sin wiggles [105, 156, 157] no pue-
de acretar nada que como en este caso, esté sin movimiento y sea homogéneo a su
alrededor - en particular no puede acretar energı́a oscura. Ası́, si queremos con-
siderar la acreción de energı́a oscura en cuerdas cósmicas necesitamos que esas
cuerdas cósmicas estén perturbadas por wiggles. En este caso la métrica exterior
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de la cuerda no viene dada por un elemento de lı́nea localmente plano (7.1), ya
que las variaciones inducidas por los wiggles en la masa por unidad de lı́nea en
la cuerda y la tensión convierten a estas cantidades en funciones dependientes del
espacio-tiempo, µ y T , con ecuación de estado µT = µ2

0 y µ > T , cuyos valores se
pueden considerar inicialmente muy parecidos entre sı́ y por lo tanto muy pare-
cidos a sus contrapartidos sin perturbar en la aproximación lineal [105, 156, 157].
La métrica de la cuerda perturbada con wiggles linealizada es [105, 156, 157]

ds2 = −
[

1+4G(µ−T ) ln
r
r0

]

dt2 +dr2

+

[

1−4G(µ−T ) ln
r
r0

]

dz2 +[1−4G(µ+T )]r2dθ2, (7.2)

que, contrariamente a la métrica (7.1), produce un potencial Newtoniano no nulo.
En este caso el ángulo de déficit viene dado por 4πG(µ+T ).

Otra dificultad aparente relacionada con la anterior podrı́a ser que, una vez la
energı́a oscura alcanzara la vecindad del corazón de la cuerda, simplemente no se
hundiera en el mismo. Se puede ver sin embargo que aunque la energı́a oscura se
apilara cerca de la superficie del defecto sin fluir hacia su interior en el caso de una
cuerda sin wiggles, podrá siempre producirse un flujo de energı́a oscura que entre
en el interior de la cuerda perturbada, la cual podrá de esta forma acretar dicha
energı́a. En efecto, para una cuerda cósmica suficientemente masiva sin perturbar,
la métrica interior tiene la forma [80, 94]

ds2 = −dt2 +dr̃2 +dz2 + r2
∗sen2 r̃

r∗
dφ2, (7.3)

con −∞ < t < ∞, −∞ < z < ∞, 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ r̃ ≤ r∗arccos (1−8Gµ0), y r∗ =

(8πGε)−1/2, donde ε =constante es la densidad uniforme de energı́a del interior
del defecto hasta un radio cilı́ndrico r̃0. El cambio de coordenadas r = r∗sen(r̃/r∗)
conduce entonces a una métrica exterior con

grr =
(

1− r2/r2
∗
)−1

. (7.4)

En tal caso, puede verse que el flujo entrante de energı́a oscura se expresa
como

Φ ∝ grrTr0|r=r∗, (7.5)

donde Tr0 es la componente mixta del tensor energı́a-momento de la energı́a os-
cura. Claramente, Φ = 0 para una cuerda cósmica sin wiggles, donde no se pro-
ducirá el fenómeno de acreción. Sin embargo, aunque la métrica interior corres-
pondiente a una cuerda con wiggles será de nuevo dada en general por la ecuación
(7.3), en este caso el parámetro r∗ viene dado por

r∗ = [8πGε(r̃)]−1/2 (7.6)
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y 0 ≤ r̃ ≤ r∗arccos [1−4G(µ+T )]. Ası́, en este caso, puesto que la densidad ε
depende ahora de w, el cambio de variable r = r∗sen(r̃/r∗) conduce finalmente a
un flujo no nulo de energı́a oscura a través de la superficie del defecto, hacia su
interior, dado por

Φ ∝ Tr0 (r = r∗)
dr∗
dr̃

6= 0, (7.7)

y ası́ a una acumulación progresiva de energı́a oscura en el interior de la cuerda.
Hoy dı́a, en cosmologı́a, por otro lado, se confı́a sobre todo en la idea de que

la energı́a total del Universo actual y posiblemente que en el Universo primordial
(esto es en los dos periodos cósmicos que muestran expansión acelerada) es domi-
nada por alguna forma de la llamada energı́a oscura [134]. Por esto, es de interés
investigar los efectos que la energı́a oscura podrı́a producir en las cuerdas cósmi-
cas. Siguiendo los recientes estudios realizados en agujeros negros [9,65,77], uno
puede efectivamente suponer que la energı́a oscura también puede acretarse en
una cuerda cósmica, induciendo alguna variación en su densidad de energı́a por
unidad de longitud µ. Este capı́tulo apunta a considerar los efectos que la acre-
ción de energı́a oscura pudiera tener en el destino de una cuerda cósmica recta
con wiggles en un universo acelerado. Para ello usaremos un formalismo para po-
der abordar la acreción de energı́a oscura, descrita por cualquiera de los modelos
estudiados en capı́tulos anteriores, en las cuerdas cósmicas rectas con wiggles.
Obtendremos que cuando la energı́a oscura dada por quintaesencia o K-esencia es
acretada en una cuerda cósmica recta perturbada, entonces la densidad de energı́a
por unidad de longitud de la cuerda o bien crece progresivamente hasta un valor
finito constante si w > −1, o bien disminuye ininterrumpidamente hasta el pri-
mer valor sin perturbar y entonces podrı́a entrar en una región donde la acreción
cuántica hiciera que alcanzara un valor mı́nimo, un poco antes de que ocurriera la
singularidad del big rip si w <−1. El comportamiento de las cuerdas cuando acre-
tan gas de Chaplygin es parecido: su densidad de energı́a por unidad de longitud
crecen progresivamente o bien disminuye hasta un valor extremo, dependiendo de
si se satisface la condición de energı́a dominante o no.

En la sección 7.3 se presenta el formalismo general para la acreción de energı́a
oscura en una cuerda cósmica recta con wiggles y se obtiene una ecuación general
para la variación de la densidad de energı́a por unidad de longitud del núcleo de
la cuerda, µ, en términos de la energı́a oscura interna, y se aplica tal formalismo
a los campos cosmológicos de quintaesencia y K-esencia, y también al modelo
del gas de Chaplygin generalizado. Se derivan expresiones aproximadas de µ para
los dos primeros modelos de energı́a oscura, para ambos casos w = P/ρ > −1 y
w = P/ρ < −1, analizando la correspondiente evolución de las cuerdas cósmicas.
Finalmente se concluye con unos comentarios adicionales en la sección 7.4.
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7.3. Acreción de energı́a oscura en cuerdas cósmicas
rectas con wiggles

En lo que sigue estudiaremos cómo la teorı́a general de acreción se puede apli-
car al caso en el que la energı́a oscura se acrete en cuerdas cósmicas con wiggles.
Seguiremos el procedimiento general propuesto por Babichev, Dokuchaev y Eros-
chenko [9, 65] para el caso de agujeros negros de Schwarzschild, generalizándolo
al caso de cuerdas cósmicas rectas con wiggles. Ası́, comenzaremos integrando la
ley de conservación del tensor momento-energı́a usando la métrica exterior (7.2).
Aunque para la métrica (7.1) solamente hay dos componentes de los sı́mbolos de
Christoffel no nulos, Γr

θθ = −(1−8Gµ)r y Γθ
rθ = 1/r, cuando la cuerda está per-

turbada con wiggles, aparecen veintiuna componentes de los sı́mbolos de Chris-
toffel, lo que hace que los cálculos a realizar sean más complicados. En el caso de
simetrı́a cilı́ndrica tenemos la ley de conservación de la componente temporal del
tensor momento-energı́a, T ν

µ;ν = 0,

√
µru
√

1−h00
√

1−b(1+h00)
√

u2 −1(P+ρ) = C, (7.8)

donde
h00 = 4G(µ−T ) ln(r/r0) (7.9)

b = 4G(µ+T ), (7.10)

siendo r0 y C constantes de integración y u = dr/ds.
Al integrar la ley de conservación del tensor momento-energı́a proyectada so-

bre la cuatro-velocidad, uµT µν
;ν = 0, se obtiene

ur
√

µ(1−h2
00)(1−b)e

R ρ
ρ∞

dρ
P+ρ = A, (7.11)

donde se ha tenido en cuenta que u deberı́a ser positiva para un flujo de energı́a
entrante en este caso, y A es una constante positiva. De las ecuaciones (7.8) y
(7.11) obtenemos

√

(u2−1)(1+h00)(P+ρ)e−
R ρ

ρ∞
dρ

P+ρ = C2, (7.12)

en la cual la constante C2 se expresa como C2 = C/A = Â [ρ∞ +P(ρ∞)], siendo
Â > 0 una constante, para la simetrı́a cilı́ndrica utilizada.

Integrando ahora la densidad de momento T r
0 sobre un elemento de lı́nea circu-

lar del cilindro, podemos obtener la tasa de variación de la energı́a por unidad de
longitud de la cuerda cósmica con wiggles, esto es

µ̇ = −
Z 2π

0
rT r

0 dφ =

Z 2π

0
r(P+ρ)(1+h00)

dt
ds

dr
ds

dφ. (7.13)
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Ahora consideramos la propiedad
√

1+h00dt =
√

dr2

ds2 −1ds obtenida de la si-
metrı́a cilı́ndrica usada y utilizando las ecuaciones (7.12) y (7.13) derivamos, fi-
nalmente, la ecuación relevante de la variación de la densidad de energı́a de una
cuerda cósmica con wiggles [76]

µ̇ =
2πĀ [ρ∞ +P(ρ∞)]
√

µ(1−b)(1−h2
00)

, (7.14)

donde Ā = AÂ > 0 constante. Nótese que en el caso de una cuerda cósmica con
métrica exterior plana y µ = µ0, se tiene que Ā = 0 y, por tanto, µ̇ = 0, dado que
en tal caso la cuerda no induce la existencia de un potencial gravitatorio y no se
produce el fenómeno de acreción. Por lo tanto, uno tiene la siguiente expresión
integral que gobierna la evolución de la masa por unidad de longitud de la cuerda
cósmica con wiggles

Z µ

µi

√

µ(1−b)(1−h2
00)dµ = 2πĀ

Z t

t0
[ρ∞ +P(ρ∞)]dt. (7.15)

Es importante notar que las expresiones anteriores restringen por sı́ mismas el
intervalo de valores permitidos para la cantidad µ. De hecho, se obtienen las dos
condiciones siguientes

µ0 <
1

8G
(7.16)

1−
√

1−64G2µ2
0

8G
< µ <

1+
√

1−64G2µ2
0

8G
. (7.17)

La condición (7.16) no expresa nada más que la imposibilidad de que una
cuerda cósmica supermasiva sin wiggles pueda alcanzar una densidad de energı́a
lineal mayor que aproximadamente 1/G. Incluso aunque los conceptos de radio
y masa por unidad de longitud para una fuente del tipo del núcleo de una cuerda
sólo se pueden definir de manera no ambigua [63], especialmente en la presencia
de un fluido de energı́a oscura que interacciona, en el caso extremo supermasivo
µ = 1/8G se esperarı́a que la cuerda dejara de existir porque se corresponde con
la situación donde toda la fase rota exterior está colapsada en el núcleo, dejando
una fase pura de falso vacı́o en la que se pierde la situación de una cuerda cósmica
con una región del núcleo atrapada [108, 132]. Cuando la cuerda está perturbada
con wiggles entonces la condición (7.16) se refleja en la condición (7.17) en la
que se ve que una cuerda cósmica con wiggles no puede exceder un valor máximo
o ser menor que un mı́nimo dado no nulo. Si una cuerda cósmica tiene la densidad
de masa lineal supermasiva extrema, entonces no puede tener perturbaciones tipo
wiggles y no puede acretar ningún tipo de energı́a oscura.
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Ahora, la integración de la parte izquierda de la ecuación (7.15) parece ser
difı́cil de realizar y, de hecho, no hemos podido obtener una expresión integrada
en forma cerrada. Sin embargo, en los casos relevantes fı́sicamente en los que µ
está muy próximo a µ0 y/o r está muy cercano a r0, ese término se puede integrar
aproximadamente dando [76]

Z µ

µi

dµ
√

µ(1−b)(1−h2
00) ' I(µ) =

=

[

8Gµ−1
16G

√

−4Gµ2 +µ−4Gµ2
0

+
64G2µ2

0 −1
64G3/2 arcsen





1−8Gµ
√

1−64G2µ2
0









∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ

µi

. (7.18)

La integración de la parte derecha de la ecuación (7.15) la vamos a realizar en
la sección siguiente para los distintos modelos de energı́a oscura considerados en
los capı́tulos 2 y 3.

7.3.1. Quintaesencia y K-Esencia

Recuérdese que si comenzamos con la ecuación de estado P = wρ, donde w
se considera constante, podemos usar la conservación de la energı́a cósmica para
obtener

ρ = ρ0

(

R0

R

)3(1+w)

, (7.19)

donde ρ0 y R0 son constantes de integración. De aquı́

2πĀ
Z t

t0
[ρ∞ +P(ρ∞)]dt = 2πĀ(1+w)ρ0R3(1+w)

0

Z t

t0
dtR−3(1+w). (7.20)

Entonces, para el factor de escala R(t) = R0

(

1+ 3
2(1+w)C1/2(t − t0)

)2/[3(1+w)]

donde C = 8πGρ0/3, correspondiente a un universo plano con quintaesencia ge-
neral tenemos

t = t0 +
I(µ)

(1+w)
(

2πĀρ0 − 3
2C1/2I(µ)

), (7.21)

donde I(µ) está definido en la ecuación (7.18). Esta es una ecuación paramétrica
de la que se obtiene la forma en que la energı́a por unidad de longitud de una
cuerda cósmica con wiggles evoluciona en un universo con expansión acelerada.
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Ası́, si w > −1 vemos que la energı́a de la cuerda en el núcleo aumenta progresi-
vamente desde su valor inicial µi, tendiendo a un valor máximo

µmax =
1+
√

1−64G2µ2
0

8G
. (7.22)

Cuanto mayor sea w, menor es el tiempo requerido por el proceso de acreción
para hacer que la cuerda alcance µmax. Si w < −1, es decir, si nos encontramos en
un régimen fantasma, entonces la densidad de energı́a en el núcleo de la cuerda
disminuirá rápidamente desde su valor inicial hasta recuperar su valor sin pertur-
bar µ0. Cuanto más pequeño sea w, más corto es el tiempo necesario para que el
sistema alcance el valor µ0. Según la cuerda se aproxima a este valor, el poten-
cial gravitatorio se hace cada vez más pequeño hasta anularse finalmente en µ0,
ası́ que el proceso de acreción clásica se detendrá en este punto. Se puede compro-
bar que tal comportamiento también ocurre en el caso de que se acrete K-energı́a
fantasma.

Sin embargo las dos clases de energı́a fantasma consideradas plantean una
interesante cuestión. Incluso, aunque el proceso de acreción continuo clásico sólo
puede proceder hasta llegar a µ0, si suponemos que la acreción de energı́a fantasma
ocurriera en pasos discretos, entonces el lı́mite µ0 podrı́a superarse y la densidad
de energı́a lineal del núcleo de la cuerda continuarı́a disminuyendo por debajo de
µ0 ya que se está acretando energı́a fantasma. Se podrı́a alcanzar de esta forma un
régimen donde T > µ el cual acabarı́a cuando µ alcanzara el valor mı́nimo

µmin =
1−
√

1−64G2µ2
0

8G
, (7.23)

que nunca serı́a cero ya que µ0 > 0. La métrica espacio-temporal de la cuerda
cósmica dada por la ecuación (7.2) intercambiarı́a entonces los valores entre las
componentes tt y zz, ya que en este caso µ < T .

7.3.2. Gas de Chaplygin generalizado
Ahora obtendremos la expresión para la variación µ̇ en el caso de un gas de

Chaplygin generalizado. Comenzaremos recordando la expresión de la densidad
de energı́a

ρ =

(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/(1+α)

, (7.24)

que ha sido obtenida integrando la ley de conservación cósmica para el caso de la
ecuación de estado de un gas de Chaplygin generalizado, esto es P = −Ach/ρα.
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Ahora, de la ecuación de Friedmann obtenemos

Ṙ =

√

8πG
3

R(t)
(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/[2(1+α)]

. (7.25)

Luego, de la ecuación (7.18) se llega a

I(µ) = BĀ

√

3π
2G

Z R

R0

1
R3(1+α)

R
(

Ach + B
R3(1+α)

)(2α+1)/[2(1+α)]
dR

= −Ā

√

2π
3G

[

(

Ach +
B

R3(1+α)

)1/[2(1+α)]

−√
ρ0

]

. (7.26)

Se obtiene entonces

R3(1+α) =
B

(√ρ0 −
√

3G
2πĀ I(µ)

)2(1+α)
−Ach

. (7.27)

De nuevo en este caso, si consideramos una constante B > 0, se produce un au-
mento progresivo de µ con R hasta el máximo dado por µmax, y la hipótesis de
una constante B < 0 (fantasma) conduce a una disminución de µ con R hasta µ0
(en caso clásico) o hasta µmin si se supone que la energı́a Chaplygin fantasma se
acreta en pasos discretos.

7.4. Resumen y comentarios
Mientras las cuerdas cósmicas tienen una larga tradición e incidencia en cos-

mologı́a teórica, la introducción de la energı́a oscura ha tenido lugar bastante más
recientemente con no menos incidencia o sorpresa. Quizás, por ello su potencial
relación mutua e interacciones no ha sido todavı́a considerada. Este capı́tulo es el
primer paso en la tarea de estudiar los efectos que la presencia de energı́a oscura
pudiera tener en el destino de la cuerda cósmica en un universo con expansión
acelerada. Aquı́ nos hemos limitado a estudiar simplemente un modelo aproxi-
mado para describir cómo la cuerdas cósmicas rectas con wiggles acretan energı́a
oscura durante la expansión acelerada del universo, dejando para trabajos futuros
el estudio exacto tanto para cuerdas rectas con wiggles como para cuerdas circu-
lares, ası́ como los efectos cinemáticos que la aceleración del universo podrı́an
tener en la forma y el tamaño de cualquier cuerda cósmica. Primeramente se ha
construido y adaptado una descripción generalizada al caso de la acreción con si-
metrı́a cilı́ndrica de energı́a oscura en cuerdas cósmicas rectas. Esta descripción
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está basada en la integración de las leyes de conservación para el tensor momento-
energı́a y a su proyección sobre la cuatro-velocidad usando la geometrı́a exterior
de una cuerda cósmica con wiggles. Hemos considerado la acreción de energı́a
oscura en cuerdas cósmicas rectas usando varios modelos de campos escalares
para el vacı́o cosmológico, denominados modelos de quintaesencia y K-esencia
con ecuación de estado P = wρ, y un modelo generalizado de gas de Chaplygin
con una ecuación de estado inusual P = −Ach/ρα. Se ha derivado una ecuación
de variación para la densidad de energı́a por unidad de longitud de las cuerdas,
y finalmente se ha integrado para cada uno de estos modelos de energı́a oscura.
Esto último permite predecir que, siempre que la densidad de energı́a del vacı́o
cósmico disminuye con el tiempo, la densidad de energı́a lineal de las cuerdas
rectas crece progresivamente según el universo se hace más grande para todos los
modelos de energı́a oscura; si la densidad de energı́a del universo crece con la
expansión, induciendo una violación universal de la condición de energı́a domi-
nante, la densidad de energı́a de la cuerda disminuye ininterrumpidamente. Esa
disminución de la densidad de energı́a hace que las cuerdas lleguen a estar even-
tualmente libres de wiggles para obtener después de ello un régimen de acreción
cuántico donde la densidad de energı́a de la cuerda alcanza finalmente un valor
mı́nimo no nulo, antes de la ocurrencia de cualquier singularidad futura tipo big
rip.

Parece que el valor actual del parámetro w en la ecuación de estado del Uni-
verso tiene que ser menor que -1. Ası́, uno podrı́a estar tentado a pensar que la
evolución anterior de cuerdas cósmicas permitiendo eventualmente la formación
de defectos topológicos exóticos con perturbaciones wiggles-negativas podrı́a ser
inevitable. Sin embargo, teniendo ahora w <−1 (esto parece ser ası́, al menos es el
caso más favorecido por las observaciones) no se garantiza en absoluto que el régi-
men fantasma persista en el futuro. De hecho, las descripciones más generales de
campos de quintaesencia están basados en modelos tracking donde el parámetro w
es dependiente del tiempo [31,150,167] y, por lo tanto, podrı́a bien ser ahora me-
nor que -1 pero después llegar a ser mayor que -1, haciendo ası́ inaplicable en un
futuro lejano la evolución de la cuerda cósmica predicha por nuestros modelos de
w constante. Sin embargo, la evolución inicial de la cuerda implicada por nuestros
modelos fantasmas parece probable. Ese comportamiento en sı́ podrı́a ser todavı́a
bastante importante para una variedad de temas. Pero incluso tal comportamien-
to podrı́a no estar garantizado ya que los campos fantasmas están caracterizados
por Lagrangianos que contienen un término cinético negativo, lo que les confiere
propiedades extrañas y permite la existencia de inestabilidades indeseadas [39],
haciendo ası́ problemático el escenario fantasma.
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Capı́tulo 8

Conclusiones

El objetivo fundamental de este trabajo es estudiar las caracterı́sticas ma-
temáticas y fı́sicas de distintos modelos para la energı́a oscura, ası́ como investigar
las interacciones de dicha energı́a oscura con objetos de interés en astronomı́a.

Las conclusiones más importantes a las que ha dado lugar nuestro trabajo son
las siguientes:

1. Nuestro estudio general de la energı́a oscura nos ha permitido encontrar nuevas
soluciones cosmológicas en modelos tipo quintaesencia y gas de Chaplygin
generalizado para diversas ecuaciones de estado. Estas nuevas soluciones se
refieren a: geometrı́as abiertas y cerradas en el caso de un modelo general de
quintaesencia, y geometrı́a plana para un acoplo conforme del campo escalar
a la gravedad y de un gas de Chaplygin generalizado. Todas estas soluciones
poseen una caracterı́stica matemática común que consiste en que todas ellas
expresan en forma implı́cita el factor de escala del universo en términos de
funciones hipergeométricas.

2. Se han fijado condiciones sobre los parámetros que definen la ecuación de
estado de un gas de Chaplygin generalizado para que éste viole la condición
de energı́a dominante y represente ası́ una energı́a fantasma tipo Chaplygin.
Dichas condiciones revierten en la implicación de que la constante que aparece
en la ecuación de conservación de la energı́a integrada sea negativa.

3. Si la ecuación de estado de un universo dominado por energı́a oscura corres-
ponde a la de un gas de Chaplygin generalizado, la energı́a oscura admite una
descripción en términos de un campo escalar tipo Born-Infeld generalizado,
o un campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad. En estos casos es
posible obtener un modelo fenomenológicamente viable.

4. Cuando se modela la energı́a oscura en la forma de un gas de Chaplygin ge-
neralizado que viola la condición de energı́a dominante, la solución cósmica
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correspondiente no muestra ninguna singularidad de curvatura tipo big rip en
un tiempo finito del futuro a diferencia de lo que ocurre en los demás modelos.
Cualquiera que sea la geometrı́a del universo en este caso, la solución cósmica
siempre tiende a la que corresponde a un universo tipo de Sitter asintóticamen-
te.

5. En cualquier modelo de energı́a fantasma se generan las condiciones adecua-
das para la formación de túneles espacio-temporales denominados agujeros de
gusano. Cuando se permiten procesos de acreción de esta energı́a fantasma en
dichos agujeros se predicen fenómenos tipo big trip (inflación catastrófica de
la garganta del agujero de gusano) en el futuro, excepto en el caso de que la
energı́a fantasma venga modelada por un gas de Chaplygin generalizado. En
tal caso, sólo existe un dominio extremadamente reducido en el espacio de
parámetros que pudiera permitir la aparición del fenómeno big trip. Cuando un
agujero de gusano acreta energı́a oscura que preserva la condición de energı́a
dominante, sufre un proceso de aniquilación progresiva en cualquiera de los
casos considerados.

6. Se ha construido un modelo de inflación primordial consistente usando un cam-
po de energı́a fantasma que satisface todos los requerimientos, aunque no con-
tiene un mecanismo inmediato para la salida de la fase inflacionaria. Esta salida
pudiera relacionarse sin embargo con la especulación de que tuviera lugar un
fenómeno de big trip en el contexto de un escenario tipo multiverso.

7. Se ha generalizado el mecanismo de acreción de energı́a oscura debido a Babi-
chev, Dokuchaev y Eroshenko al caso de agujeros negros con carga eléctrica y
momento angular, incluyendo ecuaciones generales para la variación de dichas
magnitudes en las leyes de conservación del tensor energı́a-impulso y su pro-
yección sobre la cuatro-velocidad. En principio, el formalismo obtenido puede,
en general, considerarse como una muy buena aproximación para tasas de va-
riación de las magnitudes que caracterizan al agujero negro suficientemente
pequeñas.

8. Mientras que los agujeros negros con momento angular incrementan esta mag-
nitud y su masa de forma en general lenta y progresiva al acretar energı́a os-
cura, la presencia de energı́a fantasma hace que el momento angular y la masa
de un agujero negro tipo Kerr disminuyan de forma progresiva hasta anularse
en el big rip, en un proceso que: (i) prevalece sobre la evaporación térmica de
Hawking y la superradiancia; y (ii) establece una “democracia” entre todos los
tipos de agujeros negros, independientemente de sus masas y momentos angu-
lares iniciales, en las proximidades del big rip, de acuerdo con la cual dichos
agujeros negros se hacen todos indistinguibles en tales circunstancias.
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9. La acreción de energı́a oscura con ecuación de estado P = wρ, w > −1, sobre
agujeros negros de tipo Kerr-Newman da lugar a situaciones en las que se
produce una violación de la conjetura de la censura cósmica, incluso a tiempos
suficientemente tempranos, en agujeros negros casi extremos.

10. Existe una posibilidad de que cualquier agujero negro en presencia de energı́a
oscura con ecuación de estado constante pueda eventualmente sufrir un proceso
de inflación tan rápido que conduzca a una situación final para el universo en
la que éste resulte engullido por dicho agujero negro.

11. Las cuerdas cósmicas sólo pueden acretar energı́a oscura cuando están pertur-
badas por los llamados “wiggles” que discurren a través de las mismas dando
lugar a un potencial gravitatorio no nulo. Estos “wiggles” hacen aparecer com-
ponentes no nulas del tensor energı́a impulso que generan procesos de flujo
energético hacia el interior de la cuerda.

12. En el caso de que la ecuación de estado de la energı́a oscura corresponda a un
parámetro w mayor que −1, la densidad lineal de energı́a de las cuerdas cósmi-
cas aumenta progresivamente hasta alcanzar un valor máximo que correspon-
de a una cuerda supermasiva, a partir del cual la cuerda se disuelve en la fase
con simetrı́a rota. Si w < −1, la energı́a concentrada en el núcleo del defecto
topológico disminuye progresivamente hasta que la perturbación “wiggly” de-
saparece. A partir de este momento la cuerda deja de acretar energı́a oscura, al
menos clásicamente.

13. Todos los modelos de energı́a oscura considerados en esta memoria presen-
tan ciertas virtudes, pero también tienen inconvenientes. El modelo usual de
quintaesencia da lugar a una formulación consistente, pero viola la conjetura
de la censura cósmica en agujeros negros de Kerr casi extremos y permite la
posibilidad de que el universo sea tragado por un agujero negro. La energı́a
fantasma no presenta estos problemas, parece conformarse mejor a los datos
observacionales y puede proporcionar un modelo de inflación primordial, pero
da lugar a singularidades tipo big rip y big trip, términos cinéticos del campo
negativos e inestabilidades. Finalmente, el gas de Chaplygin generalizado evita
todas las singularidades y permite formular un modelo unificado que describe
a la vez a energı́a y materia oscuras, pero es un modelo que presenta también
inestabilidades difı́ciles de resolver.

14. La consideración de la energı́a oscura como causa de la expansión acelerada del
Universo corresponde sólo a una de las posibles explicaciones de tal fenómeno.
Una modificación adecuada de la gravedad que se manifestara sólo a tiempos
tardı́os no puede aún ser descartada.
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Apéndice A

Funciones hipergeométricas

Una función (o serie) hipergeométrica se define como una serie de la forma

2F1(α,β;γ;z) = 1+
α ·β
γ ·1 z+

α(α+1)β(β+1)

γ(γ+1) ·1 ·2 z2

+
α(α+1)(α+2)β(β+1)(β+2)

γ(γ+1)(γ+2) ·1 ·2 ·3 z3 + . . . (A.1)

donde α, β, γ y z son números complejos.
Una serie hipergeométrica es finita si α o β son enteros negativos o cero. Para

γ = −n(n = 0,1,2, . . .) la serie hipergeométrica es indeterminada si ni α ni β es
igual a −m (donde m < n es un número natural). Sin embargo,

lı́m
γ→−n

2F1(α,β;γ;z)
Γ(γ)

=
α(α+1) . . .(α+n)β(β+1) . . .(β+n)

(n+1)!
zn+1

×2F1(α+n+1,β+n+1;n+2;z) (A.2)

donde Γ(γ) es la función Gamma.
Si excluimos estos valores de los parámetros α, β, y γ, una función hiper-

geométrica converge en el cı́rculo unidad |z| < 1. 2F1 tiene en este caso un punto
de ramificación en z = 1. Se tienen las condiciones siguientes para la convergencia
en la circunferencia unidad:

1. 1 > Re(α + β − γ) ≥ 0. La serie converge en toda la circunferencia unidad
excepto en el punto z = 1.

2. Re(α+β−γ) < 0. La serie converge (absolutamente) en toda la circunferencia
unidad.

3. Re(α+β− γ) ≥ 1. La serie diverge en toda la circunferencia unidad.
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Apéndice B

Expresión explı́cita de Rmin

La ecuación de Friedmann (3.6) para K = 1 se puede expresar como H2 =
f (R) donde

f (R) = −1/R2 +D
[

Ach +
B

R3(1+α)

] 1
1+α

. (B.1)

La función f (R) tiene una única raı́z positiva que la denotaremos por Rmin. Se co-
rresponde con el radio mı́nimo de un universo de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-
Walker lleno por un gas de Chaplygin generalizado con B negativa y −1 < α. La
expresión explı́cita de Rmin depende del parámetro [1]

Q ≡ B2

4A2
ch

− D−3(1+α)

27A3
ch

. (B.2)

Para valores positivos de Q, es decir, (27/4)D3(1+α)AchB2 > 0, Rmin queda como

Rmin =

[

(

− B
2Ach

+
√

Q
) 1

3

+

(

− B
2Ach

−
√

Q
) 1

3
]

1
1+α

. (B.3)

Para Q = 0, esto es, B2 = 4/(27D3(1+α)Ach), Rmin es

Rmin =
1√
D

(

4
3Ach

)
1

2(1+α)

. (B.4)

Finalmente, si (27/4)D3(1+α)AchB2 < 0; es decir, valor negativo de Q, Rmin se
puede expresar como

Rmin =

[

2ρ1/3 cos
(

θ
3

)] 1
1+α

, (B.5)
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donde

ρ =
1

√

27D3(1+α)A3
ch

,

θ = arctan

√

−1+
4

27D3(1+α)AchB2
. (B.6)

Se puede comprobar que para cualquier valor de Q, Rmin es mayor que R̄ definida
en la ecuación (3.4).



Apéndice C

Notaciones usadas en este trabajo

Se detalla en la siguiente tabla, el convenio de notación que se ha seguido a lo
largo de toda la memoria

P presión
ρ densidad de energı́a

R ≡ R(t) factor de escala (“radio” del universo)
a momento angular especı́fico de un agujero negro de Kerr-Newman
J momento angular de un agujero negro de Kerr-Newman

gµν métrica del espacio-tiempo
G constante de gravitación universal
R curvatura escalar

Rµν tensor de Ricci
N función lapso
Λ constante cosmológica

Tµν tensor energı́a-impulso
uµ cuatro-velocidad
w parámetro de la ecuación de estado

Ach parámetro de la ecuación de estado de un gas de Chaplygin (generalizado)
α parámetro de la ecuación de estado de un gas de Chaplygin (generalizado)

Gµν tensor de Einstein
M variedad diferenciable
2F1 función hipergeométrica 2,1
K curvatura extrı́nseca
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[25] Marek Biesiada, Wlodzimierz Godlowski, y Marek Szydlowski. Generali-
zed chaplygin gas models tested with snia. Astrophys. J., 622:28, 2005.

[26] Neven Bilic, Gary B. Tupper, y Raoul D. Viollier. Dark matter, dark energy
and the chaplygin gas. 2002.

[27] Neven Bilic, Gary B. Tupper, y Raoul D. Viollier. Unification of dark matter
and dark energy: The inhomogeneous chaplygin gas. Phys. Lett., B535:17–
21, 2002.

[28] Mariam Bouhmadi-Lopez y Jose A. Jimenez Madrid. Escaping the big rip?
JCAP, 0505:005, 2005.

[29] Mariam Bouhmadi-Lopez y Paulo Vargas Moniz. Frw quantum cosmology
with a generalized chaplygin gas. Phys. Rev., D71:063521, 2005.

[30] Robert H. Brandenberger. Cosmic strings, inflationary universe models,
and the formation of structure. J. Phys., G15:1, 1989.

[31] Philippe Brax, Jerome Martin, y Alain Riazuelo. Exhaustive study of cos-
mic microwave background anisotropies in quintessential scenarios. Phys.
Rev., D62:103505, 2000.

[32] Iver Brevik, Shin’ichi Nojiri, Sergei D. Odintsov, y Luciano Vanzo. En-
tropy and universality of cardy-verlinde formula in dark energy universe.
Phys. Rev., D70:043520, 2004.

[33] Gianluca Calcagni. Slow-roll parameters in braneworld cosmologies. Phys.
Rev., D69:103508, 2004.

[34] R. R. Caldwell. A phantom menace? Phys. Lett., B545:23–29, 2002.

[35] R. R. Caldwell, Rahul Dave, y Paul J. Steinhardt. Cosmological imprint
of an energy component with general equation-of-state. Phys. Rev. Lett.,
80:1582–1585, 1998.

[36] R. R. Caldwell y Paul J. Steinhardt. The imprint of gravitational wa-
ves in models dominated by a dynamical cosmic scalar field. Phys. Rev.,
D57:6057–6064, 1998.

[37] Robert R. Caldwell, Marc Kamionkowski, y NevinÑ. Weinberg. Phantom
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[144] D.Ñ. Spergel et al. First year wilkinson microwave anisotropy probe
(wmap) observations: Determination of cosmological parameters. Astrop-
hys. J. Suppl., 148:175, 2003.

[145] D. N. Spergel et al. Wilkinson microwave anisotropy probe (wmap) three
year results: Implications for cosmology. 2006.

[146] Alexei A. Starobinsky. Spectrum of relict gravitational radiation and the
early state of the universe. JETP Lett., 30:682–685, 1979.

[147] Alexei A. Starobinsky. A new type of isotropic cosmological models wit-
hout singularity. Phys. Lett., B91:99–102, 1980.

[148] Alexei A. Starobinsky. Future and origin of our universe: Modern view.
Grav. Cosmol., 6:157–163, 2000.

[149] Hrvoje Stefancic. Generalized phantom energy. Phys. Lett., B586:5–10,
2004.

[150] Paul J. Steinhardt, Li-Min Wang, y Ivaylo Zlatev. Cosmological tracking
solutions. Phys. Rev., D59:123504, 1999.

[151] Max Tegmark et al. Cosmological parameters from sdss and wmap. Phys.
Rev., D69:103501, 2004.

[152] John L. Tonry et al. Cosmological results from high-z supernovae. Astrop-
hys. J., 594:1–24, 2003.

[153] Michael S. Turner. Dark matter and dark energy: The critical questions.
2002.

[154] A. Vilenkin. Cosmic strings. Phys. Rev., D24:2082–2089, 1981.



132 BIBLIOGRAFÍA
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