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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Principales aportaciones en el siglo XVIII

@ Taylor, 1714 (leyes fisicas que rigen el movimiento de la cuerda: para
vibraciones pequenas, la aceleracion normal es proporcional a la
curvatura)
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Principales aportaciones en el siglo XVIII

@ Taylor, 1714 (leyes fisicas que rigen el movimiento de la cuerda: para
vibraciones pequenias, la aceleracion normal es proporcional a la
curvatura)

@ D’Alembert, 1747; Euler, 1749 (deduccioén analitica del modelo y solucion
del mismo)

°
Q2u(x,t)  d%u(x,t)
- ox? ,0<x<mt>0

u(x,0) = f(x), u(x,0)=0,0<x<m

u(0,t) =u(m, t)=0,t>0

@ Bernouilli (Daniel), 1753 (propuso ¢ una solucion diferente?)
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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Solucién del problema

°
QPu(x,t)  02u(x,t)
o ox?

u(x,0) = f(x), u(x,0) = O 0
u(0,t) =u(m, t)=0, t >

,0<x<mt>0

<x<m7
0
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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Solucién del problema

°
QPu(x,t)  02u(x,t)
o ox?

,0<x<mt>0

u(x,0) = f(x), u(x,0)=0,0<x<m7
u(0,t) =u(r,t)=0, t>0

@ D’Alembert, Euler (propagacion de ondas)

Mno:%ﬁu+n+hx—m

donde 7 es la extension a R, impar y 27— periédica de la funcion f.
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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Solucién del problema

°
QPu(x,t)  02u(x,t)
o ox?

,0<x<mt>0

u(x,0) = f(x), u(x,0)=0,0<x<m7
u(0,t) =u(m, t)=0,t>0

@ D’Alembert, Euler (propagacion de ondas)
1 . ~
u(x,t) = E[f(x +t)+ f(x — )]

donde 7 es la extension a R, impar y 27— periédica de la funcion f.
@ Bernouilli (superposicion de ondas “sencillas”)

X, t) = f: f, sen(nx) cos(nt),

n=1
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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Observacion importante sobre la solucion propuesta por D.

Bernouilli
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@ Bernouilli -
x,t) = fy sen(nx)cos(nt),

n=1
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La cuerda vibrante (siglo XVIII)

Observacion importante sobre la solucion propuesta por D.

Bernouilli

QPu(x,t)  02u(x,t)

,0<x<mt>0

oz ox?
u(x,0) = f(x), u(x,0) = O 0<x<m
u(0,t)=u(m, t)=0,t>0
@ Bernouilli -
x,t) = fy sen(nx)cos(nt),
n=1
° (oo}
f(x) =Y fasen(nx), V x € [0, 7],
n=1
o

¢ Como se calculan los coeficientes f,?
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El problema de la conduccién del calor (siglo XIX)

Aportaciones de Fourier

@ Fourier, 1807 (Mémoire sur la propagation de la chaleur, enviado a la
Academia de Ciencias de Paris)
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El problema de la conduccién del calor (siglo XIX)

Aportaciones de Fourier

@ Fourier, 1807 (Mémoire sur la propagation de la chaleur, enviado a la
Academia de Ciencias de Paris)
°
Q?u(x,t)  ou(x,t)

: T,
X2 En ,0<x<m 0<t<T,

u(0,t) =u(m, t)=0,0<t<T, u(x,0)="f(x), 0 <x <.
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El problema de la conduccién del calor (siglo XIX)

Aportaciones de Fourier

@ Fourier, 1807 (Mémoire sur la propagation de la chaleur, enviado a la
Academia de Ciencias de Paris)

Q?u(x,t)  ou(x,t)
ox2 ot

,0<x<m 0<t<T,
u(0,t) =u(m, t)=0,0<t<T, u(x,0)="f(x), 0 <x <.

@ Solucién de Fourier: superposicion de “temperaturas sencillas”:

Z f. exp(—n?t)sen(nx), Z f, sen(nx)

n=1
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El problema de la conduccién del calor (siglo XIX)

Aportaciones de Fourier

@ Fourier, 1807 (Mémoire sur la propagation de la chaleur, enviado a la
Academia de Ciencias de Paris)

Q?u(x,t)  ou(x,t)
ox2 ot

,0<x<m 0<t<T,

u(0,t) =u(m, t)=0,0<t<T, u(x,0)="f(x), 0 <x <.

@ Solucién de Fourier: superposiciéon de “temperaturas sencillas”:

Z f, exp(—n?t)sen(nx), Z f, sen(nx)

n=1

= g/ f(x)sen(nx) dx, V ne N.
0

v
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Descripcion general del problema

Dada una funcién f : [0, 7] — R, verificando f(0) = f(w) = 0 (y posiblemente
algunas condiciones adicionales), ¢ existiran coeficientes adecuados
fn, n € N tales que

f(x) = i fn sen(nx)
n=1

en el intervalo [0, 7]?
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3 5
X X
senx:x—§+a—...,VXeR

4
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iCuidado con el problema planteado!
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f(x) = i fn sen(nx)
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en el intervalo [0, 7]?

Esto nos avisa de las dificultades

i sen (2n—1)x
2n—1 N
n=1
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Dada una funcién f : [0, 7] — R, verificando f(0) = f(w) = 0 (y posiblemente
algunas condiciones adicionales), ¢ existiran coeficientes adecuados
f,, n € N tales que

f(x) = i fn sen(nx)
n=1

en el intervalo [0, 7]?

Esto nos avisa de las dificultades

isen n—1)x _
2n—1 N

n=1
/4, 0 < x <,
0, x =0,
/4, —T<x<0
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Primer paso: desarrollar por Taylor e igualar

coeficientes

R0) s

k=0 Bk 1)1 = f(x)
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coeficientes

[e'9) f2k+1)(0) 2k+1 -
s i f(x) = nz:; f, sen(nx) =
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Primer paso: desarrollar por Taylor e igualar
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S f2k+—1)(0) x2k+1 — Zf sen(nx)
=0 (2k +1)! !

2k+1
52 (e %)
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Primer paso: desarrollar por Taylor e igualar

coeficientes

%) f2k+1)(0) 2k+1 -
s i f(x) = nz:; f, sen(nx) =

. . x| 2k . o N
5 (il I) = S s i (S )

(—)kAD0) = " f, P4, Vv k € NU{0}

n=1

iSistema lineal, con infinitas ecuaciones e infinitas incégnitas!
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Sistema lineal desarrollado

f/(0)=f11 + K2 + 3 + 14 + ...
—f0) = £13 + £2° + 63 + [43 4 ...
f(0) = 1% + £25 + 735 + £,45 + ...

(—1)FRH(0) = f12k+1 4 po2k+l 4 f£32k+1 | fa2ket 4
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Segundo paso: cortar “por lo sano”: considerar una

situacién finita, resolver el sistema finito y pasar al
limite
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m
(~)PD0) = D gy i 0 < k< m -1
n=1

m_ m?(m—1)2...22
I = me D (m =12 —1))..(22 1)

m—1 1
_ 2k+1)

H(m)

2<m<m<...<ng
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m_ m?(m—1)2...22
I = me D (m =12 —1))..(22 1)

m—1 1
_ 2k+1)
H(m) = >_ F#(0) [ >  mEw

H(m)

2<m<m<...<ng

2 N2
2<m <mp<...<ng n1 nzni

fi = mE»Too gl = 22 f2k+1)(0) [ Z 1
k=0
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Una mini excursién al problema de Basilea

o 1 > = /1 1
°<,Zn:1n2- Z:"1n2+n Zn Z(E_n+1>_
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Una mini excursién al problema de Basilea

o 1 ad = /1 1
® ¢ Xnip? Z"1n2+n Znn+1 Z(ﬁ_n+1>_

n=1 n=1
1_1+1_1+1_1 1
2 2 3 3 47
@ Intentos previos sin éxito: Jacob Bernouilli, Johan Bernouilli, Daniel

Bernouilli, Leibniz, Stirling, de Moivre, etc.
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® ¢ Xnip? Z"1n2+n Znn+1 Z(ﬁ_n+1>_

n=1 n=1
1_1+1_1+1_1 =1
2 2 3 3 47
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Euler, 1735 (28 afios) Z l2 _ l
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Una mini excursién al problema de Basilea

o 1 e = /1 1
°(:X:n:1nz Zn1n2+n Znn+1 Z(n_n—H)_

n=1 n=1
1_1+1_1+1_1 =1
2 2 3 3 47
@ Intentos previos sin éxito: Jacob Bernouilli, Johan Bernouilli, Daniel

Bernouilli, Leibniz, Stirling, de Moivre, etc.

(*]
71'

Euler, 1735 (28 afios) Z l2 _

ilfﬁ ilfﬁ i 1 224769779277%
£t 90" L nf 94577777 L 27!
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o 1 e = /1 1
°(:X:n:1nz Zn1n2+n Znn+1 Z(n_n—H)_
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1_1+1_1+1_1 =1
2 2 3 3 47
@ Intentos previos sin éxito: Jacob Bernouilli, Johan Bernouilli, Daniel
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o
Euler, 1735 (28 afios) Z l2 _
o
i 1t i 17 i 1 224769779277%
n 90’ né 945’7’ n26 271
n=1 n=1 —1
(*}

es irracional, V k € N
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Principales ideas de la demostracion de Euler
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Principales ideas de la demostracion de Euler

X2k+1

@ sen x = Ziozo(—‘l)km, VX € R
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Principales ideas de la demostracion de Euler

X2k+1

— N (42
@senx=7>,"4(-1) (2k+1)!,VX€IR{
senx “(_1),( x2k
X _k:O (2k +1)!
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Principales ideas de la demostracion de Euler

- . X2k+1
@senx=7>,"4(-1) kT VxeR
sen X (1) x2k
X (2k +1)!

k=0

+o0
o SR = (- %) (- =)
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Principales ideas de la demostracion de Euler

- . X2k+1
(*] Senxzzkzo(—‘l) W,VXER
sen X (1) x2k
x = (2k + 1)!

2k too

* SRy = L () (1~ =)
=1z <1 B k)z(_;z>
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Principales ideas de la demostracion de Euler

- . X2k+1
@senx=7>,"4(-1) kT VxeR
sen X (1) x2k
X — (2k +1)!
2k e

X

° Ziio(—ﬂkm = E (1 - kx_w) (1 - —Lkﬂ>
= [T <1 a k)z(_;z>

o
x> x* xS x2 X2 x2
1—§+a—ﬁ+~-:<1—w) (1‘2272) (1_@)...
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Una miniexcursidn a la actualidad (y la funcion zeta de

Riemann)
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Una miniexcursidn a la actualidad (y la funcion zeta de

Riemann)

oo
; ?
62n2k+1’ keN”

3
Il
o
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Una miniexcursidn a la actualidad (y la funcion zeta de

Riemann)

oo
; ?
Oznzkﬂ’ keN”

(jalgo sabemos, pero poco!)
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Una miniexcursién a la actualidad (y la funcidn zeta de

Riemann)

1

M8

2

n=1

(jalgo sabemos, pero poco!)
@ 1978, R. Apéry: si k = 1, la suma es un ndmero irracional
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Una miniexcursién a la actualidad (y la funcidn zeta de

Riemann)

— 1
; ?
Oznzkﬂ’ keN?
n=1

(jalgo sabemos, pero poco!)

@ 1978, R. Apéry: si k = 1, la suma es un ndmero irracional

@ 2004, S. Fischler: el conjunto de los valores de k para los que la suma
anterior es irracional es un conjunto infinito.
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Vuelta al trabajo (las sumas obtenidas por Euler

permiten mejorar la expresion del primer coeficiente)
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Vuelta al trabajo (las sumas obtenidas por Euler
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2<m<m<...<ng

> 1
fi=2) k1 (0) —
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Vuelta al trabajo (las sumas obtenidas por Euler

permiten mejorar la expresion del primer coeficiente)

2<m<m<...<ng

> 1
fi=2) k1 (0) —
kZ:;) 2 nns...n2

k 2n

2kZ:0 f2k+1 [Z (_1)nm _

n=0
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Vuelta al trabajo (las sumas obtenidas por Euler

permiten mejorar la expresion del primer coeficiente)

2<m<m<...<ng

> 1
fi=2) k1 (0) —
kZ:;) 2 nns...n2

k 2n

zkzzo f2k+1 [Z (_1)nm _

n=0

“ Z f2n
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¢,La derivacion respecto de n?
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¢,La derivacion respecto de n?

h= 2517 = Estr), str) = (-1 J

n=0 n=0
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¢,La derivacion respecto de n?

=23 P = s, s(r) = (1P )
n=0 n=0

s(r) = f(x) — P (x) + M(x) — (). ..
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¢,La derivacion respecto de n?

=23 P = s, s(r) = (1P )
n=0 n=0

s(r) = f(r) — () + A (r) — O(x)...
s'(n) = P(x) — () + O (x) — F)(x). ..
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¢,La derivacion respecto de n?

=23 P = s, s(r) = (1P )
n=0 n=0

s(r) = f(r) — () + A (r) — O(x)...
s'(n) = P(x) — () + O (x) — F)(x). ..

s"(m) + s(w) = f(x)
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¢,La derivacion respecto de n?

= 23 (-1P(w) = Zs(), s(r) = S (-1)P()
n=0

™
n=0

s(r) = f(x) — A (x) + M(x) — (). ..
() = A(r) — A (x) + O(x) — (). ..

s"(m) + s(w) = f(x)

s"(x) + s(x) = f(x)
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¢,La derivacion respecto de n?

= 2 3 (120w = 2s(m), str) = 3(1)" )
n=0

™
n=0

s(r) = f(x) — A (x) + M(x) — (). ..
() = A(r) — A (x) + O(x) — (). ..

s"(m) + s(w) = f(x)

s"(x) + s(x) = f(x)

X X
s(x) = acos x + bsenx + senx/ f(s)coss ds — cosx/ f(s)sens ds
0 0
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¢,La derivacion respecto de n?

= 2 3 (120w = 2s(m), str) = 3(1)" )
n=0

™
n=0

s(r) = f(x) — A (x) + M(x) — (). ..
() = A(r) — A (x) + O(x) — (). ..

s"(m) + s(w) = f(x)

s"(x) + s(x) = f(x)
X X
s(x) = acos x + bsenx + senx/ f(s)coss ds — cosx/ f(s)sens ds
0 0

s(m)=—-a+ /07T f(x)senx dx
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¢,La derivacion respecto de n?
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¢,La derivacion respecto de n?

s(m) = —a+/07r f(x)senx dx
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¢,La derivacion respecto de n?

s(m) = —a+/07r f(x)senx dx

o0

—a=s(0)=> (-1)"*7(0) =0

n=0
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¢,La derivacion respecto de n?

s(m) = —a+/07r f(x)senx dx

o0

—a=s(0)=> (-1)"*7(0) =0

n=0

s(m) = /07T f(x)senx dx
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¢,La derivacion respecto de n?

s(m) = —a+/ﬂ f(x)senx dx
0
—a=s(0)= i(q )"2M(0) = 0

n=0

s(m) = /07T f(x)senx dx

fi = 2/ f(x)senx dx
T Jo

A. Cafiada (Universidad de Granada) Fourier y sus coeficientes AMAT, 17/04/2007



Funciones continuas no derivables
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Funciones continuas no derivables

Relacion del tema con la convergencia de series de Fourier
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Funciones continuas no derivables

Relacion del tema con la convergencia de series de Fourier

@ Fourier publica su libro en 1822
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Funciones continuas no derivables

Relacion del tema con la convergencia de series de Fourier

@ Fourier publica su libro en 1822

@ Algunos afos después se prueba (Dirichlet, 1829) que la derivabilidad de
una funcion es suficiente para la convergencia puntual de su serie de
Fourier
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Funciones continuas no derivables

Relacion del tema con la convergencia de series de Fourier

@ Fourier publica su libro en 1822

@ Algunos afos después se prueba (Dirichlet, 1829) que la derivabilidad de
una funcion es suficiente para la convergencia puntual de su serie de
Fourier

@ ;Sera suficiente la continuidad de una funcién para la convergencia
puntual de su serie de Fourier?
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Funciones continuas no derivables
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].

y

A. Cafiada (Universidad de Granada) Fourier y sus coeficientes AMAT, 17/04/2007 18/23



Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].
Ademas, Riemann demostr6 que una primitiva cualquiera F de
fsatisface: F es continua en todo punto, pero en cada intervalo real finito
hay infinitos puntos donde F no es derivable.

y
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].
Ademas, Riemann demostr6 que una primitiva cualquiera F de
fsatisface: F es continua en todo punto, pero en cada intervalo real finito
hay infinitos puntos donde F no es derivable.

@ Weierstrass, 1872: f : R — R, continua en todo punto y no derivable en
ninguno.

y
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].
Ademas, Riemann demostr6 que una primitiva cualquiera F de
fsatisface: F es continua en todo punto, pero en cada intervalo real finito
hay infinitos puntos donde F no es derivable.

@ Weierstrass, 1872: f : R — R, continua en todo punto y no derivable en
ninguno.

f(x) = Z b" cos(a"rx), donde 0 < b < 1y aes cualquier entero impar

n=0
tal que ab > 1 + (37/2).
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].
Ademas, Riemann demostr6 que una primitiva cualquiera F de
fsatisface: F es continua en todo punto, pero en cada intervalo real finito
hay infinitos puntos donde F no es derivable.

@ Weierstrass, 1872: f : R — R, continua en todo punto y no derivable en
ninguno.

f(x) = Z b" cos(a"rx), donde 0 < b < 1y aes cualquier entero impar

n=0
tal que ab > 1 + (37/2).
@ Hardy, 1916: se tiene la misma conclusion que Weierstrass suponiendo
hipétesis mas generales: 0 <b<1yab> 1
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Funciones continuas no derivables

Algunos ejemplos

@ Riemann, 1868: definié una funcién f : R — R tal que para cualquier
intervalo real finito [a, b], a < b, se cumple: f es integrable en [a, b]
aunque f es discontinua en un conjunto infinito de puntos de [a, b].
Ademas, Riemann demostr6 que una primitiva cualquiera F de
fsatisface: F es continua en todo punto, pero en cada intervalo real finito
hay infinitos puntos donde F no es derivable.

@ Weierstrass, 1872: f : R — R, continua en todo punto y no derivable en
ninguno.

f(x) = Z b" cos(a"rx), donde 0 < b < 1y aes cualquier entero impar

n=0
tal que ab > 1 + (37/2).
@ Hardy, 1916: se tiene la misma conclusion que Weierstrass suponiendo
hipétesis mas generales: 0 <b<1yab> 1

@ H. Okamoto, 2005: A remark on continuous, nowhere differentiable
functions, Proc. Japan Acad. 81, Ser. A, 47-50.
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional

Sea X un espacio de Banach real cualquiera. Si M c X, diremos que M es
de primera categoria en X, si M es alguna union numerable de subconjuntos
M, de X tales que cada M, verifica la propiedad int M,, = (), donde int M,
denota el interior de la clausura de M, y ) indica el conjunto vacio. Un
subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de
primera categoria en X.
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional

Sea X un espacio de Banach real cualquiera. Si M c X, diremos que M es

de primera categoria en X, si M es alguna union numerable de subconjuntos

M, de X tales que cada M, verifica la propiedad int M,, = (), donde int M,
denota el interior de la clausura de M, y ) indica el conjunto vacio. Un
subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de
primera categoria en X.

Baire, 1899: X es de segunda categoria en si mismo.
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional

Sea X un espacio de Banach real cualquiera. Si M c X, diremos que M es
de primera categoria en X, si M es alguna union numerable de subconjuntos
M, de X tales que cada M, verifica la propiedad int M,, = (), donde int M,
denota el interior de la clausura de M, y ) indica el conjunto vacio. Un
subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de
primera categoria en X.

Baire, 1899: X es de segunda categoria en si mismo.

X = C([a, b],R), con la norma uniforme.
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional

Sea X un espacio de Banach real cualquiera. Si M c X, diremos que M es
de primera categoria en X, si M es alguna union numerable de subconjuntos
M, de X tales que cada M, verifica la propiedad int M,, = (), donde int M,
denota el interior de la clausura de M, y ) indica el conjunto vacio. Un
subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de
primera categoria en X.

Baire, 1899: X es de segunda categoria en si mismo.

X = C([a, b],R), con la norma uniforme.

M={feX:3xelanb): existe f'(x+)}
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¢, Hay muchas funciones continuas no derivables?

Algo podemos decir usando el analisis funcional

Sea X un espacio de Banach real cualquiera. Si M c X, diremos que M es
de primera categoria en X, si M es alguna union numerable de subconjuntos
M, de X tales que cada M, verifica la propiedad int M,, = (), donde int M,
denota el interior de la clausura de M, y ) indica el conjunto vacio. Un
subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de
primera categoria en X.

Baire, 1899: X es de segunda categoria en si mismo.

X = C([a, b],R), con la norma uniforme.

M={feX:3xelanb): existe f'(x+)}

Banach y Mazurkiewicz, 1931: M es de primera categoria en X y por tanto
X \ M es de segunda categoria en X.
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Continuidad y convergencia puntual de series de

Fourier
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Continuidad y convergencia puntual de series de
Fourier

Algunos ejemplos
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Continuidad y convergencia puntual de series de
Fourier

Algunos ejemplos

@ Du Bois-Reymond, 1873: funcién continua cuya serie de Fourier no
converge en un conjunto denso de puntos.
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Continuidad y convergencia puntual de series de
Fourier

Algunos ejemplos

@ Du Bois-Reymond, 1873: funcién continua cuya serie de Fourier no
converge en un conjunto denso de puntos.

@ Carleson, 1966: la serie de Fourier de una funcién continua converge
c.p.d.
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Continuidad y convergencia puntual de series de
Fourier

Algunos ejemplos

@ Du Bois-Reymond, 1873: funcién continua cuya serie de Fourier no
converge en un conjunto denso de puntos.

@ Carleson, 1966: la serie de Fourier de una funcién continua converge
c.p.d.

@ Kahane y Katznelson, 1966: dado cualquier subconjunto A de medida
cero, existe una funcién continua tal que su serie de Fourier no converge
en A.
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Continuidad y convergencia puntual de series de

Fourier

Algunos ejemplos

@ Du Bois-Reymond, 1873: funcién continua cuya serie de Fourier no
converge en un conjunto denso de puntos.

@ Carleson, 1966: la serie de Fourier de una funcién continua converge
c.p.d.

@ Kahane y Katznelson, 1966: dado cualquier subconjunto A de medida
cero, existe una funcién continua tal que su serie de Fourier no converge
en A.

@ Premio Abel 2006 ha sido concedido a Carleson, entre otras cosas por
sus importantes contribuciones al analisis armonico
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

v
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x)=ao+ i(an cos(nx) + bpsen(nx)) =

n=1

v
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x)=ao+ i(an cos(nx) + bpsen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.

n=1
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x) =ap + i(an cos(nx) + bpsen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.

n=1

;es verdad que ay = &, a, = a,, by = by, Y neN?

v
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x) = a0 + i(an cos(nx) + basen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.
n=1
;es verdad que ay = &, a, = a,, by = by, Y neN?
@ Previamente habian intentado resolver este problema, sin tener éxito:
Heine, Dirichlet, Lipschitz y Riemann.

v
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x) = a0 + i(an cos(nx) + basen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.
n=1
;es verdad que ay = &, a, = a,, by = by, Y neN?
@ Previamente habian intentado resolver este problema, sin tener éxito:
Heine, Dirichlet, Lipschitz y Riemann.
@ Cantor prob6 en 1870 que la respuesta era afirmativa
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x) = a0 + i(an cos(nx) + basen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.
n=1
;es verdad que ay = &, a, = a,, by = by, Y neN?
@ Previamente habian intentado resolver este problema, sin tener éxito:
Heine, Dirichlet, Lipschitz y Riemann.

@ Cantor prob6 en 1870 que la respuesta era afirmativa
aunque se renunciara a la igualdad en un conjunto finito de puntos.

v
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Teoria de conjuntos de Cantor

Relacién del tema con la teoria de series de Fourier

@ Heine, en 1869, plantea a Cantor (con 24 afios de edad) el problema de
la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica.

f(x) = a0 + i(an cos(nx) + basen(nx)) =

n=1

a + Y _(a,cos(nx) + bysen(nx)), V x € R.
n=1
;es verdad que ay = &, a, = a,, by = by, Y neN?
@ Previamente habian intentado resolver este problema, sin tener éxito:
Heine, Dirichlet, Lipschitz y Riemann.

@ Cantor prob6 en 1870 que la respuesta era afirmativa
aunque se renunciara a la igualdad en un conjunto finito de puntos.

@ Es mas, Cantor demostré que se puede renunciar a la igualdad en un
conjunto A tal que algun derivado suyo A" sea finito.

v
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Teoria de conjuntos de Cantor
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Teoria de conjuntos de Cantor

@ Cantor se pregunté a continuacion: ¢cémo son los subconjuntos A de
nameros reales tales que algin derivado suyo A" es finito?
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Teoria de conjuntos de Cantor

@ Cantor se pregunté a continuacion: ¢cémo son los subconjuntos A de
nameros reales tales que algin derivado suyo A" es finito?

@ Cantor demostré en 1871: si A C R es tal que A" es finito para algun
n € N, entonces:
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Teoria de conjuntos de Cantor

@ Cantor se pregunté a continuacion: ¢cémo son los subconjuntos A de
nameros reales tales que algin derivado suyo A" es finito?

@ Cantor demostré en 1871: si A C R es tal que A" es finito para algun
n € N, entonces: A es finito 6 A se puede poner en correspondencia
biyectiva con N.

A estos ultimos conjuntos los llamé numerables.

@ A continuacién Cantor se pregunto: ¢habra subconjuntos de R no
numerables?
Cantor demostré: R no es numerable, R y R” son biyectivos (sobre este
ultimo resultado, el mismo Cantor comentd: si no lo hubiese demostrado,
no me lo creeria).
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¢,Se ha resuelto el problema de la unicidad de la

representacion de una funcién en serie
trigonométrica?
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¢,Se ha resuelto el problema de la unicidad de la

representacion de una funcién en serie
trigonométrica?

@ f(x)=ay+ Y _(ancos(nx) + basen(nx)) =
n=1
g+ > _(d,cos(nx) + bjsen(nx)), ¥ x € R\ A.

n=1
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es positiva.
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¢,Se ha resuelto el problema de la unicidad de la

representacion de una funcién en serie
trigonométrica?

o f(x)=ap+ i(an cos(nx) + bpsen(nx)) =

n=1

a, + Z(aﬁ, cos(nx) + bpsen(nx)), V x € R\ A. ;es verdad que ayp = &,
n=1
ap=a, by=>b,, VneN?

@ Cantor (1871): si A es tal que A" es finito, para algun n € N, la respuesta
es positiva. Bernstein (1908), Young (1909): Si A es numerable la
respuesta es positiva. Existen ejemplos de subconjuntos no numerables
A para los que la respuesta es positiva.

@ Este es uno de los problemas abiertos mas interesantes y dificiles en la
actualidad (J.M. Ash y S.T. Tetunashvili: New uniqueness theorems for
trigonometric series, Proc. Amer. Math. Soc., 128, 2000, 2627-2636), y
esta relacionado con muchas otras areas del andlisis clasico, teoria de la
medida, analisis funcional, teoria de nimeros, teoria de conjuntos, etc.
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