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INTRODUCCION

El estudio de problemas de contorno para ecuaciones
diferenciales no lineales, aparte de su inter$s matemético
intrinseco, surge motivado por sus aplicaciones en diversas
- ramas cientfficas. En general, un problema de contorne con-
slste en eatudiar las soluciones de una ecuacifn diferencial
Que satisfacen ciertas condiciones prescritas en la frontera
de su dominio de definicién,

Un ejemplo clésico es el probiema de las oscilacic-
nes periddicas de un pladulo simple sin rozamiento., En con-
creto, y si se jupone que una fuerza externa p(t) actda so-
bre el aistema, sc tiene la ecuacisu diferenciat ord.naria.

x'(t)hf- senx (t)=p(t), ¢t €0,1), 1> 0,

Junte con condiciones de pericdicidad
5(0) = x( D, x'(0) = x' (1),

Algunas notas acerca de la importancia que ha tenido eate -
problems en el desarrollo de! Anflisis No Lineal pueden ver
se on INj .

En un contexto diferente, un problems de fndole geQ
mbtrica aparece al intcntar describir ia clase de funcicones
survatura que uaa variedad admite. Para una variedad bi-di-
mensional, compacta sin borde,si k es ls curvaturs gaussia
s para una estructura mbtrica fijada (M,g), la cuestidn de
detorminar si una funcifn K puede ser la curvatura ganssia
na para una mbtrica puntualmente conforme a £ conduce a la
ecuacidn vlfptica sobre la variedad

z':u"k-‘am,

donde 1 es el operador de Laplace para la métrica g« En es~

te caso no hay condicidn de frontera al no tener borde la -




variedad (ver [KW2|para més dotalles vy | Ni| para algunos

casos en dimonsionus superiores).

Tambifn, en algunos problemas de Quimica y Ffaica -

Atémica aparecen ecuaciones del tipo
Ay + glu) = f en

juntn con la condicién

u=0 en'"?

donde g es una funcidn de crecimiento répido (por ejesplo,
glu) = ue“). f1 0 +» Ry 0 dosigna en todo lo gue sigue
un dominic acotado de R' con fronters 9 {ver! FKl )

El tratamiento matemftico de proble _as como los "a=-
teriores presenta numercsas dificultades, dahidas sobre to-
do al cariicter global del problema y a que cor frecuenciu =
se trata de scuaciones no lineales. Este hace que la teorfs
de problemas de contorno haya tenido una influencia impore-
tante en otras disciplinas de la matemftica, Como ejemplos
de lo que venimos diciendo se puede pensar en el inicio de
la Teorfs de Series de Fourier a rafz del estudio de la Ecus
cién del Calor, o bien en la relacifn que existié entre el
desarrollo inicial de la Teorfa Espectral y las Ecuaciones
Integrales y Problomas de Sturm-Liouvilie.

En esta memoria nos centraremns en diversos proble-
mas no lineales para los que la parte lineal de la ecuacién
vengs dada por un operador diferencial uniformemente elfipti
co de segundo orden, ln ejemplo de este tipo de operadores

en el operador de laplace,

Al realizar un estudio del problema no lineal se ha
ce imprescindible el conocimiento detallado del problema 1i
neal, pues este @ltimo ha de ser modele y herramienta blwi-

ca del caso mis general, Son bien conccidos los sigrientes

e RS A S S N S e TR

SR e




resultades acerca del probiema lineal homoglueo

{L ) Au+lu=0en i, u=0en 30,

h
Existe una sucesidn de valores propics () ot t A 0, Wt
tal que ("'h) adwite solucién nn trivial si y eflo si } =1 &
para .l“n - 1.

Para o1 problema lineal no homogéneo
(L) bu+iusfen %, u=0en 3,

con f y 0 msatisfaciendo ciertas condiciones de reguiaridad,
se tiene la siguiente Alternativa de Fredholm:

4) Si ) no es un valor proplo entonces siempre existe uma
dnica solucién de (L).

i1) 8 2= ' pars algn nl1 existe solucifn de (L) -
Mydlomfmomnnlmlz(ah las =
hsumudo(lb) para i= 1 .,

Lo anterior puede ser descrito on términos de opers
dores definiendo

A42 131X * Y,u"du+tu,

donde X e Y son espacios apropiados. (Per ejemplo !-C:’ (%)
t = (3) , sl se trata de soluciones cifisicas). So obtig
ne de lo anterior,

1) Si "no es un valor propio R(%i'I) =¥

i) 88 = )\  para algn n:21

R(a+xnl)-’br{a+an‘!)1"'“!a

donde R( 8+ I) notard el rango o imagen del operador % + ' I,

Se obtienen resultados similares cuando se sustitu-
ye 1ls condicién en la frontera de tipo Dirichlet por una de
tipo Neumann (ver Seccién 1.1, de esta memoria),




los abtodos aplicados pars el estudio de problemas
no lineales han sido muy diversos, Un primer avance impor-
tante fue el conseguido por Schauder como aplicacibe del -
teorema de puntn fijo que lleva su nombre. fchauder probs -
la existuncia de 3l menos una sclucién para el prubiema

;-;'" (x,5) ei‘clza

du

Au = f{x,y,u, ™

u =0 en 3l ,

bajo la hipétesis bfsica de que f fuese vontinua y acotada,
Su método consistia en transformar el problema en una scua-
cifn integro-difercacial de la forma
. iu G
1 - £ L3 —,  mew ¥
ulx,y) jnceﬁsh 2 M) ER , 0,0, L ﬂ’ dfd»

donde G os 1» funcién de Greeu para 2 , (ver! Dil).

Resuitadus similares pueden ser obtenidos para doai
nios acotadoa ' en dimensiones superiores y una parte linesl
dc la forma ju+ iu, donde i no es un valor propid.

De rate mode, y al menos para el ceso en que el thr-
mino no lineal es acotado; la dificultad ue centraba en aque
l1los problemas que presentaban unz narte lineal de la forma
Au + 3"11 para algin valor sropio Au' Esta situacifn s en
globa en la categorfa mis general de lox llcmados Probiemas
en Resonancia,

Los problemas en Resonancia son aque)los que, en for
ma abstracia, pusden sur repressntados por ecuaciones de la
forma

in+ Nu= 0,
donde L es unl operador lineal y N un operador no linesl de~
finddos entre capicios de Barach y dorde el nficleo del ope=
rador L es no trivial, Los primeros trabajos en esta 1inea

sor: debidos a Lyapuroy ; Schmidi, quienes hacfan uso del o




Teorema de la Funciéan Implifcita para hacer un estudio local
de la ecuacifn. Posteriormente Cesari utilizé mitodos globa
les junto con las idees de Liapurov y Schaidt para estudiar
dichos Problemas. fsto dié lugar al comocido Método Alterng
tiva, (ver! C !yl GM] pars mbu detallos asf come para alﬁa-—
ros trabajos poasteriores).

Siguiendo en este orden de ideas Landesman y lLazer
probaron en 1970 (Li| un notable resultado para el problema

(W) du+ ‘urglu) = fix) en #, u=0 en ",
donde ) = A, Pora n 2l ors un valor propie,
g'R + R continua y acotada y f€ Lz(ﬂ).

Dicho resultado permite en ciertos casos caracterizer el -
rango del oparador no lineal

a+_;.x+;:'x + Y u. gust ;nu-«;(u},

dondo lugsr a un anfloge de la Alternative de Fredholm ps-
ra algunos operadores no lineales. (ver Corolario 2.1. y -
ejemplos 2.2. ¥y 2.3, dv eata memoria).

Dos muposiciones cran bsicas en! LU 3

!,) £ e acotada,
11) gl=") giu) “g(+ ™) yveR | resi g(+ )< glu) <gl-=) v R)
donde g{Zv) = lim 1(»)
e &F

En oste "rebajo nos proponemcs el estudio del rangw
del opurador 24 +) 14 g, pars condiciones de frontera de ti
po Dirichlet ¢ Newmann, cuando una de las suposiciones i),

ii), o ambas, no so verifican,

tomo ya se ha indicade, es habitual definir un pro-
blema en resonancié co>m: aquel en que la parte lineal no os
invertible, Esta definicidn es bastante natural ecuardo la -




no-lineaiidad es acotada (en muestro caso cuando se verifi
ca 1)), ya que al tracarse de una perturbacidn "poquelia” -
del operador lineal, el carfcter de Sste se conserva y la

suma de ambos operadores seguird siendo nobreyectiva =i el
thln'u no resonante. Técnicamente, estas ideas se trg
ducen en la posibilidad de splicar el Teorema de Punto Pi-
jo de Schwauder. Si se suprime i) pnede occurrir que la per-
turbacién g sea lo "hastante fuerte" como para cambiar por
completo ul carfcter del probloma linesl. De aste modo ocu
rre que para ciertas g superlineales el operador s+ 11+g

|

no es sobreyectivo en pardmetros que no son valores pro
pioso, por el contrario, se encuentran no-lineslidades ps~
re las que el operador 3+ ) I+g oa sokreyective. (ver

Capitulo 3 de este trabajo).

¥~= >3 parecido entonces convenisnte comenzar nueg -
tro estudio derminmande el conjunto Am‘tm”rha’;
rémetres ) para los que el operador nv es sobreyeciive.
(Hay que notar que, tanto en el caso linesl como en ei acg
tedo, g coincide con la sucesién de valores p: opios).

51 siguiente paso serd tratar de dar la mixima in-
formacién posible (cualitative y cuantitativa cuands ses -
poaible) del rango de 4 +) I+ g pare AN

Al eliminar la hapétesis ii) surgen dificultades -
de otro orden, Con objeto de simplificar la situacién supg
nesos por e! momento que i) se verifice y } a o8 un valor
propio simple del problema lineal, con funcidn propia aso-

ciada -%' '.. ll’(ﬁ ). 1«

Notando por P la proyecciSn ortngonal sobre Ker(s +) nl)
cada funcifn f €& se descompone en la forma

L] €
f'fo n+i’-l, f'o R, i’lL 0", donde




[(1 £, il-(l-!')!'.

El rango del oparader line:l puede ser expreaadc en la for-
[

R( 4+ 1‘1) w{f ﬁr:f-to Io“+fl,¢°€ R, flL gn,ro-m,
y se trata por tanio de uv hiperplano cerradc en Y con ecus
ciban £,"0.

Para une funcibn g no lineal que verifique i) y il)
se sigie de los resultados de Landesman y Lazer que

- 3 @ it
R( &) I+g) (e Eyap=r b1 tE R, ':“;."f (vov D)

donde
TR Y RMEF T KRR TTELS T KT T IR

El rengo es ahora un abierto en Y que viene dado por
la relacifn foe vy donde = (, , ‘._’)Cl. en la misma -
forma en que l’ = 0 determinaba el rango del operador lineal,
Mends, 12 fom geombtrica de R( s+ 1 I+g) es particularmen :
te sencilla, pues se trata de .4a frnja en Ker( 8+ ﬂ‘t e
Cuando se suprime ii), uwo‘acvmrwodmmda
complicado y que la "scuacién® que i> define tambifn dependa
do £+ Ba decir, cabe pensar en una relacién del tipo f €v (!ll
donde “(fll es un conjunto en R que depende de f ¥

R( &+ l.lﬂiﬂfﬂt!'faon-bfl, foel, fl“a' foﬁu(f.ho

(Ver Seccién 2.1. para detalles). La determinaciln explfcita
de v (fl) no parece posible en general y ello inducs a pensar
en realizar un estudio cuantitativo que perwmita dar aproxims
ciones de v(tl). Dicho estudio depende fuertewente de la -
naturaleza particular de g y se dan algunos siemplos en esta
memoria. (Ver especiulmente Fjemplo 2.4 y Teorema 2. ). Una
direccién Aistinta consiste en roalizear un estudio de natura
leza cualitativa del rango; determinané» propiedades de ¥ (fl Jo




Propiedades significativas son el posible carfcter de cong
xidad de »(f‘), el carfcter cerrado o abierto de v (f‘),

la continuidad del funcional . * “(fl),-.. El estudio de -
dichas prepiedades noa ird permitiondo a lo largo de la me-
moria extraer nueva informaciln acerca del rango de ° +"II+¢.

En el Capftulo | se exporen algunos preliminarss ne-
cesarios pars el desarrollo de la memoria. En la Seccidm 1.1
fe da un breve resumen de ciertos aspectos de la teorfa li-
neal de ecuaciones elipticas. En la Seccidn 1.2. se esbozan
las 1{ness generales del Mbtodo Alternativa adaptado al ca-
80 que nos ocupa. En la Seccidn 1.3, se expone el mbtodo de

ST Y supsr-soluciones y se presentan slgunos resultados re
fﬁptm‘u con ol mismo, (ver en particular [AANiy (F1j.

El WNlo 2 se ocupa del caso on que g es acotada.
Se obtienon sn primer lugar, Seccidn 2.1., resultades de ca
ricter general gars los que las herramientas bfsicas sca el
Witodo Alteruativa y el gicdo de Leray-Schauder. Be particy
lar se da una nueva prueba de algunos resultados de Ambrose
tti y Muncini (AN I], Posteriommente, Seccién 2,2., se par-
ticulariza al primer valor propio. En este caso, y debido a
que la funcifin propia os no negativa, es posible usar la -
téonica de sub y super-soluciones para obtensr resultados -
nfs procisvs. Se acaba el capftulo aplicando las ideas ante-
riores a la ecuacvifn de! plndulo, Seccifin 2.3. En esta Sec-
ci8n se obtienen mejoras substanclaies de algunos resultados
de Castro [Caly Mawhiau (M 3; as! cemo otros resultados ori
ginales.
El Capftuleo 3 trata de ciertas clases de tbrminos g
Que son no acotados, y se trata de obtener para elles resul
tados en la ifnea de 1l hecho en ¢) Capftulo 2, Un probiasa

bisico para este case es el de la obtencidn de cotas a prio




ri para las posibles soluciones. Esto se consigue por diver
s0s mbtodos, distinguiendo los casos de ecuaciones ordina--
rias y en derivadas parciales. En la Seccién 3.1. se obtie-

nen cotas a priori para ecuaciones ordinarias que permiten

extender rosultados previos de Ward en | w1l En la Seccién:

Jels se hace algo similar para ecuaciones en derivadas par-

ciales y se obtienen resultados de eximencia que mejoran los
de {W3ih En las Secciones 3.3 ¥y 3.4 se estudia el rango del
operador 4+ ) I+g bajo dos tipos de hipStesis. En la Seg
cién 3.3. el mbtodo de truncatura y los resultados del Capf-
tulo 2. son bfsicos. bn la Seccifn 3.4, se combinan las co=-
tas 4 priori con wub y super-soluciones para obtener algunas
mejoras sobre los resulcades en D1 ! y BL. La Seccibn 3.5
presonts esjemplos de lo tratado.

tn el capftulo 4 se dan algunas ‘fneas de continua-
cifu de sate trabajo.

Antes de dar por ecabada esta introduccidn gquiero na-
nifestar mi profundo agradecimiento y amistad al Prof. R, =
Kannan, director de ests memoria, Sus enseflanzas y ayada no
s8lo me han permitido realizar este trabajo sino que han in-
fluido decisivamente en nmi formacién cientffica,

Mi gratiind al Prof. Antonio Cafiada Villar, tambifn -
director de esta memori., con quien me inicié en el trabajo
de inveatigicién, Al Prof, Pedro Martfnez Amores por su estf
mulo y ayuda constantes y al resto de ais compaifieros del De-
partamento de Ecuaciones Funcionales de 1la Universidad de -
Granada; en especial a la Srta, Paqui Cano que mecanogreiié
este trabajo.

Este trabajo fue realizado en su mayor parte durante
una estancia enr lua Universidad de Texas en Arlington, gracias

# una beca concedida por e! Comité Conjunto Hispano-Norteame




ricano para Asuntos Educativos y Culturales. Al Departamen
to de Matemfticas de esta Universidad debo agradecerle la
ayuda que en todo momento se me presaté.




CAPITULO i: ¥ :liminares

leie El Probiema Lineal

S v i mio aoet S
tera regular gus denotareso
del nixim es vil!ido iver

nes concrelaes sobrs

Lo wonsidera el prodid omes

donde

C@y i un wll"‘”et!\n ragl v ! eas une tumeife ded ol
cuya clage se proecisard s adelonte, B dombba wna cnsii-

ifn de frontera de wno de los dirs TR Sl et oem

(s By = u en W iDirichist )

ot
(b} Pu = e on iRasgaanss ) ; e vapresents L4 deriva
A BT —

:
da en la direccidn sormal extesrier

Con obijete de proviser la sless de 7 st mdaeres
. mos al@iass sapicios de Tueciones con sia Cerdesgond centes
T Uil 8
k. - : !
=C (it )}, funciones de clsse & o8

wa de la convergensia aniforas

rivadas hzsta al ardes &,




k" -
-C? (2), espacio de Mider de funciones ie clase k

en [ para las gue la siguiente norma es finita

o< < 1

| - K +} i
ay T+ L sap 2 laluix) o ly))
" lal=k x,y& |l - yI®

xpy

fa

-Hk’p( i), espacio de Sobolev obtenido como completa-

cién de C ( ) para la norma

tl 2= & WA,
k’p i"l\k p

donde I, ‘p denota ia norma

usual en el espacio de Lebesgue ¥(a ls 1 <P =

Debido a que en este trabaijo nos centraremos en
la existencia de soluciones clfsicas supondremoz gue
fGCQ(E\ para N=1; con lo que toda posible solucién de
(1.1) pertenece a c2(@ 1, Bn ol casc N> 2 es sabido qus ~
la suposicién anterior no garantiza el cardcter cidsico -
de la solucidn, Debido a =llo, para ¥ 2, sapondremos que
e ec® () para algin . comprendido eatre 0 y | que per-
manecss2 fijo. Bajo esta condiciin toda posible sclucidn
de (1.1) estd ea C** (7)) y es por tanto una solucién -

en el seatide clidsico,.

Es bien conocido que ¢l problema (1,1} admite una

sucesidn de vzlores propios

todos ellos con multiplicidad finita y funciones pmpins
asociadas $y2 tgr et e forman un sistema ortoncr

mal y completo de L ( ).

La teorfa de Krein Rutman| KRl garantiza que ) -
primer valor propio es simple y la primera funcién propia
puede ser escogida pos:civa en e - ira el problema de -

Dirichlet i es positivo, Para el problema de -




Neumann ) l- 0 cun ’I constante en !

La Alternativa de Fredholm establece que si ! no

es un valor propio el problema (1.!) tiene una 8nica solu
cifn para cuslquier f , y si 1} =) o 0N

< b ™ 00 =i entonces ei problema (1.1)

< 3
n=1 n n+k © n+k+1
tiene solucién si y s8lo si f es ortogonal u

o soatn en sz" )« (Es decir,

n n+l n+k

(1.2) j e -5_ ¢ a1 T ® | 20 __=8)
aQ Q a
Bn general, si u es una solucibn de (1.1) se tie

nen las estiwaciones

(1.3) ful : Cifl

2,”" + Clu |

0," 0,"

(1.4) . < cmp + O uip ,

u !3",
con C independiente de u y f. (Veri ADN ),

(Bu o) caso N=1 ge tiene tambibn

(1.5) :ntz<CIf£’+Clu:° )

De 1la Altevastiva de Fredholm y de (1.3} ¥ (1.5)

s« sigue que cuando 110 +% un valor propio el snerador

be X X, ° Y, u* Su+)u es un homeomorfismo lineal

m‘. : 5

j . %
I.: = (€ Cz' ()l Cz(,‘a) si N=1] : Bu *0 en 3u )

0,4

Ye= ¢ @) c®(7) #iN=1] ,

¥ notaremos por ( 4+1 U-l a la inversa de * +' I,

En el caso en que ' =i n O5 un valor prepio con

% ) A A

A <1 0 7 definiendo *+ & I en =

S ]
= oo =

n=1 n ntk n+k+

la misma forma se tiene que es una aplicacidn de Fredholm




de fndice cero con

+
Ker (, "n” engendrado por IRTTIE B

R( A+ lnll dado por la clase de funciones en Y que veriri
can (1.2).

Considerando la proyeccién ortogonal sobre
k
A
Ker( 4 + l‘I) dada por . . _ T (u, §
. =0

avi) 2 men 0 oo
{.,.)Lz el producto eacalar en l.z( 1), e puede definir -
un "inversa generalizada" de % + ‘nl (verl C), H8a!) que
seguiremos notando por ( A+ nI)", y viene dada por

( %+ ‘nl)-‘; y * i', f *u conu @nica solucién de
(1.1) en “’ dornde
Xyt -x‘ﬂ Ker P, Y= Y Ker P,

Otra ves de (1.3) 0 (1.5) se sigue la continuidad de
( u:.x)".
€s tienen las relaciones

(342 D242 D7e = €T,

=1
b A A4 Y-
{642 I) "(A+4* T)u=u=Pu u eK'

ias consideraciones snteriores son vflidas en ge-
neral pars un operador A uniforremente elfptico de segun-
do orden de la forma
\ %

N
Au*il(x}—-'—u——JeIh(x)-ﬂ'—
1.3-1 ij "i]:j P i ‘!t ’

con .1.1 y bi suficientemente regulares y

' g .
Z a, . (x) 4 £ F ] ‘i,. £.» ﬁ'(( peoe eyl E R ’ x€n
§,9™1 ij g P i 1 N

donde u"" 0 es una constante indupendiente de x (ver [S 1,
Ipw 1),




En general todos los resultados de esta memoria -
son vllidos pars este planteamientc mfs general y se ha -
escogido el Laplaciano por simplicidad en la exposicién,

le2, El Problema No-Lineal

Se considera el prohleni no lineal

Au + iu + glx,u) = f(x), x€ o,
(1.6)
Bu =0 enm .

donde g:ixR -~ R, (x,0) + g(x,u) es una funcién contf
mia que, si N” 2, verificarf ademfs:

(1) gleyu)thi + R esm u ~HSlder continua de forma uni-
forme para u en subconjuntos acotados de R, Es decir,
para cada k> 0 existe C” 0 tal que

lg(x,u) - gly,u)'< clx=y” , para x,y T,/ ukke
(i1) g(x,s) 1 R + R o8 localmente lipschitziana de forma

uniforme para x€0, ga decir, para cada ¥ 0 existe
c”om que

| glxyu) - gix,v) I du=-v, para xeg¥ ,iuj,ivgke

Las anteriores hipfteais, que se supondrén a lo largo de -
toda la mesoria, garantizan la regularidad de la solucién,

Definiendo el operador no lineal
A+ ) T+gs 3, * YHu-s du+iu+gleule)),

La existencia de soluciones de (1,6) se redice a la exis-
tencia de sulucién de la ocuacién de operadores

(A +1 IT+ghu =¢, u & Xy

y la clase de funciones f en Y para las que (1.6) tiene -
&l menos una solucidr coincide con el rango de 2+ I+g,

que notamos R(a+11+g).




Estudiamos ahora la reduccién de (1.6) a un proble
ma de puntos fijos. Para ello sea © el siguientc eapacin

Egnfuec’(a-)au-om m) , ! ul t-lulx, para el =

problema de Dirichlet,

z 3w (7))

'u 1: g = in[ﬂ, para ei problema de Neumann,

Distinguiremos dos casost

(a) Cago no rosonante: ) no es un valor propio,

Utilizando el hechv de que (4 +) I) es invertible, {1.6)

es eguiralente a
u+Tu =0, u €8,

donde

(1.7) TedE » = s U A+ I)-Il gleyule)) =
e compruchbe que T es continuo y coapacto.

(b) Cago resomgnte: : es un valor propio.

O oy ) a0 Teee® ) 8 Vst
Siguiendo las lineas generales dsl métode alternativa
(ver Cesari [C |) (1,6) me transforma en un sistems equi
valente de la forms

(1.8) u=-Pu +Ku =0,
(1.9) Pgleguls))=PE, uw€ ° ,

donde E31% * 7 ,u * uuﬂx)"‘x-r)u{.,u(.» ~-f

La ecuacibn (1.8) recibe el nombre de ecuacidn avxiliar
y (1.9) es la ecuaciln de bifurcacién,

El operador K es continuo y compacto y, si se define

(1410) To: + z,u +» =Pu+Ku+ Pglo,uis)) = Pt

el aistema (1.8) = (1.9) es vquivalente a




u+s+Ta -.0‘ u€ =

De nuevo T es contfnuo y rowpacto,

1: 3, gb—gluciong Y Super-soluciones

Se considera el problema

iath bu + glxu)=f(x), x € 0 ,
Bu =0 en in.

Detinicibn 1,1, Sea uecz(ﬁl. Se dice que u es una sub

=s0lucifn de (1,11) si se verifica
au+gix,u) > f(x), x€;3 , B.K 0 an g

Anflogamente se dice que u es una super-solucién de (1.11)
sl se verifica

au+gixsu) <f(x), s€0; Bud0 en 3y

Xeorems 1,1 Sean u y u  sub-sclucién y super-solucidn
de (1,11) respectivamente cumpliwic u(x)< u(x), x€ 2,
Entonces (1.11) admite al menos una solucidn u verifj

cando &
ulx)€ulx)Su(x), x €1,

(Para una denostraciln ver [ Sa | ).

El teorema snterior tiene numerosas aplicaciones
en la teorfa de oxistencia de soluciones de (i.l11), Sin =
embargo, ia condicién u< ¥ hace que la técnica de #ub=no
luciones y super-soluciones no se pueda upiicar en algunos
casos, (ver ejemplo 3.2 do esta memoria). El siguiente tew
reas permite eliminar la condicién u “u en ciertos casos.

Ioorema 1,2, ((AAMI) Sez el problems

tut A, w4 gixpuj=rix), x€o
(1.12)

B =0 en i »




donde g 28 acotada.

Si (1,12) admite su~solucién y super-solucifn (no nece-
sariamente ordenadas), ~nton:os (1.,12) admite al menos =

una solucién,

Finalizaraws este Capftulo con un resultade que
relaciona la teorfa de sub y super-soluciones con lo &x-
puesto en 1) Seccidn anterior, Estudiamos en primer lugar
el problema de Dirichlet

ey o

(113) au + g(xyu} =~ f(x), x€ ,
u=0 en an

Diremos que u es una sub-solucién estricta de (1,13) -

(resp. muper=solucién estricta) si se verifica

bu + glxyu) >f(x) (resp<¥(x)), x€% uwo en M ,

Jeorgms 1.3, Sean u y u  sub-solucién y super-solucifn

estrictas de (1.12) y supongamos que u(x)< u(x), x €5 ,
Entonces existe un abierto acotado ? de? tal que

deg (I+T,0 ,0) =1

donde T os el operador dado por (1,7) asociado al problesa
(1.13) y deg (eyey¢) es el grado de Leray-Schauder para -
perturbaciones compactas de ls identidad (ver! Lol ),

Demostracién. Definimos la funcibn modificads de g
Fix,u) = gix,e(x,u)) = ri(x,u), (x,u)e & x R

donde

e(x,u) = sad u(x), min( u, u(x)/|
u-~uix) L wnlits)
1+u

rix;u) = 0 » uix) Sug vix)

L ueu(x)/ 12 uwe uix)

-




la funcién F varifica las condiciones (i) y (ii) de la Sec
cién 1,2,

Consideramos el problema auxiliar

du + P(x,u) = fix), x€ 0,
(1.14)
u=0en

Probaremos en primer lugar que si u es una sv-

lucién de (1.14) entonces
u(x)<u(x)< u(x), x€3, -g% <..F- <.§;. en
n n
Para ello, sea ¥ = u = u y supongamos que? no es estric

tamente positiva en el interior. Entonces

.a_i.n!(x)' *(xo) con xoeﬂ y O(xo)‘o,

& (:.) = ﬂu(xﬂ) - lg(s°)< '”'c"'(‘o, ﬂ(xe,g(noj) -

v(x,)
1 +a(;°)

< 0,

Puesto que xouh.mra i se puede tomar una bola -
pequedia centrada en x ¢ incluida en ° sobre la que se
tengs 4% < 0, Bn dicha bola el minim: es alcanzado en el -
iaterior y, puesto que ¢ no es cons ante, se contradice
el principio del miximo. For tante, u(x) <u(x), x€ . De
modo similar se prusba u(x)<u(x), x€ 0, Sea » > 0O tal -
que g(x,u)= ' u es decreciente en u en el intervalo
| ulemax| gl , iafol « Entonces

8 (x) = M (x)S[ glxpulx) = * u(x) || g(x,u(x) = ulx) D, €a.
Deotro lado v > O en # y ¢ =0 en M , Kl principio

de médulo miximo en la frontera implica que R.. O en 30 ,
in

De los teoremas de embebimiento de Sobolev
(| Ad) se sigue que si p >N, wz’P( 8 )& con inclusién -




continua, §i M es una cota para |F, toda solucién de -
(te14) verifica

uj < kpup, S k' (P + SUR LR ‘R
ey L P 1 m,| | MI% “",l

for tanto, toda solucifn u de (1.14) estf en el abierto -
acotado de °

b= (u =% u(xk u(s)‘ﬁ(x); x€a, 'u'_* R!

_3_:1_ 1} 13

o <omem @m M,
an n n

De ser F acotada se sigue que I+T, es homotépico a la
identidad en bolas suficientemente grandes ° con centro
e ol origen. (Aquf T_ demots el operedor dado por (1.7)
asociado & (1414))e La propiedad de aditividad del gredo
garantisza que deg (I+l'r.e 20)= 1, pero T."¥eno 1lo
que concluye la prueha,

Shesrvecifs Un resultado mimilar puede verse enl F1l, ai
blsn ia demostracifn parece menos directa,

'.hudwuu-l“lm

j du+ glxu) = f(x), x €0,

“ s
diremos que u es una sub-solucién estricta de (1.15)

(resp. super-solucién estricta) si se verifica

(1.15)

au +gl(zpu) > £(x) (reap< £(x)), x€ 0, —==0 en?n ,
an

Igorems 1,4; Sean u y U  sub=solucibn y super-solucién
ostrictas de (1.15) y supongamos que g(x)";(ﬂ, x€a ,
Entonces existe un abierto acotado o de * tal que

‘.‘(I+r'j .0) - l'

donde T° es el vperador dado por (1,10) asociado al problema
(1.15).




La demostracifn sigue los mismos pasos que en sl caso del
problema de Dirichlet, con

8 g >y €2 2‘!)‘!1(:)‘ u(x) x€ 12 0' l'“l” ‘R

La dnica diferencia substancial es la prueba de que I+ T
es homotépico a I debido a que se trata de un problema -
~seonante. Se sigue de la demostracién del teorems princi
pal en 2] aplicedo a F.

F




CAPITULO 2: El Caso Acotado
Conasideramos el problema

au+ qu+gixu)=fix), xe 5,

i

(2.1)
Bu = 0 en 34,

bajo la hipfitesis
(H=2.1) g es acotada. Es decir, existe M2 0 tal que
lg(x,u)! <M para cada (x,u)€ Ox R,

Como en la iatroduccién definimcs el conjunto

. =ER: R(a+) I+g)¥ ¥V,

Se sigue sin dificultad que, por ser g acotada *\' coinci~
de con u! espectro de - 4 (ver teorema 2.,1.). Entonces el
cano de interfs es el caso resonante en el que * es un -
valor propio. los resultados de lLandesman y Lazer | lLL|pro
porcionan una caracterizacifn exacta del raango rel opera-
dor A+ ln!-o» € para una clase particular de términos -
no linealesn. Para una g cualquiera no parece posible obte
ner resultados tan concretos sino de un carfcter als cua=
litativo, Dichns resultados serén refinados on el caso del
primer valor propio. Debido a su easpocial significacién -
finalizaremos el capftulo aplicando estas idezs a la exis
tencia de soluciones periddicas de la ecuacién del pladu-
le forsado,

3sls Resultados Genersles

Jecrema 2,1. Sea g verificando {H- 2,1.}, Entonces

J\' b Agod g0 o0 ) poes)




Demostracifn, Si * no es un valor propio se sigue de la -
Seccifn 1.2, y del teorema de punto fijo de Schauder que

el problema (2.1) tiene al menos una solucifn pars cuale-

quier f€ Y {ver por ejemplo! Pud), por tanto ) € 3‘-

$i ‘= ln y ¢ a N8 funcién propia asociada, de le
Alternctiva de Fredholm se sigue que si (2.1) tienme una -~
solucién u entonces

Lll(x.n(x‘- e(x)) ¢ _(x)dx =0

De donde

'[Q f(x) ‘n(:)h 'S{;lﬂx,u(s))l“"(xidxi [ ": 1

Asf{ la existencia de molucién para (2.i) implica una ree-
triccifn sobre f que hace que I(M-l‘l'r()f Y.

Con objeto de estudiar R (2 +2, I+ g) considera~
wos ol problems
Au + 1.u+|(x,u)- fix), = €0 ,

(2.2)

Eu =0 an m'

'ohmd-unndﬁquumm&dnhhh
oo de esta seccién.

) A o i <)
Suponemo s n-f a ¥ oee ok adbet? Entonces
es una base ortonovwal de Ker{a +: n!).
k+1
» "““o.oo' k),

.l uoo,‘.*
l-’-(’n,“.,Oﬂ)ypouclﬁ“el

k
Heh 1™ z L
i=0

La aplicacidn ¥ * u.¢ establece un inomorfisso de
lkﬂ en Ker(® +’nl).

t fant®

Generalmente condiciones de existencia para (2.2) -
son obtenidas a partir del comportamiento asintétice de g.

Definimon, para x €@




gix,2% )i = lim sup gixyu), gix,I =) =1lim inf g(x,u},
u

B ot = -

gix): = gup ‘glxyu)zu®r’, Z(x): =1Inf ‘gix,u):® R .

flas funciones que se han definidoc son medibles y acota-

das si g verifica (H-2.1)).
k+1

En R notaremos (.,.) ¥y .  al producto v la nor

k+l',

k
ma cuclfdens. Sobre la esfera S =/, R fu! =1

mos las funciones

f - -
PoGde= [ glxy+=) (w) (x)=glxe==36 0) ()] dx,
f

Jg
Pzi.. ): -[ : ilx,+ =) (4 @ )+lxi-3(x,--. My g)-:x)’dx,

Gl(“‘ ): "J I glx)(, ¢)+ (x)-gix)i, ¢) (x)! dx,

"
Gy (u s -,[‘ L gx) (v )" (x)- Sixi (¥ 9)7 (x)) ax,

4 -
donde ¢ =max!| ¢,0l, ¢ =max [ - 4,01

Teorema 2,2. Sea g verificando (H-2.1).

(1) si ! flxh « 4 (x)dx <Flf ¥) lresp -I-‘z(t W vue€ Sk

mt.oncnol (2¢2) tiene al menos una soluzién,

aa

def i

[
(i1) si | f(x)», ¢ (x)ax’ G (¥le “G,(®) para algin

u €S entonces (2,2) no tiene solucién.

Demostracién, Ver | N/ # lamrr! o'p W

Nota. En general, para un valor propio mfltiple las con-

diciones anteriores nc son ficiles de concretar, (Ver | L Le |

para algunos casos). Si el valor propic es simple y g ve

rifica una condicidn adicional se tienen los clids/ cos re-

sultados de landesman y lazer.,




Lorolario 2,1 (Landesman y Lager | LL])
Suponemos que .'n es un valor propio simple,

g verifica (H-2.1) y existen los limites g(x,2"): =iim g(x,u)

u s

tales que

(2.3) glx;=<)cglx,u)e gix,++) yix,uf TxR
| resp: gi(x,+") glx u) “gix,-=) 1,

Entonces (2.2) tiene al menos una solucidn si y sflo si

'

F (=1) = i‘_\g(x,- «) .:(xm- ;:s(x,*' “) o, (x) dx <

<jﬂ f(x) on(!)dx: §:~‘(x'+ ) g:(x)dx- : ;;g(x,-- );;{:)d: '-Pl(l)
(res F,(1) Lt‘(x)‘nu_’] ax < F(=1).

Este resultado aparecil por primera vez enl LL ! pa-
ra el caso de solucicnes débiles del problema de Dirichlet.
Extensiones en diferentes direcciones se pueden ver en [BN |
ipu2] Tand', lexd ,lexz i, han!, i, ...

Bajo las anteriorss condiciones el vango de

&

By “I+g G
t4 completamente determinado como
B+ ) Zag)ei®yy »
con a_-rl(-l), x+-rl{1}o l_-Flil), ‘=+wrl(-l).
Se puede ver este conjunto como una banda infinita en el -

espacio Y con respecto a la descomposzicién

Y=F® ), vy= €y p19 !},
n n

e AR S R i




~ Y
e :
X
Dt caerlannd)
. |

i i

k)lt-l
forma un sistema ortonormal y completo de I (), cada f

Desde un punto de vista analftico, puesto que (?

i B ¢
descompone en 2_‘! €%, con f‘kt{f‘, “)Lz + Identifican
do f = (fk) k':'f 1.2, la condicién (LL), con respecto a f,

sflo depende de la coordenada £ »

En el caso general no cabe esperar que la forma -

del rango sea tan sencilla s dicho de otro modo, que las

vondiciones necesarias y suficlentes para la existencia de

solucién de (2.2) sflo dependan de una coordenada de f,

Damos a continuacién un ejemplo gue ilustra ia si-

tuacifn cuando g no verifica (2.1).

Ejemplo 2,1, Sea el problema de leumann

1
f u" + sin uw = ¢ N 4 J; cos x, xe (0,7 )
(2.4‘1 lr’. 2 ™ ? 4 ¥
; ui{Q) = ut{)= 0

2 1
En este caso ‘k'(k-l! » k2 1, ;l‘!) - —-,ak‘.!)' -g-cos' (k=1)x |

g oL < s .
ai k’:. Entonces 'r("_l‘]-‘l" - OO0 S K“l, 'I(‘)+t2‘2‘x)'

r~ - e




Se tiene el siguiente resultado (que serf probado en un -

ambiente mfs general en la Seccién 2,3):

Para cada t‘zelt existe "(rzi’ 7 tal que (2.4) tione al

menos una solucifn si y s8lo si | X ‘!(f‘z).
Ademfs se verif ici

(i) v(0) =7 , o:*(t‘zl’ﬁsi £, # 0
(ii) v(f,)~ vi-£,)

(i4i) 1lim 7’(fz) -0
lle--

La existencia de solucién para (2.4) es por tanto funcién

de los 2 parfmetros f y f, a diferencia de 15 gue ocurrfa

1 2
antes. En el espacio “l’ oz) de parlnat.zrns i'l,fz se pue

de hacer un esquema del aspecto de R( -9-! + ‘-in)”(’l,0 2’ ’
dx

o
que viene a ser b (e Y
- L
F\ '
4\

2 '\.‘.‘[‘z V(L)

L

e WA S, SR




El ejemplo sugiere que R %4 “I + g) debiera ser expresa
do analfticamente como una relacidn entre fn y el resto -
de las coordenadas de f. (En el ejemplo,

« » € I_ ¥ | 1
[fl! - ﬁfz) o i'l V(fz), (fz} ). El siguiente teore

ma formaliza estas ideas,

Descomponesos cads funcibn £Ec° @ Yc°F )oi =1
en la forma
c lk-H’ ¢

'.p "*t-' con p - (gn'ooq.nd’ f"' ‘ﬂr(d"‘hnl).

Reescribimos (2.2) er la forma paramétrica,

Au+ laﬂ*l(x.u)"90 (x) +€(x), € a,

(2.5) [

Bu= 0 “‘3‘0

Jeorems 2,3. 3ea g verificando (H-2.1). Entonces, para ca
da T EY, rLKer (2+ Anl) existe un conjunto acotado y
no vacts v (7)€ R
cibn i y oflo si

tal que (2.5) tiene al menos una solu

PE v (})o
“.-‘..

k+1

(p&x™ s (pu ) p (4),8€ 8% o (p¥)F,0) €8N C

C () (pER* 1 6, (5 )< (p, )26, (¥) wEg%)

Demostracifn. Siguiendo las lfneas de la Seccibn 1.2.,la -

ecuacifn (2.5) es equivalente al sistema
(2.6) ul-i-l(uoo +ul) =0,

(2.7) ?‘(oguoi(o)*’ul(.ﬁ'Pl‘ »

€ Rk+l

- ¢ € =
donde u u +u' ’ ¥

s u‘.L Ker( 8+ nl) y
l(u°¢ +u')-{ A+ 1"1)_|(I-!"l gl.,uDO (.)+ul(.)) o

Sea r=1!u €2 ; u=u ¢ +tu, es solucifn do (2.6) .

El teorema de punto fijo de Schauder implica la existencia

de al menos una solucién u, para cada u, fijo. Por tanto

T ——————— L T




L es no vacfo.

Definiendo r': Z + R ,

r{u)"([

ﬂ‘(x,u(x)h n(‘)ﬂx'.--’ Jr n‘{‘,u(x»‘.mtx) dx )

es claro que (2.6) - (2.7) es equivalente a
r(u) =p, u€r,

Definiendo v(f) = I'(Z ), (2.5) tiene solucibn si y sélo
si p € u(l;). El hecho de que v(_t’) es acotado y las inclu
riones qu> siguen son una consecusncia del teorems 32.2.

Por supuesto el anterior teorema da una informacién
muy escags, ya que no hay un método de determinar V(f) en
genaral, El estudio posterior del conjunto li’ ) tiene dos
1ineas bdsicas. De un iado un estudio cualitativo determi-
nando propiedades topolégicas de v (f) tales como conexién,
compacidad,s.. . Tambilr £ * V (f) puede ser visto como -
un funcional dol que se puede estudiar la continuidad, To-
do ello puede ser utilizado para dar un disedo aproxisado
de R{a +) nl+ €)s De otro lado un estudiu cuantitativo -
que permita establecer la existencia de sclucién para (2.5)
en ciertos casns, Este dltimo aspecto dupende esencialmente
de las propiedades particulares de¢ g. Consideraremos el pri
mer aspecto en lo que queda de Capftulo, si Lien se obten--
drén algune:s estimaciones cuantitativas,

Imponiendo la siguiente hipltesis adicional sobre g
podemos obhtener mayor inforwacién,

(H-2.2) sECl( “—xl) y existen ¥ A,_“ € R tales que

= 4 =t

w h s 3 xu)s ¥ <) =
n=1 n - 'u(’) + n+kél n

La condicién anterior fue usada por Awbrosetti y Mancini en
fam 1] y am 2! ¥, en esencia, garantiza que la ecuacién -

auxiliar es dnicamente soluble en u, para cada u




Proposicién 2,1, (am1} lam2l )

Sea g verificando (H-2.1) y (H-2.2). Entonces el -
conjunto \_.(i’)clk.H dado por el tecrema 2.3, es conexo
para cualquier fE€ Y, fLKer(d + lnl).

En el casc en que (H-2.2) no se verifica no se sabe
si Vv(f) es conexo o no cuando } o 10 es el primer valor -
propio. Este problema abierto es mencionado por Dancer en
Ip 4,

Con objeto de estudiar la depeudencia de v (f) res
pecto de f consideramos el funcional

Vif + v(t) de Y en F(Rkﬂ), donde  denota la

clausura en lkﬂ y F(I““
rraduvs y acotados de Ikﬁ. Para estudiar la continuidad -

) es la clase de subconjuntcs ce

de vV conaideramos en I'(RHI ).1a topologfa inducida por
la nétrica de Hausdorff, viene dada por

h(A,B) =max ( °(A,B),® (B,A)), A,BEF(R*")),

y (A,B) = Sup d(x,B} .
x€A
Hay que notar que si ) n ®8 shupl: ¥y en las hipltesis de
la propogicidn 2.1 el conjunto V(f) se reduce a un in
tervalo compacto y por tanto csté determinado por los nd-
meros V+(f-) y v _(f;) extremos superior e inferior de di
cho intervalo. la continuidad de v de Y en P(ll.) o8 -

equivalente a la continuidad de v s+ 7 de Y en R,

La continuidad de v (+) puede ser vista como un -
teorema de perturbacién para el problema (2.5). Esto se de
be a que si p‘:“E int v(i’ol, la continuidad de ¥ garanti
za la existencia de solucién de (2.5) para cualquier pyf

préximos a P, ¥ t'o..




Proposicifn 2.2 Sea g veriﬂmndo (u-z.l) y (H=2.2). En==

tonces Ti: Y - I"‘(RM'l ), £ * Y(f) es contfnuo.

Demcstracifn. Sea t:l’ t’.2 ET y, dado u el , u ,uze
b
nl,uzlm(a.c- nl) tales que uo‘+ul, u°¢+uz son so-
luciones de ias ecuaciones auxiliares respectivas
-1 -
8 4 i $ - -
u + (2 + nI) (v-P)igleyu, * () +u () fii 0,
-1 ; .
A - . . e )= -
u, + (8 + nI) (1-P) gl s, ¢ ( )+uz( » fz] 0.
Entonces,

(2.8 ‘(ul- u)+ ‘.(u]-n,'h'-(l-l'){c(.,uo' +nl)-|(-,u°’+|;3)}-}' -i’z

l(u.-uzl w0 en ¥,

Sea P, la proyeccién ortogonal sobre jesn Ker ( A+ 1"1) y

? : (2] %5
2 la preyeccifn ortogonal sobre §> ik Ker(d + jI).

En l.z( ) se tienen las igvaldades

.un-fv* 1y >§+."J»i 37 PaU R gt "t ) 2

Apuy == z

i » de donde
Jj*n

T
ERATE S y0yt,

.
Pyuy 'Z(l J‘j’“;jzi3”«"'“-1)”’1“1'

(4u,+ *u,
i
i n LJn ’ .

2 2
Ag + P - - - P
( Il . ﬁ’ u‘) 2 z (A ,f) u.',l‘ ; n ’ n+ki1 ll 2 uil

i n+k y
Sea YecC( a), " 0 ¥ 4+ tal que

g(x, N ﬂx)+ul(x)) -glx, u $(x)+ uz(x})- "(a}(ul(:)-uz(x))
para cada x € f, (Es posible por {H=2.2)).

Multiplicando en (2.8) por 9l(u'-nz) se tiene

ND=((A+ !allul-uz), _:.‘l(u|-u))l‘2 + ((1-P)" (u’-uz). pl(ul-uz))tz +




+ (f~F,, Alapud, -Iﬁ+‘nl)(u’.uz).‘”l(ul--uz))Lz +
+ (Ylu-,), Pl(ul-uz))Lg +(£F,, P g (0myl) 2 2
8 Lh ,_,)l-",(u,-u,h:uv 7 (u-u), Pl(ul-uz))Lz +
(v ;(“1"‘3’ P‘(ul-uz))LZ-P (f'l-t;z, P l(ul-“z)),_z 2
2 (- 1n_'+v_)_'*’](u,-uz)': P g P e g
+ -1, P ou- u)) 2 -

Mnfloganente, multiplivrado en (2.8) por Pz‘u'-uz), re -
obtiene

2
g2 A " yP i $ P e
M2 e ?.""1""13 PO erak 3‘“:""3”,_3

+ (f,- 53. %('l'“tnﬂ
¥ restando ambas desigualdades,

\ ap ey 8 LT g Pinenit’ s
(“_,;-mn a ™" WM 3l "3"3" o' nut® P00 ey '1“3

e~y - !"‘(nl-uzl'* Pz"a""z”ﬂ » d» dende

-] i
| - :ﬂ o? -
v, uzlz ” '3.: con

a n =5 e | »
= ndn( n+k+1 n u—-l*v -) %

(Bn particular, =i fl -f:' se obtiene la unicidad de solucidn

para la ecuacién auxiliar),

Ses p Ev(i‘l) y uln°‘+u solucifn de (2.5) para p y i‘l.

Sea uy tal que v-u00+u3 sea solucifn de la ecuacifn -

auxiliar para i‘z.




Entounces p'! = r(v) € u(‘i‘z) y

= s LIs Bad 21 .3 !
max( ' Nk t‘| t’2 g

theu

MT(E ), T max u ] v Db Hir w0

Obeervaciones. 1. La desostracién anterior adapta ideas del
caso ~o resonante {( {LL2J 101]) a un caso resonante.

2. De la demostracién se sigue un resultado mis fuerte que

el del teoiema, V es Lz-continuo.

3. El mismo procedimiento permite obtener la proposicién -
2.i. teniendo en cuenta la unicidad de solucién de la ecua
cién auxiliar junto con el Lema 1.2, del! AAM ] o Lema 1 de

| S . La demostracién es distinta a la de| AM1] y AN2] doa-
de se 13an técnicas de inversifn global de operadores.

Corolario 2.1. Sea g verificando (H-2.1). Entonces

R (4 ' I+g)= by v€a¥, €y, 000,05 (0)]

‘R (ﬁ.'. ‘nl+‘)- fu¢+i;:"el‘, F i-, fl—.,uev (i)}

donde — derota clausura em Y y lk respectivamente.

Notas.1. Hay que notar que wn el corclarico anterior se con-
sideran operadores que no verifican la relacién de Brezis y
‘Niremberg [BN) ,R (L+N) =R(L)+ R(N).

2. Del corolario 2.1. se sigue que R(% + ‘nI+;) es ce-
rrado si y #6lo si v I(f) es corrads para cada f €Y. Este
resultado es probaco en | St| . Condiciunes para que el rango
sea cerrado se pueden ver en |FHl,

Finalizamos esta S:sccidn con des ejemplos que muestran las

diferencias entre el caso en que se verifica la condicién -

\
] -~k )
beptl = Ru)=T (v)'<max( v 1,10 1) liz.:.o(]nuul(x)-ugx)nomtxnu)‘




(2.3) y el caso general.

Ejemplo 2.2. Sea el problema de Dirichlet

u+ ‘u & arctgqu = f(x), x€(0,"),
(2.9)
u(0) = u(r )= 0.

El problema lineal
u'+ lu=0, xe(o, 7,

u(0) =u(" )= o0,

tiene valores propios A e nz con funciones propias aso

ciadas

“(x) - j-‘_i- sin nx, n},

La funcién g(u) = arctgu tiene 1{mites en infinito,
g+ =) =7, g(+ *) = - 7y se verifica (2.3). Entonces,
() si* ¢ .3. n=1,2,eec (2.9) tiene al menos una se=
lucién para cualquier f €c°('5 ).

(i1) si lv-lz (2.9) tiene molucifn si y sflo si
lrf(x)uuu‘x | <%
o

El anterior resultado puede ser entendido couo una alterna
tiva de Fredholm para el problema no lineal (2.9)

Ejemplo 2,3, Sea el problema de Neumann

u'+ lu 4 == = £(x), x €(0," )

(2.10) 1t

u'(O) - I.I.( ')-o
El problemi lineal
u”+ ‘u =0, x €0, }

u'(0j=u'(")= 0




tiene valores propios “n =(n-1 )2, con funciones propias -

asocviadas
‘l(x)-—L,’ n{z) = P cos l(n-1) x I, n =2,

La funcibn g(u) = -_“..E tienc 1{mites en = , g(+ ™ Jmg(=")=0

t+u
¥y por tanto no se verifica (2.3). Se tiene

a
"(ujll—l—-“T;! y &'(u)s! u€R. Se verifica (H-2.2) y
{(1+u

se obtiene el siguiente resuitado

(1) si' ¢ (n-l)z, n=1,2,... (2.10) tiene al mencs uns
solucién para cnalquier fE€C’(7).

(11) 8 ' (l-l)z existe funcionales continuos

2% (%" * R, donde c [0 =Yg, "1 N
-9

N{funciones ortogonales a ‘n }, tales que si

g= v ‘n+ Eo, Eo.L “, (2.10) tiene solucién si y solo

vﬁ.(ﬂ‘ zw 2 “-,n(ﬂ‘

Ademfs se puede probar "+n30-’-’-” u.(‘hrilﬂ!!,
» -9
[ D2]o | FM para sls detalles. ver tambier el ejemplo 2.4.

de esta memoris pars algunus eatimaciones de . Py ¥

valor propio

Congideramos el problesa

o+ ousglxu)=rix), x€3,
B: = 0 en " .

En este caso 7“ es simple y la funcién propia asociada se

notard ¢. Para el problema de Neusann il-O y ¢=|o] -‘ en 1.

Para el problema de Dirichlet * : >0y * es positiva en ¥

AMend s L. 58 <0 en M ,(Ver 'Pwl). De esta propiedad se -
an




pusde detucir lé siguiente desigualdad que se usard a sINu
do,

(2.11) lu(x)| cclul_¢ (x}; x € ,, donde ue:
¥ € > 0 es una corstante independienie de u.

Cada funcibu f €Y deacompone en la forma

g = ap, ¥¥p a4,

Reescrifiiendo el problema en forma peramétrica se tieme

T e et o (x)+£(x), x €2,
B =0 en A

Jeorems 2.5. Bec g verificando (H-2.1). Entonces, para ca-

d f €, £ 1 ¢, existen néimsros reales v+(f], V-(-f‘,v*(i)l

;'_(i), tales que

(4) s v€ ]"_‘.i), "+(.f)! entonces (2.i2) tiene al wenos
una solucién,

(14) si , & v-(;"}. u+(i’)l entonces (2.12) rc tiene solu-
eih-
Adenfs se tiemen las estismacic :es

| o0 yimax ., _@)

(#) ¢ [n w(x) Kx)dx,

=Vs

y si Lt(x.- =) ¢ix)dx "nc(:,-t') $ (x)dx

| resp. ] glxy+ =) #(x)dx ] g(x,==) 4 (x)dx ]
Q q

entonces

v 2] ee )0 e [ gle- =) b daxz v _(6)

In

resp,  (F) > ]:tx.--)o(x)au >} glxy= ) g(x)dx 2 v ‘€)1
a “

|
)a
Finalmente, si " (f)= "+(f) entonces (2.12) tiene solucidn
si y #6lo si = (f)= v (f)

r— E—
o e gm—ca— i




Notas, 1. El conjunto v (f) obtenido en el teorems 2.3, =
viene dado a partir del teorera antcrior en la forma

v(f) = I._‘-’f), .-‘Ir'}!. Por tantﬁ, el resultado de la pro
pesicifn 2.1, es v8lido sin suponer (H=2.2) cuando se tra-

ta del primer valor propio,

2s En el caso lineal, cuando g es ide’nticauente cero, la -
alternativa de Fredholm indica que = v = ¢, Entonces
la desigualdad v_ £ v, No es estricta en general,

El siguiente Corvlario expresa el resultado anterior

en términos de! rango.

Corolario 2,3. Sea g verificando (H-2.1). Entonces existen

funcionales '*?', * 1Y "R tales que

{2 sf s f €€ Be ¥ 183 NV Lp)2

-

CR(M x|r+;i-? fug+ £ 2 F€ Y, 2ER, v (F)pes J8) 1.

Demostracién del teorema 2,3, Del iscrema 2.3. se sabe que

existe algfin €p tal que (2.i2) tiene sciucién para dicho ¥
Definimos v (f)=Sup A(f), . (f)=1Inf A({), donde

A(F) = 1 R (2.12) tiene al menos una sclucién’,

Se sigue de la definiciédn de L que (ii) es cierto,.

2

Sea u €]y (f), *li'JI s entonces existen b, yu
Lo ]

solucicnes de (2,12} para ¥ i 7 7y %08 5 .70 50

Puesto que ¢ es no uegativa

. . ) 4 )= sixYs Fix) s ix; +fix); xex
u Ly g{x,ul vy {2+ de w4 ); o

y u es una super-solucifn de (2,12} para o

Anflogamente se comprueba que u, @s una sub-solucién,
-
Aplicando el tecrema 1.2, se tiene que (2,12) tiene al me

nos una solucién para o .
(8]




.

Si u+(f) =y (fi=1v , puestc A(f) no es vacfo, necesa

riamente se tiene A(f) = int |

Las estimaciones para v , sO0n un casc particular

de las dadas en el teorema 2,3.

Pasamos a estudiar la continuidad de los funciona

Jos v,1T + R, T < -.i_(t:) , dados per el teoroma anterior.

Pn)ﬂsici.én 2,6, Sea g verificando (H-2.1). Entonces v _
os memicontinuo inferiormente y _ ¢s semicontinuo superior

ment.e.

Corvlario 2.4. Sea g verificando (H=2.1). Entonces

int R(s+) ll+8) = (yp +f3 féfl 'f Ry _(f')-‘u* -z.,,“}.‘ ’
donde int denota el interior de un conjunto =n T,

Demostracién de la proposirién 2,6. Nos centraremcs env
puesto cme‘ la otra prusbaz es similar, Sea fe Yy t"ﬂ L fenY

y la ecuacifin zuxiiiar asociada a (5,130
(2.13) u + (a+ klI)-‘(I—P) gleyu_ s +ul) =iy + :ll)‘l?.
Definixos = ru-uo‘ tu t u es solucién de (2.13)!

Distingniremos dos casos:

@) v« » 03IR ;0: !’g(x,u(x)) :(z)dx;a}(f‘)-.—

Fl

para cada u “° , Pu=u > R .

(ii) Existe una sucesifn {un), u €, Pu =u_ g+ don
¥ S‘[(x,un(x))gfx)dx tu, PUFA alglin q*(?)

independiente de n.

Caso (i Sea - >0 ¥y (s“k) una parcial de (i‘n) tal que :
:.f‘L_) * 4 , por el teorema de punto tijo de Schauder
se sabe que existe R & +W, solucién de

-1 ‘ ¥
v, {2 +1 II} (1-P) gle, R o+ \'k)B\ At l” ik.




S ol S B R

Pur un argumento de campacidad #e puede extraer una parcial,

que seguiremos notando w.; tal que 8 *'ven °

Entonces R . A vE 31 ¥

, v {e > a0 L = [} -
lim +“k) lim !‘g(x,.b'r (x)+vk{x]} {x}dx

™
i

= }\g(x,l,‘ {l}‘vdx))‘ (x)dx = ";(f)-’: per (i},

Por tanto, Uim ."‘: J_*.(f-k) 2 vif) .

Caso (ii) Sea ©> 0 tal que Lu "_’Jf)- “e El teorema 2.5.
garantiza la existencia de u solucidn de (2.12) para

L \;‘“')' E/z .

De (ii) se¢ sigue que u es solucidn de (2.12) para

M = rltg(::,n“(x))" (x)dx. Entonces u es sub-soluciln es
tricta y u super-solucién estricta deo (%.12) para
Y = ‘_;(f)- £+ Puesty que u

e " +% y teniendo en cuen-
ta (2.11) para el prooiema de Pirichlet se puedv encontrar
ur n tali que o “uve En las notaciones de los teoremas 1.3 v
1.4, se tiene que deg (I1+T, 2, 0j = | donde ?C % es un abier

to acotade y ¥ va el operador abstracic ssociado a (2.12) -

prra » = v+{'f)- ¢ s{vbase scccidn 1.3). De la continuxgad
dc) goado se sigue que existe " 0 tal que si rx- Tlx%n"‘,tﬁ’?
y Tl er an vperador compacto de ° en ° eatonces deg(l+1‘l,5,0)-l
Sex Tn »l operador abstracte asociado a (2,12) parz
" o= 'ﬂ;(f-)w'i y i‘-i‘;, es claro que Tn * T uniformemente
y existe noin>n deg(1 +Tn,‘. » 0} = i, Se deduce jue
"+(fn) z “+(!‘}- © para n ?n“.
Con objete de probar ia continuidad de v,

consideramos una hipé8tesis adicioi.al,

fH2e 3) Existen 1052(15'1&:3 de g e infinite

= -

Es decir, lim gix,u) = gix,2 ~), x 1,

- -

u -




o s B N R TN

(H-2.4.) ‘ECI( axﬂ), K, es acotada y,luiu;s:xp“{g,u}fv“( ot Bt

para todo x €q,

Proposicibn 2.,7. Sea g verificando (H-2,1) ¥ (H=2.3) o =

(H-2.4). Entonces “ y * son continuos de Y en R.
> -

Notas. 1. Dancer (D2 |enuncia sin prueba el anterior resul
tado cuando g(x,+ =) =gl(x,~=) =0, x €7, Por tanto, la pro=-
posicién anterior puede ser considerada como una extensién

de dicho resultado.

2. la condicién (H-2.2) para n=1 es menos general que -~

(R=2.4) y la proposicifn 2.2 es mejorada para el primer va

lor propio,
3. No sabemos #i la condicibn (H-2.1) es suficiente para ga

rantizar la continuidad de + . .

Corolario 2.5. Sea g verificando (H-2,1) y (H-2.3) 6
(H-2.4). Entonces

;.{5-..1 1143) -{uh;’:&‘e*,;ﬁll, ¥ {l:)‘ -".‘.."J(;)}-

Aquf - designa la clausura de un conjunto en Y,

Demostracién de la proposicidn 2,7 (i) Suponemos que g veri
fica (H-2.1) y (H-2.3).

Lema Para cada f E{',

Y (f)= max ! }‘ glx,+") ¢ (x)dx, ;lex,--) s (x)dx!

; (
P f)imin (| glx,+") ¢ (x)dx, | glx,=") ¢ (x)dx

Demestracién del lema, En las notaciones de la demostracién

, icidn 2.6 n veE u + =
de la propeosicién 2.6, sea e v, » Y, 0 . »
-

v * - + Puesto que  u s | ¥ estd uniformemen-
n, 0 n,l iyl

te acotado - oy = casi en todo punto de o ,




El teorsma de la convérgencia dominade de Lebesgue garanti

za

\'+(l-") 21im Lg(x,un(x))‘(x)dx“ [._l‘l,*. )% (x)dx
n ks

"Ji’) Zlim ! g(x,vn(x))‘(x)dx-= I'_I(I,-‘- ) % (x)dx.
n i o

Anflogamente se prueba la desigualdad para v e

Para probar que v, - continuo basta probar, despuls de ia
proposicién 2.6., que es semicontinuo superiormente. S.a

f, *f emY, y (fk) una parcial tal que 'J+(fk) o e

Sea u solucién de (z,:z) con u = el v (F -« < fk - f
para ¢, +0, Si existe una parcial (u ) tal que 'u | o

k k, 0
acotada se extrae por compacidad una nueva parcial u

x *um?®
¥ u es solucién de (2.12) para :=a , Por tanto “+(f)3.° .
sila '*“se puede suponer que u o u

k, 0 k, 0 k, 0
trayendo una parcial si es preciso). Entonces

e »>

- " (ea=

A = lim l ‘(x,uk(xbo(s}dx = [ glx,+ ) ¢ (x)dx
n Q

o I glx,== ) 3 (x)dx
y por el lema a2 v+’f).- Asf se tiens

lim sup v+(én);_ v (£).

(ii) Suponemos que g verifica (H-2.1) y (K-2.4).

De nuevo sea ;n * l" en Y ¥ (t-’k) una parcial tal que
"+(i’k) T8, Sea u, en las mismas condiciones que en en -

(i) y, tras tazonamientos similares, nos reducimos al caso

en gue u + ms Sean soluciones de (2.13) para

k, 0 Vi, 1

- es R "0 tal e
Ut U, YO qu
g,(xu) cu si 'ul 2R, x€Z¢on

1 1

Razonando como se hizo en la prueba de la proposicién 2,2,

se Liene




ok | 2
t e - ' s{y oA -
e F s, 1 "k,l’Ll HA g Mgy i ity ¢

/ - ; - |
+ lﬂk.,x,uk'o °+uk,l) g!x,ukioﬂ Vk,l”(“k,k{.' ‘k,l{x»“ !

2

-V |

i ]
g} k1 2

My 1

| sl
M 1" ?

donde M es una cota de g. De la anterior desigualdad se sigue

'-‘-- - - ‘ - l— - !
f fliz 21 lz h' ul) uk,l 'k.l % Mo ﬂk

Puesto que uoo*™ ¥ fu | es oquiacotado se tiene, usan
s 0 ky,1'= -
do (2.11) que 2 - @ 1408 ke .

Entonces

$ . s ¢! &
Inl glxuy, o $4uy ) - wlx u ot 0

. g = &
<M - LA L LR e - lo-n # :
e WL Ll e fk',*“ k' !

donde M' gs una cota de g,
Finalmente,

S =lim Y (£)-% Slim inf lﬁ((:l,u bou, )

k k,0 k1

$ $ =V "
= 1lim inf q'(""k,o e ) L)

p1

Finalizamos esta Seccién con un ejemplo que muestra como ob
tener estimaciones numérica de los funcionales v i 7"
supuesto que se tenga una informacién completa del prohlema

lineal.

g




Ejemplo 2,4, Sea el problema

(3014) 1+mnu

Bu =0 en 3".

Kazdan y Warner conlider.lrt'm (2.14) en [KWly probaron la
existencia de némeros t_<0 '-t.+ tales gue (2,14) tiene =
solucién si t_" i t, ¥y no tiene solucidn si > t, o
U € t_o Aaemfs ]ttl‘ -i- J;) ¢ o Veremos como a partir -
de los teoremas anteriores se pueden maojorar dicho resul-

tade-

Proposicién 2,8, Existen funcionales continuos
v v_f""(ﬁ';* R, donde €*' (7) -_c"” () "{funcio-
nes ortogonales a ¢! , (SiN=1, v ORI c®(7) * R) tales
que
= {2,14) tiene al menos una solucifn si ‘_(}) 1‘.‘.‘+(£')

= (2,14) no tiene solucidn si u > v_s)(l-') o u’~_(§).

- o #(x)+ * (fXx)
v (£)=Sup |[Inf 3 . -
- €p 0 ¢ (x) 1+ ¥(x)+ ¢ (f)(x)!

. 1 o (x)+t(FUx)
*(f)=Inf [ Sup -
= kEr 0 4 i M) M) P
es la @nica solucién del problema lineal

"‘u+1]u-f, ud ®, Bu=0 en *"

Se tieno, '+(f:) y ¢ (f) estén bien definidos y

o 1 CA PR ECREG EENCFS R

(La igualdad "":(f)—" 1‘-]“‘ dincose s1 y aflo si f =0 y

se trata del problema de Neumacn),

g s e <y o o A




% R N u
Ademis. (4 + lI+ ﬁ) es cerrado y si

f L ? entonces f en interior a R(® + * 54 .| ).
1+u

. Notas.1. Los funcicnales ’+ y '_ permiten dar criterios
concretes para la existencia de soluciédn de (2.14). Por -

ejemplo, para el problema

ut+ = -A” - COS X, KE‘O;')j

(2.15) it W
u‘(o) - u!(’)- 0

-

£(x) = - comxy 4(f)(x)=ccs x, x €0,%) ,

¢ " - v - ....‘_.. ¥ - P (P )= -1
+(f) ??l l( f) 243 » 0_“’) _g’gl 2( ) m con
i b

» oxy2"
1400 /7 4yt

P/ ¥ay
140 AF-11°

-1/2 0202 ofF

’ o.:’i-’

o /741
14[p / /7 +1]

T o <=3

e /ﬁ_ i
1+p /7 -1 :
1/2 0 202 [27

s 22 25

o/fF -] ¢ » 020> 42
1+ 7 +1)




Entonces (2.15) tiene al menos una solucién si || ¢—l-_-_
T242

2. Resultados concernientes a la existencia de dos sclucio
nes para (2.14) ne puedon encontrar en| AMIIFH | cuando se
supone (H-2.2), lo que en este casv implica una rest:.ccibn
sobre el dominio.

3o Algunas estimaciones numérica para (2.14) se pueien ver
an ‘ K 01 'o

Demostracién de la Proposicifn 2.8. Puesto que oy veri

fica (H-2.1) y (H-2.3) se pueden aplicar el teorema 2.5 y
la proposicién 2.7.

Para el problema de Neumann ' xe estdn obvia
mente bien definidas. Para el problema de Dirichiet se si-
guec de (2.11). Probaremos ahora que ¢ es estrictamente po
sitivo, Sea k>0 tal que /¢ (Fi(x) < kg (x) y 5 >k, en=
tonces

1 p Me)te {e)(x) | (e-k)
(x) 1400 Mx)4 o(EXR) 1S 141( omk) Mx) 2

para algdn ° >0 y x€ 0,

Si wes, (f) exiote o R tal que

o #(x) +4 (£) (x)
1+ [ ooalx) + o (BF)(x)
Entonces 4 + o(i;) es uta sub-solucién de (2.14).
De modo similar se prueba que :_<0 y que si u>._(t;).

> 4 ¢(x) vara cada x €,

existe una super-solucifn de la forma ,,+ (i‘).
Usindo el teorema 1.2 se tiene
v-(f’ﬁ '_(f) <0 - 3* (f)-" h+‘f) .

Sea (2.14) para , = . (f) vy u solucibn de (4,14) para




u"v+(i")-;n con ¢n£0. Entonces! u_| es acota-
2y
da y se puede extraer una parcial convergente en : cuyo -
1fmite es solucidn de (2.14) para , = vy (f)e (8 Iu“E
2
no fuese acotada, puesto que lun " lo es se tcndria’ -
» 2y ¥
que 'un OI s 6 una parciel, tiende a+. , y por tanto
: ]
Iunll)l. - » con lo que
. r u : %
n
\,‘_(E’) = lim Jg —T- ¢ =0 1lo que contradice ,+(f) >0)-
n !+un
Las consecuencias acerca del rango se deducen de los corola

rios 2.4 y 2.5.

Solucion cas de la ecuacifn del o fo.
do.

Estudiamos en ssta seccidn la existencia de solucio
nes 1" -perifdicas de la ecuacién del péndulo simple cuando
una fuerza externs, f(t), actda sobre el sistema. Es decir,
consideramos el problema

; x*(t) +z sin x(t) = #(¢), t€ (0,2"),
(30‘6)

x{0) = x(2+ ), x'(0) = x*'(22)
donde a>0 y fet'(0,21 ).

Pare un resunen de la importanciz que (2.16) ha te
nido en el desarrollo dsal anflisis no-lineal se puede ver| M1!

P
Sea Pf: -.!L;fo f(t)dt para cada f€ L'(O,!*) y

Li= #€1'(0,27): PE= 0'de form: gne L'(0,27 )=L@R,
C=(x€ [(0,27]tPx=0) con C0,27)C®Re

Para cada f € sea y= Hf 1la faica solucién (en
el sentido de Caratheodory) del problema lineal

y" {t)=£(t), t€(0,27), y (0)=y(2v), y'(0)=y'(2+), Py= 0.




Entonces (2.16) ee equivalente a

(2.17) x+H(I-P) a sin (o +x)-u(l P)f,
(2.18) Pasin ("+x) = P, (x, » ) €EC®nr,

Lo que muestra el parecido formal del preblioma (2.16) con
el problems de Neumann en el primer valor propio, Descompo

nemos la fuerza f(t) en la forma
f=Usf, con SR y £,
Se tiene el siguiente

Teorems 2.6, Existen funcionales continuos v v _tL LR,

tales que v :Oi\; ysi f= u+ f entonces,

(1) (2.16) tiene al menos una solucién si v (f!ucu (£).
(i1) (2.18) no tiene solucién si u (£) o v, v_(£)e

Adenfs, »tlt_- con igualdad si y sflo si f es constante,

Demostracifn. La prueba de la existercia de v+ y v _ talea
que (2,16) tisne solucibn si € v V(F), v (l’; y no t.iono =0
lucién si u‘lv(f), v (f)} es anfloga a la del teorema 2.S5.
Para probar que (2.16) tiene solucién ai v+ = ¥4 (f) consi-
deremos por ejemplo (t‘). Sean v * v (f)y R € .{#),
donde (f) estd dado por el teorema 2.3. Sﬂn x  solucip
nes de (2,16) con f= © atfe Debido a la periodicidad de
sinx , sl x es una soluciSn de 12 ecuacibn del pladulo ene-
tonces tambiln 1o es x+2k" ‘con k un entero, Se puede
suponer por tanto que

xn- °n+in con Dnefo,‘Z‘lyin € C.

Por la compacidad de H: L . C y debido a que a-in(o -|-z )
ea uniformemente acotado se sigue de (2417) que se pude =

extraer una parcial coavergente "k . o’ xk = xo en C




y es claro Qe x= ¢ . + x, es una solucifn de (2.16) para

f = ‘~‘+{f.)'i'f .

S$i (2.16} tiene solucibn x para f=f+ * , jvtegran-

do la ecuacifn entre 0 y 2° se tiene

b
u- -2-1;-] a sinx (t)dt, de donde' * “a y por tanto
o

lvye(f)! <a, Sijvi= a entonces x ha de ser consiante de -

donde f es nula,

La demostracifn de la proposiciba 2.6, se puedo adap
tar para probar que ¥ . 8 ramicontinuo inferiormente ;- v
samicontinuo superiormente, de L en R. Probamos que “+ o8
fenly fl: una par

-

semicontinuc superiormente. Sea E’n
cial val que °+(}'k) . ok Sean X solucicnes de (2.16) pa

m = v+(§k)+f que, razonando como antes, se pueden su-

k
poner convergente & una funcién x que serf solucién de (2.15)
< v 1 v 5 o T .
para f= & o+f. Entonces * +(l’,\ ¥ lim sup 4_(!’“) +{f).
La desigualdad v <0° ¥, s una consecuencia del siguien
te resultado (IH. | (D21, M3 Je
zl
Si I f(t) dt = 0 entonces (2.16) tiene al menos una solu
o
ci&\.

Notas. 1. La continuidad de * y ° _ puede ser jrobada -
curndo we considera en L la norma !¢ l= 'llf'o en lugar de -

S 5. leee! mosl, lfosl),

2. Castro (Ca] prob8 el anterior resultado en el caso en
cue ac< 1, donde los f‘uncion:l o A "_ eran continuos
para la topologfa d4élil de L, Teniendo en cuenta la mnota 1,
es claro que nuestro res:itado ge. eraliza e! de Castro al -
caso en que a es orbitraria,

Mawhin (M3 jprob8 el t“Orema anterior exceptusndo la continui

dad de A+v- .




3. Castro plontm'en ica! el problema d¢ determinar si la -
aesigualdad ~._'(f) ~ 0 < -,-+{t‘) se mantiene pars cualquier f€ G
Enl MW | X whir y Willen probaron que ésto es cierto al me-

nos sobre un conjunto denso y abierto de L. Daremos una de-

mostracifn distinta a le dada en! MW! comc aplicacién del -

teorems anterior,

Corclario 2.6. El1 conjunto

D= P -J_(t") -0 < *(t;)} es denso y abierto en L.

Demcstracién, Sean D = (f€L: v (F) >0l y
o = {f€L s u_(f) <0} Intonces D= D "D_,
b+ - 04. {0,4— .)’, D_ - oy -{- ',o). Por mtﬂ' °+. D_ y D
scn abiertos en L. Basta ahora probar q:e n+ y n_ son den-

s0s, pues entonces su intersoccién también lo serd.

Sea X = x€w?X0,2 +): x(0) = x(21 ),x'(0) = x*(2+)

con lanorma Ixi_= Ix| +ix*'! +kx"!,
X [ o 1

Necesitamos el siguiente Lema:

zi
Para cada ¥ X con sin x(t) dt = O existe una sucesifn

o 2
x + ¥ en X tal ‘ﬂ'] -inxa(t)dtro {resp <0 ) para -

n
todo n",

o

2
Sea ¢l funcional rt X -R, x -~ | sinx(t)dt cor deriva-

da de Fridchet r'(x) ¥ -lbms x (g) y (t)dt, b
[+ ]

Extonces, x no puede ser un extremo da | ¥a que no es

un punto critico.

Probamos, por ejemplo, b+ es de nso.

Sea f El: y x una solucibn 2. -periddica de
2
x"(t) +asinx(t) =f(t), t5 (0, 2, ). Se tiene ] sinx(t)dt =0
2 o
ysea x X en X con sin x“{t)dt » Do
(¢ ]

s

e e Iy e e




; . g
: £ = x" - i
Def iniendo 5 ln + a sin xn 5—-‘ a sin xnl tdt ,

se tiene +f5n} 9 ¥ es claro que t'n + f e L,

Un problema bMsico para (2.16) es obtener estimaciones
concretas de S quf garanticen la existencia de so-
lucién peribdica cuando -qf (£)dt = 0, Diversas estimaciones
se pueden ver en lDr il , Pﬁ‘ I,Im2!, Dichas estimaciones »8

lo son vllidas si a y f mon pequedios.

Enjf K 0 1] obtuvimos estimaciones que mejoraban las -
anteriores para 2a arbitrario si f era "poquu“la'. Ubtendre
mos ahora estimaciones de 3+ ¥y 3 para a v f no ngcg“ris

mente paquedios.

Para cada n " 1

R, ¥k “n )

n
. .
xn = i'a°+ J (a coskt+ a sinkt): a ,a ,a

e
k k

k=1

Yy sesan
&{n) .
+ (f)= Sup Min i"(t)+a sin{ s(t)+HflL)"
vEX 0,20 !
: n
, () _ :
{f)= Int Max [¢"(t)+a sin{ “(t)+ufie))
o 4 t €o, 2

para cada (€ i.

Teorema 2,7, Para cada €L s« tiene
(n) {n)
. if): -*(F), e (f) ¢+ -_(ﬂ.

{n)
Nota. El problema de caleular -, (f) es un problema wn di

+

-

mensidn finita, si bien no parece fécii evaluatlos expifci-

tamente, (n)

Demostracifn, Es claro Gue 2 (;‘) es una sucesifn no de-

n)

creciente y (f) no creciente, Probaremos que




(n)
(f) * '.Q_(i'), pues el otro caso es similar, La desigual

'
dad ,(n)
+

dica de x"*a senx= " {(f)+ f(t) y *= x-H¢, entonces

(F)° * (f) es inmediata, Sea x solucibn 2 -perib-

¥ wverficd . la ecuacién
JMramin( +HE(L)) = +(l‘).

Puesto que Hrec'lo27!, vunecllo iy

*{g) = s + : 4 :'k cos k* 4 1: sin ko
k=1

*'(t, - -i kzt a
e=)

L] 1
cos kt+ a sir kt'

k k

uniformemente ¢1 10,2, | ; con

2" 8 z

a --‘-] y(t) cosktdt, a - t)sinktde, k. 1
L
[ +] 0

k k -
; 2
I° - rl" ’ *‘t)dt.

Dado .50 sea n .1 tal que
e L 1o coukts o atn nel o
k’n . k

+ L kziakmnkt-r .: sinkt!] ¢ , € lg 3!
k)ﬂ

. ;3 .
y "Lit) =a +F ‘a coskt +a sin kt '
; k=1

b

*-‘(u + a sin \“n{'t)nu‘ (t)) :

> ,'n(t)+anin(@(ti+ﬂf{t)}—# )= n (e -

-a lsin (' (¢)+HE(L)) - sin ( F )+ nE(e)]

') - Pimg) = -'nmw al¥(t)= ¥ (¢)!

. ] ; (n) o ;
+(F) " , ¥ por definicién s (f) AE)w




finalizemos este capfitulo con un estudio del comportamiento

agintético de lor funcionales W Para ello, sea
L fHE i, A ) - }
o-_ FE 1 'I}‘C-a- _+( £) '-‘H_-“ v (2 €)=0 )

Teorema 2.8, Lo es de segunda categurfa en LC Ll(O,Z')
y contiene a los polinomics trigonom#tricos no nulos y que
estén en L.
Para la demostracién necesiteremos una extonsién del Lema -
de Riemann-Lebesgue.
Lems, Sea ‘e v’’’
Sea %3} ' & una familia de funciones en Wl’l(a,b) y tales
que ";.' 'l‘:u. \€E R, para algdn M > 0 independiente d¢ » ¥y
ses -ﬂ.l(a,h). tntonces

M= I: a(t) sin (¢ {t)+.e‘ (t)dt = 0,

| : b

Demcstracibn, Sea I( ,) = l sin (i (t)+ ¢, (t)) dt, pro-
baremos que TI( 1) - 0 si "1 1.« » con lo que la tesis -
del teorema se sigue sin dificultad teniendo en cuenta que
las funciones escalonadas son densas en 3! (ayb).

Dado (> O y ya que ol conjunto (t€[a,bis '(t) = O}

es compacto y de medida cero existen a PR bla‘-.can‘bn.gb

tales que £ (bi-ai)a;b-a-i- y +'(t)# 0 para cads
: i=}
i=] n
Sea >0 tal ogve !l 'y, en U [@a,a b,]e Se tiene
” gy |

g
e T B
De otre. lado .,
b, g _
I exp ilicft)=+ ¢ (el de 'l exp ilis+ e(,-l(lD) do
" : i : s

(donde ., » .(li), iy ® ,{bi})

T A . AR R i Mo b, 44 A

L e R e e

(a,b), me verifica meas (te:a,bi“(c)wm-o. ,




exp [1(: 91+¢l(bi))§ . exp [ i()a s¥ e (a‘ﬂ))
14 v‘rﬁﬂ i el(a,)

, IO U G €3 BT G &
exp (2 s+ 0 (v (s — - ) ds
1 IO T LT T

Entonces

ii Bi

1J sin (26 (t) +¢ (t)de! «qu expli(ae(t) 4+ (t)]ael
ﬂi' 1
2 .- (bil s (60 & I bic
L s——— . e n(t) lat

+ 7
i« | 2w .i ity i
2, 2 M W 1 ‘
. iy
’ﬂ!r!ll":" T+T+ﬁ—‘ » [I(i)|< L

Xota. Un resultado relacionado se puede ver enlp2l

Pamostracidn del Ceorsma 2,3, Protaremos que la clase de -
funciones 7€l pars 1xs que meas Tve(n,2+):1f(t)=0/=0

sstd incluwida en ‘;’. Se puede sntonces probar que dicha -
clase wa de i* categorfa mn L. '

Sea f o0 estas condiciones, entonces
seas L €G22 2 (HE) (L)=0 0O
Para cadn ' SR sen x, solucidn 2" -perifdica de

L]
‘l

y 0.-‘

+amin x, = [EF) 4 flt),

, = ‘Hf, Se verifica

EX 4 A pin (PHE(L)+ 0 ) = i 'S
y ca clare que 1°%'1 = estd arotads independientemente de * .
2‘
i o2 LSO R
1 ) .r‘..L‘ a win{ "Hf(E) + 7 (t))ay,

3y aplicando el Lewa anterior

lim v {'¢f) = 0C
i +

Pdjaw




Yotas. 1. Se prueba sin dificultad que * (f) = -~ _(-f) -
utilizando el hecho de que uin x es impar., Si { es impar
se prueba Lambién queo +(!’) - +{-f‘g, de forma que lo cs=
tablecido en el ejemplo 2.1, quoda justificado.

2. Se pueden obtener cesultados acerca de la existencie de

afs de una solucién 2 * -peribdica (ver (MW ]y | FM]),

3
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CAPITULO 2: El Caso no acetado

De nuevo comenzamos con el problema

Su + ‘u+glx,u) = f(x), x€;,
(3.1)

Bu =0 en 2:,

donde la principal diferencia respucto del anterior capftu
lo es que ahora g no es acotada. :
El conjunto A"‘ {2 €R: R(4+ :14g) ¥ ¥) no presenta una for
ma tan simple como en el casc acotado (ver proposicién 2.1)
y puode tener distintas configuraciones dependiendo de g.
La razén es que shora ls no-iinealidad es lo bastante fuer.
te para perturbar el carfcter resonante o no resonante del
problema linwal,

Bl siguiente ejempls muestra algunas de ellas

Elesplo 31.1. Se considers

Au+ l||-r-¢“(u) = f(x), x€ 0 ,0 Cg’,

1

—-‘-‘-0 en 31 1-:.3'3,‘
¥

con .l(u)--us, lz(n)--e", g.(v)du iu+, g‘(u)-na

3

Entonces,

A - ¢

g “B+t=), ‘ g Cl==,0 o =R

A
2
1 L) 3 "

(Las demostraciones para los casos Ky B3 8, ne irfn vien
do a luv largo del Capftulo. La demostracién para g_. es bien

3
conocida, ver por ejemplo | BN]),

En todo lo que sigue supondremos que g es ~-otada -
superior o inferiormente y super-lincal en algina aireccidn,
de forma que la nu-linealidad g, nn entrarf en consideracién
y se tendrf niempre que )| G“. Para fijar ideas y, suponien

T e —————




do que g=g(u) con 1twites propios (finitos o infinitos)
g(+%)y g(=*), distinguiremos los siguientes cASON?

(1) g(+")<g(="), por ejemplo €, Este caso ha sido am--
pliamente estudiado paras , . e (ver Kazdan y Warner
K W, Brezis y Niremberg! BNl, Mckenna y Rauch | Mc H y
Figueiredo y Gossez ! r ¢l , Los métodos bisicos para -
su estudio nan sido sub y super-soluciones, cotas a -
priori basadas en la monctonfa de la parte lineal y -
operadores monftonos., Si , - 'y, ®e puede reducir al
caso (iii) de los que se estdn enumerando,

g(=2)cg(+-), por ejemplo 33. Este caso presenta ma<
yorss dificultades va que los métodos anteriores no -
' #on aplicables. La mayor dificultad #e presenta al ha
1llar cotss para las posibles soluciones. Ha sido estu
diado en algunos casos por Ward (W1 | [W2iyIW 3

(111) g(+ <) = g(==), por ejemplo 8 Esta condicibn contie
Re en particular las clésicas de Ambrosetti y Prodi -
'arly ha sido estudiedo por Dancer (D], Beracteiski y

Lions BL)y Figueiredd F 2 .

El carfcter superliveal de & hace que ¢l primer va-
lor propio juegue un papel muy importante para las no=-linea
lidades que estudiaremos o En las secciones 1 y 2 establecs
M08 cotas a priori pare ecuaciones ordinarias y parciaies -
respectivamente con v.stas al caso (ii). Se obtienen también
resultados de existencias para el primer valor propio que tie
nen i.nturh‘an sf miemos y serdn usados en lo sucesivo, En
la seccifn 3} se extudia el rengo del operador no-lineal, en
la 1fnea de lo hecho en el Capitulo 2, para no-linealidades
del tipo (ii). En la Seccién 4 se estudia el caso (iii) y -
se hacen algunas aportaciones a lo ya conocido en la litera

tura, Er la Seccién 5 ne muestran algunos ejomplos de inte-




ras que engloban las diferentes situaciones.

Js Cotes a or r cé [ ric

Emperamos con un ejemploe que ae puede considerar -
prototipo de lo que se va a tratar en esta seccifn y als
ver muesirs que la técnica de sub y super - soluciones no -

es aplicable,

Ejemplo 1.2. Sea el problema de Dirichlet unidimensional

u“+u+.u°f(x). x E(O. *)

u(0)=u({")=9
Sean u*, u_ ecz !0, vl super y sub-solucionea tales que u+e.u‘.
Definamos ¢= u _-u_, entonces

ey b3 M8 L G“'-n: +u 4 ¢“+~(u:+n-+o“-)‘-f(x)-f(l)-0

Multiplicando ia anterior desigualdad por sinx e integran-
do entre O y " pe tiene

o:f ( (=) + * (x)) sin x dx +[ (o etn) helml, et
} 4] :

.u+(x) u_(x)

"(°)+*(’)+i' ( -e ) sinxdx,

(+]
ontonces u+(0) = u_(O)wu+( )= u-{' J=0y
" u,
et~ .7, por tanta u ®u_y se trata de una solucién,
De est: forma, hallar un par ordenado de super o fub-solu--

cién implica hallar una solucién del problema,
Hay quo notar que en este cusc ” =1y ’l(x)- J"—i sin x,
Mfs en general estudiaremos el problema de contorno
u" +* o + glx,u) = £(x), x€ (a,b).

(3.2)
Buf(a) = Bui(b) = 0,




donde a <b, gtla,bix R - R, (x;n) - g(x,u) es continua y
£ €c®( la,nl ).

Pare ¢l problexs de Dirichlat, Bu= u, ll - nz(la-m)-3 y

o(2) = (2 (b-a)"F atnls (b-a)" (x-a)l, x€la,bl .

Para el problema de Neumann, Bu=u', "0y oI(:)-(b-n)-‘,
x €la,d) ,

Con objetc de establecer cotas a priori necositumos
algunos resultados de regularidad pars el prodlems lineal,
Para cada f continus en [a,b | se dsfine 1a norma

b
ety o= L le(x)e  (x)ax,

donde se entenderd que o‘uwnwml:tuuu-

propia del problema del gue se esté hablando.

Existe k >0 tal que

QC’ [... ]_’
b

hl(a)-lﬂ(b)-o, Lu‘ ¢, "0

‘kfup + 2 u I, pare cads u

1 1 1

Kediante un cambio de variable affn se puede reducir al ca-
0 on que la,bl= [0,0],

Definimos £ = u; + ’-l ul antonces

L
ul(a) '[ (x,8)f(:s)ds, x€ i0,* |, donde

para el problema de Dirichlet

-‘,— (xcosxsins~ ("=s)coasminx), 0< x“w<
G(x,s) =

t-l;- (scosnsinx- ( *-x)cosxainx), 0 <s<x <

y para el problema de Neur:nn




Dix<ggr

Q(l,l) -

. "Tm g
(K-')'l--—'l—- s 0S8 “xsn

Se cospruebs que | G(x,s)i k ¢ ‘(-) (xp0)al0,* Ix (0, ],

donde k >0 es uns constante fija.

Bntonces,

|I‘(l)|£jﬂ| G(x,s)) | fin) ds <
o

suj'am.n ‘(@) ds = kir iy,

1o que pruebs el Lema,
Bn este Capftulo la hipStesis blsica serd,

0=3.1)

sup (g(x,u) s (x,u) €9x ! <

o

e (glxu)t (xu) €Txr ) ==
(Observese que las funciones 88, ¥ &, del sjemplo 3.1. Sa
tisfacen ects hipdtesis).
keme 1.3 Sea g verificando (H-3.1). Entunces existe C .0
tal que si u es solucibn de (3.2), con uTu s du, uf R,
ul""l' se tiene

||ll e £ C,

lﬂl}ﬂd&. Supongamos, por ejemplo, que g es acotada in-
fericmente y sea M, tal que gix,un) E.III si (x.u)E!a,bln R.
Se verlitica

| oix,u)l <g(x,u) + 2 ! H'I 3 (x,n)eir a,d % Re




Ses una solucifn de (3.2}, puesto que ¢, ®s no negativa, -
de la anterior expresifn se obtiene

b : b
i u(:.n)(xhlol(x)dx s! g(x,u(x)) OI(lldx +
a a

b
+2m L ¢, (x)ax

De otro lado, la alternativa de Fredholm, implica que

b b
} glx,u(x) ¢, (x)dx -] £(x) ¢ (x) ax,
[ ] a
Por tante, 5 | .
l.‘u“{tnlx fix)s I(:Hu»z; K’;[ 01(;) dx,
8

y aplicando el leme 3.1,
h\'l‘__c_iﬂ‘(.,-(.» ~l+ I '*l} <

b
- :
.._NL! AR L DO N NI DRI E S

los snteriores lemas pormiten establecer un primer resulta-
do de existencia para (3.2).

w Sea g verificando los siguientes hipStesis
(1) glxu) 20 (x,u) Sla,b! x R,

(11) Existen oy '3‘"‘1* s y ">0 tales qus

»
l gix, "y l(:) + v(x) ¢ (x)dx <
a

b b
Lt(:)‘l(:)dz e, @ v ) e

para cada v ec [.’b’ » | ¥ “‘: ﬁ'

b
Entonces, si 2kl £ (x) ’l(x)dx‘ ‘
- a




el problema (3.2) tiene ul menos una solucién,

(k es la constinte dada por el lema 3.1).

Demvstracifn. Usaremos un argumento de homotopfa combinadn -
con la existencia de cotas a priori.

Suponemos ﬂl'- fa ¥ definimos los operadores

F acClapl-cladl, u- u+ngle,ule))-ne+pligle,ut)) -2,
sisilar 8 I+ T en (1.!/0), donde

. ni-(l-r)u, Hfwu con u

@nica solucibn de u® +}  u= (L-P)f, na s, Mu(a)=nu(d)=0.

b
Puc ([ ut )o = ¢
a

*rclable clapl ,u * u-c(u- ) *,» donde

il

b
y ¢ 70 tal que k(:L £t (x) 'l(s)d:-l- ‘(’1-'}))“

Hallar una solucidu de (3.2) es equivalente a hallar un cero
"de P, Tento F como * son perturbaciones compactas de 1a iden
"-w-',m.nmﬁw«nhwmum
4o Lacay-Schauder.

Sea ﬂ-ma:la,b]:u-"l+n',‘el.ul~l- "
P <o <o Iyl }

1 2 1o
La énice solucién de ‘u-o“c‘oleg,“m”m
4a(*,G,0) # o,
Se define la homotopfa dada por la ecuacién
(3.3) Pu+ (1=7) *u=0, 7€ ‘0,1’

y supon-mos o> (3.3) no tiene soluciones en “GC narz ' = )
pues en otro casn el teorema estarfa probado.

‘ Sea (",u) €(0,1)x G una solucidn de (3.3), en=
tonces se tiene




(1)1 nllo -y, uoEEQ‘,ozi °

pur. = 1,2

(-uh\l‘g:# e,

AMenfs ( v,u) verifica

up+ i u trglx,u) = (1=7) (u <) ¢ (x) = vf(x),x€ (a,b),

Bu(a) = Buidb*= 0,

(3.4)

Puesto quo g es no negativo, repitiendo el argumento del -
leas 3.2, mse tiene

b
1
NS L Fo 4000, +2ciu -0t s

Hibt"o +e{o_wpn )] <t velo, o )
. 1 2 1 » Y& Que 1?2’ °
la poaibilidad (i) queda por tanto descar~tada.

Supongamos entonces que u_ = '1""12"

(ﬁ Sas0 u =0, es sinilar), Por la LipStesis (ii)

b b
L t‘l.l(:)’(t)ﬁgl £(x) ¢ (x)ax

y de (3.4)
e po b

b -
rL slxu(x) ¢ (x)x + (1-7) ¢ (el « *] £ix) *(a)ax,
s

1o que combinado conduce a una solucién de (3.3) en *G y
deg(F,G,0) ~ deg( *,G,0)¥0, 1o que pruebs el resultado.

Nota. la hipStesis (i) puede ser sustituida por
(1*) glxu)z0 (x,u)€ la,b! xR,

cambiando tambifa la @ltime desigualdad d» (ii) a

b
aul £ (x) *(x)ax < ¢ ,
a




i o A e

Como consecuenc.a del anterior tecrema se pueden ohtesne:

condiciones de exitencia en término. del (omportamicnto asin

tAtico de g sinilares al corolarie 2.1,

Corolario J.1. Sea g verificando

(1) Existen constantes '

E((u,uli"ﬁ_ i T Bab. =B,
gix,u) 26, 9 X € a,bi, u .0,

b L]

b
((l,-"l(l}dl {Nx.‘,llan ! gln,+. ), (n)da,
1 b

(u)[

donde gl(x,-") = lim sup glx,al,

U . "

glx,+.) = lim inf gix,u), ¥ a,b
u’ +°

-

L
¥ l denota la integral superior de una futcidn acotada
feriormente.

Entonces (3.2' tiene al aenis una soluvida,

Desostracifn,. No es restrictive suponer g ©.
fh +
Sea .»ij f " Si (3.2) no tuviese solucidn por el -
. &

teorema 3.1, se tendrfa una sucesién
.,n.-t.(r&w-.)yvnst?n,b,:v“ .4 tales gue
b b
I Bl% 0,0 (xi+vn!x)) .!fz}dx J fin, !%n-a;
a a

b

(resp ’ Clxy o (xidn),
a

“omo , . 0 en (a,b), bl L (res=.7 dets 4,0

Aplicando ¢l Lema de Fatou (lo que os posilie por (011,




b e!
! fix) « (x)dx > lim inf j Slxg o ¢ (x)+vix)s (x)dx >
. 1 » A n 1 n 1 .

b
z L glx,+« ) l(l:idx,

b b
(resp ]. !’(:)alix]dx < lim -upl. t(x,xnol(x)'&v“(x}}ol(x}dx <

b

< J Zlxy= =) cl-':)dx).
a

lo que contradice (ii).

taricos los

I+ El Corolario 5.1. con condiciones de contorne periddicas
fue probado por Ward (W 1. Las condiciones de periodicidad
tienen un comportamiento muy similar a las de tipe Neumann,
No obstante, como el propio Ward hace notar en (¥ 3 |, la ox~
tensibn al probiema de Dirichlet no parecf{s inmedista, Con-
seguimos dicha extensidn gracias a la definicién de una nor
ma asociada al problema, '.1 s+ , v al resultado de regula-

ridad que da el lema 1.1,

2. Fl teorema 3.1. constituye una extensién propia de los -
resultados antes mencionados incluso en el caso del proble-
ma de _sumann, Esto es debido a que la condicibn (ii) en el
teorema j.1. es méx genoral que una condicién de tipo asine-
tétrco,

3, Bn AS| Aguinaldo y Schmitt probaron que el problesa

u'tu= su +plt), u(0)=0=uf "}, con 2 0 tiene al menos

una solucién si y sélo si ]' p(t) sint dt * 0, lo que habfa -
(V]

sido conjeturado por Fullik en [Fu 1!

El método utilizado por dichos autores estd ligado
a propiedades muy vspecfficas de la funcidn "u . Dicho re-

sultado se sigue del teorema 3.1,




4. Retomamos ahora el ejemplc 3.2,
u"+u+eu"f(x), x© (0y% ); u(0)=u(s )= 0,
Multiplicando por sinx e integrando se sigue que una con-

dicién necesaria para la existencia de solucibn es

lf(:)ainxds»o. Se tiene gl(++)= + «, glevr )= 0 y ol core

Yarlo 3«1 garantiza que esta condicifn es también suf icien

te.

S« Un ejemplo en el que el corolario 3.1. no es aplicable -
pero sf lo es el teorema 3.1. es el aiguiente:

ut+ e lgin (o I)' = fix), x€ (0, +), u'(0)=u'(+})= 0,
Se tiene g(++)= 0=g(-=), Por el teorema 3}.1. este proble
ma tiene solucibn i y sflo si '

’f(l)dl’o 8 £=0,
4]

6. Los resultados anteriores aparecen en K01/ y!Ko02 , Al
gunos resultados relacionados .e pucdes ver en Wi, W3l, -
IcaM y [ca0l,

a pr ra_ecuaciones cn derivadas parcial

Ina extensidn inmadiata de los resultados de la Sec
cién anterior al caso de derivadas parciales no es posible.
Esto me debe a qun el anflogo del Lema 3.1. en dimensionea =

superiores no es cierto (ver [Stay),

Para obtener cotas a priori necesitaremos, ademfs -
de (H-3.1.), una hipbiesis adicional de tipo crecimiento po-
linomio para g.

(N~ 3.2) Existen s, 6 -Gy o< (BN) tales que

»‘(x,u_) <« agpbBl gy i para cada (x,u)® " x R ,




N2 2 vy B representa condicivnes de
Dirichlet,

o(B3N) = N=2 y B representa condiciones de

° 2 y B representa condiciones de -

Los resultados de Pohozacv llfpmehun que una condicién del
tipo (H=- 3.2) e3 "cagi-necesaria® para obtener cotas para -
lav soluciones. No cbstante, el coeficiente °(B;N) es més

rostrictivo que el coeticiente criticeo H .

Empezamos con ¢l problema de Dirichlet

r‘n-r‘ lu+g{:,n)-f(x}, x€8_acC ll., N> 2,
(3.5)
lu = 0 an 'ﬁ’

donde g verifica las condiciones (i) y(ii) d¢ la seccibn -
1.2, .

Lems J.] Sea g verificande (H=3.1) y (H=3.2)., Entonces =
existen Cl, cz;'o y *€ 50,!) tales que si u es una solucién
de (3.5) se tiene

i
inl 2C +Cinl ; ¢ ¢
“‘l Cl C3 u, ' SR w=u +ul, uoE R, ull. N

Demostracifn, ¥o es restrictive, por (H=3.1), suponer que g

o8 no negativa 8 no positiva, En lo que sigue g ugrl no nega
tiva y se puede suponer y» 1o Sea %. 0 tal que 2+ gl ui"i:m“’
phra cada u -1, Se define gt  x {=1,1 /,0,1 por

g{x,u) = glx,u) Nu’, Entonces existe una extensidn contfnua

Bt o X [=1,1] « [0,1]. Sea g xR . R dada por




glx,u) i a2
g, (xu)=| o

-
fpgoglxa), pit
Es claro que %, ©s no negativa y satisface gl(x.u) < g%’
para (x,u) € %+ x R. Se nota g, a la funcién K-8, ¥ por -
la construccién anterior mz(:.u) <€, (xu)€ 4 x R para al=

gén C, O,

Sﬂp’lulquoUc;ﬁ,lowoupodbiopor -

{H-3:2): los tevremas de inmersién de Sobolev (ver Ad) ) g
rantizan que Vz"(;;) estd inmorso en Cl(EJ con inclusién
continua, y por tanio, exiate kl >0 tal que | ull _«‘hllul”
para cada uﬁiz”(a ) « De las estimaciones en o! Capftule :
ce sigue que ex iste Itz-,o tal que
1ug a'.ikzt 18(e,uls ) "ﬂﬁ‘.]._ donde u=u 4+u ,
con uuﬁl., u‘.l- ’

l‘(onll(o"'i ..l,(.'u(.p"+ "3(."’("” <
2 .'1("“('b'p+ Cla |1/P .
dondq : | es la medida de ; .

<

3'1(""“": "Ll llix,u(l))l Pax =

3 L( 1177 11 2m2), g | &,

utilizando (2,11) y puesto cue = (p=1)-1,
5 J(P‘l) o
pulx) | . (p=i) _zv
G ¢ |u il » X »

de donde

J;l(-,u(-)“";; (H)p-ldl1|l ‘p.l) lgli‘dlo

Pussto que u es una solucién de (1.5) se tendrd




lnl,** cho-k 6% » ycomo g 10

[QI" i dx :lﬂ‘l"*c'. l‘ °
Resumiendo, axisten k k"’ 0 tales que

3]
o (pet)p™!

3‘“’! + &

‘(-.u(o»'p ‘k 4 y

-]
| ua:(""” TRl

< kel
iulI‘ kz k3

Puesto que | ul"‘ InDIO M ul!I y '!(pnl)p"" 1 so obtiew
ne facilmente la relaciln que se guerfa.

Vbtendremvs un reaultado similar para el problems de
Neumeun

fu + glxu)=f(x), x4, 1€ g , N3,

(3.6)
-.-g-()ﬂ 'Q.

0 i

Lema 3.4« Soa g verificando (H=3.1) y (H=3+2). Entonces -
existen C, C,20y '€ {0,1) tales que si u os una solucién

de (3.6) se tieme

€ o
Iulto GI+C2Iuol » con u°u°0+u', uoel. nlzi-

Demostracién. De nuevo suponemos que g es no negativa y
» e >
ses p -}ulquo ; ;%T.Soubequccxhu ki 0 tal
que el i i
i\nilz" k, ll(.,n(-ﬁp+lflg ’
admbs Vz"(“) ostd inmerso en ¢°(7) y

o ¥ e worP(u
ul lzzlu 2,p PATe cada u€ W'V (Y),

'c(-.u(.li': - ] lalx,u(x) P dx -,Lmumr" +6 )P gix,u(x)idx

a
"3(““‘“ +")p"l fg(xyuixn)) idx.
Puesto que u es soluci8n y g0

I_ #ix,u)(x)) dx -j £ix)dx,




Combinando las anteriores expresiones se tiene

' ] -|
Iugl_ I:J(iuJ +*) + &,
de donde, pueste que ~(p-l)p'l- 1, se sigue lo que Queria

mos demoatrar,
Como en la seccidn anterior se pueden utilizar ostos

resultados para obtener un teorema de existencia,

Zeorems 3,2. Sea g verificando (H=3e1) y (H=3.2) y suponga
mos que ademfs se verifica la siguiente hipStesis

(1) Existe >0 tal que

[, BGsou, e (xdax = [ e(x) vimdax < glxyu_(xD ¢ (x) ax

para cada u , u._ﬁi con u+(x)i°'(x), u_(x) < °o(x), = 9,
intonces, el problema

s+ _u+t glxu) = f(x), x €5

1
.i'ﬂl! 3 U e

(13.7)

tiene al monos una solucién,

Dewostracibn, Usamos de nuevo métodos de homotopfa,
Sea Fi : . i » l‘(u)-u-l'u-(a+ l.I)Tl(I"') l(o’“(l)""}"’ﬂ‘(oﬂ(-»-f

$3: o 3

o(u)-u|+ t(u), 2{u) =

“©
donde u=u +ul, u R,u'u

El problema (3.7) es equivalente a hallar un cero de F,




Tunto 7 como , won perturbaciones compactas de la identi=-
dad y estudiamos la familia de ecnaciones.

(3.8) y Flu)+ (1= ,)4(u)= 0, , € (051
Para =0 el finico cero de , {u) es el origen y es claro ~

que d(+, B (R), 0) # 0 donde B (R) denota la bola abigr
ta en : centrada en ¢l origen y con radio R .0,

Para y€(0,1), si u es una solucién de (3.8) y siguign
do ol mimmo proceso que en los Lomas 33 ¥ Jed ne tiene que
existen C , c‘go y » €(0,1) (independientes de u y ,) tales
que :

(3.9) lullﬂgc‘+c3|uou ',

Seau r> 0 y «(0,1) tales que

_ f‘l*tﬁ))p yC‘-l'Cz '.V“I.’
dunde © >0 es tal que

lulxhce 18 ¢ (x)y xgoe
Sea

G-‘ue £ uﬂuog-t'u!, |nJu',||.|]|3 v

y spongamos que existe (u,,) €6 x (0,1) solucién de (3.%).
mu,ohianlu}a b CIuJ-r
8 Myl ™ Ty por las anteriores desigualdades

r‘SCl + CRI ué"5C1+C3 e <« oy
lo que es una contradiccién.
; e | e ) o
8i u,'=r de (3.9) . w:hc'«c»(::z
'lll(l)'i' ere (x}, x€ 0,
Para el camo .

u(x)-uo p(x) + ul(s)'; (1=ce) rolx):

y pov (i)




L.(x.u(xw(-u: 2 Lf(l)‘(:)u

Puesto que u eos una solucibn de (3.8), tenemos

Y EL(“‘:““‘ £V x)dx =(1-y)00,
lo que supone una contradiccidn,

De la misma forma se prueba quu u, no puede ser -r.,
Por tanto, la ecuacidn (3.8) tiene al menos una solucidn en
para Y™ 1.

dota. P! tevrema anterier es tambibn vélido si la desigual-
dad que sparece en (i) se invierte.

A continuacién obtenemos, como consecuencia del Teo-
rema J.2., condiciones de tipo asintético pars la sxistencia
de solucién de (3.7).

Copelario 1,2+ Ses g verificando (H-3.2) y tal que existan -
& ot ER con c(x,a)::e+ si x€n, uz0
"(‘.“’]£6- si le;. u 50.

y sean g(x,+ ), g(x,==) como en la seccién 2.1.

Se supona que

(3010) | gumy+=)e (xdaxc [ ex)s (m)ax « [ wlxy e o (ue,
entonces e! problema (3.7) tiene al menos una solucidn.

Demostracién, Si no se verificase la hipétesis (i) dal teo-
rema 3.2 existirfa una suca2sién iuniﬁ_c_ tal que

n.(:): ny(x), x €0 (resp u (x)c-n 1 (x)) con

| gtxu (0) s ax | rdax  (romp | £(x) 4 (x)ax).

Aplicandp ¢l Lema de Fatou se obtiene una mnem&ccidn -
con {3. 10).




Hotas y ejemplos |

ie El Corolario 3.2. fue pmmbade por Ward [W2) para el pro-
blema de Neumann., Ward utilizd estimaciones en l.l para obte
ner las cotas a priori y necesitaba imponer la hipStesis -
adicional

(C3) g viende a ser no decrecientes existen ‘,el.“g) yM,0
tales que g(x,ul)«,- ;(x,uz)+ y(x) aces ;, #i u-u, . M.
Muestro mftodo de prusba es distinto y no necesitamos (C 3

Como ejemplo, el problema

- ?
s "u lsinui=-f(x), xg ;, -;—u'O-I g
L]

no verifica (C3), pero iplioando el teorema 3.2 se sigue -
que tiee al menos una solucifn si L f=0,

2. Do nuevo en (W 2)se hace notar que la sxtensifn al proble
ma deo Dirichlet no es inmediata. El Corolaric 3.2. unifica
ambos problemas, Dirichlet y Neumann. Como un ejemplo,

au + A et :ur'l u+ = t(x), xgu, Bu= 0O em 30,
donde p cuaple las restriccionos de (H=3.2) tienme solucién
oy olosi [ ¢x)y(xax .o,

3. Serfa interesante sustituir la LipStesis .%=3.2) por un
crecimionto polindmice menor que el exponente ciftico., Pars
ollo se podrfan quizds usar los resultados de Figueiredo,
Pele Lions y Nussbaum [FL N iecorci de la exictencla de so=-
luciones positivas,

4 El Teorema 3.1. aparece en (KO 3|,

» 0 r +.ll+ n lln

Sea gi xR . R, (x,u) . g(x,u) verificando la hipé
tesis (H=-3.2) si N2 y ademds




i:) lim g(x,u)=+ . uniformemente en x <
u - +-

11‘) Existe M>0 tal que |g(x,u)l<M &i x€1, uco,

Estamos interesados en hacer un estudio similar al de la -
seccifn 2.2 bajo las suposiciones anteriores. Pars ello,
dado f eY, sed el problema paramétrico

pu + ) ut glxu) = uolx) + £(x), x®a,

(3.11)
Bu = 0 en )0

Probaremos el asiguientc resultado,

Zeorgms JoJ, Sea g verificando (H-3.2) y 1)), 44))
Entonces existe un funcional v: Y + R semicontinuo superior
mente tal que

i) Ssi u>v(ﬂ. (3.11) tienc al menos una solucién.
11) 8i .<v(f), (3.11) no tiene solucién,

Adends, :
[, glxm=) stmdax 2o (6)2 | @) ¢ (x)ax

para cada f GY. -

Imponiendo una condicién adicional el teorema puede ser re~
finado.
iul) Existe el 1fmite de g on - =, gix, == )-:u g(x,u)

- =

iv, ) n@C!(E xR) y lim sup (u(s,u)iw' L=t para todo »F

H s =

Corolario 3.3 En las condiciones del tecrema 3.3., i g -
verifica u:l é 1v|} el funcional © es contfnuo y se tiene
int n(a+a11+;)-{u+f3»el, f€ Y, 4" ¥f))

R(& 42 T+g) = vef s vER, 1 Sy, v2v(e)y,

- donde el anterior y la clausura se entienden en Y.




Damos ahora un ejemplo que muestra como se puede obtener in

formacién cuantitativa del Teorema 3.3.

Ejemplo 3.3, Sea g:R . R dada por

au siuwu.0
glu) = con 0.a.

asinu sj u:o

y estudiamos el problema de Neumann

su+glu)=fix), xe

(3.12)
L‘l = 0 en » .
in

Resultados de Castro [C#) implican que el probl~ma

au + asinu = f(x), -:--I:-O en ; ; , admite sclucién ai LE-O.
Tranladando dicha solucién al semieje negativo (sumando tér-
minos de la forma 2k ,) se obtivne una solucifn de (3.12), -
En nuestro caso, cl teorema 3.3 garant'za la existencia de
solucibn para (3.12) si L ¢ >0,

Ademds hay que hacer notar que, puesto Gue g{x,== )= a,
los resultados de Ward Iw3! 6 de la seccifa 3.2 de esta =

memoria afirman que existe solucién si
1
I._ﬂ-i i L f> a.
Para lu demostracién del teorema usaremos un método de trun-_-

catura, Sea g ! 2XR + R, n®1,2,.0s, dada por

glx,u) =i ucn

l“(x,u) - [

glx,n) siu:-mn,

y adoptamos 1: convencién £, ™ B
Es clare que las £, verifican las condiciones generales i)

y ii) de la seccién 1.2,




Denotamous por snl_f) ¢l conjunto de soluciones de

AU+ u+;“(x,u)-f(r.}, X €1y Bu =0 en 31

1

Lema .5, Dade R >0 existe no;l tal que
sn(f) = s.(r} para cada n>n_y fe¥, fi, <R,
Demostracién., Basta probar que exigsten n, Y M tales que

u(x)<M, x€i, si wueu S (f), fl <R
l'l::ﬂﬂ

$i no fuera iertuv existirfan sucesiones (un) y (i’n] con
e U 1 - - E €
u, k.’.nsl‘"“)' IlnEx u“u) += 'fnty-l'
e las demostraciones de los lemas 3.2., 3¢3. ¥ 3.4 se sigue

20y v 90,1) tales que

que existen Cl,(:2

fu | g 1¥
u‘_:;c'n: u, para cada uey st u

2 1’
-

u€U 8 (f) pars algln IFl <R,
n=j N : Y

Aplicando (2.11) y lo anterior
u (x)lu +C (€ +Cypu 1 ) elx), *3,

u Tu
n

Por tanto iy + =~y puesto que
o - e | € g
u (x)lu clc+Cyu_ | ) e ix), x

se tiene que unh) + 4= a.c. x &

€
Sea kn_- n tal que u. sl(n“n)' entonces

L "‘n("“"(‘” t{x )dx -[" t'“(x) s(x)dx< ll‘s'!.

pevo aplicande el lema de Fatou
J‘uknh’"n(x””“d" ++ = st n-*

lo que lleva a una contradiccién,




Demost-acifn del tevrema i, 1. SO G . g

] ;{l"*"‘ (x Jdx ) s‘l”'l!ﬁ! Pans am o e
sultado estarfa probade con ol B LE QN e pa—

los corolarios 1.1 ¥ 3.2,

Sea i : | SBin,=-*h

(4]
y n. nn-tmi fue

b, S(man) Mxdds | gim,=- 16 (n s,
donde n estd dado por el losa anterior,

8f »° 5(:)'!:} dx ex claro gue (.00} s tisme selusile
y si

o

ries 3. ky 3.2).

(- ), (xidx existe ol sescs wee s los il

Por la forma de escoger K 3y el joss 5, 4. s S F

qu~ pars *eij’(:)'u}h. ;ius,-‘l*uua .

|f-fn" nx7iii(u,-'i’¢(un, | ogix) Ciside
' 3 i e
$3s11) es equivalente 2

a4 ntg imu)~ g} +» Figl, &
L&)

(e12) '

Bu = O gn
Como &, o= acotada y
f' ‘n("’ +* ) tixddx = P ogln, n) ¢ inida

} it:"" “ 3o b
Por los resultados de la seccide 2.2 : % »
v"”

semicontinuo superiorments tal que | Bim,="31Vinidy
‘”ll }

U.II) tiene so uciée sl L8 ¥ tiens solucifle i
-, n

i “H'). de donde se sigue la demastiracifis del tewresa,
-
’

La demostracide del Covolario os inmodisis a partie

de lo an.erior la sec '8n 2,12,




Jod. El rango del operador °:+° . I+g con g superlineal !I!’

Discutimos ahora el caso correspondiente a (iili) en

la introducciée del Capfitulo,
Sea gt ? xR * R,(x,u) * gix,u) verificando

lim g(x,u) =+ * uniformemente en x & ,

i
2 ml

- -

112) li-{g(x,nh-“ ln o = uniformente en x € “

y la siguiente hiptesis de crecimiento polinfmico para N 2
1112) Existen Y ,520 tales que

uv -

| glxpu)l £ ¥ u +%, parax€’y ul 0,
donde
N+)
g <
e o si se trata del problema de Dirichlet,

es -':—r si se trata del protlema de Neumann,

Estudiamcs el problema

Bu= 0 en 'V,

i + -"li.s+‘(x,nl -f(x), x€ 7,
(3.14)

Lema 3.6. Toda posible solucifn u de (3.14) satisface
w i =*0f )
donde ° es una funcibn no-decreciente (dependiendo wéir de g).

Demostracidn, A lo largs de la demostracién C denvrarf cual
quier constante independiente de u,

Empezaremos cor el problema de Dirichlet pora N= 2,
Para ello usaremos un mtodo debido a Prezis y Turner BT,
5ea u solucibn de (3.'4), entonces u se puede descomporer
en la forma u-uo, + v donde u, es ortogonal a 4.
Aplicands el principio del mfxii.o y teniendo en cuenta 12 y

ii,.) se deduce que
2 .
uixj - €y x




y
L

{3.15) | g{xyuix) ) 27 uix), . y &0
donde s +max{l g(x,u)l : CZu® 0, x

Entonces, de (3.14) y la desigualdad de Garding, exis
te C, O tal que
z : A 'l
(316) tut? <l glxulu ax- | euaxl,

1,7

Tambi én
lﬁ;(x,u.‘u‘ dx = J

donde “ €(0,1) se escogerd mds varde. Entonces

R :'-uu,dx

f

(3.17) L g(x,u)u dx = [LU' ‘,1‘5]_

. i

Ademfs, como g~ infig(x,u):xe;, uekl

l ui’dxi[;’dx+3|‘4! ' dx .
n .l -

Puesto que u es una soluciln de (3.14), lj,dx = Lf.dx.

PFor tanto
/s

wn‘*:]hh d“h!i] ) dx

o

De ‘30]7).

¢

1/ ®
,Ium,s ,
I ‘{!’“)II dx L [ ——— X
a 1 u
2 1=

1~ &

(yyu '+ 8 )vy

“/l-”
L

¥ N
¢

u

Tomamon * = T%"l' y sea k( ') una constante tal que

ulP=ly s +u ! « ko) lwu F Hut],
] 1 " © 1




Usaremos la siguiente desigualdad (ver | BT}, | LM)
v
A0
I—."'I q
para v Eul.’zii- e
L l(x,u)uldxi C! !uo[

De (3.17) concluimos que

(g
lull jC{iuof mﬂul

1,2
De donde existen constantes C y D verificando

1 i
(3.18) bu ! <clul+p,1 <1
1 02 o

Debido a que u es una solucin se tiene

la‘("un ’ +ul)odx < l;f + dx

lo que, en conjunvién con (3.18) y 12). permite deducir la
existencia de una cota de la forma

|u|l.zga(¥rfo)

Un argumentc de regularidad finaliza la demostracién,
En el caso del problema de Neumann o N=] se usan los lemas
Jed ¥ 320

Jota. El anterior método para obtener cotas a priori propor
ciona un mejor crecimiento polindmico que el lema 3.3. Sin
ambarge la estimacién de u, se hace en términos de la norma

en V¥ ), lo que no parece permitir condiciones como las

que aparecen en el tsorema 3.2.
Enunciamos ahora el teorema bfsicc de osta Seccién,

Teorema Js4s Sea g verificando 12

Entonces existe un funcional continuo

“»1 Y * R tal que el problema no lineal




Su i utglnu) = solx)+f(x), x €

(3.19) [

Bu=0 en i1

a) no tieme molucidn si . <(f).
b) tiene al menos una solucidn si + = v (f),

c) tiene al menos dos soluciones si v (f),

Notas. 1. El resultado anteiror sigue la 1fnea iniciada por
Ambrosetti y Prodi en (AP! , quienes probaron bajo condicio
nes Il. concretas sobre g la existencia de cl-vurtdnd de =
codisensifn 1, M, tal que C*’*(7)-M quedzba dividido -
exactamente on dos regiones conexas en una de las cuales no
habfa solucifn y en la otra exactamente dos.

2, Posteriormente, Dancer (D1} prob8, para el problema de
Pirichlet un resultado similar al del toerema 3.4. donde las
hipltesis 13 ¥ uz) eran sustituidas por la hipStesis:

IR ° R diferenciable con continuidad y los li{mites (posi-—-

blemente infinitos) v»= lim y":(r) y "= lim !-ltf?.'
,1- y "
verifican - = ¢ "’“ N

Berestycki y P.L. Lions (BL!estudiaron el problema de Neumann
B
“bu = g(xu) +f(x) en 9, === 0 en 7 % con la hipbtesis
in -
lim M‘D € lim xt) uniformemente en x €0
tr== ¢t t~ "
y ea clare que dicha hipStesis es mfs restrictiva que 13) y
u’).
3o Se tienen resultados similares para las hipStesis

iz) li'n g(xyu) = =~ uniformente en x © ©,
. - =

llzl e | glxu)+ ? | & o® uniformemente, en x
u*t +*

Si N22

tid,) lglxu) | 2 lu
y 7 en las condiciones de 1112).

2 -
| : :
P +% , perea x €, uZi0




e Otros resultados relacionados se pueden ver e Hel Jord
k2|

Corolario 3sde gos ¢ verificando i), ii,) v, el 823, idd,).
Entonces R{:+ ' I+ g) es cerrado y viene dado por

.( at ll I+‘) =1 uet t 3ue.»o E" ¥y (f’}

Menfs, ixt R(s+ ) I+g) ~(y+ 1 ,eR, fe ¥, 5, (F))

Bsmostracife del teorems J.4. Pars cads f €Y sea

A(f) = L €R: existe solucibn de (1.19) }
ry - w!a(x.u);xea,ueu} .
Multiplicando en (3.19) por 4+ e integrando se tiene
Af) Clg ++ )
Lems I. 51 w€A(F), entonces [u, =) CA (f) .

DPemostracifn, Lo probamos usando el método de muper y sub
soluciones., Pare cada +>u se sigue de

tutr ue= t;(x)-?l(x,u) + uelx) <
< fix)=glxu) + 4lx)

Que una solucifn u correspondiente al problema para , os =
una supsr-selucifn del problema para . . Una sub-solucifn -
constante y menor que se construye sin dificultad.

Lems I1I. A(f) es cerrado y no vacio.

Demoustracifn., Sea o unx-h(fn) y a soluciones de
(3.19) pare “gae Dol lema 3,6. s> obtiene la acotacifn -
uniforme de h‘! » ¥ por compacidad se puede odtener una
#olucifn u de (3.,19) para &, Por tanto « €A(Ff) y A(F)

es cerradn,

Para prodar A(f) ¥ ¢ sea v la Gnica solucifn de




AavY+ ;Iv -f-‘l(x,()) en 0, Bu= 0 en 10, v oo,

donde g(x,0) = .l(x,D)'Ploo con g ortogonal a

Bes "o-s""[ (:v(:; (x,9)

t x€3) ., picho némere
es finito por verfic ar g lascondiciones generales i) y ii)
de 1a Seccifu 1.2. y la desigualaad (2,11) v puede ser vista
como una super-solucién de (3.19) para « = vyt &, Razonan-
do como en el Lema I se obtiene u°+¢°EA(f).:

los lemas anteriores nos permiten def inir el funcional

e ¥ o R, Ml") = min A(f). Se obtienc que (3.19) tig
ne solucibn si y alln si 2 v(f).

1Ll Maltiplicided de soluciones

Bn priser lugar observamos que si v’ v (f), entonces
una solucién (3.19) para = v (f) es vna super-solucifn es-
tricta para (3.19) con v ™ u, Coxo se observé antes una sib-
~solucién estricta se construye fécilmente. Aplicando el tes
rems 1.3. se tiene que deg(I+ T, 9,0)= 1, en las notaciones
de la seccién 1.3, Por las cotas a priori del lema 3.6, se -
tiene que existe una bola abierta BC: y tal que ? CB y =«
- on 3B no hay solucién de

Au+ )

u + gix,u) = o(x)+f(x)¢n 2, Bu=0en 7,

1
para , €[u(f),. ' ]+ La propiedad de invarianza del grado por
homotopfa hace que deg(I+T,8, 0)=0.

La propiedad de escisién del grado implica la existen-

cia de una segunda solucién de (3.19) para v = ¥ .

IV, Continuidad de v . Sea f - ( en Y, la acotacién uni

forme de w(-fn) se sigue de la demostracién del lema II, Sea
‘k una parcial psra la que "‘(fk)' Ty ou solucién de -
(3.19) para £=f, :” -Jfk). Como u, e puede eairaer una




parcial convergente, pasandc al ifmite, y se deduce
lim inf (€ ) >.(f).

$i ¥v(f), sea ? tal que deglI+ T, % 0) ¥ O, Para n
suficientemente grande, deg(I+ T 0 ,9) ¥ 0, 5> que implica
lim wsup "(?n) <y para cada »> v(§),

Nots Resultados relacionados con las Secciones 3.3. ¥ lede
se punden ver en ‘nu'.

deds Algunos cjemplos

Consideramos ahora algunos ejauplos que ilustran los
resultados de las secciones anteriores.

(1) 2ee el problema

s Y=o sr(x), x €0,
(a.:o)[ ASg

Bu=0 e 20

Si “" utilizando la teorfa de operadores monStonos v el
aftodo de sub y super-soluciones (ver ! BM ,[ KM ) se puede ~
probar que (3.20) tiene una dnica eolucién para cualquier -
f €Y, Do forma que R( 84) 1 - ") = Y LR

$i = 'i de mm‘ usando los métodos antes citados
se puede probar que existe solucién de (3.20) si y eflo si

f, t@ ¢ xex o,
donde ¢ es la funcifn propia asociada a?«'.
Meads dicha solucién es @nica. Se tiene
l(‘+*ll-o") - (¢ ey tIgf"ol,
y el rango es abiorto en Y,
S8i 1i> ) reescribimos el problema en la forma

1
dys ‘lu ¢ (= l')u-ou- f(x), x¥7, Bu= 0 en??,




La funcién g(u) = (1 = 1)""“ estd en las condiciones de
la seccidn 3.4. pues verifica :lz), 112) ¥ uiz). Entonces
existe un funcional contfnuo

vl ‘Y - l' E - \l(i')

tal que (3.20) tiene solucién para f-‘“i-t-’, f ¢, sl y

olo si v(f)2y . Adenfis, #i v(f)> » existen ol memos dos

soluciones. Puertc que Max g(u) = ("-"l)' In(* <A )l g
| cER :

v 2t hae - =1l e
_ : i 1
Batonces R( 8+ I-¢") = (¢ €y srzme s uo,0 wu(p)) ,

y el rango es cerrado.

El estudio del problems (3.20) fue propuesto por -
Mulhlbhu'h'mudmumunxol’
¥ condiciones en la frontera tipo Neumsun, Sin embargo, em

uhﬁumd“u“m\uﬂmﬂdoll-l"

con 0 "2, Otros resultados relacionados se pueden ver en =
Drébek .

i1) Gstudiomos el problems de Neumann

pu+iu+glu) =¢lx), x p
-
Bu=0en 0

donde IR + R, u + g{u) es una funcidn de clase uno vori-
ficando

- lim glu)
u- u

- lim g(u) = g(-= ER

Uy = =

= 81 N 2 existen ._;»0 tales que

- - -

lgtu)l2s + 8 1ul? , u€ R, con o< N(N=2)"",

8i 1< Opea g (u) = \u+g(u), entonces g verfics las
condiciones de 1a secciédn 2.4. 12). iiz) y 1113). Por -




tanto existe un funcional contfnuo
;r . u(i’) tal que
R(a + \I+g) = if €Y f=ys + o0 3 v(£))
y el rengo es entonces cerrado.

8i ' =0y g(u)> g(==) y € R, por los resultados de las
secciones 3J.ie y 3.2,

R( S4g)= (g€ y '!%Tlap g(==)!

¥y el rango es abierto.

En genersal, si ), = 0, por los resultados de la sec
cin 3.3, se tiene que axiste un funcional contfnuo
28 ¥ B E v ) en vg_t(-')(""‘-]‘)
y tal que ite

int R{ s+ g)= (% !tf-uo-rt;, uz v ()

ﬁl-r. -{f €sf up+f, v i£) )
81 > 0 no cabemos en general que ocurre. Pare el problems
en ordinarias
u'+1u+glu) = f(x), x€ (0gs), u'(0)=n'¢sr)= 0,

bajo las mismas suposiciones sobre g, se puede probar que -

existe o> @ tal que si 0<i<i = entonces existe solucién

para toda t(ﬁlmay'm’}. Por tanto,
l‘-"(--,olpmoﬂu‘uutoun.

i11) Suponemos 0C nd Yy sea el problema de Dirichlet

Au + Ju+ ua"f(:), x € g
u=0en M

Reescribimns el problema en la forma

Au+ i u+( = A')tm-uz-f(:), u= 0 en 30,

1




ity e s Yo

2

=( A_ 4 .

La funcién g (u) = ( (Jut u’ estd en las condi
ciones de la Seccifn 3.4. y por tanto existe un funcional -
contfnuo Y LR ,f . Jf) tal que

RO &4 M+g) = (F€ysp=psudl, u wig)) »

el rango es ahors cerrado para cada €R,

En todos los casos anteriores, utilizando ideas si-
milares a las del zjemplo 2.4. se pueden obtener estiracice
nes de los funcional es,




Capftulo IV, Comentarios finulea y problemas abiertos.

Darumos en este Capftulo algunas lineas de continua-

cién del trabajo presentado.

l. En el estudio que se ha hecho del rango del operador
a4 ‘nI”‘ para g acotada (Capftulo 2) hay todavia -
serias limitaciones. Los resultados mfs exactos se han -
obtenido para el primer valor propio (Seccién 2.2).

Una cuestién bisics es determinar si son ciertos re-
sultados similares para el resto de los valores propioa.
En 1a Seccidn 2.1. se vi8 que, cuando g verifica la hi-
pitecis adicional (H.2.2.), el conjunto w(f) es conexc
y varfa continuamente con f. ;Son ciertus estos resulta-
dos cuando (H.2.2.) no se verifica?, En concrets, y en -
las notaciones del! Capftulo 2, dade el problema

sut yusglu)= 4(x)+f(x), x e Fo,

Ba=0 emn it ,

se trata de determinar si el conjuntn de parfmetros pa-
ra las que hay solucién es conexo. Obviamente, si la & =
puesta es afirmativa, ios métodos de esta memoria no pue
doen ser usados Aebido a que la funcién s cambi . ¢l signo
en &,

La resolucién del problema anterior serfa de gran -
ayuda para el estudio de no-linealidades que se¢ anulan en
infinito; es decir }:-l‘:(u) = 0, Este dltimo problesa -
ha recibido una gran atencién en la literatura (ver por
ejemplo | KW |lAMILID2],,...).

Otra posibilidad es tratar de extender los resulta=-

dos de la Seccién 2.2 al caso en gque se tratan sistemas

¥y no ecuaciones escalares. Un caso concreto es el proble




tu+glu)=f(x), x €5 X . 0 an 32 ,
in

donde ‘:l“ . l.n es acotads y suficientemente regular.
Esta extensifn no os trivial ya que se presentan probl e-
mas relacionadcs con 1a geometrfa de R" que son de un -
carfcter nuevo. Por ejecplo, una condicién necesaria pa-
ra la existencia de solucién as

1

TI , flx)ax €co (g(r™)),
a H

donde co denota la envolvente ceirado-convexa de un -
conjunto en R". De hecho, puerie ocurrir gue existz solu-
cidn para funciones { tales que su valor medio no estf -
&n '(l“) si a>1, lo que es imposibie si n=1,

En el trabajo vriginal de Abrosetti y Prodi (AR , ¥ bajo
clerias condiciones de convexidad y salto del primer va-
lor propic para g, se eateblecfa quc para el problems

(1) su+glu) =¢f en ,, u= 0onyy,

existe una C ’

~variedsd M en €’ * (7), cerrads, conexa

y de codimensifn 1, y tal que < * (5)=M tiene dow =
componentes conexss Al y Az verif icindose

&) 8i f€ .l entonces (1) no .iene solucién.

b) si ¢€ A, eatonces (1) tiene exactawente dos soluciones.

Ademfs, si F€ M hay exactamente una sclucién,

En las sucesivas extensiones de este resultado, comeo
por ejemplo 'KW1,I D1! o0 la Ssccibn 3.3. de esta memoria,
el conjunto M tiene una represcntacifn analftice de la
furma v = v (f). Se sabe que el funcional v es contfnuo,
Con objeto de lograr un mayor paralelismo con el resulta-

do vriginal, serfa interesante estudiar la regularidad de

1
L concluir que M sigue siendo una C -variedad,




Por otra parte, y si bien los resultados ed AP fue
ron presentados para el operador de Laplace, sus técni-
cas se extienden sin dificultad a coperadores lineales -
de un carficter muy general, Los trabajos posteriores de
penden esencialmente del Principio del Miximo, lo que -
hace yue el método no se pueda extender a operadores de
mfs aito orden. Serfa por tanto interesante obtener re-
sultados similares alcs de la Seccidn 3.3 sin hacer uso

del método de sub y super-soluciones.

Las conclusiones de la Seccién 3.4 sugieren que el resul
tado de Amann, Ambrosetti y Mancini dado por el Teorema
i.2. de »sta memoria puede ser extendidv al caso en que
es posible probar un resultado dei tipos

"Sea g acotada superior o inferiormente y sometida a un
cierto crecimiento polinémico. Entonces la existencia de
stib=solucifn y super-solucifn (no necesariamente ordena-

das) para el problema
Au+ llu+ gixu)=f en 0 ,
implica la existencia de solucién”,
Si ello fuera cierto, los resultados de la Seccifn -

1.4. serfan una consecuencia inmediata de este tecrema.

los resultac s de existencia de las Secciones 3.1 ¥y 3.2
pueden ser extendidos de forma casi automftica al caso -

de ecuaciones parabSlicas. Sia embargo, serfa de interés

estudiar ¢l probl=ma . = g{u)=-f con condiciones

de contorno Dirichlet, pues quizds se obtuvieron resul’y

dos muy préximos a los de la Seccifn 1.2 para ecuaciones
ordinarias.
Otro problema, y» indicado, es alcanzar el coeficien

te critico en la Seccién 3.2.

™
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