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INTRODUCCION

Despues de los trabajos de Hasse sobre la aritmética de
formas cuadrdticas sobre los cuerpos de nimeros algebraicos, E. Witt
(35) fundd la teoria algebraica de formas cuadrdticas sobre un cuerpo
cualquiera K de caracteristica distinta de 2, definiendo el anillo conmuta-
tivo W(K) cuyos elementos son clases de equivalencia de formas cuadrd-
licas anisotropas. Algunos afos mas tarde C. Arf (1) estudic el caso
particular de formas cuadrdticas sobre un cuerpo de caracteristica 2. El
discriminante y el dlgebra de Clifford son invariantes de las formas
cuadréticas, C. T. Wall combiné estos dos invariantes en uno solo, para
un cuerpo, introduciendo el grupo de Brauer graduado.

En lo que concierne a la teoria de formas cuadréticas

un cuerpo ha sido desarrollado por H. Bass, A.

13), A.

sobre un anillo o sobre
Micali (23 y 26), O. E. Villamayor (23), A. Frohlich (12 ¥y
M. Mc Evett (12 y 25), M. Knebusch (19 y 20), R. Ware (19 y 20),

A. Rosemberg (19 ¥ 20), W. Scharlau (29), por citar algunos, habiéndose

estudiado el grupo de witt y el anillo de witt de formas sesquilineales
posibilidades, asi como

sobre cuerpos y anillos en diversas acepciones ¥




obre dominios de Dedekind. Entre los resultados mas significativos desta

can los siguientes: .
-~

El anillo de Witt de un cuerpo K, W{K), es isomorfo a

Z/2Z si y solo si todo elemento de K* es un cuadrado.

El anillo de Witt sobre un cuerpo K. W(K), es isomorfo
a 7Z si y solo si K es un cuerpo ordenado en el cual todo elemento

positivo es un cuadrado.

Como casos particulares se han estudiado los anillos de

Witt W(Z)=2; W(Q); W(R)=Z; W(C)=Z/2Z.
Reciéntemente C. Cibils (7) ha estudiado el grupo de

Witt \\'L(.‘\l. (e=71) donde A es una K-dlgebra asociativa de dimensién
finita provista de una involucion o dejando fijo el cuerpo base arbittrario
K. Iniroduce el concepto de metabolizador, bdsico para definir una forma
neutra y construye el grupo de Witt, WE(A), donde sus elementos son
clases de equivalencia de A-médulos provistos de una forma bilineal
¢ _simétrica. estable bajo la involucién o, no degenerada, con valores en
K. modulo las formas neutras. Teniendo en cuenta que si radA es el
ideal nilpotente maximal de A, y puesto que o(radA)=radA, la involucion
o estd también definida en A/radA y demuestra que WE(A)=W€(A/radA)

apoyandose para ello en la existencia de una forma anisétropa tUnica por

clase de equivalencia en el grupo de Witt WE(A). Puesto que A/radA es

una K -algebra semisimple de dimensién finita, provista de una involucion

dejando fijo el cuerpo K, tiene una descomposicion Unica en producto de

4lgebras simples obtenida con un sistema de idempotentes {ei}i=1,2,...,n’

centrales, ortogonales, primitivos ¥ completes de tal manera que

A/radAz(A/radA)elx(A/radA)ezx...x(A/radA)en donde cada

(A/radA)e, posee un solo médulo simple ¥ demuestra
i

K -4lgebra simple




. W ok
que E(/ﬁ\/rad/\).‘m»E((A/rad/f\)ci). Por tanto reduce el célculo del

u d‘ L 1 = i d
grupo de Witt, \.\th), al caso de una K-&lgebra simple con involucién.

Parecié interesante | ar. | ‘
sante intentar introdn 'S1OS € :
»ducir  estos  conceptos,
en casos no asociativos y fue por iniciativa de C. Cibils el hacerlo para
algebras de Lie de dimension finita las cuales han sido siempre un modelo
para las restantes algebras no asociativas, y este es el objeto de la

presente memoria.
El primer Capitulo estd dedicado a la construccion del

grupo de Witt, WE(L), (e=21) de una K-dlgebra de Lie L finito dimen-
sional provista de una involucién o de L en L, es decir de un antiauto-
morfismo de orden 2, donde K es un cuerpo arbitrario. Para ello defini-
mos los conceptos de forma e-simétrica invariante, respecto a la involu-
cibn o corsiderada, o mas simplemente e-forma, e-subforma, e -forma
rneutra, suma ortogonal de e-formas, metabolizador de una e-forma,
¢ _forma neutra, conceptos todos ellos necesarios para construir el grupo

de Witt. W (L), de formas e-simétricas invariantes. Se demuestra que
E

el conjunto de clases de equivalencia de L-médulos provistos de una

forma bilineal e-simétrica no degenerada y o-invariante, médulo las

e - formas neutras, forman un grupo con la suma ortogonal. Este grupo

es el e-grupo de Witt de L, WE(L), respecto a la involucion o conside-

rada. Demostizmos, ademas, que WE(L) es vacio o bien un grupo abeliano

de periodo 2 y por tanto un grupo 2_elemental abeliano, es decir un

espacio vectorial sobre el cuerpo Z/2Z, si K es un cuerpo algebraica-

mente cerrado.

En el Capitulo segundo reducimos el estudio del grupo

de Witt de un dlgebra de Lie cualquiera al estudio del grupo de Witt de

interesante ya gue las dlgebras

un dlgebra de Lie reductiva, reduccion




reductivas son precisamente suma direcra de una abe

liana y una semisim-

ple lo que nos conduce &l estudio del grupo de Witt de un dlgebra abelia-
na por una parte y al estudio del grupo de Witt de un algebra semisimple
por otra. Para ello consideramos el radical nilpotente de un dlgebra de
Lie L, S(L), que es la interseccion de todos los nucleos de las represen-
taciones irreducibles. Demostramo. que S(L)} queda invariante por cual-
quier invelucién o de L lo que nos permite considerar el grupo de Witt

£

W (L/S(L)) y llegamos a demostrar que WE(L):\.\'E(L/S(L)). Al ser
ahora [ un dlgebra de Lie reductiva, se tiene que L=Z(L)e[L L]
donde 7Z(L) es abeliana y [L L] semisimple. Vemos que Z(L) y[ L L]
son invariantes por oy podemos hablar de los grupos de Wit W E(Z(L))
y \\'{({L LL1). Comprobamos que el estudio del grupo de Witt de dlgebras
de Lie abelianas finito dimensionales con involucion arbitraria es exacta-
mente lo mismo que estudiar el grupo de Witt de dlgebras de polinomios
con un nimero finito de indeterminadas y con involuciones que fijan
unas cuantas indeterminadas e invirtiendo las restantes.

Pasamos entonces a considerar el caso de un &lgebra de
Lie semisimple L y nos preguntamcs que involuciones definidas en L

estabilizan las componentes simples Li de L. Vemos que basta que exista

en L. un elemento no nulo cuya imagen, por la involucién considerada
i

en L, quede dentro de L., para que todo Li quede invariante por la

involucion. Como toda subdlgebra de Cartin de L debe de tener inter-

seccibn no trivial con cada componente simple Li’ llegamos a que si la

involucién definida en L es tal que restringida a una subilgebra de Cartédn

de L es lid, entonces dicha involucion estabiliza todas las componentes

simples Li de L. Es mds, si la involucion restringida a una subdlgebra

de Cartan es id, entonces dicha involucion fija punto a punto una subdlge-
bra de Cartdn de cada componenté simple, y si la involucion restringida

s -id, entonces la restriccion de dicha 1nvo-

4 una subdlgebra de Cartdn e




luciobn a una subdlgebra de Cartdn de cada compenente simple es -id

] ’ - ¢
Por otra parte, y teniendo en cuenta el Teorema de Borel - Mostow (4)

toda involucion 'be de dejar invariante & : f A
debe de dejar invariante alguna subdlgebra de Cartdn y

ademds por Jacobson (18) debe llevar el espacio raiz L al espacio raiz

1-_0.(0). Ademds involuciones muy significativas de las dlgebras de Lie

simples clasicas, en la representacion estandar, son las que hacen
corresponder a cada matriz su transpuesta. Estas involucicnes restringidas

a la subdlgebra de Cartdn estandar es la identidad. En nuesiro estudio

L Wl R s ; . . + . .
vamos a incluir las involuciones o tales que c( =-id, siendc H una

H
subdlgebra de Cartdn de L, que son los casos extremos pues tomando

una base conveniente en H, la matriz asociada a cualquier involucion

. . - + i
respecto @ dicha base apropiada es diagonal con -1 en la diagonal.

Si o, -id, entonces forzosamente o(e )=e siendo L =<e >los espacios
|H a -a a a

raices v a estas involuciones les llamamos Transposiciones que incluyen a

las citadas anteriormante. Si U|H=—id, entonces en cada espacio raiz

. =<e > se tiene que ole )=:ea. En particular estd la o=-id. Si
a o a

o--id. entonces los conceptos de forma o-invariante y moédule  o-dual
coinciden con los conceptos clasicos. Observamis también la relacidn

existente entre los grupos de Witt de un dlgebra de Lie semisimple L

con involucion y los grupos de Witt de sus ideales minimales con involu-

cién inducida por la involucion de L.

Las diversas reducciones hechas en Capitulos primero Yy

segundo de esta memoria, del estudio del grupo de Witt de un dlgebra

de Lie con involucién nos ha conducido al estudio del grupo de Witt de

un 4lgebra de Lie simple, estudio que realizamos en Capitulo tercero.

. . V"t’
En este punto juega un papel primordial el concepto de médulo dual :

ie s un
respecto a la involuciéon  definida en un dlgebra de Lie simple L, de

i i i imero. Cada L-mo-
L -modulo V, que fue introducido en el Capitulo prime




d! 3 1 & |
vlo simple autodual N lleva, de manera natural, asociada una e-forma

IJiiinl‘aI no dt' ‘NerT: dl " e : . ; ¢
generada y o-invariante, {N dada por f:‘,(x‘y):( (x))(y)

donde ¢ es un isomorfism iy
: . smo de N y N*. Ve - estas
de y I\U. Vemos que estas fl\' no dependen

dl ¢ 3&‘1‘() t(]UHdI(nCl‘dh } la.‘\ idMmamos . J-I] ra a Cddd - modu
]

simple N consideramos las clases de W : ¢
ses de \\E(L) que contengan alguna e-forma
isotipica de tipo N. Al conjunto de estas clases lo designamos por

W:(L}N y lo llamamos componente isotipica de tipo N del grupo de
Witt \\'C(l.). Demostramos que WC(L)N: $ si y solo si N no es autedual,

por el contrario si N es autodual, entonces WE(L) es un subgrupo de

N

W (L) y ademds W (L)=e W (L)
€ £ N

N recorriendo N los L-médulos simples

autoduales. Terminamos, por una parte, detectando todoes los L-médulos
simples autoduales para cada una de las invcluciones consideradas y, por
otra parte, determinando las formas bilineales no degeneradas y o-inva-
riantes que se pueden definir en un L-médulo simple. Obtenemos que la

forma bilineal natural, [N’ sobre un L-médulo simple autodual N es

simétrica o antisimétrica y cuando es de uno o del otro tipo. Ademds,
salvo equivalencias, ésta es la dnica e-forma no neutra posible, no
solamante sobre N, sino también sobre cualquier L-médulo semisimple

isotipico de tipo N, o cual nos determina los subgrupos W E(L)N siendo

el resultado final los siguientes:

i i = nemos
a) Si o es tal que 0|H=—1d y Vaed es o(ea)—eu, entonces obtene

s L-modulos simples autoduales,

que W+1(L)=:W+1(L)N recorriendo N lo

i e Z/ junto
ademds para un tal N se tiene que W+1(L)N—Z,ZZ y el conju

B= {[(N.f..)] / N=L - médulo simple autodual,szforma natural sobre NI




€s una base de W
a base de “+l“")' Por el contrario W—l

b) Si o=-id, entonces W _ (I =6 W
+1 +

< ]“')Z\“ recorriendo N los L -médulos

simples autoduales para los - ) ;
p )s que el nimero m= ¥ ;}(O(hm) es par donde A

aed 0

es ¢l pesc maxi » . : ; :
I 1aximo de N. Para un tal N se tiene que W (L}N=Z/22 y

+1

el conjunto B-={ [(N,fN'}] /N=L-médulo simple autodual con m par

fy=forma natural sobre N} es una base de W  (L). Andlogamente
: :

1

obtenemos que W = / (L)N recorriendo N los L-mddulos simples

autoduales para los que el nimero m es impar. Ademés para un tal N

se tiene que W_ (L}N=Z/2Z, y el conjunto B={[ (N,fN)] / N=L- médulo

1

simple autoduzl con m impar, fN-:forma natural sobre N} es una base

de W_ (L).

c) Si o es tal que ol =id y Vaed es U(EQ) e_,» entonces W+1(L)N es

H
isomorfo a Z/2Z y el conjunto B={ [(N,fN)] /N=L-médulo simple,

f -forma natural sobre N } es una base de W+1(L). Ademds W_I(L)=b.

N

Finalmente definimos el producto Kronecker de e-formas

para un dlgebra de Lie L con involucién lo que nos permite construir el

W+1(L) de formas simétricas, el anillo de Witt wi(L),

anillo de Witt

asi como el anillo primo de cada uno de ellos.

No quiero terminar e€sta introduccidpn sin agradecer pro-

fundamente a los profesores Dr. D. Claude Cibils, Dr. D. Eugenio Miran-

da Palacios y Dr. D. Vicente Ramén Varea Agudo sus inestimables




ayudas sin las cuales no hubiera sido posible la realizacion de esta memoria.

Agradezco tambien a los miembros de los Departamentos

de Algebra y de Geometrfa y Topologia de la Universidad de Granada su

buena acogida, su estimulo y su ayuda de todo tipo.




CAPITULO ¢ : PRELIMINARES




CAPITULO 0.- PRELIMINARES
Sez ¥ un cuerpo arbitrario (conmutativo)

Un espacio vectorial L sobre un cuerpo K con una opera-

cibn LxL--->L denotada (x,y)-->(xyly llamada corchete o conmuta-

dor de x e y, se llama una K-dlgebra de Lie si se satisfacen:

1.- La operacion corchete es bilineal

2.- [x x]=0 para todo x de L

3. {x[yellsly [ a]jei? [x y]] =0 Vx,y,zeL

Si X e Y son subconjuntos de L, denotamos por [ X Y]

el subespacio vectorial de L generado por los elementos [ x y] donde

xeX e yeY.

Si V es un espacio vectorial, entonces el espaciy vectorial

rnd(V) con el producto (f gl=fog-gof es un dlgebra de Li: que denota-




remos por gl{V).

I CLASES ESPECIALES DE ALGEBRAS DE LIE

1.- Abeliana
Un dlgebra de Lie L se dice gue es abeliana s1 [ x y]=0

para iodo x e y de L.

2.- Nilpotente

a) Dada un 4lgebra de Lie L, se llama serie central
descendente o serie central baja de L a la sucesibn de ideales de L
definida por

e e P R

b) El dlgebra de Lie L se llama nilpotente si L"-=0 para
alglin entero positivo n.

¢) El Teorema de Engel asegura que L es nilpotente si
, solo si para cada x de L, la aplicacion adjunta adx:L--->L dada por
adx(y)=ly x], para y de L, es nilpotente.

d) En toda algebra de Lie L existe un ideal nilpotente

maximal llamado el nilradical de L y denotado por N(L).

3.~ Resoluble
a) Dada un 4lgebra de Lie L, se llama serie derivada

de L a la sucesion de ideales definida por

e R e e

b) El dlgebra de Lie L se llama resoluble g L

para alglin entero positivo n.

¢) En toda dlgebra de Lie L existe un Gnico ideal resolu-
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ble maximal llamado el radical de L y denotade por Rad(L)

4.- Semisimple

Un dlgebra de Lie L se dice que es semisimple si el
Unico ideal abeliano de L es {0}. Si LD y Rad(L)=0. entonces L es

semisimple.

5.~ Simple
Un dlgebra de Lie L se dice que es simple si no contiene
ideaies propios y la dimension es mayor que uno. Toda algebra de Lie

simple es semisimple.

6.— Reductiva

Un élgebra de Lic L se dice que es reductiva si su
representacion adjunta L--->gl(L) pada por x--->adx es completamente

reducible.

I PRINCIPALES RESULTADOS DE ESTRUCTURA

1.- Teorema de Levi

Si K es un cuerpo de caracteristica cero, entonces toda

K - 4lg=bra de Lie L se obtiene como una extension de un algebra de Lie

resoluble por una semisimple. Es decir, L=Rad(L)eS donde S es una

subdlgebra semisimple de L y Rad(L)nS={0}.

Este resultado reduce el problema de clasificaciéon de
res subpro-

las olgebras de Lie sobre cuerpos K de caracteristica cero en t

blerias: clasificacion de las resolubles, clasificacién de las semisimples y

clasificac’6n de las representaciones S---> gl (Rad(L)).
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2.- Estructura de las élgebras de Lie semisimples

n 4 a de Li
Un dlgebra de Lie sobre un cuerpo K de caracteristica
cero es semisimple si y solo si es una suma directa de dlgebras de Lie
simples, es decir L=N_ eo...eN : l. son |
. 1#--eN donde los I\i son ideales de L y ademds
son algebras de Lie simples.
Los ideales Ni son los tnicos ideales minimales de L y

cada ideal de L es suma de algunos de ellos.

3.- Descomposicibn en espacios raices de un dlgebra de Lie semisimple

En el estudio de la dlgebras de Lie semisimples juega
un papel crucial la descomposicion de L producida por ciertas subdlgebras
nilpotentes llamadas sub4lgebras de Cartdn. Una subdlgebra H de L se
llama subdlgebra de Cartdn de L si

12.- H es nilpotente

20._ H es autoncrmalizada, es decir [x HJSH=> xeH

La subdlgebra de Cartdn se dice escindible si los polino-
mioe caracteristicos de las transformaciones adH:L--->L se escinden en
el cuz>rpc base K.

Cada subdlgebra de Cartdn escindible H de un édlgebra
de Lie semisimple L sobre un cuerpo K de caracteristica cero, des-
compone al dlgebra L en suma directa de los espacios raices cuya defini-
cion y algunas de sus propiedades resumimos aqui:
a:H---> K denotamos por

Para cada aplicacidon lineal

L ={xeL/[h xJ]=0a(h)x, YheH}. La aplicacién o se dice raiz de L si
a

af0 vy La#O. La aplicacion lineal nula nos da H, es decir L0=H.

llamamos ® al conjunto de las raices de L. Propiedades:

1..- @ es finito

2.- L=He «aLu
aed
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dIﬁILatl para toda raiz o

(B0 [HL ] L
Q Q

[!_C1 LB]:.O sl a+B no es raiz

[Lu ],.B} Lu+B S5l a+B es raiz

Si a €s una raiz, entonce -a también lo es. Ademas
-a es el dnico multiplo de e que es raiz

El ndmero de raices linealmente independientes es
igual a la dimension de H. El conjunto ¢ de raices

genera el espacio vectorial dual H*

Existen sistemas de raices {ul,...,ul} donde l=dimH

tales que cualquier ctra raiz B se puede expresar de
la forma B:klcx

+...+kla donde los ki son ndimeros

1 !
racionales todos positivos o todos negativos. A tales
sistemas se les llama base de ® o sistema simple de
raices. Si todos los k. son positivos (resp.negativos),

sc dice que B es positivo (resp.negativo) y se denota

g>0 (resp.p<0)

" . +
El conjunto de raices positivas relativas a una base de ¢ se denota por ¢ .

Se dice que gp<g Si ¥y solo si - es suma de raices positivas o B =a.

4.- Estructura de las 4lgebras de Lie reductivas

Sea L un 4lgebra de Lie. Se llama radical nilpotente de

L a la interseccion de

dimensién finita de

a)
b)
)

los nucleos de las representaciones simples de

L. Se denota por S(L). Si consideramos Rad(L), las

siguientes condiciones son equivalentes:

L es reductiva

[L L] es semisimple

L es el producto de un 4lgebra semisimple Y de un
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algebra abeliana
d) El radical nilpotente, S(L), de L es nulo

¢) Rad(L) es el centro de L

111 MODULOS

1.- Teorema de Weyl

Sea ¢ :L--->gl(V) una representacion finito dimensional
de un dlgebra de Lie semisimple L, con V£0. Entonces ¢ es completa-

mente reducible.

2.- Descomposicidn en espacios peso

Sea L un dlgebra de Lie semisimple sobre un cuerpo K
algebraicamente cerrado de caracteristica cero, H unz subalgebra de
Cartdn de L, ¢ el conjunto de raices de L y A una base de . Si V es
un L-mddulo de dimension finita, entonces para todo AeH*, considero

\'\ ={veyv/hv=a(h)v, YheH}. La dimension de Vk se llama la multipli-

cidad ¢ A en V. Si la multiplicidad de x en V es 31, es decir si VA
es distinto de cero, se dice que A es un peso de V. La descomposicion

V- & V de V relativa a adH se llama de espacios peso. Si veV, y
AeH*

entonces € veV L
eae Lu, . S

Por definicién un vector maximal de peso A en un L-mo-

+
dulo V es un vector no nulo v EVA anulado por todo L, con a€d.

En orden a estudiar L-médulos irreducibles finito dimen-

ual estudiar la clase mas grande de médulos engendrados

sionales es us

+
+ &
por un vector maximal. Si V=U(L)v para un vectof maximal v de

e llama

peso x, se dice que V es estandar ciclico de peso A y a A se 1
L

el peso méximo de ¥.
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Si V es & : i
es un L-mddulo estandar ciclico con vector maximal

+ +
veV yo =:{Bl,...,Bm} . Entonces:

i i
l.- V estd engendrado por los vectores % b
Yo rnes¥y
1

+ + .
(1].92 ); en particular, V es la suma directa de sus
espacios peso
|
2.- Los pesos de V son de la forma p=A-1 k‘:. (k.eZ")
e

j=
es decir todo peso satisface que up<a

Dos L-médulos irreducibles de dimension finita que
tengan el mismo peso mdximo son isomorfos.

La forma de Killing f(x,y)=traza(adx ady) Vx,yelL
definida en L es no degenerada. Denotamos f(x,y) por (x,y). Si conside-

ramos el (Q-espacio vectorial HB engendrado por las raices de H en L,

la forma de Killing definida en H(') es no degenerada. Si o es una raiz

2(B,a)
a definida

tal que (a,a)#0, entonces la aplicacion lineal SQ(B)=B-
(o,

en Ha e caracteriza porque aplica a en -a y deja fijo todo vector orto-

gonal a a. La reflexion S  es una transformaciéon ortogonal relativa a la
a

forma de Killing y S permuta los pesos de H en cualquier L-médulo
a

finito dimensional. Los Sa engendran el grupo de Weyl el cual es finito.

Si Ay A' son bases de ¢, entonces existe un unico elemento S del grupo

de Weyl tal que S(a)=2'.

IV INVOLUCIONES

Sea L un élgebra de Lie semisimple finito dimensional
aracteristica cero, H

sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado de ¢
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una subdlgebra de Carté =
g Cartdn A-={ ul,...,ui} una base del sistema de raices

® relativa a H i
: e f. h . i=1 j
By ol b y2,...,] un conjunto de generadores candnicos
ara e 1né :
para L. determinado por A. Entonces los h. forman una ' e de H
l '

i. Sea 1 un automotfismo de L, entonces existe un automor-

(.’.ELQ., f. el
1 1 ]

fismo invariante (18, Pdag. 265) I tal que r(H)=1(H). entonces el auto-

morfismo 1':1‘_]1 aplica H en H. Consideremos t un automorfismo que
aplica la subdlgebra de Cartdn H en si misma. Si < el , entonces como
[ea h]:a(h)eu, se tiene que [T(eu) T(h)]:u(h)‘t(eﬁ). Supongamos
que T(L_ )=Lg donde B es raiz, obtenemos pues una aplicacion a—>8
en el conjunto de las raices, y f't(eu) t(h)]=B(t(h))r (e, ). Por tanto
a(h)=8(1(h)). Sea 1* la aplicacion transpuesta en H* de la restriccion
de T a H. Por definicion, si & eH*, entonces t*(&)(h)=E(t(h}). Si

considgeramos E =B se tiene que T*(B )(h)= B(t(h))=a(h). Por tanto

1¢(B)=0 y B;T‘-l(u)_

Si 1T es un automorfismo de L tal que t(H)=H para una

subdlgebra de Cartdn H de L, entonces para cualquier raiz « de H en L

se tiene que T(L _)=L donde T es la transpuesta en H* de la

t+ 1 (a)

restriccion de T a H.

Si A es una base de ¢, T"I(A) es tambien una base de

Consideremos las 4lgebras de Lie clasicas Al, B], C] y

D,. Se tiene de (18, Pdg. 281):

omotfismos del 4lgebra de Lie de matrices
1

El grupo de aut

conjunto de aplicaciones X--=> A XA. FE

2x2 de traza cero e€s el
je de matrices nxn de traza

grupo de automorfismos del dlgebra de L
1

. =1 =
cero, n>2, es el conjunto de aplicaciones X.->A XAy X===>-A X'A
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siendo el cuerpo base K algebraicamente cerrado de caracteristica cero
.

Y A una matsiz no singular.
. Si consideramos las dlgebras simples B](]>,2), CI{I;S) y
D, (I 24), éstas es el conjunto de matrices X satisfaciendo ST X'S=-X

donde S=1 para BI y {)l, y §'=-S para CI' El orden de las matrices es

2| para Ci y Di y 2141 para F.!. Se tiene el siguiente resultado:

Sea K un cuerpo algebraicamente cerradoc de caracteris-
tica cero y sea L el dlgebra de Lie de matrices antisimétricas o el
algebra de Lie simpléctica de matrices X tales gque s1x's-_X donde
S'=-S. Supongamos el namero de filas n25 en el caso antisimétrico
impar-dimensional, n36 en el caso simpléctico y n310 en el caso antisi-
métrico par-dimensional. Entonces el grupo de automorfismos de L en el
caso antisimétrico consiste en las aplicaciones X ---> O'IXO donde O es
ortogonal. En el caso impar-dimensional se puede ahadir la condicion de
que O es propio. En el caso simpléctico el grupo de automorfismos es

1

el conjunto de aplicaciones X--->0" " XO donde O'S0=S5.

Estos resultados referentes a automorfismos de L tendrdn
su aplicacion en Capitulos posteriores cuando hagamos un estudio de las
involuciones de L teniendo en cuenta que una involucibn en L no es ni

mas ni menos que un antiautomorfismo de orden dos.

Para mas detalle consultar los libros de Jacobson (18),

Humphreys (17) y Bourbaki (5)




CAPITULO 1 : CONSTRUCCION DEL GRUPO DE WITT




CAPITUL.O 1.- CONSTRUCCION DEL GRUPO DE WITT

PARRAFO 1.- EL GRUPO DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE CON

INVOLUCION.

En este parrafo, partiendo de un dlgebra de Lie finito

dimensional sobre un cuerpo K arbitrario, damos las definiciones necesarias

para llegar a construir el grupo de Witt de formas e-simétricas invariantes.
Sj L es una K-dlgebra de Lie, un K - espacio vectorial

V, provisto de una aplicacion LxV--» V, denotada (a,x)--» ax, se

llama un L-mddulo si se satisfacen los siguientes axiomas:
1.- (aa+8b)x=a (ax)+B(bx)
2.~ a(ux+By)=a(ax)+B(ay)
3.-[a blx=a(bx)-b(ax)

Va,bel; Vx,yeV; Va,BeK
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Sea L. una K-dlgebra de Lie de dimension finita provista

g v w0 g . :
una involucion a--2 a, es decir un antiautomorfismo de orden dos €en

L. Se verifica [ bl-<1a Bl={b al.

DEFINICION 1.1.1.- Si e=11, una forma e-simétrica
invariante o mds simplemente una e-forma (V,f) es un L-médulo V de
dimension finita sobre K, provistc de una forma bilineal f, con valores

en K, ¢-simétrica, no degenerada e invariante, es decir

f(ax,y)=f(x,ay) Vael; Vx,yeV

DEFINICION 1.1.2.- Una e-subforma de una e-forma

(V,f) es una e-forma (N,g) donde N es un L-submédulo de V siendo

-f
B="INxN-

DEFINICION 1.1.3.- Una e-forma (V,f) se llama anis6tropa

si para todo L-submédulo N de V es (N,g) una e-subforma de (V,f)
donde g:f|NxN'

Sea V*=H-m, (V,K) el K-espacio vectorial dual de V.

K

LEMA 1.1.4.- El K-espacio vectorial V* se convierte en

un L-médulo respecto a la involucion considerada en el &lgebra de Lie
L si definimos

(ag)(x)=e(ax) VeeV®; VaelL; VxeV

DEMOSTRACION.- Es de f4cil comprobacion que:

(1) ((aa+8b)tp)(x)=(a(aw)+6(bq>))(x)
(ii) (a(uqHBd:))(X):(u(atp)'FB(acp))(X)
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(iii) ([a ble)(x)=(a(be)-blap))(x)

VoBeK; Va,bel; Ve, 0eV®: VxeV

DEFINICION 1.1.5.-El L-médulo V* se i{lama dual del

l.-médulo V respecto a la involucién definida en L. Se nota por V¢,

PROPOSICION 1.1.6.- Si (V,f) es una e-forma, entonces

los L-médulos V y V* son isomorfos.
DEMOSTRACION:

Considerando el homomorfismo de K-espacios vectoriales

¢g:V=-=> V* definido por (wf(x))(y)ﬁ(x,y) Vx,yeV, se verifica que
Yael es (cpf(ax))(y):f(ax,y)=l(x,5y)=(qaf(x))(éy)=(a(¢f(ﬂ)}(y) y
por tanto g €s un homomorfismo de L-moddulos.

Por otro lado VxeKere, es wf(x) el cero de V* y por tanto VyeV es
(¢{(>\-’.\ J{y)=f(x,y)=D. Como f es no degenerada entonces x es el cero
de V e implica que 9; €8 inyectiva.

Al ser V y V* de la misma dimensién finita y 9, inyectiva es @ también

sobrevectiva y por tanto isomorfismo.

DEFINICION 1.1.7.- Un L-médulo V se dice que es

autodual si es isomorfo a V:.

SUMA ORTOGONAL DE e -FORMAS

DEFINICION 1.1.8.- Sean (Vx"z) ; (VZ’fZ) dos €-formas,

= define
se puede construir la e-forma (V,f) donde \*’-Vlo‘\f2 y f se in
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como
f((ll 'yl)'(x2’y2))=f1(xl'x2)+!2(y1’y2)

xieVl, yievz

Se expresa (V,f)=(V =(V. |V
)= ( pE (Vo )=V | Vo1 E,)

DEFINICION 1.1.9.- Un metabolizador de una e-forma

(V,f) es cualquier L-submédulo de V que sea igual a su ortogonal.

DEFINICION 1.1.10.- Una e¢-forma (V,f) es neutra si

admite un metabolizador.

DEFINICION 1.1.11.- Sea (V,f) una e-forma y N un

L-submédulo de V. N es isGtropo si fINxN=0.

LEMA 1.1.12- N es un metabolizador de la e~-forma

(V,f) si y solo si es un L-submédulo de V tal que lexN=0 y

2dimN=dimV.

DEMOSTRACION:

Necesaria: Si N es un metabolizador de e-forma (V,f), entonces N

es un L-submédulo de V tal que N:N]-, y por tanto f|NxN=0' Como f

es no degenerada, dimV:dimN+dimNJ'=2d1u|N.

Suficiente: Supongamos N un L -submédulo de V tal que f|NxN=o,

entonces NCN . Como dimV-dimN+dimN -=2dimN, tenemos N=N .

COROLARIO.- Si (V,f) es una ¢-forma neutra, entonces

la dimensién de V es par.
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PROPOSICION 1.1.13.- La suma ortogonal de dos ¢-formas

neutras es una e-forma neutra.
DEMOSTRACION:

Sean (Vl,f]) ¥y (¥, 2) dos e-formas neuiras con

1

metabolizadc: es \’1' y Vé respectivamente, entonces V1'=V]' y Vi:V;'!

siendo dirnV1=2dimV'1, dimVZ:ZdimV'Z. Veamos que es neutra la e-forma

(V,f):(\’],fl)l(Vz,fz); para ello tomamos el L-submédulo VieVy, del

L - mddulo \."le\"z, siendo

(VieVy) =t(x,y)eV, eV, /V(x',y' )eVieVy, f((x,y),(x',y'))=

'
.

=f (x,x')«»fz(y,y')zo}.—.\/‘l eV, =VieV,

1
Ademis

2(dim\"}+ dim\”2)=2dim(VieVé)deimV'deimVi:dimV1+dimV2=

Sy P Y Ry
_dlmi\l@\z, dimV.

El conjunto x (L) de las formas e-simétricas invariantes
€

con la suma ortogonal de €-formas es vn semigrupo.

DEFINICION 1.1.14.- Dos e-formas (v,f) y (V',f') son

: : - 4 2
isomorfas si existe un isomorfismo i:Ve==> V' de L-médulos tal qu

f(x,y)=f"(i(x),i(y)), Vx,yoV. Se expresa (V,)=(V',{').

v =agA 1.1.15.- En el semigrupo [xc (L), J_] la relacion

il 2

i i formas
binaria (V,f)~(V',g) si ¥ solamente si existen (x,fl),(Y,gl) e

ivalencia.
peutras tal que (V,f)[(X,f )s(V',g)J_(Y,gl) es de equiva




DEMOSTRACION: Trivial.

LEMA 1.1.16.- La relacién de equivalencia es compatible

con la suma ortogonal de e-formas.

DEMOSTRACION:

Si (V) (V',g), existen (X,fl), (Y,gl) e -formas
neutras tal que (V,f)_I_(X,f])-:(V',g)l(Y,gl).

Si (U,h)~(U',t1), existen (M,hl), (N,tl) ¢ -formas
neutras tal que (U,h)J_(M,hl)'—'(U',t)J_(N,ll). Entonccs
{V,f)_l_{x.fl}i(U,h)_]_(M,hl)=(V',g)J_(Y,g1)J_(U',t)J_(N,tl) y teniendo

en cuenta que la suma ortogonal de dos e -formas neutras es una e-forma

neutra, obienemos (V,f)](U,h)~(V',g)](U" 1),

x, (L) .
En el conjunto cociente ——— =WE(L) de clases de e-formas equivalen-
"~

tes identificamos cada clase por una cualquiera de las e -formas que

contenga.

LEMA 1.1.17.- WE(L) con la suma ortogonal es un

grupo.
DEMOSTRACION:

La clase que contiene a las e-formas neutras es el

. : . “
elemento neutro. El elemento simétrico de cualquier elemento (v,f)

(V,-f) puesto que (V,f)l(V,_f)=(‘v’J_V,f_|_(-f)), que tiene de et

zador el {(x,x) / xeV}, es una e - forma neutra.

DEFINICION 1.1.18.- (WE(L),l) se llama grupo de Witt




de formas €-simétricas invariantes.

PARRAFO 2.- DETERMINACION DE LOS ELEMENTOS DEL GRUPD DE

WITT MEDIANTE LAS ¢ -FORMAS ANISOTROPAS

El objetivo de este parrafo es ver que en cada clase no

nula del grupo de Witt existe una € -forma anisStropa salvo isomorfismos.

PROPOSICION 1.2.1.- Todas las e¢-formas neutras son
equivalentes entre si, y la clase formada por ellas es el elemento neutro

del grupc de Witr.
DEMOSTRACION:

Si (V,f)~0, existen (H,g), (H',g') e-formas neutras

tal que (V,f)|(H,g)=(H',g'). Como (V,f)|(H,g) es una e-forma
I
L

neutra, tendrd un metabolizador N tal que N=N . Se puede escoger el

metabolizador de (V,g)|(H,g) de manera que contenga al metabolizador

H, de (H,g). Para ello tomamos el L-submédvlo maximal M, de VeH

tal que HycMucM,. Veamos que (V,f)] (H,g) tiene como metabolizador

i ipotesi t ue
a M,. Consideramos MO+(Nn MO). Por hipétesis MOcMO, puesto g

entonces M0+( an\-'lo)cMO (1.

11 B

Como Moc MO entonces MOCN +M0

NnMoc MO,

11

3).
Por otro lado NnMocN=N de donde NnMocN +M0 (3)

Obtenemos:

1l

de (2) vy (3) M +(NnM0)CN +M0 (4).

0
Nl+M%J-)=(r\4O+(NnM%))J-'

1
de (1) v (4) MO+(NﬂM0)cM'(I3ﬂ(
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Es decir: 2 ' i
ecir MO+(NnMO) estd contenido en su ortogonal, contiene a H0 Y

obviamente contiene a M Por ser M i
‘ 0 g Mmaximal es M0=MO+(NﬂMO) y

N(-‘M A & . =
OCMU, MOL(NGMO) =(N nMO) =(N+MO) :N+M0. VxeMO es

: :

xeN+M asi x=
My y asi x=n+p donde neN y peMOcMO; n=x-peM, vy neNﬂMO.

s decir VxeMO €s X=N+p donde.neNnMO y peM, y de esta manera

xeMO«r(NﬁMO),

Luego MOCMU+(NnM0)=M0 y por hipbtesis My=M,. M, es pues un

metabolizador de la €-forma neutra (V,f)] (H,g) que contiene al meta-

bolizador H, de la € -forma neutra (H,g). Como M, es un L - submédule

de VeH, llamamos M(’) la proyeccion de MO sobre V. Veamos que M“.} es

un metabolizador de (V,f). El Ker de la proyeccion de M, sobre V es

MoﬂH que es un L-submédulo isétiopo de H ya que Mo=My- Como

HycM, ¥ HOcH entonces HDcMonH siendo Ho el L-submédulo isétropo

maximal de H y por tanto H0=M0f\H.

0--=> Hy--=> Mg---> Mg=-> 0

Tenemos la sucesibn exacta 0

dim Mozdim H0+dim M; ZdimM(')zzdim Mo-2dimH0=dim(VoH)—dimH=

-dimV. Por otro lado la proyeccion de MO sobre H es HO’ en efecto,

como M0=M'(|; es un L-submédulo de VeH, entonces VxeMO es xeVeH

cM,, ¥ceHg, (0,c)eMy ¥

y asi x=(a,b) donde aeV y beH. Como H,cM,,

(1 | g}(le,b),10,0))eE(s,0)+(bie)=0, Bs dort WocHg = chhe

y por tanto beHJ(;:HO. Luego M0=M‘03H0.
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U ? ') (.“ 3 ; i 0 0

(x,a),(y,b)eMO:MO. Entonces (f] g)((x,a),(y,b))=f(x,y)+g(a,b)=0.

Como g(a,b)=0, es f(x,y)=0 Vx,yeM

0 Mb es un L-submédulo isétropo

de V y por tanto f = = IdimMt=di
p o IMb"M(')_O y tal que 2d1mM0=d.mv. Luego (V,f) es

una ¢-forma neuia.

COROLARIO.- La relacibn de equivalencia del Lema
1.1.15 puede enunciarse como (V,f)a(V',g) si y solamente si la € -forma

(V,f)] (V',-g)=(VeV' | (-g)) es neutra.

TEOREMA 1.2.2.- Cada elemento distinto de cero del

grupo de Witt WE(L) contienc una y solo una e€-forma anisétropa salvo

isomorfismos.
DEMOSTRACION:

Existencia

Supongamos que (V,f) es una e-forma no neutra y no

anisétropa. Tenemos que probar que existe una € -forma anisétropa equi-

valente a (V,f). Por ser (V,f) no anisétropa debe existir un L -submoéduio

N de V tal que NAN =N1;€O. Claramente le <N =0, luego N, debe de

e

ser distinto de N, pues en otro caso (V,f) seria neutra, contradiccion.

Consideremos ahora lelle’ entonces como
1

1

L i
Ker(leil.xN.Jl.)={xeNl / VyENI, f(X,Y)zo.} =N1nN1 =N]nN1=N1y

e-simétrica no degenerada

tenemos que f induce una forma bilineal f'
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€ invariante sob Nl ;
sobre ,1/N1. Vemos a demostrar que (V,f)ru(NJI-/N f')
l‘
pero esto es lo mismo que demostrar que (V f)] (NJ/N,,-f') es un
| 1 1)' ; a
e -forma neutra. Sea S-
ea {(x,[x])eVa(NI/Nl) tal que st] }. Veamos
ue S es izé ’ NL
q s metabolizador de (Ve( /Ny (=),

S es un L-sub I‘ ;
e submédulo de \’O(NI/NI), ademds V(x,[ x1),(y,[ y])eS

sucede que (f |(-1'))((x,[ x1),(y,[y]))=fCx,y)-1"([x],[y])=

=f(x’)')’f'("*NI’Y*NI):t("’y)‘f("’)’)'f("'Nl)*-f(Nl,Y)*f(Nl,Nlho.

8

Luego (f |(-f' ))| SxQzO'

Por otro lado dim(‘v"e(NI/Nl)):dimV+dile—dile= %

=dimV+dim N1~dimV+dimN1=2dimN1=2dimS.

b |

Al ser S metabolizador de la e-forma (Ve(NllNl),fl(-f')), dsta es
(Y

L .

neutra y entonces (V,f)~(N1/NI,f').
»
Puesto que dimV=dimN,+dimN,, es dimV>dim(N1/N1).

Si (NI/Nl’f') fuese una ¢ - forma anisétropa, ya estaria demostrado. En

caso contrario repetirfamos el proceso, hasta llegar, mediante un nimero

finito de pasos, a una ¢-lorma anisotropa equivalente a (v,f) por ser

dimKV finita.
_l_J_nicidad

Tenemos que demostrar Gue dos e-formas anisétropas

sean equivalentes deben ser isomorfas. Por ser

(V.0) ¥ (V,,f;) que

(Vi’fl}“'(VZ’fZ) entonces (Vle\lz,fll(-fz)) es una e-forma neutra y

éste es N, considero los L -submédulos

tendrd un metabolizador, si
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V.AN y V : especti '
1 y an de V1 y V2 respectivamente, (VlnN,gJ es una e -subforma

de (V_,{ donde g-=
1 ]), onde g fli(V,‘nN)x(VlnN)zo Y por tanto VlnN={0].

Andlogamente V_AN={0].

2

Sea la proyeccion py iN---> V. Como Kerpy, =NAV_-{0} es p
1 1 . V1

inyectiva. Ademds (lmpV ,h):(pv (N),h) es una e-subforma de (Vl,f)
1 1 :

donde h=f (n)- Por tanto V1=pV1(N)_]_(le(N)) ; entonces

1] Py (N)"PV
1 1

€s

L
Vxe(pv (N)) es X-LPVI(N) y (x,0)] N, (x,O)eNJ_:N. Como erl

1

xeV,AN={0}. Es decir Vl=pV1(N)=lmPVls y pvl es sobreyectiva y

por tanto isomorfismo. lgualmente Py iN--=> \/2 es un isomorfismo.
2

Consideramos la composicion p=p op_l:V --=>V_ que es un isomorfis-
Vz Vl 1 2
mo de L-médulos. Ademds Vx,ye\fl serd:

p(x‘l:p\,z(pi,ll(x)}=p\,2(X,n)=ﬂ, y (x,n)eN;

p(y)=pvz(p;_’l(y))=pvz(y,m)=m, y (y,m)eN.

Como Nle entonces (fl_l_(-fz))((x,n),(y,m))=0=f1(x,y)-fz(ﬂ,m)=

1, (x,y)- 1, (p(x),p(¥)).

DEFINICION 1.2.3.- Un L-médulo V se llama irreducible

o simple si no tiene mas L-submédulos que é1 mismo y el trivial.

PROPOSICION 1.2.4.- Un L-médulo V0 es simple si ¥

para cada xf0, xeV, se verifica que L.x=V.

solo si
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DEMOSTRACION: Trivial

DEFINICION 1.2.5.- Un L-mé6dulo V es semisimple si y

solamente si es la suma directa de L-médulos simples.

LEMA 1.2.6.- Si (Va'” es una ¢€-forma anis6tropa,

entonces Va es un L-médulo semisimple.

DEMOSTRACION:
Sea N un L-submédulo simple de Va, que existe puesto

que \"a es de dimension finita. Consideremos la ¢ -subforma correspon-
diente {N,g) siendo g=f| NxN" Entonces NAN ={0} y por tanto
dimV_=dimN+dimN =dim(N+N); con lo que Va=N_|_N siendo (N ,f)

una ¢ -forma anisétropa. Repitiendo ei procedimiento con (N ,f) y en

nimero finito de pasos obtendremos que V_ es suma directa de L-submo-

dulos simples.
PARRAFO 3.- PROPIEDADES FUNTORIALES

PROPOSICION 1.3.1.- WE(-) es un funtor contravariante

de la categoria de K-dlgebras de Lie con involucién hacia la categoria

de grupos abelianos.

DEMOSTRACION:

Sean las K-4lgebras de lie L y L' comn involuciones

i a a ‘cmo de K-4lgebras de Lie
respectivas a--->a, at=-=>2a' y el homomorfismo g

~

¢:L--=>L' tal que ¢ (a)=9(a). Entonces tenemos e (L e W, (L)
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definido por ¢*[(V,f)]=
(V,1)1] [(Vw,f)] donde Vq) es el L-médulo definido

por ax=¢g(a)x, Vael., VxeV.

¢* estd bien definido

Si (V,f)a(V',{') existen (X,f]), (Y,fl') e-formas neutras tal que
(VDL (X, )=V ) JOY61); (VEXGE]F)e(V Y £ 1)
(VX)L LI =V Y) L E L5 (VL XL )=(Ve LY L] £

(ch,f)J_(X‘p,fl)-—'(Vq;,f')_[_(Y‘p,fl'); (Vo D (V1)

¢* es un homomorfismo de grupos

e ([(V,)TLTV, 1)) =9 LV V' £ £)1=L(V] V') f])]=

SV, DLV 1200V, DT L0V, 1] =9 * [0V, 1] Lo L0V, 1101

En efecto, la identidad en la K-dlgebra de Lie L induce la identidad

entre 1 - médulos asi como entre e -formas y por tanto entre clases del

grupo de Witt WE(L).

((PA).;A‘QP‘

Sl L' ¥yL'" son K -4lgebras de Lie con involucicnes respectivas

el .
a--->a; a' ~-->3'; a''———>a'' y A:L--->L"; g¢:L'--->L'" son homomor-

i N A r'v‘
fismos de K -4lgebras de Lie donde A (a)=1r(a); ¢(2')=g(a'), éstos

i : ! 1)s W (L')--- h morfismos
inducen q:".WE(L‘ )"_>W5(L )3 A‘.WE([ ) >WE(L) omo

de grupos de tal manera que (r*e*) (V,i)] =1‘[(V‘p,f)]=[ ((\/:p )A,f)]

| por ctro lado (qa)n)‘[(\/,f)]=[i‘\.ftpJl f)1. Puesto que Vw\:(vqa )A, queda

probado.
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PARRAFO 4.- SUBGRUPOS DEL GRUPO DE WITT- DESCOMPOSICION

DEFINICION 1.4.1.- Al K-espacio vectorial V con la

accion L.xV--->V tal que (a,x)--->ax=0, VaeL, VxeV se le llama

l.- médulo trivial.

Toda forma bilineal no degenerada definida en un L-médulo trivial es

invariante.

DEFINICION 1.4.2.- Si V es un L-médulo trivial y f es
cualquier forma bilineal ¢-simétrica no degenerada definida en V entonces

a (V,f) se le llama e-forma trivial.

En ei grupo de Witt WE(L) consideramos los conjuntos:
GE(L):{ [(\"',f)JeWE(L) / V es un L-médulo trivialt

Hc(l.):{ {{\",f‘)]ewa(L) / dimension de V es par}

PROPOSICION 1.4.3.- HE(L) y GE (L) son subgrupos de

WE(L), y G:(L) es isomorfo a WE(K}.

DEMOSTRACION:
Si consideramos el homomorfismo WE (L)---> Z/2Z dado
se trata de un homomotfismo bien definido

por la dimension médulo dos,

pues las formas neutras son de dimensién par. El nicleo de este homo-

morfismo es HC(L) y por tanto es un subgrupo de Wc(L). Es trivial

i rfo a
que GE(L) es un subgrupo de WE(L). Veamos que G_ (L) es isomo

i : —— de
WE(K). para ello considero el homomorfismo ¢.WE (K) >GE(L) e
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grupos tal que V[ (V,f)] ewt (K), ¢ (V,1)] =[ (V,f))eG (L) donde V
E

es ya un L-modulo trivial. El homomorfismo inverso queda definido

cuando solo se conserva la estructura de espacio vectorial (y la forma

bilineal ) de cualquier elemento de GE(L).

PROPOSICION 1.4.4.- W__I(L)zH_l(L)

DEMOSTRACION:

H_,(L) es un subgrupo de W_ (L). Ademés para todo

1

[(V,f)1de W (L), f es antisimétrica y no degenerada y por tanto la

1

dimension de V es par. Luego [ (V,f)]eH_l(L).

PROPOSICION 1.4.5.- W+1(L)=H+1(L)+G+1(L)

DEMOSTRACION:

Para cualquier [ (V,f) ] de W+1(L), si la dimension de
V es par, entonces [(V,f)]eH+l(L) y por tanto [(V,f)1=[(V,f)]+0.
Si la dimension de V es impar, consideramos la e-forma trivial [(Vl,g)]

donde dim V, =1; entonces [(v,D1]I (Vl,g)]eH+l(L). Teniendo en

- a se obtiene
cuenta que (Vl,ﬁ)l(vl,—g) es una e-forma neutr

((V,D1=(L(V,0) 1L 1(V,-g) D) [ (V)]

PROPOSICION 1.4.6.- Si ¢ :L-—--> L' es cualquier homomor-

i ')—- un isomorfismo
fismo de K-4lgebras de Lie, Q-:GC(L )-—- >GE(L) es

de grupos.

DEMOSTRACION:

sigui i tativo:
Si consideramos el siguient€ diagrama conmu




dondtwpl Y¢ , son isomorfismos de grupos, es ¢,=9" ¢, y por tanto

- w1 .
(i =¢2 ¢1 es un isomorfismo.
COROLARIO.- "(HE(L'))CH (L).
€

Sea L una K-4lgebra de Lie finito dimensional donde K

es un cuerpo algebraicamente cerrado

LEMA 1.4.7.- Si (V,f) es una e -forma, (V,f)eAV,-f)
DEMOSTRACION:

Sea i una raiz cuadrada de -1. La aplicacion p:V--=>V

tal que g(x)=ix VxeV es un isomorfismo de L-médulos que verifica

“fle(x),0(y))=f(x,y).

LEMA 1.4.8.- Si (V,f) es una c-forma, (V,f)] (V,f)
es una e-forma neutra.
' DEMOSTRACION:

Si consideramos N={(x,ix) /xeV} donde i es una raiz

cuadrada de -1, entonces (V] V,f]f) es una ¢ -forma neutra por ser N

un metabolizador.

COROLARIO 1.- (V,f)n(V,-f)
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COROLARIO 2.- Vaewc(L), 2a=0 y por tanto WE(L)

es un espacio vectorial sobre Z/27.

LEMA 1.4.9.- Sie=+1, entonces G”(L):ZIZZ

DEMOSTRACION:

Sea [(\«’,f)JeG+1(L). Si la dimension de V es par,

entonces (V,f{)a0. Si la dimension de V es impar, (V,f)~(K,1).

LEMA 1.4.10.- Sie =-1, entonces G_l(L)=0

DEMOSTRACION:
Si [ (V,f)]eG_I(L), por ser f antisimétrica y no dege-
nerada, la dimension de V es par, y por tanto, como W_l(l()uG_l(L),

e G (L)=0.

1

LEMA 1.4.11.- w+l(L)=H+1(L)cG+1(L)

DEMOSTRACION:

(i) V[(V,f)]eH+1(L)nG+1(L) es [ (V,f)] eH+1(L) y por tanto la

dimensién de V es par. Como [ (V,f)]eG+1(L), al gser la dimension de

V par obtenemos (V,f)~0 y por tanto H+_1(L)r)g‘,+1(h)={0}

i i . cede que
(ii) V [(V,f)]eW+1(L). Si la dlmens‘{_gn de V es par, Ssu q

[(V,f)]eH 1(L) y por tanto [ (V,f))e[(V,f)]+0. Si la dimeusibn de
? + 3 :

' ivi dim,_, V,=1.
V es impar, consideramos la e-forma trivial [(Vl,g)J con dim, V,
Teniendo

Entonces [(Vl,g)]eG+1[£,') y [(V,f)]]_[(\/l,g)] €H+1(L)-
o

: I 3y nt C

4
o




[(V,f)]r([(\’,f)]_Ll(Vl.g)])_]_[(Vl.g)]

El Lema anterior en general no es cierto como sucede

si el cuerpo K no es algebraicamente cerrado.

PROPOSICION 1.4.12.- Si ¢:L--> L' es un homomorfismo
trivial de K-4élgebras de Lie con involucién, entonces 9'(H€(L'))=0

DEMOSTRACION:

Si [(V,f) ] es una e-forma de dimensibn par, entonces

e* [(V,f)]=[(V ,f)] es neutra ya que V'P es de dimensibn par y con
¢

accibn trivial.
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CAPITULO 2 : REDUCCIONES Y ESTUDIO DE INVOLUCIONES
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CAPITULO 2 - REDUCCIONES Y ESTUDIO DE INVOLUCIONES

En el Capitulo anterior hemos construido el grupo de
Witt W _(L) de una K-dlgebra de Lie L cualquiera de dimension finito
provista de una involucién ©. El objetivo de este Capitulo es reducir este
problema al estudio del grupo de Witt de un dlgebra reuuctiva, reduccibn
interesante ya que las &lgebras reductivas son precisamente suma directa
de una abeliana y una semisimple, lo que nos conducird al estudio del
grupo de Witt de un dlgebra abeliana por una parte Yy al estudio del

grupo de Wirt de un dlgebra semisimple por otr=.
PARRAFO 1.- REDUCCION A UN ALGEBRA DE LIE REDUCTIVA

Sea K un cuerpo de caracteristica cero y L una K-dlge-

bra de Lie finito dimensional. Damos prilneramente una serie de concep-

t:(L) al

tos que nos serviran para reducir el estudio del grupo de Witt w

del grupo de Witt de un dlgebra reductiva.




DEFINICION (5, 1.5.3) 2.1.1.- El radical nilpotente de

L es la interseccion de los nicleos de las represcntaciones simples finito

dimensionales de L. Se designa por S(L).

DEFINICION (5, 1.6.4) 2.1.2.- Un digebra de Lie se

llama reductiva si su representacion adjunta es semisimple.

PROPOSICION (5, 1.6.4) 2.1.3.- Sea L un é4lgebra de
Lie. Las siguientes condiciones son equivalentes
a) L es reductiva
b) L L] es semisimple
c) L es suma directa de un &lgebra semisimple y de un 4lgebra abeliana
d) El radical nilpotente de L es nulo

c) Rad(L) es el centro de L

Supongamos definida en la K-4lgebra de Lie L wuna
involucién o, nos preguntamos si o (S(L))=S(L), para dar respuesta es

necesario el siguiente

LEMA 2.1.4.- Si M es un L-médulo simple de dimension

finita, entonces M; es un L-médulc simple.

DEMOSTRACION:

Sea M un L-médule simple de dimension finita. Considero
M":HomK(M,K). El K-espacio vectorial M* se convierte en L-médulo

mediante (af){(x)=f(o(a)x) para todo a de L, todo x de M y todo f

: i i ial
de M*. Sea S; un L-submddulo de M2y considero el subespacio vector

. s e
S={xeM tal que f(x)=0 erSC';} de M. Sabemos que dimS=dimM?-dimSg

S es un L-submédulo de M, para ello consideramos un

Veamos aue
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elemento cualquiera a de L y un elemento cualquiera x de S, entonces
]

ara todo f de S* se verifice ;
I ' I de 8% se verifica que f(ax)=(o(a)f)(x)=0 pues o(a)feS*
o

wor ser 0(a)e iy ; ; '
I (a)el vy So un L-submddulo de M?. Luego ax es un elemento
de Sy por tanto S es un L-submédulo de M. Como M es simple enton-
ces S es e ivial ¢ > : 1vi i

I trivial 6 M, con lo que S5 es M? 6 el trivial respectivamente

Yy por tanto M:_'j es simple,

PROPOSICION 2.1.5.- El radical nilpotente S(L.) de una

K -4lgebra de Lie es estable bajo cualquier involucién o definida en L.
DEMOSTRACION:

Sea a un elemento cualquiera de S(L) y M un L-médulo
simple cualquiera, entonces el L-modulo M3 es tambien simple. 5i f es
un elemento cualquiera de M3, entonces af=0 con lo que para cualquier
x de M es (af)(x)=f( o(a)x)=0 y por tanto o(a)x=0, es decir

ole ) eSiL ).

Podemos pues considerar la K-dlgebra de Lie reductiva
/S(1) en donde estd definida la involucion G deducida de la involucion
o definida en L de tai manera que @ (a+S(L))=0(a)+S{L) con lo que

nos permite hablar del grupo de Witt WE(L/S(L))

TEOREMA 2.1.6.- WE(L)"—"WE(L/S(L))

DEMOSTRACION:

Sea [ (V,f)] un elemento no nulo de w_(L) y (Va,f)

i 16 : es un L-médulo
la tnica € -forma anisotropa equivalente a (v,f). Va

5 i - imples
semisimple y por Teorema de Weyl es suma directa de L-médulos simp

S mo
y por tanto anulado por S(L) por anular a todos los sumandos. Co

V es un L-médulo y S(L) est4 contenido en los anuladores de Va, se
a
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wede dotar a Vv 2 BRSO ; . : e
I I a \a de estructura de L/S{L)-méduls de la siguiente manera

\"xe\"a, Va+S(L)eL/S(L), se verifique (a+S(L))x=ax. Veamos que
estd bien definido. Sj a+S(L)=b+S(L), entonces a-beS(L) y VxeV
a\
(;:—b)x:{):ax—bx:.(a+S(1.))>.—(lHS(I.))x.
Veamos que F:W[(L)———> WC(L/S(L)) tal que F(L(V,£)])=[(V .1}] es
a

un isomorfismo de grupos.

Conserva la suma ortogonal

Sean [(V,f) ], [(Vv :')]eWE(l,), entonces existen (X,fl) y (Y,fl')
e- formas neutras trales que
(\’,I}:(.\‘,fl)_L(\-'a,fz); e bty o )l(\-’;,f') es decir
(VLD LV )= VLV L)X 8LV ) LY L (V) 85)

=(2] Y LRIV v bl )
Como [ (V] \.",fJ_f’_)]eWE(L), existe una Gnica e-forma anisétropa
equivaiente tal que (VJ_\“,f_Lf')N((\’l\f")a,flf'). Al ser la relacion de
equivalencia compatible con la suma ortogonal de e-formas y al ser

(V,f)~(V_ f

15)i (V1 E)~ (V)L 65) entonces (V[V',f] £)~(V |V, F,165)

y (i\'j_\"}a,f_]_f’)ru(\-’al Vz;’f J_fz') por la .ransitividad de la relacion de
equivalencia en W_(L).
E
ft & ! = ! -f tra tanto
((V]V )al(\’al‘va),(flf ) | ( (fZJ-fZ))) es una e-forma neu

en W (L) como en W (L/S(L)). Asi la relacion de equivalencia tiene
E E

lugar en W_(L/S(L))y F([(Vv”]l[w"f'”)=F([(V'”])-[-F([(V"f')])

Inyectiva

Si F([(V,f}]):[(va,f)l=0 es (\’,f)w(\f‘a,f)=0

Sobreyectiva

i nisotropo.
Sea [(V,HJEWE(L/S(L)) siendo (Va’” su representante a P




43

Como | (\.’a,f)J(-Wt {L), F(I (Va‘”j);”va‘”]: [(V.)].

Podemos suponer sin pérdida de generalidad y debido al
Teorema anterior que L es reductiva. As que L=Z(L)e[Ll. L] donde el

algebra derivada [ 1 L] es semisimple y Z(L) es el centro de L, siendo

Z(L)=Rad(L).

Notemos ahora que la involucibn o deja estables tanto
Z(L) comol L LJ. En efecto:

Sea aeZ(L) y b un elemento cualquiera de L . Como
0 es suprayectiva, podemos poner b=0(c) para algin ¢ de L. Tenemos
que [o(a) bl=lo(a) o(c)]=-0la,c1=0 pues aeZ(L), de donde obtene-

mos que 9(a)eZ(L) y por tanto 9(Z(L))=Z(L).
Sea ahora ael L L], entonces a- I a. b, . Tenemos que

o{a)=Z2ola b .]:E[o(bi) U(ai)]e[L L). Por tamo o ([L LY)=[L L.
1 1

Esto nos permite definir sendas involuciones en Z(L) y

en [L L Jinducidas por o y por tanto nos permite hablar de los grupos

de Witt \\’E(Z{L)) y WC([L Lj)

Por (5, 1.6.8), [L L] es un subdligebra Levi de L y

tenemos por tanto el siguiente diagrama conmutativo

f
* L/Z(L)

L L]

i i = i noénica.
donde i=inclusion, g =isomorfismo, f=proyeccion ca

—1, entonces {'gzidL/Z(L)

Puesto que ¢=f.i y g=i.9
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Mediante la construccion de los grupos de Witt correspon

1 . JO S Ui o untor n 0S8 S
S or ser

diagrama conmutativo

\\[(1 R R > »&*[(1,//4(1_))
g /
l’ /(p*
[
Wil L

iy : . ; :
donde 1*- epimorfismo, ¢*= iscmorfismo, {*=monomorfismo

Por tanto el grupo de Witt W (L/Z(L))=*W ([L L]) es
de forma natural sumando directo del grupo de Witt W (L). Andlogamen-
3

te, WE(Z(I )) es un sumandc directo del grupo WE(L). Luego esto nos

conduce al estudio de los dos siguientes casos:
12.-Grupo de Witt de un dlgebra de Lie abeliana

2°9.-Grupo de Witt de un dlgebra de Lie semisimple

PARRAFO 2.- SOBRE EL GRUPO DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE

ABELIANA

Sea L un 4lgebra de Lie abeliana finito dimensional

sobre un cuerpo K de caracteiistica cero. Supongamos definida en L una

involucion o, puesto que o =id, resulta que el polinomio minimo de

o divide al polinomio P(t)=t2—1=(l+1)(l-1) ccn lo que respecto a una

base de L BLz{x],x,,...,xn } adecuada la matriz asociada a o serfa una

-

matriz diagonal con 1 en nimero 130 y con -1 en numero dimL-r.

Por otro lado el dlgebra tensorial de L es

T(L)=KoLm(LnL)e(LanLn)s... Si consideramos el ideal bilatero ]

los elementos de la forma xsy-yaX

de T(L) engendrado por todos
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Vx,yel, entoces el 4lgebra universal envolvente U(L)=T(L)/) es isomor-
fa al dlgebra de polinomios infinito dimensional K[x} X5 x_]
oo 1

Consideremos la aplicacion candnica p:T(L)---> U(L) y seca f)-pl de
; L R

tal maner: s ] [ i
lanera que p(xi).,xi ineBL, entonces la involucion o definida en L

se extiende a un Unico homomorfismo @ en el 4lgebra asociativa U(L)
tal que o p=po por lo que G(xi)=-(\i). Vemos pues que la involucion
oen L se puede extender a una involucion @ en U(L), involucibn G que
fija r indeteiminadas e invierte las restantes.

Todo L-médulo se puede considerar como U(L)- médulo
y si (V,f) es una e-forma neutra para L, se puede considerar como
una e-forma neutra para U(L). Si (V,f)~(V',f') en o (L) entorces la
e-forma (V, f)] (V',-f') es una e-forma neutra para L y por tanto
tambien lo serd para U/L) con lo que (V,f)~(V',f') en X {U(L)).
Quiere esto decir que WC(L)':WE(U(L)). Por tanto es:udiar grupos de
Witt de 4lgebras de Lie abelianas finito dimensionales con involucién
arbitraria es exactamante lo mismo que estudiar grupos de Witt de
Algebras de polinomios con un nimero finito de indeterminadas, con

involucion que fija r30 indeterminadas y que invierte las restantes.

PARRAFO 3.- EL GRUPO DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE

SEMISIMPLE -ESTUDIO DE INVOLUCIONES- REDUCCION

AL CASO SIMPLE

Sea L un d4lgebra de Lie semisimple sobre un cuerpo K

de caracteristica cero. Por el Teorema clasico de estructura de las

algebras de Lie semisimples (5, 1.6.2) se tiene que L=Llo...eLr donde

L, es decir ideales de L que no

Ll,...,L son ideales minimales de

contienen a ningtn ideal propio de L

distinto de ellos. Todo ideal propio
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de L es suma de ciertos L. y Lyt
1 Sy

Cc 1N
: stdn determinados por L pues

son los unicos ideales minim: : ema
imales de L. Ademids Ll""‘L son dlgebras

de Lie simples, pues todo ideal de L. es tambien un ideal de L.

]
El primer problema ; :
ue 3 3 as
I I QuE encontramos en este caso, es
que una involucion de L no deje invariante necesariamente la componente

L.i. Por ejemplo:

Si A es un dlgebra de Lie simple, consideremos en el dlgebra de Lie
semisimple AeA la involuciono:AeA---> AeA dada por o(a,b)=(-b,-a).
Desde luego o es involucién, pues:

al(a,b) (a*,b')]=a(la a'l,ibbl)=(-[bb'].-[aal)

=([b' blla' al)=[(b',a') (b,a)l=[-0(a',b') -a(a,b)]=

={ ola' b'] ola,b)] Sin emﬁargo o(a,0)=(0,-a).

No obstante, obtenemos los siguientes resultados sobre involuciones estabi-

lizando las componentes simples de un dlgebra de Lie semisimple.

PROPOSICION 2.3.1.- Sea o :Ll saa3 L2 un antiisomorfismo

de K-dlgebras de Lie e I un ideal minimal de L,, entonces o(l) es un
ideal minimal de L2.

DEMOSTRACION:

Veamos en primer lugar que o{l) es un ideal de _LZ’ en

efecto para todo a, de L, existe un Gnico a, de L, tal que o(a1)=az,

anilogamente para todo X5 de ofl) existe un dunico x, de 1 tal que

o(xl)zxz. Como | es un ideal de Ll, [al lee!, luego U[al "1]"‘

' & H by v "
=[o(x1) c(al) J=[x2 az]eo(l). Luego o(l) es un ideal de L,. Veamos

ini i ' istirf i de L, tal que
que es minimal, si no lo fuese, existiria un ideal ] 2 q

- i inimal de L. ;
Jca(l) con lo que o I(J)cl y por tanto | no serfa ideal minima 1

contradiccion.




COROLARIO.- Sea o0:L.--->L. un antiisomorfismo de una

K -dlgebra de Lie isi = i
g 1e semisimple L. Sea L_Llo...ol.n la descomposicion de

L. en sus co i
mponentes simples, entonces (u(Ll),...,o(Ln)) es una permu-

it
acion de (Ll,...,l.,n).

DEMOSTRACION:

Por la Proposicion anterior, o(Ll),..., o(Ln) son idcales
minimales de L. Como G(Li)io(l.j) si i#j, entonces O(Ll)""’ U(Ln)
son precisamente los ideales minimales de L pues L tiene exactamente n
ideales minimales. Por tanto {c(Ll),...,c(Ln)] ={Ll,...,Ln} :

En particular tenemos que si L es una K-dlgebra de Lie
semisimple de forma que Li=;'Lj (i#j) donde L. son las componentes

simples de L, entonces cualquier involuciébn ¢ de L estabiliza todas las

componentes simples de L. En efecto: o(Li) es un ideal minimal de L y

U(Li)-“—‘Li, luego O(Li);l‘i Ya=1.2. .0

En general si L es una K-dlgebra de Lie semisimple

cualquiera y o es una involucion arbitraria, entonces descomponemos L

en sus componentes simples L=L19...9Ln y agrupamos las componentes

simples L. de forma que asociamos las que sean isomorfas entre si,
|

supongamos que despu€s de tener en cuenta ésto, la descomposicion

fuese L=(L119...ler)e...e(Lklo...eLk[) siendo Lpieij para todo

p=1,...,k. Entonces ¢ estabiliza todas las compenentes isotipicas de L,

es decir todos lus sumandos de la descomposicion anterior. Entonces

. * 3 d
podemos considerar los grupos de Wirtt We(NI)""’ws(Nk) siendo

N] =L110...0L1r,,..., Nkszlo,..eLk[.

=] siguiente criterio para

Ademds encontramos también
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que una involucion o estabilice las componentes simples

PROPOSICION 23.2- Sea o una involucion de wuna
K -dlge : Lie semisi
gebra de Lie semisimple L. Sea Li una componente simple de L. Si

existe un Ohwl,i tal que o(x)eLi, entonces o estabiliza a L..
i

DEMOSTRACION:

Encontramos que o (x)eLinc{Li). Por tanto o(Li)n L. £0.

Por Proposicion 2.3.1, U(Li) es un ideal de L, luego o(L.)nL. es un
P

ideal de L. Pero O#U(Li)nL.‘cLi. Luego de la minimalidad de Li dedu-

cimos que 0(Li )= L..

Seguidamente estudiamos las involuciones definidas en un

algebra de Lie semisimple L. Sea o una de ellas y pongamos t =-o0.

Entonces 1:L--->L es un automorfismo de Lie con 12=1. Aplicando el
Teorema de Borel-Mostow de (4), al grupo ciclico de orden 2 de auto-
morfismos de L generado por 1 , obtenemos que t deja invariante alguna
subdlgebra de Cartdn H cCe L. Luego o también deja invariante H.
Consideremos ahora la descomposicion L=HOLa 0...0LT

de L en los espacios raices relativa a H. Estudiemos el comportamiento

de o con el conjunto de raices ¢={a,...,7}

Recordemos que una raiz a es una aplicacion de H en K

tal que existe un vector no nulo x en L verificando

[h x]=a(h)x para todo heH

Si o es una raiz, se denota por La={xeL / [h x]=a(h)x, VheH }.

i icaciébn T = :H--- la aplicacion
Consideremos ahora la aplicacion 1 --rl H.H >H, y sea p

dual T*:H*--->H* definida por s+(g)=¢ .T para todo g de H*. Tenemos

que ¢ €s un subconjunto de H*® y veamos que:




2Y.- 1 (L )=L
Q

a.T

En efecto: Sea a una raiz. Veamos qQue a.T es también una raiz. Para
ello veamos que [ h I(t‘u )]:((u.'{)(h))ﬂeu) para todo h de H. Como
1(H)=H, podemos escribir h=1(h') para un h'eH. Entonces

Uh x(e )J=[x(h') t(e )I=t(h' e J=t(al(h')e )=a(h')1(e,)-

=°(1(h))1(“ﬂ), pues 1(h)= Tz(h')-:h‘. Tenemos entonces que a .7 es

una raiz y ademds que 1 (Lu )=L (18, Pdg. 276).

a.T

Tenemos asi que T* es una permutacion del conjunto de
raices © y que 1 respeta la descomposicion de L en los espacios raices.
Tomemos ahora un sistema simple n de raices. Entonces t tiene | raices,
donde l=dirﬁH. Pongamos n ={a1,...,al}. Se tiene que toda raiz es de la

!
forma I3 ki a, donde todos los ki son enteros no negativos. Aplicando

i=1

|

= 2 ¥ & + -

I*, vemos que toda raiz tiene tambien la forma - I ki T‘(ui). Esto
i=1

garantiza que t*(x) es otro sistema simple de raices (18, Pdg. 276).

Luege T* queda determinada por su accién sobre un sistema simple de

raices.

CASOS ESPECIALES

Como olH:H——->H es una aplicacion lineal tal que

..,h}

,h ,h I

(ng)2=1, tenemos que en H existe una base {hl"” LEPEE

corespondiente es de la forma

tal que la matriz de alH
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OIros vamos a considerar los dos casos extremos. Es decir

19 CAS_E) OI =id

H

22 CASO o |H='id

I.- Estudio del caso oIH=id

Pongamos 1 =- i i
gamos 1=-0. Luego 1|H=-1d. Por lo anterior tenemos que

1*(a)=a.T=-a para teda raiza y t(Lm)=L_ﬂl . Para cada raiz o , fijemos

un vector no nulo e en L . Asf que L =<e > y 1(e )JeL_ =<e_ >
a a a -a P

a

J=t i @ De

2
Luego T(eu)=l e . Pero entonces 1 (e )=e =t 1{e
o a -a’ a -a a

a - a

d nd = i i i i
onde t 1 1. En cada espacio raiz L_ . correspondiente a una raiz

negativa - a, podemos cambiar e 5 por vl e llamemos ahora e a
= a -0

este vector. Tenemos asi la base de L siguiente:

{hl....,l"],ea,e_u,...,e_f,e_T} donde hi=[eai e'“i] para cada raiz ¥ de

un sistema simple dado » . La accion de o=-1 es pues o(hi)=—t(hi)=h.
i
para todo i, y o(e )=-1(e )=-t e =e_ .
(s 4 a a -a -Q
Reciprocamente, eligiendo en cada espacio raiz Lu un

vector e , la aplicacion lineal definida por o (h)=h para todo h de H,

c(eu)xe o €S una involucion. (5, 8.4.2)

Estas involuciones las llamaremos TRANSPOSICIONES,

y D’ consideradas en

(matriz transpuesta)

porque para las dlgebras de Lie clasicas Al, BI’ Cl
su forma matricial estandar, la aplicacion X---> X'

es una involucion de este tipo. En efecto:

Llamamos e.. a la matriz con 1 en fila i columna j y el resto ceros.
1)

dlgebra de Lie de las matrices de orden l+1 de traza cero

Al es el

donde la subdlgebra engendrada por las matrices h.=e; .- 44 (15 ig!)

es de Cart4n. Base estandar { hl""’hl’ers} con rés y 1,s=1,2,..,1+1L.
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La aplicacidn o: A, --->A; donde .
] I e O(hi)-hi y G((‘zs)zesr es una involuciéon

Lransposicion.

Bl es el dlgebra de Lie de las matrices de orden 2l+1 de traza cero

donde la subdlgebra engendrada por las matrices h.-e, ,-e con
111 Tlsi e

(2Ci<l+1) es de Cartan. La base estandar estd formada por las matrices

siguientes: h.=e,.-e, ,, . . i ‘
g e T€ T e con (2gislel); b]-e1 lsis1" %1y con (cigl);

bzzteI i+1" Claiaqq COM (lgigl); m.

|j=ei+1j+l-e|+j+l l+i+1 el (ISiﬁjﬁl);

con. {1lg i<igl): con

n.=e. . -e. v e L -
1) a1+l 1441 Tjal 4141 p!] ei+h~1j-c»l ej+l+l i+1

(1gi<jgl). La aplicacién o:BI——-> BI tal que o(hi)zhi, o(b1)=—b2,

. es una involucidon transposicion.

o(mij):m.., O(nij):pi]

J1

C, es el 4lgebra de Lie de la matrices de orden 21 de traza cero donde

la st 'gebra engendrada por las matrices h.=e .-e ., . {1gigl) es de
Cartdn. La base estandar estd formada por las matrices siguientes:

h.ze. . con

[=e..-e ., . con (1gigl); mi'=e"_el+jl+i con (Igitjgl); n.=e

) 1) il+d
(gigh); m, =e;y cve;) ; con (Ki<jgl); p;=e ;. con (igigl);

e con (1gj<igl). La aplicacion o:Cl—-—->C] definida por

'S

Pii™"leji” Tl

o(hi);hi, o(m..)=m.., o(n.)=pi, o(n

.)=p.. es una involucidon transpo-
1] ji i ij

sicion.

es el dlgebra de lie de las matrices de orden 21 de traza cero donde

con (2gigl+1)

i

la subdlgebra engendrada por las matrices hi=eii-el+i Lei

es de Cartdn. La base estandar estd formada por las matrices siguientes:

- -— ( L +l m e - . o K lé <])
h- e. . el . I . on (Llsl ), i ] I on ( |}—]\ 4

;=€ 148 1 SO0 (EIKID Byy=€i0 = i

i S involucioft
c::Dl--->D1 tal que o(hi)=hi, o(mij)'mii’ O(“ij) Pi 5 e
transposicion.

=id i / ipo de involu-
Por tanto, este caso OIH—ld incluye este up

ciones especialmente importantes.




I.- Estudio del caso U'H:-id

) N y
Ponganos T =-0. Por lo visto en el caso general tenemos que al ser

1 S .1 * e , : i

H id, entonces T *(u )=aT =a y 1(]"1:1):1‘& para toda raiza . Fijemos,
como en el caso anterior, un vector no nulo e en cada espacio raiz
L,- Entonces encontramos 1 (em)ﬂmenl para algin e, €K. Ademds tenemos

e
que e, = Ve )=€ 1 (eq);eaz-[ (e ), de donde € =2

[ 1. Por tanto, para

i R + . = e
cada raiz &, 1 (eu)z—eu. Pero notemos las siguientes condiciones. Sea

una raiz a, entonces el vector [e-al e ] pertenece a H. Pongamos

[e‘JI e J:ha; h_eH. Entonces :(hu):h;[x(ea) 1(e__°)]=gu¢_°hu y
por tantu € € =1. Asi que ¢ =¢ para toda raiz a . Ademds, si toma-
a -0 a -
98 raic - : =
mos dos raices a, 8 con B £-a. Entonces 0£[eu EBJGLG"’ﬁ o [e‘=l eB] 0.

En el primer caso encontramos que [enl eB]=teu para algin tek, y

+B

= L & = 3 = d
luego [ t(e ) 1(e8)] ”(ea‘, ~Eo nt ia ;:ms:ﬁ[e°l B] E 6yt g 0

donde € Ea" Can g

Tomando en L la base siguiente {hl,...,hl,eu_,...,evl la

. +
act n de 0 =-1 serfa: o(hi)z-hi, para todo i=1,...,1; cu(em)=-enl para

cada raiz a.

NOTAS

: : )=-e ara t~da raiz o , entonces g =-id.
1.- En el caso de que o(eo) 2P

Encontramos en este caso que la definicion de forma invariante respecto

i inicic asi modulo
de o coincide con la definicion clasica, y que el concepto de

; = -
dual M2, relativo a la involucion o, de un médulo M, dado en Lem

1.1.4, coincide con el concepto de médulo dual clasico.

- 1] ] = d i e on es fO!'Z.()-—

Proposicion 3 de la anterior

samente 0|H= .d (18, P4g.278). Ademds por




[
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cita, si =-j » i '
i O!H id, entonces -¢ es un automorfismo invariante. Luegou

estas involuciones son tan bién especialmente importantes.

EJEMPLOS

1.- Consideremos el caso del 4lgebra de Lie LzAl, formada por las

matrices 2x2 de traza cero. La base estandar de A. es Ia siguiente:

H
0 0O
E_n=
1 0

1 0 0 1
h = e =

* o .y 2l b

o’

El espacio H=< hu> es una subdlgebra de Candn de Al

cion L-<h >e<e >e<e o> € la correspondiente a los espacios raices

y la descomposi-

relativa a H. Como toda involucion deb. permutar las raices, tenemos

los siguientes casos:

a.- T =-0:A --=->A_ 1al que Ke¢ —-->Ke°; ke

--->Ke . Enton-es
1 1 -

2 2 + E
el ~ ( = = n A sl Anal
t(e )=2 e con lo que 1 (e ,)=e ,=A"e y por tanto A, o-

e = =Le e 1
i o A = & P = uego tenemos
) =A b3 on ' 1: ero h [ ) Jr g

Loy 2y & h . Por otra parte
que T(ﬂu)-{'t(en) 'r(_e_( )]—ful_&[ . e-u] A A Z or P

gamente T (e

a -a

[hﬁ ea":u(ha)ea’ luego T([hu Eu])=[n-1u) T(eu) ]zlu)‘-—nlu[hu eu]_

3 ’Hu)ea. Como ([ ha ea])=t(u(ha)ea)=u(ha)lu £ entonces

a -G

& Luego ¢ (h )=ia , es “ecir g,,,=-id.
) = =X . 1 =] #
,aA‘_a Au y por tanto A __ A g . & iH

--- entonces necesariamente
b.- r:—o:AI—-—>A1 tal que Kem >Ke_“,

l\e_n—-—>Keu. Luego 1 (E.*m)=2tm€_0l y £ (e_a)”t_a

2 =h
e - Pero [ e T

e £ % 'k . Commpb
por tanto t(h )=a A A, e l= iy = £ =0 0

P i (h )=-h
2 e entonce A =1 e tanto 1( )

- 4 = = A 9 [ S H a

e 1 (e ) A 1(9 ) A a -o a

y Uleid-
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Vemos enionces que todas las involuciones del dlgebra de Lie A

p Son de

los tipos considerados por nosotros.

2 ea ahora el caso del dlgebra de Lie L- A2 y consideremos su des-

composicion en espacios raices L-Hel. el L Y ;
" —uUBQI—BwLG*B$L-(GTB)

relativa a la subdlgebra de Cartan H, donde dimH-2. Supongamos que

Hoch ho>, L o=ce > b sce 3. L ceo | <o 5. 1 &y

~B =B ' Ta+B u+B>’

i =< g 5. Meg > isten involuci s e -
leat) Aasp) > Veamos que existen involuciones o:L >L tales
+. 5 ; i
que o,,,/-id. Consideremos el automorfismo t=-0:L--->L definido por
lnl
tle J=e , 1(e )=e , 1(e )=e _, t(e _)=e . Es evidente que 12=1.
a B B a -a -B -B -a
Como h =le e 1, emtonces tth })=[ (e )} sle )I=le, e .1 ah_ .
a a -« a a -a B -~B B
F + .
Luego o(h )=-h_vy po: tanto o,,£-id.
BO ¢ & B Yp IH
. % . . +.
Para las involuciones o que nosotros consid -mos, es decir oIH=-—1d,
tenemos el siguiente bu e n resultado

TEOREMA 2.3.3.- Si L es una K-4lgebra de Lie semisim-

5 +.
piz ;.ovista de una involucion o tal que 0|H=-|d para alguna subdlgebra

de Cartdn H de L, entonces o estabiliza todas las componentes simples

de L.
DEMOSTRACION:
Sea l:L.]m e! la descomposicion de L en sus ideales
Sea L ..ol
1 vy A1 250 e
minimaies. Sea xeH, escribami, X=X +...4Xg donde xieLl, i

icacié cdiante =x.. Llamo H.==lmp..
Definamos la aplicacion pi:H—-—>Li mediante pi(x) X; ; i

sea nulo significa que H esta contenido en

El hecho de que algin Hi
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M= 19""’I‘iu1q’l'i+]Q’"'M'n el cual es un ideal propio de L, pero toda

subdlgebra de L por encima de H debe ser autonormalizada (17, Lema B

de 15.2 y Teorema de 15.3) lucgo N, (M)=M, pero N, (M)=L por ser M

ideal de L, por tanio M=L, comradiccién por ser M un ideal propio

de L. Por tanto. lil{() Yi=1,2,...,n. Tomemos OlyieHi y sea X un
elemento cualquiera de H. Por definicion de Hi’ existe un elemento yeH

tal que pi{_\'):}.’lek.. donde Y=¥pte-otY;te.+y  con yjel,j. Encontramos

n n
que [ x yJ=[ Zx. Zy. ], teniendo en cuenta la bilinealidad de la operacidn
) i
1 1

corchete, aparecen sumandos del tipo [x]. yjje[Li Lj]CLinLj-—-O si i#.

Por otro lido [x y|=0 por ser H abeliano (17, Corolario de 15.3 y

Lema de 8.1). Luego Oz[xl y ]4...+[xn yn]. Pero [xi yi]&‘[Li Li}zLi

1

Yi=1,2,...,n. Como la suma es directa llegamos a que [xi yiJ=0 para

todo 4 =120 o0
; ; . . x.1=0 si i#j.
Ahora, [y, x)=[y, x; 1+...+ 0y x 1=y, x,1=0 pues [y %;1=0 si i#]

Luego ¥xeH, resulta que [y, x]=0, por tanto yieCL(H)E NL(H)=H.
Hemos probado que O#Higl,iﬂH Wa=1.2 .0k

Finalmente, tomemnios Oly'iengLiﬂ'r!. Como yieH, O(Yi)Z:yiELi‘ Luego
en cada componente simple 1"5 de L hay un elemento fijado por o, asi

i i 5 estabiliza
que aplicando la Proposicion anterior, nos encontramos que o

todas las componentes simples.

NOTA

e . > ] I . rior.
Sean o L H como en Q! enunclado de eorema ante
y y

gy [¢ - - o
(,Un“-]d( remos ]d: II y
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mos que las Hl son subdlgebras abelianas de 1 Yi=1 2 n pues |
3 =d,&e,.00,0 es ias

II] estdn contenidas en H yv H es abeliana. Adgn mds, son subdlgebras de
Cartdn de L.. En efec Pa ae ; '
| efecto, sea lul..l tal que [a hIJeHl para todo hiEHi'
T(lr + & " 1 - v ~ - - - .
1€MOs que ver  gue aefii. Para ello probemos primero que aeH. Sea
veH un element “ualquiere ‘scribe =y
iwento  cualquiera, escribamos e S donde yiel.i. Por
etinicion  de  las Hi‘ ltenemos  que yieHi, ¥i=1,2,...,n. Encontramos
e vi-tay ls  wliy L '
[ & ) a ¥ool={a v ) peesfa v lell 1 =0 si
1 . y;l p [ yj]e[Ll LJ]CLi('\Lj..O si
ifj. Luego [a yl=[a )'iJeili pues y.eH.. Pero como HcH, llegamos a

que [a HJEH y por ranto aeH por ser H una subdlgebra de Cartdn de

L. Finalmente como aeLinH resulta que pi(a)=a con lo que ael—li por

definicion de Hl.

Como consecuencia tenemos el siguiente

TEOREMA 2.3.4.- Sea ¢ una involucién de una K-élgebra
de Lie simple L que fija punto a punto una subdlgebra de Cartdn H de

L. (respectivamente cl”z-id). Entonces o estabiliza tcdas las componentes

simples de 1. y ademds fija punto a punto una subilgebra de Cartdn de
cada componente simple (respectivamente, la restriccion de o a una

subdlgebra de Cartdn de cada componente simple es -id).

Ahora observamos la relacién existente entre el grupo

de Witt de una K-dlgebra de Lie semisimple L con involucion y los

prupos de Witt de sus ideales minimales con involucion inducida de la

involucién de L.
semisimple

l -i.e...eL una K-dlgebra de Lie




donde Vi=1,2.. I s s ideales 1nj
SELL T i i‘l son sus adeales minimales que son  4dlgebras

3 fii | ek Y ), . ;
de Lie simples. Para todo 1=1,2,...,1 se pueden considerar los homomo:fis-
mos entre dlgebras de Lie Ajtbi=-->L y pil--=> L. siendo los X. las

[ i bt S

inyecciones canonicas, monomorfismos, y los p. las proyecciones candnicas
I : :

I
epimorfismos, do tal manera que Pi'\i: ]l'i; };Aipi;li.; pi;\.z().
LEMA 2.3.5.- Para 1<igr, es pr:W (Li)-_-.>wc(|.) un
monomorfismo de grupos.
DEMOSTRACION:

Aplicando el funtor W_ (-) es priW_ (Li)-—-—>WE(L) un

homomorfismo de grupos. Como pikizlL, (pi)\i)'m\i'pi':l
1

wLp®
E 1

invertible por la izquierda y por tanto es inyectiva.

LEMA 2.3.6.- Si el cuerpo K es ademds algebraicamente

cerrado, entonces se verifica:

a) 323 (py3;) =6, H, (L) --->H (L)

f
' - -
b) i:pi':Hc(Ll)o...oHE(LI)———>HE(L) es inyectiva
DEMOSTRACION:

a) Aplicando el funtor WE(-), tenemos:
Ai‘:WE(L}:HE(L)eGE(L)—-—>WE(Li):HE(Li)aGE(Li) y

=W (L, )= )--->W (L)=H (L)eG (L).
pj.“C(Lj)-HE(Lj)aGE(LJ) >W_ ] :

Si i=j, entonces (piki)*:(ll,.)':lw (L

i e 1

)

. =(0*: Jexxs [ (L)
Si if), entonces (pj)ti} =(0)*=0 .HE(I.J) L
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b) Sea 1pxV =1 ;
ea )pl(\],...,\/r)-‘. pi'(\i)——O, entonces se verifica

gue Vi=1 2.....F &5 U-;)\j'(;;p;-(\'l)):_zx.p.( V.oV,
il

El Teorema 2.3.4 nos asegura una situacion totalmente

: sa[i_\fa(!nn‘n en el problema de reducir el cdleule del grupo de Witt de
un dlgebra de Lie semisimple L con una involucion que fija punto a

punto una subdlgebra de Cartan de L (respectivamente, con una involucién

que transforma cada elemento de una subdlgebra de Cartdn de L en su

opuesto) pues se nos reduce al cdlculo del grupo de Witt de un élgebra

de Lie simple con una involucidon dejando también fijo punto a punto una

subdlgebra de Caridn (respectivamente, con una involucién que transforma

cada elemento de una subdlgebra de Cartdn en su opuesto).

TEOREMA 2.3.7.- Sea ¢ una involucidén Transposicion del
algebra de Lie semisimple L, entonces la restriccion de o en cada compo-

nente simple es también involucidn Transposicion.
DEMOSTRACION:

Basta demostrarlo para el caso n=2. Sabemos que si

c:ll-1,.1$I..7--->Lzl_,1ml,,.} es una cualquiera de las involuciones Transpo-

e

sicién de L, entonces por Teorema 2.3.3 es U(LI)SLI’ o(LZ)E L2 y por

de Lly
2

tanto podemos hablar de las involuciones OI:GILI ¥ o379

L2 respectivamente. Sea H la subdlgebra de Cartdn de L tal que o(h)=h

YheH. Tomemos leHﬁL1 y H2=HnL2. Hemos visto en la Nota anterior

que Hi es una subédlgebra de Cartdn ce Li (i=1,2). Sean ahora:

= o0t gl
LzHeLaa...eL_r, L1=H10(Ll)a,e.,.a(L1)Y,, LZ«HZa(Lz)G,‘e o 2

4cios i ivos a
iciones 1 en  SUSs espacios raices relativos
las descomposiciones de L, Ly Ly € p




H, HI y l12 respectivamente,

Tomemos xe s - i
omemos “"(l‘l)a" entonces VhleHi se¢ tiene [ x h]]:u'(h])x. Sca

heH arbitrari :
€ arbitrario, escribamos h-vhl+h2, donde hleH] y hzeHZ, entonces
se tiene que [x hl=[x hl I+ [ x h2J=a‘(h])x+lx h2]=u'(h])x pues

[ x h2 fe[L] 1..2JCL1r\i.2:O. Ahora escribamos x=h0+tueu+._.+t1 e,

donde LQ:w&:» y hoeH, entonces [ x hJ:tuu(h)eu+...+171(h)e7:-

=a' {hl )x= o (hl )(hoﬂae&n..ﬂ_re.'). Encontramos tau(h)xlua'(hl),...,

ITw{h)siYa‘(hI). Como x£H, algin 1, #0, luego u'(hl)zé(h) para algin

be {a,..., y]. Supongamos, por ejemplo, que 6=a. Encontramos entonces

que [ 2~ hJ=a(h)x, YheH, de donde xel . Hemos visto que cada (Ll)u'
estd conienido en algin L . Como dimL_ =1, tenemos que (L,) ,=L .

o a 1'a a
Por tanto algunos de los espacios raices La,...,L de L relativos a H
son los espacios raices (Ll)ﬂ"'"’(Ll)‘f' de Ll relativos a H1 v el
resto serdan los espacios raices (LZ)u""”’(LZ)y“ de ]_.2 relativos a HZ'
Como L, (respectivamente, Lz) es simple, si a es raiz de L, (respecti-
vamente, Lz'), entonces -o es también raiz de Ll (respectivamente, LZ)

(18, P4g. 109). Luego las involuciones o, y o, de L, y L,, respectiva-

mente, son Transposicicnes.
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CAPITULO 3.- EL GRUPO DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE SIMPLE

PARRAFO 1.- DESCOMPOSICION DEL GRUPO DE WITT DE UN ALGERRA

DE LIE SIMPLE EN SUS COMPONENTES ISOTIPICAS

En el Capitulo anterior hemos realizado diversa: redu-
cciones del estudio del grupo de Witt de un 4lgebra de Lie y nos ha
conducido al grupo de Witt de un élgebra de Lie simple. En este Pdrrafo
vamos a descomponer el grupo de Witt de un ilgebra de Lie simple en
suma directa de subgrupos, reduciendo asi el estudio del grupo de Witt
= un dlgebra de Lie, al estudio de estos subgrupos.

Sea L un 4lgebra de Lie simple de dimensidn finifa

sobre un cuerpo K de caracteristica cero y 0:L--->L una involucion.

Por el Teorema de Weyl todo L-médulo V es completamente reducible,

n 121 y los V. son L - méduios simples.
i

es decir Vr-\fleaV.,aa...m\-’r ol
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DEFINICION 3.1.1.- Dado un L-médulo simple N,
llama L - médulo isotipico de tippo N a un L-médulo v

se
tal que

V=Vlo...oV', siendo Vi'-"N para todo ief1,2,...,r1}

Una e-forma (V,f) se dice isotipica de tipo N si V es

un L - mdédulo isotipico de tipo N.

Para cada L-mdédulo simple N consideramos las clases
de WE(L) que contengan alguna e-forma isotipica de tipo N. El conjunto
de estas clases lo designamos por WE(L)N y lo llamamos la ccmponente
isotipica de tipo N del grupo de Witt W _(L).

t

El objetivo de esie Pdrrafo es determinar los L-mddulos

N para los cuales WE(L)NHJ y probar en esos casos que WE(L)N es un

subgrupo de W (L) y ademds que W (L)=e W_(L),,.
€ € N € N
Primero observamos que si N es un L-mddulo simple no

autodual , entonces no existen e-formas isotipicas de tipo N como muestra

la siguiente

PRGPOSICION 3.1.2- Sea N un L-médulo simple no

autodual. Entonces:

a) Toda forma bilineal invariante sobre N es nula.

b) No existen € -formas isotipicas de tipo N.

DEMOSTRACION:

a) Sea f:NxN--->K cualquier forma bilineal invariante

' i i } :N---> N*
sobre N. Consideremos la aplicacion lineal asociada a ella ¢ .

dada por (e(x))(y)=f(x,y), x,yeN. Veamos que ¢ €s ’in homomorfismo

de L-moédulos. Para ello sea ael. entonces
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(# (a2))(y)etlnx,p)=ttx, olady)=(o (1)) o ladyIutate tx))iy). .yui

Como Kere es un L-submédulo de N tenemos que Kerp =0 6 Kerg=N

por ser N simple,

Si Kere=0, entonces por ser dimN finita tenemos que dimN=dimN* y
o

¢ es sobrevectiva. Llegamos a que ¢ es un isomorfismo y es una contra-

diccion por ser N no autodual. Luego Kerg=Ny ¢=0 con lo que f=0.

b) Sea (V,f) una e-forma 1sotipica de tipo N, entonces

r r y - " ke 4

\‘\]e..,e\r, r>1 donde para todo i=1,2,...,r, Vi= N. Como N no es

autodual los \"i no serin autoduales y por tanto los V. no seridn isomorfos
i

8 V. pare tode ii=l 2o, i ! consigui
; para todo i,j=1,2,...,1. Considero fllev- y €! consiguiente

L-homomorfismo qa:\-’i———>V.‘. Como Vi es un L-mddulo simple y no
o

isomorfo a \J" entonces Kercp:\/i es decir =0 vy fl V.xV =0 para todo
g i

i,j=1,2,...,1. Luego f=0 contradiccion con la no degeneracién.

COROLARIO.- W (L)Nﬁﬁ si y solo si N es un L-médulo

simple autodual.

Pasamos ahora a estudiar el caso de L-médulos simples

N autoduales.

PROPOSICION 3.1.3.- En cada L-médulo simple autodual

N podemos definir una e-forma fy, no neutra, para cada isomorfismo

¢ entre N y N;.
DEMOSTRACION:
Como N es autodual existe un isomorfismo g@:N=--=> N;

.NxN--->K dada por (¢(x))(y)=f§(X,y),

4 vig ¢
el cual define una aplicacion fN
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. 2 1 . i
X,yeN. Se comprueba facilmente que es bilineal y por ser ¢ un isomor-

fismo es ¥ ‘ne > Y e i
> es [ no degenerada. Ademds fN €S Irvariante pues para todo x e
y de N y todo a de L se verifica

fﬁ(ﬂ?\',y)='-(w(ﬂX))()'):'(d((p(-’()))()’);tp(x)(U(a)y)=f§(?&.0(a)y)
Toda forma bilineal es suma de una forma bilineal simétrica y una forma

bilineal antisimétrica. Por tanto f;ﬂzf +f siendo
s a

fS(N,)'):!/Z(f:.(x.y%f;(y,x)) Y fa(x,_\,’):l/Z(fx(x,y)—f;S(y,x)), que
ademds son invariantes. A partir de fq y fa definimos los L-homomor-
fismos ¢ ., :N---> N2 como (g _(x))(y =1 (x,y); (9, (x))(y)=f_(x,y).

Como N es simple entonces ¢ Y e, son cero 6 isomorfismos. Si ambos
son cero entonces f:} es cero y por tanto degenerada en contra de que
no lo era. Es decir 9 6 , €s un isomorfisino y la correspondiente

forma bilineal es no degenerada por lo que (N,f;’;{) serd +1-forma 6

=1l=forma.

PROPOSICION 3.1.4.- Sea N un L-médulo simple autodual,

entonces W (L),, es un subgrupo de W (L).
€ N €

DEMOSTRACION:
Sean [ (V,f)], [(U,g)] dos elementos de WE(L)N' El
elemento simétrico de [(U,g)] ec la clase dada por la ¢-forma (U,-g).

Si consideramos el elemento [ (V,g)] ] [(U,-g)]=[(VeU,f|-g)] al ser

VeU isotipico de tipo N se tiene que [ (V,£)1][(U,-g)] eWE(L)N.

PROPOSICION 3.1.5.- Si (V,f) es una ¢-forma donde V
es suma directa de L-médulos simples no autoduales, entonces (V,f) es

una e-forma neutra.

DEMOSTRACION:
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1

Sea V- \'lm...m\.'r donde |os \"i para se{1.2.. 1)

son

L-médulos simples no autoduales. Reordenamos los sumandos de V de

tal manera que tomamos en primer lugar el \’] y todos aquellos sumandos

de V que sean :somm.fus como L -médulos a V]. Todos estos sumandos

no serdan isomorfos a \I A continuacion agruparfamos todos los sumandos
(8]

de V que sean isomorfos a \.’;. Realizado esto, tomaria otro sumando de
o

V distinto de los ya agrupados y hariamos la misma operacion y asi
sucesivamente. El L-médulo V con esta ordenacién tomaria la siguiente
expresion:

o . . ; : .
V= ”a,\Ize«...&s\]S)e(\.“m\22@...GVZI)o...e(anaVan...on)

=W,eW,e...eW siendo W.=eV. donde para i=1, k varia de 1 a s;
1 2 n by ik

para i=2, k varfa de 1 a r;...; para i=n, k varfa de 1 a t. Teniendo en

cuenta la Proposicion 3.1.2, la forma bilineal f restringida a wlij y a

\\'.,x\\'] es cero salvo si j=2 y  resitingida a sz\’v’j y a ijwz es
J

n
cero excepto si j=1. S llamamos t‘I:\'v'le«\\z; L’Z:ies.s J\’i; f|U1XU1=f1;
f =f entonces (V,f)=(U,,f.)] (U,,1,). Veamos gque (Ul,fl)

i{?le‘7 2’ S T e )

' e ; gene ‘= V* como
es una e-forma neutra. Puesto que f es no degeneracd ', V :

'+ seré : > ; ale J - mddulos
L-mddulos y por tanto \; serd suma de los duales de los L

simples de V. Luego

s a ¥ . '+ gVE 6. eV2 (V¢ oV* 6...=V* )=
VE=(V* aV* &...eV* )Ja(V? &,\Eje-,..&-\,, Je...e nl n2 nt
B e Is. " &l e -, o o
de 1 a s;

=W*eW3e...eW* siendo \’\.']‘:w \'].‘k donde para i=1, k varia
1 L n K ”

o] o o

i riz. de 1 a t.
para i=2, k varia de 1 a r;...; para 1=n, k var’z de

( € € £ S !\ \ SO ( )5 € ‘\i € !SUIHUI’UB a

. I ¢ C B : \ on 150MmM Jff ). nire &

,Ll'tl ]\.“..'r }h,‘lr 'j sumandaos ':l( ]

\ T 311 L t L o arll j( - Lo !
dld L‘l"l e - s ‘i I e sumandos (’ t\z

cualquier sumando de W,
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son 1somorfos e TR ]
entre s1 e isomorfos a cualquier sumando de W]. Por

tamo =5 vy dirrnl’]:;Zdlrxm\’\']:2dim\'.'2. Como =0,

f . =
llle“" |W1‘\W]

resulta que W. seriz 1 8 ¥ ¢
] ; Seria un metabolizador de (Ul,f]) Yy por tanto es una

€ -forma neutra. Quiere esto decir que (V’f')""‘JZ‘fZ) y haciendo el

MISMO razonamiento para (Uz,fz) se llegaria a que la e-forma (V,f)

€S neutra.

TEOREMA 3.1.6.- Sea (V,f) una e-forma no neutra e
isotipica de tipo N, entonces existe una c-forma (W,g) anisStropa e

isotipica de tipo N equivalente a (V,g).
DEMOSTRACION:
Supongamos que (V,f) no es anisétropa, entonces debe

de existir un L -submédulo M de V tal que MNM £0. Escribamos
\

P-MAM , tenemos gue fl pxpzo, luego P¢P . Como (V,f) no es neutra

se tiene que P#P . Consideremos el L-submédulo no nulo P /P. Como

P-Ker(f, | |), ver Teorema 1.2.2, tenemos que f induce una forma

iP xP
1
1

bilineal ¢-zimérrica [' sobre P [F. En la demostracion del citado

Teorema se ve que la e-forma (P /P.f') es equivalente con la e-forma

dada (V,f). Ahora escribimos \--’:Vlm...e\-’r siendo \/'i L - submédulos

simples de V isomorfos a N para todo je{1,2,...,1}. Como F es ub

i 3 i { el )
L -submédulo de V se tiene que P u\’iﬂm...s\'ir donde { iy eeedy c

: is0tipi i y P~ /P es tambien isoti-
Por tanto P~ es isotipico de tipo N. Resulta que /

Hemos conseguido una € -forma (p~/P,f') isotipica de

pico de tipo N.
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tipo N ¢ | < / '
po N con dimP /P<dimV. Por un proceso de induccion sobre la dimV

Qe R - T » 1 17 : 1
e llega a la existencia de una e-forma isotipica de tipo N y anisét ropa

equivalente a (V. f).

PROPOSICION 3.1.7.- Dcs e-forma no neutras e isotfpicas

de distinto tipo no pueden ser equivalentes.
DEMOSTRACION:

Sean (\’l,ll) y (\-'z,fz) dos e-formas no neutras e

1sotipicas de tipos N] y N, icspectivamente. Por el Teorema anterior

2

existen ¢ -formas (wi’gi) anisotropas e isotipicas de tipos hi equivalentes
a (\’j,fi), ie{1,2}. Entonces si (\'l,fl) es equiva'cnte a (Jz,fz} se
tiene que (‘,'.'l,gl) es equivalente a (W‘Z,gz) de donde W, =W, y por

tanto -\'Ier.\‘z lo cuai es una conr:adiccion.

PROPOSICION 3.1.8.- Sea Vl,Vz,...,Vh 'na familia de

.- médulos isotipicos de distinto tipo dus a dos. Si (Vl,fl),...,(vh,fh)

son €-formar anisétropas, entonces la e-forma (Vl,f J J_(Vh,fh) es

anisétropa.
DEMOSTRACION:

Si llamo (vl,fl)l(\-’z,fz)_[_..-l(Vh,fh}=(V,f) y es una

isé (i 5 1 que
e -forma no anisétropa, entonces existe un L-submédulo M de V tal g

f es degenerada. Si consideramos el 1 -cubmédulo MAM de M
IMxM
entonces f 0. Como MNM es un L-submédulo de Y,

|MnM'xmnM

con lo que exisien L-sub-

podemos considerar su A-ccomposicion isotipica,
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médulos Mi de \"i para todo ie{ 1,2 ... h} rales que M M= eM.. Como
iy

f}Mi)\Miz(), entonces para todo ie { L2 h) (Vi’fi) serfan ¢ - formas

no anisdtropas en contra de la hipéresis.

TEOREMA 3.1.9.- W (L)= e W (L).. donde N recorre
£ g € N

todos los médulos simples autoduales.
DEMOSTRACION:

En primer lugar vamos a ver que W (L)=y W (L), para
€ N € N

ello rea (V,f) una e-forma cualquiera y llamamos M ai L-submédulo
de V que sea suma directa de todos los L-submédaios simples autoduales
y P al L-subméduio de V suma directa de todos los L-submédulos simples
no autoduales., Como M no es isomorfo a P;. por Proposicién 3.1.2, la

formaz f se descompone como f=g|h donde g:fl Mxm Y h=f|PxP' Por

Proposicion 3.1.5 (P,h) es una e-forma neutra y por tanto (V,f)~{(M,g).

Si M=eM. es la descomposicibn de L-mdédulo M en sus componentes

- 1
1

isotipicas, considero gij:MixMj-—->K tal que gij(xi,yj)zg(xi,yj), x.eM.,
y.eM.. Si i#j, entonces M, y Mj son componentes isotipicas de distinto

tipo y gi].=0. Si i=j, entonces gij es una forma bilineal e-simétrica

invariante definida en la componente isotipica Mi de M. Per tanto se
verifica que (V,!)~(M,g)=l(Mi,gi) siendo gi=g|MixMi es decir toda
1

c-forma es equivalente a una suma ortogonal de e-formas sobre sus

componentes isotipicas autoduales.

Veamos que es suma directa, para ello supongamos que

(V..£.7, ief},2 r} es una e-forma no neutra e isotipica de tipo Ni
i! i ] y : ssenindl
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con Ni?‘ NJ si 1£) rales que

(¥ LY. 1) (V
, ; ok .
ph NG o f Y, .-1)1“"'"1)1(Viq’fm)l"'l(vr"r) e
neutra. Entonces se verifica
.0k Y o
VL IV o DL L e [V DtV o),
L of : B : :
a ¢-forma (\i, fl.) no es neutra por ser (‘Vi’fi) no neutra. Por
Teorema 3.1.6 podemos tomar e -formas anisétropas (W.,g.) isotipicas
g
de tipo N. para je{1,2 t} de forma qu ; ' i i
b b ‘ e (W.,g. )~(V. 1.
j 3 &)~ VpoL;) para i y
(Wi,gl. )N(\’i,-fi). Ahora consideramos la suma
“‘1’31).I_"'J_(Wj-l‘gi-l)J-(wi*l'gi‘*l)l ...l(Wr,gr) que es equivalente a
fl)_[_.., _L(\'i_l,fi_l)l( 1 1+1).,. J_(V f ) y ademds es anis6tropa
por Proposicion 3.1.8. Por Teorema 1.2.2, Wls...eWi_lewido...o‘wrswi.

Como los Wj’ je{1,2,...,r} y j#i son isotipicos de tipo Nj y Wi es

isotipico de tipo Ni’ contradicciéon por ser los NifNi.

OBSERVACION
(V,f) es una ¢ -forma neutra isotipica de tipo N,
entonces el metabolizado: de (V,f) es tambien isotipico de tipo N.
DEMOSTRACION:
Sea (V,f) una ¢-forma neutra e isotipica de tipo N.
Por ser neutra tiene un metabolizador M=M  que es un L-submédulo de

V y por tanto sumando directo. Como V es isotipico de tipo N, es M

isotipico de tipo N.




PARRAFO 2.- DETERMINACION DE LOS MODULOS SIMPLES AUTO-

DUALES SOBRE UN ALGEBRA DE LIE SIMPLE CON
LAS INVOLUCIONES o In= lid
En el Pérrafo anterior hemos visto que los L -médulos

simpies autoduales son los Gnicos que proporcionan una componente isoti-

pica del grupo de Witt W (L) y que W (L)=eW _(L),,. El objetivo de
€ € N € N

este Pdrrafo es detectar los L-médulos simples autoduales de un élgebra

de Lie simple I. dotada de las involuciones o :L--->1 tales que o;,,=-id

|H
siendo H una subdlgebra de Cartdn de L (Ver Pérrafo 3 de Capitulo 2).
Si 4 es la base del sistema de raices ¢ relativa a H y teniendo en cuenta
Observacion 2 de (5, 8.7.2), existe un tdnico elemento W del grupo de

Weyl que transforma &4 en -A. Ademds si A es peso méximo de un

L-mobdulo simple de dimension finita V, entonces wo(A) es el peso

minimo de V.

12 CASO o‘ = -id

H

Sea K un cueipo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

TEOREMA 3.2.1.- Si en la K-4lgebra de Lie simple L

se define una involucién o tal que para una subdlgebra de Cartdn H de
L sea 0|H=-id, entonces:

12.- El conjunto de pesos de cualquier L-médulo simple de dimensién
finita V es opuesto al conjunto de pesos del L-médulo simple V7.

e_ Si A es el peso méximo de V, entonces —wo(l) es el peso méximo

&
de Va.

°.- V es isomorfo a Vg si y solo si -mo(1)= A
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DEMOSTRACION:

Sea V un L-médulo simple de dimension  finita con

conjunto de pesos P y sea V- ¢ V
peP

la descomposicion de V en sus

espacios peso relativo a adH siendo Vp:ive\/[hv:p(h)v, VheH}. Consi-

deremos el L-modulo V’:j que, por Lema 2.1.4, es simple. Entonces

Ve= @ (V_)* siendo (V Pot iV oK) s V.“‘= e (V*) es la
c peP P P P o qu o°q

descomposicion de V3 en sus espacios peso relativo a adH siendo
(\.’;)q: {feVve/hf=q(h)f, VheH }, veamos que Q=-P. Para ello bastard

demostrar que (V )":(V‘;)_

- para todo p de P.

P

Si fe(\"p)'. entonces para todo h de H y todo v de Vp se tiene

(hf)(v)=f(o(h)v)=f(-hv)=f(-p(h)v)=-p(h)f(v) y por tanto fe(V;)_p.

Luego (\-’p‘)‘C(V;)_p.
Por otro lado fe(\’;)_p si y solo si hf=-p(h)f, VheH. Entonces VveV
se verifica (hf)(v)=f( o (h)v)=f(-hv)=(-p(h)f)(v)=-p(h)f(v). Es

decir, fe(‘v’;) : si y solo si YheH y VveV se tiene f(-hv)==p(h)f(v).
Sea u.e\’q donde qfp, entonces -hw=-q(h)w VheH. Como wquCV,

entonces f(-hw)=-p(h)f(w). Pero f(-hw)=-q(h)f(w). Luego tenemos
que q(h)f(w)=p(h)f(w) y por tanto (q-p)(h)f(w)=0. Puesto que
q#p, tiene que existir algin h de H tal que (q-p)(h)#0 y por tanto

! . o
f(w)=0. Luego si f(—:(\ft;)_p y wqu siendo q#p, entonces f(w)

' . i ue
Sabemos que VveV= e VYV es v=I ¥ Si fe(Vg)_pCV , se tiene q
peP
i ! * or la
f(v):f(vp) y por tanto fe(VP)". Es decir (J;)-pC(Vp) y p
doble inclusién, (Vp)":(\/;)_p.
Si A es el peso médximo del L-moédulo simple V, entonces

i i - A) serd el peso
w (1) es el peso minimo de V y por lo anterior, wo( )
0
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méximo del L -médulo simple Ve,
o

;;l l()S .- S ) y s L

si los L-modulos simples ' V* tienen i ; AXi
ples V y \/0 uenen igual peso médximo, entonces

son isomorfos (17, Teorema A de 20.3)

OBSERVACION

Por el Teorema anterior \’J tal que al H=-t?d coincide con V"l, es decir

al concepto de modulo dual clasico. En efecto, por el primer apartado
del Teorema, el conjunto de pesos de V; es opuesto al conjunto de
pesos de V y por (5, 8.7.5) los pesos del médulo dual clasico son opuestos

a los de V, por tanto V; es isomorfo a V*_.

Desde luego en aquellas dlgebras de Lie simples L en el
que el elemento w del grupo de Weyl valga -1, todo L-médulo simple
finito dimensional serd autodual. Este es el caso de las dlgebras de Lie
simples siguientes:

AI; Bi {132 ): Cl(l;3); Dl(l par4); E7; EB; F4; GZ' (5, 8.7.5 Obs.2)

TECREMA 3.2.2- Si L es una de las 4lgebras de Lie
simples siguientes: A,, Bl(l?.Z), CI(I;3), Dl(l par 34), E,, Eg, Fg, G,,

y o es una involucién definida en L tal que o|H=-id, donde H es una
sub4lgebra de Cartdn de L, entonces todo L-médulo simple de dimension

finita es autodual.

Veamos lo que sucede cuando el 4dlgebra de Lie simple

L sea Al(l>1), Dl(i impar>4) 6 E.

Consideremos el &lgebra de Lie simple Al(l>l) y sea la
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base A={ea. -¢. - =
1=%17%g Gt e, e b, del sistema de raices

® relativa a H, entonce:s 5 :
sw  es tal que wo(ui)"ulﬂ-i (5, 6.Plancha 1)

TEOREMA 3.2.3.- Los A,-médulos (1>1) simples autodua-
les de dimension finita, con la involucién 0|H=-—id en AI tienen de peso

méiximo A =X ai (qlm

I (i-1)):
DEMOSTRACION:

Si V es un Al-médulo simple de dimension finita y peso

|
méximo A= I aa, serd autodual si el peso mésimo del Al—médulo simple
1

V*, que es -w (A i : -(-a,a - s .
>, que es mo( ), es también A . Por tanto -( aa -a,0, ,-... alul)

a

g AL B decir ai=aj con i+j=1+1. Por tanto el peso méximo

| 1
= L aa =X
1 1

11

de los A, -mddulos simples autoduales de dimension finita tienen que ser

I

h
de la forma A = I ai{ﬂim]—i«d) donde h=1/2 si 1 es par 6 h=(1+1)/2 si
1

| es impar.

Sea ahora el 4lgebra de Lie simple Dl(l impar>4) y sea

la base A ={ @ =€ =€y, A =€ =Egyues, @ 1%f 117 Cp al=sl_1+el} del

i i i )=-a,
sistema de raices ¢ relativa a H, entonces w  es tal que wo(ul) i

para i={1,2,...,1-2} y mo(al_l)z-al. (5, 6.Plancha 1V)

TEOREMA 3.2.4.- Los Dl-méduios (1 impar>4) simples

=-id en D, tienen

autoduales de dimension finita, con la involucion r.ll H 1

1-2
de peso méximo A = l}: ni“i+2al-lsl-—l con aieZ.
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DEMOSTRACION:
Si V es un Dl—médulo simple de dimensién finita y con
: I
peso mdximo A = f a,a, serd autodual si el peso méximo del Dl-médulo
siinple V;, que es —mo().), es tambien A . Por tanto ha de verificarse

aiuizalal+32°2*'"+a|-2°l—2+al—lal+alul-—l‘ es decir a

1l g

b
"
e

pueden tomar cualquier valor de Z vy 2)_1=3. Por tanto el peso mdximo

de los D]-médulos simples autoduales de dimensién finita tienen que ser

de la forma A:al(el—ez)+...+a|_2(:]_2—cl_l)+2al§1 |7 con aieZ.

Sea finalmente el élgebra de Lie simple E6 y sea la
dase A ={ u1:1/2(c1-‘c2-53—e4~c5—£6-e7+t8), @ =€ 4€5, @ %€ 5-E,

S =€, - =g .- i ices ¢ relativo 2 H.
04=€3-€,, =€, ~Eq, @ =€ c4} del sistema de ra

ComOmO(ul):‘ué, wo(a2)=-a2, wo(u3)=-us, wo(°4)=-°4’ wo(n5)=-a3,

w f(a.)=-a,. (5, 6.Plancha V)
o 6 1

TEOREMA 3.2.5.- Los E6-m6dulos simples autoduales de
dimension finita, con la involucion aIH=-id en E6 tienen de peso méximo
A:al(ul+u6)+a2a2+a3(u3+u5)+a4a4 con aieZ.

DEMOSTRACION:

Si V es un Eﬁ—médulo simple de dimension finita y con

6 -
i del E_-médulo
peso mdximo A= I a.e., serd autodual si el peso méximo 6

1

i T: . Por tanto ha de verificarse
simple V¥, que es —wo(l), es también A

= = + + + + + = a.=a y
5 l 5 on 10 ue a aﬁ,
1
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a, y a, pue i (
g ¥ a,q den tomar cualquier valor. Es decir, el peso méximo de los

Eb-modulos simples autoduales de dimension finita tienen que ser de Ia
forma J«=al(c:ul +u6)+a202+a3(u3+u5)+a4u4 con HiGZ.

2¢ CASO ol =id

H

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristi-
ca cero y L una K-dlgebra de Lie simple provista de una involucién

o 1tal que UIH:id siendo H una subdlgebra de Cartdn de L, entonces

TEOREMA 3.2.6.- Todo L-médulo simple de dimensién

finita es autodual.
DEMOSTRACION:

Sea V un L-médulo simple de dimensién finita y con

peso mdximo A. Consideremos la descomposicion V= e¢ V_ en sus espa-
peP

cios peso relativos a adH. Veamos cual es el conjunto de pesos y el

peso maximo del L-mddulo simple V*= @ (V_)*. Si V*= o (V*) es
T e g

la descomposicion de \"B en sus espacios peso ,elativos a adH, veamos

que Q=P, para ello bastard demostrar que (Vp)'=(\/';)p para todo p de
P. Recordemos que Vp={veV/hv=p(h)v, VheH}, (Vp '.—.{f:Vp---> K}

= * = H}.
y que (V;)q-{fevalhf q(h)f, Yhe
Si fe(Vp)", entonces para todo h de H y todo v de Vp se tiene

(hf)(v)=f( o (h)v)=f(hv)=f(p(h)v)=p(h)f(v) y por tanto fe(V;)p.

Luego (Vp)" C (V;)p-

Por otro lado fe(Vo')p si y solo si hf=p(h)f, VheH. Entonces VveV se

(hf)(v)=f( o (h)v)=f(hv)=(p(h)f)(v)=p(h)f(v). Es decir

verifica
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f . : : :
G(Vc)p st y solo si VheH y VveV se tiene f{hv)=p(h)f(v). Sea

ahore Vv J
ora we 4 donde qfp, entonces hw=q(h)w, VheH. Como weV CV
q 1

entonces f(hw)=p(h)f(w)=q(h)f(w). Es decir q(h)f(w)=p(h)f(w) y
por tanto (q-p)(h)f(w)=0. Puesto que qfp, tiene que existir algin h
de H tal que (q-p)(h)£0 y por tanto f(w)=0.

Lue si (v L\ :

uego si fE(\f(;)p y we\q siendo qfp, entonces f(w)=0. Sabemos que

rara todo v de V= o V_ es v=Iv . Si fe(V®* ®, 58 14
kol pr S e o)pCV , se tiene que

f =f(v f " i
(v) (»p) y por tanto fe(Vp) . Es decir (V;)pC(Vp)' y por la doble

inclusion se tiene que (Vp)': (V; )p.

Veamos ahora que A es también el peso méximo del L-médulo simple
V;. Para ello es necesario que euf=0 para todo f de (VA)"‘ y todo a de

ot sy _ g =
. Consideremos (emf)vp-f\d(er:m)vp)-f(e_cjl vp) para todo Y, de Vp.

64 En el caso de que p-a#X, entonces

Sucede que e \r'pe[L__Ql Vp] Vv
(c&f')vp-_f(e_uvp)=0 para todo . de VP. Luego e f=0@. Si p-a=1,
entonces p=a+ XA y esto es imposible ya que A era peso méximo de V.
Por tanto X es también peso mdximo de V5. Puesto que los L-médulos

simples de dimension finita V y VZ tienen igual peso méximo, son iso-

morfos. (17, Teorema A de 20.3).

CONCLUSION

Si 0 es una involucion definida en un 4lgebra de Lie simple L cualquiera

tal que g H=id donde H es una subdlgebra de Cartdn de L, entonces

todo L-médulo simple de dimension finita es autodual.

Si o es una involucién definida en un 4lgebra de Lie simple L tal que
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o :_—- \
|H id donde H es una subdlgebra de Cartén de L, entonces:

I.— ol - € d - l al g a8 s uientes: f\ l;
] [ S un dt as b S )

D, (I par>4 ) ‘ ¢ )
| par>4), h7. I:B, Far (.xz, todo L-médulo simple de dimension
finita es autodual.

.- §i L= > ¢ i i |
i L Al (1>1), un L-médulu simple de dimension finita es autodual

st y solo si su peso méximo es A=Za (o, 40, ,. . )
i i kh=1)"

.- Si L=D, (I impar>4), un L-médulo simple de dimensién finita es

. _ 1-2
autodual si y solo si su peso méximo es A = ¢ al.u.+2al 1€]-1 con a.el
1l -171- §
1 i
IV.- Si L:Eé, un L-médulo simple de dimension finita es autodual si y

solo si su peso maximo es A=a1(u1+u6)+3202+ﬂ3(u3+u5)+a4’n4 con

a.e’l.
]

PARRAFO 3.- ESTUDIO DE FORMAS SOBRE MODULOS SIMPLES PARA
EL ALGEBRA DE LIE A, CON INVOLUCION
Este Parrafo no solo es un ejemplo, sino que nos servird
para demostraciones posteriores, ya que toda dlgebra de Lie simple L

tiene como subdlgebra al dlgebra tridimensional Al de las matrices 2x2

de traza cero. Ademds todo L-médulo simple de dimensién finita V se

puede considerar como un A]—médulo y por tanto considerado como

tal, su estudio nos proporciona informacién del L-médulo V.
Sabemos por el Ejemplo del Pirrafo 3 del Capitulo 2

que las unicas involuciones O que conservan la subdlgebra de Cartén

+.
H=<hu> de Al son clH-—ld.
Si V es un Al-médulo simple tal que dimV=m+1<oo

entonces V tiene un tnico vector maximal (salvo multiplos escalares no
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nulos) cuyo peso (llamado el peso méximo) es m. Se denota por V(m)

al Al-médulo Yol 2.2

TEOREMA 3.3.1.- Sea el dlgebra de Lie Al Yy O una
involucion definida en Al tal que conserva la subdlgebra de Cartén
H=<h > Sea V(m) un A,-mbdulo simple y f una forma bilineal no
degenerada e invariante, respecto a o, definida en V(m):

a) Si °(hu)=“’ha y o(eﬂ):en, entonces { es simétrica

b) Si ﬂ(hn)=—huy O(ea)=-eu, entonces si m es par, f es simétrica y
si m es impar, f es antisimétrica

c) Si o(h )=h_y si O(ea)=e o(e_n)zeu, entonces f es simétrica

-a’
DEMOSTRACION:
Consideremos la base ordenada {vo,v],...,vm} de V(m)
donde Vo ©s el vector de peso mdximo m.
a) Como O(ha)z-h y o(e0)=eu, entonces

f(h

5 \zi,vj):(m-Zi)f(\ri,vj)zf(\.ri,-hQl vj)=-(m—2;)f(vi,vj), es decir
Z(mv(i-rj})f(vi,vj):o.
Si i+j#m, entonces f(vi,v.)=0 y por tanto la matriz asociada a f respec-

to a la base ordenada de V(m) es tal que todos sus elementos son

cero excepto los de la diagonal secundaria que pueden serlos o no.

r 0 f(vo,vm)
0 £vy v ) 0
0
f(v ,VO) J

Veamos ahora como son los elementos de la diagonal secundaria, es
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es deci i) i
cir cuando i+j=m. Llamamos por comodidad de anotacidn en lo

que sigue f(vi,v. Jes, ..
1)

f{(‘ .,', = ...'4 £ i F : g
v \J) {(m-i l)f(vi_l,vj)-f(\i,cﬂv}.);(m_]”)f(vi‘\,j_l)’ e

(m—nI)ai_ljz(m-pl)a”_l. Como la suma de 'os subindices tienen

que valer m, resulta que i-1+j=m y por tanto obtenemos ma =a :
Om “1m-1’

(m-—l)alm_1=2a2m_2; (m-2)aZm_2=333m_3 y asi sucesivamente, es

o n
decis a; s =( 120mi 22m.271 2180 %3m-3°(3) 8 ¥ por induccion

m

se obtiene a. .= {
1m-i 1

m .
}aom. Luego A 4" (m—i] a0 m* Se tiene pues que

a2 s

TR lo que la matriz asociada a f respecte a la base

ordenada de V(m) es simétrica.

b) Supengamos ahora que o(hu)=-h y o(eu)=-eu, entonces como en
el caso anterior obtenemos que 2(m-(i+j))f(vi,vj)=0 y por tanto si
i+j#m, entonces f(vi,vj)=0 y también la matriz asociada a f respecto
a la base ordenada de V(m) es tal que sus elementos son cero excepto
los de la diagonal secundaria que pueden serlos o no. Veamos como son

los elementos de la diagonal secundaria, es decir cuando i+j=m.

{(ea vi,vj)=(m~i+1)[(\.ri_l,\wj}:f(\:i,—eﬂl vj)z-(m-j+1)f(vi,vj_1), es

decir (rn-i+l)ai 1j=~(m-j+l)aij_1. F~- un proceso andlogo al anterior

m ; “
: . W e e T or tanto si m es par la matriz
obtenemos que &l [=1) P p ;

y por tanto f, serfa simétrica y si m es impar, la matriz, y por tanto
f, seria antisimétrica. Conclusion que coincide con (5, 8.7.5 Prop.12).

Adem4s queda estudiada la Observacién 3 de (5, 8.1.3).

c) Supongamos finalmente que O(hu)=hu, o(ea)-—.e_“, u(e-u)=ea’

entonces f(h vi,Vj)=(m-2i)f(vi,‘fj)‘—'f("i:hu "j)=(m"2j)f(vi’vj)’ .

j-1 i 1] = la matriz
decir 2(]—|)f(vi,vj).—.0. Si ifj es f(vi,vj)-o y por tanto la

is e-
asociada a f respecto a la base ordenada de V(m) es tal que su el
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mentos son ce : - )
cero excepto los de la diagonal principal que pueden serlos

0 no. Veamc : '
mos como son los elementos de la diagonal principal

fle v. .v)Y=(m-(i L ‘ -
ol ; (H])+!)”‘i"i):hvid’e—uvi);(l*lH(Vi+]1vi+]), es

deeir (m=i)a.. =(i+1}s ; m-
iTtirl)a, 0 uego & L =T a . Por tanto

'311:{”1']“00‘ 535" (rg)aoo‘ R aii:(T)aOO; e amm:(m)a
m| 00"

Como a, . =f(v.,v i , .
10 ag,=f{vy,v,) siendo Vo €l vector maximal de V(m), siempre se

uede elegi : i
p elegir v, de tal manera que aOO--l y por tanto la matriz asociada

a f respecto a la base ordenada de V(m) es
' (m
0 )
(t!l)
1 i
- (rn )
m

L J
que es una matriz diagonal. Se observa que si f es antisimétrica, enton-

ces f-0. Luego si i£0, entonces f es simétrica. La traza de la matriz

M
vale 2

PARRAFO 4.- DETERMINACION DE FORMAS SOBRE UN L-MODULO

SIMPLE DONDE L ES SIMPLE CON LAS INVOLUCIONES

OI HS:Id

Sea L un &igebra de Lie simple sobre un cuerpo K

algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. Si g:L--->L es una

2
involucion, entonces el automorfismo t cug:lowss]l es 18] qae ¥ =1,

Vimos en Capitulo 2, Pdrrafo 3 que aplicando al grupo ciclico de orden

2 de automorfismos de L generado por T el Teorema de Borel-Mostow
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(4), se obtiene que + deja invariante alguna subdlgebra de Cartdn H de
L. Luego o también deja invariame H.

Consideremos un L - mddulo V. Llamemos a V= o V a
AieA i

la descomposicibn en sus espacios peso relativos a adH. Sea | una
forma bilineal no degenerada e invariante definida en V. Consideremos

dos vectores v y w pertenecientes a los espacios peso VA V
: A
! ]

respecti-

vamente. Encontramos para todo h de H que hVaAi(h)v y hw=x .(h)w
J

Yy por tanto

f(hV,W)=Ai(h)f(v,W)=f(~',o(h)w)=Aj(o (h))f(v,w) (*)

En este Pdrrafo nos vamos a restringir a involuciones o:L---> L tales

que ole-id é o’H=id vistas en Capitulo 2, Pdrrafo 3 como casos

espaciales de involuciones, donde H es la subdlgebra de Cartdn de L

que es dejada invariante mediante o .

Con involuciones del primer tipo obtenemos de (*)
Ai(h)f(v,w):-kj(h)f(v,w) gl

Con involuciones del segundo tipo (Transposicién) obtenemos de (*)

Ai(h)f(v,w):lj(h)f(v,w) (r e %)

CASO 0|H=-1d

TEOREMA 3.4.1.- Sea L una k-#lgebra de Lie simple

y o una involucion definida en L tal que si H es una subdlgebra de

Cartdn dejada invariante por o , sea 0|H=-id- Sea V un L-médulo

3 + -
i ion fini i maximal v , si f
simple de dimension finita de peso médximo A y vector 5

es una forma bilineal no degenerada e invariante definida en V, entonces

‘i i i or de
f viene caracterizada por el valor f(v',u) siendo u cualquier vect

peso -A.
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DEMOSTRACION:

Sean v y w vectores de V pertenecientes a los espacios

peso V. 'y V. respectivamente. e ‘es de la ecuaci¢
'\i Aj I ‘nte, entonces de la ecuacion (* *) obtenemos

ay A ) ) = =1 &
que ( l(h)¢)\](h))f(v,“)-0. Luego s1 f(v,w)£0, entonces Ai(h)x-kj(h)
para todo h de H. Por tanto Ai:-kj, es decir vy w estdn en espacios
Peso cuyo peso son opuestos. En particular si A.eA, entonces -x.e A
1 i 4

Vamos ahora a demostrar que dos espacios pesu cuyos
pesos sean opuestos tienen igual dimension. Para ello consideramos los

espacios peso VA. ¥ V-A y suponemos que B:ivl,vz,...,vn] es una base
i i
de V., . Para todo jet1,2,....,n} es vje\”\ si y solo si para todo h de H

A :
! 1

se verifica que h(\-j}:ki(h)vj si y solo si \r’j"e(\/A )*. Por otro lado para
i

n
todo vde V. esv=1ZI x_.v,. Veamos que v*¢V _ . Para todo hde H y
o ey ¥ 1 7
n n
todo v de V es h‘J‘(v):vj."(-hv)-—-vj"(—h}\—-z_—1 xkvk)=vj‘(—k)il xkhvk)=

g ¥,
-J\i(h)vj"(v). Luego vji-:\/’__A L

xkvk)z :

WM

n
:va“(— i xkli(h)vk)z—)\.(h)v?(

1 ' } ka1

L el

Es decir dlm\)‘i_d]m(\)‘i) d]m\_Ai

Como V= e V, tomande una base de cada espacio peso, la unién de
Ajenr

todas ellas es una base de V. Al ser A el peso mdximo de V, entonces

dimV, =1=dimV_, por lo anteriormente visto.

} i3

+
Sea V:VkeVA e...eV . eV L con By ={v }; By 117 V1t

1 o o A "

: = ivas. Hemos visto gque si
By . = {Vl'I""’vlt} : BV_A—{ u } bases respectiva

1
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f(v,w)#0, entonces los vectores v y w estdn en espacios peso cuy
s 0s

€s0s *SLOS i i
pesos son opuestos. Por tanto la matriz asociada a respecto a la base

BV:HV'\UBV §) ...UB\_, U BV =& de la forma:

A z
1 A] A
f(v'u)
1x1
f(Vls‘ lr)
txt
f(Vls‘vlr)
txt
f(uv)
I 1x1
k Y

Consideremos la descomposicibn de L en espacios raices

relativa a H, L=HelL el e...eL el . Recordemos que dimL =1 para
a -a T oy a

toda raiz @ y que [LG,L_G] es un espacio 1-dimensional de H. Fijemos

un vector x eL_y sea yueL_u de manera que {mm,ym,[x‘JI yﬂ] zha} sea

la base estandar de Siz(l\’) (17, Pdg.37).

Por ser V un L-médulo simple, es estandar ciclico, es

i i

. m +
decir V=U(L)v' y V estd engendrado por los vectores ¥ -Yg_-Yp ;

1 2 m

siendo ®+;{S1,Bz,...,8m} el conjunto de raices positivas del conjunto de

raices ® de L y ijeZ+ (17. P4g.108).

Sean v y w dos vectores cualesquiera pertenecientes a

espacios peso Con peso opuesto respectivamente, por ser veV entonces
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v=y i y m e - i1 ir: +
8,V Y pot tando flvwlefly ', .y M ¢ 4).
m Bl E'rn
:f‘\f* 0{ im) i] . l i
by yﬂm ...o(yB!)w). Si f(v,w)#£0, entonces o(me )...o(y l)w
m Bl

. i i
pertenece al espacio peso V . =Ku. es deci - ’
L r o(yanl)...u(yal)\\r:cu

con ceK. Llegamos a que i(v,w)-cf(v' u),

Por tanto observando la matriz asociada a f respecto a
la base BV se tiene que la primera caja consta del valor f(v+,u) y las
demds cajas, cuyo orden dependen de la dimensién de los espacios peso
correspondientes, son tales que los elementos de dichas submatrices
serdn siempre proporcionales a f(v',u)eK. La forma (V,{) donde V es
un L-mdédulo simple de dimensiébn finita de peso méximo A y vector
maximal v’ viene caracterizada por el elemento f{v',u)eK donde u es

cualquier vecter del espacio peso V A"

PROPOSICION 3.4.2.- .Sea L una K-4lgebra de Lie simple
Yy o una involucion definida en L tal que si H es una subdlgebra de

Cartan dejada invariante por o, sea ule-id. Si V es un L-médulo

simple de dimensién finita y peso médximo A , entonces cualquier par de
formas bilineales no degeneradas e invariantes, respecto a la involucibn

o, definidas en V son proporcionales.

DEMOSTRACION:

Sean fl y f2 dos formas bilineales no degeneradas e

invariantes respecto a la involucion © definidas en V. Entonces por el

+ . e
Teorema anterior, fI(v+,u)=aI£0 y fz(v ,u)=a2#0 siendo VA =<V > ¥

i i acios
V_,=<u>. Por tanto fz(v+,u)=(a2/al)f1(v ,u). Consideremos dos esp
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peso V. vy S g e
A, =%, ¥ pean V)\_‘ “EV,A. tales que I’I(v,w)ﬂ}' entonces

| 1 i i

1 - + [ ’
l](\,w)mfl(v ,aw){0 donde aeU(L) cor o que aweV x Y por tanto

aw=Kk u, es deci % r
1 s decir I’](v,w)-fl(v ,x]u)=klf1(v+,u)=kla1 con kleK".

- - +
Por otro lado fz(v,w):{z(v ,aw):fz(v+,k1u)=klf2(v+,u)-

~_k1(az/a])fl(v+,u)=(a?_/a1)k1{l(v+,u)=(az/a])f1(v‘w)_ Pt e iine

f2=(a2/a1)f].

Gracias a los resultados obtenidos con las involuciones

en Al del Pdrrafo anterior y al resultado del Tecrema 3.4.1, podemos

adaptar la demostracion de (5, 8.7.5) hecha para la involucién el Opuesto

al caso de la involucién o tal que o|H=—id y O(Eu)=eu para toda raiz

a pertencciente a la base A del sistema de raices ¢ relativa a H.

TEOREMA 3.4.3.- Sea L una K-4lgebra de Lie simple y
o una involucion definida en L tal que si H es una subdlgebra de Cartédn

dejada invariante por o, sea aluz-id. Consideremos la descomposicion

L-HelL oL e...eL oL de L cn espacios raices relativa a H. Sean V
R = :

un L-médulo simple de dimension finita y peso méximo 1 , Bo el espacio

vectorial de las formas bilineales invariantes, respecto a la involucién ¢ ,

definidas en V y m el entero zx(hn). Consideremos O el elemento del

+
ac?®

=- iend> A la base del sistema de raices
grupo de Weyl tal que uo(A) A, siendo

o relativa a H. Si o (1)=-a, entonces dimB_=1y todo elemento no

nulo de Ba es no degenerado. Ademds si para toda ¢ de A e€s o(eﬁ):eﬂ,

siendo L =<e >, entonces todo elemento de Ba es simétrico. Sin embargo
a a
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si para toda a de a == i i
es o(eu)- e (involucién el Opuesto), entonces si

m es par, todo ele i i i i
. mento de Bo es simétrico y si m es impar, todo

elemento de Bo es antisimétrico.

DEMOSTRACION:

Si “’u( A)=-2, entonces por Teorema 3.2.1 V es isomorfo
a \’; Y por tanto el espacio vectorial B{J es isomorfo a HomL(V,V;) y
por tanto a HumL(V,V) gque es de dimensidon 1. Luego dimBU =1. Sea f
un elemento no nulo de BU, entonces vendrd asociado un L-homomorfismo
¢:\-'———>VL definido por ¢ (x)(y)=f(x,y). Como V es simple, y por

tanto \’;, entonces Kerg=0 6 V. Si Kerg=V, entonces ¢ =0 y por tanto

f=0, contradiccién. Luego Kerg=0 con lo que ¢ es inyectivo y por ser

dimV=dimV*, resulta que ¢ es L-isomorfismo y f es pues no degenerada.
a
Si consideramos ahora la forma bilineal fl(x,y)=f(y,x)

Vx,yeV, gue claramente es o -invariante, entonces por Proposicion

ante.ior existe un k de K tal que fI(x,y)=kf(x,y) con lo que f(y,x)=
2 - 2 ..
:fl(x.y):kf(x,y):kfl(y,x):k f(y,x) es decir k=1 y k=-1. Por lo
tanto f es simétrica o antisimétrica. Segin Teorema 3.4.1 f viene carac-
terizada por el va/lor f(v',u) donde VA =cv's ¥ V_1=<u>, resultando

; | 0o a f.
pues que VA 3 V—A son no ortogonales respect

: 0
se tiene que h'=2 a h_,

0
Consideremos en L el elemento h' = Z hu, =

+
aec

5 familias de escalares
donde los a_ son enteros 2>1. Sean (ba)aeA' (cu)meA

= ntonces
VaeA. Pongamos x=1 ba g LN

é b c =a
tales que L e B g b

0 :
tenemos que [ho x]=2x, [h0 y J=-2y, [x yl=-h"; por tanto el espacio
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vectorial S engendrado por {x, vy, ho} es una subdlgebra de L y ademds

o =1 1 s 5 S - 3
restringida a S es tal que 0(S)eS en los casos considerados en la
hipotesis. Consideramos V como un S-mdédulo, entonces los elementos de

7 e . :
\;li son de peso Ai( ) 11&) de tal manera que si Aj es tal que V, Ay
aed J

i o ‘ ;
J es distinto de A y -A, entonces -A<f\j<?\ Y Ppor tanto se tiene que

~@=-x{3 hu)\‘ Aj( z h'n)< A( L hu)zm. Sea G la componente isotfpica
+ + +

aed aegd aegd
de tipo V(m) del S-médulo V. Resulia que G es de longitud 1 y contiene

RV, ¥y a V..J\ de tal manera que como ¥, ¥ ¥ A €ran no ortogonales

respecto a f, resultard que la restriccion de f a G es no nula y por
tanto f es una fcrma definida en el S-médulo simple G donde S es un
dlgebra de Lie isomorfa a A,. Aplicamos ahora el Teorema 3.3.1. En el

caso de que la involuciébn o sea tal que Vaed, O(eu)zeu, entonces la
restriccibn de f a G serd simétrica con lo que todo elemento de B,

sera simétrico. En el caso de que la involucion sea el Opuesto, entonces

si m es par la restriccion de f a G es simétrica y por tanto todo ele-

‘B sera simétrico; si m es impar, la restriccion de f a G
o

mento de

serd antisimétrica y por tanto todo elemento de B, serd antisimétrico.

P

=id (Involucién Transposicion)

TEOREMA 3.4.4.- Sea L una K-4lgebra de Lie simple y
o una involucidon Transposicion definida en L. Sea V un L-médulo simple
de dimensién finita de peso méximo A y vector maximal v, si f es uma

forma bilineal no degenerada e invariante definida en V, entonces f

+ +;
viene caracterizada por el valor f(v',v ).
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DEMOSTRACION:

Sean v y w vectores de V pertenecientes a los espacios

G J 7 ] T 1T i 5 ~ e 16
peso \A. y \A. respectivamente, entonces de la ecuacion (* * *) obte-
)

nemos que (Ai(h)-xj(h))f(v,w)zo. Luego si f(v,w)f0, se llega a que

: ]

en el mismo espacio peso.

x.(h)=x.(h) para todo h de H. Por tanto Ai=)\j, es decir v y w estédn

Como ¥= & V. | tomando una base de cada espacio
AieA i

peso, la unidon de todas ellas es una base de V. Al ser A el pesv mdximo

de V, entonces el espacio peso V.\ es tal que dim szl'

r 7 7 . - -+
Sea \«_\AokAlo...oVAr con bases respectivas Bvl {v]}

v )

Puesto que si A.#th es f(vis,vjn)zo, entonces la matriz asociada a f
i s

respecto a la base BV=BVUBVU ...UBV es de la forma:

A Al }\I_

+ +

iy v )

1x1

f(Vls’vln)
txt

f(

vrs’vrn)
mxm J

Sean v y w dos vectores cualesquiera pertenecientes al
i | 1

2 m + y por
mismo espacio peso. Por ser veV entonces v=y51.y62...yam

.
1

: : i

i i 1 lm 2 i
] 2 m o+y e ® oy 5). o (y, Yw).

tanto f(\r’w)zf(YBl.yBZ...meV ,W)-‘f(v ) G(YBm) yBZ Bl
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: i i i
S . m 2 1

i f(v,w)£0 entonces o(yB ) o(yB ). o(yB )w pertenece al espacio
m 1

A ¥ 5 1 !
peso V)‘:kv por lo visto anteriormente, es decir, u(me )...o(yﬂl)w es
: : m 1
proporcional a v'. Llegamos a que f(v,w)=cf(v',v*) con cek.

Por tanto observando la matriz asociada a f respecto a

i : i E i i . o ; + +
la base B\f se tiene que la primera caja consta del valor f(v v )y las
demds cajas, cuyo orden dependen de la dimension de los espacios peso

correspondiente, son tales que los elementos de dichas submatrices serédn

: 5 + 4+

siempre proporcionales a f(v ,v’' )eK. La forma (V,f) donde V es un

L-médule simple de dimensién finita de peso méximo A y vector maximal

3 | + o+ ;

v viene caracterizada por el elemento f(v',v’ )eK. Observemos que si f
e + + : ,

es antisimértrica, f(v ,v’ )=0. Consecuentemente W l(L)=¢ si se considera

definida en L una involucién Transposicién.

PROPOSICION 3.4.5.- Sea L una K-4#lgebra de Lie simple
y o una involucién Transposiciébn definida en L. Si V es un L-médulo
simple de dimensién finita y peso méximo A , entonces cualquier par de
formas bilineales no degeneradas e invariantes, respecto a la involucién

o, definidas en V son proporcionales y todas ellas son simétricas.

DEMOSTRACION:

Sean f1 Y f2 dos formas bilineales no degeneradas e

invariantes respecto a la involucién o definidas en V. Entonces por el
+

+ 4 : Lot
Teorema anterior, fl(v+,v+)=a1%0 ¥y fz(v ,V )=a2£0 siendo V, =<v

N i i 5 spacio peso
Por tanto fz(v+,v+)=(a2/a1)f1(v ,v' ). Si consideramos un esp p

son tales que f](v,w)éo, entonces se tiene

cualquiera V, 'y si v,we\/ml
i

f.=(v w):fl(w+ aw)£0 con aeU(L) con lo que aweV, y por tanto
l 7 ’
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aw=k v*, es deci ; = i ¥
1 s decir flf\,w)-fl(v 'aw)zll(v vkl"+)=klf1(v+,v+)=kla]

con k,eK*. Por otro lado fz(v,w)zfz(v+,aw)=f2(v+,klv+)=klfz(v*,v*);
:kl(aZ/al)f}(v',v+)=(a2/al)klfl(v+,v+)=(32/al)f1(v,w). Luego
f2=(az/al)fl.

Consideremos f:VxV--->K una forma bilineal no degene-
rada e invariante. La forma f se descompone como f:fs+fa donde fs y
fa son formas bilineales simétricas y antisimétricas, respectivamente, y
ambas invariantes. Teniendo en cuenta otra vez el Teorema anterior,

g ‘ : . +
cualquier forma viene caracterizada por el valor f(v veK. Luego

f(v+,v*):f5(v+,v+) por ser fa(v+,v+)=0 Yy por tanto f=fs.

Gracias otra vez a los resultados obtenidos con las involu-
ciones en A, del P4rrafo anterior y al resultado del Teorema 3.4.4,
podemos adaptar la demostracién de (5, 8.7.5) hecha para la involucion

el Opuesto al caso de la involucién Transposicién.

PROPOSICION 3.4.6.- Sea L una K-dlgebra de Lie simple
y © una involucion Transposiciéon definida en L. Si V es un L-médulo
simple de dimensioén finita de peso miximo A y Bﬂ es el espacio vectorial
de las formas bilineales invariantes, respecto a la involucién ¢ , definidas

en V, entonces Bo es de dimensién 1 y todo elemento no nulo de Bo es
no degenerado y simétrico.

DEMOSTRACION:

Sea feBo, por Teorema 3.2.6 todo L-médulo simple es
autodual, entonces V es isomorfo a V':) y por tanto si féo, f es no

degenerada.

i io vectorial B
Al ser V isomorfo a V;, entonces el espacio ‘
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S .
s isomorfo a HOI"IIL(V,V;) Y por tanto isomorfo a HomL(V,V) que es

de dimensi¢ 2gO d %
ension 1. Luego ulmBu_l. Supongamos f no nulo de B(J y conside-

remos la f a bili =
orma bilineal fl(x,y)-f(y,x), Vx,yeV, que claramente es

Invanante respecto a o, entonces por Proposicion anterior existe un cek

tal que Vx,yeV se tiene fl(x,y)=cf(x,y). Entonces f(y,x):fl(x,y)z
=cf(x,y)=cfl(y,x):czf(y,x)' es decir c=11 y por tanto toda forma no
nula de BO es simétrica o antisimétrica. Por Teorema 3.4.4 f viene
caracterizada por el valor f(v',v') siendo VA=<v+>,. luego Vxn VA= {0}

; 0 :
respecto a f. Consideremos en L el elemento h = 7 ha, se tiene que
+
aed

. .
h'= 2 aahu donde los a_ son enteros 31. Sean (b )

familias
t]
ueA (o QGA

(cu)

ac A’

de esc: = = =
calares tales que bmcni a YaeA. Pongamos x= I bueu, y=2c, e
ael A€l !

entonces tenemos que [rO x)=2x, (K0 yl=-2y, [x y]:-ho, por tanto
el espacio vectorial S engendrado por {x,y,ho} es una subdlgebra de L

y ademds es un dlgebra de Lie isomorfa a A Observamos que la involu-

cién Transposicion o es tal que 0(h0)=h0, o(x)=y. Consideramos V

como un S-mddulo, entonces los elementos de V, . son de peso Ai(}: l_am)
i aed

de tal manera que si Aj es tal que V, £0 y .\j,ék, se tiene que Aj<1 y
J

por tanto A.(Z h )<A( Z h )=m. Sea G la componente isotipica de
ue®+ - ae®

tipo V(m) del S-médulo V, entonces G contiene a V, de tal manera

que como VanA={0} respecto a f, se tiene que la restriccion de f a

G es no nula y por tanto f es una forma definida en el S-médulo simple
G. Aplicamos ahora el Teorema 3.3.1 y puesto que Yaed es o(ea)=e“u,

entonces la restriccion de f a G serd simétrica con lo que todo elemento

de Bo es simétrico.
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PARRAFO 5.- ESTUDIO DE LLAS COMPONENTES ISOTIPICAS DEL GRUPO

DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE SIMPLE CON INVO-
LUCIONES o, - lid

En el Pirrafo 1 de este Capitulo hemos descompuesto el
grupo de Witt de un dlgebra de Lie simple en suma directa de subgrupos,

sus componentes isotipicas, W (L)=e WE(L)N donde N recorre todos los
N

L- médulos simples autoduales,
En el Pirrafo 2 hemos detectado, para cada involucién

+l ’ .
olH‘-ld, los L-médulos simples autoduales respecto a o .

En el Pérrafo 3 hemos determinado las formas sobre

médulos simples para el digebra de Lie Al con involucion.

En el Pirrafo 4 determinamos las formas sobre L-médulos

simples donde L es un dlgebra de Lie simple con involuciones OIH=:id'

En este Pdrrafo vamos a estudiar las componentes isoti-

picas W (L)N donde L. es un 4lgebra de Lie simple con involuciones
£

-2id y N es un L-médulo simple autodual respecto a las involuciones

oIH

consideradas. Llamaremos A0 al peso maximo de N y el nimero m sera

z f\o(h )..Sea entonces (V,f) una e-forma isotipica de tipo N y por
+ Q
aed

tanto V=‘v’1e»...c>\/'r con 1>1y V1=N para todo i=1,2,...,I.

Veamos primeramente para el caso general el siguiente

LEMA 3.5.1.- Sea L una K-4lgebra de Lie simple con
- médulo
involucién o arbitraria y (V,f) una e-forma donde V es un L-m

ici = V donde
isotipico. Consideremos una descomposicion V-Vlo...o\(r de
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los V. - 5 sl i i i
i son L-médulos simples e 1somorfos entre si. Si para cada i,j

llamamos fij:Viij———>K la aplicacién deducida de f, entonces existe

una base de V de tal manera que la submatriz correspondiente a f.. de
1)

le matriz asociada a f respecto a esta base es la matriz asociada a una

forma bilineal invariante sobre V..
i

DEMOSTRACION:
Sea ¢ un L-isomorfismo de Vi en Vi' Tomemos una
base arbitraria {bl,bz....,bsl en Vj. Llamemos ak=q;'l(bk) para todo

k=1,2,...,s. Claramente {al,az,...,asl es una base de Vi' En las otras

componentes simples tomemos bases arbitrarias. La unién de todas estas

bases es una base de V. Sea A la matriz asociada a f respecto a la

base de V
Yy
My N o Ay A
fre Ail Mg ij ir
Arl ArZ L Arj e A”

.

La submatriz Aij correspondiente a la aplicacion fij:Viij--->K es la

matriz asociada a una cierta forma bilineal invariante g:VixVi-—-->K
te

definida como g(x,y):fij(x,qa(y)) donde x,yeV.. En efecto, claramen

g es bilineal. Comprobemos que es invariante. Para todo a de L se tiene

S(ax,y)=fij(ax, o (y))=f(ax, a(y))=f(x, o (a) o (y))=f(x, e (0(a)y))=

=fij(x,:;;(o(a)y)):g(x,o(a)y).

de V. es
La matriz asociada a g respecto a la base lal,az,...,as} i

= =f..(a_,b ) que es el
precisamente Aij pues g(am,an)ufij(am,tp(an)) ij'%m*°n
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elemento de lugar (m,n) de A.
1)

=~id

Supongamos ini i 10 ]
pongamos definida en L la involucién 0|H=-ud y comen-
zamos estudiando los casos r=1 y r=2 y con ello resolveremos el caso

general para el nimero de componentes r de V cuando la involucién

sea una de estos dos tipos:

a) Que Vaed, seaole )=e
4 ] a

b) Que Veaea, seao (!:-:m)=—em (involucién el Opuesto)
Sea r=1, entonces

TEOREMA 3.5.2.- Sean L un 4dlgebra de Lie simple con
involucién o tal que si H es una subdlgebra de Cartén dejada invariante

por o, sea ol H=-id y N un L-médulo simple autodual. Entonces:
a) Si o es tal que VaeA es u(ec)-eu, entonces hay solo una +1-forma

isotipica (V,f) de tipo N con V simple (necesariamente no neutra).

b) Si o es tal que VaeA es o(eu)=—ea, entonces hay solo una +1-forma

isotipica (V,f) de tipo N con V simple (necesariamente no neutra) si y
solo si m es par.
DEMOSTRACION:

La existencia est4 asegurada ya que por ser N autodual

i i i .N--->N*. Por Proposicién 3.1.3 existe la e-forma
existe un isomorfismo ¢:N e p

LA ¢ S
ro neutra (N,f:,). Segiin Teorema 3.4.3, (N,fN) es una +1-forma no

neutra, independientemente de m.
Probemos la unicidad. Para ello supongamos que existen

dos +1-formas (V,f) y (W,g) isotipicas de tipo N con V y W simples.
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(.“ll.‘.‘ldtlo IUJ\ L-*l..\()lllOl’i b - 2- T . .

forma bilineal { defini . 4
c#l 1 delinimos T:NxN--->K ‘1al que T(x,y)=f(¢1(x).¢1(y))

y de esta manera (V. Pi=(NT A partit dc g definimos BiNxN--=> K

Il'] T = -
e L(X,Y)—g(qaz(x),q,z(y)) y (W,g)=(N,g). Por Pro- osicion  3.4.2

T=cg con ceK. Nos preguntamos si (N, T)~{N,g). Sea Ja descomposicion

N- ; : .
NAOONAIG...QNA de N en espacios peso relativa a adH y tomemos
r

bases en cada espacio peso que las denotaremos por: By ={v ol

0 ?
o
B =l . 1.8 2 ANl ¢
NJ\1 11 iy o i n N e
2 . _
Entonces BNzP’NAU BNAU "'UBNA es una base de N. Consideremos las
0 1 r

matrices asociadas a I y g respecto a By, ¥ sean respectivamente F y

G. Al ser T=cg, entonces F=cG.
Consideremes la +1-forma (NeN,T-g) y veamos que es neutra. Para

ello tomemos el k-espacio vectorial M con base BM={ (\,OO/E’VOO)'

(\.'1 I/wfc—,v (\'lI/J?,vll),(VZINF,VZI ),...,(vm/v ::,vm)}. Tenemos

]])""’
que 2dimM=dim(NeN). Comprobemos que M es un L-subméduio de

NeN. Consideremos la descomposicion L=H0LueL_ue...eL7 claL__r de L

en espacios raices relativa a la subdlgebra de Cartdn H. Sea a un elemen-

to arbitrario de L, escribamos a=h+lu+l—u ...4-1.r -rl__r donde heH y

t eL , Entonces para todo (v./Yc,v..)eB,, encontramos que
a a 1] 1]

alvii/ Ve )=(aly,/ Te)av)=((hee st Mo/ Tehhety +oovt Iv;y)
):

=((l/fc)(hvij+[uvij+...+t_,¥vij),h"'ij'”u"ij""'ﬂ--yvij

=((I/E)hvij,hvij)"‘((l/f-é.)[av"Jlavij)+"'+((I/E)[—Yvij,t"Tvij):(‘)

1]

es }w].jz,!xi(h)vi}.eN1 l.

Como Y pertenece al espacio peso N, , entonc
i
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Ademds t_v. .= i
s ”lvkl+”2vk2+“'+“lvkl siendo {vkl‘ka"“'ka] la base

tomada en e! espacio pe
sSpe eso N P 5 o
p P X &t Por tanto (*) Serla una combinacibn

1

lineal de los elementos Je BM con lo que M es un L -submédule de
NeN. Veamos que (T-7) =0. En efecto, (T-g)((v../Vc, Ve,
[MaM e e D

:T(vij/ J—c,qu/ Ve)-glv..

’ =(1 \t g e
ij qu) (1/c cg(v”,\

)"é(vi )=0. Por

L ¥
Pq ] Pq
tanto M es un metabolizador de (NeN,T-g), de donde (NeN,T-g) es
una +1-forma neutra. Luego (N,T)~(N,g). Por tanto solo hay una

+1-forma isotipica de tipo N la cual es necesariamente no neutra por

ser N simple.

NOTA
Por el Teorema anterior todas las formas naturales f:!
que lleva el L-médulo simple autodual N (Confrontar Proposicién 3.1.3)

son equivalentes. Ademds ellas son las formas a las gue se refiere el

enunciado del Teorema anterior. La llamaremos fN.

Estudiamos a continuacion el caso r=2

TEOREMA 3.5.3.- Sea L un 4lgebra de Lie simple con
involucién o tal que si H es una subdlgebra de Cartdn dejada invariante

por g, sea 0|H=—id y N un L-médnlo simple autodual. Entonces

a) Si o es tal que VaeA es O(eu)=ea, entonces toda +1-forma (V,f)

isotipica de tipo N con V=V1.V2 es neutra.

b) Si o es tal que VaecA es o(e_)=-e  y m es par, entonces toda

+1-forma (V,f) isotipica de tipo N con V=V, eV, es neutra.
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DEMOS'TRACION:
Tomemos una base Bl= { vy

’V2""’Vr} de \/’l formada
por vectores peso de los espacios peso donde v, es de peso méximo AO y
v de peso minimo -y Sea qJ}:Vi-——) V2 un L-isomorfismo. Considere-
mos la base de \"2 siguiente Bzzicpl(vl),...,vl(vr)}. Notemos que Vl
y \"2 tienen el mismo conjunto de pesos y los correspondientes espacios
peso tienen la misma dimensiébn; adem4s ¢, conserva los espacios peso,
pues si vjeB1 es de peso a, entonces wl(vj)eBz lam.bién es de pesoa .
En efecto, h q)l(vj)z cpl(hvj)= q)l( a (h)vj)z a (h) q)l(vj). Escribamos
qal(vi)zwi. Tenemos que BZ:{WI'WZ"”’wr } donde w, es de peso mdxi-
mo y w_es de peso minimo. Es evidente que {vl,...,vr,wl,...,wr} es
una base de V. La aplicacién fll:leVl--->K deducida de f es una
forma bilineal +1-simétrica invariante sobre el L-médulo Vl' Si fn:O,
entonces la +1-forma (V,f) es neutra pues Vl es claramente un metabo-
lizador. Por tanto podemos suponer f“fO y por Teorema 3.4.1 s deduce
que f(vl,vr);éo y podemos elegir Yy ¥ de forma que f(vl,vr)=l.

Andlogamente podemos suponer que la aplicacién fZZ:VZxVZ--—>K res-

tricciobn de f, es no nula y otra vez por Teorema 3.4.1 tenemos que

f(wl,wr)ﬁo. Llamemos I(wl,w!)zu. Tomemos ahora la matriz
f(vl,wl) e f{vl,wr)
ha®
f(vr,wl) ik f(vr,wr) J
Si f..=0, entonces veamos que la +1-forma (V,f) es neutra. Considere~
12 7

mos el subespacio vectorial M de V con base BM={v1—-(~/—l7u)w1,

2dimM=dimV. Comprobe-
vy=ff<l u)wz,...,vr-(xf—l/u)wl}. Tenemos que 2dim
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Mos que M es un L-submédulo de V. Consideremos la descomposicién

Lk '
Hel,uol‘_ao...oLToL_T de L en espacios raices relativa a la sub4lgebra

i A ;
e Cartdn H. Consideremos a un elemento arbitrario de L, escribamos

azh+t _+1  +... 41 p
o'l g donde heH vy t.€L . Entonces para todo elemen-

to vi—(v/—llu)wieBM se verifica que

alv.—-(v- )w. )=(h-

(v] (V-1 u)\\i) (hflaﬂ_uh..ﬂyﬂ_?)vi-(\#-—l/u)(h+lu+I_u+...+t_r+l__r)wi.

Supongamos que V. pertenece al espacio peso \/’1 , andlogamente w,
i

A
1

pertenecerd al espacio peso V, . Resulta que h\ri=)~.(h)v.eV1
i i

A. A
1 i

. Ademds

t,Y; pertenece al espacio peso Vl y por tanto serd una combinacién

A.-a
1

lineal de la base iomada en dicho espacio peso y asi sucesivamente.

Andlogamente sucederia con w., es decir Lo W perterecerd al espacio

peso \’2 =:pl(\/1 ) y tendria igual combinacién li.eal que para

A.-Q A.-a
1 1

t,V; Ppero respecto a la base tomada en dicho espacio peso. Es decir
a(vi-(f-ﬂu)wi) seria una combinacién lineal de los elementos de BM y

por tanto pertenece a M con lo que M es un L-submédulo de V. Calcu-

lemos f(vl-mﬁ)wl,vr-@-17u)wr)=f(v1,vr)—-(v’-llu)f(vl,wr)-(J—l/u)f(wl,vr)-r
+("l/i—l)f(wl,Wr)-:f(vlsvr)_(l/u )f(wl,wr)zl—(l/u)u =0. Hemos tenido

en cuenta que para las involuciones consideradas en la hipétesis y por

Teorema 3.4.3, f es simétrica, luego f(wl,vr)=f(vr,w1)=0. Ahora consi-
deramos la aplicacion fIM:MxM-—-——>K, tenemos que flM es una forma

bilineal simétrica e invariante sobre M. Como M es un L-médulo simple

con vl-(v’-lh)wl como vector de peso mdximo, con vr—(\/—lh )wr

como vector de peso minimo y h(vl—(\f:m)wl)=A0(h)(vl-(\/-l7u)wl),




99

se tie = i i
tiene que M=N por tener iguales la dimensién y el peso méximo. Al

ser f(v, -(V= / -(Vaaluww

] ( I/u)“],v' (V] u)v\.r):o, se deduce del Teorema 3.4.1 que
i i
.IM-O. Por tanto M es un metabolizador de (V,f) y ésta es neutra
Pod k . : i
odemos luego suponer que flzyl(). Teniendo en cuenta la eleccién de la
base de V y la demostracion del Lema 3.5.1, deducimos que f ) e la

1

matriz de la forma bilineal invariante g:V}le--—>K definida como

g(my):flz(x.vl(y)), donde x,yeV,, respecto a la base B,. Conside-

rando la Proposicién 3.4.2 existe un 6eK* ta! que 6f”=112. Tomemos

ahora el subespacio vectorial P de V con base

szi(-éw/b “ulv,+w, ..., (<6448 -u)vr+wr}

e

Tenemos que 2dimP=dimV. Se comprueba que P es un L-submédulo de
V. Calculemos f((-6+v6 -—u)vl+w1,(-6+J6 -u)vr+wr)=(-6+£2-_u)zf(vl,vr)+

+(-64/6 . W )f("],wr)*(-ﬁﬂ/é € “)f(wl’vr)+f(w1'wr)=0‘ Hemos tenido en

cuenta quc:f(vl,vr;:l; f(wl,wr)=u; f(vl,w')=f12(v1,wr)=f12(vl, ¢1(vr))=
:g(vl,vr):ﬁfn(vl,vr)=6. Segin la hipétesis y aplicando el Teorema 3.4.3,
f es simétrica, luego f(wl,vr)zf(vr,wl)=f12(vr,cp1(v1))=g(vr,vl)=6f“(vr,vl)z

=6f11(v],vr)=6. Como P es un L-médulo simple con (-6+/6 :-u)v1+wl

.o f 2
comc vector de peso maximo Yy con (-6+v6 -u)vr-fwr como vector de

peso minimo y fIP es una forma bilineal invariante sobre P, deducimos

del Teorema 3.4.1 que f'P=0. Por tanto P es un metabolizador para

(V,f). Consecuentemente (V,f) es neutra.

NOTA

Hemos visto en la demostraciébn que si (V,f) es una

- imples isomorfos
+1-forma con V:VIQVZ donde los V, son L - médulos simples ;

entonces en las bases del Teorema la matriz coordenada de f es del tipo




100

0 | e

st donde A-

[ 6 A uA [‘T B

Esto da un método de construccion de +1-formas isotipicas con médulo

del Teorema 3.4.1

soporte descompuesto en dos sumandos simples. Ahora tomamos un meta-
bolizador M. Por el Teorema de Weyl podemos poner V=MeS para algin
submédulo S. Luego f tiene una matriz del tipo

Iu

Veamos el caso general para el nimero de componentes r de V

TEOREMA 3.5.4.- Sea L un {lgebra de Lie simple con
involucién o tal que si H es una subdlgebra de Cartén dejada invariante

por o, sea 0|H=-id y N un L-médulo simple autodual. Sea (V,f) una

+1-forma anis6tropa e isotipica de tipo N. Entonces:

a) Si o es tal que Vaea es o(ea)=eu, entonces V=N

b) Si o es tal que Vaed es o(eu)z—eu, entonces V=N si y solo si m
es par
DEMOSTRACION:

(tuando considere la involucién o del apartado b), es

decir el Opuesto, supongo que m es par, y por tanto para esta involucién
como para la involucién del apartado a) veamos que V=N. En efecto:

V=V_eV._ e...eV_ donde los Vi son L-médulos simples. Supongamos r>1.
P o S |

Consideremos la restriccion T de f a W=V, eV,. Tenemos que (W,T) es

una +1-forma por ser (V,f) anisétropa. Ademds (W,T) es anisétropa

= Teorema anterior
por serlo (V,f). Como W=V, eV, y V,=V,, por el Teo

iccié = V=N,
n. Por tanto r=1 y asi
(W,T) es neutra lo cual es una contradiccid




101

Consideremos ahora la involucién el Opuesto y sea V=N entonces (V,f)
] 1)

€s una +1-forma con V simple y por Teorema 3.4.3 se deduce que m

tiene que ser par.

Hemos estudiado hasta ahora, en el apartado de involu-

clones 0' H:-ld, paralelamente ic: dos involuciones siguientes:
a) Involucién o 1al que Vaed, sea o(e )=e
a
b) Involucién o tal que Veed, sea o(e,)=-e, (Opuesto)

lo cual nos permite obtener el resultado final del grupo de Witt de un

algebra de Lie simple con cada una de las involuciones anteriores.

TEOREMA 3.5.5.- Sea L un 4lgebra de Lie simple con
involucién o tal que si H es una subflgebra de Cartén dejada invariante

por 9, sea o'H=—id y tal que Vaea, o(eu)=en. Consideremos el grupo

de Witt de L respecto de la involucién ¢ . Entonces W _(L)=e W , (L)
+1 N +1 N

recorriendo N los L-médulos simples autoduales, ademéds para un tal N

se tiene que W+1(L)N=Z/22.. El conjunto B={[(N,fN)]/N=L—m6dulo

simple autodual, fN=forma natural sobre N } es una base de W”(L). El
cardinal de B es igual al nimero de L-médulos simples autoduales.
DEMOSTRACION:
Hemos visto en Corolario de Proposicién 3.1.2 que para

todo L-médulo simple N que no sea autodual, es W+1(L)N=b. Segin

i todos
Teorema 3.1.9 se tiene que \V”(L):%W”(L)N donde N recorre todo

los L-médulos simples autoduales. Veamos que W+1(L)N= Z/2Z para

todo L-médulo N autodual. En efecto, se C un elemento de W+I(L)N
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distinto del cero. Por

definicion de W+I(L)N tenemos que en C hay

+1-formas isotipicas de tipo N.

Segin Teorema 3.1.6 en C hay una

+1-forma anisétropa e isotfpica, llamémosle (V,f). Por

el Teorema

anterior V debe se

r isomorfo a N. Por Teorema 3.5.2 tenemos que todas

las +1-formas no neutras sobre N son equivalentes. Deducimos entonces

que W

+1(L)N tiene a lo sumo dos elementos, pues a lo sumo hay una

+1-forma anisétropa e isotipica. Finalmente

por Teorema 3.4.3 tenemos

que existen formas bilineales simétricas invariantes

» con la involucién o

b}

no nulas sobre N. Como N es simple,

deben ser no degeneradas y por

tanto +1-formas anisétropas. Por tanto w+l(L)N es un grupo de dos

elementos, es decir W (L), ~2/2Z.
+1 N

TEOREMA 3.5.6.- Sea L un élgebia de Lie simple con

involucion o tal que si H es una subflgebra de Cartén dejada invariante

por o, sea o| y=-id y tal que Vaea, o(en)=ea, Entonces W_I(L)=£.

DEMOSTRACION:

Trivial teniendo en cuenta el Teorema 3.4.3.

TEOREMA 3.5.7.- Sea L un dlgebra de Lie simple con
involucién o el Opuesto. Consideremos el grupo de Witt de L respecto a

la involuciéno . Entonces W .(L)=e W ,(L),, recorriendo N los L-médu-
+1 N +1 N

los simples autoduales para los que el niimero m=£lo(hu) es par donde

n80+

A, es el peso méximo de N. Ademés se tiene que W+1(L)N= Z/2Z para

j = i 1 con
un tal N. El conjunto B={[ (N,fN)]/N—L-mtSdulo simple autodua

. El cardinal
m par, f, =forma natural sobre N} es una base de WH(L) E
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de B es igual al nimero de L - médulos simples autoduales con m par.

DEMOSTRACION:

Hemos visto que “’”(L)N:b para todo L-médulo N que

no sca autodual. Por Teorema 3.43, W 1(L)N=15 para todo L-médulo N
+

autodual para el cual m es impar. Teniendo en cuenta el Teorema 3.1.9,

W (L)=eW

ot x ’”(L)N donde N recorre los demis L-médulos simples

autoduales. Veamos que W”(L)N=Z/22, para todo L-médulo N autodual
~con m par. En efecto, sea C un elemento de W“(L)N distinto del
cero. Por definicion de W+I(L)N tenemos que en C hay +1-formas

isotipicas de tipo N. Por Teorema 3.1.6 en C hay una +1-forma anisétro-
pa e isotipica, llamémosle (V,f). Por el Teorema 3.5.4 V debe ser
isomorfo a N. Por Teorema 3.5.2 tenemos que todas las +1-formas no

neutras sobre N son equivalentes. Deducimos entonces que W, (L)y

tiene a lo sumo dos elementos, pues a lo sumo hay una +1-forma anisé-
tropa e isotipica. Finalmente por Teorema 3.4.3 tenemos que existen
formas bilineales simétricas invariantes, con la involucién el Opuesto, no
nula sobre N. Como N es simple deben ser no degeneradas y por tanto

1
+1-formas anis6tropas. Por tanto W+1(L)N es un grupo de dos eiementos,

es decir W“(L)N Z/2Z.

El caso W 1(L) con L simple dotada de la involucién el

: A .
Opuesto transcurre andlogo a lo anterior, solo hay que cambiar par por

impar y se obtiene el siguiente
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TEOREMA 3.5.8.- Sea L un lgebra de Lie simple con

involucién ¢ el Opuesto. Consideremos el grupo de Witt de L respecto a

la involucién o. = ]
cibn o. Entonces w-l(L)'Lw-l(L)N recorriendo N los L-médu-

+
agé

donde A, es el peso mdximo de N. Ademds para un tal N se tiene que
W_I(L)Nf-‘Z/ZZ. El conjunto B- {[(N,fN)]/NzL—médulo simple autodual
con m impar, fN=fotma natural sobre N} es una base de W l(L). El

cardinal de B es igual al nimero de L-médulos simples autoduales con

m impar.

CASO UIH=id (Involucién Transposicién)

Supongamos ahora la involuciébn Transposicién definida en
L y comenzamos también estudiando los casos r=1 y 1=2 y con ello

resolveremos el caso general para el nimero de componentes r de V.

TEOREMA 3.5.9.- Sea L un élgebra de Lie simple con
involucién o =Transposiciébn y N un L-médulo simple de dimensibén finita.
Entonces hay solo una +1-forma (V,f) isotipica de tipo N con V simple

(necesariamente no neutra).
DEMOSTRACION:

La existencia estd asegurada pues segin Teorema 3.2.5

. e : o
todo L-médulo simple N es autodual, si @ :N---> N¥ es un isomorfismo,

: P
entonces por Proposicién 3.1.3, existe la e-forma no neutra (N,fN) y

i ? =
teniendo en cuenta la Proposicién 3.4.5 (N,fN) es una +l1-forma no

neutra.
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Ve e
amos la unicidad.Supongamos que existen dos +1-formas

(V,f) y (W,g) isotipicas de tipp N con V y W simples. Considero los

L -isomorfismos INeoas Vs ‘ .
3 ‘Pl-N >V; wz-N-——>W. A partir de la forma bilineal

f definimos la forma T:N N--->K >
X >K tal que T(x,y):f(vl(X),wl(y)) y de

€sta manera se tiene (V,f)= (N,T). A partir de g definimos la forma

E':NXN___>K tal que E(X.Y)=g(gp2(x),¢2(y)) y (W,g): (N,E). Por

Proposicion 3.4.5 T=cg con ceK. Nos preguntamos si (N,T)a (N,g).

Consideremos la descomposicion N=NA e\NA e...eN de N en espacios
: 0 1 Ay

peso relativa a adH y tomemos bases en cada espacio peso que las
denotaremos por

BN ={v00}; BN :{vll,...,v“};...; BN = {vrl,...,vm}. Entonces es
g Ay Ay

BN:BN U BN U "’UBN una base de N. Consideremos las matrices

‘\0 Al Ar

asociadas a T y g respecto a BN y sean respectivamente F y G. Al ser

T=cg, entonces F=cG. Consideremos la +1-forma (NeN,I-g) y veamos

que €5 neutra. Para ello tomamos el K-espacio vectorial M con base

By={ (007 Vg0 (¥ / V& Do g I VGV s vy V8

Como en Teorema 3.5.2, se demuestra que M es un L-médulo simple

con vector de peso mdximo (vooffc",voo) y con peso mdximo Ao Pues

etabolizador de
h("oo/‘/a"ooﬁ"o(h)(voo/m"oo)' Ademds M es un m
(NeN,T-g) pues 2dimM=dim{NeN) y (T-E)'M=O pues al ser M simple,

viene caracterizada segin Teorema 3.4.4 por el valor

(T-é)‘M
(T-g) ((vyghc,vh0)+ (Voo c,voo))=(1/c)T(VOO,VOO)'E(VOO’V00)=

' g g = N,g), por tanto
=l1/c)cg(voo,voo)-g(voo,voo)-o. Luego (N,T)~ (N,g), ¥

(V,f)~(W,g). Quiere esto decir que solo hay una +1-forma isotipica de
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li iy :
Po N, la cual es necesariamente no neutra, por ser N simple

NOTA

Por el Teorema anterior todas las formas naturales f¥
TN
que lleva el L-médulo simple N (Ver Proposicién 3.1.3) son equivalentes

y es la forma a la que se refiere el enunciado del Teorema anterior. La

llamamos f
NE

Estudianios a continuacién el caso r=2

TEOREMA 3.5.10.-Sea L un dlgebra de Lie simple con
involucién Transposicién y N un L-médulo simple de dimensién finita,
entonces toda +1-forma (V,f) isotipica de tipo N con V=V10V2 es
neutra.

DEMOSTRACION:

Tomemos una base de \/1 formada por vectores peso de

los espacios peso BI={v],v2,-..,vr} donde v, es de peso mdximo Ao

Sea m]:\’}--—> \’2 un L-isomorfismo. Consideremos la base B2 de V2

o . : : v v
siguiente BZ_{Qol(\1),¢1(v2),...,¢1(vr)}. Hay que notar que V, y V,
tienen el mismo conjunto de pesos y los correspondientes espacios peso

tienen la misma dimensién, ademds ¢, conserva los espacios peso. Escri-
bamos q:l(v.)=w., entonces BZ={w1,...,wr} donde w, es de peso méximo
i i

10. Es evidente que {vl""’vr’wl"“’wr } es una base de V.
La aplicacion fll:\/lx\’l-——> K deducida de f es una forma bilineal

+1-simétrica invariante sobre el L-médulo Vl' Si f11=0, entonces la

e un metabolizador. Por
+1-forma (V,f) es neutra pues ‘»./1 es clarament
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t ' ‘
anto supongamos f11£0 Yy por Teorema 3.4.4 se deduce que f(vl,vl);!O
Yy podemos elegir el ve
p egir el vector Yy de forma que f(v],v])=1. Andlogamente
e : T ag : .
podemos suponer que la aplicacibn fzz.\zx\z---ﬂ\ restriccion de f es

no nula v otra vez por Teorema 3.4.4 tenemos que f(wl,wl);lo. Llame-

mos f(vu1 Wy )=u . Tomemos ahora la matriz

f(vl,wl). c f(Vl,Wf)

f(v w
r

]). Liwis ”Vr’wr)

Si f12=0, entonces veamos que la +1-forma (V,f) es neutra. Considere-

mos el subespacio vectorial M de V con base

B, {vl—(\/ﬂ;)wl,vz-(m )wz,...,vr-(l‘—T/F)wr} . Se tiene guve
2dimM=dim V. lgual que en Teorema 3.5.3 se tiene que M es un L-sub-
médulo de V. Calculemos _f(vl—(\/-—]ﬂ)wl,vl-(m)wl)d(vl,vl)—
~ JZTTJH(\'I,W])—(JTWEH(WI,vl)-(llu)f(wl,w1)=1—(l/'u)u=0- Si
consideramos la aplicacion fIM:MxM--->K tenemos que flM es una

forma bilineal simétrica invariante sobre M, donde M es un L-médulo

simple con \rl-(4—17p)u’1 como vector maximal siendo AO el peso médximo
de M. Notar que M=N. Al ser f(v1~(4—17u)wI,vl-(J-ﬁu)wl):O dedu-
cimos otra vez por Teorema 3.4.4 que fl M=0 y por tanto M es un meta-

bolizador de (V,f) y ésta seria neutra.

: e da 1a
Podemos luego suponer que f12£0. Teniendo en cuenta la eleccién de

base de V y la demostracién del Lema 3.5.1 deducimos que f12 es la

ili i i :V --->K definida
matriz coordenada de la forma bilineal invariante g: ]le

b B,. Aplicando la
como g(x,y):flz(x,q;l(y)), donde x,yeV,, en la base B,. Ap
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Proposicion 3.4.5 = ¥
p i tenemos que 6f”-f12 con algin 66K*. Tomemos ahora

el subespacio vectorial P de V con base

BP;{ (-6+V6 ~u)\’14w1,...,(-6+\f6 -u)vr+wr} . Tenemos que 2dimP=dimV,.

Se comprueba que P es un L -submédulo de V. Calculemos

f((-6+ 62-u)\’1+w1,(—6+»/6z)v]+w])=(-6+‘/6_2_-—u)2f(v1,v1)+
+(—6+\/{>_2-‘p)f(vl,w])+(~6+/;2-‘u)f(u'l,v])+f(wl,w1)=(-6+\/67-_u)2+
+26(—6+»/62h—;)+ #=0. Hemos tenido en cuenta que:

f(vl,vl)=l; f(wl,w1)=u; f(vl,wl)=f12(vl,wl)=f12(vl,wl(v1))=g(v1,vl)=
=6f1](vl.\'l)d(w],vl):é. Ahora como P es un L-médulo simple con
(~<5+~/CT‘—_:)V]+W1 como vector de peso mdximo y flp es una forma

bilineal invariante sobre P, por Teorema 3.4.4 se tiene que f'P=0. Luego

P es un metabolizador de :V,f). Consecuentemente (V,f) es neutra.

Hemos visto en la demostracién que si (V,f) es una

+1-forma con \/:\,’lea\’2 donde los Vi son L-modulos simples isomorfos,

entonces en las bases del Teorema la matriz coordenada de f es del tipo

A 65 A f(v],v]) 0

donde A= del Teorema 3.4.4

6A uA
Esto da un método de construccién de +1-formas isotipicas con médulo

: &
soporte descomnuesto en dos sumandos simples. Ahora tomamos un met

y por Teorema de Weyl V=MeS para algin submédulo S.

2|

bolizador

Luego f tiene una matriz del tipo
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Vear I
eamos el caso general para ¢l nimero de componentes r de V

TEOREMA 3.5.11.- Sea L. un dlgebra de Lie simple con
involucién Transposicion Yy N un iL-médulo simple de dimension finita. S

(V,f) es una +1-forma aniséiropa e isotipica de tipo N, entonces V=N,

DEMOSTRACION:

Andloga a la del Teorema 3.5.4

TEOREMA 3.5.12.- Sea L un algebra de Lie simple con
involucion Transposicion y N un L-+ “dulo simple de dimensién finita,

entonces w+l(l‘)N=Z/22' El conj. o B= {[(N,fN)]IN=L—m6dulo simple,

fN=-forma natural sobre N } es una base de W”(L).

DEMOSTRACIUN:

(L),, distinto del cero. Por

Sea C un elem~nto de W
+ N

1

definicién de W+1(L y tenemos que en C hay +1-formas isoupicas de

tipo N. Por Teorema 3.1.6 en C hay una +1-forma anisétropa e isotipica,
"ar 2mosle (V,f). Tor el Teorema anterior V debe ser isomorfo a N.
Por Teorema 3.5.9 tenemos que todas las +1-formas no neutras sobre N

son equivalentes. Deduc .10s entonces que W+1(:"N tiene a lo sumo dos

elementos, pues a lo sumo hay una +1-forma anisétropa e isotipica.
Finalmente por Proposicibn 3.4.5 tenemos que existen formas bilineales
simétricas invariantes, con la involucién Transposicién, no nulas sobre N.
Como N es simple deben ser no degeneradas y por tanio +1-formas

anisétropas. Por tanto w+1(L)N es un grupo de dos elementos, es decir

=712
W+1(L)N Ly __Z.
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TEOREMA 3.5.13.- Ses . un élgebra de Lije simple con

! involucién Transposicioén, entonces W l(L):I).
\ .

DEMOSTRACION:

Trivial teniendo en cuena la Proposicion 3.4.5.
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-APITULO 4 : PRODUCTO KRONECKER DE e-FORMAS
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CAPITULO 4.- PRODUCTO KRONECKER DE e¢-FORMAS

ANILLO DE WITT DE UN ALGEBRA DE LIE CON

INVOLUCION

Partiendo de un dlgebra de Lie fir'to dimensional sobre
un cuerpo K algebraicamente cerrado de caracteristica cero, y provista

de una involucion, vamos a definir el producto Kronecker de e -formas y

construir el anillo de Witt.

DEFINICION 4.1.- Sean (Vl,f )y (VZ,IZ) dos e-formas,

se puede construir la ¢-forma (V,f) donde V=V, 8V, y f se define

como

f((xlﬂy1)|(x2nyI))=fl(xl ,32)-f2()’1 !YZ)

x;eVy, yieV,

Se expresa como (V,f)z(\"l,[l)n(Vz,f2)=(Van2,fluf2).




PROPOSICION 4.2.- Ejl producto Kronecker de cualquier

cforma por una ¢-forina neutra es una ¢-forma neutra.
DEMOSTRACION:

Sea (V,[) una ¢-forma cualquiera y (N,g) una «-forma

neutra, entonces tendrd un metabolizador y sea éste NO verificdndose
|

que NU:ND y ZdirrnNO:dirnN. Considero la e-forma (V,f)a(N,g) donde

(fﬂg)(XHU.ynV)=Hx,y).g(u,w) siendo x,yeV; u,veN. Veamos que es
neutra la e-forma (V,f)a(N,g)=(VeN,fag), para ello considero e}
L.- submédulo \-'mN0 de VaN y sea yav cualquier elemento de VINO,
entonces para todo xmu de "JuNO es (fog)(xmu,yav)=f(x,y).glu,v)=0
pues g(u,v)=0. Luego \'nNec(VnNO) . Como f es no degenerada no
existe ningin x£0 de V tal que para todo y de V sea f(x,y)=0. Luego
para que g(u,v)=0 para todo v de NO es necesario que ueNocNo. Por
tanto (VaNg) ¢ VaN, y por la doble inclusion (VnNO) =VaN,. Ademds

2dim( \'m.\'o};Zdim\’.dim Nozdim'\”,Zdin: NozdimV.dimN=dim(VnN).

' Luego (V,f)a(N,g)=(VaN,fag) es una e-forma neutra.

LEMA 4.3.- La relacién de equivalencia del Lema 1.1.15
es compatible con el producto Kronecker de e - formas.

DEMOSTRACION:

Si (V. f)a (V',g), existen (X,fl), (Y,gl) ¢ - formas

neutras tal que (V,f)_[_(X,fl)z(V',g)J_(Y,gl).

. e-formas
Si

(U,h)~ (U',1), existen (M’hl)' (N,tl)
neutras tal que (U,h)J_(P.'.,hl)'-"(U',t)J_(N,tl).

Entonces:
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((\"'”l(X,f]))n((l',h)J_(M‘h]));—({V',g)l(\”gl))n({ul,')l(N”l))

Teniendo en cuenta la propiedad distrubutiva de & respecto al Y pueslo

que la suma ortogonal de dos c-formas neurras es una  e-forma neutra

y €l producto de¢ Kronecker de una e-forma por una e-forma neutra es

una ¢ -forma neutra, resulta que (V,0)a(U,h) (V' g)w(U' 1),

LEMA 4.4.- El conjunto cociente de clases de forma

T : x+I(L)
simetricas equivalentes, ——— =W+1(L) con la suma ortogonal de
~t

formas y el producto de Kronecker de formas es un anillo llamado anillo

de Wittt de formas simétricas.

DEMOSTRACION: Trivial.

LEMA 4.5.- El conjunte cociente de clases de formas

(L)

. g - E
e -simétricas equivalentes =W(L) con la suma ortogonal de

~

e -formas y el producto de Kronecker de e -formas es un anillo llamade
anillo de Wit.

DEMOSTRACION: Trivial.

LEMA 4.6.- Sean (Vl,f) una ¢-forma tal que Vl es un

L-médulo trivial de dimensién 1 y (V,g) una e-forma arbitraria, enton-
ces (Vl,f)n(V,g)=(V,g).
DEMOSTRACION:

Sea { x } una base de Vl tal que f(x,x)=1, y ésto existe

i r icamen-
por ser f una forma bilineal no degenerada y K un cueipo algebraican

i icaci i > : todo de
te cerrado. Defino la aplicacion q:.Vanu-, V tal que para y

es un isomorfismo de K -espacios

V sea ¢(xmy)=y. La aplicacion o




vectoriales. Para todo a de | es ¢(a(xmy))- w((ax)ny»«xn(ay))-

u@(xn(ay));ay, Yy Por tanmto ¢ es un isomorfismo de L - médulos . Por

¢ un isomorfismo de ¢-{ormas.

COROLARIO 1.- [(Vl,f)]-[(V,g)]=[(V.s)]-

Como W+ ] (L)= H+ (L)

(L)eG
,

1 1

COROLARIO 2.- G”(L) es el anillo primo de WH(L).

LEMA 4.7.- H”(L) es un ideal de w+1(L)..

DEMOSTRACION: Trivial.
COROLARIO. - H+1(L) es un ideal maximal de W”(L).

Como W(L)=W ,(L)eW .(L)=G ,(L)eH .{(L)eW _(L)
+1 -1 +1 + =

1 1

LEMA 4.8.- G”(L) es el anillo primo de W(L) siendo

H+1(L)0W_1(L) un ideal maximal de W(L).

DEMOSTRACION: Trivial como consecuencia de los

Lemas y Corolarios anteriores.
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