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INTRODUCCION

Clasicamente, el estudio de las superficies minimales en el
espacio Euclideo tridimensional ha sido uno de los problemas mas
importantes de la Geometrilia Diferencial.

Las superficies minimales surgen como los '"puntos criticos”
del funcional Area y se corresponden intuitivamente, siguiendo
el modelo fisico clasico descrito por Plateau, con las formas
que adoptan las peliculas de jabdén que se pueden construir con

un soporte de alambre de forma arbitraria.
Aparte de esta interpretacidén fisica, geometricamente se

pueden describir como las superficies de curvatura media nula, y
analiticamente como los grafos asociados a funciones f(x,y) que

satisfacen la ecuacidn quasilineal y eliptica:

(1) (1+£°)f -2f £ £ +(1+£°5)f =0.
y XX X Y Xy X 2
Para abordar su estudio se han desarrollado métodos pro-

venientes del Analisis Complejo y de las Ecuaciones Diferencia-
les en Derivadas Parciales, ademas de técnicas propias de la
Geometria Riemanniana.

En un principio, el problema mds conocido y estudiado fueé
el de la construccidén de superficies minimales con borde
prefijado (Problema de Plateau), para posteriormente pasar a
resultados mas propios de la teoria global de estas super-
ficies.

Asi, en 1915 Berstein (ver [34]) probé gque 1los unicos
grafos minimales y completos (definidos sobre R°) son los que
determinan planos, probando que (1) sdélo admite soluciones en
todo R®° definidas por funciones lineales.

i



INTRODUCCION

Este teorema ha admitido posteriormente diversas generali-

zaciones que han motivado la apertura de distintas lineas de
investigacidn dentro de este campo de la Geometria.

Concretamente, el estudio de la aplicacidn de Gauss y la
estabilidad de superficies minimales, que seran de especial
interés en esta memoria (ver Capitulos I,III).

El concepto de estabilidad tiene sentido en una clase mas
amplia de superficies: las de curvatura media constante, Y
algunos problemas relativos se tratan especificamente tambien en
el Capituleo I.

Otro problema global importante en la teoria de superficies
minimales es el de estudiar el tipo de acotaciones que admiten
en [R3, asi como de dar nuevos ejemplos interesantes en esta
linea.

Calabi fué el primero que se preguntdé si existian superfi-
cies minimales y completas no 1llanas contenidas en un
semiespacio de IR3, y respuestas a esta pregunta en sentido
afirmativo han sido ya hoy obtenidas. Sobre estos temas tratara
el Capitulo II.

Naturalmente que el conocimiento de nuevos ejemplos de
superficies minimales ha enriquecido alin mas esta teoria. En los
dltimos afios, un ejemplo debido a Costa (ver [04]) de una
superficie minimal completa con curvatura total finita embebida
en R’ ha resuelto en sentido negativo la conjetura que afirmaba
que el plano y la Catenoide eran los dos uUnicos en tales
condiciones. Estos temas han evolucionado y sufrido un gran
impulso gracias a los trabajos de Meeks III y D. Hoffman ([19],
[21]),quienes ademds de estudiar completamente la superficie de
Costa, han obtenido nuevos ejemplos embebidos para géneros tan
grandes como sSe quiera.

A la construccién de algunos ejemplos de superficies
minimales de curvatura total finita y género cero esta dedicado
el Capitulo IV.

Tras esta somera exposicidén que a modo de resumen nos ha
introducido en algunos de los problemas que seran tatados poste-
riormente, procedamos a la explicacidén mas detallada de los con-
tenidos de cada uno de los Capitulos de que consta la memoria.

El Capitulo 0 estd dedicado al desarrollo de algunas gene-
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INTRODUCCION

neralidades y hechos fundamentales en la Teoria de Superficies
Minimales en lR3, munchos de los cuales se pueden encontrar en
[04] & [35].

El Capitulo I lo hemos titulado: "Estabilidad de Superfici-
es de Curvatura Media Constante en R3'y Superficies Minimales de
Indice 1".

Si Xx:M——> R° es una inmersién de una superficie en el es-
pacio Euclideo tridimensional, la condicidén de minimalidad ,es-
to es, H=0 con H la curvatura media de la inmersidn X, como ya
hemos comentado antes es equivalente a Qque X sea un punto
critico para el funcional Area asociado a variaciones de X con
soporte compacto.

Es conocido tambien que las superficies con H constante no
nula son tambien puntos criticos relativos a un problema
variacional ligeramente distinto al anterior: en este caso
respecto al funcional Area asociado a variaciones con soporte
compacto que dejan constante el volumen "encerrado' por la su-
perficie en cada instante de la deformaciodn.

De manera natural pues surge el concepto de estabilidad en

sendos problemas  variacionales, hablandose de superficies

(minimales & de curvatura media constante) estables cuando estas
representen minimos locales para el funcional Area asociado a
cada problema variacional.

Asi, independientemente, Do Carmo y Penk [06], Fischer-
Colbrie y R. Schoen [11] y Pogorelov [38] caracterizaron al
plano como la Unica superficie minimal completa y estable en R3,
vy Barbosa y Do Carmo [03] a la esfera S ~como la dunica
hipersuperficie compacta y con H constante estable en R™ .

Observar que el primero de los resultados constituye una
primera generalizacién del Teorema de Berstein anteriormente
mencionado (tener presente que todo grafo minimal es estable).

En el caso de H constante general, quedaba pues abierto el
problema para hipersupericies no compactas con H constante en

n+1

-~ - L 3
R ~, y mas concretamente, para superficies en R .
3 . :
Para el caso H=0 en R, es de especial transcendencia el

conocimiento de informacién acerca del Indice de la superficie,
entendiendo por Indice el numero maximo de direcciones lineal-
mente independientes a lo largo de las cuales una superficie

iii
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representa  un maximo estricto para el funcional Area.
Observese que en el sentido de esta definicidn, estabilidad
equivale a Indice cero.

En esta linea, Fischer-Colbrie [10] y Gulliver, Lawson [14]
[15] han demostrado que una superficie minimal, completa vy
orientable tiene Indice finito si y sdélo si es de curvatura
total finita.

Nosotros ya hemos comentado anteriormente que Indice cero
implica necesariamente que nuestra superficie es un plano.

En esta memoria se prueba que la Catenoide y la Superficie
de Enneper son las uUnicas superficies minimales completas
orientables con Indice 1, lo que nos proporciona una nueva
caracterizacidén de estos dos ejemplos tan importantes clasica-
mente.

Por otra parte, Cheng y Tysk [07] han resuelto este mismo
problema para el caso embebido.

Si se desea, se puede encontrar mas informacidn acerca del
Indice en superficies minimales en los tabajos de Tysk [42],Choe
[08], Ejiri (comunicacidn personal, aparecera).

Comprobaremos que una superficie completa, orientable con H
constante en R’ tiene Indice finito si v sb6lo si es compacta con
H no nula 6 es una superficie minimal con curvatura total fini-
ta.

En particular, se observarda que las superficies de H cons-
tante no compactas vy estables necesariamente han de ser
superficies minimales con Indice menor o igual que 1, esto es,
la Catenoide, la Superficie de Enneper & el plano.

No serd dificil el establecer que la unica de estas tres
estable es el plano, con lo que se cierra el problema relativo a
la clasificacién de superficies con H constante y estables en
R°.

Es importante destacar que este uUltimo resultado ha sido
obtenido tambien independientemente por Silveira [40] y Palmer
[36].

No se conocen versiones para dimensiones superiores de es-
te mismo resultado, pero el problema es bastante complicado y
necesita otras muchas herramientas.

Por otra parte, gran parte de los resultados contenidos en

iv



INTRODUCCION

este primer Capitulo estan recogidos y conforman esencialmente
la referencia [29].

En el Capitulo II, nos centramos en el tema de acotaciones
de superficies minimales en R>.

Una restriccidén bien conocida a la topologia de las
superficies minimales y completas en R’ es que nunca pueden ser
compactas.

Sin embargo, ha sido de especial interés el establecer si
es posible encontrar superficies minimales y completas en R’ so-
metidas a determinadas acotaciones, como motivaba el problema
planteado por Calabi.

En el afo 1980, P.M. de Jorge y F. Xavier [24] dieron ejem-
plos de superficies minimales y completas no llanas en R’ entre
dos planos paralelos, resolviendo asi el interrogante de Calabi.

Tales superficies son orientables y con topologia trivial
(simplemente conexas). Obviamente, a priori sobre estas super-
ficies podemos afirmar que son de curvatura total finita y por
supuesto no estables.

En estos ejemplos, se observa tambien que la aplicacidn de
Gauss omite dos puntos de la esfera, justamente los que corres-
ponden a los dos normales asociados a los planos que las encie-
rran.

Destaquemos tambien que B. Lawson construydé superficies no
compactas en R° con curvatura media constante entre dos planos
(ver [25]), y més recientemente, Abresh [00] y anteriormente
Wente [43] han dado ejemplos de toros i1nmersos en R® con curva-
tura media constante. |

Posteriormente al resultado de Jorge y Xavier, se han
desarrollado algunos trabajos que profundizan en el estudio de
la topologia que una superficie minimal y completa en R’ con una
coordenada acotada puede admitir.

Concretamente,Rosenberqg y Toubiana en [39] construyen
cilindros minimales en R’ entre dos planos paralelos, y en esta
memoria se expone un trabajo recogido en [28] gque nos muestra
como generar una familia de cintas de Moébius minimales Yy
completas en las mismas condiciones. En particular,
comprobaremos que la orientabilidad no es, esencial en el traba-

jo de Jorge y Xavier.
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Aun hoy permanece abierto el problema de si es posible
encontrar alguna superficie minimal completa en R° dentro de un
cilindro & dentro de una bola.

D. Hoffman y W.H. Meeks III en [19] (ver tambien [34]) han
probado que todo anillo minimal en R’ propiamente inmerso que
esté por encima & por debajo de una Catenoide necesariamente a
de tener curvatura total finita, por lo que cualquier superficie
minimal completa propiamente inmersa y con topologila finita si
interseca a una Catenoide en un conjunto compacto ha de tener
curvatura total finita.

Estos resultados nos imponen una restriccidédn clara para las
superficies posibles soluciones de los problemas anteriores: no
pueden ser propiamente inmersas, que tampoco ha de sorprendernos
va que todos los ejemplos anteriores con una coordenada acotada
no lo son.

En este Capitulo tambien se presenta un ejemplo de una
superficie minimal no llana doblemente periodica con una coorde-
nada acotada.

Una superficie en R’ es doblemente periodica si es invari-
ante por dos traslaciones linealmente independientes.

Esta familia de superficies minimales es muy importante
desde el punto de vista clasico, y ultimamente algunos aspectos
de esta teoria han sido estudiados por W.H. Meeks III y RoOsen-
berg (ver [32]).

Si § es el Grupo generado por las traslaciones asociadas a
M doblemente periodica, entonces M/§% es una superficie en IR3/§’=
TxR, donde T es un toro llano de dimensidn dos.

Ademas, si M es minimal y completa en [R3, M/% lo es en TxR.

El ejemplo al que hacemos referencia nos proporciona un
toro agujereado minimal y acotado en TxR.

Por lo tanto, este es el mejor resultado posible acerca de
acotaciones de superficies doblemente periodicas y minimales en
R>.

El Capitulo III estd dedicado a uno de 1los temas mas
apasionantes y de mayor desarrollo en estos ultimos anos dentro
de la teoria general de las superficies minimales en R’: el
estudio de la aplicacidn de Gauss.

Como generalizacidén del Teorema de Berstein, Niremberg con-
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jeturd que una superficie minimal completa en R’ y no llana ha
de tener la imagen por la aplicacidén de Gauss densa en $*.

R. Osserman resolvid en sentido afirmativo esta conjetura y
profundizé aun mads en este aspecto, probando que el complemento
de la imagen por su aplicacién de Gauss de una superficie mini-
mal y completa no llana en R’ tiene capacidad logaritmica cero
(ver [35]).

F. Xavier didé un brillante impulso a estos trabajos demos-
trando que si la aplicacién de Gauss de una superficie minimal
omitia 7 6 mads puntos de la esfera, esta debia de ser un plano
(ver [441]).

Era sobradamente conocido que Voss (ver [35]) ya habia
construido superficies minimales completas cuya aplicacidn de
Gauss omitia k puntos de 52, con k entre 0 y 4, por lo que el
problema quedd centrado en si era posible encontrar superficies
minimales omitiendo 5 & 6 puntos de 5° por su aplicacidon de
Gauss.

Fujimoto (ver [12]) ha dado respuesta recientemente a este
interrogante resolviendolo completamente, y demostrando que el
plano es la uUnica superficie minimal en R’ cuya aplicacidn de
Gauss omite 5 puntos & mas de la esfera.

Este trabajo fué generalizado por Osserman y Xiaokang Mo
posteriormente en [46].

En esta memoria se presenta un resultado intermedio obteni-
do independientemente de los trabajos de Xavier y Fujimoto, Y
que representa un refinamiento del método de Xavier para obtener
un mejora de un punto en su Teorema.

Por ultimo, el el Capitulo IV se presentan algunos ejemplos
de superficies minimales de género cero y curvatura total
finita.

Ain hoy se mantiene abierta la conjetura que afirma : "La
Catenoide y el Plano son las dos Unicas superficies minimales de
género cero con curvatura total finita y embebidas en R>" .

Esta conjetura, para género arbitrario, es falsa como prue-
ba la superficie de Costa-Meeks III-Hoffman, y los ejemplos
posteriores que Meeks vy Hoffman han dado ‘de superficies
minimales embebidas con género alto (ver [20], [2;]).

No obstante, Meeks 1III vy Jorge han probado que la

vii



INTRODUCCION

conjetura anterior en género 0 es cierta si se 1impone la
restriccidn de que la curvatura total sea mayor O 1igual que
-16m, esto es, superficies con un numero de finales menor o
igual a 5 (ver [23]), y han dado ejemplos de superficies
minimales de género 0 (no embebidas) con todos sus finales
embebidos y tipo Catenoide.

Posteriormente, Peng ([37]) construydé nuevos ejemplos de
superficies minimales, siempre en género 0, con 6 finales todos
embebidos, dos de ellos tipo Catenoide y el resto planos, dque
mantienen cierta disposicién de los vectores normales dgque se
tiene en el caso de una superficie embebida (lo que llama
superficies pseudo-embebidas), pero que no son embebidas.

Consultar tambien el trabajo de L. Xiao [453].

En esta memoria se presenta una manera de gJgenerar
superficies minimales de genero cero con un numero par arbitra-
rio de finales , todos ellos embebidos y planos salvo dos dque
son tipo Catenoide, y que responden a lo que Peng definla como
superficies pseudo-embebidas.

Para k=2 se obtiene la Catenoide y para k=6 los ejemplos de
Peng.

Es fdcil comprobar que para k entre 4 y 10 todos los ejem-
plos no son embebidos, pero para k>10 esto no se puede
garantizar por lo que se plantea una interrogante interesante en
la linea de mantener é no la conjetura anterior sobre el plano Yy
la Catenoide.

viii



CAPITULO O

"PRELIMINARES"

0.1. Algunos Resultados Basicos en la Teoria de

- . - - 3
Superficies Minimales en R

Precisemos alguna notacidén y definiciones fundamentales.

Sea (Mz,dsz) una superficie Riemanniana, gque supondremos,
salvo mencidén explicita de lo contrario, siempre orientable Yy
conexa.

Escribamos por K, A, dA la curvatura de Gauss, el Laplacia-
no métrico y la medida candnica en M asociados a ds® respectiva-
mente.

Consideremos x:M ——> R° una inmersién isométrica de (M,dsz)
en [R3, y fijemos de ahora en lo sucesivo N:M—— 5° aplicacion
de Gauss de M.

Escribiremos por H(P) la media aritmética de las curvaturas
principales de x en P punto de M asociadas a N, y llamaremos a

este escalar curvatura media en P (asociada a N).

DEFINICION 0.1.1. La inmersion xXx de M en R3 se dice minimal

si H=0 sobre toda M.

En muchas ocasiones hablaremos de M superficie minimal en

8 Lo i <Y : e . AR
R™ sin hacer mencién explicita de la inmersidn x, identificando
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de manera natural (M,dsz) con X(M)c R°> con la métrica inducida.
El primer hecho fundamental de la teoria de superficies
Riemannianas es que cada una de ellas lleva asociada una estruc-
tura conforme, esto es, de una manera canodonica pueden ser
consideradas como superficies de Riemann. Esto es consecuencila

del siguiente Teorema.

TEOREMA 0.1.2. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana. Entonces
V Pe M, existe (U,(u,v)) abierto coordenado que contiene a P de
manera que:
<8/8u,8/8u>=<8/8v,8/8v>=A°(u,v)
(1)
<8/8u,a/8v>=0

donde A(u,v)>0.

A tal entorno coordenado le llamaremos parametrizacidn iso-
terma de (M,dsz).

Una demostracidén de este resultado para superficies minima-
les se puede ver en [34].

Como consecuencia del Teorema 0.1.2., sobre (M,dsz) SRs
puede considerar la familia de todas las cartas isotermas,
compatiblemente orientadas respecto de la orientacidn prefijada
en M, que dota a nuestra superficie de estructura de superfcicie
de Riemann. Para un estudio sistemdtico sobre superficies de

Riemann se puede consultar [40] & [09].

. * 2
Es importante sefialar que la estructura conforme que ds

induce sobre M, es la misma gque la inducida por cualquier otra
métrica dsf conforme con dsz,r esto es, dsf=e2udsz, con ueC (M).

En consecuencia, el atlas holomorfo antes mencionado carac-
teriza una clase de métricas conformes sobre M. Es mas, se puede
probar (ver [09]) gue dada una superficie de Riemann M, eXxiste
sobre M una métrica ds° (incluso completa y de curvatura
constante) que soporta tal estructura conforme, como consecuen-

cia del Teorema de Uniformizacidn (ver [09]).



0.1.Resultados Basicos

DEFINICION 0.1.3. Sea M una superficie de Riemann. Una
inmersion X:M —— R> se dice conforme cuando la métrica inducida

por R> en M via X soporta la estructura conforme primitiva de M.

: 2 i . ; 3
Consideremos (M,ds”) superficie Riemanniana, y X:M——> R

¥ o -~ ¥ el " 2 3 .
una inmersidén isométrica de (M,ds”) en R . Se tiene 1la Propo-

sicidn siguiente:

PROPOSICION 0.1.4. Fijada la estructura conforme 1inducida
por ds® en M, y llamando X s k=1,2,3 a las funciones coordenadas

asociadas con X, se tiene que

X €s arménica sobre M, k=1,2,3 © X es una immersion minimal

Demost. :

Es facil observar que si (U,(u,v)) es una carta isoterma, Yy

usando la notacidn fijada en (1):
(2) on = 2A°HN

donde Ao es el Laplaciano llano usual de Utm3,'y N es el normal
gque nos proporciona la orientacidén fijada sobre M.

De aqul es inmediata la conclusidn.
Q.E.D.

Usualmente, si (M,dsz) es una superficie Riemanniana y por
(U,(u,v)) representamos una parametrizacidédn conforme en M, usa-
remos notacidén compleja y escribiremos €£=u+iv, donde 1 es la
unidad imaginaria compleja, y si X:M—> R’ es una immersién
isométrica, 8x/8§& =% {x/8u - idx/av}.

Es inmediato establecer la siguiente Proposicion:

PROPOSICION 0.1.5. Sea M superficie diferenciable y sea
X:M > R aplicacién diferenciable. Consideremos sobre M la mée-

trica inducida por R’ via X, posiblemente no regular. F1ijemos

(U,(u,v)) entorno coordenado en M. Entonces:

3
(1) . (3Xk/3€)2=0 & (U,(u,v)) es un parametrizacidén isoterma
k=1
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(ii) axk/ag es analitica en £ X es arménica en (u,v),k=1,2,3

3
(iii) Si se da (i), x es inmersidén e ¥ |8x /3£ |°+0
k=1

Uniendo las Proposiciones 0.1.4. vy 0.1.5., obtenemos el
Teorema:

TEOREMA 0.1.6. (Representaciéon de Weierstrass de Superfi-
cies Minimales en R3)

Sea M una superficie de Riemann, Yy consideremos W Y (

l-forma y funcidén holomorfa y meromorfa respectivamente sobre M.

Definamos:

(3) 6,= =5 (1-9°) ¢ =1i—= (1+g°) ¢_=wg

Entonces, si ¢k,k=l,2,3 son holomorfas y no tienen perio-
3
dos reales sobre M, y ademas Y |¢k|=0, se tiene qgue:
k=1

(4) x:[ReJ ¢1,Rej cpz,ReI ¢3], Xx:M — R
z Z
0 0 0 .

es una inmersion minimal y conforme de M en R .

Demost. :

Lo primero importante es que X esta bien definida, ya que
si C es una curva diferenciable a trozos sobre M y cerrada, por
nuestras hipdtesis se tiene’ que: Rej ¢k=0’k=l'2’3'

C
Por otra parte, (3) vy (4) implican que si (U,&) es una carta
3
conforme sobre M, )j(axk/ag)2=0 y por (i) en la Proposiciodn
k=1
0.1.5., € es una carta isoterma respecto de la metrica que
induce R’ sobre M via Xx.
Nuevamente por (iii) en la Proposicidén 0.1.5. y usando que
3
) Iaxk/3€I2¢0, que es cierto por hipdtesis, se tiene que X esS

k=1
. . 3
una inmersion conforme de M en R.



0.1.Resultados Basicos

Como es claro que xi,k=1,2,3 son funciones armdnicas sobre
M, por (ii) en Proposicidén 0.1.4. la inmersidén X es minimal.
Q.EOD.

Lo reciproco a lo enunciado en este Teorema tambien es
cierto en el siguiente sentido. Si (M,dsz) es una superficie
Riemanniana vy X:M —— R° es una inmersién isométrica y minimal
de (Mgdsz)EHlﬁf, por el Teorema 0.1.2. podemos inducir en M una
estructura de superficie de Riemann, y si (U,&) es una parame-
trizacién conforme en M, se definen ¢k(§)=2(6xk/6§)d§, Rels 2 198,

Ovbiamente ¢k,k=l,2,3 representan tres l1l-formas holomorfas

sobre M, que por ser X inmersidén conforme y minimal , usando las
Proposiciones 0.1.4.,0.1.5., verifican:

- 2 . 2

Lo, =0 Tl 1% = 0

k=1 k=1

Observese que 3 zoeM tal que: xk=ReJ‘ ¢k, k=1.2,3; " ¥ por
Z

0
ultimo definiendo:

¢3
2 w=¢,-i¢, 9= 5-Iq.
1 2

l1-forma y funcidén meromorfas en M, se pueden recuperar las
¢k,k=1,2,3 usando las férmulas de (3).

Normalmente, una superficie minimal en R suele presentarse
via su representacién de Weierstrass: w, g, que nos determina la
superficie salvo una traslacidén (que se corresponde con la arbi-
trariedad de la eleccidn del punto z_  en (4)).

Ejemplos de superficies minimales se pueden construir ahora

con facilidad.
Asi, la Catenoide, que admite por representacidn de

Weierstrass:

(6) M=C-{0}, w(z)=-—%—dz, g(z)=z
Z
® la superficie de Enneper:

(7) M=C, w(z)=dz, g(z)=z

Todos los elementos geométricos de una superficie minimal
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3 . " , A
en R° se pueden enunciar en términos de la l-forma y funcion que
aparecen en su representacidén de Weirstrass.

Se tiene, por ejemplo, lo siguiente (consultar [34]):

PROPOSICION 0.1.7. Sea x:M——> R’ inmersién isométrica
minimal de (qusz) superficie Riemanniana.
Sean w, g como en (5) y tomemos (U,&) carta isoterma en M.

Si en U se tiene que w(&)=f(€£)d&, entonces:

(8) dsz=A21dElz, donde A=|—§-| [1+lgl'2]
(9) N(&)= 2Re(g) ’ 2Im(g) ,_Lﬁ_ili_](g)
k1+|g|2 1+|gl° 1+|gl©
41g'|° :
(10) K(§)=‘[-————g———jgzr] (&)
1£1 (1+1gl”)

Como consecuencia de (9), si componemos con la proyecciodn
estereografica p desde el Polo Norte de la esfera se tiene que:
(poN) (£)=g(€)eCu{w}, esto es, la funcidén g gue nos aparecia en
la representacidén de Weierstrass de M no es sino (salvo la
proyeccidén estereografica) la aplicacidn de Gauss de nuestra

superficie minimal.

COROLARIO 0.1.8. La curvatura total de una superficie mini-
mal M en R’ es el opuesto del area de la imagen de M por la

: 5 2
aplicacion de Gauss en $.

Demost. :
Tomemos (U,€&) carta conforme en M, y pongamos w(g)=f(&)dg
en U, &=u+iv.
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Se tiene que usando (8) y (10):

‘[ KAA =f Ka°dudv =—[
U U "

el signo) es el area de N(U) en Sz, ya que poN=g.
Q.E.D.

' 2
[£u£le]dudv , ¥ la ultima integral (salvo
1+ | gl

DEFINICION 0.1.9. Una superficie minimal en R’ se dice de

curvatura total finita si:

C(M)=IMK dA >-o

Teniendo en cuenta el Corolario 0.1.8. vy (6), (7) se

observa que la curvatura total de la superficie de Enneper y la
Catenoide es -4m.

La estructura conforme de las superficies minimales comple-
tas de curvatura total finita ha sido estudiada en profundidad

por R. Osserman, quien ha probado (ver [34]):

TEOREMA 0.1.10. Sea M superficie minimal en R’ completa y
con curvatura total finita.

Entonces M es conformemente equivalente a una superficie de
Riemann % menos un numero finito de puntos {P1""'P}}’ esto es:
M= Z-{Pl, o ,Pk} como superficies de Riemann.

Ademas, la aplicacién de Gauss de M g se extiende a todo

de manera que g:2 ——> S%ﬂlﬂm} es una aplicacion holomorfta.

Es posible establecer una relacién entre el género de 2,
grado de g y numero de finales de M 6 puntos que quitamos a Z:Kk.

Concretamente, W. H. Meeks III y Jorge han probado 1o
siguiente (ver [23]):

TEOREMA 0.1.11. Sea M superficie minimal completa en R®> con
curvatura total finita, y sean 2 Yy {Pl,...,E;} como en el
Teorema 0.1.10..

Consideremos ¢y’j=l’2'3 como en (3), y escribamos por

Ii=Méx{O(¢j,P1),j=1,2,3}-1, Pl i K, donde O(qﬁj,Pi) es el

orden del polo de la l-forma ¢jJen el punto Pi.

7
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Entonces: L
(1) 2Grado(g)=2Género(M)-2+ ¥ (I +1)

1 =1

Observese que por la completitud de M, Iﬁao, e incluso se
puede probar que Iizl,i=l“.”k;

El numero I tiene una interpretacidén geométrica interesan-
te, indica el numero de "vueltas" que la superficie minimal M da
entorno al final Pi.

R. Osserman probd la siguiente caracterizacidn de la
Catenoide y la Superficie de Enneper, aunque el establecerla
ahora puede resultar facil a partir del Teorema 0.1.11..

TEOREMA 0.1.12.Sea M superficie minimal en R° con curvatura
total -4m. Entonces, M es la Catenoide o6 la Superficie de

Enneper.

Una demostracidén de este resultado se puede encontrar en
[25] & en [35].



CAPITULO |

"ESTABILIDAD DE SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE
3 "
EN R Y SUPERFICIES MINIMALES DE INDICE 1.

Las motivaciones y descripcidén general de los problemas que
se van a abordar en este Capitulo ya fueron expuestos en la
Introduccion.

Es interesante comentar, aunque pueda resultar redundante
con lo ya dicho anteriormente, que esencialmente, lo que se
aborda y resuelve completamente es el problema de clasificaciodn
de superficies con curvatura media constante y estables en lR’3,
aparte de dar una caracterizacidén nueva de las supeficies
minimales de curvatura total -4m (la Catenoide y la superficie
de Enneper) en términos del Indice de estas superficies.

Naturalmente, se abre un amplio abanico de posibilidades en
cuanto a la generalizacién y mejora de este resultado para
indices superiores, problema apasionante gque queda abierto
totalmente en la actualidad (Ver [07],[08],[42]).

Gran parte de los resultados gque se establecen aqui estan
inspirados en el trabajo de D. Fischer Colbrie [10],basico para

comprender lo que sigue.



I.ESTABILIDAD E INDICE

1.1. Generalidades y Preliminares.

Sea (Mfdsz) una variedad Riemanniana 2-dimensional completa
y orientable . Como es usual, denotaremos por K, A, y dA la
curvatura de Gauss, el Laplaciano y la medida candnica
correspondiente a la métrica ds®.

La condicidén de minimalidad para X:M— R° inmersién
isométrica de M en R’ se expresa geométricamente a traves de la
12 Férmula de Variacién del Area (ver [25]):

PROPOSICION I.1.1.(1% Férmula de Variacién del Area)

Sea Xx:W—— R’ una inmersién isométrica de W variedad Rie-
manniana compacta con borde no vacio: JdW#a.

Sea X:(-g,g)xW—— R° una variacién diferenciable de X con
frontera fija, esto es, X diferenciable y si XtEX(t,.) para cada
tatrE. . B, Xt =X . X0=x. Llamenos A(t)=IWdAt,donde dAt es la

0

aW W
medida candénica en W inducida por R@ipara Xi. Entonces:

A'(O)=—2IwadAo

donde f(P)=<dX(0 P)J,N>,, V PeM con N campo unitario y normal a 1lo
largo de X, y H el escalar curvatura media asociado a N a 1lo

largo de X.

Observando esta fdérmula, lo interesante es el conocimiento
de la funcidén f asociada a la variacidén X, por lo que usualmente
se identificard f=X. Se llamard soporte de la variacidn X al
soporte de f.

Ahora es claro que xXx:M—— R’ es minimal (punto critico
respecto del funcional Area asociado a variaciones X de soporte
compacto W dentro de M),si y sbélo si H=0 sobre M.

Otro funcional importante asociado a variaciones X de M con
soporte compacto W es el volumen con signo encerrado por la su-
perficie en cada instante de la variacidn, que se define:

10
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1
Vit)=— | <X ,N >daA
3 t t t
W

donde N es un campo unitario normal a lo largo de X, .

Geométricamente mide el volumen del cono formado
uniendo puntos de XtUH) con el vértice que es el
origen.CER3,'volumen que tendrd para cada region

W signo + 6 - segun sea la disposicidn del normal

a lo largo de ella. (Ver la Figura 1).

Figura 1

En principio estd claro que este valor V(t) depende de cual
sea el punto origen de coordenadas tomado en R3,,pero lo que si
es independiente de esta referencia fijada es el valor de V'(t).

PROPOSICION I.1.2. (12 Férmula de variacidn del Volumen)

En el mismo ambiente y notacion anteriores:

v'(0)=J'wfdA0

Las variaciones de volumen constante (V(t)=V(0), te(-g£,g))
se caracterizan por tener I fdA6=0 (ver [03]), y son importantes

en el estudio de las superficies con curvatura media constante

como nos indica la siguiente Proposicidn.

PROPOSICION I.1.3. La inmersién x de M en R’ es de curva-
tura media constante H:.no nula si y sé6lo si para toda variacion
Lo.de X-..ae . soporte compacto WcM con I faA=0;" . se tiene . .gue

A'(0)=0.

Esto es decir que M sea punto critico para el funcional
Area asociado a variaciones de volumen constante.

En [03] se prueba otra caracterizacidén equivalente a partir
del funcional J(t)=A(t)+2H€VCt) asociado a variaciones de soOpor-

te compacto. Concretamente (ver [03]):

11
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PROPOSICION I.1l.2'. La inmersién X de M es de curvatura
media constante Hﬁ.si;y sé6lo si J'(0)=0 para cualquier variacion
con soporte compacto en M.

Si se estd interesado en resultados sobre estabilidad rela-
tivos a los dos problemas variacionales anteriores, es de espe-

cial relevancia la informacidén que nos proporciona la siguilente
formula:

PROPOSICION.I.1.4. En el mismo ambiente de la Proposiciodn

I.1.1.,s1 la inmersion X es de curvatura media constante Hb, en-
tonces:

e " £ i
J''(0) [W[ fAE-|o | %f ]dA

donde o es la 2= forma fundamental asociada a X.

Observar que en el caso H=0, J=A y se obtiene la conocida

a - ’ . - - . . .
2= Foérmula de variacidén del Area para superficies minimales en

R>.

Esta férmula motiva las siguientes definiciones:

DEFINICION I.1.5. Una inmersion X de M en IT-vt3 con curvatura

media H5 constante se dice estable si y s0lo si:
J"(O)=[ [|vf|2—|o~|2f2]dAao
M

4 feH;(W) / J. fdA=0,y esto VY W cc M (esto es; para todo W
M

dominio relativamente compacto de M).

Nota. Por definicidén, dado W cc M, H;(W) es el completado
de C';(W) con la norma: [£f|| =[|£f| +|vE], Previa extension por
H

0
cero fuera de W, se considera de forma natural H;Uﬂyj%(M).

Cambiando el funcional J por A, la misma definicidn nos

sirve para caracterizar la estabilidad.

12
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En el caso minimal podemos ahora formular la siguiente

definicidén.

DEFINICION I.1.6. Una inmersion minimal X de M en IR3 se

dice estable si y soélo si:

A" (0)= (1917 1012¢) ammc
v feH;(W), y esto ¥V W cc M.

Consideremos sobre M el operador £=A+q, qeC (M), y a partir
de el definamos Q(f,f)=—'[ f£(f)da, ercz(W), donde W <c M, la
M

forma cuadratica asociada a £ en W, que se extiende por conti-
nuidad a todo H;(W).

DEFINICION I.1.7. Llamamos Indice de £: Ind(¥£) al numero:
sup{Ind(.‘B,W), W cc M}, donde Ind(¥¢,W) es el Indice de la forma

cuadratica Q asociada a £ en H;(W). Eventualmente, Ind(£) puede

Ser ow,

DEFINICION I.1.8. Llamamos Indo(.‘E) al numero:

sup{Indo(.‘t’,W), W cc M}, donde Indo(f,W) es el Indice de la forma

cuadratica Q asociada a £ en H;(W)n{feLz(M) s I fdA=O}, even-
M

tualmente, Indo(ﬁB) puede ser o,

En el caso de gque sobre M trabajemos con el operador
definido por .‘J‘.”J=1’l&+lc:rl2 (operador de Jacobi), se formula la si-

guiente definiciodn:

DEFINICION I.1.9. Llamamos Ind(M) a Ind(fj) e IndO(M) a
ina:t®.).
- it

Al primer numero lo referiremos como el Indice de M, y al
segundo como el Indice sub-cero de M.

Observar que en el caso minimal, la estabilidad (Definiciodn
I.1.6.) es equivalente a Ind(M)=0, y en el caso de H=H_

13
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constante la estabilidad (Definicidn S ML, equivale a
Indo(M)=0.

Para M superficie minimal, tenemos definidos dos Indices:
Ind(M) e IndO(M).

I.2. Superficies Minimales de Indice 1.

Sea M una superficie minimal orientable en R3, y denotemos
por N:M—— G- su aplicacidn de Gauss. Ccomo Siempre,
escribiremos por ds® y dA la métrica y medida asociadas
respectivamente en M.

Para nuestro propdésito, sera importante el siguiente

Teorema debido a D. Fisher-Colbrie (ver [10]):

TEOREMA I.2.1. Sea M superficie minimal completa en R.

Entonces:
M es de curvatura total finita ¢ Ind(M)<w

Asi pues, usando el Teorema 0.1.10., si Ind(M)<« podemos
garantizar que M es conformemente equivalente a una superficie

de Riemann compacta X menos un numero finito de puntos

{P1' : &5 ,Pk}.

Ademas, N se extiende a {P1"' .,Pk} de forma dque se
convierte en una aplicacidén holomorfa de X en SzEtBU{m}.

D. Fisher-Colbrie ha probado el siguiente resultado

(consultar [10]):

TEOREMA I.2.2. Sea dsf una métrica en X compatible con su

o o __ o 2
estructura conforme. Si definimos el operador .‘£1=61+IV1N| sobre
2., con A1’ VI el laplaciano y gradiente asociados a la métrica

dsf, entonces: Ind(.‘£1)=Ind(M).

14
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Llamemos Q1 a la forma cuadratica asociada a fl,esto es:
Ql(f;f)=-f ££2 (£)dA , feH;(Z) ; donde como es usual dA
>

representa la medida candnica asociada a dsf.

Antes de enunciar el principal resultado de esta seccidn,
necesitamos el siguiente Lema, que es una ligera extensidn de un
resultado de Hersch (ver [17]). Consultar tambien el trabajo de

Li vy Yau [27] para una versidn mas general.

LEMA TI.2.3. Sea (M,dsz) una superficie Riemanniana, Y

consideremos f:M » R funcidén positiva y medible con O<I fdA<w.
M

Sea Y:M » $° una funcidén medible verificando que para

cualquier '&esz, w'l(ﬁ) es de medida nula.
Entonces 3 h:%° —— $° biholomorfismo tal que I f (hoy )dA=0.
M

Demost.: Consideremos B3={g¢EIR3 / 1g1<1}.,

Definamos F:Bx3° —— $°de la siguiente manera:

- P+(u<p,g>+A)
F(9/P)= F50ep, 63 +1)

donde a=v (1-1gl®)”" , u=(a-1)lgl™>.

Para cada ge[Ba, Fg=F(g,.) es una transformacidén conforme de

Comprobemos que si {gn} = |B3,y {gn} s ﬁesz, entonces la

neN

n€N’
mente en Sz—{—'&} a Fﬁ definida por: Fﬁ(P)zﬁ, 14 PeSz, p#-19.

sucesidn de funciones {Fn} con Fn=F(gn,.) converge puntual-

—

En efecto, si -9#p, se tiene que llamando ocn=\/1—lgn|2:

l-«o
- 1 n A
IF(g,p)-ﬂl—W pan+gn[ 2 |2<p'gn>+l] v(<p,gn>+1)
n
y como cuando n—— o , {an}——> # 3 [<p,gn>+l} — <p,9>+1#0 vy
{g } — ¥, entonces lF(gn,p)-ﬁI > 0 como pretendiamos.

Definamos la funcién &: B> — B° por:

3(g)= [J'MfdA] | UMf (F oy )dA]

15
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Como £=0, [JMfdA]IQ(g)|%I

|1®2(g)I=1 y & esta bien definida.

£(F oY) |dA =J' fdA , de donde
M . M

Ademas, por el Teorema de la convergencia dominada, ¢ es

continua en [Ba, y si ﬁesz, entonces Fﬁow(Q) =9 para casi todo
QeM, vya que w_l(—ﬁ) es de medida nula en M,de lo gue se deduce

B(9)= UMfdA] o UMfadA] =9

Asi pues, & =Id , Y por un razonamiento de topologia
B> laB’ :
elemental,® es sobreyectiva. En particular, 3 geB™ tal que:

j £(F oy)dA =0

M g

e Koo dD s

que para cada 9eS°:

Nuestro principal resultado es el Teorema que enunciamos a

continuacioén:

TEOREMA I.2.4. Sea M una superficie minimal completa en R>.
Entonces Ind(M)=1 si y sé6lo si M es la Catenoide o6 la superficie

de Enneper.

Demost.: Es conocido que para la Catenoide y la superficie
de Enneper, con en el lenguaje del Teorema 0.1.10., Z =g~ Yy en
este caso NEg:Sz—-) $° es un biholomorfismo (recordar (6) Yy
(7)) .

Usando el Teorema I.2.2., el indice de ambas superficies se
calcula por ejemplo a partir del indice del operador .‘£1= A1+2,
asociado a $° con la métrica usual, va que esta meéetrica es
compatible con la uUnica estructura conforme que tiene $°

Es conocido tambien que:

2=inf{f |V £]°dA / I £°dA =1, J fdA =0}
g2 1 1 <2 1 <2 1
ya que 2 es el segundo (primero no nulo) de los autovalores para

el laplaciano de la métrica usual sobre $°.
Como naturalmente I 2(I\:if12—23’52)<ﬂ.11'@.1<0 si £ es una constante
S

no nula, se concluye que Ind(£1y=1.
Reciprocamente, supongamos Ind(M)=1.

16
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Nuevamente usamos el Teorema 0.1.10. vy consideramos X
superficie de Riemann compacta tal que M es conformemente
equivalente a Z—{Pl,...,Pk}, donde {FH,...,P}}CZ.

Tomando dsf métrica en £ compatible con la estructura con-
forme vy .%1 como en el Teorema I.2.2., tenemos garantizado que:

| Ind(M)=Ind(£1)

Sea p la primera autofuncion para £ , que es conocido es

positiva.

Como Ind(ﬁel):l, entonces para cada uecl(Z) con I updA1=O,
2

se tiene que:
(12) Q, (u,u)=0

Ademas, en (12) se da la igualdad si y sélo si £ (u)=0.
Sea Y:2 —— 5° aplicacidédn holomorfa no constante.
Por el Lema 1.2.3., eXxXiste h:s° » §° transformacién con-

forme tal que ¥=hoy satisface: I p\IldA1=0.
%
Por otra parte de (12):
OsQl(‘I’,'I')=J. (Ivl'Illz-Ilelz)dAlzsn{Grado(\IJ)-Grado(N)]
2

y de aqui que:
(13 Grado(y)=Grado(¥)zGrado(N)

dandose la igualdad en (13) si y sdlo si AJP-+HGNI¢ =0.

Al ser ¥ holomorfa, siempre es cierto que:
(14) A¥ +|V ¥|°¥% =0
Uniendo (13) vy (14), obtenemos que:
(15 Grado(¥)=Grado(N) e IVI\I’|=IV1NI

Discutamos los siguientes casos:
2
a) 2 es la esfera % .

Tomando yY =Id o1 entonces por (13) Grado(N)=1, y por el
S
Teorema 0.1.12., M es la Catenoide 6 la superficie de Enneper.

b)Supongamos que Genero(M)=l.
En este caso, por el Teorema 0.1.11., Grado(N)zGénero(2)+1.
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Si la desigualdad es estricta, por el Teorema de
Riemann-Roch (ver por ejemplo [09]), existe ¥ aplicaciodn
holomorfa no constante en ¥ sobre $° con Grado(¥)=Género(2)+1,
con lo que llegamos a contradiccidén con (13).

Podemos suponer pues que Grado(N)=Género(X)+1l. Sea Pex tal
que IVINI(P)¢O.

Por el Teorema de Riemann-Roch de nuevo, existe ¥ holomorfa
en £ no constante sobre $° con Grado(¥)=Género(Z)+1l, y teniendo
en P un punto de ramificacidén de orden Grado(V¥).

Si Grado(¥)<Género(Z)+1l, llegamos a un absurdo como antes.
Supongamos pues que Grado(¥)=Género(XZ)+1l=Grado(N). Por (15),
tenemos que IVI\PI=IV1NI.

En particular, |V1~IJI(P)=O, pero IVI‘PI(P)=|V1NI(P)¢O, con 1lo
que llegamos a contradiccidn. E1 caso b) es imposible.

DL LD

I.3. Superficies de Curvatura Media Constante.

2 o : ‘ :
Sea (M,ds ) una superficie Riemanniana.

Para lo que sigue, necesitaremos el siguiente Lema:

LEMA. I.3.1. Supongamos que M es no compacta y conexa.
Entonces, dado PeM, existe %:[0,a[ — M , O<a=o geodésica
divergente en M minimizante para ds® con 7(0)=P y suponemos pa-

. : 2
rametrizada respeto del arco asociado a ds".

Demost.: Sea {Qn}nE[N sucesion de dominios relativamente

compactos en M, verificando: anle, V neN, u Qn=M Y Pte.
n€N
Definamos, para cada n, una geodésica 3'n:[0,an[ — M

,donde O<an<°° con 'a'n(0)=P parametrizada por el arco segun ds®.
Ademas, an=L0ng(7n)=dist(P,ann) Y ¥_es divergente en Qn.

La eXxistencia de una tal ¥ se puede garantizar por el si-
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guiente razonamiento:

Tomemos una métrica ds: en M completa tal que dsi =ds

Una tal ds: se puede conseguir a partir de una meétrica
cualquiera dsg completa en M (que existen, incluso de curvatura
constante via el Teorema de Uniformizacidén) rectificandola
mediante una funcidn meseta m que se anule en Qn y valga 1 en
M_an' y sumandole al resultado ds®: dsi='ndsg+dsz.

Razonando con dsi, al ser esta métrica completa, por el

Teorema de Hopf y Rinow siempre existe v [O,an] » M geodésica
parametrizada por el arco segun dsi con a’n(O)=P Yy que realize
dist(P,BQn) con dsi.

Es claro que yn([o,an[)ch Yy Ccomo dsrz1 =ds2, entonces v

n

es una geodésica parametrizada por el arco segun ds® que ademas
tiene Long('a'n)=dist(P,aQn), yn(O)=P y divergente en Q Ccomo

n
queriamos.

Sea {7;(0)}n€chpM. Como W;(O)I:l V nelN, podemos eXxtraer
una subsucesidn convergente a 7' (O)eTPM, con |y'(0)|=1.

Observemos que {a } es creciente y en consecuencia por
n

n€N
teoria elemental de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, si lla-

mamos a=l1lim {a }, converge uniformemente sobre sub-
n
n —>

conjuntos compactos de [0,a[ a 7:[0,a[ — M geodésica mini-

{‘a’n}nE[N

mizante para ds® divergente en M por ser {Qn}HEIN expansiva,
parametrizada respecto del arco segun ds con 7(0)=P.
Q.E.D.

Las ideas fundamentales para la demostracidn del siguiente
Teorema estan recogidas en el trabajo de D. Fischer Colbrie

[10]

TEOREMA 1.3.2. Sea (M,dsz) una superficie Riemanniana no
1
compacta , y supongamos qQque 3 u:M—— R, u>0, ueCw(M) )4 a>-4—,
c>0 constantes verificando:

(16) Au-aKu+cu=0
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Entonces Y PeM, dist(P,oM)= m_ / —ZJ-L
2\/; - 1)c

(

donde dist(P,aM)=inf{Long(a) / o curva diferenciable a trozos

divergente partiendo de P}.

En particular, si M=N-C, donde N es una superficie
Riemanniana completa y C es un compacto no vacio de N, entonces
N es compacta.

Demost.: Consideremos sobre M la métrica uzpdsa, donde p>0.

Por el Lema I.3.1., existe 7y geodésica minimizante respecto
de la métrica u®ds® divergente en M: 7:[0,¢{[ — M Qque repre-
sentamos parametrizada respecto del arco asociado a dsz, que
sale de P. El1l numero ¢ puede eventualmente ser .

Como 7 es minimizante para uzpdsz, usando la 2=férmula de
variacién de la longitud de arco para variaciones ¢-n donde n es
normal a ¥ segun u’Pds® 6 ds® y sop(¢)c[0,¢[ tendremos:

¢ 2
(17) J [[%] -K1¢2]dsl = 0

O

L] 2 2
donde ds es el elemento de arco asociado a u Pds” y K, la curva-
: . 2 2
tura de Gauss tambien asociada a u“"ds”.

Si ds es el elemento de arco asociado a ds° y K la curva-

tura de Gauss, entonces:

_g?_—____ . A "P_d_@_ __ . =2p _
(18) ds1_ Ne dsl_u e Y Kl-u (K-pAlog(u))

Usando (16) y (18) tenemos que:

2

2
(19) Alog(u)= 2Au-IVul . ag-c- 17U
u u
de donde nuevamente por (18):
2
(20) K,z u((1-ap)K+pe+p o |
u

y metiendo (20) en (17):
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¢ 4
2
(219 [u_p(¢'(s))2dsa{ u_p[(l—ap)K + pec +p IV121I ]¢2ds
u

0 0
Pero IVulza(u‘)z, de agqui que teniendo esto en cuenta (21),

tomando ¢=u®y, g>0, Y de soporte compacto en [0,¢[ y escri-
biendo r=2g-p, obtengamos que:
¢ 1

1y 4 ! 2 !
[ ur[(l—ap)K+pc+p (uz ) ]w2d5£[ u [q2 (1.12 ) w2+ (y' )2+2q —3— Yy ' ] ds
u u
0 0
Eligiendo p=q2=%y simplificando en esta Gltima expresiodn:
L : 4 4
[ q°cu?™ wzdss[ u°a e [(:j;' )%+2q —3— iy ] ds
O 0o
y de aquili que integrando por partes:
. 2
(22) J [qacw2+ —d— (v 55 ]uz“‘"* ds= 0

O

Sea ahora 0<b<l y wb:[O,E[ ——> R definida por:

sen( "E ] si Osssb

U (s)=

0 si Db=s

Poniendo w=wb en (22) tenemos:

b . A 2vVa—1
[ [[—-——2‘/5 o +—§—]sen2<——"§ )+[—----—--jL L Jeos® BE- )]u ®  dss0
1-2va b 2va -1 b
Yy Ccomo a>% , esta Ultima expresidn nos fuerza necesariamente a
que
b<1r __if_\./_;__
(2\/:—1)0
de donde se puede concluir que:
(23) =1 __ifﬂéi_
(2\/;—1)0

Pero como 7y es divergente en M, dist(P,8M)={, y uniendo
esto con (23) queda probado el Teorema.
o [ 0
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Veamos algunas consecuencias interesantes de este ultimo

resultado.

COROLARIO I.3.3. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana y 2 ¢ M
dominio relativamente compacto . Fijemos, dada a>% constante
el operador A-aK sobre M. Si AI(Q) es el primer autovalor
asociado a A-aK en QQ actuando sobre funciones que se anulen en

32, entonces VY Pel:

2

A (Q)ﬂ_z.iﬁ_ b A
: (2vVa-1) dist(P,8Q)°
Demost.: Siempre Au-aKu+a (Q)u=0, con u la 12 funciédn
propia asociada a 7&1(9), u>0 (ver [02]) y se tiene que:
2
AI(Q)>__3_§.£_ U >0

(2va-1) dist(P,8Q)°
Tomando ¢ constante verificando:

o
2a\/: T

A (Q)>e> —_
> (2vVa-1) dist(P,sQ)

y aplicando el Teorema I.3.2. llegamos a un absurdo.
B D,

COROLARIO I.3.4. En las mismas hipotesis del Corolario an-
terior, llamando:

Rn=sup{R>0/3 B ,...,BcQ bolas geodésicas disjuntas de radio R}
entonces:
2a\/; ‘J'l'2
A (R)S ——— —
n 2Va—1 R
Demost.: Sea PoeM 7 dist(PO,BQ)=sup{dist(P.6§2), PeQ} Yy

observese que:
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dist(P_,30)
R W IRMBIEREER L
n 2n-1

Sean B ,.. . +B_ bolas de radio R -€, £>0 suficientemente pe-

queno, y disjuntas. Sabemos que

2
11(51)523—‘/:—-———-———77 N I T

(2vVa-1) (Rn—e)2

consecuencia del Corolario I.3.3.

Sean u_,... yu_ las primeras autofunciones para A-aK en las
bolas B1' . 'Bn respectivamente. Como uieH;(Q) ,~i=1,...,n, esto
implica que ) aiuieH;(Q) , Vv aielR, i=1l,...,n.

i=1

Elijamos aie[R no todos nulos tal qgue J ( Z au )v dA=0,
i=1

i=1l,...,n2~1, -con ¥, la j—-ésima autofuncidén para A-aK en Q,
siempre actuando sobre funciones con valores nulos en la
frontera.

Por la caracterizacidén variacional de A (Q) (ver [02]):

):I (a |Vu | +aKau ) dA Zah (B )J udA
An(Q):s-:—-—_____— pE—

):J.audA ZfaudA

i=1

Za\/:; Tl'2
(2vVa-1) (Rn—e)2

y haciendo € — 0 se tiene lo buscado.
Q.E.D.

COROLARIO I.3.5. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana compacta.
Consideremos el operador A-ak, a>-%— sobre M. Entonces:

2
Rz(M)ﬁ Ba\/: T -
(2Va-1) diam(M)

Demost.: Recordemos que A (M) es el 2< autovalor de A-ak.
Sean PO,QoeM / dist(PO,Qo)=diam(M) : Consideremos C={Q0}
compacto, y llamemos Q=M-C. Usando el Corolario I.3.4.:

2
Az(M)gaz(Q)gi .L[_a_
(2va—1) R
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Pero Rza—@-;unﬂ-), y de aqui el resultado.
Q.E.D.
Otra consecuencia importante del Teorema I.3.2., O mas con-

cretamente del Corolario I.3.3. es el sigiente Teorema:

TEOREMA I.3.6. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana 1linmersa
isométricamente en R° con curvatura media H constante Yy no nula
(siempre considerada positiva).Supongamos que IndO(M)<m.

&ntonces no existen IndO(M)+2 bolas Bj dis juntas de radio

R/ YR R
2vV2-1
Demost.: Supongamos que existen BJ, V=L v s o ,Indo(M)+2 bolas

en las condiciones expuestas.

Consideremos el operador A-2K actuando sobre funciones que
se anulen en aBj (funciones de Hi(Bj)), y esto para cada j.

Sean uj,Al(Bj) la primera funcidén propia y primer autovalor
para A-2K en BJ, j=l,...,Ind0(M)+2, y supondremos siempre que
para cada j, I ufdA=l.

Sean ajeﬂ?tb,:I j=1,...,Ind0(M)+2 elegidos de forma que , 1lla-

mando r=Ind0(M)+2, se tenga que:
r
u= ):aju_, definida en toda M previa extensidn por cero como

J
j=1
siempre de cada u, fuera de Bj, sea una funciodn de H;(M) verifi-
cando que f udA=0 y ademas ortogonal en L°(M) al subespacio con
M
dimensidn Indo(M) de H;(M)nifeLz(M) / I fdA=0} de las funciones
M

donde Q forma cuadrdatica asociada a A-2K es definida negativa.

Para esta u, por definicidn de IndO(M), se tiene:

(24) [ [|Vu|2—|o-|2u2]dAao
M

Pero por otra parte:

(25) I [IVuIZ-IO‘IZuZ]dA= E:az)t (B) - 4H2[ Ejaz]
j 1 ] J
M j=1 j

Pero por el Corolario I.3.3.,
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>
sV2 -1

2V2-1 R°

(26) A, (B))=

para cada j.
Usando (24),(25) v (26), se tiene:

>
av2 m

o Mo 4H220, lo que contradice nuestras hipodtesis.
2vV2-1 R

@ JE) 9 0 I8

COROLARIO I.3.7. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana completa 1in-
mersa ilisoméetricamente en [R3 con curvatura media H constante no

nula.

Entonces, M es compacta e Indth)<m ., Yy en este caso:

diam(M) = 2 / —fi-— % [IndO(M)+l]

2v2-1

Demost.: Si M es compacta, el numero de autovalores negati-
vos para A+|c|° es finito (ver [02]) y de aqui que Ind (M) <e.

Si Indo(M)<m, por el Teorema I.3.6. M es acotada en distan-
cia y por lo tanto compacta ya que es completa.

Ademds, el Teorema I.3.6. nos dice que no hay IndO(M)+2

bolas disjuntas de radio R>/ —@— =
¥ - H

2V 2-—1
@ R O 2

Fischer-Colbrie ha probado el siguiente Teorema (ver F 10 )

TEOREMA I.3.8. Sea (M;dsz) superficie Riemanniana completa
y consideremos el operador £=A+q, donde qECW(M).

Entonces, Ind(%)<w ¢ 3 ueC (M), u>0 y C compacto en M de

forma que Au+qu=0 en M-C.

Uniendo 1la informacidén de este Ultimo Teorema con el

Teorema I.3.2., se sigue el siguiente Corolario:
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COROLARIO Liv 359 . Sea (M,dsz) superficie Riemanniana
completa y qecm(M). Supongamos que £=A+gq tiene Ind(£)<w, y sean
u, C funcion y compacto en M determinadas como en el Teorema
g B S

Si c=inf{(q+aK)(P), PeM-—C} 20 con a>—:- , entonces M es

compacta.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado mas
importante de esta seccidn:

TEOREMA I.3.10. Sea (M;dsz) superficie Riemanniana inmersa
isométricamente en R° con curvatura media H constante.
Entonces M es estable (como superficie de curvatura media

constante) si y sé6lo si M es el Plano 6 la Esfera.

Demost.: Es conocido que el Plano y la Esfera son estables
(consultar [03],[11]).

Sea el operador £€J=£!\.+I::r|2 sobre M.

Es inmediato que l+Ind0(M)aInd(M).

Al ser M estable, Indo(M)=O y en consecuencia Ind(M) es
finito. Aplicando el Teorema I.3.8. al operador de Jacobi £
sean u>0 funcidn diferenciable y C compacto como en el Teorema.

Como |0‘I2=4H2—2K, en el caso H=constantez0, podemos usar el
Teorema I.3.2. con a=2 y c=4H" para concluir que M es compacta,
O bien usar directamente el Corolario I.3.7.. En este caso pues
M es una esfera (ver [03]).

Podemos pues suponer qﬁe H=0, esto es, M es minimal. Como
sabemos que Ind(M)=1l, caben dos posibilidades:

(i) Ind(M)=0. En este caso M es el plano (consultar [06],
F2d 1 O L3y

(ii) Ind(M)=1. Por el Teorema I.2.4., M es la Catenoide O
la superficie de Enneper.

Acabaremos el Teorema si probamos los siguientes Lemas:

LEMA I.3.11. La Catenoide no es estable (como superficie de

curvatura media constante).
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LEMA I.3.11. La Catenoide no es estable (como superficie de
curvatura media constante).

Demost.: La Catenoide se puede parametrizar:

X(u,v)=[cosh(v)cos(u),cosh(v)sen(u),v} , veR, ue[0,2m]
De aquli que la métrica inducida y su curvatura de Gauss
son:

(27) dszzcoshgbv)[du3+dv€] K= ik s

cosh4(v)

Si la Catenoide fuese estable, entonces para cualquier fun-
cidn Lipschitziana f(u,v)=f(v) con soporte compacto en R
(funcidn que esta en H;US), S=sop(f)) que verifique:
+00
(28) J £°(v)cosh®(v)dv=0
-
se tendria que usando (27):

+00 +00

2
(29) J £12(v)dv = [ 2L (V) av

2
e o COsh (V)

El lema estard acabado si construimos f satisfaciendo (28)
pero no (29).

Dados 0<a<b, consideremos la funcion fa b:[R——:» R definida

por:
1 si |v|=a
(30) L iviet Sten si as=|v|=b
0 si bs|v|
y Obsevese que |[f' (V)]s 1
a,b b-a
Para cada k=0, sea la funciodén 2f -f£ Por ser:

a,b ~a+k,b+k
+00

I COShz(V)dV=+m

-00
para k=0, la integral (28) es positiva, y si k— o se convierte
en negativa.
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Luego existe k>0 tal que la integral de (28) vale 0, y para

este kK escribamos: £ =2f -f .
a,b a,b a+k, b+k
La funcidén fab verifica:
(31) f “(v)=1l gi|visa, | £ IE——Z——
a,b J a,b (b—a)

y ademds el conjunto de reales donde| f' |#0 tiene medida menor

® igual que 4(b-a).

Pongamos a=1 y £ en (29), y observemos que por (31):

1,b
+00 +1
J -———22 ffb(V)dV = [ . 2'2 dv > 0, V b>0
_, cosh™(v) 7 _, cosh (v)
y ademas:
+00
. - o 4 16 _
lim J fljb(v)dv = lim (1-b) 0
D w——— D D i) ' B

- 00
de donde para b suficientemente grande se llega a absurdo.
Q.E.D.

LEMA I.3.12. La superficie de Enneper no es estable (como

superficie de curvatura media constante)

Demost.: La representacién de Weierstrass de la superficie de
Enneper viene dada (ver (7)) por:
f,g:C—— C, f£(z)=1, g(z)=2, V zeC.
Como consecuencia de la Proposicién 0.1.7., la metrica
inducida por R3jy la curvatura de Gauss se expresan:

2
(32) ‘:isz=[%(1+|z|2):|ldz|2 K=- —_éTé vV zeC
(1+1z]")

Analogamente al Lema I.3.11l., trabajaremos con funciones en

coordenadas polares:

f(r,8)=f(r), r>0, ¥%€[0,2n] con soporte compacto y Lipschitzianas.

La estabilidad de la superficie de Enneper trabajando con

este tipo de funciones nos diria:
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00 o0 o

2
(33) J £'°(r)rdr = J o1 (g)gdr siempre que [ £(r)(1+r’)°rdr=0
(1+xr )

O O

Sea.fk:R+———+|R definida por:

i | si Osr=l
ot 2 si 1srs3
ft(r)=* -1 | gl . 3srst
ree~i 81 LsSrat+l
L0 si  t+lsy
Consideremos la sucesidn {f:}nem, sucesién de funciones de

soporte compacto en R . Tomemos €t suficientemente grande para
que:
o8

[ f: (1+r2)2rdr<0, vneN , n impar

O
O

Por continuidad, para cada n impar existe g(n)>0 de tal
forma que

c0
[ méx{fi’l > (n)}(1+r2)2rdr=0
0
0

Llamemos £ =méx{f: ,—e(n)}, n impar, y observemos que:
O

n

(34) f;=l en [0,1], v 3 8>0 /. e(n)>8 VY neN, n 1mpaxr

En particular de (34) se deduce que f;<—6 en [3,t], n impar.

Extendiendo £ a todo C revolucionando alrededor del

n

origen, £ se convierte en una funcidén Lipschitziana con soporte
n

compacto, vy (33) queda:

00 00 - o
g WL BE ()X
(35) £ g Je o ¢ o - dr , VneN, n impar
n 2\ 2
(1+xr )
0 0
POr otra parte:
® 8F°(r)r i3 ar
(36) ———1—;—5 ar = '—___E_Edr > , V nelN, n impar
(1+xr") (1+xr")
y ademas:
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00 3 e

O
[(f;)zrdr < {rﬁft e © R J n®l£, 1" rdr
0 0
o 1 t

donde para obtener la ultima desigualdad se ha usado que [f [<1
O

en ]1,3]vu]t ,t +1] y el Teorema de la convergencia dominada, ya
que puntualmente las funciones que aparecen tienden a O.
Uniendo esto ultimo con (35) y (36) se llega a un absurdo.
5 1 - 2 B

Para acabar este Capitulo I, veamos algunos hechos ele-
mentales pero de gran interés que seran consecuencia de los re-

sultados anteriormente expuestos.

TEOREMA I.3.13. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana y sea u

una solucion de la ecuacion diferencial:
Au-aKu+qu=0

donde a es una constante, a>—3—, vy qecm(M). Supongamos que se

tiene c=inf{q(P) / PeM}>O Y aues PoeM verificando:

2a\/;

dist(Po,M)>n (.7_)__
ey & 1 20

Entonces, u se anula en algun punto de M.

Demost.: Si fuese uz#0 sobre M;, entonces |u| verifica:
Alul-aK|ul|+glu|=0

y como [ul>0 se deduce que:
Alul|-aK|ul|+clu|=0

de donde aplicando el Teorema I.3.2. llegamos a un absurdo.
QB

COROLARIO I.3.14. Sea (M,dsg) superficie Riemanniana
completa y no compacta. Supongamos que existe ueC (M) veri-

ficando:
Au-aKu+qu=0
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Otra consecuencia geométrica interesante del Teorema
I.3.13. nos la da el siguiente Corolario:

COROLARIO I.3.15. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana no

. . Lo Ll 3 :
compacta inmersa isométricamente en R~ con curvatura media H

constante no nula. Sea N:M—— $° la aplicacién de Gauss de M.

Entonces si Q es una regién en M tal que existe Pe)l con:

dist (P, 8Q)> et o %
(2v/2-1)

N(QQ) no esta contenido en ningun hemisferio abierto de 5°,

Demost.: Sea u=<N,n>, ne$°. Es conocido que u satisface:
Au+|o|“u=0

por ser H constante.

Si N(Q) estd contenido el un hemisferio abierto que deter-
mine n, podemos suponer que u>0 en Q y ademas se tiene:

Au-2Ku+4H°u=0 en Q

ya que |0 °=4H"- 2K.

Aplicando el Teorema I.3.13. llegamos a una contradiccidn.

Q.E.D.

COROLARIO I.3.15"'. Sea (M,dsz) superficie Riemanniana
completa no compacta inmersa isométricamente en R° con curvatura
media H constante no nula.Sea N:M——S° la aplicacion de Gauss
de M.

Entonces N'l(sl) es un conjunto no compacto para cualquier

ecuador Sl de 52.

Si X es un campo de Killing en [R3, la funcidn u=<n,X> sa-
tisface sobre superficies de H=constante la ecuacidn:
Au+|o|%u=0
Para estas funcidnes se tienen las <correspondientes

versiones de los Corolarios I.3.15. y I.3.15"'.
Por Ultimo comentemos la siguiente extensidén de un resul-
tado de Hoffmann, Osserman y Schoen en [22].
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Por ultimo comentemos la siguiente extensidn de un resul-

tado de Hoffmann, Osserman y Schoen en [22].

TEOREMA I.3.16. Sea (M,dsz) una superficie completa no com-

. . - . 3 »
pacta inmersa i1sometricamente en R con curvatura medi1a

constante H no nula, y sea N:M — s® la aplicacion de Gauss.
. P o - o o 2
Si N(M-C) esta contenido en algun hemisferio cerrado de %,
para algun subconjunto compacto C de M, entonces M es un

cilindro circular recto.

Demost.: Supongamos que el hemisferio es el dado por:
{Pes2 / <P,n>20}, donde neS°.

Entonces, la funcidén u=<N,n> es no negativa (=z0) en M-C Yy
satisface la ecuaciodn:
Au+|0‘I2u=O en M

Por el Principio del Maximo (ver [13]), u es O Dbien
constante 0 6 bien positiva en cada componente conexa de [M-C].

Si fuese constante 0 en alguna componente conexa, por la
propiedad de la continuacidén unica (ver [01]), u=0 en M Yy
habriamos acabado. Si u>0 en M-C, llegariamos a contradicciodn
con’ el Corolario 1I.5.15'..

5 I A o
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CAPITULO i

" 3"
ACOTACIONES DE SUPERFICIES MINIMALES EN R

La ispiracidon fundamental para los resultados que se van a
exponer en este Capitulo emana del trabajo de P. de M. Jorge Yy
F. Xavier [24].

En este trabajo se muestra como generar superficies
minimales orientables, completas y simplemente conexas entre dos
planos paralelos de [R3, por supuesto no llanas.

Las técnicas usadas por Jorge y Xavier, que esencialmente
seran en las que nos basaremos, derivan de la variable compleja,
Yy mas concretamente, de una manera ingeniosa descrita por
Remmert de usar el Teorema de Runge (ver [05]), junto con la re-
presentacidén de Weierstrass para superficies minimales no orien-

tables en Ra, introducida por Meeks III (ver [31]).

II.1. Generalidades y Preliminares.

Sea QcC dominio acotado con un numero finito de agujeros.

DEFINICION II.l.1l. Una sucesion {Kn}nE[N de compactos en (

se dice Expansiva - si y - aclo gl existe {D ]} N sucesion de
;W o
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dominios relativamente compactos en Q tal que:
00

KcD, K nD=2, DcD VY nzl, y uD=Q
n n n+1 n n n+1 n=1n

Necesitaremos el siguiente Lema, consecuencia del Teorema
de Runge (ver [05]).

Lema II.l1l.2. Sea {Kn}nE[N sucesion de compactos expansiva eéen
(2, tal que Kn no tiene agujeros V nelN.
F1ijemos €>0 y {BQhﬁN sucesion de nuameros comple jos.

Entonces existe f funcidén holomorfa en Q verificando:
If—Bn|<£: sobre K, ¥ neN

Demost.: Definamos, usando el Teorema de Runge, una sucesili-

on de funciones {f } holomorfas en Q por el siguiente proceso

n- n€N
inductivo:
f1 es una funcidén holomorfa en Q (y con posibles polos en

los agujeros de Q) verificando que:

E
Ifl"Bll'(—z'— ern K1

Tal funcidn existe por el Teorema de Runge.
Para n>l1, definamos fn holomorfa en Q (con posibles polos
en los agujeros de Q) usando de nuevo el Teorema de Runge veri-

ficando:
(37) f -BI<= en K, If-f |I<= enD
n n _—;1 n’ n n-1 n n-1
2 2
La sucesidn de funciones {fn}nE[N es uniformemente acotada

sobre los compactos de Q. En efecto, dado C compacto, Ccf,

siempre existe meN tal que CcD . De aguli que:

sup{lfnl(z) / zec}ﬂsup{lfnl(z) / zeD%}£e+sup{ﬁfm|(z) / zeDg}

y esto V nzm, donde se ha usado (37) para establecer la ultima
desigualdad.
Por lo tanto se deduce que:

sup{lfnl(z) / zec}58+méx{sup{|fil(z) v zeDm}, i=1,...,m}
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II.1.Generalidades y Preliminares

Yy esto V nelN.

Esto nos dice que {fn}nelN es una familia normal en Q en el
sentido de Montel, y en consecuencia admite una parcial conver-
gente uniformemente sobre compactos de Q a f funcidn holomorfa
en Q, que por (37) verifica lo pedido.

Q.BE.D.

2 - 3 : .
Para superficies minimales en R no orientables, eXxXiste una
representacidon de Weierstrass (ver [31]), que en el caso concre-

to de anillos minimales estda recogida en el siguiente Lema.

LEMA II.l1.3. Sea 6=6(1/L,L) un anillo abierto en C con
radio interior y exterior 1/L y L respectivamente, donde L>l.

Sea M superficie minimal en R’ que venga dada via sSu repre-
sentacién de Weierstrass (ver Teorema 0.1.6.) por w=fdz,g
funcion y l-forma definidas en €.

Entonces, M es el recubridor de dos hojas de una superficie

minimal no orientable si y s6lo sSi:

(1) g(3(z))=%(g(2z2))

(11) (zg(z))*=- SF2H

donde ¥:€ > € estd definida por ¥(z)=-1/z.

La superficie no orientable es concretamente la cinta de
Mobius 6/{I,%}

II.2. Superficies Minimales no orientables en R> entre dos planos

TEOREMA II.2.1. Existe una familia de cintas de Mébius mi-

. 3 .
nimales en R contenidas entre dos planos.
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Demost.: Sea & como en el Lema II.1.3., y consideremos la Fi-
gura 2.

Como se indica, K: es la regidén compacta formada cortando
dos pequenos trozos antipodas centrados en el eje imaginario si
n es par, v en el real si n es impar, a un anillo contenido en
€. Adema@s los radios de estos anillos van creciendo con n como
nos indica la Figura 2,'y son todos mas grandes que 1.

Es claro que -Ki=Ki.

Figura 2

Definimos K:l=9(Kr21), Y anKiUKi’ V nelN. Observese dque la
sucesidon de compactos {Kn} es eXxpansiva segun la Definicidn
i 4 W R P

Fijemos £>0 y definamos dos sucesiones de n- reales [M;hﬁm

nelN

Y {N;hﬁm de la siguiente manera:

1 Si1 n es par 1 si n es impar
2n=M2n 1= N2n=N2n 1=
a si n es impar o Si n es par
con {« } a determinar.
n- nEN

Por el Lema II.1.2., existe h holomorfa en € verificando:

(38) Ih-—Mnlﬂe en Ki, Ih-anﬁc en K:l Y nelN
Definamos ahora p(z)=ehu” Y t(Z)=-:EiEl—-en G, Y
p(¥(z))
consideremos:
(39) €=6(1/vT, VL) v q(z)=t(z°)t(-2°) en €

—_—

Estd claro que g es holomorfa en €, y ademas satisface:
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II.2.Superficie no Orientable

(40) q(z)q(#(z))=1

Escribamos _ﬁi:{zeﬂ: / zzeKi}, i=1,2.
n

n

_2 " -
Es claro que {Km}me[N es una sucesidén de compactos que

tiende al circulo exterior de € cuando n— o, formada cortando

cuatro piezas antipodas dos a dos a un anillo, como en la Figura

_1 il . Whiw L .
3, Y que K =5‘(K2), YV neN. Definamos anK;UKi'

Figura 3

En consecuencia, {K } N S5 una sucesidén expansiva. Usando
n n

1
n

que #(K°)=K' y que K'=-K', i=1,2 , (38) y la definicién de g,

tenemos:
20 -4E-2 20 -4E+2 R i
e <|gl= e ° en K° UK n impar
(41) - n
20 _-4€-2 20 -4E+2 - =
e =|gl= e - en K, _,VK _n par
(2-1)° z°(z+1) B
Definamos ahora w=i| ——— g(z)dz, g(z)= ————= en G.
Z (z-1)q(z)

Por (39), las series de Laurent de g y 1/g en € son de la

forma:

(42) q(z)= Z a4nz4n vy g(z)= Z r:1:mz4n
neZ nez
Si definimos cpk, k=1,2,3 como en (3), entonces (42) implica

que ¢k, k=1,2,3 no tienen periodos reales, y en consecuencia por
el Teorema 0.1.6. X= [Ref¢1,ReJ¢2,Rej¢3] nos define una inmersidn
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minimal de € en R’. Escribiremos esta superficie minimal por M.
Usando (40), w v g satisfacen (i) y (ii) en el Lema
II.1.3., y en consecuencia, M es el recubridor de dos hojas de

una cinta de Mobius.

Como |¢_ | es acotado en €, M estd contenida entre dos pla-

nos paralelos de R’ ya que X es acotada.
Necesitamos sdlo demostrar que {an}nEIN puede ser elegida de

manera que M sea completa.
Sabemos por la Proposicién 0.1.7. que el elemento de arco

en M viene dado por:

2 2
(43) ds=aldz|, donde A= I:'—’?-"L'IL]+_‘_ZL:-LL—
2|z 21q(z) |

La completitud se probard verificando que cualquier curva

divergente en M tiene longitud infinta, para una conveniente-

mente elegida sucesion {an}new.

Sea o curva divergente en €, y llamemos t al parametro arco

Euclideo asociado a «.

Distinguiremos dos casos:
a) Supongamos que « tiene longitud de arco Euclidea

infinita, esto es, a(t):[0,0[ — €.
Como ABA[IqI+l/IqI]zA>O para cierta constante positiva A en

M-T, donde T es un subconjunto compacto de € gque contiene a

{-1,1}, entonces:
o0

L(a)=[ A(t)dt=w
' 0

b) Supongamos ahora que a tiene longitud Euclidea finita.

Tendremos a(t):[0,4[ — €, K.
Como o es divergente, observemos que o« debe cruzar todos

los K°, 6 todos los K-

2n 2n-1"7

& bien todos 1los _ﬁ;n & todos los

salvo un numero finito.
Consideremos la primera de las alternativas, y sea melN tal

2n-1"'

: 2 i —1 el
que o atraviesa cada K, n=m. Sea Jn=ocnKn, neN, i=1,2.
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Usando (41) v (43), tenemos:

2
n=zm" J n=m
2n

L(a)= ZJ' AtE )AL = z Be L(J;2 )

donde B es una constante positiva.
" 1 . . - " b .
Si rn es la diferencia entre el radio eXxterior e 1nterior

i . i i .
de K, neN, i=1,2, entonces L(Jn)zrnlr Yy en consecuencila:

n

20t
L(x)= Z Be r,
n=m
n impar
. : T s 2 1/2 A 2 1/2 :
Eligiendo & Zmax Ln[(rzn) ], Ln[(rzn_l) ]} n impar,
tendremos que L(a)=w para cualqulier curva dgue cCruze todos los
_IE; 6 todos los Ein-l’ salvo un numero finito. \
: . 1 1/2 1 1/2
Analogamente, eligiendo cxna{—Ln[(rzn) ],-Ln[(rzn_l) ]h
J

n par, tendremos L(a)=» si o atraviesa todos 1los T(Zn O todos 1los

R salvo un numerc finito.
convierte a M en completa.

B D,

Esta eleccidn de {an}nE[N

) b o Superficies Minimales Doblemente Periddicas con una

.coordenada acotada.

Precisemos algunas definiciones y nomenclatura antes de es-

tablecer nuestro Teorema.

DEFINICION II.3.1l. Sea (M,dsz) una superficie Riemanniana,
y sea X:M—— R’ una inmersién isométrica de M en R>.
Diremos que la inmersién x es doblemente periddica si Yy
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solo Si existen {v1 y v2} vectores en R> linealmente
independientes de forma que VY PeM, x(P)+wHex(M), A=l .2,

Usualmente, se identificara, como siempre, M=x(M) y X con
la inclusidn en R3,jy hablaremos de M como superficie doblemente
periddica en R>.

Escribiremos §={mv1+nv2 / m,neZ} el grupo de las trasla-

: 3 . . :
ciones en R que dejan invariante M.

TxR,

donde T es un toro llano de dimensidén dos, como una superficie

En consecuencia, M/% tiene sentido dentro de 1R3/§’

immersa.

Observese que si M es minimal en IR3, M/S% es minimal en TxR.

DEFINICION II.3.2. (P-funcidén de Weierstrass)
La funcién P definida:
raredy o f [ i - ]
z . ieal (z-m—-ni) (m+ni)

(m,n)#*0
es holomorfa en C-%, donde ¥={m+ni / m,neZ}, y en los puntos de

¥ tiene polos de orden 2.

Para un estudio sistemdtico sobre funciones elipticas, se
puede consultar [30].

Observese que por definicién, P es doblemente periddica en
C con periodos {1,i}, y presenta la simetria:

(44) P(z)=P(~-2), ¥V 2€C
5 : - I |
Llamemos C=<{zeC / max{Re(z),Im(z)}s—z— : zO-T+TeC, vy

tomemos re]o,-%—[ suficientemente pequeno verificando:

1) Q=?[C-5(O,r)] es simplemente conexo
(45)

2) 6Q=?[65(0,r)]
y definamos «4=C - v D(m+ni,r). Observese que « es invariante

m,nEZ
por las traslaciones de ¥.

Podemos ahora enunciar nuestro Teorema:

40



II.3.Superficie Doblemente Periddica

TEOREMA II.3.3. Existe una familia de superficies minimales
doblemente periédicas completas no llanas entre dos planos

paralelos de R”.

Demost.: Consideremos las siguientes dos Figuras.

En la Figura 4 se destacan los segmentos compactos %=zo,zo—i

y £,=z_,z_+1, ambos en 4, y se define a continuacidn el compacto
de Q:K1=.‘P(£1u£2).

2n+1

finamos K a la region compacta formada cortando un trozo de K,

Para nz2, llamemos K;l:{zen / A =dist (2,80)s= —%1}, y de-

alternado el corte en una direccidén y en su antipoda cuando n es

-~

par 6 impar, como se indica en la Figura >S.
Im

a0 N |-
R
i 5P VIR

1

2

L

‘D Figura 4

n+1

Figura 5

Podemos suponer sin perdida de generalidad para 1lo que

sigue que K nK =g para cada nz2. La sucesion {Kn}nEIN es
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obviamente expansiva segun la Definicidn II.1l.1l., Yy entonces
tomando ¢€>0 vy {f':,’n}n&_[N sucesidén de numeros reales, podemos
aplicar el Lema II.1l.2. para concluir dgque existe f1 funcidn
holomorfa en Q de forma que:

Ifl—Bn|<e en Kn, Y neN

f
. 1
Definamos f2=e y Observemos que:

f§ ~E
(46) If |>e " en K, V neN
2

n

Tomemos B1=0 v £€>0 suficientemente pequeno tal que:

1
(47) |£.~1]< — ety K,
Sean g,w la funcidén y l-forma en 4 definidas por:
_ S (u+P(z))
48 = = e S Sl
(48) w(z)=£(®P(z))dz  g(z) E_(P(2))

donde 8eR y ueC son constantes que se especificaran despues.
Usando (44) y definiendo qbk, k=1,2,3 como en (3), estamos
en las hipdétesis del Teorema 0.1.6., y en consecuencia la apli-
cacidén x= (ReJ ¢1,ReI ¢2,Rej qb3] nos proporciona una inmersion
Z Z Z

O 0 O
. L] 3 . - . . »
minimal regqular de 4 en R°. Escribamos esta superficie minimal

por M.
Resta probar que é8eR, ueC Y {Bn}nE[N cR pueden ser elegidos
de manera que M sea doblemente periddica y completa.
Primero, tomemos ueC tal que:
z +1 - A |
0 0
(49) ReJ [u+fP(z)]dz=ReJ [u+EP(z)}dz=O
Z Z
0 0
Por (48) y la definicidn de ¢3, (49) implica que X, es
acotada en «4, ya que P es doblemente periddica.
Consideremos en R’ los vectores dados por:

(50)  v,=(x,(2,+1),%,(2,+1),0]  v,=(x,(2,-1),%,(2,-1),0]

Si 8 —0, por (47) y la definicidn de X k=1,2,3 se tiene

que llamando f(z)=f_ (#P(z)):
2
Z +1
0 £ "
(51) x1(20+l)=Re[ —Z—dz + 01(5) > —8—+01(5)

Z
0
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y analogamente:
1 : 1 . 3
(52) Ix,(z +1)I< —+0,(8),Ix (2 -1)I< =40 (&)X, (Z,54) ¢ 5 +Q A9

Por (50), (51) vy (52), podemos elegir & suficientemente
pequeno de forma que v ,V, sean linealmente independientes.
Asi, usando (49), (50) y la periodicidad de ¢m, k=1,2,3, M

se convierte en doblemente periddica con §"={n\71+1'mr2 / m,nez}

como su grupo de traslaciones.
Por Ultimo, probemos que se puede elegir {Bn}ne[N de manera

que M sea completa.

Por (48) y la Proposicidén 0.1.7., el elemento de arco en M
viene dado por:
4 B F 4 8 (u+P) | °
(539 ds=Aldz]|, con A= g & STE ]

Sea oa(t) una curva divergente en &, donde t es el parametro

arco Euclideo de «.
Si o tiene longitud de arco euclidea infinita, como siempre

\
th[IfL+—ﬁ%—-aE>0 sobre 4/ - T, donde T es un compacto en «4/%

J ; .
conteniendo los ceros de u+?P y E es una constante positiva, es

facil concluir que L(a)=o en M.

Cuando la longitud de arco Euclidea de a sea finita, esto
es, a:[0,[ —> 4, observemos que 7(t)=P(a(t)) es una curva
divergente en Q de longitud Euclidea finita, ya que a diverge
hacia 8D(m+ni,r) para algunos m,neZ y usando (45).

En consecuencia, 7% debe atravesar todos 1los Kn salvo un

numero finito.

POor otra parte:
2 4

(54) 2L(a)aJ |f(a£t))|dtasJ £ (v(t))| 17" (t)ldt

0 0
donde hemos usado (53) y S es una constante positiva tal que:

|11/P"'|=zS alrededor de 8D(0,r).
Por (54), si s es el parametro arco Euclideo de 7 en Q y ¢’
su longitud Euclidea, tendremos:
P
(55) L(a)a—§—J‘|f2(7(s))lds

2
0

Por ultimo, fijemos:
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(56) B

n

y llamemos J =K n7, nz2.

nicidon de K .
Entonces por (355) vy

L(a)>-§— Ze

n=2

ze+Ln[2n(2n+1)], nz2

Observese que IJCM)EZn(2n+l), por defi-

(56), se concluye que:

Bn_g S Bn_e 1 &
L) ) e [ﬁ'(szl)]‘“’
=2

Q.5.D.
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CAPITULO [l

" 3
APLICACION DE GAUSS DE SUPERFICIES MINIMALES EN R™

En este Capitulo se establece una consecuencia geometrica
de la normalidad de la aplicacién de Gauss de una superficie
minimal y completa en R’ que omita por esta aplicacidén 3 O mas
puntos de Sz, v siguiendo un trabajo de D. Fisher-Colbrie vy
R.Schoen (ver [11]), usaremos la completitud de la superficie de
una manera mas elaborada que como lo hace Xavier en [44], para
establecer que el plano es la uUnica superficie minimal completa
en R’ cuya aplicacién de Gauss omite 6 & mas puntos de la
esfera.

Como se indicé en la Introduccidén, hoy se conoce ya la
solucién total de este problema, que representa una mejora de un
punto en el resultado que presentamos, debida a Fujimoto
(consultar [12]).
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III.APLICACION DE GAUSS

III.1. Generalidades y Preliminares

Sea D es disco unidad en el plano complejo C.

DEFINICION III.1.1l. Una funcidén g:D—— Cu{w} holomorfa se

dice normal si la familia:
{ghS / S es una transformacidén conforme de D}

es normal en el sentido de Montel.

En [16], PAgina 163, se prueba que g es normal si y sdOlo si
existe C>0 constante tal que:
{97 -J’—-| 'Iz =< s - en D
1+ gl 1-12]|
Recordemos que el Teorema de Montel-Caratheodory (ver [053])
nos garantiza que si g omite 3 valores de Cu{wo} entonces g es

normal.

LEMA III.l1.2. Sea g:D—— C-{a,b}, a#b, holomorfa. Sea
a=l-—%~con melN. Entonces:

t + P
J _-—ll-l—————p dXdY <o
D [Ig—a|a+|g-alz-a]

para todo pe]0,1].

Demost.: La funcion (g—a)m”l estd bien definida en D y por

el Teorema de Montel Caratheodory es normal.
Luego podemos aplicarle la estimacidn (57) y obtener:

IS
1g'1” S Sl
[Ig-a!a+lg-a|2'a]p [ 1_IZ|2]
vy de aqui el resultado ya que -I:$;TEGLPUH),.PE]0,1[-
Q.E.D.
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Fijemos alguna notacidn.
e _ 3 . , : 3
Sea M una superficie minimal simplemente conexa en R . Por
el Teorema de Uniformizacién (ver [09]) M es conformemente

-*

equivalente a C ©0 D.
Usando la representacidén de Weierstrass asociada a M

(consultar el Teorema 0.1.6.), existe g, w=fdz funcidn y l-forma
meromorfa la primera y holomorfa 1la segunda sobre M, que
determinan nuestra superficie. Ademds wusando (9), via la
identificacidn de SZECu{m}, g sabemos que se interpreta como la
aplicacidn de Gauss de M.

En consecuencia, si la aplicacidén de Gauss omite un punto
de SZ, podemos suponer que g es holomorfa sobre C (salvo una
rotacién de R’ haga coincidir ese punto con ), lo que por el

Teorema 0.1.6. implica que |f|>0 sobre M.

2
Si escribimos A°= % | £ |2[1+|g|2] y por la Proposicidn
0.1.7., tenemos que:
(58) ds®=2%1dz|°
,) 2
(59) K=_...._J;?2 _ELS__é
A 1+ g1

v no es dificil establecer a partir de (58) que:

(60) dA=A°dxdy

2
(61) A= = | 2
' A 8zdz

ILEMA III.1.3. Sea M una superficie minimal conformemente
equivalente al disco unidad. Si la aplicacion de Gauss g e€s

normal, entonces existe g>0 constante tal que:

(62) J [lv.p|2+wa2]dA > 0
M

para cualquier weCzCM).
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Demost.: Recordemos que la métrica hiperbdlica de curvatura
constante -1 en D viene dada por:
2
(63) ds2=[——2—-] 1dz |
1 2
1-{&]

De (59) y (60) se deduce que:

24 2
KdA=- —%bl—erdxdy; lo que combinado con (57) y (63) nos da:
1+ | gl

/

(64) KdAa-Cszl

donde c:'iA1 es la medida Riemanniana hiperbdlica en D.
Por otra parte, Hobson (ver [18]) probd que:

(65) J [|vw|2—$w2]dA1ao
D

para cualquier funcidén ¥y diferenciable con soporte compacto en
D, y donde V¥ |° se ha tomado respecto de la métrica hiperbd-

lica.
Por Gltimo, de (64) y (65), y teniendo en cuenta la inva-

rianza conforme de la integral de Dirichlet, se obtiene:
[ [va|2+(-2%)21<w2] dA=z0
M

donde |Vy|°se ha tomado respecto de la métrica ds® en M.
Q.E.D.

Fischer-Colbrie y Schoen han probado que g<1 (ver [11]), Y
que (62) es equivalente a la existencia de una funcidn positiva

u satisfaciendo Au-gKu=0 sobre M.
El siguiente resultado es una combinacién de ideas de

Fischer-Colbrie, Schoen y Yau.

LEMA III.1l.4. Sea M una variedad Riemanniana n-dimensional

completa, y w una funcién diferenciable en M satisfaciendo:

(66) [ [|v¢|2+ww2]dvao
M

donde dV es el elemento de volumen métrico, y esto para
cualquier WGCzCM)-
Sean u y h funciones diferenciables en M, con u>0 en M Yy
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h>0 en casi todo punto de M, verificando:

(67) ALn(u)=w

(68) ALn(h)=0, cuando h#0

Entonces, uh® no pertenece a L (M), V p>0, salvo que M

tenga volumen finito, w=0 y uh® sea constante.

Demost.: La condicidn (68) es equivalenteha:

(68"') hAh-|Vh|°=0 en M

Para cada €>0, tenemos gque de (68'):

ALn[h2+l]= (K2 +e)A (B )-1vh®1%_ (h%+e) (2hAh+2|Vh|?)-4h® |Vh|®_
(h%+g)? (h®+e)°
2
- delvhl ",
(h™+¢)

p/2
Sea v8=u[h2+e] vy v=uh”. De (67) y del calculo anterior

tenemos:

- P o 2 .
VCAV8—|VV8| —VSALn(Ve)—VC [Ln(u)+(p/2)ALn[h +c]] wv

y de esto:

o 2
(69) _VeAVe+wvé' |VV8|

Pero por (66) tenemos que:
& 2 2.2 . 2.2 2.2 2.2
O-J [lVl/}VS)l + WY ve]dV—J’ [IWJI V€+2¢V€<VI,[I,VV€>+IVVCI Y- +wy ve]dV
M

M
Integrando por partes:

g 2 2 v - T
[ Zwve<vw,Vv8>dV;-E-[ <VyY ;VV€>dVL S J w.AvedV
M M

M
-4 2 2 2
= J [w v Av_+y Vv | ]dV
M

y asi:
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2 2 & 2 2 - B 2
< - = - Vv dVv
0 [ [IWJI ¥ 1/ VCAvc+ww ve]dVJ [val Ve 7/ 8| ]
M M

donde hemos usado (69) en la ultima igualdad.

En consecuencilia tenemos:
[ Vv _ | 2w2dV5[ |VY | 2vzdv
M M

Tomando limites cuando € — 0 y usando el Lema de Fatou,

Vv |%y® es integrable y
(70) [ IVVI2w2dV5J vy | °viav
M M

Sea r la funcidn distancia a un cierto punto de M y B(c) la
bola de radio ¢ con centro ese punto.
Dados c,d, 0<c<d numeros reales, consideremos la funcion

Lipschitziana \Pcd:M—» R definida por:

1 sl Osr=c
.} (£=@) kL
¥ ()= (c=a) si c=r=d
0 si d=r
1

Notemos que IV‘I'dls Como estas funciones pueden ser
C

a-¢
aproximadas por funciones regulares con soporte compacto en el
espacio H;(B(d)), por un razonamiento de densidad estandar

concluimos que tomando w=\Pcd en (70):

[ |VV|2 dVs= 1 —‘-ZJ veav
B(c) (d-c) " Jy

Si veLz(M), haciendo d — ®, se tendria que VvV es constante

no nula en B(c), para c positivo arbitrario. En consecuencia, V
es constante, el volumen de M es finito y w=ALn(v)=0.
Q.E.D.

En el caso de w=0 y u=1l, en Lema anterior es un resultado

de Yau recogido en [47].
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III.2.Superficies omitiendo 6 puntos

III.2. Superfices Minimales omitiendo 6 6 mas puntos de la esfera

por su aplicacién de Gauss

TEOREMA III. 2.1. El1 plano es la unica superficie minimal
completa en R’ cuya aplicacién de Gauss omite seis O mas puntos

de la esfera.

Demost.: Podemos suponer que M es simplemente conexa,
previo paso a su recubridor universal, si es preciso.

Si M es conformemente equivalente a C, el resultado se
sigue del Teorema pequefio de Picard (ver [05]). Asl pues podemos
suponer que M es conforme a D disco unidad y gque g omite al
menos 6 puntos de la esfera:m,al,. L ,aseﬂ:, por _ lo ' que
supondremos g holomorfa en D y g(z)xai, AL sy RN RGN,

Usando el Teorema de Montel Caratheodory, g es normal, Yy
por el Lema III.1.3., existe g>0 constante de forma que se tiene
(62).

Consideremos las funciones:

L. 2 i -1 r -poX /2 8 ' 12

u=|1+|gl £l 17 lg-a,l h=|g'l
i=1

donde o es como en el Lema III.1.2. y pe]O0,1[. Démosmos cuenta

de que u>0 y h es positiva en casi todo punto ya que g no puede
ser constante en este caso.

Usando (59) y (61) se tiene que:

2
2 2

A]’_,n(u):—-q.i. 0 Ln[l+|g|2]:—q_§_2[_l_£_|_.
A

:qK
) l+|g|2

A 823827

y es claro que ALn(h)=0 cuando h#0.
Aplicando el Lema III.1.4. con w=gK#0, tenemos que:

lﬂfvu no pertenece a.Lb(M). De aqui se sigue usando (60) que:

o
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i 2\y2-29
(71) J | 'Z(l“ L) dxdy=e
D i} lg=-a I

i=1
Probemos usando el razonamiento de Xavier en [43] que la

integral anterior es finita, y esta contradiccidn acabara

nuestro Teorema.

Sea Dj={zeD / Ig(z)—aj|<£}, con ¢£2€]0,1[ suficientemente
S

pequeno para gque Dj, j=1,...,5 sean disjuntos, y D'=D- UI%.
j=1

Escribamos por H el integrando de (71). En.cada.rg tenemos:

-p
- -
HeC |g' IPIg-a | *=c 2°|g" Ip[lg—aj|a+lg—ajlz ]

para cierta constante C,» Y Ppor gl Lema i IXL.1a8 ;8. 88

integrable en Djjpara CACGE '3

En D', tenemos la estimaciodn:

HECZ l g| 'P I g_a1 | 4-4q-5SpX

Si existe a=l—-%—, meN, pe]0,1[ VY C, constante tal que:

P
(72) |g—a1|“'4“'5"°‘£c3[|g—a1|°‘+|g-a1|2'°‘) en D'

otra vez usando el Lema III.1l.2. H seria integrable en D' Yy

habriamos acabado.
Obsevemos que (72) puede escribirse como:

1/p
3

(4-4qgq)/p - 4 (4-4q)/p - 60+2
(72"') Ig-a, | : ok a1 o Y i " <C

Como |g-a |> en D', basta conseguir que los dos exponentes
1

sean =0, esto es:

(73) 4+2p=6ap+4q
Eligiendo « vy p suficientemente prdéximos a 1, la
desigualdad (73) es cierta y el Teorema esta probado.
DB .D-

En la demostracidén de Xavier, g=0 y no se puede elegir a Yy

p verificando (73).Si la aplicacién de Gauss omite Xk puntos,

k=3,4,5, el método anterior concluye que gs 6;k
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CAPITULO IV

" 3"
NUEVOS EJEMPLOS DE SUPERFICIES MINIMALES EN R

En este Capitulo se presenta una manera facil de generar
superficies minimales de género cero y con curvatura total
finita, que son interesantes desde el puto de vista de que

tienen todos los finales embebidos.
Suponen pues una nueva aportacidén en la linea de ofrecer

mds datos acerca de la veracidad 6 no de la conjetura dque
presenta a la Catenoide como la tunica superficie minimal
embebida de genero cero.

Ademds, en esta familia de superficies minimales que
describimos se pueden encontrar algunas con todos los finales
planos a distintas alturas en IR3, junto con dos finales tipo

Catenoide, con lo que el posible conjunto de autointersecciones

de nuestra superficie es acotado.
En nuestra familia habrd superficies no embebidas en las

condiciones que acabamos de exponer, por lo que el tener el
conjunto de autointersecciones acotado no serad condicidn

suficiente para garantizar un embebimiento.

Una condicién suficiente podria ser, a modo de conjetura,
que tuviera el conjunto de autointersecciones acotado Yy los
finales con orientaciones compatibles, esto es, cada dos

. 3 .
consecutivos en R° apuntando en sentido opuesto.
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IV.EJEMPLOS DE SUPERFICIES

IV.l.Preliminares

Sea (M,dsz) una superficie Riemenniana y X:M—— R® una
inmersidén isométrica minimal.

Escribiremos por g y w la funcién meromorfa y 1l-forma
holomorfa sobre M asociadas a la representacidn de Weilerstrass

de M (consultar Teorema 0.1.6.).

Es conocido (ver Teorema 0.1.10.), que el hecho de que M

tenga curvatura total finita equivale a que M sea conformemente

equivalente a una superficie de Riemann X menos un numero finito

de puntos {P,..,P }, y que la aplicacidén de Gauss g: > Cu{w}
extienda a X de manera holomorfa.

Salvo una rotacién de R’ supondremos que g(Pi)im, para cada
i, i=1,...,k, vy bajo estas condiciones, llamaremos:
n(g,P ), O(w,P ) al n= de ramificacién de g en Py el orden del
polo de w en P respectivamente.

Por definicidén, Género(M)=Género(X) y nos referiremos a
cada punto P como un final de M. Recordemos el Teorema O0.1.11.,

y formulemos la siguiente definiciodn.

DEFINICION IV.1.1. Un final Pi de M se dice embebido s1i

exliste D(Pl)c:Z disco conforme centrado en Pi qgque no contiene

ninguno de 1los PJ, j#i, y de forma que la inmersion X
restringida a [D(Pi)—{Pi}]cM es un embebimiento.
El final P se dice plano si n(g;PH)aO(w.Pi)—l.

Para la demostracién de la siguiente Proposicidn, se puede

consultar [23]. Ver tambien el Teorema 0O0.1.11..
PROPOSICION IV.l1.2. El1 final PH de M es embebido e IfiL
Ademas, si eso ocurre V¥V i=1,... ,K, entonces:

Grado(g)=Género(M)+k-1

Observese que si Género(M)=0 y todos los P son embebidos,
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IV.1.Preliminares

entonces grado(g)=k-1, y para k=1,2 se obtienen respectivamente

el plano y la Catenoide, ambos ejemplos embebidos en R’.

DEFINICION 1IV.1.3. La superficie minimal M en R°, con

curvatura total finita, se dice pseudo-embebida cuando:

COMPE o GaR Uy IR
(ii) g(Pi)E{a,-—a}, i=1, vwiikPeare clerto aes”
(211) I#g-l(a)n{Pl,...,Pk} - #g'l(—a)n{Pl,,. _,pk}|51

donde en (iii) # indica cardinal, y siempre en esta expresion se

cuenta cada punto con la correspondiente multiplicidad.

W.H.Meeks III y Jorge (ver [23]) han probado que si M esta
embebida, entonces M es pseudo-embebida segun la Definicidn
IV.1.3. (de hecho esto fue la motivacién para tal definicidn),
aunque lo reciproco no es cierto (consultar [23] Y ST 1)

Nosotros precisaremos la siguiente definicidn:

DEFINICION IV.1.4. En el mismo ambiente anterior:

M se dice de tipo Catenoide si y so6lo si:

(i) Género(M)=0

t4.5 ) M tiene todos sus finales {Pl,.. .,Pk} embebidos Yy
existe aeS° tal que g[{Pl,...,Pk}]c {a,-a}.

(iii) M tiene sélo dos finales no planos,apuntando cada uno

de ellos en sentido opuesto, esto es, hacia a y -a.

Es obvio que la Catenoide responde a la anterior defini-

cidén, y observese que en este caso toda la superficie esta embe-
‘ o
bida en R .

IV.2. Construccién de nuevos ejemplos de Superficies Minimales,

Nuestro objetivo serd el caracterizar las superficies
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IV.EJEMPLOS DE SUPERFICIES

minimales de tipo Catenoide y construir una familia bastante
amplia de este tipo de superficies que contendra superficies
minimales con algunas propiedades interesantes.

Necesitaremos el siguiente Lema.

LEMA IV 2.1. Sea M superficie minimal en R> de tipo
Catenoide. Supongamos, salvo previa rotacion en R, que 1los
finales de M apuntan hacia el polo Norte y Sur de la esfera.

Entonces, existen a .- ,ak,bl, o ,bketc—{O} todos distintos

tal que M admite por representacion de Weilierstrass:

Kk Z-a 2 P z—bi 2
g(z)=B 11 [ e ] z W=AzZ "] [ z—a_] dz
i =1 i i=1 i

en C—{al,..,ak,bl,..,bk,O}, y donde A,BeC-{0}.

Demost.: Los finales de M es claro que son polos y ceros de
g. Como hay dos finales no planos apuntando en sentido opuesto,

: @ 2
salvo una transformacidén conforme en $ =Cu{wx} podemos suponer
que se corresponden con z=0 y 2z=o. Ademas ambos han de ser

regulares para g ya que IO=Im=l y representan finales no planos.

Teniendo presente estos comentarios y la Definicidn
IV.1.4., no es dificil probar que 1la representacion de
Weierstrass de M se puede escribir para cierto parametro

conforme de C (que escribiremos siempre z) de la forma:

k ni t 1‘11
z[n (z-ai) T (z—ai) ]

N, i=1 i=k+1
g(Z)_B S mi u mi
T (z-bi) 1| (z-—bi)
i=1 i=s+1
S 2m1-2 u 2mi
m(z-b, ) m (z-b )
w(z)=A—— - Tl dz
2 2
2 17 (z—ai)
{ =1
en C—{al,...,ak,bi,...,bs,O}, con B,A#0 ctes,niaz 5 PRIy 4
t u

mizz,:i.:l, e TS = ) m Yy Ccomo Im=l:
1=1 i=1

u
(74) y m1=s+k
1=1

de donde con lo anterior se llega a que:
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IV.Construccién de Superficies

t
(75) 3 ni=s+k
i=1
Pero es claro que:
u t
(76) ym=2s y [n=2k

por serlos puntos correspondientes finales planos.

t u
Luego de (74) y (75), s=k y Zni= Zmi=2k=25.
i=1 i=1
De aqui es inmediato que m =n =2 i=1,...,k=s8, m=n =0

i
i>k=s.

2:5.D,

LEMA 1IV.2.2. Sean a ,.--,Q
distintos.

b,...,bec-{0}, k=1, todos

K K
Llamemos P(z)=TT(z—a1), Q(z)=r1(z—hz),y pongamos:
i=1 i=1

(77) g(z)=B-§fz—(E—)— w(z)=A—‘2-?—2—g-Z—)-dz
Q (z) z P (z)
en C_{ad""ak'b1""bk'0}' con A, B#0.
Definamos ¢kik=l,2,3 como en el Teorema 0.1.6..
Entonces las l-formas ¢k k=1,2,3 no tienen periodos reales

en ﬁ:-—{al,..,ak,bl,..,bk,O} 81 ¥ s0lo Bl:

zQ''P + zP''Q + 2QP'- 2zQ'P'= 0O
(78) y ABeR

P'(0)=Q'(0)=0

Demost.: Es claro que ¢5=4%§-dz no tiene periodos reales si

y s6lo si ABeR.
Por otra parte:

2 2 ; 2 2
- ABZ—E-—]dz b,= = [A 2  + ABZ%]dz
Pz Q

2 Q
i 3 [A p2,,2 02

Por lo tanto:

¢»1,¢2 no tienen periodos reales en tl:—{al,..,ak,b & 4 .,bk,O} &

1

Sl



IV.EJEMPLOS DE SUPERFICIES

2 2
= Q dz, —P—dz son exactas sobre ¢-{a ,..,a ,b ,..,b ,0]
p2,2 Qz 1 k71 k
Esto equivale a decir:
(z-a2,)Q 4., (z=D )P ., _ B oA
(—5— ] (ap=0, [—5—]) ®=0, 1=1,...%, (5] (@)=
Observar que:
(z-a )Q ' ' '
i 21 zP -l ____ZP —
(322 ) w0 o () a0+ (5] a0 -
= [zP"Q+ 20P "' - ZzQ'P'](ai)=0 i RSk
Analogamente:
(Z_bi)P . Q R 8 ! ! ]
[__Q_] (b1)=0 & [_P....] (bi)zo & [PQ -2P'0Q ](bl)—o ek G
En consecuencia 2zPQ''+zQP''+2QP'-2zQ'P’ representa una
funcidén meromorfa en Cu{w} de grado 2k-1 que admite por ceros a
los puntos {al,..,ak,bl,..,bk} 6 lo que es equivalente, se tilene
T8},

Reciprocamente, tomando A,BeC-{0} con ABeR y P,Q de grado
k=1 verificando (78), con raices de P y Q distintas entre si y
no nulas, entonces ¢k k=1,2,3 no tienen periodos y (77) define

una superficie minimal de tipo Catenoide en R>.
Q.E.D.

Con k=2, una solucidén de (78) nos la proporciona:

P(z)=zk—[—§t—i]v

Q(z)=zk+v

/ + :
Observese que en este caso, Iai|=k i_i WL R v e R Y

s
Ibi|=1/|v|, y como salvo una traslacidén, la superficie minimal
asociada a P y Q con representacién de Weierstrass como en (77)
tiene x3(z)=ABLn|z|, entonces todos los finales planos &y

por una parte y b1' = a ,bk por otra son asintdéticos al mismo plano

(79) veC-{0}

k+1 .
dado por x3=(AB/k)Ln —ﬁv‘ )4 x3=(AB/k)LnIvI respectivamente.

Usando el principio del méximo en el infinito (ver [33]) se
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concluye gque estas superficies no pueden ser embebidas, Yy
- . . . 3

ademas, el conjunto de autointersecciones es no acotado en R'.
Sin embargo, para k=5, hay méds soluciones de (78) distintas

de las de (79). Concretamente, los polinomios siguientes:

> <

][ K _]z[k-—r+1] r [r+1](m) -r, (r+1)(k-r+l) 2
2r-k k-r-1 r- (t-1) (k-r-1)"

P(z)=zk—[
(80)

x‘

2
Q(z)=2z +[%][2 —kJ z'+(va)z T +p?

donde v,AeC-{0} vy 2=r=k-2, rzk/2.

LEMA IV.2.3. Supongamos kz5 y mcd(r,k-r)=1.
Entonces para casi todo A,veC-{0}, los polinomios P,Q dados
en (80) tienen raices ai,bl, i=1,..,k no nulas y con Iail, Ibil

todos distintos entre si, esto es:

¢ » . . " ¢ : e
la l#la | i2j, Ibl=Ib | i=j, la/l#Ib| V i,]

Demost.: Fijemos v=#0.
En principio observese que AP(z,A),AQ(z,A)eP[z,A] polinomios en
las variables z,A son irreducibles.

En consecuencia:

={(Z,A) / Z,AeCu{m}, AP(Z,A)=O}

D%={(z,h) / 2 ,AeCu{m}, AQ(z,A)zO}

representan dos superficies de Riemann conexas.
Escribamos por Z. i=1,2 la primera proyeccidn en M, i=1,2.
Sea UcCu{eo} abierto.
Afirmamos que V AeU, salvo un conjunto de medida nula, el

conjunto z (A) {(zi(h),h),..,(z:(h),h)} formado por Kk puntos de
M, (contando multiplicidades) verifica:

(81) - lzi(h)l:t-lzf(?t)l, i,

En efecto, si esto no fuese asi, es facil observar que para
ciertos i,j con i#j se tiene que: Izi(}\)l=lzi(h)l, vV AeU.

Luego existe BeC, |6|=1 con zi(h)=ezi(h) vV AeU.

Si 6=1, AP(z,A) tendria una raiz doble en z, V Ae€U: zi(;\),
y en consecuencia por prolongacidn analitica zi(?x) satisface:
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%E[AP(Z,A)]zo, por lo que AP(z,A) VY %E[AP(z,A)] tienen un factor

R(z,A) en comin no constante contradiciendo la irreducibilidad
de AP(z,A).

Luego 6#1, por lo que por prolongacidén analitica necesaria-
mente VY (z,h)eMI: e_kAP(ez,A)=O ya que M1 es conexa.

Consideremos S(z,h)=AP(z,A)—-e'kAP(ez,A).

Es claro que S(z,A)=0 V (z,A)eMl. Ademas, S(z,A)#0 ya que
6°=1 y 6“"=1 es imposible por ser mcd(r,k-r)=1 y 6#1.

Razonando igual a antes AP(z,A) y S(z,A) tienen algun
factor comin lo que contradice la irreducibilidad de AP(z,A).

En consecuencia se tiene (81).

El mismo enunciado es cierto para AQ(z,A) obviamente:

(82) Iz;(h)lﬂz;(h)l, i#j, para casi todo Ae€U.
Por ultimo, tambien:
(83) Izi(h)lﬂzi(h)l, v i,j , para casi todo Ae€U

En efecto, si esto no fuese asi, 3 1i,]: Izi(A)I=|z;(A)I Y
esto V AeU.

Luego zi(h)=ez;(h), |@|=1, V AeU.

Por un razonamiento de prolongacién analitica estandar,
como M, es conexa: (z,A)eMz = (8z,A)eM , ¥ de aqui que por la
irreducibilidad de AP(z,A) v AQ(Zz,A) se tenga que:

eﬂkAP(ez,A)=AQ(z,7\), lo que nos lleva a un absurdo.

Uniendo (81),(82) y (83) se tiene lo buscado.

Q.E.D.

COROLARIO 1IV.2.4. Existen superficies minimales de tipo
Catenoide en R° con conjunto'de autointersecciones compacto.

Demost.: Si v,AeC-{0}, P, Q son como en el Lema IV.2.3. Y
A,BeC-{0} con ABeR, aplicando el Lema IV.2.2. se construye una
superficie minimal de tipo Catenoide que salvo previa
traslacién, tiene los finales planos asintdéticos a los planos
x3=ABLnIb1I, x3=ABLnIa1I, i=1,..,k, todos paralelos y distintos.
Como los dos finales no acotados apuntan en sentido contrario,

es inmediato concluir el Lema.
Q.E.D.
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