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I.- Introduccion. 1

L.1- ANTECEDENTES.

El presente trabajo se enmarca en la linea de investigacién que utiliza €l método
de redes en la obtencién de la solucién numérica de las ecuaciones que describen
procesos de transporte, esto es, ecuaciones diferenciales con derivadas parciales espacio-
temporales, linea que se inicién en del Departamento de Fisica Aplicada de la
Universidad de Granada y que en la actualidad también se desarrolla en los
departamentos homologos de las universidades de Jaén y Murcia.

Por métod de redes designamos el procedimiento que consiste en la obtencién
de un grafo equivalente al modelo matemadtico del proceso (ecuaciones constitutivas y
condiciones iniciales y limites), y su simulacidon digital posterior. LLa asignacion del grafo
se realiza siguiendo los planteamientos de lo que se conoce como Termodindmica de
redes, expuesta, 1nicialmente, en los trabajos de Peusner [1] y Oster, Perelson y
Katchalsky [2]. La simulaciéon del grafo se lleva a cabo mediante un programa de
computacion adecuado. Puesto que el grafo puede ser del tipo de red eléctrica, y éste
es el que venimos utilizando, el programa ha de ser de simulacién de circuitos, tal como
PSPICE [3, 4, 5].

Dado que los procesos de electrodo vienen regidos por ecuaciones de difusién-
reaccion que admiten soluciones analitivas en un nimero muy restringido de casos, se
ha venido realizando su simulacién digital de manera continuada, practicamente desde
1964 [6]. Y ello por la importancia que la simulacién tiene en la interpretacién de los
resultados electroanaliticos, ya que permite desarrollar criterios de diagndstico con los

que caracterizar esquemas reactivos desconocidos, o bien establecer las condiciones
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experimentales éptimas para el estudio de ciertos tipos de procesos. De hecho, el andlisis
de resultados electroanaliticos se facilita notablemente comparando curvas
experimentales y datos tedéricos obtenidos de un modelo supuesto del sistema
electroquimico, sobre todo cuando se trabaja en condiciones no estacionarias. Pero la
obtencién de curvas tedricas pasa por el cdlculo de alguna variable eléctrica en el
electrodo de trabajo, o por el perfil de concentraciones, 1o que, en cualquier caso, precisa
de la resolucién de las ecuaciones en derivadas parciales que describen el proceso,
enmarcadas por las condiciones de contorno en que aquél se desarrolla.

Después de la publicaciéon de Feldberg de 1969 [7] hubo numerosos
investigadores que intentaron mejorar las técnicas numéricas en la simulacién de
procesos electroquimicos, entre los que cabe senalar a Joslin y Pletcher [8], que
utilizaron intervalos espaciales desiguales; Whiting y Carr [9], que aplicaron el mé€todo
de colocacién ortogonal; Heinze y col. [10], que mostraron cémo incluir condiciones de
contorno en las ecuaciones implicitas del método de Crank-Nicholson, evitando asi una
dificultad importante que éste presentaba; y Britz [11], que aplic6 el método de
integracién de Runge-Kutta. Ademds, la consideracién de procesos de electrodo en los
que intervienen reacciones de electrodo rdpidas dié lugar a modificaciones cada vez mas
sofisticadas, como las debidas a Seeber y Stefani [12], que proponen una divisién no
uniforme del tiempo; Feldberg [13], que sugiere una divisiéon exponencial del espacio;
Hertl y Speiser [14], que utilizan la llamada colocacidon spline en la capa de reaccion;
y Bieniasz [15], que considera la adaptaciéon dindmica de las variables espacio y tiempo.

Ciertamente han existido otros desarrollos, sobre todo en los ultimos anos, y a

lo largo del texto se hard mencién a algunos de ellos, pero que, en cualquier caso, no
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parece que se haya generalizado su utilizacién, principalmente a causa de que la mayoria
de las nuevas t€cnicas requieren una preparacién matemadtica considerable, y a que son
dificiles de modificar cuando se desea simular una reaccién diferente [16]. En este
contexto es en el que proponemos un nuevo método, el de redes, para simular el
comportamiento dindmico de sistemas electroquimicos, que presenta diferencias notables
respecto de los anteriores, tanto desde el punto de vista del planteamiento -se trata de
sustituir la manipulacién de las ecuaciones por la obtencién de una red equivalente-,
como desde el punto de vista analitico -la sustitucidon del modelo matemaético por el
modelo en red supone una reticulacién espacial, y no espacio-temporal-, como desde el
punto de vista de la simulacién -que ahora es la de un circuito, y no de un sistema de
ecuaciones algebraicas-.

Realmente, el método de redes es conceptualmente diferente a los métodos
numéricos para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Por un lado,
porque proporciona una descripcion alternativa del proceso mediante un circuito
eléctrico, que muestra las interconexiones entre flujos y fuerzas. Por otro, porque este
circuito eléctrico puede ser fisicamente implementado en el laboratorio, y conectado a
un osciloscopio nos permitiria analizar la sefial de salida para una senal de entrada dada.
Pero diseiar el circuito y después analizar experimentalmente la relacién entrada-salida
no es accesible para todos los electroquimicos, ni es util, usualmente. En cualquier caso,
no es facil modificar el circuito real para tener en cuenta cambios en el sistema vy,
ademas, su respuesto se veria afectada por el error asociado a sus elementos eléctricos.
Sin embargo, si se utiliza PSPICE para obtener el comportamiento de la red eléctrica

no e€s necesario sintetizar el circuito, permitiendo, asi, cualquier tipo de modificacidn,
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y viniendo la respuesta sin error (al menos como tal circuito), ya que utiliza elementos

eléctricos 1deales.

1.2.- OBJETIVOS Y PLAN DE TRABAJO.

Como se acaba de mencionar, el objetivo bédsico de este trabajo es la aplicacion
del método de redes a la simulaciéon de procesos de electrodo, mostrando su excelente
adecuacion a este tipo de procesos por su versatilidad, en cuanto al tipo de mecanismo
electroquimico a tratar y la incorporacién de modificaciones relativas a distintas
condiciones experimentales; a la alta precision que puede conseguirse en los resultados;
y, en tercer lugar, a la facilidad de utilizacién, tanto en el disefio del modelo en red
como en su simulacién mediante el programa PSPICE, que no requiere especiales
conocimientos matemadticos ni de programacion, al no tener que manipular ningun tipo
de ecuaciones del sistema.

Este objetivo general se constituye en dos fases, siendo la primera la elaboracién
de la red especifica de cada mecanismo de reaccidn, incluidas, claro es, las condiciones
de contorno e iniciales adecuadas a los sistemas reales; la segunda es la simulacién del
proceso dindmico del sistema electroquimico, en la que se constituye, como objetivo
previo y prioritario, la determinacién de criterios en la eleccién del reticulado de la zona
espacial (nimero y espesor de cada elemento de volumen) asociados a limites de error.
Pero tales criterios deberdn tener en cuenta no sélo la existencia de capas de difusion,
sino también la posible presencia de capas de reaccidon muy delgadas. Por ello, en el

capitulo III de la memoria, se justifica el circuito equivalente de un proceso de reaccion-
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difusién y, estudiando las soluciones analiticas de la ecuacidn diferencial y de la red de
un medio semiinfinito, asi como las fuentes de error, se establecen ventanas temporales
de simulacién asociadas a distinta precision, esto €s, los intervalos temporales en 1os que
los valores simulados tienen un error igual o menor al limite prefijado. Ademas, se
establece el reticulado de la zona espacial adecuado segin la precision deseada y se
analiza co6mo tener en cuenta y solventar las dificultades a que da lugar, en muchos
casos, la existencia de reacciones rapidas.

LLos objetivos especificos se centran en el estudio de esquemas reactivos
concretos, simulando unas condiciones de experimentacién determinadas. Asi, en el
capitulo IV, suponiendo condiciones cronoamperométricas, se simulan desde el proceso
elemental de transferencia de carga simple hasta éste con reacciones acopladas,
considerando mecanismos cataliticos de primero y segundo orden. Como excepto éste
ultimo, los demds esquemas tienen solucién analitica, hemos podido contrastar los
valores de la simulacién con los tedricos, permitiéndonos determinar la fiabilidad del
método y de los criterios de eleccién del reticulado, en funcion de la ventana de
simulacion y del limite de error elegidos. El1 mecanismo catalitico de segundo orden
ilustra sobre cémo implementar una reaccion de este tipo.

Condiciones de voltametria ciclica, que es una de las técnicas electroanaliticas
mds usuales, se consideran en el capitulo V, para transferencia de carga con y sin
acoplamiento de reacciones quimicas de primer y segundo orden, reversibles e
irreversible, y en donde se detalla la implementacion de las fuentes de potencial
controladas a que da lugar una variacién lineal del potencial de electrodo. Ademas, se

analiza el probema que originan distintos coefientes de difusion de las sustancias que
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intervienen en el proceso en consideraciéon, como es la distinta reticulacién espacial a
que dan lugar en cada una de las respectivas ramas, y el coste en tiempo de
computacién a que da lugar.

Para mostrar con mayor generalidad la versatilidad y unificacién de tratamiento
que supone el procedimiento que utilizamos, en el capitulo VI se propone un modelo en
red que engloba, bajo condiciones voltamétricas y entre otros, todos los esquemas
reactivos tratados anteriormente. Y, ademds,el esquema cuadrado, con y sin reaccion
cruzada, 1o que nos permite contactar con las dificultades de la computacion asociadas
a la simulacién de sus voltamogramas tedricos cuando dicho esquema presenta rigidez
(stiffness) matematica, debido a una capa de reaccion de espesor mucho menor que el
de la capa de difusién. Tomado el esquema cuadrado como test de eficiencia y precision,
se han reproducido las condiciones de simulacion fijadas por otros autores utilizando
otros métodos y se han contrastado sus resultados con los obtenidos mediante el método
de redes.

Finalmente, ademads de los capitulos I y VII, de presentacién y conclusiones, se
incluyen también, en el capitulo II, los aspectos tedricos y metodoloégicos que hemos
creido necesarios para poder enmarcar adecuadamente el trabajo que posteriormente se
desarrolla. Asi, se proporciona una aproximacion al comportamiento general de los
procesos de electrodo, planteando las ecuaciones de transporte asociadas a los mismos.
Se da informacién respecto a los planteamientos basicos de la Termodinamica de redes
que permiten construir el circuito equivalente de un modelo matematico dado. Por
altimo, puesto que la simulacién de los circuitos se realiza mediante el programa

PSPICE, también se incluye el esquema de funcionamiento de tal programa de
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simulacién de circuitos eléctricos.
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IL.1.- INTRODUCCION.

En este capitulo se pretenden describir las bases tedricas y metodologicas en que
se asienta el trabajo que en esta memoria s€ expone, consistente, en esencia, en
establecer el modelo en red de distintos procesos de eletrodo. Con método de redes, en
un sentido amplio, queremos designar el procedimiento que engloba tanto el establecer
el modelo en red asociado a un sistema, como su posterior simulacidn digital.

Establecer el modelo en red de cualquier proceso de electrodo requerira, en
primer lugar, de un acercamiento al comportamiento general de este tipo de procesos,
ya que la naturaleza de las reacciones de electrodo hace que presenten caracteristicas
especiales que no se hallan en las reacciones quimicas corrientes, lo que permitira
establecer las ecuaciones fundamentales de cada sistema.

Dado que la modelacién se realiza en base a la Termodinamica de Redes, es
también necesario dar una breve introduccién al método, que utiliza grafos lineales del
tipo redes eléctricas para establecer el modelo del sistema, en correspondencia con el
modelo matemadtico que lo describe.

En dltimo término, nuestra pretensién serd simular el modelo en red de cada
sistema o proceso. Para ello hemos utilizado el programa de simulacion de circuitos
eléctricos PSPICE, miembro de la familia de simuladores SPICE?2, del que daremos un

esquema de funcionamiento en el apartado 4 de este capitulo.
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IL.2.- PROCESOS DE ELECTRODO

I1.2.1.- CORRIENTE DE DIFUSION.

Los procesos de intercambio de carga cuya transferencia tiene lugar entre dos
fases, una de las cuales es un conductor electrénico, metal, y la otra un conductor
16nico, disolucién, se denominan procesos de electrodo, y agrupan el conjunto de
cambios que acompaian a dicha transferencia.

La interfase metal-disolucién viene caracterizada por un gradiente de potencial
que da lugar a una redistribucién de la carga, responsable de la estructura de la doble
capa electroquimica [1]. La reacciéon que se produce en esta interfase se llama reaccion
de electrodo, y puede agrupar varias etapas, entre las que debe estar la transferencia de
carga correspondiente a la etapa en que la carga pasa de una fase a otra, y en ella
participan los constituyentes de las dos fases.

Las ecuaciones que gobiernan estos procesos expresan la concentracion de las
especies en disolucién como una funcién del tiempo y de otras variables, en forma de
ecuaciones diferenciales. Fundamentalmente, son ecuaciones de transporte de las
especies (difusién, migracién y conveccién), pero pueden complicarse con procesos
quimicos que tengan lugar heterogéneamente (en la superficie del electrodo), como es
el caso de las reacciones electroquimicas, u homogéneamente (en la disolucién), como
es el caso de las reacciones quimicas. Por ello es conveniente separar mentalmente los

diversos procesos en términos que se suman
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i =T +T. +...+T (2.1)
at 1 2 n

donde los subindices se refieren a los diferentes procesos que contribuyen a los cambios
en la concentracion.

Aqui supondremos que el sistema a estudiar verifica las condiciones necesarias
para que los efectos producidos por los transportes mediante migraciéon y conveccion
sean despreciables [2] y, por tanto, los términos en la ecuacién (2.1) consecuencia de
estos procesos podran ser eliminados.

Los procesos de difusién estdn gobernados por la primera ley de Fick, que afirma
la proporcionalidad entre el flujo de soluto y el gradiente de concentracién, cambiado
de signo. Suponiendo una difusién monodimensional en la direccidén del eje X, esta ley

puede escribirse como
f.= — = -AD -~ (22)

donde D es una constante de proporcionalidad llamada coeficiente de difusiéon, m es el
nimero de moles y A es el drea de la seccidn transversal. En consecuencia, si existe un
gradiente de concentracién en la interfase electrodo/electrolito, existird alli un flujo de
materia via la transferencia electrénica.

Las especies electroactivas se difunden hacia el electrodo, y dan lugar a nuevas
especies. La corriente eléctrica, i, que fluye es, por ello, 1gual al flujo molar multiplicado
por el nimero de electrones transferidos por cada molécula o 16n, n, y la constante de

Faraday,
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. dc
I = nFAD | — (2.3)
ox |,

para una corriente de reduccion. Asi, la corriente y el flujo son equivalentes, y podran

ser expresados simplemente en términos del gradiente de concentracidn.

I1.2.2.- CINETICAS HOMOGENEA Y HETEROGENEA.

[LLas reacciones homogéneas son reacciones quimicas que no dependen
directamente de la interfase electrodo-electrélito, sino que tienen lugar dentro de la fase
correspondiente al electrélito. Esto conduce a cambios en la concentracién de los
reactantes y/o los productos, y puede tener efectos muy marcados en la dindmica de los
procesos electroquimicos. De hecho, la potencial real de la simulacién digital reside en
su capacidad para predecir las relaciones corriente-potencial-tiempo cuando los
reactantes o productos de una reaccion de electrodo participan en una reaccidn quimica.
La existencia de tal o tales reacciones quimicas frecuentemente da lugar a ecuaciones
diferenciales cuyas soluciones son dificiles de obtener por métodos ordinarios. Mediante
la simulacién, sin embargo, se pueden predecir los efectos de cualquier namero de
reacciones quimicas. Para tener en cuenta los cambios de concentracién a que dichas
reacciones dan lugar, habrd que incluir en la ecuacion (2.1) los términos cinéticos
adecuados, cuya expresion dependerd del tipo de reaccidon quimica presente en el
proceso. En el mds simple de los casos, para una sustancia generada de forma muy
rapida y que decae en la disolucién por una reaccién de primer o segundo orden, el

término cinético vendra dado, respectivamente, por
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dac
T =|—| = -kc (2.4)
[ar ] ‘
0
T =[9) = -2k (2.5)
ot |

que serd sumado a los términos de transporte. Sea, por ejemplo, la reaccién

electroquimica

A +ne” =B (2.0)

seguida de un decaimiento del producto B. Si €ste es de primer orden y el proceso de
difusion es monodimensional tendremos dos ecuaciones ( donde ¢, y ¢ denotardn las
concentraciones de A y B, respectivamente, y D, y D, sus correspondientes coeficientes

de difusidn)

2
9% _ . 9% (2.7)
ot A Ox2
ac, d’c,
_ _ 2.
o D G =

Existe una gran variedad de reacciones como €sta, entre las que se Incluyen la
dimerizacién, la desprotonacién y reacciones de tipo catalitico, que pueden preceder o
seguir a los pasos electroquimicos.

Por otra parte, en las células electroquimicas reales, la corriente neta que fluye
serd, a menudo, determinada parcialmente por la cinética de la transferencia electrénica
entre el electrodo y la especie electroactiva en disolucion. Esta es la llamada cinética

heterogénea ya que estd referida a la interfase en lugar de a la disolucién. En tales casos,
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la corriente se obtiene de las expresiones de Butler-Volmer que relaciona la corriente
con el potencial en el electrodo [3]. Asi, en un proceso de electrodo dado por la
ecuacién (2.6), con concentraciones en la interfase electrodo-electrélito c,, y cpy,
respectivamente, la corriente positiva o de reduccion, i, (la que entra en el electrodo, es
decir, los electrones lo dejan, lo que se corresponde con la reaccidon (2.6) de 1zquierda

a derecha o de reduccién) estd relacionada, entonces, con el potencial E por [4]

- ;
i, = nFAc, k,exp| - ant’ p_po)| (2.9)

/ | RT |

siendo A el drea del electrodo, k£, una constante de velocidad heterogénea estandar, o el
llamado coeficiente de transferencia, que varia entre 0 y 1, y E’ el potencial estandar del

sistema. Para la corriente inversa (oxidacion), i,

i = -nFAcB,Okhexp[(l —a)%l;(E -E®) (2.10)

Ambos procesos pueden ocurrir simultineamente. La corriente es, entonces, la suma
(i-+i,), y esto, teniendo en cuenta la ecuacidon (2.3), determinard los gradientes de
concentracion en el electrodo para estos casos. Sin embargo, si la reduccién es muy
rdpida, puede ser mds fdcil hacer la suposicién de una reversibilidad completa o

equilibrio electroquimico para un potencial dado E. La ecuaciéon de Nernst puede

entonces ser aplicada,

E=Eg° - BT || “Bo (2.11)
nkF Cio

o bien, en la forma utilizada para computacion
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Cao nk \
= = exp|—(E-E (2.12)
Cpo RT )

En los experimentos reales se perturba el equilibrio de un sistema electroquimico
por distintos procedimientos, siendo uno de los mas frecuentes la variacion de potencial
en el electrodo. Por ello, en la simulacién de tales experimentos habrd que tener en
cuenta la variaciéon temporal de dicho potencial, que deberd reflejarse en la
implementacion de la ecuacién (2.12).

Las senales de potencial controladas que se pueden aplicar a un sistema

electrédico son muy variadas. El método mds sencillo consiste en la aplicaciéon de un
pulso de potencial al electrodo y registro de la corriente resultante en funcién del
tiempo. El procedimiento se conoce como cronoamperometria. A un tiempo dado, una
vez cargada la doble capa electroquimica, el potencial de electrodo toma un valor
determinado, que permanece estable, y la corriente medida disminuye, de acuerdo con
la variacion de la concentracidén de la especie electroactiva junto al electrodo. En el caso
de reacciones de electrodo rapidas, la disminucién de la corriente faradaica es
importante, y la intensidad varia rdpidamente con el tiempo bajo la influencia de la
difusién. Cuando la reaccién de transferencia de carga estid acoplada a una reaccion
quimica, ésta podrd afectar a la cinética global, por lo que las ecuaciones
correspondientes deben incluir la velocidad de la reaccién quimica.

La variacién de potencial en el método cronoamperométrico s€ muestra en la

Figura 2.1
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E(-)

Figura 2.1

donde la especie que reduce no es electroactiva al potencial E,, pero si lo es al potencial

E,, es decir,

E =E V¢t (2.13)

2

La 1mposicion al electrodo de una variacién lineal del potencial y la
determinacién de la corriente correspondiente, permite obtener directamente la curva de
intensidad de corriente-potencial. El método se denomina voltametria. Las curvas de
intensidad-potencial aportan una primera informacién acerca del proceso de electrodo
en estudio, permitiendo conocer la reversibilidad del mismo y examinar las etapas en
que se desarrolla. También se puede aplicar al electrodo una variacién lineal ciclica de
potencial, de forma que el potencial vuelve a su valor original. Este método se conoce
con el nombre de voltametria ciclica, que tiene gran interés por sus numerosas
aplicaciones,y es muy Util para estudiar los productos de la reaccién y detectar la
presencia de intermedios.

Cuando el método electroquimico es el voltamétrico, la variacién de potencial

con el tiempo es de la forma
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Figura 2.2
es decir,
E=E. - vt (2.14)

para voltametria lineal, y para voltametria ciclica,

E(-)

L t

Figura 2.3

es decir,

E=E‘.-vt t <1,
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E = Ei + VvVt - 2,vtJL t, <t < 2[1 (2.15)

donde E; es el potencial inicial, v la velocidad de barrido de potencial y ¢, es el tiempo

en el que se produce la inversién de potencial.

I1.2.3.- CAPA DE DIFUSION.

En la simulacién digital de procesos electroquimicos son fundamentales los
conceptos de capa de difusién y capa de reaccién. Introduciremos, en primer lugar el
concepto de capa de difusién, imaginando un tubo largo y delgado, limitado en una parte
por un electrodo y lleno con un electrolito y una sustancia electroactiva de concentracién

inicial ¢,, como muestra la Figura 2.4 [4].

Figura 2.4

Situamos el electrodo en x=0 y en el otro extremo el contraclectrodo, a una
distancia lo suficientemente grande como para que no tenga influencia sobre nuestro
proceso. Si aplicamos en =0 un potencial tal que la especie electroactiva reaccione en

el electrodo con una rapidez infinita ( esto es, su concentracién en el electrodo se fuerza
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a tomar valor cero), habra flujo de materia hacia el electrodo por difusion que causara
una disminucién de concentracién en la disolucién cerca del electrodo. Esta regién de
baja concentracion se expandird, desde el electrodo, con el tiempo. Matem4ticamente,

el proceso se describe por la ecuacion de difusidon

2
dc _  d% (2.16)
ot ox 2
con las condiciones de contorno
t<0: ¢ =c, Wx
20: c¢=0 x=0 (2.17)
vV t. c=c, X—>oo
cuya solucién viene dada por:
c(xt) = c, erf " (2.18)
2VDt

En los experimentos electroquimicos se desea, usualmente, obtener la corriente,
y ya que la corriente y dc/dx en x=0 estdn relacionadas mediante la ecuacién (2.3), lo

que necesitamos conocer es (dc/dx),_,, esto es, de (2.18),

e
(_a_cL =__ b (2.19)
ox VDt
La funcién erf es la funcién de error, para la que existen tablas [5], y que puede ser,

ademas, computada con relativa facilidad. La solucién, ecuacién (2.18), se muestra en
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la Figura 2.5 para diversos valores crecientes de ¢.

Figura 2.5
Estos son los perfiles de concentracion que verifican la vision intuitiva de lo que debe
ocurrir. Notemos que el gradiente de concentracién en x=0 decrece con el tiempo. La
funcién de corriente decrece con la raiz cuadrada del tiempo, ecuacién (2.19). Si, para
un valor particular de ¢, se desea conocer la corriente, podemos incluir ¢,, D y ¢ en esta
ecuacion y obtenerla de la ecuacién (2.3).

De la Figura 2.5, es claro que se puede definir una distancia que corresponda,
aproximadamente y para un tiempo dado, con la distancia a la cual tienen lugar la mayor
parte de los cambios en la concentracién. Elegiremos esta distancia, 0, como se muestra
en la Figura 2.6, por la continuacién de la curva del gradiente de concentracién en x=0

hasta c,.
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> X
Figura 2.6
Ya que esta linea tangente tiene por ecuacion
C,X
c = (.a_cl x =7 (2.20)
ox - tDt
O puede ser obtenida sustituyendo c=c, y x=90, lo que nos da
5 = xDr (221)

De acuerdo con lo anterior puede afirmarse que, en cualquier instante, s6lo en

una zona de espesor unos pocos O existirdin cambios de concentracién dignos de ser

tenidos en cuenta.

Aunque d se ha obtenido en base a un caso concreto, el concepto de capa de

difusién y la estimacién de su espesor 0 proporcional a VDt se puede generalizar. De

hecho, en cualquier experiencia electroquimica el control se ejerce sobre la célula via

el electrodo, es decir, se aplica un potencial o una corriente al mismo. Para cualquier

perturbaciéon en x=0, el efecto serd siempre observable despué€s de un intervalo de

tiempo determinado, sobre una distancia de unos pocos 0, independientemente de la



I1.- Aspectos tedricos y metodolégicos. 22

naturaleza precisa de la perturbacién. La distancia 0 da, entonces, una buena guia de la

zona de la disolucién que debe ser considerada a la hora de simular el proceso.

I1.2.4.- REACCIONES QUIMICAS HOMOGENEAS ACOPLADAS. CAPA DE

REACCION.

En el estudio general de los procesos electroquimicos resulta que las reacciones
electroquimicas simples (la especie A acepta o dona n electrones en el electrodo y se
convierte en B) es la excepcion a la regla general. En la mayoria de los casos hay
reacciones quimicas que tienen lugar en la disolucién, con una o varias etapas, y que
preceden o siguen a la transferencia electrénica, incrementandose, logicamente, la
complejidad del proceso.

Los mecanismos en que se encuentras implicadas reacciones quimicas han sido
clasificados asigndndoles una nomenclatura. Esta consiste, en su mayor parte, en una
cadena de letras C, para reaccion quimica, y E, para electroquimica, en el orden en que
se suceden. Asi, una reaccion CE es una reaccidn quimica seguida de una
electroquimica, EC es el mecanismo inverso, y asi sucesivamente. Hay otras reacciones,
dificiles de encuadrar en estos términos: DISP (desprotonacién) y DIM ( dimerizacidn,
también denotada por EC, [6]).

Las reacciones homogéneas pueden ser, ademds, de diferentes ordenes, aunque
la mayoria son de primer y segundo orden, siendo éstas ultimas las causantes de algunos
de los problemas matematicos mds complicados en la simulacion de los procesos.

La presencia de reacciones quimicas tiene como primer efecto la suma de los

términos cinéticos a las ecuaciones de difusién, términos estos que logicamente deberan
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ser tenidos en cuenta en la simulacién digital del proceso en cuestion.

Otro efecto es el aumento del nimero de especies cuyas ecuaciones de difusion
deben ser simuladas en paralelo. Como sefiala Britz [4], los programas de computacion
utilizados normalmente requieren de un nimero igual de elementos de concentracion,
pero si los coeficientes de difusién no son los mismos para todas las especies, los
valores para los pardmetros de discretizacién serdn diferentes para cada una de las
especies envueltas en el proceso. Esta complicacién es obviada, a menudo, tomando
coeficientes de difusién aproximadamente iguales para todas las especies; pero si se
quieren medir constantes de velocidad de un determinado mecanismo con una exactitud
razonable, esta suposicién no refleja la realidad. Hay, tambi€n, como consecuencia del
nimero de especies, una mayor nimero de relaciones interfaciales entre las especies, lo
cual, de hecho, acopla todas las ecuaciones de difusion.

Con reacciones quimicas muy rdpidas, se tienen diversas fuentes de
problemas. En este tipo de reacciones las especies estdn presentes inicialmente pero
decaen rdpidamente via una reaccion rdpida, lo que hace que haya concentraciones muy
pequeiias de ellas durante el tiempo de observacién, causando problemas de precision
numérica. Si estdn incluidas diversas especies, en el mecanismo a estudiar, con
constantes de velocidad muy diferentes, entonces, a veces, €s posible eliminar alguna de

ellas y simplificar el mecanismo y su estudio.

La més seria de las complicaciones asociadas a estas reacciones aparece cuando
una especie importante para el esquema sélo estd presente en o cerca del electrodo.
Consideremos el mecanismo EC, ecuaciones (2.7) y (2.8): la especie B, ausente
inicialmente, se produce en electrodo por la reaccién electroquimica, pero reacciona

quimicamente para dar una nueva especie. Se formard asi una capa de disolucién cerca
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del electrodo, que contiene a B. Al igual que se asigné una capa de difusion para la
especie A de espesor caracteristico VrDt, se puede asignar una capa caracteristica para

la especie B, llamada capa de reaccién, de espesor u [4]:

D (2.22)
H = | —
\ k

para una reaccion de decaimiento de primer orden.

En las reacciones rdpidas u serd mucho menor que la capa de difusidn, lo que
puede originar dificultades a la hora de computar perfiles de concentracion en dicha
capa, pues un nimero suficiente de puntos de computacion en la misma puede originar
un aumento inaceptable de tiempo de CPU. Los problemas se agravan caso de existir
diversas reacciones con constantes de velocidad muy diferentes (son los llamados

sistemas stiff). Mds adelante se comentard como hemos resuelto estos problemas.

I1.3.- TERMODINAMICA DE REDES.

11.3.1.- INTRODUCCION.

El tratamiento de sistemas dindmicos complejos, cuyo comportamiento Como una
funcién del tiempo es importante, resulta particularmente complicado por la diversidad
de procesos que, generalmente, se manifiestan de forma simultanea y el elevado namero
de variables que hay que considerar. En el estudio de muchos de estos sistemas estéd
teniendo una importancia cada vez mayor la elaboracion de un modelo y su posterior

simulacién como medio de obtener mayor informacion sobre el comportamiento del
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sistema, lo que permite profundizar en su comprension y manipulacién. Esto se lleva a
cabo, en primer lugar, desarrollando un modelo conceptual del sistema real, es decir una
descripcién del mismo basada en la informacién disponible relativa al sistema. El
segundo paso es la plasmacién del modelo conceptual en términos cuantitativos, cuando
ello es posible, 1o que conduce al modelo matematico expresado por una o varias
ecuaciones, generalmente diferenciales, que expresan las relaciones entre las variables
de entrada y salida del sistema. Tales ecuaciones se obtienen, basicamente, a partir de
las leyes fisicas del proceso, o bien en otros casos, mediante el andlisis estadistico de
los datos experimentales. La tercera etapa la constituye la simulacion o ejecucion
mediante ordenador del modelo matematico, permitiendo la comparacién de los valores
simulados con los datos empiricos y, en funcién de las discrepancias observadas, mejorar
el modelo matemadtico e, incluso, el conceptual. Ademds, posibilita trabajar con el
modelo para valores de las variables fuera del intervalo normal de experimentacion. De
todo ello se deduce su importancia en la comprension cuantitativa de los sistemas
complejos.

En todo lo que antecede, el punto central del modelado y simulacion reside en
el modelo matematico, frecuentemente de gran complejidad. En cambio, el método de
sintesis denominado Termodindmica de Redes centra su atencion en el modelo en grafo

del sistema, alternativo al modelo matemadatico, que no s6lo puede generarlo

algoritmicamente, sino que también suministra mayor informacion que €ste al incorporar
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Segiin Mikulecky [8], la Termodindmica de Redes (Network Thermodynamics),
en su mds estricto sentido, es "una extensién del método termodindmico que hace uso
de conceptos topolégicos, principalmente teoria de grafos, para incluir la estructura o
morfologia de un sistema en sus propiedades termodindmicas”. Como resultado de la
combinacién de la Termodindmica con métodos topolégicos, la Termodindmica de Redes
es independiente de la teoria de redes eléctricas, por lo que no se trata de una version
de "circuitos equivalentes" o de "modelos analégicos de computacion”, dado que, aunque
hay obvias similitudes, su alcance y profundidad va maés all4 que dichos planteamientos.
Sin embargo ello no implica negar la gran contribucién que han representado para este
método los enormes progresos realizados en el tratamiento de la redes eléctricas, de las
que ha tomado su simbologia, y que en su sentido mas amplio, podria considerarse como
un caso especial dentro del alcance de la Termodindmica de Redes.

Surgida en la década de los setenta, a partir de los trabajos de Oster, Perelson
y Katchalsky [9, 10], por un lado y Peusner [11], por otro, se propicié en la busqueda
de dos objetivos diferentes, aunque no explicitamente diferenciados en las publicaciones
al respecto. Uno era tratar de dotar a la Termodindmica de una estructura matematica
similar a la teoria de sistemas dindmicos. El otro se conectaba con la dificultad que
presenta el estudio de sistemas dindmicos altamente organizados mediante la
Termodindmica de Procesos Irreversibles, como consecuencia de existir fen6menos no
estacionarios, frecuentemente no lineales, y la practica imposibilidad de tener en cuenta,
en su descripcién analitica, la estructura compleja del sistema, que influye notablemente

en su comportamiento.

Ciertamente no se partia de cero, dado que existian una serie de contribuciones
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que, si bien en otros campos y con otras perspectivas, fueron determinantes a la hora de
establecer este método. Asi, la gran exactitud obtenida en la descripcion del
comportamiento dindmico de sistemas continuos mediante la utilizacion de redes
anal6gicas y la comprobacién posterior de que ello no era accidental, sino una
consecuencia natural de la subyacente unidad de la estructura matematica de las redes
y la teoria de campos, al demostrar Branin [12] que la estructura operacional de la teoria
de grafos lineales y del cdlculo vectorial eran idénticas. También Trent [13] demostro
que se puede establecer un isomorfismo entre un sistema fisico y un grafo lineal,
mientras que Meixner [14], considerando una red elé€ctrica como sistema termodinamico,
mostraba la posibilidad de deducir de las ecuaciones de la red mediante una adecuada
aplicacién de la termodindmica del no equilibrio, asi como representar el
comportamiento de un continuo material, asiento de un proceso irreversible, mediante
una red apropiada, al menos cuando las desviaciones respecto del estado de equilibrio

no fuesen demasiado grandes. Oster y Deosder [15], en base a la i1gualdad de los

fundamentos topolégicos de la teoria de redes y del cdlculo vectorial, es decir, del
isomorfismo estructural entre las descripciones discreta y continua, que permite
profundizar en la estructura de los sistemas dindmicos, sefialaron la posibilidad de que
las potentes técnicas de la teoria de grafos y de redes pudieran ser puestas a contribucion
del andlisis termodindmico de estructuras biolégicas complejas.

En la Termodindmica de Redes, asi surgida, los efectos disipativos, de
almacenamiento y de conversién energética en un sistema, se incorporan a la geometria
del grafo, que junto con su topologia, que incluye las leyes de conservaciéon y

continuidad que se pueden ahora denominar leyes de flujo y de fuerza de Kirchhoft,
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definen al sistema completamente. El lenguaje de la Termodindmica de Redes permite
elaborar modelos de sistemas que satisfacen las leyes termodindmicas, que tienen en
cuenta los procesos e interacciones que se suponen son bdsicos en el fendmeno real y
que, en definitiva, proporcionan su estructura dindmica esencial.

Sin embargo, dado que este tratamiento no aporta ningun aspecto fisico
sustancialmente nuevo, y disponiendo del potente bagaje termodindmico, puede
plantearse su necesidad o utilidad. En una perspectiva general, la respuesta podria
reducirse a una cuestién de conveniencia, ya que la utilizacién de un lenguaje apropiado
es a menudo un paso decisivo a la hora de formular y resolver un problema. Pero desde
un punto de vista mds concreto, resulta que el proporcionar una representacion grafica
de los proceso que acontecen en el sistema, ademds de proporcionar obvias ventajas
intuitivas, revela el papel de la topologia del sistema en su comportamiento dinamico,
hasta el punto de que caracteristicas de sistemas dindmicos previamente consideradas
como restricciones energéticas, pueden ser clasificadas mas apropiadamente como
"ligaduras topolégicas" y, como tales, consecuencia de la estructura del sistema [7]. Por
otra parte, las ecuaciones dindmicas pueden ser generadas algoritmicamente del modelo
en red, de modo que los diagramas pueden considerarse realmente como una notacion
alternativa de dichas ecuaciones conteniendo, incluso, informacién adicional al
especificar la topologia del sistema (distintas estructuras pueden dar lugar a las mismas
ecuaciones). Y el que, a partir del modelo en red puedan ser generadas las ecuaciones
dindmicas, no importa si lineales o no lineales, ni la complejidad del sistema, plantea
la posibilidad de disefiar programas de ordenador que, aceptando los grafos como

entradas sean capaces de computar el comportamiento dindmico directamente del
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modelo, sin tratar con las ecuaciones diferenciales explicitamente. En la mayoria de los
casos la complejidad del sistema impide soluciones analiticas, resultando mas facil tratar
directamente con la representacion grafica, mucho maés intuitiva.

En definitiva, y en funcién de la utilizacién que aqui se hace, la Termodindmica
de Redes puede considerarse como un tratamiento de sistemas dindmicos mediante
grafos lineales dirigidos, tipo redes eléctricas, que permiten visualizar su estructura
dindmica, y especialmente adaptado al andlisis de proceso termodindmicos complejos
por existir conversiones energéticas, acoplamientos, no linealidades, ser dependientes del

tiempo y tener lugar en medios heterogéneos.

I1.3.2.- VARIABLES DINAMICAS.

La aplicacién de la Termodindmica de Redes en el diseio de un modelo
representativo de un sistema o proceso fisico requiere, por una parte, la introduccion
previa de algunos conceptos y el simbolismo a utilizar, y por otra, establecer la
estructura operacional necesaria para el andlisis del problema. A ello dedicamos los
comentarios que siguen.

Dado un sistema, a cada modo de interaccion de €ste con el medio se le designa
como una puerta energética, de modo que puede hablarse de una puerta térmica,
mecdanica, eléctrica, etc. Si el sistema y el medio interactian mediante una determinada
puerta energética, su interaccién implica una transferencia energética o de potencia.
Tomando como referencia la transferencia de potencia, €sta viene expresada por el

producto de dos variables, denominadas usualmente flujo, J, y fuerza X, magnitudes
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medibles que se consideran variables dindmicas bdsicas. Tales variables pueden
identificarse a partir de la descripcién termodindmica del proceso. Las fuerzas pueden
considerarse relacionadas con la diferencia de otras magnitudes, que suelen llamarse
potenciales, @, por analogia con el potencial eléctrico. Tal modo de interaccion puede
representarse, en el caso mds simple, por una monopuerta, es decir un elemento con dos
terminales al que se le asocian las variables flujo y fuerza, tal que el flujo es el mismo
en cada terminal, y la fuerza es la diferencia de potencial entre sus extremos. Las
monopuertas pueden considerarse versiones matematicas idealizadas de componentes
reales de un sistema o de los subsistemas en que €ste pueda dividirse, o bien utilizarse
para representar determinados efectos fisicos.

Al analizar un sistema dindmico mediante la Termodindmica de Redes se
subdivide mentalmente en subsistemas homogéneos y cada uno de ellos, a su vez, es
separado, conceptualmente en partes, en base a los procesos reversibles o irreversibles
que puedan coexistir. Los subsistemas reversibles, se supone, almacenan energia sin
pérdida, mientras que los irreversibles disipan energia sin almacenarla. Cada uno de
estos subsistemas se identifica con una puerta energética. Esto da lugar, en los casos mas
sencillos, a disponer de una serie de monopuertas que Serd preciso conectar para
disponer de un modelo grifico del sistema, es decir, un conjunto de lineas o ramas, un
conjunto de vértices o nudos, y una ley de asociacién de las ramas a los distintos pares
de nudos, es decir, un grafo. En cada monopuerta se asocia, bien arbitrariamente, bien
fisicamente, un sentido al flujo, representdndolo mediante una flecha, resultando asi una

red, es decir, un grafo dirigido en el que las ramas estan asociadas. Pero para que tal red

represente un cierto sistema dindmico, en la Termodinamica de Redes se imponen las
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ligaduras topolégicas de que las variables dindmicas obedezcan las leyes de Kirchhoff,
que no son mas que otra forma de expresar las condiciones de conservacién y
continuidad. Asi a las variables de flujo se les exige el requerimiento de su conservacion
a través de los limites de los subsistemas, es decir que obedezcan la ley de corrientes
de Kirchhoff, por lo que se las denomina variables LCK. Las variables fuerza vendran
definidas con la condicién de que sean funciones unicas y continuas de la posicién a
través de los limites, esto es, que satisfagan la ley de voltajes de Kirchhoff, por lo que
reciben €l nombre de variables LVK. De este modo se asocia a los elementos del grafo
o de la red dos cstructuras algebraicas independientes: un conjunto de flujos que
obedecen a una ley de conservacién local (LCK) y un conjunto de fuerzas que satisfacen
una condicidn de unicidad (LVK).

En consecuencia, cada monopuerta tiene asociada dos variables, una de ellas,
variable LCK, y la otra, variable LVK. Desde un punto de vista mis abstracto, una
monopuerta puede definirse como una funcién que asigna a una variable LCK, una
variable LVK, llamdndose ecuacion constitutiva a la relacion que dicha funcién establece
entre dicho par de variables. En este sentido, 1o esencial en cuanto a las variables que
caracterizan una monopuerta es el ser variables LCK y LVK, y no que su producto tenga
necesariamente dimensiones de potencia. Por tanto, las propiedades puramente
topolégicas de una red estdn relacionadas con las leyes de Kirchhoff, mientras que las
propiedades geométricas estin conectadas con las relaciones constitutivas.

Las propiedades topoldgicas dependen unicamente de la asignacién de las
conexiones entre los diferentes puntos, o de las posibles combinaciones de trayectorias

que unen un nudo dado con otros nudos. Son independientes de las medidas y, desde
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un punto de vista topolégico, dos grafos serdn iguales o isomorfos si las asociaciones
de vértices y ramas son las mismas. Las propiedades asociadas a las medidas son las
geométricas. Dos grafos son iguales geométricamente si los potenciales y flujos de cada
punto y rama correspondiente son iguales para cualquier conjunto de valores que puedan
ser elegidos para los flujos o las fuerzas, 1o que requieren que deban ser especificas las
relaciones constitutivas. LLas propiedades topoldgicas de un sistema o de un proceso
fisico estdn relacionadas con la estructura légica de la teoria, mientras que las
propiedades geométricas estardn relacionadas con la fenomenologia. Las propiedades
geométricas de la red, es decir, sus caracteristicas métricas, se siguen de las relaciones
constitutivas. Las propiedades topolégicas de una red representativa de un proceso o
sistema fisico se obtienen de las leyes de Kirchhoff, por los que se podria hablar de
redes kirchhoffianas. De hecho, dichas leyes constituyen una serie de restricciones
lineales en los valores instantdneos que pueden tomar los flujos y las fuerzas y, dado
que estas limitaciones dependen tnicamente del modo en que se conecten los elementos
de la red, las leyes de Kirchhoff pueden considerarse como ligaduras topologicas.
Dichas ligaduras, ademds de implicar la conservacion y continuidad de flujos y
fuerzas, respectivamente, dan lugar al denominado teorema de Tellengen, aplicable a
cualquier tipo de red, lineal o no lineal, pasiva o activa, que establece que la suma

extentidad a todas las ramas de una red del producto de fuerzas y flujos en cada una de

ellas es cero:

EX‘JE = () (2.23)

y que admite una inmediata interpretacion en conexion con la conservacion de la energia
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o la potencia, lo que evidentemente no es un resultado fisico nuevo, pero si es
importante, como sefiala Peusner [11], el hecho de que para establecer la ecuacion (2.23)
no se necesita hacer uso de las relaciones constitutivas, que son propiedades

geométricas, sino que se asienta exclusivamente en las leyes de Kirchhoff para flujos
y fuerzas, que son propiedades topoldgicas.

Para describir el comportamiento dindmico de un sistema, ademdas de las
variables flujo y fuerza, es a veces necesario disponer de las variables denominadas

momento, p, y desplazamiento, g, definidas mediante las expresiones diferenciales:

dp(t) = X(¢) dt (2.24)

dg(t) = J() dt (2.25)

Si la potencia viene definida por el producto de las variables flujo y fuerza, la energia

sera:

E(f) = fP(t)dt . fX(t)J(t)dt (2.26)

o bien, introduciendo las variables p o g:

E®f) = fX(r)dq(r) = fj(r)dp(z) (2.27)
El momento, p, y el desplazamiento, g, son variables LVK y LCK,
respectivamente, si asi lo son X y J, y estas cuatro variables son los anicos tipos que se
necesitan para modelar un sistema fisico dinamico. Sin embargo, la energia no puede
ser evaluada mediante las expresiones (2.25) o (2.26), a menos que se conozcan las
relaciones entre las variables del integrando. Es decir, antes de que las variables J, X,

g, p, se puedan utilizar para describir el comportamiento de un sistema real, se deben
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introducir las propiedades fisicas del sistema, mediante las llamadas relaciones

constitutivas.

I1.3.3.- MONOPUERTAS BASICAS.

Las monopuertas pueden clasificarse en dos grupos bien diferenciados. El
primero es €l de monopuertas pasivas, que representan disipaciéon o almacenamiento
energético, pero no generacion de potencia. El segundo, es €l de las monopuertas activas
o fuentes. Las monopuertas pasivas, a su vez, pueden clasificarse en tres tipos,
dependiendo del tipo de relacion existente entre las variables LCK y LVK asociadas.

Monopuerta resistiva, que es un elemento en el cual las variables fuerza y flujo

de una misma rama estdn relacionadas por una funcién independiente del tiempo:

X(H)=F (J) (2.28)

Una monopuerta resistiva o resistor representa efectos disipativos (resistencia eléctrica,
amortiguadores mecanicos, reacciones quimicas, etc) en el sistema, de modo que en €l
se produce una creacidon de entropia. Ademads, no tiene "memoria’, esto €s, no almacena
o integra nada en el tiempo, asi que su accién es instantidnea. Cuando la funcién Fj
representa una dependencia no lineal, el resitor es un elemento no lineal. Para

caracterizar la relacién constitutiva (2.26) se puede definir la resistencia, R, mediante:

B % _ ‘Z’]R (2.29)

En el caso de que F; sea una funcién lineal, R es una constante y, para resistores
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disipadores de energia, es decir resistores pasivos, R es positiva. Por tanto, para una

resistencia Ohmica:
X
X=RJ Yy R=.7. (2.30)

El hecho de que R sea positiva es una restriccién impuesta por el segundo principio de

la Termodindmica. Segin el mismo:

Y XJ, 20 (2.31)

y haciendo uso de la ecuacidon (2.27), resulta que:

Y XFrX) 20 (2.32)
que es una significativa restriccién sobre la forma de Fj. En el caso de una monopuerta
resistiva lineal, la condicién (2.31) exige que R>0. La representacién simbodlica que
utilizaremos es la eléctrica ( Figura 2.7.a)

La monopuerta capacitiva es un elemento en el cual las variables fuerza y
desplazamiento de una misma rama estdn relacionadas por una funciéon no dependiente

del tiempo:
g=F (X) (2.33)

Tal elemento almacena y entrega energia sin pérdidas, de modo que no suministra
informacidn en relacidén con efectos irreversibles que pudieran tener lugar. Por otra, tiene
"memoria", es decir, su estado representa el resultado de todas las operaciones llevadas
a cabo sobre €l en el pasado y no puede cambiar instantdneamente. Es una idealizacion

de procesos que dan lugar a una acumulacién energé€tica o de componentes Como
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condensadores eléctricos, acumuladores, etc. Una forma alternativa de expresar la

relacién constitutiva (2.33) es introduciendo la capacidad, C, definida por:

c=ﬂ= ar, (2.34)
dX dX

que resulta ser constante cuando la dependencia (2.33) es lineal. En este caso,

C (2:33)

|

3
X

Figura 2.7

De (2.34) también se puede escribir,
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dt dt
que segun (2.25), resulta:
o (2.37)
dt

Su simbolo representativo es también el eléctrico (Figura 2.7.b)

La monopuerta inercial o inductiva surge cuando la relacién se establece entre

las variables flujo y momento de una misma rama:

p=F,(J) (2.38)

Se utiliza para modelar efectos de inductancia en sistemas eléctricos o efectos de masa
o inercia en sistemas mecdnicos o fluidos. Es también, un elemento acumulador de

energia, definiéndose la inductancia, L, como:

L=£=dFL (2.39)
dX dJ
de la que
e A A (2.40)
dt dt

y teniendo en cuenta (2.24),
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O e (241)
dt

Su simbolo, al igual que las dem4s monopuertas, es el eléctrico (Figura 2.7.c)

Los procesos de almacenamiento y disipacidon de energia se originan,
normalmente, en cada punto del sistema, pero, como ya se ha dicho, los elementos R,
C y L se consideran, conceptualmente, como subsistemas separados, que s€ comunican
energéticamente mediante enlaces ideales de energia, es decir, conductores de resistencia
nula.

En cuanto a las monopuertas activas es preciso mencionar las fuentes de fuerza
y de flujo. Los caso mas sencillos son las fuentes constantes, en el que las relaciones
constitutivas toman la forma F(J)=0 y Fx(X)=0 para las fuentes de flujo y fuerza
constante, respectivamente, y que se simbolizan en la figura 2.7.d). Las fuentes
dependientes, o controladas, de flujo y fuerza son elementos de entradas multiples con
una unica salida que corresponde a un flujo o una fuerza que dependen de otros flujos
o fuerzas de distintas ramas o circuitos, y que van a permitir especificar acoplos
energéticos de distinto tipo. Su representacion grafica viene dada en la Figura 2.7e.

De la simbologia utilizada, es evidente que de las dos notaciones alternativas
utilizadas en la Termodindmica de Redes, bond graphs y grafos lineales, en este trabajo
vamos a seguir la segunda, lo que permite utilizar las avanzadas técnicas empleadas en
la teoria de circuitos eléctricos.

Definidos los elementos de circuito basicos, el paso siguiente es abordar los dos

los dos problemas centrales de la teoria de redes: el analisis y la SlnteSlS (o= d&s.

especificas. En el primer caso, dada una red (la cual representarg? Wﬁ flSlCO s ‘a\
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de interés) hay que determinar la ecuaciones que describen su comportamiento; en el
segundo caso, que corresponde al problema inverso, se trata de encontrar un modelo en
red que obedezca a una serie de ecuaciones o que sea isomorfo con el sistema fisico.
En los problemas de andlisis se estd frecuentemente interesado en determinar el
comportamiento de flujos y fuerzas a través de ciertos pares de terminales (puertas), para
lo que se hace uso de las propiedades bédsicas y métodos de resolucién de la teoria
cldsica de circuitos. En el andlisis de redes es especialmente interesante la resolucion
numérica mediante ordenador, es decir la simulacién en red, lo que se lleva a cabo,
generalmente, mediante programas de simulacién de circuitos eléctricos muy potentes
[16]. En el proximo apartado haremos algunos comentarios al utilizado en este trabajo.
En relacién con el problema de sintesis, repetidamente lo abordaremos en los
capitulos que siguen respecto a los sistemas objeto de estudio, por lo que no nos

extendemos madas aqui.

I1.4.- SIMULACION.

I1.4.1.- ANALISIS POR ORDENADOR DE REDES ELECTRICAS.

Como ya se ha indicado anteriormente, una vez diseiiado el modelo en red de un
proceso dado, el paso siguiente es simular sus respuestas mediante un programa de
simulacidon de circuitos. Para ello, se ha utilizado el programa PSPICE, miembro de la
familia del programa de simulacién de circuitos SPICE2 [15] (mucho mas poderoso y

rapido que sus predecesores y que fué desarrollado en la Universidad de California
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durante los anos setenta) utilizando ambos los mismos algoritmos numéricos y con
iguales formatos de entrada y salida. El programa PSPICE es capaz de realizar an4lisis
transitorios y en corriente continua de circuitos lineales y no lineales, asi como de
realizar andlisis en corriente alterna de circuitos lineales.

La sintaxis de entrada del programa PSPICE es un estilo de formato libre que
no requiere que los datos sean introducidos en una localizacion fija. El programa suple
una falta de razonable de valores para los pardmetros del circuito que no son
especificados y hace funcionar una gran cantidad de chequeos de error para asegurar que
el circuito ha sido escrito correctamente. El usuario sélo necesita especificar un nimero
minimo de pardmetros del circuito y controles de simulacién para obtener resultados
razonables en la simulacidn.

El programa de entrada define el circuito que debe ser simulado mediante
elementos bdsicos, cuyos modelos matemadticos estdn previamente definidos, como son
resistencias, autoinducciones, condensadores, transformadores y lineas de transmision,
entre los elementos pasivos, y fuentes independientes, controladas, diodos y distintos
tipos de transistores, como elementos activos, entre otros. Estos elementos de circuito
estdn definidos mediante una tarjeta que contiene el nombre del elemento, los nudos que
lo conectan y los valores que definen sus caracteristicas eléctricas.

Aunque los programas de simulacién de circuitos difieren considerablemente en
su tamano y capacidad, la estructura de la mayoria de los programas, incluido el
PSPICE, es similar, constando de cinco subprogramas principales: entrada, organizacion,
andlisis, salida y utilidades, interactuando entre ellos a trav€s de una estructura de datos

que es almacenada en un drea comun del programa.
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El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye con €l una
estructura de datos (que contiene una completa descripcién del circuito) y la chequea
para detectar los posibles errores del usuario. Una vez ejecutado con éxito el
subprograma de entrada, el de organizacidén construye estructuras adicionales de datos
que serdn requeridas en el subprograma de andlisis. Este es la parte principal del
programa de simulacidn; es el que realiza el andlisis del circuito que se especifica en el
archivo de entrada y del que depende la eficiencia de todo el programa. El subprograma
de salida genera los resultados especificados por el usuario, en formato grafico o tabular.
Debido a que el usuario del programa interactiia con los subprogramas de entrada vy
salida, la flexibilidad y facilidad de uso de €stos determina la flexibilidad y facilidad de

uso del programa de simulacién completo, que es muy grande en el caso del PSPICE.

11.4.2.- SIMULADOR DE CIRCUITOS PSPICE.

El subprograma de andlisis de un programa de simulacidén de circuitos determina
la solucién numérica de la representacion matematica del circuito. Para llevar a cabo la
transicion desde el circuito fisico hasta un sistema de ecuaciones, cada elemento en el
circuito es representado por un modelo matematico. Las ecuaciones que describen el
circuito completo deben satisfacer, en consecuencia, las restricciones que implican las
relaciones de rama, es decir, las ecuaciones del modelo matematico de cada elemento,
asi como las ligaduras topolégicas que implican satisfacer las leyes de Kirchhoff en cada
instante. Analizar el circuito es, en definitiva, obtener la solucién de las ecuaciones del

circuito que son, en general, un sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales. Pero en



II.- Aspectos tedricos y metodologicos. 42

un circuito dado, se pueden hacer distintas clases de andlisis. Como ya dijimos, el
PSPICE puede realizar andlisis transitorios y en corriente continua para circuitos
lineales.

El andlisis en continua del PSPICE determina el punto de trabajo del circuito en
continua, con las bobinas cortocircuitadas y los condensadores en circuito abierto. Antes
de hacer un andlisis transitorio, se realiza autométicamente un anélisis en continua para
determinar las condiciones iniciales del transitorio. El andlisis transitorio determina la
respuesta temporal del circuito en un intervalo de tiempo especificado (0, T). La
solucién transitoria es determinada computacionalmente dividiendo el intervalo temporal
en un conjunto discreto de puntos temporales (0, t, t,, ..., T). En cada punto temporal
se utiliza un algoritmo de integracién numérica para transformar las ecuaciones
diferenciales del modelo de cada elemento de circuito capaz de almacenar energia en
ecuaciones algebraicas equivalentes, que podrdn ser lineales o no. Caso de ser no
lineales se linealizan mediante el método de Newton-Raphson, que aproxima cada no
linealidad en el circuito por una serie de Taylor que es truncada después del término de
primer orden. Con ello, en cada iteracién se obtiene la solucién de un circuito lineal,
para lo cual se precisa, ademds de los procesos de integraciéon y linealizacién ya
mencionados, formular las ecuaciones del circuito linealizado y obtener la solucién de
tal sistema de ecuaciones. Una vez que se alcanza la convergencia, la solucién
correspondiente a cada punto temporal es almacenada y se repite el proceso para el
siguiente t, hasta llegar al final del intervalo temporal. En la Figura 2.8 se ilustra lo
anterior mediante un diagrama de flujo. Para un analisis en continua, €l lazo externo de

la figura no se utiliza y, ademds, si el circuito contiene unicamente elementos lineales,
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el lazo interno de iteracién se elimina ya que la solucién es obtenida en una iteracion.

Los algoritmos utilizados en el PSPICE, que se documentan en la tesis de Nagel
[17], son el resultado de implementaciones cuidadosas, modificaciones y comparaciones
de los métodos numéricos existentes en el contexto especial de la simulacion de
circuitos. El objeto de estos andlisis es, l6gicamente, la eleccion de los mejores metodos
en un programa de simulacién de circuitos electrénicos que pretende ser exacto y eficaz,
con una interaccién minima por parte del usuario.

En concreto, en el PSPICE la formulacién de las ecuaciones del circuito se
realiza utilizando ¢l método conocido como Andlisis Nodal Modificado, que proporciona
la misma generalidad que otros métodos de formulacién y origina un sistema de
ecuaciones casi simétrico que se resuelve con un esfuerzo computacional (numero de
instrucciones en lenguaje mdquina, en definitiva) comparable a los métodos nodales mas
simples [17].

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, el programa PSPICE utiliza el
método directo de eliminacién conocido como de factorizacién LU. Y para minimizar

el esfuerzo computacional mediante el reordenamiento de las ecuaciones (para minimizar

el nimero de elementos de matriz nulos que se convierten en no nulos en las distintas
operaciones) usa el método de Markowitz, equivalente a otros mas sofisticados pero que

requiere menor cantidad de tiempo cpu para reordenar las ecuaciones [17].
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Si un circuito tiene elementos no lineales, tanto el andlisis transitorio como en
continua del circuito requieren un método de resolucién de ecuaciones algebraicas no
lineales, que determinard la solucién del sistema mediante una secuencia iterativa de
soluciones de ecuaciones linealizadas. Pero, sefiala Nagel [17], en un programa de
simulacién de circuitos el método de resolucién de ecuaciones no lineales es aplicado
a dos problemas marcadamente diferentes. Uno de ellos es determinar el punto de
operaciéon en continua del circuito y el algoritmo correspondiente debe tener
caracteristicas de convergencia fiables, como primera prioridad, siendo el numero de
iteraciones que se requieren para la convergencia de importancia secundaria. La segunda
aplicacién del método de resolucién son los andlisis transitorio y en continua. En el
transitorio, la rapidez de convergencia es mds importante que la seguridad de la
convergencia.

Como método de resoluciéon de ecuaciones no lineales, el mé€todo de Newton-
Raphson es el utilizado en la mayor parte de los programas de simulacion de circuitos.
Sin embargo, el algoritmo de Newton-Raphson no puede ser aplicado directamente a
problemas de simulacién de circuitos a menos que se realicen modificaciones, debido
a la naturaleza exponencial de las ecuaciones que modelan ciertos dispositivos
electrénicos, que pueden dar lugar a "overflow" numéricos. Nagel, en su tesis, analiza
distintas modificaciones del método de Newton-Raphson encuadrados en alguno de los
grupos: métodos "simple-limiting", métodos de reduccion de error y me€todos “source-
stepping", concluyendo que los primeros, y de entre ellos, el mé€todo Colon, es el mas
facil de implementar y requiere el menor nimero de iteraciones para converger, por lo

que es el implementado en el programa PSPICE, junto con un nuevo criterio de
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convergencia, basado en el grado de aproximacién de las relaciones de rama linealizadas
respecto de las relaciones de rama originales no lineales, criterio que es independiente
de qué variables del circuito sean elegidas como incégnitas en el algoritmo de
formulacién de las ecuaciones.

Finalmente, el andlisis transitorio requiere un algoritmo de integracion y un
método de variacion dindmica del paso de tiempo de integraciOn para mantener una
razonable exactitud en la solucién. La eleccién, por Nagel, de los métodos de
integracién implementados en el programa PSPICE estd basada en el analisis del error
de truncacién local y en la estabilidad, propiedades, en general, antagonicas, por lo que
se requiere una solucién de compromiso que, en los método polinomiales, se concreta
en el orden del método. Ademds, debido a que ciertos circuitos pueden dar lugar a un
sistema de ecuaciones "stiff" (es el caso de circuitos que poseen constantes de tiempo
grandes y pequeiias) es conveniente que el algoritmo de integraciéon sea "stiff"-estable

(lo serd cuando sea estable al tender a infinito el paso de tiempo). La disyuntiva se

resuelve con la incorporacién al programa PSPICE de los métodos de integracion
trapezoidal y Gear de orden variable, de dos a seis. Ademads, este programa incorpora

un algoritmo de variacién y control del paso de tiempo de integracion de modo que sea

aceptable el error de truncacion local.
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II1.1.- INTRODUCCION.

En los sistemas electroquimicos la ecuacién bésica que necesitamos resolver es

la ecuacién de difusién, que relaciona la concentracién ¢ con el tiempo ¢ y la distancia

al electrodo x:

2
aC =D aC (31)

ot ox?

Esta es la segunda ley de la difusién de Fick. Técnicamente, es una ecuacion en
derivadas parciales de segundo orden, de tipo parabdlico. De hecho, normalmente €sta
sélo ser4 el esqueleto de la ecuacién con la que deberemos trabajar, ya que, usualmente
aparecerdn complicaciones tales como las reacciones quimicas que tienen lugar en la
disolucién, las cuales producen cambios en la concentracion, que deben ser sumados a
los efectos de la difusién, como ya se comentd con anterioridad:

oc dc
=D S 2
= == +f(c) (3.2)

La resolucién numérica suele ser entonces la tnica forma de obtener la dependencia
temporal y espacial de las concentraciones de las especies que reaccionan en el electrodo
y de las que est4n inmersas en el electrélito. Pero la existencia de una capa de reaccion
junto con una capa de difusién y las condiciones de contorno hacen dificil la resolucion
de los problemas. Esto ha dado lugar a una bisqueda de estrategias numericas adecuadas
para su resolucién, examindndose una gran variedad de técnicas basadas, en su mayor
parte, en el esquema de diferencias finitas [1-5]. Sin embargo, s necesario hacer notar

que la mayoria de los métodos falla en el caso de reacciones quimicas homogéneas
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extremadamente rapidas (que implican capas de reaccion extremadamente delgadas), y
en condiciones de contorno discontinuas (como cambios en el potencial eléctrico de
electrodo, o la corriente que por €l pasa). Por lo tanto, con los mé€todos tradicionales de
diferencias finitas de espaciado fijo, se necesitan pasos de integracion inaceptablemente
pequeiios para poder resolver las ecuaciones que describen la evolucién rdpida de los
perfiles de concentracion. Una ilustracién cuantitativa de este hecho ha sido presentada
recientemente por Bieniasz et al. [2]. En tales circunstancias, usualmente se fuerza a
abandonar la idea de resolucién numérica directa de un problema dado y a considerar
una variedad de casos limites obtenidos bajo suposiciones de equilibrio o estado
estacionario para algunas reacciones o intermedios, usando, por €jemplo, aproximaciones
heterogéneas equivalentes [6]. Aunque tales andlisis pueden proporcionar una forma de
comprender los problemas planteados no evita la dificultad de obtener una determinada
exactitud en las soluciones de los casos intermedios, por 1o que son deseables técnicas
numéricas poderosas.

La necesidad de métodos mads efectivos se ha hecho particularmente evidente en
los recientes esfuerzos para construir un software universal para simulaciones cinéticas
electroquimicas [3, 7, 8], en los que se han hecho intentos para desarrollar estrategias
numéricas que pueden solventar las dificultades anteriores. Y en contraste con el
enfoque de la mayoria de los trabajos en este campo, €l esfuerzo no estd centrado en
encontrar nuevas aproximaciones discretas a las ecuaciones en derivadas parciales y a
los términos cinéticos homogéneos, sino que la atencion se centra en la divisién espacial
y temporal a considerar en la discretizacion de las ecuaciones.

Se han dado algunos pasos significativos en este sentido. Para un problema
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monodimensional Joslin y Pletcher [9] iniciaron el uso de los llamados intervalos
desiguales, es decir, una divisidon espacial fija no uniforme resultante de la
transformacién de la coordenada espacial de acuerdo con una ecuacidén prescrita.
Whiting y Carr [10] introdujeron €l método de colocacién ortogonal en electroquimica,
que abre la posibilidad de utilizar procedimientos de integracién con seleccion
automatica del paso de tiempo para resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias resultante. Seeber y Stefani [11] proponen una divisiébn no uniforme del
tiempo, muy relacionada con la divisién espacial no uniforme de los cdlculos en
diferencias finitas. Feldberg [12] sugiere un refinamiento al algoritmo de Joslin-Pletcher
basado en la divisién exponencial del espacio. Yen y Chapman [13] aplican polinomios
ponderados exponencialmente a los calculos realizados mediante colocacion ortogonal,
para distribuir los nudos de colocacién de una forma justificada fisicamente a lo largo
del dominio espacial semiinfinito. Pons [4] utiliza la colocacion spline con un nimero

gradualmente creciente de subintervalos para resolver mejor el problema de la capa de

difusién. Herlt y Speiser [9] emplearon la colocacién spline dentro de la capa de
reaccion y Stephen y Moorhead [5] otros mé€todos conectados con el Galerkin/B-spline
para situar mds puntos cerca del electrodo. Urban y Speiser [15] sugirieron una
transformacién dependiente del tiempo de la coordenada espacial en el contexto de los

cdlculos realizados con colocacidén ortogonal.

No obstante, con la excepcidn de la seleccion de paso de tiempo automadatico en
la solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen en los calculos con
colocacién ortogonal, la mayoria de estas aproximaciones son, en cierto modo,

arbitrarias. Asi, una red de puntos que funciona bien en un problema particular puede
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no dar resultados 6ptimos en otros problemas. Teniendo en cuenta las circunstancias
anteriores, para Bieniasz [2] el mejor criterio para la seleccion de la reticula en un
problema dado es hacerla dindmicamente adaptable: el namero de puntos de la reticula
en €l dominio del espacio y del tiempo se ajustan durante la resolucién del problema
para obtener una exactitud 6ptima en los resultados de los calculos.

En este contexto, proponemos como nueva estrategia para la resolucién de
problemas electroquimicos, obtener el modelo en red asociado a cada proceso y su
posterior simulacién. Por ello, en este capitulo, inicialmente se plantea la red de
procesos de difusion y difusidén-reaccidén, para analizar, seguidamente, los intervalos
temporales de simulacién asociados con valores de precision dada. Finalmente, se aborda
y resuelve el problema de la existencia de elevadas constantes de velocidad de reacciéon

quimica.

I11.2.- PROCESOS DE DIFUSION.

En este apartado trataremos la ecuacion en derivadas parciales que rige la
transferencia de masa, asi como su resolucidon. Esta ecuacion sera frecuentemente tratada
en apartados siguientes para el establecimiento de los modelos matematicos relativos
a los diferentes procesos electroquimicos.

En la utilizacién del método de redes con el fin de obtener el modelo que
representa un sistema dindmico, es esencial tener en cuenta, primero, €l tipo de puertas
energéticas implicadas en el sistema y entre el sistema y el medio, y en segundo lugar,

las interconexiones entre dichas puertas, que deberdn cumplir las condiciones topolégicas
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expresadas por las leyes de Kirchhoff de corrientes y voltajes.
Consideremos una disolucién en la que tiene lugar un proceso de difusion

unidimensional que responde a la segunda ley de Fick, esto es:

de(x,) _ p 9%c(xt) (3.3)
ot ox *

Esta ecuacién implica, por un lado, la primera ley de Fick,

Jof) = - D de(x,1) (3.4)
ox

y por otro lado, la ecuacién de continuidad para la masa

de(x,f) , oI, _ g (3.5)
ot ox

es decir, ¢ se supone continua y derivable, por lo que es una variable LVK. En las
ecuaciones J es la densidad de flujo difusivo de la especie quimica bajo consideracion,
¢ es la concentracién de la misma, y D es su coeficiente de difusion. Se supone que la
difusién tiene lugar en la direccién del eje x.

En el método de redes, el espacio es el Unico parimetro que se discretiza, de
modo que si la variable x se divide en N elementos discretos de anchura Ax, c; es la
concentracién en el elemento de volumen i (I<iSN) y J; es el flujo entrante en el

compartimento i, las ecuaciones (3.3) y (3.4) pueden escribirse como

J =-p A6 _p i (3.6)
' Ax Ax
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i _ Tt (3.7)
dt Ax

Reordenando la ecuacién (3.6) y prescindiendo del signo, se obtiene

Ac. = J. (_éx_) (3.8)
| | D

y, tomando J y Ac como variables flujo y fuerza conjugadas, la comparacién de la

ecuacién (3.8) con la ecuacién constitutiva de una monopuerta resistiva, define la

resistencia del proceso de difusion como

R = A (3.9)
D

Por otra parte, la ecuacién (3.7) puede ser reescrita en la forma

J =T, =1 (3.10)
donde
J = Ax fﬂ (3.11)
¢ dt

que corresponde a una monopuerta capacitiva (J.=C dX/dt) de capacidad Ax.

Ahora bien, la variable fuerza la hemos definido como Ac, es decir, diferencia
de concentraciones de una misma rama. En consecuencia, para que la ecuacion (3.11)
pueda asociarse a un condensador, deberemos considerar que ¢;=c; - ¢, , €sto €s, como
resultado de una diferencia de concentraciones de la misma rama, siendo una de ellas
un valor de referencia, y, ademds, nulo (c,=0). Para ello, en el circuito elemental

correspondiente al elemento de volumen, deberemos introducir un condensador tal que
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una placa tiene de potencial ¢; , y la otra potencial nulo, de modo que queda conectado

a tierra.

Por tanto, el circuito para la difusién no-estacionaria, en un elemento de
volumen, es la monopuerta mostrada en la Figura 3.1. Cualquier nimero de ellas pueden

conectarse en serie para formar la red representativa de la region fisica completa.

Figura 3.1

L6gicamente, el nimero de volumenes elementales que pueden elegirse
depende de la exactitud que se requiere del modelo y del nimero de puntos que se desee

obtener del perfil de concentraciones. Asi, en un modelo con N volumenes elementales
habrd N condensadores y de esa forma podrdn obtenerse N valores para la concentracion
en igual nimero de intervalos de la regién. En el limite, cuando N tiende a infinito, o
bien, el espesor Ax tienda a cero, las ecuaciones de la red seran las ecuaciones en

derivadas parciales que describen el proceso de la difusién no-estacionaria.
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J(x) Ax/D

— C(x’t) C(X+AX ,t)

Ax/D
__.W — S - oee
J(x+Ax) |
Ax AX

Figura 3.2
En efecto, examinemos el subcircuito correspondiente a uno de estos elementos
de volumen, (Figura 3.2), cuando Ax se hace muy pequeiio (Ax—0). El flujo y fuerza de
entrada son, respectivamente, J(x) y c¢(x), mientras que las salidas son J(x+Ax) y

c(x+Ax). Directamente del subcircuito se obtiene:

c(x) = J(x +Ax)[éf.}c(x +Ax) = {I (x) +[£)Ax}£ +c(x) +._a£Ax (3.12)

D ox D ox
y
oc
Jx) = J(x+Ax)+§Ax (3.13)
que para el primer orden en Ax
_ de(x,t) _ J(x,p) (3.14)
ox D
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_ aJ(x) _ de(x,n) (3.15)
ox ot
de ambas
2
de(x.t) _ p 9c(x.0) (3.16)
ot ox ?

La ecuacién (3.14) es la primera ley de Fick, (3.15) es la ecuacion de
continuidad, mientras que (3.16) es la segunda ley de Fick. En el limite, pues, el
tratamiento por redes conduce exactamente a las ecuaciones caracteristicas del proceso,
mostrdndose asi la equivalencia cntre los modelos en red y matematico.

Pero si bien, en el limite Ax—0, la equivalencia de ambos modelos es total, para
elementos finitos de volumen, la utilizacién del modelo en red para generar la solucion
de la ecuacién de difusién conlleva una cierta desviacién. Por otro lado, si se considera
que el proceso de difusién se realiza en un medio semiinfinito, el equivalente en red
seria una red también semiinfinita, cuando, de hecho, la red serd finita. En consecuencia,
la sustitucién del modelo matemdtico de la difusién por el modelo en red equivalente
tendrd dos fuentes de error: la sustitucién de un medio continuo y semiinfinito por otro
discreto y finito. La estimacién de la desviacion entre las soluciones de ambos modelos
se puede llevar a cabo tal y como la hicieron Holub y Nemec [16], quienes obtuvieron
la expresién para la funcién de admitancia de entrada (la relacion de las transformadas
de Laplace de la corriente y voltaje de entrada) de un circuito RC con N miembros, y
de ahi, la solucién para la corriente, con un potencial de entrada constante e igual a la

unidad, y con los terminales cerrados, que resulta ser
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J = _;_ e '?-*{Io(n) +2[1, (2N) +1 ,,,(2)) +1 ., (2A) +..]) (3.17)

con A=t/RC e I,(x) la funcién de Bessel modificada de orden k.
Por otra parte, la solucién de la ecuacién (3.16) para el caso de un medio

semiinfinito con concentracién constante € igual a uno en x=0, es [17]:

D (3.18)
\ Tt

J =

ecuacién con la que se comparard (3.17) para cuantificar su desviaciéon. O bien, teniendo
en cuenta que en el circuito R=Ax/D y C=Ax, eliminando ¢ en beneficio de A, se puede

escribir

| F. (3.19)

RyTA

lo que permite una comparacién mas directa.

IIL.3.- PROCESOS DE DIFUSION-REACCION.

Un gran nimero de mecanismos electroquimicos conocidos incluyen procesos
quimicos ademds del de transferencia de carga; dependiendo de la secuencia de los
mismos, y de los valores de la constante de velocidad, un determinado proceso quimico
puede ejercer un efecto dominante sobre el comportamiento transitorio del sistema. Es

necesario, por tanto, establecer aqui el modelo matemadtico que sera utilizado para

analizar la respuesta de estos mecanismos acoplados.
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En el caso de una reaccién simple de transferencia de carga, el cambio en la
concentracion de las especies con el tiempo en una posicién cercana a la superficie del
electrodo se determina simplemente por difusién. Cuando hay reacciones acopladas, sin
embargo, es necesario tener en cuenta el cambio en las concentraciones del reactante y
del producto debido al proceso quimico, f(c), que también ocurre en cada elemento de
volumen considerado. El cambio total en la concentracién para una especie dada es
simplemente la suma de las contribuciones debidas a la difusién y la reaccion quimica,

oC o°c
—— =D 3.20
> = +f(c) (3.20)

Con reacciones quimicas de orden superior al primero, la funcién f(c;) depende de las

concentraciones de todas las especies que reaccionan.

La forma més general del término f{c), para cualquier orden de reaccion

€S:

- - . 321
flc) = kc+k,c.+k ccvkc;+k c; +... (3.21)
donde i, j indican las diversas especies quimicas que reaccionan, y n, m las constantes

de velocidad de reaccién para cada paso de reaccién. Resulta obvio, que la funcién f

expresada de esta forma es susceptible de ser dividida en diversos términos aditivos:

[ =1+ (3.22)

expresién en la que, cada uno de los términos se corresponderia con una conductancia

(G en nuestro circuito.

Para simplificar el tratamiento, supongamos un proceso de difusion-reaccion de

primer orden, de forma que la ecuacién que los describa sea
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2
dc(x,f) _ D o“c(x,?) Rele = ~aJ(x,2) —ke(x.f) (323)
ot ox 2 0X

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el apartado anterior, la expresion discreta para

esta ecuacion es

.CE = it ~kc. (3.24)
dt Ax ‘
que podrd ser reescrita Como
dc.
A + DX KC, =), = J. (3.25)
dt i I !
0, lo que es 1gual
J. =J. ., = 1A, (3.26)
donde
. e, (3.27)
dt
I, = (kA¥)c, (3.28)

La ecuacién (3.27) corresponde a una monopuerta capacitiva, ya implementada con
anterioridad, mientras que la ecuacién (3.28) es la de una monopuerta resistiva, con
conexidn a tierra. Por ello, el efecto de la reaccién quimica de primer orden puede ser
incorporado al circuito mediante una conductancia G de valor kAx. La ecuacion (3.26)
nos informa sobre cdémo conectar los tres elementos: la resistencia R en serie, el

condensador C en paralelo, y la conductancia G en paralelo, como muestra la Figura 3.3.
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Figura 3.3

Debido a que consideramos el coeficiente de difusiéon constante, la resistencia
lineal puede dividirse en dos partes iguales, R/2, entre las cuales se situa el condensador
y la conductancia. Por otro lado, el valor de la concentracién de cada compartimento es
el que se encuentra en el centro de cada elemento de volumen. Conectando en serie N
circuitos elementales como los de la Figura 3.3 se obtiene red de la regién fisica asiento

del proceso de difusién-reaccién ( Figura 3.4).

Figura 3.4
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Cuando la ecuacién (3.23) contiene mds de un término correspondiente a
reacciones quimicas acopladas a la difusién, el circuito del proceso se establecera con
tantas conductancias G; acopladas en paralelo, como términos tengamos que considerar.

Para obtener la solucién del modelo en red del proceso de difusién-reaccion,
seguiremos el procedimiento de Holub y Nemec [16], tomando como punto de partida
la expresién de la funcién de admitancia de entrada para la linea de transmision RCG

de la Figura 3.4, con N miembros, y condensadores inicialmente descargados, c(x#0,

t=0)=0. Tal funcién viene dada por [18]:

Y = <p{J} _ Cs+G .
@lc) A[GRC+RG)2P+(sRC+RG))
) -2N
)
© [142)1 +SRCHRG | MI+(SRC+RG) .’
N 2 ...
-4N
)1+ SRC+RG | (SRC+RG]'+(SRC+RG) .
2 \ 2
-6N
I RC +RG RC +RG (3.29)
w142 2+ + (S 5 T+(SRC+RG) +
\

donde el signo m4s corresponde a terminales de la red cerrados y el signo menos a
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terminales abiertos, es decir, concentracion nula o flujo nulo, respectivamente, en el

limite del elemento enésimo. Para ¢ en la forma de un paso ¢, esto es, ¢(x=0, t)=c, la

transformada de¢ Laplace de J es

-2N
g} = _C:_C (1 +'p_R_RgG2ﬁ) (112{[1+P+|/p2+2p :I:}] = F +F, (3.30)
Vp*+2p #

donde

2N
F, = __i[l:lﬁ{[l sp+/p2+2p i}) (3.31)
Vp?+2p

F, = F| _RG2_ (3.32)
p-RG/2
g = By R (3.33)
2 2

La transformada inversa de F; y F, son [19]:

DUF) = ¢ Zexp(-2A-anl A 2[, QA H N +H o (2W)E..])  (3.34)

R

LMF)} =c* Ee Vot
\ R

(3.35)

y la transformada inversa de J sera

J=c * Zexp (-2 )il (2A)£2[1, 2N H , (2A) + ((2A)£. ]} +c * % el (36)

R

2 _

donde 7 (x) es la funcién de Bessel modificada de orden m, erf es la funcién de error,
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A=t/RC y a=G/C.
Por otra parte, la solucién de la ecuacién (3.23) para el caso de un medio

semiinfinito con concentracién constante en x=0, ¢ es [17]:

J = cw/DE |erfflr +EXRKD (3.37)
Jrkt

Ya que R=Ax/D, G=kAx y C=Ax, una comparacién de las ecuaciones (3.36) y (3.37)
muestra que la exactitud de la simulacién del problema de difusidn-reaccion por la red
de la Figura 3.4, con los terminales cerrados, puede ser estimada por la desviacion de

la funcidon

2 exp(=20U (2N) 4211, (2N) +, (2) + (2A) +...]) (3.38)

R

con respecto a la funcion

D 1 (3.39)
N T R

cualquiera que sea el valor de k, incluyendo, 16gicamente, el valor nulo, esto es, cuando
el proceso es exclusivamente difusivo, lo que viene confirmado por el hecho de que las
expresiones (3.38) y (3.39) son las mismas que (3.17) y (3.18) obtenidos por Holub y

Nemec para la difusion.
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[11.4.- VENTANA TEMPORAL DE SIMULACION.

El siguiente paso es establecer los intervalos de tiempo (o potencial) en los que
la simulacién funciona con la precision deseada, para lo cual hay que tener presente que
la exactitud de la simulacién de los problemas de difusiéon y de difusién-reaccién

considerados, se reducen, en ultimo término, a estimar la desviacion entre las funciones

(3.38) y (3.39), o mejor, la desviacion de

2 exp(2MU,(2N) +2[L,,(2N)+],, (2A) +[ (M) +...]} (3.40)

respecto a

1

JrA

siendo ambas expresiones funciones exclusivas de A. I, es la funcién de Bessel

(341)

modificada de orden k, y A=¢#/RC.

Dividieremos el estudio en dos partes: una primera en la que estableceremos el
valor de A minimo para un determinado intervalo de error, y, una segunda, para

encontrar el A mdximo para el mismo intervalo de error, es decir,

Ay <A <A, (3.42)
o lo que es equivalente
t, <t<t (343)

para valores dados de R y C, siendo #, y t, los tiempos asociados a A, y A,

respectivamente.
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Comencemos, pues, considerando A pequeiio en cuyo caso la expresiéon (3.40)

queda reducida a
2 exp(—2A\)I,(21) (3.44)

pues las funciones de Bessel de orden superior a cero resultan despreciables frente a 7,
al menos para N=20 [19], ecuacién (3.44), que deberd ser comparada con (3.41). Tal
comparacién proporciona los resultados ordenados en la Tabla IIL.1, en la que se

expresan los valores minimos de A, A, , para diferentes niveles de error.

Tabla II1.1

Estos resultados nos permitirdn, para un determinado limite de error, obtener el tiempo
minimo con el que podemos trabajar en nuestras simulaciones, para valores dados de R

y C. O a la inversa, ya que A, no depende de N, teniendo en cuenta que

A =_t =Dt (345)

RC  Ax?

podemos estimar el espesor de cada elemento de volumen mediante la expresion
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I7)
Ap = | 2o (3.46)
A

donde, a efectos de la simulacién, ¢, se corresponde con el tiempo inferior o de inicio
de la ventana temporal, elegida por el investigador.

En el célculo para A grande si hay dependencia con N, de manera que para un
nivel de error, podremos encontrar que cada valor de N tiene asociado un A,. Nos
limitaremos aqui a obtener algunos de los valores de A, asociados a N, cuando el limite

de error es inferior al 1%.

De nuevo compararemos los resultados de las expresiones (3.40) y (3.41) para
diferentes A. En este caso, sélo necesitamos hacer intervenir los términos
correspondientes a las funciones de Bessel modificadas de orden cero y 2N, ya que los

términos posteriores tienen una contribucion despreciable.

Como en la estimacién del término /,,(2A) no encontramos tabulaciones, cuando

2N es grande, acudimos a la férmula asintética de Montroll [20]:

k

(

2,12 2 _AL2

1) = L evimer|¥X kg, X L] G4
o 24/

V21 k2 +x 2

Los cdlculos realizados nos permiten construir la tabla III.2.
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40
50

70
80
100

Tabla I11.2

Por otra parte, la solucién del modelo matematico, ecuacion (3.37), que hemos
utilizado como referente para la solucién del modelo en red, es vélida para un medio

semiinfinito, en el que se cumple la condicién de contorno c(eo, t)=c™*. Sin embargo,
el modelo en red es siempre finito. Por ello, para establecer una condicion de contorno
que satisfaga, con un cierto grado de aproximacién, la condicién tedrica, debemos

bulk

sustituir esta ecuacién por c(L,t)=c™", tal que los efectos de la difusiéon son

despreciables en x=L en el tiempo ¢. L estd relacionado con el espesor caracteristico de

la capa de difusién (Dt)"? por
L = m(D)""? (3.45)

donde m es una constante.

La condicién de contorno anterior implica que

L = NAx = m(Dn)'"” (349)

Yy, por tanto, para {, y [,
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/2 2
N =n | N [ PAe (3.50)
m 0 T 0 T
0 0
y
N, = m\y" (3.51)

donde ¢, serd el tiempo midximo o final de la ventana temporal previamente elegida.
Esto significa que, para un determinado limite de error, la simulacion del proceso de
difusién-reaccién desde ¢, a ¢,, requerird un nimero minimo de elementos N,,, de espesor

Ax, dado por la ccuacién (3.46), que dependen de la relacion entre el tiempo final y el

tiempo inicial del intervalo temporal.

I11.5.- CAPA DE REACCION.

En los métodos numéricos usados para simular reacciones electroquimicas
acopladas con algin tipo de reaccién quimica, €l problema mas serio proviene de las
reacciones relativamente rapidas o, de forma mads precisa, de las reacciones con valores
de la constante de velocidad relativamente grande. Nielsen et al. [21] muestran que para
una simulacién con métodos numéricos explicitos, incluso con valores moderados de las
constantes de velocidad hay inexactitudes: en las reacciones quimicas rapidas las
especies presentes inicialmente decaen via una reaccion rapida dando valores de
concentraciones muy pequeiios durante el tiempo de observaciéon, causando problemas

numéricos de precision. El problema se complica ain mds cuando una especie

importante del esquema aparece sélo cerca del electrodo.
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En estos casos hay que tener en cuenta la capa de reaccion u

D (3.52)
n= [—
\ K

para las especies que reaccionan via un proceso quimico. Cuando k es grande, puede
suceder que la capa de reaccién sea mucho menor que la capa de difusion, y(\fth, lo
que significa que en una simulacién estandar hay unos pocos puntos simples (0 ninguno)
que caen dentro de la capa de reaccién, y no habrd posibilidad de exactitud en la
computacién de los puntos de concentracién de €stas especies.

El problema de una capa de reaccién muy delgada que coexiste con pertiles de
concentracién normales de otras especies, puede ser tratado de diversas formas. La mas
simple serfa directamente, asegurando un nimero minimo de puntos dentro de la capa
de reaccién. Si esto da un tiempo de computacién demasiado grande, puede ayudar a su
reduccién el uso de intervalos desiguales, que es la tdctica adoptada por Pons [4] y Hertl
y Speiser [14], quienes utilizan este procedimiento dividiendo el eje X en dos regiones:
la regién de la capa de reaccién y el resto, siendo mayor el espaciado de los puntos en
la regién externa, que en la delgada primera zona. Otras aproximaciones a la resolucion
del problema de una capa de reaccién delgada ya se han mencionado en la introduccion
a este capitulo.

En nuestro caso, la existencia de reacciones quimicas en el proceso
electroquimico debe manifestarse en el modelo en red, no s6lo a efectos de
conductancias (fuentes de corriente controladas), sino, tambié€n, teniendo en cuenta la

capa de reaccién u. Pero el modo en que va a ser tenida en cuenta en la red y la forma
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de establecer los pardmetros de la simulacién asociados a la red (Ax y N) no siempre es

igual. Se hace por ello preciso establecer los criterios de seleccion de los parametros

adecuados a cada circunstancia.

Recordemos, en primer lugar, que en un proceso de difusidon simple, el espesor

del elemento de volumen viene dado por

Ax. =|_° (3.53)

(afiadiremos los subindices d y r para evitar confusiones), y el espesor de un elemento
de volumen dentro de la capa de reaccidn sera
Ax = P = i(ﬂr (3.54)
" n  n\&

donde M es el nimero de subdivisiones dentro de la capa de reaccién, y & es un
pardmetro caracteristico de la reaccién quimica relacionado directamente con las
constantes de velocidad de las reacciones quimicas, igual a k o (k-+k,) para las de primer
orden y a ck o c(ks+k,), en las de segundo orden, bien sean reversibles o irreversibles,
respectivamente.

Distinguiremos dos casos: I) Ax, < Ax, , y II) Axy > Ax,, que consideramos por

separado.

I) Si Ax, < Ax, , significard que

Dz, < 1 (D Tz (3.55)

o lo que es igual
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7Lo
Et < — (3.56)
0 N

En esta situacién, utilizaremos los criterios para seleccionar Ax y N de un proceso de
difusién simple, es decir, Ax; y N,, (ecs. (3.46) y (3.50)), dado que al trabajar con un
elemento de volumen menor o igual que Ax,, se estd utilizando una reticulacion al menos

tan fina como si usdramos Ax,. Por otro lado, como N, ser4 mayor que M, la zona

espacial de trabajo se corresponderd con varias veces K.

II) Si Ax_ < Ax, , tendremos que

el > (3.57)

.n2
Consideremos, entonces, €l medio dividido en dos zonas: una primera zona de difusion-
reaccion, y una segunda zona sélo de difusion.

La primera zona de difusién-reaccidén, tiene una anchura de N, veces la de la
capa de reaccién, N u. La segunda zona estard constituida por N, elementos de espesor
Ax, cuyo nimero y tamaiio corresponden a los proporcionados por las ecuaciones (3.46)
y (3.50).

Una vez establecidas las zonas, es necesario considerar ahora las ventanas
temporales. Y, en este sentido, consideramos dos subcasos, representado<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>