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Capitulo 1

Introduccion.

E | objetivo de esta Tesis es estudiar el sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck

en teoria cinética de particulas. Este sistema es una descripcion de un plasma
fisico donde las particulas cambian débilmente su velocidad en las colisiones y que
est4 inmerso en el propio campo que crean las particulas. Un ejemplo tipico puede
ser el comportamiento de una pequena cantidad de un gas pesado en otro gas mas
ligero. La baja densidad de las particulas pesadas permite suponer que la proba-
bilidad de la colisién entre particulas pesadas es nula y, por tanto, su velocidad
cambia poco debido a las colisiones con las particulas ligeras que las envuelven.
Bajo estas condiciones el nicleo de colision de Boltzmann puede ser aproximado
por el operador de Fokker-Planck [66]. El movimiento que realiza cada una de las
particulas puede calcularse a partir de las leyes de la mecanica clasica donde la
fuerza externa se supone aleatoria, es decir, las particulas seguiran las trayectorias
de un movimiento browniano. Estas consideraciones fueron introducidas por A.
D. Fokker (1914), y M. Planck (1917). El movimiento browniano fue introducido
por A. Einstein (1907). La justificacion fisica de ambas hipotesis: operador de
Fokker-Planck como aproximacion del nicleo de colisién y campo autogenerado,
puede verse en [81].

Sean z(t) y v(t) la posicién y la velocidad de las particulas consideradas como
variables aleatorias probabilisticamente independientes. Esta ultima suposicion
es consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg cuando se habla
de particulas cargadas. Representaremos por f(¢,z,v) la densidad de probabili-
dad conjunta de estas variables aleatorias. Dichas variables aleatorias verifican la

ecuacion

2" + Bz’ + VO, (z) = P(t), (1.1)

donde B > 0 es el parametro de friccién, ®,(z) es el potencial del campo que actua
sobre el sistema y P(t) es un proceso estocastico distribuido de forma Gaussiana
con media cero y funcién de correlacion 20d,(t — t’), donde §, es la distribucion
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delta de Dirac y ¢ > 0 es la varianza de la fuerza externa aleatoria P(¢) en
(1.1), que es llamado el coeficiente de difusién térmica. La ecuacion diferencial
estocastica (1.1) se conoce en la literatura como la ecuacion de Langevin para
el movimiento Browniano de las particulas. Utilizando la teoria de ecuaciones
diferenciales estocasticas y la integral de [to se puede calcular la ecuacién que
verifica la distribucién de probabilidad f no normalizada (ver [45, 76]). Dicha
ecuacién se denomina la ecuacién de Vlasov-Fokker-Planck (VFP) para f y viene
determinada por
of . N

5{—|—(U-Va,)f—}-dwv((Eo—,Bv)f)—oAvf =0, en(0,7)xOQxR" (1.2)
donde E, = —V®,(t,z) es el campo de fuerzas que actia sobre el sistema y {2 es
el dominio donde se encuentran las particulas.

El sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck aparece cuando consideramos un
gran numero de particulas que interaccionan mutuamente. El campo creado por las
propias particulas puede ser de dos tipos: electrostatico (§ = 1) o gravitatorio (6 =
—1), dependiendo del tipo de interaccién. En el primer caso, podemos suponer que
estamos determinando la distribucién de iones pesados cargados positivamente en
un bafio de electrones; mientras que en el segundo caso, estariamos interesados
en masas neutras pesadas dentro de un bafio de otras mas pequenas (dinamica
estelar). El potencial creado se calcula mediante la ecuacion de Poisson

— A% = 0p(f), (1.3)

con V® tendiendo a cero en infinito si {) es no acotado o con condiciones de
contorno si es un dominio acotado. El campo interno de fuerzas viene dado por

E(t,z) = =V®. p(f) representa la densidad de probabilidad de la distribucion de

masa o de carga del sistema y viene determinada por

p(F(tz) = [ f(t,a,v) dv. (1.4)
Como consecuencia, la ecuacién diferencial estocastica (1.1) cambia a
" + Bz’ + V&,(z) — E(t,z) = P(2),

y la ecuaciéon de VFP queda como

g{ | ('U : V:r:)f + dlvv((E + Eo — /Bv)f) R O-Avf = Oa €n (O?T) x {2 X IR'N’
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donde ®,(t,z) es el potencial externo que actia sobre el sistema y E, el correspon-

diente campo de fuerzas.

Este sistema encuentra sus aplicaciones, por ejemplo, en teoria de semiconduc-
tores o luz laser. En [14, 76, 86] se puede encontrar una amplia discusion de la
derivacién del modelo, interpretacion fisica y aplicaciones del mismo.

Esta Tesis pretende analizar algunos aspectos de existencia, unicidad y com-
portamiento asintético del sistema de VPFP tanto en () = R”" como en un dominio
acotado. Preferentemente, nos concentraremos en el caso tres dimensional que es
el mas relevante desde un punto de vista fisico.

En el caso @ = RY, el sistema de VPFP sin potencial externo (1.2), (1.3) se
reduce a la ecuaciéon de Vlasov-Fokker-Planck (VFP)

O (0 V)f +div(E— o)) —odf = 0 en(0,T) xR (15)

ot
acoplada con la ecuacién de Poisson, que en este caso se simplifica a
E = 0 (K *p(f)) (1.6)
donde K = —VTI y I es la solucién fundamental de —A en dimension V.

El estado actual de la literatura sobre el estudio del problema de Cauchy para
el sistema en todo RY puede resumirse en las siguientes aportaciones.

El caso de dimensién dos fue analizado por P. Degond y por H. Neunzert, M.
Pulvirenti y L. Triolo en [33, 71] donde se prueba la existencia de una solucion
global regular del sistema de VPFP para dato inicial regular.

El primer resultado en el caso de tres dimensiones es debido a H. D. Victory y
B. P. O'Dwyer [86] en el cual aseguran la existencia de una solucion clasica local en
tiempo del sistema (1.5)-(1.6) para dato inicial regular. Posteriormente, G. Rein
y J. Weckler [75] dieron condiciones suficientes sobre la solucion para que ésta sea
una solucién global.

Por otro lado, los trabajos de F. Bouchut [12, 13] analizan la regularidad
de las soluciones del sistema de VPFP en espacios LP? y como consecuencia de-
muestran la existencia de una solucién global regular dada una condicién inicial
f, € L'(R®)N L*°(IR®) con momentos en v acotados para k < m, con m > 6, es de-
cir, |v|* fo(z,v) € L*(IR®). F. Bouchut demostré que las soluciones cuya existencia
local se aseguraba en [86] eran, de hecho, soluciones globales. En [13] se estudia el
efecto regularizante del operador de Fokker-Planck, el cual serd de extrema utili-

dad en muchos de nuestros resultados. Sin embargo, todas las cotas sobre f, p(f)
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y E obtenidas son locales en tiempo. En estos trabajos se utilizan ideas similares
a las utilizadas en otras ecuaciones cinéticas usando la acotacion de los momentos
en v de la distribucién para obtener mayor regularidad de ésta [50, 68, 73, 74].

En cuanto a soluciones débiles, los primeros pasos se realizan en [85] donde
H. D. Victory demostré la existencia de soluciones débiles globales con condicion
inicial f, € L*(IR°) N L*=°(IR®) con energia y momento de inercia iniciales acotados.
La demostracién esta basada fundamentalmente en un resultado analogo [56] de
E. Horst y R. Hunze para el sistema de Vlasov-Poisson (VP) que formalmente se
obtiene haciendo 3,0 = 0 en (1.5).

En los dos primeros capitulos de esta tesis probaremos dos resultados sobre la
existencia de solucion para el sistema de VPFP que complementan a los resultados
anteriores. Introduzcamos primeramente el concepto de solucion débil del sistema
que no sera mas que el concepto de solucion distribucional. En lo que sigue de-
notaremos por L el operador que forma la parte lineal de la ecuacion (1.5), es
decir,

df .
LI = e + (v- V) f — pdivy(vf) — oA, f.

Denotaremos por L;(Q7) al espacio de las medidas de variacién acotada en
Qr = [0,T[xIR° y sea L} (Qr; f) el espacio localmente convexo de las funciones

loc
localmente integrables en ()7 con respecto a la medida f.

Definiciéon 1.1. Diremos que f es una solucion débil del sistema de VPFP si

feLi(Qr), E = 0(K*p(f), |E| € Li.(Qr; f)

y la ecuacion (1.5) se verifica en el sentido siguiente

<fiL'¢>—-<Ef,Vip>= | [f4(0,) d(z,v),

para cada ¢ € C}([0,7T) x R®), donde < -,- > es la relacién dual entre medidas
de variacién acotada y funciones continuas de soporte compacto en Q1 y L* es el
operador adjunto de L.

En primer lugar, estudiamos la existencia de soluciones débiles globales del
sistema de VPFP con condicién inicial en L'(IR*) N LP(IR?*") con energia y mo-
mento de inercia iniciales acotados. Para ello se utilizaron los argumentos usuales
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de una prueba de existencia en ecuaciones cinéticas: regularizacion, estimaciones
a priori de la solucién y de su energia y paso al limite en la sucesion de sistemas
regularizados.

De hecho, este resultado demuestra que las hipdtesis minimas bajo las cuales
E. Horst v R. Hunze habian obtenido existencia de solucién débil para el sistema
de VP son similares para el sistema de VPFP. El punto crucial esta en demostrar
estimaciones a priori en LP de la distribucién de particulas f. C (7, X) indica el
espacio de las funciones continuas del intervalo I con la topologia débil del espacio

de Banach X.

Resultado 1. Consideremos f, como dato inicial para las ecuaciones de Vlasov-
Poisson-Fokker-Planck, el cual supondremos que pertenece a L*(IR*Y) N LP(R*Y),
con p > p,(N), y que tiene energia inicial acotada y momento de inercia ini-
cial acotado, es decir, [v|2f, € LY(R*N), E, € L} (RM)N y |z|*f, € L}(R*™).
Entonces, existe una solucion débil f € C,([0,T], L*(R*") n LP(R*")) de las

ecuaciones de VPFP en los siguientes casos:

e FEn el caso gravitacional (§ = —1) para N = 3 y para N = 4, suponiendo en
el iltimo caso que la norma del dato inicial en L*(R®) es suficientemente
pequena.

o En el caso electrostdatico (§ = 1) para cualquier dimension N 2> 2.

[La demostracién del resultado anterior es el objetivo del capitulo 2 junto con
el estudio de las propiedades de la solucién obtenida. También, puede verse en
20, 21]. El valor de p,(N) se puede ver en el segundo capitulo. Bajo estas
condiciones, la unicidad de solucién no esta asegurada. Para probar la compacidad
de la solucién se utilizan el teorema de Dunford-Pettis de convergencia débil en
L' y una generalizacién del teorema de Ascoli-Arzela al espacio C(/, X ). Estos
teoremas de compacidad pueden consultarse en la segunda seccion del apéndice.
Ademads, se demuestra que si los parametros 3 y o tienden a cero, las soluciones
débiles del sistema de VPFP convergen a soluciones débiles del sistema de VP
cuya existencia ya habia sido obtenida en [56].

El siguiente capitulo estd destinado a extender la teoria de existencia a datos
iniciales que sean medidas de variacion acotada que verifican algunas propiedades
adicionales. La causa de la eleccion de datos iniciales tan débiles no es solamente
interesante desde un punto de vista matematico, sino necesaria desde un punto
de vista fisico. De hecho, las ”particle sheets” son distribuciones de probabilidad
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cuya densidad de masa o carga estd concentrada en superficies o curvas de R’
(ver [69, 87]) lo que conlleva matematicamente al estudio de datos iniciales que
san masas de Dirac concentradas en curvas o superficies. Datos iniciales similares
fueron estudiados para las ecuaciones de la Mecanica de Fluidos, ecuaciones de
Euler y Navier-Stokes, usando condiciones iniciales pertenecientes a unos espacios
de medidas especiales, denominados espacios de Morrey [31, 48, 80].

En este capitulo se demuestra la existencia local de solucién débil para datos
iniciales en unos espacios derivados de los espacios de Morrey, M f/p(lRﬁ), cuya
definicién y necesidad se discutird en dicho capitulo. Ademas, la existencia de
solucién es global si el dato inicial es suficientemente pequeno y se obtienen es-
timaciones globales sobre f y E que no se conocian hasta el momento. Dichas
estimaciones muestran el efecto regularizante del operador de Fokker-Planck. De
hecho, la solucién f, para todo t > 0, deja de ser solamente una medida y es una
funcién con densidad en L' que satisface mejores propiedades que el dato inicial y
de las cuales se deduce que el campo de fuerzas E esta acotado para todo ¢t > 0.
Nuestro resultado también se puede considerar como el estudio de las hipotesis
minimas sobre el dato inicial que aseguran que el campo de fuerzas E esta acotado
para t > 0.

La demostraciéon de este resultado esta basada en un argumento de punto fijo
sobre la formulacién integral del problema de Cauchy para el sistema de VPFP.
Para ello, es necesario analizar primero la ecuacién lineal de VFP en el marco de
los espacios de Morrey modificados para posteriormente obtener las estimaciones
a priori necesarias que aseguraren la existencia de un limite de la sucesiéon de solu-
ciones aproximadas. Ademas, se analiza la unicidad, estabilidad y decrecimiento
de la solucién obtenida. El resultado (ver [22, 26, 27]) se puede resumir como
sigue.

Resultado 2. Si: f, es una medida de Radon positiva tal que f, € fll(]RG) N

ML, (R®), con p, > 2, el problema (1.5)-(1.6) tiene una solucion débil f €

L>(0,T; L (R®) N ML,,(IR®)) en [0,T] con T < T*. T* depende de f, y de las

constantes o, B y p,. T = oo si el dato inicial es suficientemente pequeno, con

f € L=(0,00; MLs (R®))

tz E € L*®(0,00; L°(RR?)3).
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En los siguientes capitulos se trazé como objetivo estudiar propiedades cualita-
tivas de las soluciones del sistema de VPFP. El capitulo cuarto se dedica a estudiar
el comportamiento asintético de las soluciones cuya existencia asegurabamos en el
capitulo anterior pero considerando como dato inicial funciones en L? en lugar de
medidas.

Las propiedades cualitativas del sistema de VPFP en el caso {} = R” fueron
estudiadas en un resultado reciente de F. Bouchut y J. Dolbeault [14] donde se
supone la existencia de un potencial externo que actia sobre el sistema impidiendo
que las particulas se difundan hasta infinito. La existencia de este potencial externo
es esencial en sus argumentos ya que confina las particulas en un dominio acotado
y controla su expansién. Ademads, en el caso gravitacional necesitan suponer que la
energia potencial de la solucién no diverge cuando ¢t — co. Bajo estas condiciones
probaron que la funcién de distribucién f tiende a una distribucion Maxwelliana
determinada por el potencial externo, el potencial limite, la temperatura del bano
de particulas que las rodea y la masa total del sistema.

En nuestro caso, no hay potencial externo que impida a las particulas su ex-
pansién, pero a cambio, supondremos que la solucién verifica las cotas globales
del teorema de existencia 2. Ademas, nuestras técnicas se aplican para g = 0.
Demostraremos que, en este caso, la distribucién de particulas f se difunde con
la misma velocidad que la solucién fundamental G del operador L centrada en
cero. Por tanto, aseguramos que, al menos para dato inicial pequefio, la influencia
del campo de fuerzas interno se anula en infinito. El resultado exacto se puede
concretar en el siguiente enunciado (ver [26, 27]). Denotaremos por S,(%) a

max{]|pa(f)(t, lzo@ms) » k2 0},

para cada p, 1 < p < 0o, donde

on(F)(t,z) = /m f(t,z — hv,v) dv.

Resultado 3. Supongamos que f, > 0 pertenece a L*(R®) y tiene energia ini-
cial, momento de inercia inicial y entropia inicial acotada, es decir, (|z|* + |v|* +

|log fol)fo € L'(R®) y E, € L*(R%)°.
Sea f una solucion débil de (1.5)-(1.6) con B = 0 y dato inicial f, que verifica

f € C([0,00), L'(R®)),
tzE € L=(0,00; L°(RR?)?),
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maz{Ss(t) , 0<t< oo} < oo,

la energia cinética y el momento de inercia son funciones continuas de [0,00) en
R a lo sumo del orden de t y t°, respectivamente, cuando t — oo y flog f €

C([0,00), L*(IR®)). Entonces,
lim |f(t,") = MG(t, )|z mes)y = 0,

t— 00

donde M es la masa total de f,.

En el caso B = 0 la funcién G es autosemejante (ver apéndice). Métodos
asintoticos basados en la autosemejanza de las ecuaciones son conocidos en la
literatura [6, 7, 17, 46, 58]. El método de las cuatro etapas que seguimos en
este capitulo: determinacién del grupo de transformaciones de escala asociado al
sistema, estimaciones a priori, compacidad e identificacion del limite, fue propuesto
por S. Kamin y J. L. Vazquez [59].

En un primer paso realizamos un cambio de escala en la Ecuacion (1.5) me-
diante la definicion de f)(¢,z,v) por

falt,z,v) = A2F(N%t, Az, Av).

Este cambio de escala estd motivado por la autosemejanza de la funcién G. Estu-
diamos y analizamos las ecuaciones y las propiedades que verifican las cantidades
reescaladas. Es importante destacar que, mediante el cambio de escalas, el estudio
de la distribucion de particulas f(t,-) para ¢ — oo se puede reducir a analizar
el comportamiento de la distribucion de particulas reescalada en tiempo ¢t = 1,
fr(1,-), cuando A — oco. Posteriormente, utilizamos criterios de compacidad en L'
para obtener un limite de la sucesién en A e identificamos la distribucion limite.
Este resultado parece ser la primera aplicacion de técnicas de autosemejanza en el
campo de las ecuaciones cinéticas.

El capitulo quinto de esta tesis esta dedicado a analizar el comportamiento
asintético del sistema de VPFP en dominios acotados. En primer lugar, al con-
siderar el caso de un dominio acotado las condiciones sobre el sistema deben com-
plementarse dando condiciones de contorno tanto sobre la ecuaciéon de VFP (1.2)
como sobre la ecuacién de Poisson (1.3).

Nosotros consideramos condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas
para el potencial, ®(¢,z) = 0 en 02, (02 es un conductor perfecto en el caso
electrostatico) y con condiciones de contorno para f dadas mediante un nucleo
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general de reflexién. Las condiciones de contorno de reflexion para ecuaciones

cinéticas son relaciones integrales entre la densidad de particulas que provienen de
una seccién infinitesimal de la frontera en un instante determinado y la densidad
de particulas que chocan sobre la misma seccién de la frontera. Mas exactamente,

definimos los conjuntos

'y = {v c IR° tal que signo(v - n(z)) = ::1}

para z € 0, y
I's = {(a:,v) € 909 x R? tal que signo(v - n(z)) = ::1},

donde n(z) es el normal exterior unitario a la frontera del dominio {2 en z € 0f2.
Denotemos por v+ f v 7f las trazas de f sobre ¥y = [0,00) x I'y y £ = [0,00) X
00 x R>, respectivamente. Dado = € 02 y t > 0 supondremos que

4 flt, %,v) = / R(t,z;v,v*) v4 f(t, z,v™) dv™,

L3

para cada v € I'*. R representa la probabilidad de que una particula con velocidad
v* que en el instante ¢t choca con la frontera en z se refleje en el mismo instante
con velocidad v. La reflexién especular es un caso concreto de estas condiciones de
contorno. El estudio de las trazas de la distribucién de particulas f en 9 x R® se
basa en los resultados de trazas para el operador de transporte libre [29] que nos
conduce a considerar el espacio W'(Qr) (ver capitulo quinto).

El objetivo del capitulo quinto es estudiar la convergencia en tiempo de de-
terminadas soluciones del problema de Cauchy para el sistema de VPFP con las
condiciones de contorno descritas.

[.a existencia de soluciones débiles para el problema de contorno de ecuaciones
cinéticas ha sido estudiada para la ecuacion de Boltzmann y para el sistema de
Vlasov-Poisson [1, 3, 28, 51]. En cuanto al comportamiento asintotico de estos
sistemas debemos mencionar los trabajos de L. Desvillettes [33] y L. Desvillettes y
J. Dolbeault [36] donde tratan las ecuaciones de Boltzmann y B.G.K y el sistema
de Vlasov-Poisson-Boltzmann. Demuestran que la distribuciéon en infinito tiende
a ser una distribucién Maxwelliana determinada por la masa inicial, la energia
inicial y el potencial limite. Nosotros probaremos un resultado analogo en el caso

del sistema de VPFP (ver [10, 11]).

Resultado 4. Sea f € W' (Q71) una solucion deébil del sistema de VPFP con dato

inicial f, que verifica
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1. f e C([0,00), L' N L*(Q x R?)).

2. |v|2f € L=([0,T], L}( x R?)), para cada T > 0.

3. |v|?vf, vf* € C([0,00), L' (Ty; |v - n(x)|dSdv)).

4. ® 2L ecC([0,T[,HXQ)) y E € L*=(]0,T] x ), para cada T > 0.

) 5t
5. Vo.f € L*([0,T] x Q x R?), para cada T > 0.
6. En el caso gravitacional, supondremos que
lim sup E(t,z)|* de < oo.
Q
Entonces, para cada sucesion {t,} — oo existe una subsucesion (que denotaremos

con el mismo indice) tal que

f(t,,z,v) = foo, cuando n — oo,
en L'(Q2 x R?) con

feol,v) = (2—7;-) f\exp{“g(lt}z‘z “I"”(‘”))}’

donde ®.,(z) es una solucion débil de

N

— AP, = 0 exp{—é@m} (1.7)

en Hy (), y

A = [ follzs @y ( Ji eXp{-fj-@m(w)} dx) |

Ademds, en el caso electrostdtico, la solucion del problema de Dirichlet para (1.7)

en H1(Q) es dnica y, por tanto,

}B&I‘f(ta) — foo”Ll(me3) = 0.

[.a ecuacidon estacionaria se analiza en dicho capitulo demostrando la unicidad
de solucién en el caso electrostatico, con lo que en dicho caso la distribucion limite
queda completamente determinada. El caso gravitacional es mas complicado.
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La demostracién de este resultado se basa en la construccion de un funcional
de Liapunov para este sistema dinamico. Dicho funcional es la divergencia de

entropia con respecto a f

n(t) = /Qmsflog (%) d(z,v),

donde f es una solucién estacionaria del sistema de la ecuacion de VFP que satis-
face la ecuacion

(v- V) f + div,((E — Bv)f) — ocA,f =0

dlog f -
]mesf py d(z,v) = 0.

Posteriormente, se demuestra que dicho funcional se puede expresar como

o®) = [ flogfd(,w) + = [ oS d(e,) +

p / 2
209 . |E(t,z)|" dx.

Para probar que el funcional es decreciente sobre la solucion, cuando ¢ — oo,
calculamos las identidades que verifican cada una de las cantidades involucradas
en su expresién. Para ello, se demuestran rigurosamente las siguientes identidades:
el balance de masa, el balance de energia y el balance de entropia.

Estas identidades permiten concluir que la derivada del funcional 7 es ne-
gativa y, por tanto, n es decreciente. La acotacién inferior es debida a su ex-
presién explicita. Finalmente, para tomar el limite cuando ¢ — oo, necesitamos
propiedades de compacidad de la sucesién {f.(t,z,v) = f(t + tn,z,v)}. La iden-
tificacién de la distribucién limite concluye la demostracion del resultado.

La existencia de soluciones débiles del sistema de VPFP en dominios acotados
satisfaciendo las propiedades 1-6 del resultado 4 no se encuentra en la literatura.
De hecho, la existencia de solucién para el problema lineal es complicada (ver [34]).
Un primer paso en esta direccién se realiza en [19] donde se prueba la existencia
de solucién débil del sistema de VPFP verificando las propiedades 1,2,4 y 5 salvo
la acotacién de F y la regularidad de las trazas.

Para finalizar, resumamos la estructuracion de esta tesis. En los dos primeros
capitulos se demuestran los resultados de existencia 1 y 2. El capitulo cuarto esta
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dedicado a demostrar el resultado de comportamiento asintético 3 y el capitulo
quinto obtiene de manera rigurosa el comportamiento asintotico en dominios aco-
tados 4. Por tultimo, el apéndice de esta Tesis esta dirigido a resumir los resultados
de la literatura méas importantes del problema de Cauchy para la ecuacion lineal
de VFP, propiedades y criterios de compacidad utilizados a lo largo de la Tesis.
Dicho capitulo ha sido incluido por comodidad para el lector.



Capitulo 2

Soluciones débiles con datos 1niciales en

LN LP.

2.1 Introduccion.

C omo hemos comentado en el capitulo anterior, en esta Tesis estudiamos las
soluciones débiles de las ecuaciones de VPFP. En este capitulo analizamos el
caso en el que el dato inicial f, pertenece al espacio LY (R*™M) N LP(R*M).

La demostracién sigue las lineas generales de las pruebas de existencia para
ecuaciones cinéticas. Las etapas fundamentales pueden quedar resumidas en regu-
larizaciéon del sistema, estimaciones a priort y paso al limite para encontrar una
solucion del sistema de partida.

La regularizacién del sistema se lleva a cabo en dos etapas. La primera esta
destinada a evitar la singularidad del nicleo K que define el campo de fuerza E
pero manteniendo la ecuacién de la energia (ver seccion 2.3). Al sistema regu-
larizado lo denotaremos por VPFP¢. Este sistema, aun siendo no lineal, elimina
ciertas dificultades tipicas de las ecuaciones integrales con niucleo singular lo que
nos permite, por ejemplo, que el campo de fuerza sea acotado y podamos obtener
buenas acotaciones de la densidad de masa p y de la distribuciéon de particulas f.

La otra regularizacion tiene por objetivo linealizar el sistema VPFP* retardando
en tiempo el campo de fuerza E. A estos problemas aproximados los denotaremos
como problemas VPFP:,.

Posteriormente, obtendremos estimaciones sobre las soluciones de los proble-
mas VPFP¢, que son independientes del método de regularizacion, utilizando re-
sultados clésicos de interpolacién. Este proceso permitira obtener cotas sobre f
y p y como consecuencia sobre E y, por tanto, aplicar criterios de compacidad
para obtener un limite de la sucesién de soluciones de los problemas regulariza-
dos. Dicho limite sera el candidato a solucién de nuestro problema y probaremos
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que, efectivamente, es solucién débil, Definicién (1.1), obtenida como limite de los
problemas aproximados.

En este proceso, necesitaremos que la energia total del sistema permanezca
acotada. Para conseguir esta acotacion supondremos que la energia del dato inicial
es finita, es decir, que la energia cinética,

[ 0 fol@,v) d(,v),

y la energia potencial,
0 [ | |E()P de,
sean finitas.

Como veremos mas adelante, para estimar p es esencial tener una cota de la
energia cinética. En el caso de interaccion de tipo electrostatico (6§ = 1) esta
acotacion es siempre cierta independientemente de la dimension /N. Sin embargo,
en el caso gravitacional (§ = —1) la acotacion de la energia cinética es mas dificil
de conseguir. Esto es debido a la negatividad de la energia potencial. Probaremos
que en el caso tres dimensional es posible obtener esta cota; ademas, en el caso
N = 4 demostraremos dicha cota para dato inicial suficientemente pequeno. En
la Seccion 2.2 analizaremos esta acotacion.

En los calculos de este capitulo nos restringiremos al caso de dimension mayor
o igual que dos. El caso uno dimensional es mucho mas sencillo y no requiere el
mismo tratamiento. De hecho, el campo de fuerzas siempre esta acotado porque
la Ecuacién (1.6) se reduce a

E(t,z) = 0 [ p(f)(t,y) dy,
y tenemos la estimacion

HE(t:')HL‘”(m) < ”f(ta')”Ll(mzy

Un caso particular de nuestro problema (p = oo) fue previamente resuelto por
H. D. Victory [85]. El método que hemos descrito para probar la existencia de
soluciones de ecuaciones cinéticas fue introducido por E. Horst [54]| para estudiar
soluciones clasicas del sistema sin colision asociado (VP) donde las constantes 3 y
o son nulas. Posteriormente, dicho autor y R. Hunze analizaron la existencia de
soluciones débiles para el sistema de VP. Demostraron que si el dato inicial f, > 0
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pertenece al espacio L'(IR*¥) N LP(R*Y), con p > p,(N), y tiene energia inicial
acotada, entonces el sistema de VP tiene una solucion debil.

El valor exacto de p,(IN) estd determinado por las cotas obtenidas para las
soluciones de los problemas regularizados y viene dado por

N N(N +5+ /(N — 1) + 16)
Po\N) = 6N + 4 |

Denotemos por C,([0,7], L?(IR*")) el espacio de las funciones de [0,7] en
L?(IR*M) continuas para la topologia débil de LP(IR?M). Sea MP(R") el espacio
de Marcinkiewicz de exponente p (ver [8]). El principal resultado que probaremos
en este capitulo es el siguiente.

Teorema 2.1. Consideremos f, como dato inicial para las ecuaciones de Vlasov-
Poisson-Fokker-Planck, el cual supondremos que pertenece a L*(IR*) N LP(R*M),
con p > po(N), y que tiene energia inicial acotada y momento de inercia inicial
acotado, es decir, |v|2f, € LY (R*N), E, € L*(RY) y |z|*f, € L*(R*"). Entonces
existe una solucion débil f de las ecuaciones de VPFP en los siguientes casos:

e FEn el caso gravitacional (0 = —1) para N = 3 y para N = 4, suponiendo en
el iiltimo caso que la norma del dato inicial en L*(IR®) es suficientemente
pequena.

o En el caso electrostdtico ( = 1) para cualquier dimension N > 2.

La solucion f verifica las siguientes propiedades:

i) f € Cu([0,T],L*(R*") N L*(R*M)), para cada T > 0 con f(0,-) = f,.

Ademds, la masa total del sistema se conserva, es decir,

1f (& |2 mery = [l follLr mawy

y f(t,-) es positiva, para cada t > 0.
ii) p(f) € Cyu([0,T), L*(RN) n L@ (RY)), para cada T > 0, donde r(p),

introducido en el Lema A.5, esta dado por

r(p) = : (2.1)

iii) El campo de fuerzas E(t,-) estd definido por (1.6) y pertenece al espacio

de Marcinkiewicz M"Ni-i'(]RN)N y a todos los espacios LI(R™)N, donde

% = *r(lp) o ]_if) para cada t € [0,T].
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Ademds, las soluciones del sistema de VPFP cuando o y 3 tienden a cero
convergen hacia soluciones débiles del sistema de Vlasov-Poisson.

2.2 Estudio del problema regularizado.

Para estudiar el sistema de VPFP vamos a regularizarlo para poder obtener
las estimaciones necesarias y posteriormente pasar al limite. Fijemos cualquier real
positivo €. Definimos la solucién fundamental regularizada del —A por

1

€ 2—N
') = =gy (o +9"F (2.2)
y el nicleo regularizado por
1
K(z) = — (|z|>2 4+ €)"7 2 (2.3)

para cada € R, N > 3, donde wy es el volumen de la bola euclidea N-
dimensional. En el caso dos dimensional la soluciéon fundamental regularizada

viene dada por

1
— 2 1 ¢).
= og(|z|® + €)

I (z)

Usando el teorema de convergencia dominada y dividiendo el nucleo dentro y
fuera de una bola es facil observar la siguiente relacion entre los nicleos regulari-

zados K¢y K (ver [56]).

Lema 2.1. Sea s € [1, ﬁN:f[, entonces

| K€ — K||pe(mvy — 0 cuando € — 0.

Para resolver el problema aproximado regularizamos el dato inicial. Para ello,
consideremos una funcién ¢(x) regular C'* con soporte compacto en RY tal que

e >0, 0(x)=e9(z|)y
/me(fv) dz = 1.
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Para cada € > 0 se define la sucesién ¢ (z,v) como

e@,0) = = #(5) #l2).

Definimos el dato inicial f¢ = f, * .. Senalemos que la norma LY(IR*) de f¢
es igual a la masa inicial del sistema, es decir, la norma de f, en LY(R*Y).

El sistema de VPFP regularizado, que denotaremos por VPFP¢, consiste en la
ecuacién de VFP para determinar la distribucion de particulas

f)af; : (’U . vx)ff -+ diVU((EE _ ﬂv)ff) . O.Avfe = [ en (O,T) > IR,zN, (24)

donde el campo de fuerzas viene dado por el potencial obtenido en la ecuacion de
Poisson

Ef(t,x) =0 (K°*p(f°)(t,z)) (2.5)

y como dato inicial tomamos

fe(O,:I:,U) — f;(xav)- (2-6)

El sistema (2.4)-(2.6) sigue siendo no lineal. Sin embargo, la definicion del
niucleo regularizado K¢ implica que

HEe(tv')HLW(IR.N) < c(e)”fe(t:')”Ll(mzN)-

El dato inicial aproximado f¢ pertenece a L'(IR*¥)NL>*(R*") y ademas (|z|*+
v|?)f¢ € LY(R*). Las estimaciones de f¢ en los correspondientes espacios estan
acotadas independientemente de e.

El problema regularizado VPFP* fue estudiado en [85]. La idea basica es linea-
lizar el sistema retardando parte del término no lineal. El siguiente resultado esta
probado en [85], y se deduce aplicando las propiedades del lema A.3.

Proposicién 2.1. El problema VPFP¢ tiene una unica solucion f° que satisface
i) fe € C=([0,00[xR*), E¢ € C*([0,00[xR")V.
ii) f(t,-) tiene como dato inicial f¢ en L*(R*") N L>(R?Y).
1it) f€ es positiva para cada t > 0.
i) Se conserva la masa total del sistema, es decir,

”fc(ta ')”LI(IPL?N) = ”fo”[,l(mzN).
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Necesitamos obtener estimaciones a priori de la distribucién de particulas, para
ello, nos sera ttil recordar la demostraciéon del resultado anterior. Consideremos
el problema linealizado definido por inducciéon mediante las ecuaciones

ofx

2+ (v Vo) fi + dive(Bny — Bo)f7) —oBufy = 0 on (0,T) x R* (2.7)

donde el campo de fuerzas esta dado por

Er(t,z) =0 (K *p(f,)(t,2)) (2.8)

y como dato inicial f¢. En el paso inicial E viene definido por (2.8) utilizando f;.
Dado cualquier campo E, acotado, de clase 1 con derivadas acotadas, el opera-
dor

—‘% (v - Vy) - +divy,((E, — Bv):) — 0

tiene una funcién de Green Gg, (ver apéndice). Utilizando este hecho, es tacil
probar por induccién que la sucesién f; esta bien definida y viene dada por

fitz) = [ Galtz,v,6,v) f(&v) dE dv, (2.9)

R2N

donde G¢(t,z,v,&,v) es la correspondiente funcién de Green asociada a (2.7)-
Teniendo en cuenta alguna de las propiedades del Lema A.3 y de la Proposicion
A.3 podemos deducir el siguiente resultado.

Lema 2.2. Se verifican las siguientes propiedades:

i) La solucién fundamental G5 (t,z,v,{,v) es positiva y satisface

/ G:(t,z,v,€,v) de dv = 1
R2N

G;(t,x,‘v,{’ V) dé dvy = eNﬁt

Rr2N

para cada t > 0.
ii) f<(t,-) tiende a f<(t,-) cuando n — oo en LY(R*M) N L*(IR*M) para cada
t > 0.
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11i) Se conserva la masa total del sistema, es decir,

|2 (2, ")”LI(IR?N) — ”fo“Ll(m?N)

|5ty ey < VP || follnoemam).

iv) La norma de f<(t,-) en LP(R*") estd acotada por

N Bt
| £t Mzeamy < €7 fellzogman).

Por lo tanto,
Nt
ch(t:')”LP(m?N) < 3_’5,_ ”f;:HLp(mzﬁ).

Demostracion. i) es la aplicacién del lema A.3 ¢i) en nuestro caso. i) se puede
encontrar en [85] y [86]. Esbozemos la demostracion. Teniendo en cuenta que

1Bt ze@myy < CEOIPUSEM@ny = COlfollzaman)

deducimos que el campo Ef esta acotado independientemente de ¢t y de n. Esto
permite (ver Proposicién II1.3 [86]) acotar la diferencia f**' — f™ en espacios L?
para probar que la sucesion f" es de Cauchy. i) es una consecuencia directa de
las propiedades de la solucién fundamental i) y de la férmula explicita de f; dada
en (2.9). Probemos el ultimo apartado iv). Con este objetivo se definen, para cada

t > 0, dos operadores
Ty : L'(R*) — L'(R*")

Tig) = [, Galt:z,0,6v) g(&,v) d¢ dv

R2N
Too : LOO(RfZN) " LOO(R2N)
Tool9) = [, Galt,a,0,6v) g(¢,v) dE dv
R
El apartado iii) nos asegura que estos operadores son lineales y continuos con
I3l < 1=M, [Tl < =M.

El teorema de interpolacién de Riesz-Thorin (ver [15] leccién IV) implica que
el operador

T, : LP(R?*N) — LP(R*")
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definido, de igual forma que 7 y T, es continuo y su norma esta acotada por
M2M!=® con a = %. Por tanto, el resultado es cierto. O

En el siguiente resultado probaremos que la energia cinética de las soluciones
de los problemas regularizados (2.4)-(2.6) permanece acotada en intervalos [0, T,
con T' > 0, independientemente de e.

Denotemos por K (f€)(t), P(f¢)(t) e I(f¢)(t) la energia cinética, la energia po-
tencial y el momento de inercia del sistema regularizado respectivamente, definidos
para cada t > 0 por

K(f)(t) = /m ol? £, 0) d(z,v), (2.10)
P(f)(t) = ¢ fmw [“(z —y) p(f)(t,z) p(F°)(t,y) d(z,y) (2.11)

190 = [, el £(t,2,0) d(z,v). (212

Para poder acotar la energia potencial necesitaremos un resultado acerca de la
acotacién en espacios LP del campo de fuerzas E definido en (1.6). Para ello uti-
lizamos el siguiente resultado acerca de operadores integrales definidos por nucleos
singulares que puede verse en [82].

Lema 2.3. Sea r,q €]1,00[, A € [0, N[ con > + -;— + & = 2. Entonces, dado
b1 € L"(RY) y ¢ € Li(RY), se verifica que

fmm 2 —yI_A [$1(2)] |¢2(y)] d(z,y) < C [[¢1]lLr@mm) | P2l Loy -

Introduzcamos el concepto de condicién de energia que nos permitira escribir de
forma mas cerrada el teorema de existencia.

Definicién 2.1. Diremos que el dato inicial f, satisface la condicion de energia
si existe una funcion continua y no decreciente a(t) tal que

K(f°)(t) = /m?N lv|? fe(t, z,v) d(z,v) < aft)

para t € [0,00), independientemente de € > 0.



2.2 Estudio del problema regularizado. 23

En el resultado siguiente daremos algunos casos en los que la condicién de
energia se satisface.

Lema 2.4. Dada f€ la solucion del sistema (2.4)-(2.6). Las siguientes propiedades
son ciertas.

i) La densidad de masa p(f€) verifica la ecuacion de continuidad

0
-c'?_t-p(fe) + div, (/]RNv fe(t,z,v) d'u) = 1,
Como consecuencia, la masa de la solucion f€ se conserva, es decir,

| £t )l meyy = || foll L2 2wy,

para cada t > 0.
1) Se verifica la siguiente identidad de produccion de energia

%(K(f‘)(t)—l—P(ff)(t)) = 2No||follLr@meryy — 2BK(f)(2).

1i1) En el caso de interaccion electrostdatica (6 = 1) la energia potencial del sis-
tema es positiva. Por tanto, la condicion de energia sitempre se satisface en
cualquier dimension N. Ademas, la energia cinética tiene un crecimiento
a lo sumo lineal, cuando t — oo.

) En el caso de interaccion gravitacional (§ = —1) la energia potencial es
negativa. Podemos distinguir los siguientes casos:

® Para N =3, st f, € L?f(]RG), la condicion de energia se satisface.
e Para N = 4, si f, es suficientemente pequeria en L*(RR®), entonces la
condicion de energia es cierta.
Ademads, la energia cinética tiene un crecimiento a lo sumo lineal, cuando
t — oo, st f=0.
v) El momento de inercia verifica la ecuacion

d, oo :
=) =2 | (z-v) f(tz,0) d(z,v),

R2N

vi) Si f, satisface la condicion de energia, entonces el momento de inercia del
sistema reqularizado (2.4)-(2.6) estd acotado en (0,T] independientemente
de €. Ademds, el momento de inercia tiene un crecimiento a lo sumo de
t3, cuando t — oo, suponiendo que el crecimiento de la energia cinética
sea a lo sumo lineal.
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Demostracion. Los apartados i), i) y v) se obtienen facilmente multiplicando
la Ecuacién (2.4) por 1, |v|? y |z|* respectivamente, integrando y aplicando el teo-
rema de la divergencia. Senalar que esto es posible ya que f€ es solucion clasica
del problema regularizado VPFP¢ y tanto ella como todas sus derivadas son inte-
grables.

Teniendo en cuenta que I'*(z), dado por (2.2), es positiva, las primeras partes
de iii) y iv) se deducen de la definicién de la energia potencial (2.11). Demostremos
la segunda parte de ).

Del apartado iz) se deduce que

K(f)(t) + P(f)t) < K(f)0)+ P(f)0) + 2No||follr@mT,  (2.13)

para todo 0 <t < 7T
Como la energia potencial P(f€)(t) es positiva, usando (2.13) tenemos que

K(f)(t) < K(f)0)+ P(f)(0)+2Na| follrm2n)T"

Teniendo en cuenta que I'* < 1" se tiene que

P(f)(0) < [, T(a—y) p(f)(@) p(f)(y) dedy.

R2N

Como div(K * p(f5)) = p(f) se tiene que

P(f)(0) < ||K *p(fo)llL2@mw)-

Puesto que E, estd en L%(IR") y el dato incial estd regularizado por convolucién
con ¢ (z,v) con las propiedades senaladas anteriormente, el segundo término de
la desigualdad anterior esta acotado independientemente de e.

Estudiemos ahora el caso en que la energia potencial es negativa, apartado ).
ComoI'*<I'en N = 3, el Lema 2.3 conpzng,)\zlyNz& nos asegura
que

P < C lolf)E g oy

El lema de interpolaciéon (Lema A.5) con £k =2, k' =0y p =
acotar la energia potencial por

9

= nos permite

PP < C I, (K(FO)E)E.

L7 (RS)
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Combinando las desigualdad anterior con la (2.13) obtenemos que K(f¢) debe
verificar

K(f)(0) < K(F)0) +2Nol follenT +C 176y (KU@©)E

El apartado iv) del Lema 2.2 nos permite acotar la norma de f€ en L7(RR®)
por la norma correspondiente de la dato inicial f{ que, teniendo en cuenta que es
la convolucién de una aproximacion de la unidad con f,, podemos acotar a su vez

por la norma correspondiente de f,. Por tanto, tenemos que

K(f)(t) < C1 + Cq (K(F)(1))3,

para cada 0 < t < T, donde C;,C, son constantes independientes de e. En
consecuencia, acabamos de comprobar que f, verifica la condicion de energia.

El caso de cuatro dimensiones se deduce anilogamente eligiendo p = ¢ = 3 y
)\ = 2 en el Lema 2.3 y, posteriormente, aplicando el lema de interpolacién (Lema

A.5) con k =2, k' =0y p =2, para demostrar que
K(f)t) < G + G ollme) K(F))

para cada 0 < t < T, donde (4, C; son constantes independientes de €. Por tanto,

el resultado es cierto.
El ultimo apartado se deduce facilmente de la siguiente cota

d e(4 4 AT
S(I(0) < ()} (KB,
y de la hipétesis de la condicion de energia. O

Para finalizar esta seccion pondremos de manifiesto una estimacion que es
consecuencia directa del Lema 2.3 y del lema de interpolacién (Lema A.5) y que
serda de gran utilidad para demostrar que el producto E f es integrable.

Lema 2.5. Sean p €]1,00[, ¢1,¢, € LP(R*Y), X € [0, N|. Sz - T(p) +5 =2y
lv|2¢, € LY(IR?*Y), entonces

/A/;B_m |z — yl_/\ |$1(z,v)| |P2(y, w)| d(y,w) d(z,v)

!

_Rﬁ.
< C AP | dllzomany l12ll oy lllvf? ¢2I|§’}f§z~)a (2.14)

donde A es cualquier subconjunto compacto de R*" .
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[La condicion
1 1 A

= o + = =2,
p r(p) N

nos determina p que debe ser exactamente p,(/N) dado por

N(N +5+ /(N —1) + 16)

i Ny s |
P = po(N) 6N + 4

En la siguiente seccién demostraremos que estamos en las condiciones de aplicar
determinados criterios de compacidad utilizando las propiedades vistas en esta
secciéon para los problemas regularizados.

2.3  Sucesién de soluciones aproximadas.

En esta seccién probaremos que podemos encontrar una subsucesion de las
soluciones de los problemas VPFP¢ que converja, cuando € — 0, en algun sentido
a determinar, a una solucion f del sistema de VPFP.

Denotaremos por o(X, X’) la topologia débil del espacio de Banach X, siendo
X’ el dual de X. Mas concretamente, o(p,p’) representara la topologia deébil
en L?(R?*"), donde p < oco. Usaremos los criterios de compacidad de Ascoli-
Arzela generalizado (ver apéndice Teorema A.1) y de Dunford-Pettis (ver apéndice
Teorema A.2).

Obtendremos una subsucesién, que denotaremos con el mismo indice, de forma
que {f} — f en C,([0,T], L*}(R*Y) N L?(R*")) para cada T > 0. Este resultado
serd probado en una serie de etapas intermedias. Nuestro objetivo es aplicar el
Teorema A.l a los pares duales (L!(IR?M), L*(R*Y)) y (L?(R*"), L (R*"Y)), con
po(N) < p < oo. Demostremos la primera condicion del Teorema A.l para los
pares duales referenciados.

Lema 2.6. El conjunto F = {f(t,-),e > 0} es relativamente compacto con la
topologia débil en LP(R*Y) y LY(R*M) para cada t > 0.

Demostracion. El Lema 2.2 iv) implica que

€ Z
£t Mzrmery < e || follLoman).
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Por tanto, el teorema de Banach-Alaoglu (ver [15], leccién III) nos asegura que
F es relativamente compacto con respecto a la topologia débil en LP(IR*") con

1 < p < oo para cada t > 0.

Para probar que es débilmente relativamente compacto en LY(R"Y) usaremos la
caracterizacion de estos conjuntos dada por el teorema de Dunford-Pettis, Teorema
A.2. La conservacién de la masa, Proposicion 2.1 i), nos demuestra que F esta
acotado en Ll(IR2N ). La condicién de energia y el Lema 2.4 nos permiten obtener

que

KE(t)+ I(t) < Cr

donde C7 es una constante independiente de ¢, con t € [0,7].
Elijamos R > 0 tal que CrR™% < §, con § > 0. Sea Bpgr la bola euclidea de
centro 0 y radio R en R*V y R?*" / Br su conjunto complementario en R?*". Por

tanto, tenemos que

R2/ (¢, z,v) d(z,v </ |24 v|?) Fe(t, z,v) d(z,v) < Cr < 6R>.
o P @) < [ (2P Pt 2,0) dlayv) < Or

Finalmente, concluimos que

/m v, J (B 0) d@,0) <8

para cada & > 0, con lo que la tercera condicion del Teorema A.2 se satistace. Para
probar la segunda condicién de dicho teorema consideremos un conjunto de Borel
acotado ). Notemos por Xq la funcidén caracteristica del conjunto 2. Con esta

notaciéon podemos escribir

/nf“'(t,:c,v) d(z,v) = Xa f(t,2,v) d(z,v).

R2N

La desigualdad de Holder nos permite deducir que

[ Fi(tz,0) d(z,0) < 1 142 llzsman)
y el Lema 2.2 iv) implica que

[ Fe(t2,0) da,v) < Q87 €5 (1ol zoan),

Por tanto, si [{2] — 0 concluimos que

/Q fe(t,z,v) d(z,v)
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tiende a cero uniformemente en [0,7]. Aplicamos el Teorema A.2 para concluir la
demostracién de este resultado. O

En el préximo resultado obtenemos la equicontinuidad debil del conjunto F.

Lema 2.7. Sea ® € Cf(leN). Entonces, el conjunto de funciones dado por

t — U (t) = fe(t,z,v) ®(z,v) d(z,v) (2.15)

Rm2N

es equicontinuo en [0,T]. El mismo resultado es cierto si tomamos ® € L={R¥"),

Demostracion. Por C denotaremos varias constantes dependiendo solo de .
Multiplicando (2.4) por ® e integrando entre s y ¢ obtenemos

V(1) -W(s) = [ [ [0F)@+(E=po)-V)o+0A,8] f(r,2,v) d(z,v) dr

Fijemos R > 0 tal que soporte(®) C Br. Como ® € C?(R*V) y la masa de
fe(t,z,v) se conserva, deducimos que

W (t) — We(s)] < C((1+B)R A+ o)l follLrmary [t — s

+ C /: /BR \E¢(1,2)| f(r,z,v) d(z,v) dr,

donde C depende sélo de las normas L®(IR*") de ® y de sus derivadas. Para
estimar el segundo miembro usamos el Lema 2.5 obteniendo que

/: /BR |E<(T, )| f (T, z,v) d(z,v) dT <

'
L __2Po

t 1 Vhglr N_
[ C BRI (7 lpoaany KE“(r)™+%% dr.

La desigualdad de interpolacién en espacios L?(IR*") nos permite acotar la
norma de f en LP°(IR?*M). Ademds, teniendo en cuenta la condicién de energia
concluimos finalmente que

[ [ 1Bl (re) dav) dr < C R x(f) |t =),
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donde 7(f,) depende solamente del dato inicial.
Consideremos el caso en que ® € L*(IR*"). Usando argumentos similares a
los del Lema 2.6 probamos que

lim fé(t,z,v) dlz,v) = 0.
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