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|.- INTRODUCCION

1.- MOTIVACION

La representacién de las magnitudes fisicas de los sistemas
de muchos fermiones (&tomos, moléculas, nucleos,...) en términos
de la densidad monoparticular p(?) es un objetivo largamente
persequido en el estudio mecano-cuantico de tales sistemas, como
va lo muestran los trabajos de Thomas [T26] y Fermi [F27]. Sin
embargo, es a partir de 1964 en que Hohenberg y Kohn [HK64]
extienden conceptualmente la 1idea de que p(i')) es la variable
basica para caracterizar todas 1las propiedades del estado
fundamental de los sistemas electrdénicos, cuando 1la obtencidn
rigurosa de funcionales de la densidad, F[p], para las distintas
magnitudes multifermidénicas Se convierte en un problema
fundamental de la moderna Teoria Funcional de 1la Densidad
[R80,BD81,1L81,GD82,1M83,L83,P83a,AD84,BGH85,DP85,ES86,MD87 ,GP88, PY
89]. En general, la puesta en practica de esta 1dea plantea
numerosas dificultades debido fundamentalmente a que la conexidn
entre el potencial monoparticular del sistema y su densidad p(i'))
es muy complicada y poco conocida, a pesar del considerable
esfuerzo realizado en los ultimos anos [P83a,ES86,MD87,PY89].

No obstante, se han desarrollado funcionales de la densidad
que, aunque no son exactas, resultan calculables explicitamente y
dan lugar a cotas inferiores y superiores a las magnitudes de los
sistemas multifermidénicos. Ademas, se han encontrado empiricamente
funcionales F[p] para diferentes propiedades de, especialmente,
los sistemas atdmicos y moleculares.

El formalismo de Hohenberg-Kohn puede transcribirse al
espacio de momentos como ha sugerido Henderson [H81] basandose en
la formulacién de Levy [L79] de 1la Teoria Funcional de 1la
Densidad. Sin embargo, al igual que en el caso del espacio de
posiciones, no se conoce ninguna funcional universal F[y] de la
densidad de momento 'a'(f))) del sistema, aunque si se han propuesto

varias funcionales locales de la densidad [PPG82].



Es natural, por tanto, la necesidad de un estudio detallado
de los distintos aspectos de la densidad monoparticular p(?) y de
la densidad de momento 7(3) de una parte vy, de otra, un
conocimiento mas amplio de 1las funcionales de 1la densidad que
caracterizan ciertas magnitudes especificas fundamentales de 1los
sistemas multifermidnicos.

En esta memoria se tratan sélamente los sistemas atdmicos,
aungue numerosas aplicaciones son también generalizables a

moléculas y a nucleos finitos. Se estudian:

a) Un aspecto local de la densidad electrdénica de un atomo o 16n
como es su valor en el origen, es decir, la densidad de carga
atémica en el nucleo, p(0), y la densidad atdmica de momento en
el origen, 7(0).

b) Una propiedad global del sistema, la entropia de informacidén en

el espacio de posiciones, Sp' y en el espacio de momentos, S?.

Especificamente, partiendo de caracteristicas generales de
las densidades electrdnicas del sistema (e.g. positividad,
monotonia decreciente, convexidad), se analizan las magnitudes
p(0) vy Sp por medio de los valores esperados de la posicidn, <ra>,
y las magnitudes 7 (0) vy Sw en términos de los valores esperados
del momento, <pa>. Se encuentran desigualdades entre tales
magnitudes usando cuatro técnicas matematicas diferentes: un
método variacional [DG85,GD87,DG88], el problema de momentos de
Stieltjes [ST50], la desigualdad de Hdélder generalizada [MO79] y
un teorema de Pdélya [PS76]. Estas desigualdades permiten 1la
acotacién de las densidades en el origen y de las entropias de
informacién via los valores esperados anteriormente mencionados,
de forma rigurosa (independiente del modelo) Yy, a veces, muy
precisa.

El conocimiento de cotas y desigualdades rigurosas entre las
magnitudes y observables fisicos permite obtener informacidn
detallada e independiente del modelo acerca de la naturaleza
dindmica del sistema en consideracién y constituye una ayuda
valiosa para establecer los limites de validez de 1los modelos
usados en el estudio de su estructura interna.

La densidad de carga en el nucleo, p(0), Juega un papel



importante en el estudio de numerosos problemas fisicos [T81],
tales como, por ejemplo, la determinacién de los desplazamientos
isotépicos de 1los espectros atdmicos [BBB84,BBP87,087] y 1la
violacién de la paridad [BB74,HW76]. Ademdas, p(0) esta relacionada
con numerosas magnitudes fundamentales y/o experimentalmente
medibles de los sistemas atdmicos, tales como la energia de enlace
total [HHT78,F78], la energia de atraccidén electrdn-nucleo [S84],
las energias cinética y de intercambio atdmicas de Thomas-Fermi
[PB85], asi como la densidad de carga media <p> [TL80,GC86a,G89].
Asimismo, el conocimiento de p(0) es necesario en el marco de las
teorias autoconsistentes para determinar el comportamiento
asintético de la densidad de momento 7(3) [BS73,MS77], la densidad
radial de momento I(p)=4np27(p) [BS73,MS77], el perfil de Compton
(i.e. la distribucidén de longitudes de onda centradas alrededor de
la longitud de onda Compton de los rayos X <dispersados
inelasticamente por el atomo) J(q) [BS73,MS77] y el factor de
forma o factor de scattering de rayos X atdmico (i.e. el coclente
entre la amplitud de la onda difundida coherentemente por un atomo
y la amplitud con que seria difundida elasticamente por un sodlo
electrodn) [BS73,GL70,TS78] y el comportamiento para pequenos
valores de "r" de la densidad de carga p(?).

No obstante, no se conocen expresiones exactas de p(0) para
los sistemas atdémicos con excepcién de los atomos hidrogenoides.
Unicamente existen calculos aproximados [WBS86] con funciones de
onda Hartree-Fock [CR74] Yy algunas parametrizaciones
[TL80,BBB84,BBP87,087,C89]. Se hace, por tanto, necesaria, la
obtencién de cotas rigurosas a p(0). Las uUnicas cotas superiores
de esta naturaleza son las de Hoffmann-Ostenhof et al [HHT78] en
términos de <r-2> vy de la carga nuclear Z para atomos arbitrarios,
y las de King [K84] en términos de <r-2> Yy «:r-'2

f 5 12
esféricos. Las primeras son de alta precisidén, siendo las segundas

> para atomos

de peor calidad. Ademas, se han encontrado cotas superiores
aproximadas [TL80] por medio de <r*> con a>-3 Yy <pa> con «>l. En
cuanto a las cotas inferiores de p(0), sdélamente King [K84] para
Atomos esféricos y mas recientemente Galvez y Dehesa [GD88] para
cualquier tipo de A&atomos han encontrado resultados rigurosos
aunque la precisién de las cotas obtenidas no es elevada. En esta

memoria, se generalizan y se mejora la precisioén de estas cotas al



obtener expresiones para ellas que dependen de mas de un unico
valor esperado radial [GPA88,ADG89a,ADG89b].

La densidad electrdénica de momento en el origen, 7%(0), es
mucho menos conocida que p(0). No existen expresiones exactas de
¥ (0) pero si calculos aproximados [PPG82,GC86b,GG84,WSS85] para
algunos atomos usando funciones de onda Hartree-Fock [CR74]. Mas
aun, sélo se conocen las cotas inferiores de Dehesa y Galvez
[GD88] en términos de un unico valor esperado <pa>, -3<a<5, para
dtomos con una densidad de momento 7 (p) mondtonamente decreciente
desde el origen. En esta memoria se extienden dichas cotas,
obteniéndose para ellas expresiones que dependen de dos o 1incluso
tres valores esperados (ver seccidén 6 y capitulo III). Ademas, se
han analizado [ADG8%9a] estas cotas en un marco Hartree-Fock
no-relativista [CR74], observandose en todos los atomos
considerados (Z2=54) una mejora sustancial de calidad, comparada
con las conocidas con anterioridad.

La entropia de informacién de un sistema es una medida de
informacion estrechamente relacionada con los conceptos
termodinamicos de entropia y desorden [J57,W78]. Es una medida de
la falta de informacidén que se tiene sobre el sistema descrito por
una distribucién de probabilidad. La entropia Sp mide 1la
incertidumbre en la localizacién del sistema en el espaclio de
posiciones, mientras que S? mide la incertidumbre en la predicciodn
del momento del sistema [ACD72,BM75]. Aunque la utilidad de este
concepto en la fisica de 1los sistemas de muchos cuerpos fue
descubierta por Jaynes [J57], cuya hipétesis de entropia maxima
proporciona un método de construccién de toda 1la mecanica
estadistica [L78a], su aplicabilidad a numerosos problemas
mecano-cuanticos se ha desarrollado de forma creciente en 1los
dltimos  anos [BM75,F78,SPD80,P83b,D83,TTL85,S85,BP85,MU88] v
especialmente en conexién con los sistemas atdémicos y moleculares
[GS79,GS81,K81,KM83,GBP84,GSC85, PRG86,GB87].

Las entropias de informaciodn Sp Yy SW de los sistemas atdmicos
no pueden calcularse analiticamente de forma exacta. Existen
calculos aproximados de estas magnitudes en el modelo Thomas-Fermi
[G8B4] y en el modelo Hartree-Fock no-relativista [GSC85]. Sin
embargo, recientemente se han encontrado ([GB87], de forma

rigurosa, cotas inferiores a Sp Yy S’a’ en términos de <r?> Y <p2>



respectivamente, y cotas superiores a dichas entropias en términos

de <p2> )4 <r2

> también respectivamente. Ademas, se han hallado
cotas inferiores rigurosas no sélo a a la diferencia de entropias
Sp—Sw [GB87] sino también a la suma S‘:_)+S3r [BM75,F78 ,BBB84 ,GB87],
lo que es mas relevante debido a su significado fisico y a su
aplicabilidad como medida de la calidad de las funciones de onda
atémicas [GSC85]. En esta memoria se generalizan (ver secciodén 7)
las cotas anteriores de las entropias de ‘informacién atdmicas,
encontrandose expresiones para ellas en términos de los valores
esperados <r%> Yy <ln r>, y de <pa> y <1ln p> segun estemos en el
espacio de posiciones o en el de momentos respectivamente. Ademas,
se hace un andlisis detallado de 1la precisién de 1las cotas
obtenidas en el modelo Hartree-Fock con las funciones de onda de
Clementi y Roetti [CR74], observandose que es superior al 95% en
todos los atomos estudiados (Z=54) [ADGS89c].

Las cotas obtenidas en esta memoria requieren solamente una
informacidén parcial de las densidades electrdnicas del sistema, a
saber, uno o varios valores esperados radiales. Ademas, los
valores esperados de orden entero son, por lo general,
experimentalmente medibles y estadn asociados con magnitudes
fisicas fundamentales del sistema. Asi, por ejemplo, los valores

r_1> Y <r2> corresponden basicamente al potencial

esperados <
electrén-nicleo y a la susceptibilidad diamagnética del &atomo
[FM68 ,M75] respectivamente. Otras relaciones de <r*> con varias
propiedades atdmicas son discutidas en [FM68]. Ademas, para atomos
e iones de capa cerrada, se conocen reglas de suma que 1lnvolucran
estos valores esperados Yy el factor de scattering atdmico
[SO63,BS73,0S82,G89], lo cual facilita su determinaciodn
experimental. De otra parte, 1los valores <p>, <p2> )4 <p4>
representan, salvo un factor multiplicativo constante, la energia
de intercambio de Dirac-Slater, la energia cinética no-relativista
y la correccidén relativista de Breit-Pauli a la energia cinética
en atomos [E73,PST86].

Los procesos de scattering Compton de rayos X Yy rayos 7
[E73,W77,KS77,TSS80] asi como los de dispersién de electrones
[BF74,BLK78,BF86] permiten obtener informacién experimental muy
precisa sobre las densidades de carga y de momento de los atomos.

En particular, mencionemos que 1la altura del pico del perfil



Compton atdémico, J(0), viene dado por el valor esperado <p-l>, Yy
que los distintos <pa> pueden extraerse a partir del factor de
forma reciproco B(i')), o sea, de la transformada de Fourilier de 1la
densidad de momento [WPW79,TSS81].

En sistemas atémicos y moleculares, el valor esperado <p2> es
medible en experimentos termoquimicos y espectroscdépicos,
obteniéndose también integrando perfiles de Comptom adecuadamente
ponderados, que se miden a su vez tanto en experimentos de
difusién de rayos X o rayos ¥ como en procesos (e,2e).

Por otra parte, algunos experimentos de scattering de
electrones por nucleos a muy alta energia permiten comprobar
[LR71,FL72] que el comportamiento de los defasajes para pequenos
valores del momento angular viene determinado por <ln r> y <r®>.

Esta memoria estda estructurada en cuatro capitulos Aque
abarcan doce secciones. En la seccién 2 se discuten algunas
propiedades globales de las densidades de carga Yy de momento
atémicas y se pone de manifiesto por vez primera, si bilen
numéricamente, la convexidad de p(r) para todos los atomos del H
al Xe. A continuacién, en la seccidén 3, se analizan muy brevemente
algunos conceptos conocidos de entropia de un sistema fisico,
centrandonos en las entropias de informacidén asociadas con las
densidades de carga y de momento.

El capitulo II comienza con una descripcion del metodo
variacional de acotacién empleado (seccidén 4) para una funcional
de la densidad arbitraria, F(p), Yy continua (seccidén 5) con una
aplicacién ya conocida [GD87,DG88,DGP89a,DGP89b] a funcionales del
tipo pn, sefalandose de paso las cotas que subsiguientemente se
obtienen para algunas magnitudes fisicas fundamentales, tales como
la energia de intercambio Thomas-Fermi KO' la energia cinética
Thomas-Fermi Ty Y la densidad media de carga <p>. Seguidamente, se
utiliza este método variacional para hallar cotas inferiores Yy
superiores (i) a la densidad de carga atdémica en el nucleo y a la
densidad de momento atémica en el origen (seccidn 6)
[GPA88,ADG89a,ADG89b], y (ii) a las entropias de informacidn
atémicas Sp y Sw (seccidén 7) [ADG89c].

En el capitulo III se describen y se aplican a algunas
magnitudes sobre las que versa fundamentalmente esta memoria (a

saber, p(0) y 7(0)) tres métodos alternativos de acotacidn: 1la



desigualdad de Holder generalizada (seccidén 8), el problema de
momentos de Stieltjes (seccidén 9) y el teorema de Pdlya (secciodn
10) . Finalmente, en el capitulo IV se resumen las mejores cotas
obtenidas a las magnitudes fundamentales de esta memoria (secciodn
11) y se senalan brevemente 1las conclusiones mas relevantes

(seccidn 12).



2.- DENSIDADES ELECTRONICAS DE CARGA Y DE MOMENTO

En esta seccidn, se describen algunas caracteristicas
generales conocidas de la densidad atdémica de carga p(?) vV 18
densidad atémica de momento 7 (B), que se utilizan en este trabajo.
Ademas, se estudian numéricamente estas y otras caracteristicas
(en particular, la convexidad de la densidad de carga) en todos
los atomos neutros con Z=54 partiendo de las funciones de onda
Hartree-Fock no relativistas [CR74].

La primera propiedad de las densidades atdmicas es la de
positividad, o sea

v
o

o (?) (1)

v
o

7 (B) (2)

Las figuras 1 y 2 representan las densidades de carga del
berilio (Z2=4) y del kripton (2=36), mientras que la figura 3 da
las densidades de momento para los &tomos de aluminio (Z=13),
kripton y plata (Z=47), respectivamente, como casos ilustrativos.

Una segunda propiedad de p(r) es la de unimodalidad con modo
en el origen, o sea, que la densidad de carga es monotonamente

decreciente desde el origen. La funcidén p(r) satisface
p(0) = p(r) (3)

p'(r) =0 (4)

Esto ha sido comprobado numéricamente [S71,WPS75,SSK88] pero
aun no se ha demostrado rigurosamente. Sin embargo, si1 se conoce
una relacidén rigurosa entre los valores de la densidad de carga y

de su primera derivada en el origen [K57,S63], a saber

p’ (0) = -22Z2p(0) (5)

La densidad atémica de momento 7y (p) no posee en general las

propiedades (3) y (4). Algunos atomos, sin embargo, si presentan



una 7 (p) mondétonamente decreciente [GCP83,WSS85,GC85]. Este es el
caso de H, He, Li, Be, B, C, N, Na, Mg, Al, K, Ca, Sc, Ti, V, Cr,
Mn, Fe, Ga, Rb, Sr, ¥, 2r, Nb, Mo, In, Sn. Otro grupo de atomos
(e.g. Co, Ni, Cu, Zn, Tc, Ru, Rh, Ag, Cd) no presentan monotonia
decreciente en 7% (p), aunque verifican la relacién 7(0)=y¥(p). Un
tercer grupo de atomos (e.g. O, F, Ne, Si, P, S, Cl, Ar, Ge, As,
Se, Br, Kr, Pd, Sb, Te, I, Xe) presentan el maximo absoluto para
p#20. En la grafica 3 se muestran tres atomos, representativos de
cada uno de 1los tres grupos (aluminio, plata y Kkripton
respectivamente). Aunque aqui sdélo hemos mostrado las densidades
electrénicas de algunos atomos, hemos evaluado 1las densidades
Hartree-Fock p(r) v 7(p) de todos los atomos con 2Z2=54.

Una tercera propiedad, hasta ahora poco explorada, es la de
convexidad de la densidad de carga p(r). Para ello, es necesario
que se satisfaga p”(r)=0.

A este respecto, el uUnico resultado conocido [HH77] muestra
que la densidad de carga es, efectivamente, convexa fuera de una
esfera de radio cuyo valor depende del potencial de ionizacidn
atémico. Nosotros hemos calculado la funcidén p”“(r) para todos 1los
Atomos con Z=54 usando las funciones de onda Hartree-Fock de
Clementi y Roetti. Las figuras 4 y 5 muestran la funcidén p”(r)
para algunos atomos. En algunos casos, y a pesar de que no puede
apreciarse en las graficas, se ha encontrado que la funcidén p”(r)
se hace negativa, aunque con un valor extremadamente pequeno,
varios oérdenes de magnitud inferior a p”(0). El1 efecto de 1los
errores numéricos sobre estas magnitudes sigue siendo estudiado,
como posible causa de la ligera negatividad de p“(r) en algunas
regiones.

La densidad de momento 7y (p) no es, en general, convexa. Puede
ocurrir que algunos atomos posean esta propiedad, pero ésto no es
explorado en esta memoria.

Por 4dltimo, consideraremos el comportamiento de 1las
densidades electrdénicas a cortas y grandes distancias del origen.
Lo mas destacable de las densidades electrdnicas Hartree-Fock en
torno al origen es su finitud. Son valores no nulos y finitos. Por
otra parte, el decrecimiento de p(r) a largas distanclas es

-r

exponencial, concretamente del tipo e [BS73], mientras que 7 (p)

decrece como p-8 [BS73,T87], es decir, mucho mas lentamente.

10



Estas propiedades son tanto mas importantes en esta memoria
cuanto que limitan el orden o de los valores esperados <r%> Y
<pa>, que son los pilares basicos de nuestro sistema de acotaciodn.
En efecto, las propiedades asintéticas de p(r) y 7(p) permiten
calcular solo los momentos <r%> con -3<a, y los momentos <pa> con
-3<a<5, restricciones que habran de ser tenidas en cuenta a la
hora de calcular las cotas a las diversas magnitudes.

Por claridad, signifiquemos la normalizacién a utilizar en
adelante:

[e@a2 = [r@aB =2 (6)

<r%> = Ir“p<?)d? <p%> = jp“w(B)dﬁ (7)

: %1 §



3.—- ENTROPIA DE INFORMACION

La entropia es una magnitud fisica que relaciona aspectos
macroscopicos vy microscdépicos de los sistemas de muchas
particulas, en forma estadistica o probabilista. Puede ser
interpretada como una medida del "caos" en un estado "mezcla"
mecano-cuantico de estados puros.

En mecanica cuantica, uno distingue entre observables Yy
estados. Los observables se describen matematicamente como
operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert. Los estados
se caracterizan a través de una matriz densidad f, que representa
un operador hermitico definido positivo y con traza unidad. El

valor esperado de un observable A en el estado f es
<A> = Tr(fA) (1)

La entropia no es un observable, sino una propiedad del

estado del sistema.

La entropia de von Neumann [N27] se define como
S(f) = -Tr(f 1ln £) (2)

verificandose Tr(f)=1 (normalizaciodn).

Es siempre mayor o igual a cero, y sélo es cero para estados
puros, es decir, aquellos en que un autovalor es 1, y 1los
restantes nulos.

La entropia es una medida de nuestra ignorancia sobre un
sistema, descrito por una matriz densidad o, en el caso clasico,
por una distribucién de probabilidad, lo que nos permite aplicar
resultados de teoria de la informacidén a la Fisica.

El limite clasico para (2) se obtiene sustituyendo la matriz
densidad por la probabilidad de distribucidén en el espacio fasico,

f(?,g), y haciendo la sustitucion
Tr —m Id?dg t3)
De esta forma, obtenemos la entropia de Shannon [S48].

12



La distribucién de probabilidad en el espacio fasico puede
ser factorizada:

£(2,8) = p(2)7(B) (4)

Uno puede demostrar que

Tr (A) I<?,3|A|?,'13> d2dp (5)

Definiendo

£ (2,8) = <2, BI£12,B> (6)

como la distribucién clasica de probabilidad en el espacio fasico,

entonces
If°1(?,3) dZ2dp = Tr(f) = 1 (7)
S = I -<2,BIf 1n £12,B> d2dB (8)

La aproximacién clasica consiste en sustituir

<?,3|f 1n f[?,3> B —— fCl 1n fC1 (9)

y, por tanto,
cl =22
If d2dp = 1 (10)
s®l = -IfCI 1n £°1 a2ap (11)

o bien, a partir de (4):

sCl(g) = st(p) + st (9) (12)

Debido a la concavidad de la funcién -x 1ln X, se comprueba
[W78,T83] que

cl

n
IA
n

(13)

13



Para muchas matrices densidad, el error debido a 1la
sustitucién (9) es despreciable. La aproximacién es tanto mejor
cuanto mas "suave" es fCl [W79].

En principio, Scl podria llegar a ser negativa, puesto que

fCl(?;ﬁ) puede ser mayor que 1. Pero como

If01(?,3) a2dg = 1 (14)

el volumen de la regién donde f£>1 deberia ser menor que 1, es
decir, estamos intentando localizar una particula en una regidn de
volumen <1 en el espacio fasico, o dicho de otro modo, estamos
violando el Principio de Incertidumbre.

Puede también demostrarse que la entropia clasica es siempre
mayor o igual que 1 [LB78b].

Esta entropia clasica puede ser considerada comOo un caso
particular de la entropia generalizada de Boltzmann-Gibbs-Shannon
(BGS) [076]. Se define como

dv dv

S = - 1n

BGS du du du (13)

donde v y u deben cumplir ciertas condiciones. La entropia clasica

se obtiene con

du = dZdap (16)
av = £°ltazap (17)

Una generalizacidén importante de la entropia de Shannon fue
introducida por Kullback y Leibler [KL51]. Es 1la entropila
relativa, con

du = o dZdp (18)
dv = p d?dﬁ (19)

siendo o y p distribuciones de probabilidad. En mecanica cuantica,

se define la entropia relativa entre dos matrices como

14



S(olp) = Tr[p(ln p = 1n o) ] (20)

cantidad positiva (Teorema de Gibbs) como se vera en la seccidén 7.
El concepto mas general en este sentido es la entropia de
Segal [S60], gque engloba a la entropia <clasica y a 1la
mecano-cuantica.
Aqui nos centraremos en las entropias de informacidén atdmicas

de carga Sp y de momento SW’ cuyas definiciones son:

n
Il

-[p(@) 1n p@) oF (21)

n
1]

-[7(3) 1n 7(8) 4B (22)

Diversas cotas a las entropias de informacidn Sp Yy S?, han
sido obtenidas en los udltimos anos [LT79,J86,SE87,ES88,S89]. En
particular, Bialynicki-Birula Y Mycielskil [B75,BM75] han
conseguido acotar inferiormente de forma rigurosa la suma SQ+S,‘,r

como:
+ > +
S +S 3{1 1ln m) (23)

Recientemente, Gadre et al han estudiado las caracteristicas
de esta desigualdad en sistemas atdmicos [GSC85] y han obtenido
[GB87], a su vez, nuevas cotas superiores e inferiores a Sp, Sg,,
Sp+sar )4 Sp-s'a’ en términos de <r2> )4 <p2>. Con la normalizaciodn
adoptada en (2.6) y (2.7), obtiene cotas a las entropias de

informacién S_y S_,
P 4

2

—g [1 + 1n ______anr 5 ] > S = —-—g [1 + 1n ——?11-2!—] (24)
P KL
3 2n<22> 3 31
g [1 + 1n 3 ] = S = —_ [1 + 1ln ———2_—] (25)
o 2<r®>

a las diferencias de entropias Sp—57 y S_-S

15



8 =8 = 3 1In < (26)

P 7 2<p2>
S -S_ = 3 1n ———25——- (27)

v P 2<Y >

y a la suma de entropias S _+S
’
3 a<r’><p?>
< e il e -

Sp+sw =3(1 + 1lnmn +—— 1n 5 (28)

Todos estos resultados son reproducidos y ampliamente
generalizados en esta memoria, obteniéndose cotas de una precisidn
y calidad (ver seccidén 7) mas elevadas.
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II.- TECNICA VARIACIONAL DE ACOTACION

4., - METODO GENERAL

Dada una funcional de la densidad en la forma
- ->
F = [Flp()1a2 (1)

[ ] - 9 » . - L
queremos obtener la funcidn f(r) que haga maxima O minima a F,

sujeta a un conjunto de restricciones:

Igi(?)p(?)d? o, = Igi(?)f(?)d? i=1,...,k (2)

Para ello, se emplea el método de los multiplicadores de

1 ’ e & @9 I Ak
. % . . - L . . -
si f(¥) sufre una variacién de primer orden, la condicion de

Lagrange [DG85]. Sean A dichos multiplicadores. Entonces,

extremal impuesta a f(?) hace que
5 [ IF[f(?)]d? - ZAiIgi(?)f(?)d? ] = 0 (3)
i

siendo Sf(?) la variacidén de primer orden que sufre f(?).
Como
SF[f] = F'[f] &fF (4)
se obtiene

IF'[f(?)]Sf(?)d? - ) Aifgi(?)f(?)d? = 0 (5)
1
Esto debe ser valido para cualquier Sf(?), lo cual exige que
F/LE(E)] = ) 2394 (F) (6)

1

Para obtener la expresioén final de f(?), habra que:
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a) Despejar f(?) de la expresioén (6).

b) Calcular los Ai en términos de los o, a partir de (2).
Este proceso serda mas o menos factible en funcidn de:

a) La complejidad de la funcional F/'[f].
b) El1 numero de restricciones 0, -
c) La complejidad de las funciones gi(?).

La determinacién del tipo de extremal f(?) obtenido (maximo o
minimo) sera especifica para cada funcional F[f].

En el caso de que F”[f] tenga un signo definido, 1la
comprobacién es clara, sin mas que hacer un desarrollo de Taylor
de F[f] en torno a f=p:

F(£] = F[p] + F'[p](p-£) + = F'[p,](p-£)° (7)

siendo p, una funcidén comprendida entre f y p. Obviamente, por (2)

y (6), queda
IF[f]d? - IF[p]d? = % I(p-f)zF”[pl]d? (8)

cuyo signo esta definido si lo esta el de F”[pl].
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5.- FUNCIONALES DEL TIPO Ipnd? Y Izndﬁ

Como primera aplicaciodn del procedimiento descrito

anteriormente, se puede tomar una funcional de la forma

Flp]l = p (1)

w_ Ip“d? (2)

exigiendo que algunos momentos del extremal coincidan con los de
la densidad real:

g, (2) = rt (3)
o, = <«rls = Irip(?)d? (4)

Esta técnica ha sido ampliamente desarrollada en los ultimos
anos [DG85].

Tenemos
F'[f] = nE" 1 (5)
nt"t =¥ Airi (6)
i
Luego
- e 3
£(2) = £(r) = %[Z Airl]n-l (7)
Ccon :
o, = Jrlf(?)d? (8)

Ha sido facil despejar f(?) de (6). Quedan por calcular los
Ai en (7).
AUin no ha sido resuelto dicho problema cuando se involucran

tres o mas restricciones. Con dos ligaduras se obtiene
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Ara + uUY
o o R i (x > B) (9)

Los signos de A y u determinan cuatro casos posibles, aunque
s6lo tres de ellos con significado fisico. En efecto, con A<O vy
u<0, no estaria definido f(0). Ademas, la condicidén f(x)=0 limita
los valores posibles de n.

Por tanto, las posibilidades restantes son:

a) A>0, u>0, n<l
b) A>0, u<0, n>1
c) A<0, u>0, n>1

Cada una de ellas da lugar a una densidad f(r) diferente. La
primera genera una cota superior a w_ ~con n<l, mientras que las
dos restantes dan lugar a cotas inferiores, pero con diferentes
restricciones a los parametros o y B.Todo el procedimiento se
encuentra exhaustivamente descrito en [DGP89Db].

A modo de ejemplo, desarrollemos el caso (c). La densidad
f(r) es, en este caso

si r = a

(10)
0 en otro caso

donde C y a son parametros a determinar a partir de (8). La
solucidén final es [DGP89b]:

1
a—p
<rB>n(cx+3)-3

<ra>n(B+3)-3

3(1-n)

con a > B >
n

(11)

donde
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X[Ma)-B _]a-B (12)

[n(a+3)_3]n(a+3)-3

El simbolo B representa la funcidén beta, definida como:

1

2y = SRR - [ el aen Yt 12)
0

Las restricciones a a y B que aparecen en (11l) provienen de
la exigencia de finitud de <ra>, <rP> y la propia cota.
Con el mismo procedimiento, se obtiene la cota

correspondiente al caso (b):

2 |
a-B
x_-n(B+3)+3 o -
wn = cb(arBrn) '—ziﬂz_m—W‘ con B < a < —:—S-Q-i—lll— (14)
donde
={n=1)
Cb(arBrn) - nn (a-B)zn-l [4115[—?2(__gm+i)1%_']:| X
1
" _[-n(a+3)+3)~(aF3)FS |a=B (15)
[~n (B+3) +3) RT3

Trabajando en el espacio de momentos, se obtiene expresiones

B

analogas que nos permiten acotar Iwndg en términos de <pa> y <p
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Finalizaremos esta seccidén estudiando el comportamiento de

las

cotas vy 1las acotadas

magnitudes
Thomas—-Fermi,

tratamiento efectuado en [DP82],

w. - Z si
<r%s . z71 si
% .. g% 2 si
<r>> - 2 11n z <p>> - 2% 1n Z

<x% . g~%/3 <pa> ~ ch"‘/3 si
<xr 325 . z1/2 14 7 <p'3/2> - z71 1n z
<% . golatl) <% - z71 si

Algunos valores 1interesantes de n,

particulares para a« y B, son:

dentro
a lo largo de la tabla periddica.

se observa que:

del

modelo de

De acuerdo con el

1/2<n<2

>3

5>a>3

3>a>=3/2

-3/2>0>-3

algunos

(l6.a)

(16.Db)

(16.cC)

(16.d)

(l6.e)

(16. f)

(16.9)

valores

La energia de intercambio en el modelo de Thomas-Ferml es, en

valor absoluto,

=3 (7)) e e

En este caso,
B < a < =-3/4

En el caso particular a=-1, B=-2

22

para sistemas de Z fermiones [D30]:

la restriccidon de (14) pasa a ser

(17)

(18)



KO’—"

- (19)
62512 <r %>

[ 81z% <r 15> ]1/3

En el modelo Thomas-Fermi (exacto para Z —), la energia de
intercambio crece con Z en la forma 25/3, mientras que la cota
(21) lo hace como 214/9. La discrepancia es muy pequena, por 1lo
que es de esperar una variacién en las cotas con Z no muy

significativa para Z muy grande. Esto puede ser observado en la
grafica 6.

b) n =5/3

La energia cinética electrdénica en el mismo modelo es
(T26,1LM83] :

T, = —— (3n°)%/3 z°/3 Jp5/3d? (20)

Ahora, la restriccion de (1l1l) es
axa > B > -6/5 (21)

En el caso particular a=0, B=-1, tenemos

5/3 <r T>2

—_— (22)
0 oc /3

Esta cota, al igual que el valor de la energia cinética, en
el modelo Thomas-Fermi, se comportan como Z'7/3 para Z muy grande

(grafica 7).

C) n =2

La densidad media de carga es:
2 2
<p> = Jp dr (23)

Con =0, B=-1, la expresion (1ll1l) queda [DGP89a]

23



<p> = — — (24)

En el modelo Thomas-Fermi, la cota crece linealmente con Z,
mientras que <p> es infinito en el mismo modelo. De todos modos,
se observan claramente las discrepancias entre el valor exacto y

la cota en la grafica 8.
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6.- COTAS A p(0) Y 7(0)

Los resultados obtenidos en la seccidén anterior pueden ser
utilizados para acotar p(0) y 7(0), como veremos a continuaciodn,
sin mas que tener en cuenta algunas de las propiedades de las que
disfrutan p(r) vy 7(p).

Como vimos en la seccidén 2, la densidad electrdnica de carga

verifica

p(0) = p(r) = —— [p(P)a (1)

en todos los atomos. En otros muchos (aproximadamente las dos

terceras partes de aquellos con Z=54), se verifica también

1
41T

v

¥ (0)

7 (p) jw(ﬁ)dnp (2)

Trabajemos con las densidades promediadas angularmente.

Consideremos
op = [p(x) 1762 ,  neR (3)

A partir de (1) se obtiene

o
r

wopg1 = |IP(X)1TTHAE = [p(0)1" [p(x)aZ = [p(0)1" (4)

Yy, por tanto,

0 1/n

p(0) = [w, ] (5)

O
n+1l
puesto que éstas se expresan en terminos

Las cotas inferiores a W colnciden con las

correspondientes a W_tq7
de magnitudes radiales. De este modo, se obtiene un conjunto de
cotas inferiores a p(0), variables de acuerdo con el parametro n.
Numéricamente, se observa que el valor maximo de estas cotas se
produce cuando n—», €n cCuyo caso las expresiones se simplifican

bastante [GPA88]:

25



L

1 (B+3)a+3 <rB>a+3 ]a-B

p(0) iy ~ [_?;:57513_ d>B+3 con ¢« > B > -3 (6)

¥ 5

De igual forma, para aquellos atomos en los que 7%(0)z¥(p), se

obtiene
e
a+3 B.a+3 |a-B
7(0) > ._4__1_ __(_@_'.'.'_9_)____.'__?_ _<L+3 con « > B > =3 (7)
.. (a+3)B <pa>B

Es interesante hacer notar que las desigualdades (6) y (7) se
transforman en igualdades en el limite B —-3.

La variacion de p(0) vy <r*> con Z, en el limite Z —», puede
ser estudiada en el modelo de Thomas-Fermi [DP82], como se Vvid en
la seccidén anterior.

Cuando «,B>-3/2, las <cotas a p(0) crecen como 2. Esto
significa que la calidad de las mismas empeora cuando aumenta 2Z.

En el caso «,B<-3/2, el comportamiento de p(0) y el de las
cotas es el mismo, es decir, como Zz, por lo que la calidad debe
ser mas o menos independiente de Z para Z suficientemente grande.
Pero en este caso, estamos obligados a trabajar con momentos de

orden no—-entero.

Un caso particular interesante de la desigualdad (6) ocurre
cuando a=-1, RB=-2:

1 <r

P(0) = —— ——"— (8)

Puede mostrarse que esta cota va como 25/3 Yy que su precisiodn
es la mas elevada entre todas las cotas a p(0) dependientes de dos
momentos cualesquiera de orden entero, como se puede ver en la
tabla 1 y en la grafica 9.

A pesar de su menor precisién, merece la pena senalar
explicitamente algunas cotas del tipo (6) que dependen de valores

esperados que representan magnitudes fundamentales O son
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experimentalmente medibles (e.g., <r 1> )4 <r_2>) o son de especial

interés (e.g. <1ln r>). Asi por ejemplo, cuando a=2 y B=-1,

1/3
4T 29 <r2>2
y cuando B=0 y a ——0, se tiene

3 -3<1ln r>-1
e
4711

p(0) = (10)

ya que la cantidad <ra>1/a tiende a e<lnr>' como puede comprobarse

sin mas que aplicar la regla de L’Hopital.

En cuanto a 7(0), la tabla 2 muestra 1los resultados para
aquellos atomos que verifican (2). En el caso a=-1, B=-2:

v

7 (0)

(11)

Cuando B=0 y hacemos a — 0, la expresidén correspondiente es,
haciendo uso de (7):

3 e—3<ln p>-1

v(0) = 411

(12)

Las férmulas (10) vy (12) 1ligan valores locales de las
densidades con valores esperados utiles en 1la acotacidén de 1la
entropia de informacién, como veremos en la seccidén siguilente.

Otro modo de explotar este procedimiento de acotacidén de p(0)
consiste en considerar la distribucidén -p’(r). Hemos comprobado

computacionalmente que, en todos los atomos con Z=54, se verifica

-p’ (0) = -p’ (r) (13)

Teniendo en cuenta que existe una sencilla relacidén entre los
valores esperados radiales de p(r) y -p’(r), como veremos en la

seccién 10, y haciendo uso de la relacién de Kato (2.5), se
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obtienen dos nuevas cotas aplicando 1la expresién (6) a 1la
distribucidén -p’ (r):

1
B..a+4 |a-B
1 [ (B+3) (B+4) <r >]
p(0) = — con a>B>-3 (14)
e [ [(¢:>c+3)(cm:+4)«:’J:"D‘)]B+4r ]
o+3
p(0) = —13%%———— (a+3)(a+4)<ra> con o>=-3 LA

La expresién (15) pasa a ser una identidad cuando se toma el
limite a —-3.

Nétese que, de esta manera, se obtiene no solo nuevas cotas
inferiores (aun cuando de menor calidad que las anteriores) sino
también cotas superiores a p(0) en términos de un unico valor
esperado de orden a>-3. Quizas los casos mas interesantes desde un
punto de vista de la precisidén, corresponden a la desigualdad (14)

con a=-1 y B=-2, y a la desigualdad (15) con a=-=2:

-2 3
p # <r >
P(0) B —pwig— g (16)
36112 e 1>2
-2
< >
p(0) = = (17)

La calidad de la cota inferior (16) es analizada para todos
los atomos con Z=54 en el marco Hartree-Fock y comparada con la
cota (8) en la figura 9 y en la tabla 3. Se observa que la
utilizacién de la relacién de Kato ("cusp condition") hace que al
cota (16) caiga siempre por debajo de la cota (8) y que 1la
separacion entre ambas se haga paulatinamente mas grande a medida
que aumenta el numero atémico. Esto ultimo es una consecuencia
directa de que, debido a (5.16), la cota (16) varia como 24/3

5/3 tal como hemos senalado

mientras que la cota (8) crece como 2
anteriormente.
De otra parte, las cotas superiores (15) y (17) generalizan

ampliamente la unica cota superior conocida hasta ahora, a saber
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la de Hoffmann-Ostenhof [HHT78], Z<r-2>/2n, pero son de inferior
calidad. Ademas, la cota (17) se comporta, habida cuenta de
(5.16), como Z2 siendo su bondad 1i1lustrada en la tabla 4 y en la

grafica 9 para todos los atomos del H (Z2=1) al Xe (Z=54) en el

marco Hartree-Fock de Clementi y Roetti.
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7.- COTAS A LAS ENTROPIAS DE INFORMACION

Como hemos visto en la seccidén 3, la entropia de informaciodn

asociada a una distribucidén de probabilidad p(?) se expresa como
s, = -[p(¥) 1n p(¥) dF (1)
con la condicidén de normalizacidn
lp@az =1 (2)
En esta seccidén estudiaremos la funcional
Flp] = -p 1n p (3)
con la restriccidén (2). Vamos a obtener cotas a Sp en términos de

(04
3) <xr > con a > 0

b) <r*> Yy <1ln r> con x # 0

Las cotas del tipo (a) son, desde luego, un caso particular
de las del tipo (b). Por tanto, sdélo desarrollaremos el caso (b).
El procedimiento es valido para cualquier distribucidn de

probabilidad y, por tanto, los resultados son también aplicables a

S_.
[4

Sea f(?) una distribucidén de probabilidad tal que
If(?)d? =1 = Ip(?)d? (4)
Entonces, se verifica
Ip(?) 1n p(2) 42 = Ip(?) 1n £(2) 4 (5)

En efecto, desarrollando en serie de Taylor la funcidén p 1ln f

en torno a f=p, se obtiene
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pln £ =p 1np + (£-p) - (p/P3) (£-p)° (6)

siendo P, una funcién comprendida entre f y p. Integrando Yy
teniendo en cuenta (4) se obtiene la desigualdad (5), cuyo miembro
izquierdo es, salvo un signo, la entropia de informacidén asociada
a p(?).

Estudiaremos la expresién (5) para la funciodn f(?) definida
cComo

o
Arte 2t (7)

£(r)

La constante de normalizacién A se obtiene a partir de (4).
Distinguiremos los casos a<0 y a>0, ya que con a=0 no es posible
la normalizaciodn.

Si a>0, la normalizacién es factible sdélo si m>-3, mientras

que para o<0 ha de verificarse m<-3. Se obtiene:

m+3

X
X a

A = ] con m>-3 si a>0 (8)

m+3
antl” [T

m+3

x
X a

A= - —— - con m<-3 si a<O0 (9)
4nr[ﬁ+3]

(0 4

La expresion (5) proporciona un conjunto de cotas a 1la
entropia Sp usando funciones del tipo (7):

Sp < =-1ln A -m<ln r> + a<ra> (10)

Para cada valor de «, puede minimizarse la cota (10) respecto
a los parametros "a" y "m". La minimizacidén respecto al parametro

"a" da como resultado:
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m+3

a<ra>

(11)

donde el signo a considerar es el mismo que el de «.

No es posible efectuar el mismo proceso para el parametro "m"
de forma analitica, pero si computacionalmente.

Obtenemos asi dos conjuntos infinitos de cotas superiores a

Sp. Uno corresponde a cotas en términos de momentos de orden
positivo:

Sp(a) i m<ln r> + 1ln

m+3 —_—
antl” | ——— o o
g =< m m+3 (o 4 [OK_rz] (12)

con >0 y m>-3.

Se puede obtener una expresidén similar usando un momento de
orden negativo, en la forma

m-—3
—— + m<ln r> + 1ln

m
S 58 -
p( )

3 (13)

con >0 y m>3. El1 término derecho de 1la desigualdad (13)

corresponde a la entropia de informacidén de la distribucidn:

-
f(r) = Ar Te 2F (14)

La restricciéon m>3 impide prescindir, en este caso, del
término <1ln r>.

La desigualdad (12) con m=0 se reduce a:

3/x
e . 3 anT (3/a) [(a<r®>
S, = S (¢) = —— + 1ln [———E—i—— [——3——] ] (15)

Algunos casos particulares de esta desigualdad son:

0
o=]1: -2 - S 1
0 p( )

3
8T<r> ] (16)

3 + 1n [ 57
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2
- o =" 3 2TM<Ir >
x=2: Sp — Sp(2) . e + —5— 1n [———-—] (17)
En (13) no es posible tomar m=0, debido a la restriccidn en
"m". Por ello, con este método no podemos acotar Sp en términos de
un solo valor esperado de orden negativo, sino que necesitamos
<r %> y <ln r>. En particular, la desigualdad (13) para a=1 y o=2

da lugar a

m <y +>) 873
Sp = Sp(—l) = m-3 + m<ln r> + 1ln 4nF(m-3)[—ﬁ:§—] (18)
-2 m-3
- ol L, =3 R=3 2<r >)| 2
Sp = Sp(-2) ol il m<ln r> + 1ln [an[—i—] [_ﬁ:i__] ] (19)
respectivamente.

Todos estos resultados son aplicables tanto a la densidad
electrénica de carga, p(i')), como a la densidad electrdnica de
momento, 7(3), sin mas que sustituir <r%> y <ln r> por <pa> y <1ln
p> respectivamente.

Asi pues puede escribirse que

n
IA

S?(a) con a>0 y m>-3 (20)

S
]

IA

S?(-a) con >0 y m>3 (21)

La desigualdad (20) con m=0 da lugar a

X 3/
T _ 3 4l (3/a) [(a<p >]
S, = Sw(“) =~ & 1N [———E———— [——3—— (22)
la cual para a=1 y =2 se reduce a
=1 S-:SO]_ = 3 4+ 1 LF»:;_ (23)
x=1: v = 7( ) = n 55
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s o Y o 3 2M<p >
a=2: S = S?(Z) % —— t = 1n [ ] (24)

Las desigualdades (15)-(24) generalizan Yy engloban las de
Gadre y Bendale [GB87] que hemos recogido en la seccidén 3 de esta
memoria. Hemos llevado a cabo un andlisis de estas desigualdades
en los atomos con Z=54, usando las funciones de onda Hartree-Fock
de Clementi y Roetti [CR74]. Algunos resultados de este analisis
se muestran en las tablas 5 a 10 y en las figuras 10 a 15.

En la tabla 5 y 1la figura 10 se comparan los valores
Hartree-Fock y las cotas superiores Sg(cx) con «o=1,2 dadas por
(16)-(17) de la entropia Sp' Se observa que (1) las cotas Sg(a)
presentan el mismo comportamiento con Z que el valor Hartree-Fock
S (HF) , (ii) S (HF)*S (1)<S (2) Y (1i1) el porcentaje
"100*S (HF)/S (x) ™ para la cota S (1) varia entre el 100% (H) al
68% (Xe) Y entre el 97.4% (H) al 47 2% (Xe) para el caso Sp(2).
esta variacién no es mondtona sino que presenta discontinuidades
abruptas en los valores de Z correspondientes a los atomos con
capas cerradas.

Una comparacién andloga para la entropia de momento S? entre
los valores Hartree-Fock y las cotas superiores Sg(a) con x=1,2 se
lleva a cabo en la tabla 6 y la figura 11. Se observa que: (1) el
comportamiento cualitativo global de las cotas es el mismo que el
valor Hartree-Fock Sar (HF) aunque no presentan las suaves
discontinuidades de este ultimo, (1i1) SW (HF)<SS(1)<S$(2) y (11i1)
el porcentaje del valor Hartree Fock contenido en la cota varia
del 99.4% (H) al 93.1% (Xe) para el caso S (1) vy del 92.8% (H) al
83.3% (Xe) para el caso S (2) . Vemos como 1a calidad de las cotas
(que dependen de <r%> 6 <pa> respectivamente) a la entropia de
informacién es (a) mas uniforme y mads elevada en el espacio de
momentos que en el espacio de posiciones, y (b) mejor cuando «a=1,
mostrando un paulatino empeoramiento a medida que aumenta «.

En las tablas 7 vy 8 vy en la figura 12 se analizan asimismo
las cotas Sg(a) con m#*0 vy a=1,2 y =-1,-2 que vienen dadas por las

desigualdades (12) y (13) respectivamente, y se comparan con el
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valor Hartree-Fock Sp(HF). El valor éptimo de "m" utilizado para
cada atomo viene también recogido en las mencionadas tablas,
observandose un comportamiento muy uniforme con Z salvo para 1los
atomos muy ligeros. Es interesante subrayar que al ser m#0, estas
cotas SE(a) dependen no solo de <r*> sino también de <1ln r>, Yy que
dichas cotas presentan el mismo comportamiento Hartree-Fock no
sdlo cualitativamente sino también cuantitativamente, como ocurre
en el caso Sg(l) cuya calidad es de un porcentaje superior al 97%
en todos los atomos estudiados (Z2=54).

En las tablas 9 y 10 vy en la figura 13 se estudian las cotas
S?(cx) con m*0 y «=1,2 y =-1,-2, junto con 1la correspondiente
magnitud Hartree-Fock Sw(HF). Asimismo, se da en dichas tablas el
valor éptimo de "m" utilizado. A subrayar nuevamente que como m#0,
estas cotas dependen no solo de <pa> sino también de <ln p>. Se
observa que dichas cotas son en todos los casos de excelente
calidad, llegando ésta a ser para la cota S?(l) superior al 99% en
todos los atomos considerados (Z2=54).

La figura 14 recoge la comparacién entre las cotas Sg(l) P
S?(l) y el valor Hartree-Fock Sp(HF). Se observa que:

m
S,(1)

IA
IA

. 0
1) S_(HF S (1
) p( ) p( )
ii) la inclusidén del valor esperado <ln r> mejora de tal manera la
cota Sg(l) que la cota resultante S?(l) puede ser considerada

casi como el valor computacional de la entropia de informaciodn
para p(r).

Comentarios andlogos pueden hacerse para S y A partir %e la
figura 15, donde se estudian comparativamente las cotas Sw(a) ,
S?(a) y S, (HF).

Otra desigualdad interesante se obtiene a partir de (3.23),
(15) y (22):

3/a 8.3/ , me> 1TVAV/B)  ap(3/a)>/%(3/8) /P

(9 4 e e —
<«r®>3/%p ———— e PRI T 50

(25)

con «,B>0.
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Esta desigualdad generaliza para todo «,B>0 la cota

<r2><p2>29/4 obtenida por diversos autores [GC86c,YJ84].

Por ultimo, ha que hacer notar que la conjuncidén de (6.10) y
o

(6.11) con (16) para obtener una cota a Sp en términos de <r > y
p(0) exige que m = 0, para conservar el sentido de las
desigualdades. En este caso, se observa que el valor éptimo para m

es m=0, es decir, se reduce a la expresioén (25). Igual ocurre para

S _ .
'
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I1l.- TECNICAS NO-VARIACIONALES DE ACOTACION DE p(0O)

8.~ DESIGUALDAD DE HOLDER GENERALIZADA

Hasta el momento, hemos obtenido cotas a p(0) y 7(0) mediante

un procedimiento variacional, teniendo en cuenta que

p(0) = p(r) (1)

en atomos (y, en algunos, 7(0)zy(p)), o bien que p’ (0)=p’(r), como
se puso de manifiesto en la seccidn 2.

En esta seccién, asi como en las dos sigulentes, se
aprovecharan las propiedades de monotonia decreciente y de

convexidad de la densidad atdmica de carga para acotar p(0).
Diversos teoremas de existencia de distribuciones de
probabilidad, conocidos algunos de sus primeros momentos, asi como
desigualdades integrales que involucran a la misma distribucidn,
son aplicables al estudio de la densidad electrdnica de carga.
La desigualdad de Holder generalizada [MO79] relaciona

integrales construidas a partir de dos funciones h(r) y g(r) en la
forma

[jb Ih(r)g(x) ™ da(r)]l/m <

I

siempre que se verifique

Ih(r)lp da(r)]l/p [Ib Ig(r)lq da(r)]l/q (2)

a a

- *
_q_' - T (p,q,m > 0) (3)

: 1

i — +
) P

ii) a(r) es una funcién no-decreciente y acotada en [a,b]

El hecho de que p’(r)=0 en todos los atomos, siendo p(r) la

densidad electrdénica de carga promediada angularmente, permite
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definir la medida

da(r) = -p’(r)dr (4)

Claramente, a(r) es no-decreciente en [0,+x), verificandose
-p(0)=ax(r)=0. Por tanto, esta acotada.

En aquellos casos en que p”“(r)z0, la medida a definir es

dg(r) = p“(r)dr (5)

Nuevamente, B(r) es no-decreciente en [0,+w), y esta acotada
entre p’ (0) y O.

Esto nos ©permite utilizar 1la desigualdad de Holder
generalizada para obtener relaciones que 1involucren a p(0), a
través de los momentos de -p’(r) 6 p“(r).

Sea la funcioén de distribuciodn

f(r) = —-p’(r) (6)
Entonces
0 0 p(0) s1 a=0
u_ = J' r®f(r)dr = -I r®’ (r)dr = (7)
& 0 0 o <ra-3> .
— si a>0
41
Los momentos correspondientes a la funcidén de distribucidn
£({x) = p~{r) (8)
son
2Zp (0) sl a=0
? o
v, . I r f(r)dr = J r p”(r)dr = p(0) si a=1 (9)
0 0

_o(a=l) =4y si a>1
471
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donde se ha hecho uso de la condicidén (2.5) para oa=0. Notese
también que, en este caso, no existen los momentos con 0<a<l.
La aplicacién de la desigualdad de Holder generalizada a las

funciones

h(r) = r’ (720) (10)

|
a!
.
O
IV
o
S’

g(r) (11)

con las medidas a«(r) y B(r), proporciona cotas al wvalor de 1la
densidad electrénica de carga en el nucleo en términos de 1los

0 4
valores esperados <r >.

Desarrollemos la expresién (2) para la medida a(r). En este

caso.
[—IZrm(7+5)pf(r)dr]l/m5 [-Izrp7p'(r)dr]l/p[-J:rqép'(r)dr]l/q (12)

o bien, haciendo uso de (7),

[um(w+a)]l/m < [upw]l/p [uqa]l/q (13)

La aparicién de p(0) en esta desigualdad exige que, o bien
=0 o bien 8=0. En el caso =0 se obtiene

(b 1™ = 1P 1p(0) 179 (14)
con lo cual
(umw)q/m 1 [my <rm7-3>1q/m
P (0) a‘______675" © T an pPr-3_.9/pP St
(pr) [Py <Ir > ]

donde se han tenido en cuenta (3) y (7).

Sean
B = my-3 (16)
a = py-3 (17)
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Entonces, a partir de (3), (16) y (17), la expresion (15)
queda finalmente en la forma

1
B_.a+3 la-B
p(0) = i% [(B+3) <ra> T (18)
[ (a+3) <xr >]
con
a > B8 > =3 (19)

coincidiendo plenamente con 1la obtenida mediante 1la técnica
variacional, donde no hubo que exigir la monotonia decreciente de
la densidad.

Por tanto, todas las consideraciones efectuadas en la seccidn
6 acerca del comportamiento y la bondad de estas cotas pueden ser
tenidas en cuenta también aqui.

La aplicacién de 1la relacidén (2) cuando se considera 1la

convexidad de la densidad de carga produce una serie de cotas a

p(0), a través de un proceso similar al desarrollado
anteriormente.
La relacion (2), teniendo en cuenta (5), (10) y (11), se

transforma en
[Izrm(7+6)p”(r)dr]1/mﬁ [IZrPVp”(r)dr]l/p[Iquap”(r)dr]1/q (20)

Con la notacién empleada en (9), se obtiene

[Vm(7+a)]1/m il [pr]l/p [Vqs]l/q (21)

En este caso, existen diversas comblnaciones de 1los
parametros, que involucran a p(0). Estas combinaciones se resumen
en los siguientes casos:

a) m(y+8)=1, ¥p=0 & 8g=0 (22)
b) m(y+8)>1, 7p=0 & 8g=0 (23)
c) m(y+8)>1, rp=1 6 8g=1 (24)
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Cualquier eleccidén diferente de éstas, teniendo en cuenta
(3), produce relaciones triviales o en las cuales no aparece p(0).
Desarrollemos, pues, estos tres casos.

Tomemos =0, mé=1l. Entonces, (21) se transforma en

1/m _ 1/p 1/9
(v) /™ = (vy) (Vgs) (25)
y haciendo uso de (9):
1/9
1 1 S (go=1 o—4
(p(0)1/™ = [22p(0)1%/P [i-‘%—r——’-— <r? >] (26)
ya que
- _9 _ d
gqé = = 1 + = > 1 (27)
Despejando p(0) se consigue una cota superior:
q8-1 3
p(0) = (zzzm-— gd (go-1) <rqéi 4>, qé > 1 (28)
o, definiendo a = g8-4:
a+3
p(0) = _(2231—” (a+3) (a+4) <r%>, « > -3 (29)
que coincide con (6.17). En el caso particular a=-2, queda
-2
2< >
p(0) = === (30)

Es de esperar un empeoramiento de la cota con valores mayores
de o, puesto que en el limite a— -3, el miembro derecho de (29)
vale p(0). Es decir, nos acercamos tanto mas al valor de p(0)
cuanto mas bajo es el orden del momento involucrado.

cComo se comportan estas cotas a 1lo largo de 1la tabla
periddica?

Teniendo en cuenta los diferentes limites para Z —w», la cota

(29) se comporta como 22 sl a<-3/2, y como Z(2a+9)/3 si 3>a>-3/2,
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en cuyo caso (2a+9)/3>2. Teniendo en cuenta que p(0) crece como 22
para Z muy grande, es de esperar que la calidad de las cotas con

3
@<= —— Nno empeore cuando crezca Z, como se observa en la tabla 3

para Z grande.

Estudiemos ahora el caso py=0, méd>1. Entonces, la desigualdad
obtenida es

1/m 1/p 1/49
(vps) = (V) (Vgs) (31)
o bien
1/m 1/9
mé (mé-1) mdé -4 - 1/p gd (gd—1) qs -4
[_H"__ <r >] < [2Zp(0)] [ AT <r > (32)
donde se ha tenido en cuenta que gé>1. En efecto:
Ak e > e e MY ——  QSME>1 (33)
m P q gq
Definimos
x = go-—4 (35)

Légicamente, a>B>-3.
El desarrollo de la relacién (32) a partir de (3), (34) y
(35) lleva a

1
B..a+4 |a-B
AL 8 [M_WEE_J_BT] (36)
[ (x+3) (x+4) <r >]
con
x > B > -3 {37)

Es la misma cota que se obtuvo usando la técnica variacional
en (6.16).

Como caso particular, con a=-1, B=-2:
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o PRI
P(0) = ZEmz- —__-12 (38)

v

El comportamiento de estas cotas con Z—w es del tipo Z‘q’/3

cuando aoa=-1 y PB==-2. Por tanto, a medida que crece Z empeora
notablemente la calidad de las cotas, tal y como queda reflejado
en la tabla 4 y en la grafica 16.

Por ultimo, veamos el caso py=1l, m(7+d8)>1:

/® < 1p(0)1YP (v

1 /4
[vm(7+3)] = (39)

1
qs

con gd>1 necesariamente. Es decir:

[ m(y+3) (m(y+5)—-1] <rm(7+6)-4>]1/m{

411 -

- _4 11/4
< [p(0)]/P [-i‘s-(—gi—l-)—- <r®d 4>] (40)

Con un desarrollo similar al efectuado anteriormente, se
llega a

1
al0) B gk (B+3) (B+4) <rP>1%t3 |*°B (41)
R [ (x+3) (x+4) <<ra'!>]B+3
con
a > B > =3 (42)
En particular, para a=-1, B=-2:
-2 2
1 < >
p(0) = il st (43)
= <r 1>
En este caso, las cotas crecen como 25/3, algo mas lentamente
de lo que lo hace p(0). Por tanto, 1los resultados empeoran
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ligeramente con Z, como se pone de manifiesto en la tabla 11 y en

la grafica 16.

Finalmente, hay que hacer notar que la comparacién de 1los
resultados proporcionados hasta aqui refleja un empeoramiento
importante de las mismas cuando se hace uso de la relacidén (debida

a Kato) entre los valores de la densidad y su primera derivada en
el origen ("cusp condition").
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9.- PROBLEMA DE MOMENTOS DE STIELTJES

En esta seccidén, vamos a acotar p(0) haciendo uso de una
condicidén necesaria y suficiente de existencia de una funcidn
densidad, conocidos sus primeros momentos. Esta condicidén se
expresa a través de varias relaciones determinantales.

Sea una funcién densidad ¢(x) definida sobre el intervalo

[0,+») , cuyos momentos en torno al origen son

n, = I x%¢ (%) dx €« =0,1,2,...,p (1)
0

Sea la funcién densidad \Ilk(x)=xk¢(x) definida sobre [0,+w), coOn
momentos

0
v (k) = [ x**¢x)ax, k=0,1,2,..., a=0,1,2,...,n (2)
0

Yy, por tanto,

El teorema de Stieltjes [ST50,JR51,M56] se enuncia como
sigue:"La condicién necesaria y suficiente de existencia de 1la
funcidén densidad Wk(x) con momentos Va(k) es que

n
Ama'- 0, m = Orlrzr"'![z ] (4)
1 n-1
AIﬁl ) " 0’ m - 0,1,2,---,[’7] (5)

siendo

vo(k) vl(k).....vm(k)

V. (K) Va(K)ewonoV . (K)
pw | CRIET . W - (6)

v (k) v o (K)...v, (K)
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v (k) Va(K) ooV o (K)

v. (k) PalX)esssil (k)
AIsll) " 2 : 3 . m+2 . (7)

vm+1(k) vm+2(k)"'v2m+1(k)

y donde [X] representa el mayor entero menor o igual a X.

Cuando k=2, en ninguno de los momentos involucrados aparece
p(0). Por tanto, sdélo nos interesan los caso k=0 y k=1, salvo para
obtener relaciones entre momentos.

Pero

—1y = A1)y
A_(k=1) = A_~’ (k=0) (8)

Y Algl) (k=1) no contiene a p(0). Es decir, que basta con estudiar
las desigualdades con k=0 para obtener relaciones entre p(0) y los

momentos.

En este caso, (6) y (7) se transforman en

m

I, MPoeooseold

.1 .2 -m+1 > 0 (9)
M M

; i - > 0 (10)

Como ya se hizo en la seccidén anterior, los momentos de la
distribucioén -p’ (r) se notaran por Moo Y los de p”“(r) por V. os
Por tanto
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ey = p(0) Ve = 22p(0)

-2
<y “> _
H1 = T2m Ve = PR)
_ <t S5 e <r %>
Mo 27T - 2T
L dd)
e,
Lo o TR |
oy A 3 21T
. <r> S um 3
“4 11 4 114
2
. B<r > o . " 5<r>
Mg AT 5 e

En el caso m=1, tomando los momentos de =-p’(r), se obtiene
nuevamente (6.11), con la diferencia de que ahora ha sido
necesario considerar 1la monotonia de p(r), en lugar de 1la
propiedad p(0)zp(xr). Por otra parte, cuando los momentos
utilizados son los de p”“(r), se reproduce la expresioén (8.30).

Todos los comentarios acerca de estos resultados, efectuados
en las secciones 6 y 8 son, por tanto, aplicables a estos casos.

Cuando m=2, aparecen diversos determinantes 3x3. Para 1la
distribucidén -p’ (r), se obtiene:

1 2er 1534 cr™25 2 cps—3<r %5<r 1>

% 8<r Is<r>-9

A,(k=0) = 0 — p(0) = (12)

donde se ha tenido en cuenta que <r-1><r> = 9/8, como se comprueba

sin mas que aplicar la condiciodn Al(k=2)a0.
Por otra parte, la convexidad de la densidad de carga permite
obtener cotas a p(0) a partir de (4) y (5). La primera de estas

desigualdades implica la siguiente relacidn:

b-ng-c < p(0) = b+V£2-c (13)
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2 2 1 L. il

SOn % » coey- ">  <F “O>CE "5 - A S A (14)
411
-2.3
G . M (15)
2411

y donde se ha considerado la positividad de ’b’, cuya comprobacidn
puede efectuarse aplicando el teorema de Pdlya (ver seccidn
siguiente) en la forma

|
2u, 3w,

> 0 (16)

Las cotas (13) son de muy baja calidad. La superior, al
menos, mejora a las cotas superiores obtenidas hasta ahora en este
trabajo, aunque no a la de [HH78].

La segunda  desigqualdad determinantal relativa a p”(r)

conlleva el siguiente resultado:

1.3 2. 2 2 -1

1 27<r "> +10<r 4>°<r>=-36<r < ><r >
p(0) = I e T T s (17)
5<r ~T><r>-6
donde se ha considerado la relacidn
-1
<r "><r> z 6/5 (18)

obtenida a partir de (4) con m=1, k=3, usando los momentos de la
distribucidén p”(r).

Teniendo en cuenta los comportamientos asintdéticos con Z de
<r%s> )4 <pa>, descritos en la seccidén 6, vemos que las cotas (13) vy
(17) crecen como 22 (al igual que p(0)), mientras que (12) lo hace
como 25/3, por lo que es de esperar peores resultados a medida que
consideremos valores mas grandes de Z, como se pone de manifiesto
en las tablas 12 y 13, asi como en las graficas 17 y 18.

Para conclulr esta seccidén, es importante hacer notar que
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todos 1los resultados aqui obtenidos se presentan como casos
particulares de 1la aplicacién del teorema de Pdlya, dque sera

estudiado en la seccidén siguiente.
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10. - TEOREMA DE POLYA

En la dudltima seccidén sobre técnicas no-variacionales de
acotacién de p(0), describiremos 1la aplicacién de un teorema,
debido a G. Pdlya, en el que se relacionan los momentos de 1la
distribucidén en forma de desigualdades determnantales, analogas a
las sugeridas en el problema de momentos de Stieltjes, aunque con
una libertad mayor en la eleccién de los parametros. Como
contrapartida, sdélo podremos aplicar estos resultados para obtener
cotas a p(0) teniendo en cuenta la convexidad de la densidad de
carga.

El teorema de Pdlya [PS76] establece un conjunto de infinitas
desigualdades determinantales construidas a partir de los momentos
de una funcidén f(r), no-negativa y no-creciente, definida sobre el
intervalo [0,+x).

Dado un conjunto de numeros reales diferentes cualesquiera,
{al,az,...,an}, se verifica:
a.,+

a
A R f(r)dr] z 0 (1)

o0
det [(aa+a +1)I r
H 0 A,u=1,2,...,n

siempre que existan dichas integrales. En el caso ai=aj con i#j el
determinante vale cero.

Aplicaremos esta desigualdad para diferentes conjuntos

{al,az,...,an} con la funciodn

£(r) = -p’ (¥) (2)

que es no-negativa [SP71,WPS75] y, admitiendo la convexidad de 1la
densidad de carga, es no-creciente.

Los momentos asociados a esta funcidén son

o0

s a_, - o o3
H, = IO r p’'(r)dr = p(O)Salo +* T X >y =0 (3)
Como ha de ser o=z0, ha de verificarse también aizo,
i=l,...,n, y puesto que el unico momento en que aparece p(0) es
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Vqyr Uno de los coeficientes a. debe ser nulo. Por tanto, todos 1los

ensayos se haran con conjuntos de numeros reales de la forma

{O’ai}i=2,...n

Probemos con {(0,B}, B>0. Entonces

con a.>0.
1

Kq (B+1)uB

Iv
o

(4)
(B+1)pg  (2B+1)uyq

proporciona la siguiente cota a p(0):

1 B(B+1)2 <pP352

p(0) = —= 2B+1 -:;;E;:i:- (B>0) (5)

o, empleando otra notaciodn:

2 B_2
0(0) = j 4 __jB+3)(B+4) <Y >

* Bnm 28+7 . 2B+3 AF>=3) (6)

Esta desigualdad aparece como un caso particular de 1la
expresioén (8.41), tomando a=2B+3.

Sin embargo, el uso de determinantes de mayor orden puede

proporcionar nuevas cotas a p(0). En efecto, con (O0,B,%} se
obtiene

g (B+1)ug (¥+1)u,
(B+1)ug  (2B+1)H,q (B+y+1)Hg | = O (7)

(r+l)u,  (B+7+l)ug, . (29+1)H,,

cuyo desarrollo y, tras unos sencillos cambios de variable, da
como resultado
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p(0) = —— [(B+3)2(B+4)° (7+3) (20+7) <xrP>2<r?T™ 5

—(B+3) (B+4) (¥+3) (¥+4) (B+¥+6) (B+7+7) <xP><r¥><PT¥+354

+(9+3) 2 (v+4) 2 (B+3) (B+7) <r?>%<r?P¥35 4/

2B+3_ _ 27+3_ _

/[4(B+3) (¥+3) (2B+7) (2y+7)<r <

— (B+7+6) 2 (B+y+7) 2<Pt7*3,2, (8)

con B>-=3, ¥>=3.

La uUnica posibilidad para obtener una cota en funcidén de
momentos de orden entero menor que 3 es B=-1, ¥=-2 (6 bien, B=-2,
¥y=-1). En este caso, la desigualdad coincide con 1la (9.17),
obtenida en la seccién anterior, usando las mismas propiedades de
la densidad.

cQué conexién existe, realmente, entre 1los teoremas de
Stieltjes y de Pdélya? El1 primero es una condicidén necesaria Yy
suficiente de existencia de una distribucidén con unos determinados
momentos, mientras que el segundo da una relacién entre momentos,
admitiendo la existencia de los mismos.

Existe wuna facil conexién entre los momentos de 1las

distribuciones p(r), =-p’(r) vy p“(r). En efecto, consideremos 1la

notacion

o, = Io r*p(r)dr (a>=1) L)
m, = -IO r%p’ (r)dr (a=0) (10)
v, = I: r®p” (r)dr | (=0 6 «a=1) (11)

Integrando por partes, es facil comprobar que
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|

-p’ (0)8, o + au (a=0 & a=1) (12)

o : o—-1

b, = p(0)<’:3£h0 + o0 (x=0) (13)

o A !

La notacién puede hacerse mas compacta, teniendo en cuenta

que
Y _a=1
oo = o I r p(r)dr —— > p(0) (14)
-1 -+
0 o —0
?  a=-1
oL = = I r p’ (r)dr — > =p’ (0) (15)
-1 +
0 o —0
Por tanto, podemos escribir
Vo, ™ B (x=0 6 a=l) (16)
LA = o0 (x=0) (17)

donde Ly Y V vienen dados por los limites (14) y (15).

0

Consideremos la monotonia decreciente de p(r). Podemos
aplicar el teorema de Stieltjes a =-p’(r) (por ser positiva) o el
teorema de Pdélya a p(r) (por ser no-creciente).

Partiendo del teorema de Pdélya, en el caso ak=k, KO, X, sus;

00 a +a 00
det [(am+an+1)I0 r np(r)dr] = det [(m+n+1)I0 rm+np(r)dr]

con m,n=0,1, ... (18)

= det [(m+n+1)om+n] = det [“m+n+1] z 0

que colncide con (9.5).

Cuando se toma ak = Kk -

1
5 K=0,1,¢0+2
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+a

np(r)dr] = det [u = 0 (19)

® a
det [(am+an+1)Io r ™ LS
con m,n=0,1,..... Esta expresion coincide con (9.4).

De forma analoga, se encuentran relaciones para 1la
distribucidén p”(r), como las anteriores.

Por tanto, podemos afirmar que las condiciones (9.4) y (9.5)
son casos particulares de (1) y, por tanto, todos los comentarios
sobre los resultados obtenidos pueden ser derivados de las
secciones anteriores, ya que el uso de otros conjuntos de
coeficientes {ak} proporciona relaciones que involucran momentos
de orden no-entero, o bien de orden superior a 2.
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V.- CONCLUSION

11.- RESUMEN

Vamos a resumir los resultados hasta ahora obtenidos, de
acuerdo con la informacién necesaria sobre la densidad de carga.
Cuando sea posible, las expresiones correspondientes a la densidad

de momento se obtienen sustituyendo p(r) por 7(p) y "r" por "p".

a) Cotas aplicables a cualquier densidad

Usando sdélamente la propiedad de positividad, no podemos
acotar p(0) & ¥(0). Pero si podemos trabajar con los funcionales
w_ Yy con la entropia de informaciodn.

Si no conocemos <ln r>, las mejores acotaciones de 1la

entropia provienen del uso de <r>:

81r<r>3 ]

sp = 3 4+ 1n [ R £13

De otro modo, 1la optimizacién ha de hacerse por vVvia
computacional.

b) Cotas obtenidas a partir de p(0)zp(r)=0

Las Unicas cotas, en este caso, son las proporcionadas por el

procedimiento variacional. Los mejores resultados se obtienen con

v

p(0) = —— —F T — (2)
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c) Cotas obtenidas a partir de p’ (r)=0

En este caso, la mejor cota la proporciona el teorema de
Stieltjes, cuando se usa un determinante 3x3:

1 a<r 153 4 <r”%5%<¢r> - 3<r %5<r s

e ———ee (3)
- 8<r 1><r> - 9

IV

p(0)

La mejor cota usando sdélo dos momentos se reduce a (2).

d) Cotas obtenidas a partir de p’ (0)=p’ (r)

En este caso, se obtiene una cota inferior y otra superior:

Z<r-2> = p(0) = _______l __<r:2>3 (4)
T 361d <r-1>2

e) Cotas obtenidas a partir de p”(r)=0

Teniendo en cuenta la convexidad de la densidad, el teorema

de Stieltjes permite obtener cotas mads cercanas al valor real de
p(0):

1 27<r 153 4+ 10<r %>%<r> - 36<r %><r 1>

p(0) = —yle T E A (I JOSDGTE. 2. (5)
lan 5<r Ils<r> - 6

Cuando sdélo se tiene en cuenta dos momentos, el mejor
resultado se obtiene con el mismo teorema, pero calculando un

determinante 2x2:

v

P (0) T (6)
>
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expresién que coincide plenamente con 1la proporcionada por el
teorema de Pdélya, cuando se calcula el determinante 3x3 con 1los
parametros (0,1,2).

Por otra parte, una cota superior a p(0) teniendo en cuenta

la convexidad de p(r) es

p(0) = b+vb2-c (7)
N 27<r %> + <r °><r > - 3z<r 152
con b = (8)
411
-2 3
C = — : — (9)
241

En las graficas 9, 16, 17 y 18 se resumen las cotas a p(0) de
acuerdo con el procedimiento variacional, la desigualdad de Holder
v el teorema de Stieltjes respectivamente. Por ultimo, en la
grafica 19 se representan las diversas cotas a p(0) usando cada
una de las propiedades de la densidad, estudiadas anteriormente.
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12. - CONCLUSIONES

En esta memoria se encuentran numerosas desigualdades
rigurosas que involucran varias funcionales de la densidad radial
de carga o de momento de los sistemas electrdénicos (e.g., atomos y
moléculas) y los primeros momentos alrededor del origen o valores
esperados radiales de dicha densidad. Estas desigualdades han sido
obtenidas a partir de caracteristicas generales de 1la densidad
electrdénica del sistema tales como ©positividad, monotonia
decreciente y convexidad.

Se ha centrado especialmente la atencién en dos propiedades
especificas de estos sistemas: la entropia de informacidén y la
densidad central. Se han utilizado cuatro técnicas matematicas
diferentes: el método variacional, el problema de momentos de
Stieltjes, la desigualdad de Holder generalizada y el teorema de
Pélya. Asimismo, se ha estudiado la precisidén de las desigualdades
obtenidas para estas magnitudes por medio de la teoria
Hartree-Fock. Se encuentra que la calidad de las cotas a 1las
magnitudes mencionadas depende de los valores esperados radiales
involucrados, alcanzando en ocasiones porcentajes del 90% o

incluso superiores.

Algunas observaciones que se desprenden de este trabajo son

las siguilentes:

1) La técnica variacional proporciona cotas sin mas que exiglr que
el maximo absoluto de 1la distribucién se encuentre en el
origen.Estas cotas son tanto mejores cuanto mas bajos sean los
érdenes de los momentos conocidos y, por tanto, son dptimas
cuando utilizamos los momentos de oérdenes -1 y -2, S1 nos
restringimos a los de orden entero.

2) Haciendo uso de la propiedad de monotonia decreciente de 1la
densidad, las cotas mejoran sustancialmente, empleando técnicas

no-variacionales.

3) E1 teorema de Stieltijes permite involucrar mas de dos momentos

en las expresiones. Al aumentar el numero de momentos en las
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4)

S)

6)

7)

8)

desigualdades correspondientes, se obtiene mejores resultados.

La consideracion de la convexidad de la densidad proporciona

una importante mejora en los resultados a través del teorema de
Stieltjes.

En todas las cotas a p(0), el uso de la relacidén de Kato entre
la densidad y su derivada en el origen supone un notable

empeoramiento en los resultados.

En cuanto a la entropia de informacidén, el momento de orden uno
es el que. permite conseguir las cotas Jdptimas, mucho mejores

que las correspondientes a p(0) y 7(0). En este caso, sdlo se
ha utilizado la técnica variacional.

Por otra parte, el conocimiento de <1ln r> o el de <ln p>
proporciona una informacién enorme acerca de Sp )4 S,a,
respectivamente, en muchos casos casi se obtiene el valor
exacto de 1la entropia. Podemos afirmar que dichos valores
esperados contiene una gran informacién acerca de la entropia
correspondiente a esa densidad, por 1lo que seria deseable

disponer de experimentos capaces de evaluar directamente estas
magnitudes.

Por lo general, todas las cotas obtenidas a la densidad y a la

entropia de informacién, tanto superiores como inferiores, son

tanto mejores cuanto mas bajo es el valor de 2.
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Tabla 1.

momentos <r > Vy <rB>,

Cotas
[0 4

inferiores

(expresiodon (6.6)).

C(a,B)

obtenidas mediante la técnica variacional

a p(0)

en términos

Z 0 (0) C(-2,-1) %  C(-2,0) %

1 0.31831 0.15915 50.0 0.12995  40.8
2 1.79865 0.84774 47.1 0.67455 37.5
3 4.61141 2.11877  45.9 1.46866  31.8
4 8.85693 3.92807  44.4 2.51215 28.4
5 14.39692 6.13488  42.6 3.72502  25.9
6 21.25925 8.69399  40.9 5.11047  24.0
7 29.44785 11.57339  39.3 6.66285 22.6
g 38.99684 14.78728 37.9 8.37808 21.5
9 49.85669 18.27306  36.7 10.25059  20.6
10 62.01463 22.01418  35.5 12.27849  19.8
11 75.80301 26.50063 35.0 14.48232 19.1
12 91.14426 31.39669  34.4 16.84933  18.5
13 107.91585 36.68745 34.0 19.34678 17.9
14 126.12193 42.31173  33.5 21.97458 17.4
15 145.75388 48.26149 33.1 24.73017 17.0
16 166.88104 54.40089  32.6 27.66278 16.6
17 189.29614 61.13929 32.3 30.60820  16.2
18 213.34563 68.04269 31.9 33.73514  15.8
19 238.86615 75.59132  31.6 36.98552 15.5
20 265.99585 83.51791 31.4 40.35873  15.2
21  294.45508 91.48697 31.1 43.80606  14.9
22  324.26746 99.67103  30.7 47.34778 14.6
23 355.57956  108.10477 30.4 50.99075  14.3
24  388.13434 116.46687 30.0 54.69998 14.1
25  422.38068 125.65705 29.7 58.56469  13.9
26 458.13751  134.83705 29.4 62.50418 13.6
27  495.21527  144.21596 29.1 66.53386 13.4
28 533.66327 153.80104  28.8 70.65455  13.2
29 573.33569 163.20331 28.5 74.82719  13.1
30 614.95288 173.58505  28.2 79.17110 12.9
31 657.68201  184.29619  28.0 83.58911 12.7
32 702.20251 195.31863  27.8 88.11285 12.5
33  748.18335 206.62199 27.6 92.73143 12.4
34 795.90674  218.24985 27.4 97.44857  12.2
35 844.92041 230.12703 27.2 102.25151 12.1
36 895.22772  242.24120 27.1 107.13619 12.0
37 946.59027 254.94048 26.9 112.09684 11.8
38 1000.22943 268.03348 26.8  117.17917 11.7
39 1055.20703  281.20633 26.6  122.32100 11.6
40 1111.67078  294.58643 26.5 127.54388 11.5
41 1169.48486 307.96548 26.3  132.82756 11.4
42 1228.87878  321.77011 26.2  138.20604  11.2
43 1289.57288 335.80746 26.0  143.65427 11.1
44 1352.06519 350.11508 25.9  149.19600 11.0
45 1415.91162 364.61371 25.8 154.80458 10.9
46 1481.05518 379.03235 25.6 160.47018 10.8
47 1547.98132 394.27112 25.5 166.25072 10.7
48 1616.85669  409.93109 25.4 172.13367 10.6
49 1687.01025 425.72986 25.2 178.06435 10.6
50 1757.98035 441.82831 25.1 184.06621 10.5
51 1830.80811 458.20270 25.0 190.14578 10.4
52 1905.26538 474.87698 24.9 196.30551 10.3
53 1981.22742  491.81076 24.8  202.54227  10.2
54 2058.59155 508.97720 24.7 208.84569 10.1

de

los



Tabla 2.

Cotas

inferiores

C(x,B)

en términos de

los

a - . - L - L
momentos <p > vy <pB>, obtenlidas medlante la técnica variacional

(expresion

¥(0)=y(p) .

=
RPNOOOEeWN P |N

12
13
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
. 5
37
38
39
40
41
42
43
<
45
47
48
49
50

0.81057
0.21950
2.85578
1.48769
0.50703
U.22312
0.11418
0.94405
0.80921
0.37545
0.93944
0.96349
0.75130
0.64441
0.55438
0.28607
0.42559
0.37120
0.33066
0.29630
0.20116
0.23798
0.13839
0.57906
0.62687
0.49161
0.42415
0.19050
0.17007
0.16538
0.15903
0:,'15156
U«1l3325
0.19032
0.11685
0.08454

(6.7)) -

AR

Solo

Se

0.58592
0.15542
1.80363
1.00701
0.35194
0.15932
0.08413
0.43419
0.43995
0.23050
0.38604
0.46727
0.35876
0.30059
0.25344
0.10388
0.18832
0.16151
0.07506
0.12460
0.06568
0.09774
0.06837
0.20687
0.26883
0.20651
0.17431
0.06529
0.05708
0.05382
0.05061
0.04752
0.04224
0.06975
0.05232
0.04241

C(-2,-1) %

Tded
70.8
63.2
67.7
69.4
71.4
73.7
46.0
54.4
61.4
41.1
48 .5
47 .8
46.6
45.7
36.3
44 .2
43.5
22.7
42.1
32.6
41.1
49 .4
o 2 &
42 .9
42.0
41.1
34.3
33.6
32+
31.8
31.4
30.3
36.6
44 .8
50.2

han

a v7(0)

considerado 1los
C(-2,0) %
0.51367 63.4
0.13433 6l.2
1.21002 42 .4
0.73046 49.1
0.26949 53.1
0.12604 56 .5
0.06812 59.7
Q.23157 24 .5
0.24832 30 .7
0.14405 38.4
0.19838 i 1
0.24364 ¥ x YO
0.18874 29, 1
0.15740 24 .4
0.13218 23.8
0.05699 19.9
0.09718 22.8
0.08322 245
0.04024 p B
0.06366 29
0.03428 17 i€
0.04960 20.8
0.03769 27 ok
0.09338 16.31
0.12115 19.3
0.09589 19,5
0.08199 19.3
0.03438 18.0
0.03030 178
0.02845 § o S
0.02666 16.8
0.02495 16.5
0.02202 15.8
0.03415 17 5
U.027 93 23.6
0.02339 gy A

atomos

con



Tabla 3.

momentos <r%> y <r

inferiores en términos de 1los

B

Cotas C(ax,B) a p(0)
> usando la técnica variacional y la relaciodn

de Kato (expresidén (6.14)).

C(-2,0) %

Z p(0) C(-2,-1) %
1 0.31831 0.07074 22.2 0.05305
2 1.79865 0.33471 18.6 0.23841
3 4.61141 0.82975 18.0 0.44851
4 8.85693 1.49549 16.9 0.68812
5 14.39692 2.24424 15.6 0.93082
6 21.25925 3.04200 14.3 1.18249
7 29.44785 3.87166 13.1 1.44360
8 38.99684 4.74719  12.2 1.71436
9 49.85669 5.63285 11.3 1.99414
10 62.01463 6.52362 10.5 2.28311
11 75.80301 7.69853  10.2 2.58657
12 91.14426 8.95458 9.8 2.90132
13  107.91585 10.29279 9.5 3.22009
14 126.12193 11.67777 9.3 3.54350
15  145.75388 13.10607 9.0 3.87149
16 166.88104 14.48800 8.7 4.21445
17 189.29614 16.09955 8.5 4.53943
18 213.34563 17.65018 8.3 4.88094
19 238.86615 19.40958 8.1 5.22743
20 265.99585 21.23658 8.0 5.57895
21  294.45508 22.97859 7.8 5.92688
22  324.26746 24.71890 7.6 6.27542
23  355.57956 26.47370 7.4 6.62613
24  388.13434 28.10061 7.2 6.97329
25  422.38068 30.00476 7.1 7.33231
26  458.13751 31.80920 6.9 7.68962
27  495.21527 33.61100 6.8 8.04809
28 533.66327 35.41447 6.6 8.40804
29 573.33569 37.05675 6.5 8.76357
30 614.95288 39.02767 6.3 9.13343
31 657.68201 41.05993 6.2 9.50249
32  702.20251 43.13451 6.1 9.87572
33  748.18335 45.24128 6.0 10.25152
34 795.90674 47.39789 6.0 10.63052
35  844.92041 49.57558 5.9 11.01094
36 895.22772 51.77058 5.8 11.39231
37 946.59027 54.13282 5.7 11.77395
38 1000.22943 56.56414 5.7 12.16232
39 1055.20703 58.95201 5.6 12.54882
40 1111.67078 61.34409 5.5 12.93657
41 1169.48486 63.66125 5.4 13.32294
42 1228.87878 66.07001 5.4 13.71259
43 1289.57288 68.49837 5.3 14.10227
44 1352.06519 70.95417 5.2 14.49516
45 1415.91162 73.41385 5.2 14.88785
46 1481.05518 75.77260 5.1 15.27921
47 1547.98132 78.37245 5.1 15.67664
48 1616.85669 81.05571 5.0 16.07852
49 1687.01025 83.72744 5.0 16.47806
50 1757.98035 86.44398 4.9 16.87828
51 1830.80811 89.19373 4.9 17.28005
52 1905.26538 91.98513 4.8 17.68369
53 1981.22742 94.80330 4.8 18.08886
54 2058.59155 97.64116 4.7 18.49438

1
1

OO0 O0CORRRPREPRPRERERERREPRERREFRRERREREFEFREPEREPPEPPEPREPRPREPREREREFENNNNDDDDDNNOLVLWLWLWASSPMOONNOLO
VWOOWOOOOOORRERFEFERENINMNNNMNWWWAMMUIVULONAOANNOOOVOVUORNWPAPUNOONAEANOPRPOVLONUONWN



Tabla 4.

Cotas superiores C(a) a p(0) en términos del momento <r®>

usando la técnica variacional y la relacién de Kato (expresiodn
(6.15)).
£ oty o C(-2) % C(-1) %
1 0.31831 0.63662 50.0 1.90986 106.7
2 1.79865 381712 &7 1 12.89033 14,0
3 4.61141 9.61834 47 .9 See lRITH3 i - S &
4 8.85693 18.34231 48 .3 64.23788 13.8
5 14.39692 29.81394 48 .3 108.66574 1352
6 21: 29925 44.,17289 48. 1 168.32721 14890
7 29.44785 61.50378 477 .9 245.13440 ) i ol 6
8 38.99684 31.88735 47 .6 340.10040 L2 EeD
9 49.85669 105.38344 &7 « 3 455.82098 10.9
10 62.01463 132.06679 47 .0 594.21832 10 . &
11 75.80301 162.17422 46.7 744 .33667 162
1 91.14426 195.70416 46.6 914.90814 10.0
i3 107.91585 e3L.87672 46.4 1104.84802 9.8
14 126.12193 272 .54541 46.3 1316.67310 9.6
15 145.75388 315.94135 46.1 1551.21863 9.4
16 166.88104 363.14572 46.0 1818.09802 9.2
17 189.29614 412 .76657 359 2090.01685 9.1
18 er3 e 3RS0 466.32773 45 .8 2396.96826 8.9
19 238.86615 523.36560 45.6 2717 .68970 8.8
20 265.99585 583.91827 45.6 3061.86353 8.7
3 294 .45508 647 .54877 45.5 3437.53369 8.6
22 324.26746 714 .47363 45.4 3841.18115 8.4
p A% 355.97956 784 .78839 45.3 4272.88721 8.3
24 388.13434 858.15643 85 id 4742 .33057 8 id
25 422 .38068 935.53705 45.1 5223.91895 8.1
26 20813 719L 1016.11578 45.1 5742.99219 8.0
27 9D 21527 1100.07593 45.0 6293.51465 7.9
28 533.66327 1187 .44971 44 .9 6875.94775 7.8
29 D73+ 33569 1277 .81L93)9 44 .9 2503 .58105 7.6
30 614.95288 1372.55408 44 .8 8139.69043 7.6
31 657.68201 1470.59119 44 .77 8800.93359 d:9
P TUL . 20LD L 1572.31641 44 .77 9492.87012 1.4
33 748 .18335 1677 .62817 44 .6 10215.88770 ¢
34 795.90674 1786 .59595 44 .5 10968.82324 ¥
35 844.92041 1899.08752 44 .5 11753.94434 i £
36 895 .22772 201r5:07129 44 .4 12571.69922 ¥ T
37 946.59027 2134.49146 44 .3 13403.28809 Ted
38 1000.22943 2257 .94995 44 .3 14265.95898 7.0
39 1055.20703 2384.67432 44 .2 15166.81055 T oD
40 1111.67078 2514.98340 44 .2 16127 .67676 6.9
41 1169.48486 2648 .53931 44 .2 17083.31250 6.8
42 1228.87878 2785.89282 44.1 18090.23828 6.8
43 1289.57288 2926.69800 44.1 19130.51953 6.7
44 1352.06519 3071.29297 44.0 20206.58398 6.7
45 1415.91162 3219.32983 44 .0 21318.62695 6.6
46 1481 .05518 J370.68237 43.9 22481 .25977 6.6
477 1547 .98132 3526.17578 43.9 23652.34375 PR
48 1616.85669 3685.66260 43.9 24853.15820 6.5
49 1687 .01025 3848.37915 43.8 26090.52930 8.9
50 1797.98035 4014.66968 43.8 27359.44922 6.4
51  1830.80811 4184.64258 43.8 28662.92578 6.4
52 1905.26538 4358.35010 43 .7 30000.21680 6.4
53 1981 .22742 4535.76025 837 31373.53320 6.3
54 2098 .99155 4716.73193 43.6 32782.74219 6.3



Tabla 5. Cotas

superiores a

S

o,

en

términos

(expresiones (7.16) y (7.17) respectivamente) .

2.69841
3.70138
3.62386
3.40539
3.10603
2.80161
2.55062

2.29886 .

2.05526
2.33005
2.39503
2.44555
2.41896
2.35881
2.26004
2.22189
2.13384
2.30166
2.36304
2.29811
2.21868
2.13514
1.95570
1.96258
1.88217
1.80010
1.71830
1.56329
1.55630
1.57427
1.56730
1.54975
1.53420
1.51058
1.48144
1.57617
1.62134
1.61403
1.59442
1.52334
1.49053
1.46166
1.42994
1.39541
1.30189
1.32323
1.33289
1.35183
1.35702
1.35493
1.35353
1.34666
1.33575

2.70174
4.47267
4.20845
3.85541
3.45212
3.07464
2: T894
2.49047
2+:21795
2.88525
299129
3.08902
3.02910
2.92258
2.80585
2.71306
2.58823
2.99874
3.10968
2.99560
2.87265
2.75108
2.45249
2.951570
2.40795
2.30165
2.19783
1.96915
1.99813
2.08388
2.08982
2.06891
2.05371
2.02144
1.97947
2+878917
2.39511
2.36742
2.32219
2.15604
2.09871
2.05451
2.00769
1.95728
1.78022
1.85605
1.89310
1.96230
1.98182
1.98157
1.98449
1.97457
1.95661

%

100.0

99.9
82.8
86.1
88.3
90.0
9l1l.1
91,8
92.3
92.7
80.8
80.1
79.2
79.9
80.7
80.5
8l1.9
82.4
76.8
76.0
76.7
77 .2
77 .6
79 .7
78 .0
78 .2
78 .2
78 .2
79.4
77.9
193
75.0
74.9
74.7
74.7
74.8
69.2
67.7
68.2
68.7
70.7
71.0
71.1
71.2
T s
73.1
71.3
70.4
68.9
68.5
68.4
68 .2
68.2
68.3

S0 (2)

4.25682
2.86308
5.34825
4.80714
4.33947
3.85741
3.42744
3.10994
2.80213
2.51221
3.96412
3.96164
4.02649

3.86065

3.66165
3.49989
3 3313
3.16249
4.09566
4.16885
4.00190
3.84568
3.69728
3.28309
3.42510
3.29734
3.17610
3.05919
2.76978
2.83979
3.02493
3.00132
2.93633

. 2.89517

2.82777
2.74892
3.52574
3.64938
3:.59399
3.45602
3.14173
3.04394
2.97765
2.91279
2.84487
2.47522
2.71465
2.79483
2.94788
2.95628
2.92721
2.91445
2.87875
2.83146

de

<r>

<Y

>



Tabla 6. Cotas

superiores

S
i

en

términos de

(expresiones (7.23) y (7.24) respectivamente).

2

S, (HF)

0
S~ (1)

¥

0
S7(2)

<p>

%

b g

—_— ]

Voo WK

NNNNRRRPRRPRPEREERPE
AL LA LWWWWWWWWWWINNNNNN
28322333;3+uupowmqmmhwwwowmqmmbumwowmqmmhuwHo

2.42186
3.91352
3.99688
4.19012
4.70590
5.15652
5.54933
5.86734
6.16332
6.43702
6.48307
6.51525
6.61918
6.73372
6.84863
7.00242
7.05209
7.15527
7.17256
7.18000
7.30320
7.42670
7.54704
7.75133
7.77680
7.88252
7.98597
8.08637
8.25039
8.27850
8.32380
8.37138
8.41810
8.45827
8.49934
8.54076
8.54418
8.54220
8.59046
8.64051
8.73260
8.78224
8.82875
8.87545
8.92205
8.98863
9.01378
9.02481
9.04875
9.07279
9.09656
9.11693
9.13806
9.15975

2.43665
3.93668
4.40363
4.78772
5.19642
5.56763
5.90221
6.18909
6.45567
6.70346
6.85569
6.99391
7.12870
7.25798
7.38150
7.49429
7.60641
7.71300
7.79496
71.87229
7196975
8.06678
8.16161
8.27241
8.34473
8.43088
8.53124
8.59814
8.69397
8.75748
8.81937
8.87909
8.93670
8.99157
9.04509
9.09722
9.14234
9.18604
9.23369
9.28144
9.33395
9.38063
9.42599
9.47082
9.51504
9.56375
9.60138
9.63674
9.67382
9.70912
9.74368
9.77719
9.81011
9.84247

99.4
99.4
90.8
87.5
90.6
92.6
94.0
94.8
9D+
96.0
94.6
93.2
92.9
92.8
92.8
93.4
92.7
92.8
92.0
91.2
91.6
92.1
92.5
93.7
93.2
93.5
93.6
94.0
94.9
94.5
94.4
94.3
94.2

94.1 .

94.0
93.9
93.5
93.0
93.0
93.1
93.6
93.6
93.7
93.7
93.8
94.0
93.9
937
93.5
93.4
93.4
93.2
93.1
93.1

2.60890
4.18605
5.00949
5.58793
6.03425
6.40499
6.72430
7.00188
7.25166
7.47916
7.68183
7.86581
8.03379
8.18887
8.33311
8.46726
8.59389
8.71329
8.82523
8.93097
9.03132
9.12708
9.21882
9.30683
9.39138
9.47263
9.55109
9.62703
9.70039
9.77156
9.84029
9.90684
9.97135
10.03382
10.09449
10.15349
10.21060
10.26614
10.32006
10.37261
10.42391
10.47392
10.52272
10.57044
10.61705
10.66265
10.70730
10.75072
10.79371
10.83559
10.87655
10.91660
10.95600
10.99455

92.8

939
79.8
75.0
78.0
80.5
82.5
83.8
85.0
86.1
84.4
82.8
82.4
82.2
82.2
82.7
82.1
82.1
81.3
80.4
80.9
8l1l.4
81.9
83.3
82.8
83.2
83.6
84.0
85.1
84.7
84.6
84.5
84.4
84.3
84.2
84.1
83.7
83.2
83.2
83.3
83.8
83.8
83.9
84.0
84.0
84.3
84.2
83.9
83.8
83.7
83.6
83.5
83.4
83.3

<P

>



Tabla 7.
(expresidén (7.12)).

0N

VOO dWNH

Cotas superiores a S

S _(HF) m, s™(1) % m,, 8™ (2) %%
IS S I
4.14471 0.00 4.14473 100.0 =-1.17 4.16333 99.6
2.69841 -0.28 2.69888 100.0 =-1.34 2.72441 99.0
3.70138 -2.02 3.88849 95.2 =-2.32 3.94810 93.8
3.62386 -1.92 3.75468 96.5 =-2.21 3.76613  96.2
3.40539 -1.80 3.50293 97.2 =-2.12 3.49929 97.3
3.10603 -1.68 3.18357 97.6 =-2.04 3.17222 97.9
2.80161 -1.57 2.86582 97.8 =-1.97 2.85098 98.3
2.55062 -1.49 2.60331 98.0 =-1.92 2.59012 98.5
2.29886 -1.41 2.34344 98.1 -1.88 2.33178 98.6
2.05526 -1.34 2.09386 98.2 -1.84 2.08365 98.6
2.33005 -1.90 2.44988 95.1 =-2.31 2.58256 90.2
2.39503 -1.95 2.49700 95.9 =-2.31 2.59296 92.4
2.44555 =-2.00 2.54143 96.2 =2.32 2.62069 93.3
2.41896 -1.98 2.50236 96.7 =-2.29 2.56048 94.5
2.35881 =-1.95 2.43255 97.0 =2.26 2.47416 95.3
2.26004 -1.93 2.33645 96.7 =-2.24 2.37010 95.4
2.22189 -1.89 2.28341 97.3 =2.21 2.30559 96.4
2.13384 -1.86 2.19222 97.3 =-2.18 2.20650 96.7
2.30166 =-2.05 2.38206 96.6 =-2.37 2.48516 92.6
2.36304 =-2.08 2.43703 97.0 =-2.37 2.52395 93.6
2.29811 -2.06 2.36207 97.3 =-2.36 2.44337 94.1
2.21868 -2.03 2.27636 97.5 =-2.34 2.35593 94.2
2.13514 -2.01 2.18856 97.6 =2.33 2.26742 94.2
1.95570 -1.92 1.99711 97.9 =-2.27 2.06712 94.6
1.96258 -1.96 2.01121 97.6 =-2.30 2.09126 93.8
1.88217 -1.94 1.92822 97.6 =2.29 2.00795 93.7
1.80010 -1.92 1.84461 97.6 =-2.28 1.92494 93.5
1.71830 -1.90 1.76173 97.5 =2.27 1.84289  93.2
1.56329 -1.82 1.60170 97.6 =-2.23 1.68188 92.9
1.55630 -1.86 1.59896 97.3 =-2.25 1.68272 92.5
1.57427 -1.92 1.62782 96.7 =2.29 1.72421 91.3
1.56730 -1.93 1.61972 96.8 =-2.29 1.70644 91.8
1.54975 -1.93 1.59870 96.9 =-2.28 1.67490 92.5
1.53420 -1.93 1.58084 97.0 =-2.28 1.65034 93.0
1.51058 -1.93 1.55422 97.2 =-2.27 1.61619 93.5
1.48144 -1.92 1.52227 97.3 =2.25 1.57689  93.9
1.57617 -2.06 1.65009 95.5 =-2.39 1.78213 88.4
1.62134 -2.10 1.70113 95.3 =-2.41 1.82443  88.9
1.61403 -2.09 1.68491 95.8 =-2.40 1.79638 89.8
1.59442 -2.08 1.65774 96.2 =-2.39 1.76127 90.5
1.52334 =-2.03 1.57046 97.0 =-2.34 1.65445 92.1
1.49053 -2.01 1.53352 97.2 =-2.33 1.61173 92.5
1.46166 =-2.00 1.50230 97.3 =2.32 1.57757 92.7
1.42994 -1.99 1.46885 97.4 =-2.31 1.54215 92.7
1.39541 -1.98 1.43292 97.4 =-2.30 1.50454 92.7
1.30189 -1.91 - 1.33263 97.7 =-2.23. 1.37011 95.0
1.32323 -1.95 1.35924 97.4 =-2.29 1.42866 92.6
1.33289 -1.98 1.37029 97.3 =2.31 1.44546 92.2
1.35183 -2.01 1.39581 96.8 =-2.33 1.48283 91.2
1.35702 -2.02 1.40077 96.9 =-2.34 1.48301 91.5
1.35493 -2.02 1.39691 97.0 =-2.33 1.47219 92.0
1.35353 -2.03 1.39448 97.1 =-2.33 1.46546 92.4
1.34666 -2.03 1.38602 97.2 =-2.33 1.45147 92.8
1.33575 =-2.02 1.37355 97.2 =2.32 1.43316 93.2

; . . 2
en términos de <ln r> y <r> o <r >




Tabla 8.

<r

N

VoUW

S_ (HF)

4.14471
2.69841
3.70138
3.62386
3.40539
3.10603
2.80161
2.55062
2.29886
2.05526
2.33005
2.39503
2.44555
2.41896
2.35881
2.26004
2.22189
2.13384
2.30166
2.36304
2.29811
2.21868
2.13514
1:.9959570
1.96258
1.88217
1.80010
1.71830
1.56329
1.9505630
1.57427
1.56730
1.54975
1.53420
1.51058
1.48144
1.970617
1.62134
1.61403
1.59442
1.52334
1.49053
1.46166
1.42994
1.39541
1.30189
1l.32323
1.33289
1.39383
1.35702
1.35493
1.39353
1.34666
1.33975

|

5.33
5.13
4.02
3.91
3.89
3.91
3.93
3.96
3.98
4.01
3.91
3.87
3.83
3.81
3.81
3.80
3.80
3.80
3.76
3.74
3.74
3.74
3.75
3.77
3.76
3.77
3.77
3.78
3.80
3.80
3.79
3.78
377
3.77
3.77
3.77
3.75
3.73
3.73
3.73
3.73
3.73
3.73
3.73
3.73
3.74
3.73
3.73
3.72
3.72
3.71
3.71
3.71
3

Cotas superiores a S

S, (-1)

4.28655
2.83578
3.86127
3.86893
3.69365
3.42279
3. 23077
2.89019
2.64173
239907
2.57039
2.61767
2.66350
2.64961
2.60656
2.52286
2.49888
2.42716
2.53185
2.58139
:D24325
2.45135
2.37528
2.22072
2.21626
2.14130
2.06443
1.98740
1.85188
1.83397
1.83803
1.82744
1.81011
1.79461
1.77369
1.74898
1.80696
1.84117
1.83396
1.81683
1.76064
1.73370
1.70934
1.68251
1.65335
1.58708
1.59208
1.59425
1.60393
1.60637
1.60440
1.60303
1.59816
1.59066

%

90 . 7
99. 2
99.9
93.7
92.2
90.7
89.3
88.3
87.0
85.7
90.6
91.5
91.8
91.3
90.5
89.6
88.9
87.9
90.9
91.5
91.1
90.5
89.9
88.1
88.6
BY9
87.2
86.5
84.4
84.9
85.6
85.8
85.6
89,9
85.2
84.7
87.2
88.1
88.0
87.8
86.5
86.0
85.5
85.0
84.4
82.0
83.1
83.6
84.3
84.5
84.5
84.4
84.3
84.0

"

4.09
4.01
3.63
3.56
3.54
3.53
3.53
3.53
3.54
3.54
3.51
3.49
3.48
3.47
3.46
3.46
3.46
3.45
3.44
3.43
3.43
3.43
3.43
3.43
3.43
3.43
3.43
3.43
3.44
3.43
3.43
3.43
3.43
3.42
3.42
3.42
3.41
3.41
3.41
3.41
3.41
541
3.40
3.40
3.40
3.41
3.40
3.40
3.40
3.40
3.39
3.39
3.39
3.39

8 (~2)

4.51942
3.06903
4.00377
4.03188
3.87961
3.63093
3.36331
313297
2.89823
2.66822
2.81946
2.86146
2.90332
2.89050
2.85063
2+ 70999
2.75045
2.68347
2.78027
2.82693
2.77304
2.70604
2.63499
2.49078
2.48600
2.41567
2.34344
2.27097
2.14423
2.12641
2.12891
2.11822
2.10143
2.08636
2.06632
2.04281
2.09553
21206069
2.11978
2.10364
2.05134
2.02608
2.00319
1.97796
1.95056
1.88892
1.89297
1.89465
1.90312
1.90511
1.90308
190159
1.89688
1.88976

en términos de <ln r> y <r
> (expresiones (7.18) y (7.19) respectivamente).

%

91l./
87.9
92.4
89.9
87.8
85.5
83.3
8l.4
7953
77 .0
82.6
83.7
84.2
83.7
82.7
81.6
80.8
79.5
82.8
83.6
82.9
82.0
81.0
Y- PR
78.9
77 .9
76.8
e d
129
y i P
T3s9
74.0
y & TN |
1343
73.1
¥ P
75.2
76.2
76.1
75.8
74 .3
73.6
73.0
T2.3
ThsD
68.9
69.9
70.4
71.0
71.2
11.2
71.2
71.0
70.7

1

>

o



: : . g 2
Tabla 9. Cotas superlores a 81 en términos de <1ln p> y <p> O <p >

(expresion (7.20)).

2.42186 0.11 2.43631 99.4 -1.24 2.49890 * 96.9
3.91352 =-0.22 3.93498 99.5 =1.43 4.01300 97.5
3.99688 -=1.77 4.07774 98.0 =-2.15 4.11436 97.1
4.19012 -1.92 4.32866 96.8 =-2.26 4.39059 95.4
4.70590 =-1.82 4.82927 97.4 =-2.24 4.91905 95.7
5.15652 =1.72 5.27395 97.8 =-2.20 5.38212 95.8

1

2

3

4

5

6

7 5.54933 -1.63 5.66388 98.0 =-2.17 5.78475  95.9

8 5.86734 -1.56 5.98406 98.0 =-2.15 6.11411] 96.0

9 6.16332 -1.49 6.27934 98.2 =-2.12 6.41596 96.1
10 6.43702 -1.43 6.55103 98.3 =2.10 6.69230 < 96.2
11 6.48307 -1.74 6.54754 99.0 =-2.21 6.64877 97.5
12 6.51525 -1.87 6.58019 99.0 =-2.26 6.66841 97.7
13 6.61918 -1.91 6.68458 99.0 =-2.28 6.77475 97.7
14 6.73372 -1.92 6.80423 99.0 =-2.29 6.89865 97.6
15 6.84863 -1.92 6.92744 98.9 =-2.29 7.02670 97.5
16 7.00242 -1.88 7.07714 98.9 =-2.29 7.18912 97.4
17 7.05209 -1.92 7.15216 98.6 =-2.30 7.25977 97.1
18 7.15527 -1.91 7.26534 98.5 =-2.30 7.37728 97.0
19 7.17256 =-2.00 7.23864 99.1 =-2.34 7.33716 97.8
>0 7.18000 =-2.06 7.23895 99.2 =-2.37 7.33144 97.9
21 7.30320 -2.04 7.36506 99.2 =-2.36 7.46253  97.9
22 7.42670 =-2.02 7.49082 99.1 =-2.35 7.59265 97.8
>3 7.54704 =-2.00 7.61327 99.1 =-2.34 7.71908 97.8
-4 7.75133 -1.90 7.83430 98.9 =-2.31 7.95618 97.4
25 7.77580 -1.96 7.84700 99.1 =-2.33 7.95964  97.7
-6 7.88252 =-1.94 7.95444 99.1 =-2.32 8.07010 97.7
>7 7.98597 -1.93 8.06506 99.0 =2.31 8.17775 97.7
-8 8.08637 -1.90 8.16123 99.1 =-2.30 8.28211 97.6
-9 8.25039 -1.81 8.33946 98.9 =-2.27 8.47426 97.4
30 8.27850 -1.86 8.35611 99.1 =-2.29 8.48134 97.6
31 8.32380 -1.89 8.39420 99.2 =-2.30 8.51572 97.7
32 8.37138 -1.90 8.43792 99.2 =-2.31 8.55760 97.8
33 8.41810 -1.92 8.48335 99.2 =-2.31 8.60205 97.9
34 8.45827 -1.93 8.52467 99.2 =-2.32 8.64235 97.9
35 8.49934 -1.94 8.56839 99.2 =-2.32 8.68572 97.9
36 8.54076 =-1.94 8.61309 99.2 =-2.32 8.73053  97.8
37 8.54418 =-2.00 8.59282 99.4 =-2.35 8.70085 98.2
38 8.54220 -2.04 8.58591 99.5 =-2.36 8.68807 98.3
39 8.59046 -2.03 8.63562 99.5 =-2.36 8.73942 98.3
40 8.64051 -2.03 8.68774 99.5 =-2.36 8.79328 98.3
41 8.73260 -1.99 8.79482 99.3 =-2.35 8.90942 98.0
42 8.78224 -1.99 8.84788 99.3 =-2.35 8.96435 98.0
43 8.82875 -1.98 8.89732 99.2 =-2.34 9.01530 97.9
44 8.87545 -1.98 8.94690 99.2 =-2.34 9.06637 97.9
45 8.92205 -1.97 8.99667 99.2 =-2.34 9.11770 97.9
46 8.98863 -1.93 9.09741 98.8 =-2.33 9.22800 97.4
47 9.01378 -1.96 9.09468 99.1 =-2.34 9.21877  97.°
48 9.02481 -1.99 9.09506 99.2 =-2.35 9.21440 97.9
49 9.04875 -2.01 9.11293 99.3 =-2.36 9.23013  98.0
50 9.07279 -2.02 9.13374 99.3 =-2.36 9.24985 98.1
51 9.09656 -2.03 9.15668 99.3 =-2.37 9.27217 98.1
52 9.11693 -2.04 9.17758 99.3 =-2.37 9.29234 98.1
53 9.13806 -2.04 9.20021 99.3 =-2.37 9.31467 98.1
54 9.15975 -2.05 9.22418 99.3 =-2.38 9.33859 98.1



Tabla 10. Cotas superiores a 57

- : g
<p “> (expresiodn (7.21)).

VWoONOULdWNKH

10
: i
12
13
14
1D
16
17
18
19
20
2 &
22
'
24
r §o
26
27
28
29
30
x 2 |
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

S, (HF)

2.42186
3.91352
3.99688
4.19012
4.70590
5.15652
5.54933
5.86734
6.16332
6.43702
6.48307
6.53525
6.61918
6.73372
6.84863
7.00242
7.05209
7.15527
7.17256
7.18000
7.30320
7.42670
7.54704
775233
7.77680
7.88252
7.98597
8.08637
8.25039
8.27850
8.32380
8.37138
8.41810
8.45827
8.49934
8.54076
8.54418
8.54220
8.59046
8.64051
8.73260
8.78224

8.82875 -

8.87545
8.92205
8.98863
9.01378
9.02481
9.04875
9.07279
9.09656
9.11693
9.13806
9.15975

s |
5.71
5.50
3.99
4.05
4.24
4.40
4.53
4.63
4.72
4.80
3.93
3.85
3.91
3.96
4.02
4.02
4.10
4.15
3.82
3.76
3.78
3.80
3.82
3.98
3.84
3.86
4.09
3.88
4.03
3.90
3.90
3.92
3.93
3.94
3.95
3.96
3.75
3.70
3.72
3.74
3.86
3.88
3.89
3.90
3.91
4.15
3.93
3.83
3.83
3.83
3.84
3.84
3.85
3.85

m
S, (=1)

2.51312
3.99458
4.21381
4.34686
4.79682
5.21938
5.59859
5.90866
6.19958
6.46998
6.74117
6.76453
6.80660
6.87958
6.96698
7.13843
7.14043
7.23382
7.36602
7.38548
7.50203
7.62683
7.74930
7.90809
7.98727
8.09469
8.05293
8.30525
8.43079
8.50511
8.52835
8.55339
8.58224
8.61090
8.64098
8.67284
8.78002
8.80264
8.83123
8.86989
8.89873
8.94197

8.98617

'9.03110

9.07679
9.05288
9.16785
9.21845
9.22933
9.24081
9.25313
9.26637
9.28043
9.29538

%

e

96.4
98.0
94.9
96.4
98.1
98.8
99.1
99.3
99.4
99.5
96.2
96.3
97 .2
97.9
98.3
98.1
98.8
98.9
97.4
97 .2
97.3
97.4
97.4
98.0
97 .4
97 .4
99.2
97 .4
97.9
97.3
97 .6
97.9
98.1
98.2
98.4
98.5
97.3
97.0
97.3
97 .4
98.1
98.2
98.2
98.3
98.3
99.3
98.3
97.9
98.0
98.2
98.3
98.4
98 .5
98 .5

m
s% (~2)

2.70625
4.18234
4.37085
4.46700
4.91768
5.34257
5.72357
6.02961
6.31843
6.58773
7.00667
6.97561
6.98159
7.03286
7.10521
7.25359
7.25500
7.34037
7.61397
7.60365
T+ 72531
7.85828
7.98831
8.17552
8.24074
8.35394
8.36654
8.57685
8.74078
8.78747
8.76961
8.76715
8.77671
8.78915
8.80534
8.82619
9.06104
9.06107
9.08654
9.12638
9.14893
9.19383
9.24346
9.29335
9.34373
9.14549
9.44437
9.49389
9.46978
9.45934
9.45425
9.45268
9.45457
9.45905

en términos de <ln p> Y <P

89.5
93.6
91.4
93.8
95.7
96.5
97.0
97.3
97.5
97 .7
92.5
93.4
94.8
95.7
96.4
96.5
97.2
97 .5
94.2
94.4
94.5
94.5
94.5
94.8
94.4
94.4
95.5
94.3
94.4
94.2
94.9
95.5
95.9
96.2
96.5
96.8
94.3
94.3
94.5
94.7
95.4
95.5
95.5
95.5
95.5
98.3
95.4
95.1
95.6
95.9
96.2
96.4
96.7
96.8

-3

>

o



Tabla 11.

o
momentos <r > Vy <rB>:

Cotas

2 p(0)
1 0.31831
2 l1.79865
3 4.61141
3 8.85693
5 14.39692
6 21.25925
7 29.44785
8 38.99684
9 49.85669
10 62.01463
y 75.80301
12 91.14426
5 107.91585
14 126.12193
15 145.75388
16 166.88104
17 189.29614
18 213.34563
19 238.86615
20 265.99585
21 294.45508
22 324.26746
23 395.97956
24 388.13434
25 422.38068
26 458.13751
27 495.21527
28 533.66327
29 573.33569
30 614.95288
x 3 § 657.68201
32 702.20251
33 748 .18335
34 795.90674
35 844.92041
36 895.22772
37 946.59027
38 1000.22943
39 1055.20703
40 1111.67078
41 1169.48486
42 1228.87878
43 1289.57288
44 1352.06519
45 1415.91162
46 1481.05518
47 1547.98132
48 1616.85669
49 1687.01025
50 1757.98035
51 1830.80811
92 "19095.20038
53 1981.22742
54 2058.59155

inferiores C(«,B)

a p(0)
usando la desigualdad de Hdélder y la
relacidén de Kato (expresidn (8.43)).

en términos

Cl~2d:=} % Cl=2,0 %
0.21221 66.7 0.18378 -
1.13034 62.8 0.95396 53.0
2.82501 61.3 2.07700 45.0
5.23742 99.1 3.55272 40.1
8.17986 56.8 De 80797 36.6

11.59197 54.5 7.22730 34.0

15.43119 52.4 9.42269 32.0

19.71635 50.6 11.84840 30.4

24.36410 48 .9 14.49653 29.1

29.35224 47 .3 17.36440 28.0

35.33412 46.6 20.48109 27.0

41.86226 45.9 23.82855 26.1

48.91661 45.3 27 .36046 25.4

56.41568 44 .7 31.07675 24.6

64.34872 44.1 34.97374 24.0

72.53450 43.5 39.12107 23.4

81.51909 43.1 43.28653 2L+

90.72359 42 .5 47.70868 22 .4

100.78840 42 .2 52.30542 219
3k 30FSL 41.9 57.07586 21.5
121.98265 41 .4 0l.95112 21.0
132.89471 41.0 66.95988 20.6
144.13976 40.5 72.11182 20.3
155.28915 40.0 77 .35745 19.9
167 .54272 39.7 82.82297 19.6
179.78281 39.2 88.39426 19.3
192.28798 38.8 94.09308 19.0
205.06799 38.4 99.92062 18.7
217.60434 38.0 105.82162 18:95
231.44676 37 .6 111.96484 18.2
245.72829 37 .4 118.21285 18.0
260.42480 37.1 124.61039 17 .7
275.49597 36.8 131.14204 y i 8.
290.99982 36.6 137.81310 3y P
306.83600 36.3 144.60547 17.1
322.98834 204 1 151.51346 16.9
339.92059 309 158.52887 16.7
391 37190 3977 165.71635 16.6
374.94180 3.5 172.98801 16.4
392.19171 303 180.37735 16.2
410.62064 i - PR & 187.84654 16.1
429.02692 34.9 195.45285 19:9
4477 .74329 34.7 203.15781 15.8
466.82022 34.5 210.99504 19:6
486.15161 34.3 218.92673 15.5
505.37650 34.1 226.93910 15.3
525.69495 34.0 235.11403 15.2
546.57471 33.8 243 .43375 L0% %
567.63977 33.6 251.82101 14.9
589.10443 33 .9 260.30893 14.8
610.93677 33.4 268.90674 14.7
633.106931 33.2 277 .61792 14.6
655.74762 33 ¢4 286.43802 14.5
678.63641 33.0 295.35239 14.3

de

los



Igblg_;&.

Stieltjes usando un determinante

Cotas

inferiores

a

p(0) a

Ix3 (a)

partir  del

con p’=0

teorema

(expresion

de

(9.12)), (b) con p”“=0 y "cusp condition" (expresioén (9.13)) y (<)

con p”z0 y sin "cusp condition" (expresidén (9.17)) .

Z p(0) ¥ TICAYY AR . | NN R . K.
1 0.31831 0.21221 66.7 0.08635 0.26526 83.3
2 1.79865 1.33978 63.4 0.39302 1.43836 80.0
3 4.61141 2.43061 - b SO 0.63043 3.18500 69.1
4 8.85693 4.66445 . 3 0.91409 6.14379 69.4
= 14.39692 122714 52.3 1.20509 9.94935 59 .1
& 21 . 29929 11.03410 3 B 1.51402 14.62232 68.8
¥ 29.44785 1510391 2.1 45 1.84060 20.12876 68 .4
8 38.99684 19.82681 50.8 2.18073 26.39052 67.7
9 49.85669 25.06569 50.3 2.53841 33.42569 67.0
10 62.01463 30.84971 49.7 2.91388 41.20817 66.4
11 75.80301 33.65411 44 .4 3.27314 44.80008 9.1
12 91.14426 39.27684 43.1 3.64494 52.30973 57 .4
13 107.91585 45.33850 42.0 4.01744 60.41068 56.0
14 126.12193 52.41531 41.6 4.39612 69.89122 55.4
1§ 145.75388 60.17678 41.3 4.78079 80.30283 5D
16 166.88104 68.16206 40.8 5.19659 91.00336 54 .5
W) 189.29614 17236719 40.8 5.56348 103.21724 54.5
18 213.34563 86.70212 40.6 5.96494 115.95407 54.4
19 238 .86615 92.49527 38.7 6.35738 123.56194 929X 7
20 265.99585 101.13845 38.0 6.75478 135.,11395 50.8
5 A 294 .45508 111.53960 37.9 T1D0631 149.08714 50.6
22 324.26746 122.43069 37.8 7.56085 163.73154 20.3
23 355.57956 133.79735 37.6 7.96893 179.02740 50.3
24 388.13434 147 .63707 38.0 8.38248 197 .78728 1.0
29 422.38068 157.86971 37.4 8.79431 211.45801 0. 1
26 458.13751 170.59576 37 .2 9.21204 228.62006 49.9
27 495.21527 183.74573 37.1 9.63263 246.36678 49 .7
28 533.66327 197.32240 37.0 10.05606 264.70245 49.6
F 4 573 :.33363 21369350 373 10.48462 287.00882 o1
30 614.95288 225.795177 36.7 10.91278 303.13745 49.3
31 657.68201 236.74956 36.0 11.33673 317.74243 48 .3
g & 702.20251 250.08360 3040 11.76508 335.63293 47 .8
33 748.18335 264 .45227 3D+3 12.19611 354.96414 47 . 4
34 795.90674 279.09341 35«1 12.62964 374.65533 47 .1
35 844.92041 294 .55493 34.9 13.06494 395.48718 46.8
36 895.22772 310.67050 34.7 13.50134 417 .22626 46.6
3.7 946.59027 31T+ 0V I099 33-9 13.92957 425.20462 44.9
38 1000.22943 329.57974 33.0 14.36469 441.79102 44 .2
39 1055.20703 346.07867 32.8 14.80048 463.98355 44.0
40 1111.67078 368.75650 33 .4 15.24890 494 .88742 44.5
41 1169.48486 384.77792 28+ 15.67969 516.36639 44 .2
42 1228.87878 403.45346 32.8 16.12122 541.58582 44.1
43 1289.57288 422.06320 32«7 16.56262 566.69635 43.9
44 1352.06519 441.21945 32.6 17.00757 592.55969 43 .8
45 1415.91162 460.88782 32.6 17. 45276 619.13458 43.7
46 1481.05518 486 .65817 32.9 17 .90161 654.38885 44 .2
47 1547.98132 501.49573 32.4 18.34778 674.03741 43.5
48 1616.85669 518.7671> 381 18:.79712 697.11841 43 « %
49 1687.01025 534.46954 31.7 19.24438 117 90301k 42 .6
50 1757.98035 552.96710 3L D 19.69128 742.75122 42 .3
51 1830.80811l BT2«l12187 g M 20.13940 769.34991 42 .0
52 1905.26538 $92.73230 2 L e 20.58899 796.18390 41.8
53 1981.22742 613.68817 31.0 21.04028 824.38721 41.6
54 2058.59155 635.38702 30.9 21.49170 853.62421 41.5




Tabla 13. Cotas superiores a p(0): comparacién entre la

cota superior (9.13) y la proporcionada en [HHT78].

V4 p(0) (9.13) % [HHT78 | %
1 0.31831 0.33111 8l.4 0.31831 100.0
2 1.79865 291390 F 3 T 1.90856 94.2
3 4.61141 6.84284 67 .4 4.80917 95.9
4 8.85693 13.80811 64.1 9.17116 96.6
5 14.39692 23.02861 62.5 14.90697 96.6
6 21.25925 34.50003 61.6 22.08644 96.3
7 29.44785 48.23808 61.0 30.75189 95.8
8 38.99684 64.37489 60.6 40.94368 95.42
= 49.85669 82.78796 60.2 52.69172 94.6
10 62.01463 103.47794 29 .9 66.03339 93.9
11 75.80301 128.15663 59.1 81.08711 93.5
12 91.14426 155.77740 28:5 97 .85208 93.1
13 107.91585 186.33626 219 116.23836 92.8
14 126,12193 219.68579 57.4 136.27271 92.6
15 145.75388 255.84946 27 .0 157.97067 92 3
16 166.88104 294 .51227 56.7 181.57286 91.9
17 189.29614 336.78979 296.2 206.38329 9% 7
18 213.34563 381.58258 599 233.16386 91«5
19 238.86615 430.34335 2D 5D 261.68280 91.3
20 265.99585 482.27350 D& 291.95914 91.1
2l 294.45508 536.29602 54.9 323.77438 90.9
22 324.26746 593.00464 54.7 357 .23682 90.8
23 3505457956 652.54767 54.5 392.39420 90.6
24 388.13434 713.89001 54.4 429.07822 90.5
29 422.38068 780.00952 54.2 467 .76852 90.3
26 458.13751 848.18811 54.0 508.05789 90.2
27 495.21527 919.11835 53.9 550.03796 90.0
28 533.66327 992.84503 53.8 593.72485 £9.9
29 273:33369 1068.06213 53.7 638.90759 89.7
30 614.95288 1148.75867 53.5 686.27704 89.6
< % | 657.68201 1232.65369 53.4 735 .29359 89.4
32 102:. 20201 1319.81628 D3 & 786.15820 89.3
33 748.18335 1410.14014 °03.1 838.81409 89.2
34 795.90674 1503.79626 52.9 893.29797 89.1
35 844.92041 1600.52649 52.8 949.54376 89.0
36 895.22772 1700.29565 52.7 1007 .53564 88.9
37 946.59027 1804.17358 92.5 1067 .24573 88.7
38 1000.22943 1911.77026 52.3 1128.97498 88.6
39 1055.20703 2021.88416 92.2 1192.33716 88.5
40 1111.67078 2133.66479 52.1 1257.49170 88.4
41 1169.48486 2250.44531 52.0 1324.26965 88.3
42 1228.87878 2369.65601 1.9 1392.94641 88.2
43 1289.57288 2491.95483 9d .7 1463.34900 88.1
44 1352.06519 2617 .58643 51.7 1535.64648 88.0
45 1415.91162 2746.19482 51.6 1609.66492 88.0
46 1481.05518 2876.91162 51.5 1685.34119 87.9
47 1547.98132 3012.80322 51.4 1763.08789 87.8
48 1616.85669 3152.60474 51.3 1842.83130 87 .7
49 1687.01025 3295.18042 21.2 1924.18958 87.7
50 .17957.98035 3441.15625 - P g ¢ 2007.33484 87.6
51 1830.80811 3590.50757 51.0 2092.32129 87.5
52 1905.26538 3743.33740 50.9 2179.17505 87.4
53 1981.22742 3899.51685 50.8 2267 .88013 87.4
54 2058.59155 4058.91943 50.7 2358.36597 87.3
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Figura 1. Densidad electrdnica de carga esféricamente'bromediada,

p(r), para el atomo de berilio (Z=4) en el modelo Hartree-Fock.
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Figura 2. Densidad electrdnica de carga esféricamente promediada,
p(r), para el atomo de Kripton (2=36) en el modelo Hartree-Fock.
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esféricamente

Figura 3. Densidad electrénica de momento

para los atomos de aluminio (2=13), kripton

promediada, v{P) .
(z=36) y plata (Z=47) en el modelo Hartree-Fock.
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Figura 4. Derivada segunda de la densidad electrdénica de carga,

p“(r), para el atomo de carbono (Z2=6) en el modelo Hartree-Fock.
Se hace negativa en torno a r=0.96 u.a.
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la densidad electrdénica de carga,

Figura 5. Derivada segunda de
en el modelo Hartree-Fock.

p”(r), para el atomo de sodio (Z=11)

Es positiva en toda la grafica.
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en el modelo Hart

corresponde a la expresion (5.19) .
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Figura 7. Cota a la energia cinética Thomas-Fermi, evaluada en el
modelo Hartree-Fock para 2Zs54. La cota (linea discontinua)

corresponde a la expresion (5.22).
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evaluada en el modelo

cota a la densidad media de carga,
) corresponde a

Ia cota (linea discontinua

Figura 8.

Hartree-Fock para 2=54.

la expresién (5.19).
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Figura 9.

variacional

superior con "cusp condition"
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Figura 10. Cotas Sg(a) con «=1,2, en términos de <r> vy <r2>
respectivamente. La grafica superior recoge los valores

Hartree-Fock, mientras que 1la inferior recoge 1los valores
porcentuales de las cotas.
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Figura 11l. Cotas Sg(a) con a=1,2, en términos de <p> vy <p2>

respectivamente. La grafica superior  recoge los valores

Hartree-Fock, mientras que 1la inferior recoge 1los valores
porcentuales de las cotas.
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Figura 12. Cotas SI;(a) con a=-2,-1,1,2, en términos de <ln > y
<r %>, <r 1>, <> y <r’s respectivamente. La grafica superior
recoge los valores Hartree-Fock, mientras que la inferior recoge

los valores porcentuales de las cotas.
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Figura 13. Cotas SI:(a) con a=-2,-1,1,2, en términos de <ln p> vy
<p_2>, <p-l>, <p> Y <p2> respectivamente. La grafica superior
recoge los valores Hartree-Fock, mientras que la inferior recoge

los valores porcentuales de las cotas.
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Figura 14. Cotas Sg(l) Y Sg(l). En la segunda se tiene en cuenta

el valor de <ln r>, mientras que la primera sdélo depende de <r>.
La grafica superior recoge los valores Hartree-Fock, mientras que
la inferior recoge los valores porcentuales de las cotas.
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Figura 15. Cotas Sg(l) Yy S?(l).

el valor de <ln p>, nmientras que la primera sdélo depende de <p>.
Ia grafica superior recoge 1os valores Hartree-Fock, mientras que

1a inferior recoge los valores porcentuales de las cotas.
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Figura 16. Cotas a p(0) obtenidas a partir de la desigualdad de
Holder generalizada (a) inferior con p’=0 (expresién (8.18)), (b)
superior con p”“z0 y "cusp condition" (expresién (8.30)), (cC)
inferior con p“z0 y "cusp condition" (expresidén (8.38)) Yy (4d)
inferior con p”“z0 y sin "cusp condition" (expresiodén (8.43)).
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Figura 17. Cotas a p(0) obtenidas a partir del teorema de
Stieltjes usando un determinante 2x2 (a) sin "cusp condition" (b)

con "cusp condition".
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Figura 18. Cotas a p(0) obtenidas a partir del teorema de
Stieltjes usando un determinante 3x3 (a) con p’s=0 (expresion
(9.12)), (b) inferior con p“z0 y "cusp condition" (expresion
(9.13)), (c) superior con p”“z0 y "cusp condition" (expresion

(9.13)) y (d) inferior con p”z0 y sin "cusp condition" (expresion
(9.17)) . |
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considerando diferentes propiedades de
p’ (r)=0 (expresiones

Figura 19. Cotas a p(0)
o(r) (a) p(0)zp(r) (expresion (6.11)), (b)
(8.1B) ¥ (8.30)) ¥ (€) p” (r)z0 (expresiones (8.30) y (8.43))-
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