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Emma Carrefio y Nuria Climent

En este trabajo analizamos el conocimiento geométrico sobre poligonos
de estudiantes para profesor peruano. Este conocimiento se describe en
funcién de las capacidades que evidencian. Hemos determinado dichas
capacidades con base en el modelo de razonamiento de Van Hiele y en
consideraciones sobre el aprendizaje geométrico. Mostramos los resul-
tados generales del grupo de alumnos, asi como el estudio de dos casos.
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Mathematical Content Knowledge on Polygons of Peruvian Prospective
Teachers

In this paper we analyze the geometrical content knowledge related to
polygons of a group of Peruvian prospective teachers. This knowledge is
described in terms of capacities that theses teachers demonstrate. We
had access to these capacities considering the Van Hiele model of rea-
soning together with other considerations on geometric learning. The
general results of the group of students are presented as well as the
analysis of two cases.

Keywords: Geometric knowledge; Mathematical content knowledge; Polygons;
Prospective teachers

La geometria es uno de los componentes matematicos de la educacién basica pe-
ruana. A pesar de ello, los estudiantes muestran serias limitaciones al definir, cla-
sificar y representar graficamente objetos geométricos, mas ain al momento de
realizar alguna demostracion. Lo observado durante la formacion de pre-grado y
la docencia universitaria en la asignatura Geometria Plana y Trigonometria’,
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permitio reparar en la reincidencia de las limitaciones antes sefialadas y provoco
nuestro interés por indagar en los conceptos y representaciones graficas que tie-
nen los estudiantes para profesor de matematicas respecto al tema de poligonos.
En el estudio que aqui se presenta, que forma parte de un trabajo de fin de
master, se analiza la concepcion que tienen los estudiantes para profesor de ma-
tematicas de los poligonos y se describe en funcion de las capacidades que se po-
nen en juego (o que se omiten) al momento de razonar en torno al tema de poli-
gonos.

MARCO TEORICO

Nuestro trabajo se enmarca en los estudios que, tras la diferenciacion de las com-
ponentes del conocimiento profesional del profesor propuesta por Shulman
(1987), indagan sobre las necesidades de los profesores respecto del conocimien-
to del contenido matematico. En lo que se refiere al contenido geométrico, estu-
dios tanto espafoles (Climent y Carrillo, 2002; Contreras y Blanco, 2002;
Guillén, 2000; Gutiérrez y Jaime, 1996) como internacionales (Burton, Cooper y
Leedor, 1986; Linchevsky, Vinner y Karsenty, 1992) han detectado carencias al
respecto. Una interesante aportacion a este respecto es el trabajo de Barrantes y
Blanco (2004), en el que se indaga sobre las propias percepciones de los estu-
diantes para profesor respecto a dichas carencias. Nos interesa el conocimiento
de los estudiantes relativo a los poligonos, que incluye el conocimiento de los
elementos constituyentes de dicho contenido (como, por ejemplo, los elementos
caracteristicos de la nocion de poligono). Es en ese sentido que nos acercamos
mas al conocimiento especializado que al conocimiento comdn del contenido,
segun la diferenciacion de Ball, Thames y Phelps (2008). La diferencia entre am-
bos reside en que el especializado no es necesario en otros ambitos méas que en la
ensefianza de la matematica. Para estos autores, el conocimiento especializado
del contenido es ademas un conocimiento puro de la materia, en el sentido de que
puede diferenciarse (a nivel analitico) del conocimiento pedagdgico, sobre los
estudiantes o el propio conocimiento didactico del contenido.

La Formacion de Conceptos Geométricos
Gutiérrez y Jaime (1996) sostienen que en la formacion de la imagen de un con-
cepto juega un papel bésico la propia experiencia y los ejemplos mostrados o
usados en los contextos escolar y extraescolar. Esto se apoya en la diferenciacion
de Vinner (citado en Gutiérrez y Jaime, 1996) entre el concepto imagen (la repre-
sentacion mental que al estudiante evoca un término u objeto) y el concepto defi-
nicion (enunciado verbal que un estudiante tiene en su memoria y recita cuando
es requerido). Se constata que no siempre hay correspondencia entre el concepto
imagen y el concepto definicion.

Fischbein (1993), por su parte, distingue respecto de las figuras geométricas
tres categorias de entidades mentales, aportando a la distincion de Vinner la idea
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del concepto figural, entendido como una realidad mental; el constructo maneja-
do por el razonamiento matematico en el dominio de la geometria. El concepto
figural estd desprovisto de cualquier propiedad concreta-sensorial (color, peso,
etc.) pero exhibe propiedades figurales.

En nuestro trabajo hacemos uso de los tres primeros niveles de razonamiento
geométrico establecidos en el modelo de Van Hiele. Dichos niveles son etapas
por las que pasa el alumno para conseguir un nivel de abstraccion y formaliza-
cién en su razonamiento, los cuales guardan una jerarquizacién y secuencialidad
entre ellos. A continuacién se presenta la Tabla 1, adaptada y modificada de otra
propuesta en Jaime y Gutiérrez (1990), que resume las caracteristicas de los tres
primeros niveles (los relativos a los resultados de nuestro trabajo).

Tabla 1
Caracteristicas de los Tres Primeros Niveles de Razonamiento Geométrico
Establecidos en el Modelo de Van Hiele

Elementos explicitos
(desarrollados)

Elementos implicitos
(por desarrollar)

Tipos de redes
construidas

Nivel I. Reconocimiento

Percepcion global de Conciencia de las partes  Muy simples
figuras y propiedades de las
figuras
Nivel Il. Andlisis
Identificacion de las Implicaciones entre las ~ Simples

partes y propiedades de
las figuras
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propiedades

Se amplian las subre-
des, pero contindan in-
dependientes

Las relaciones, basadas
en la memoria y la ob-
servacion, se establecen
entre cada propiedad y
las representaciones
verbal o gréafica de la
figura
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Tabla 1
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Caracteristicas de los Tres Primeros Niveles de Razonamiento Geométrico
Establecidos en el Modelo de Van Hiele

Elementos explicitos
(desarrollados)

Elementos implicitos
(por desarrollar)

Tipos de redes
construidas

Implicaciones entre las
propiedades

Nivel Ill. Clasificacion

Deduccion formal de
teoremas

Poco complejas
Permiten integrar diver-

sas subredes en una sola
red, estableciendo rela-
ciones ldgicas utilizan-
do materiales

Una Propuesta de Categorias para el Estudio del Conocimiento Geométrico
Para operativizar el analisis del conocimiento geométrico del alumno, diferen-
ciando gradientes en dicho conocimiento, nos hemos fijado en capacidades y des-
trezas relevantes desde el punto de vista del contenido.

Como Roman y Diez (2004), entendemos que la capacidad es una habilidad
general que utiliza o puede utilizar el aprendiz para aprender; su componente
fundamental es cognitiva. De los cuatro grupos de capacidades diferenciados por
estos autores, nos interesan las capacidades cognitivas y dentro de éstas la com-
prension simbolica, la expresidn simbdlica, la orientacién espacial, la induccion-
deduccion, el razonamiento l6gico, el pensamiento operatorio y formal, la inte-
riorizacion de conceptos y la planificacion del conocimiento.

La destreza, por su parte, es una habilidad especifica, que utiliza o puede uti-
lizar un aprendiz para aprender. Un conjunto de destrezas constituyen una capa-
cidad.

Las categorias establecidas para analizar el conocimiento geométrico que
tienen los estudiantes (en funcion de capacidades) son las siguientes: percepcion
de la figura, descripcion de la figura, definicion matematica, razonamiento ma-
tematico y demostracion matematica. La determinacion de éstas se fundamenta
principalmente en la descripcion del modelo de razonamiento de Van Hiele y en
consideraciones sobre el aprendizaje geométrico. Ademas, el disefio curricular
nacional del Per( (Ministerio de Educacion del Peru, 2008) apoya la importancia
de estos procesos en el conocimiento matematico escolar. A cada una de estas
categorias le hemos asociado destrezas que las detallan. En este articulo sélo se
consideran dos categorias: percepcion y definicion matematica. Las destrezas
consideradas en ellas son, respectivamente: (a) representaciéon mental, observa-
cién directa e indirecta, e identificacion de elementos reales y matematicos, y
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(b) rigor y precision, uso adecuado de vocabulario, formulacién adecuada y co-
rrecta, y analisis-sintesis.

METODOLOGIA

Este estudio se sitla dentro del paradigma interpretativo. Su objetivo es describir
el conocimiento del contenido de estudiantes para profesor de matematicas res-
pecto de algunos temas geométricos, caracterizandolo en funcién de capacidades
y destrezas derivadas de los niveles de Van Hiele (categorias de analisis cons-
truidas, explicadas en el epigrafe anterior). En lo que se refiere a este articulo,
nos limitaremos a los resultados relativos al concepto imagen y concepto defini-
cion de poligono.

La muestra estuvo constituida por los 12 estudiantes que cursaban la men-
cionada asignatura Geometria Plana y Trigonometria. De ellos, se selecciond a 2
para la descripciéon de sus modelos mentales, tomando en cuenta la correccion
(E4%) y el error (E2) en las respuestas vertidas.

Se elaboraron cuatro pruebas sobre los temas angulos, triangulos y poligo-
nos. En dicha elaboracién se tuvo como referencia las actividades y tareas de las
unidades de ensefianza Poligonos y Triangulos planteadas por Corberan, Gutié-
rrez, Huerta, Jaime, Margarit, Pefias, et al. (1994) y la investigacion de Matos
(1994). La aplicacion de los test se realizo durante las sesiones correspondientes
a las unidades didacticas propuestas en el programa, previo al abordaje en la
asignatura de los contenidos sobre los que se les cuestionaba. En este trabajo tan
solo se han considerado los items 1 y 2 del test N° 3: Poligonos (ver Figura 1).

? Para referirnos a estudiantes particulares se emplear la letra “E” seguida de un niimero que
permite distinguirlos.
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1. Observe detenidamente cada una de las siguientes figuras. Indique aquellas
que no son poligonos. Justifique en cada caso.

AA

A
Q g2
O

Figura 1. Test N° 3: Poligonos

»C%B

X

2. Defina qué es poligono

Antes de analizar la informacién se establecieron indicadores en cada item y se
asociaron estos con las categorias y destrezas sefialadas previamente. Despues se
establecid si en cada indicador estaban presente o no dichas destrezas, o si los
estudiantes evidenciaban matices peculiares, anecdéticos o extrafios. En la Tabla
2 se muestran los indicadores y las destrezas correspondientes a los items 1y 2.

Tabla 2
Elementos para el Analisis del Conocimiento sobre Poligonos
Catego_n_a de Indicadores Destrezas
analisis
ftem 1
Percepcion Reconoce que s6lo 3, 7, 10, 11, 12, 13, Representacion
de lafigura 14y 16 no son poligonos mental
Considera que los poligonos tienen Observacion directa e
lados rectilineos, no curvos indirecta
Reconoce que los poligonos son Detectar elementos
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Elementos para el Andlisis del Conocimiento sobre Poligonos

Categoria de
andlisis

Indicadores

Destrezas

item 1

Sabe que los lados de un poligono no
se pueden intersecar

Considera que los &ngulos internos de
un poligono pueden ser cOncavos

Definicion
matematica

tem 2

Sefiala que el poligono es una figura
cerrada

Indica que los segmentos (lados) deben
ser no colineales

Reconoce que los lados de un poligono
no se cortan

Seriala que los lados de un poligono
deben ser coplanarios

Reconoce la posibilidad de ser
convexas o concavas

Indica la necesidad de tres 0 mas
segmentos

Define evitando enunciar propiedades
irrelevantes (como suma de la medida
de los dngulos internos...)

Al definir pone de manifiesto todas las
propiedades determinantes

Define poligono regular como la figura
de lados iguales y angulos congruentes

Rigor y precisién

Uso adecuado de
vocabulario

Formulacién
adecuada y correcta

Analisis y sintesis

RESULTADOS

A continuacion, se presenta la discusion de los resultados generales de este estu-
dio y posteriormente se caracterizan dos modelos mentales en funcion del cono-
cimiento geométrico y de las capacidades y destrezas matematicas manifestadas
por los estudiantes E4 y E2.
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Resultados Generales

Se considera que un poligono es la union de segmentos no colineales determina-
dos por n puntos coplanarios distintos (n>2) en los que dichos segmentos no se
intersecan, salvo en sus extremos. En lo que se refiere al item 1, s6lo E9 recono-
cié correctamente los no poligonos (figuras 3, 7, 10, 11, 12, 13, 14 y 16) y sélo
El y E4 sefialaron ademas de éstas, otras figuras como no poligonos. Los no
poligonos que mas costd reconocer fueron las figuras 10 (pirdmide), 13 (hexago-
no cruzado) y 14 (octagono cruzado). Ademas, dos estudiantes consideran los
poligonos concavos (2 y 6) y los poligonos “raros” (9 y 15) como no poligonos.
Esto confirma que los estudiantes tienen imagenes prototipicas (Hershkowitz,
1990) fuertemente establecidas que originan confusion con las que se apartan de
ellas.

Reconocer las figuras 3 y 16 como no poligonos, confirma que los estudian-
tes tienen claro que un angulo se forma por la union de porciones de rectas (ra-
y0s), sin que puedan intervenir lineas curvas. No obstante, hay quienes no sefia-
lan que la circunferencia no es poligono (E7 y E8).

Todos los estudiantes conciben los poligonos como figuras cerradas, de aqui
que hayan sefialado a las figuras 7 y 11 como no poligonos, mientras que sélo
cuatro estudiantes (E1, E4, E8 y E9) consideran que los lados de un poligono no
se pueden intersecar.

Tres estudiantes (E1, E2 y E4) conciben los poligonos solo como figuras
convexas.

En lo que se refiere a la definicion de poligono (item 2) s6lo cuatro de ellos
(E1, E4, E6 y E10) explicitan la caracteristica de figura cerrada (aunque obser-
vamos que todos la consideraban en el item 1). Igualmente, aunque E1, E4, E8 y
E9 consideran que los lados de un poligono no se pueden intersecar, solo E1 y E3
lo explicitan al momento de definir.

Tres de los estudiantes (E1, E3 y E9) restringen, al definir poligono, que los
lados de éste deben ser coplanarios. Estos alumnos son coherentes en lo que se
refiere a sefialar la figura 10 (piramide) como no poligono. Mientras E3 cree que
el tridangulo no es un poligono, solo tres estudiantes (E2, E8 y E11) explicitan que
si lo es. Finalmente, siete estudiantes (E4, E5, E6, E7, E8, E10 y E12) consideran
en la definicion de poligono alguna propiedad irrelevante.

Modelo Mental de E4

E4 muestra un comportamiento coherente y estable en todos los tests. Ha sido el
segundo en dar la mayor cantidad de respuestas correctas, correctas peculiares y
en no producir respuestas correctas con matiz extrafio.

Conocimiento Geométrico

E4 concibe como poligonos solo las figuras convexas y prototipos a la vez. Asi, a
la figura 15 la considera no poligono, seguramente por su forma poco usual (pa-
rece un rectangulo dentro de otro). Esta postura se mantiene en todo el test N°3

PNA 5(1)
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aunque en una de sus preguntas traza las diagonales de poligonos concavos y po-
CO comunes.

Capacidades y Destrezas Matematicas
Las capacidades y destrezas matematicas de E4 vinculadas a la percepcion de la
figura y a la definicion matematica son las siguientes:

Percepcion de la figura. Su percepcion es bastante limitada ya que concibe s6lo
las figuras convexas como poligonos sin apelar al analisis de las figuras a la luz
de las propiedades de cada cual.

Definicion matematica. Aunque utiliza los términos geométricos al definir, no
precisa todas las propiedades necesarias y suficientes de los poligonos, incluso
excluye erréneamente los poligonos céncavos e incluye las figuras de lados cru-
zados como la 13, pues no explicita que los lados del poligono no pueden cortar-
se. La definicién dada fue: “Es una figura geométrica convexa, cerrada y plana
en cuyo interior se forman angulos de cada vértice y desde estos parten las di-
agonales”.

Lo descrito hasta aqui corrobora lo sefialado en el nivel de analisis de Van
Hiele, ya que cuando los alumnos definen en este nivel, se limitan a enunciar
propiedades sin considerar las necesarias y las suficientes.

Modelo Mental de E2

E2 se ha caracterizado por proporcionar la mayor cantidad de respuestas inco-
rrectas. Ademas, mas que lo peculiar, resalta en €l las respuestas con matiz extra-
fio, tanto en aquellas que son correctas como en las incorrectas.

Conocimiento Geométrico

Su concepcidn de poligono es limitada y contradictoria. Lo define como “una fi-
gura geomeétrica convexa de lados, formada por la unién de tres 0 mas segmen-
tos”. Excluye, sin embargo, la figura 6 de los no poligonos y sefiala como no
poligono la figura de lados cruzados 14, pero no la 13. Tampoco sefala la figura
11 (abierta) como no poligono y en la justificacion de las figuras consideradas
como no poligonos (2, 3, 7, 10, 12, 14 y 16) afirma que los poligonos “deben
cumplir como requisito que sean convexas y que estén formadas por la union de
segmentos rectos, mas no curvilineos”.

Capacidades y Destrezas Matematicas
En el caso de E2 destacan las siguientes capacidades y destrezas matematicas re-
lativas a la percepcion de la figura y a la definicion matematica:

Percepcion de la figura. La percepcién adecuada de los poligonos se ve impedi-
da por la confusa concepcidn que se tiene de aquel objeto, si bien afirma que los
poligonos son figuras convexas, omite sefialar como no poligonos las figuras 6, 9
y 13.
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Definicion matematica. La definicion dada carece de rigurosidad y precision. Por
esta razdn, le resulta complejo y contradictorio diferenciar entre un poligono y un
no poligono.

La Tabla 3 resume y compara las capacidades y destrezas que evidenciaron
E4 y E2 a lo largo del test aqui analizado.

-Cr:?)?r:?):racién de las Capacidades y Destrezas Matematicas de E4 y E2
E4 E2
Percepcidn de la figura
Limitada y prototipica Limitada y confusa
Lo que parece ser, es Confia méas en la apariencia de la figura
que en la esencia de la misma
Descripcion de la figura
Observacion y analisis indirecto y Se reduce a lo que se percibe y sélo
pOCO riguroso respecto de los poligonos convexos

La identificacion de elementos se
reduce a lo puramente perceptual y a
lo memoristico para el caso de las

formulas
Definicion matemaética
Utiliza vocabulario adecuado Carece de rigor y precision
Establece demasiadas restricciones, Enuncia propiedades sin reparar si son
tales como excluir los poligonos necesarias y suficientes
concavos

Razonamiento matematico
Explicita relaciones de dependencia Explicita relaciones de dependencia

entre lados, vértices, angulos entre lados, vértices, angulos interiores
interiores y diagonales de un y diagonales de un poligono pero sélo
poligono para los regulares

CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos corroboran que el conocimiento geometrico de los estu-
diantes para profesor de matematicas, en general, es limitado conceptualmente y
por ello, carente de redes matematicas complejas y de relaciones inclusivas entre
varios objetos geomeétricos.
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La apariencia de las figuras y lo percibido de una representacion grafica,
predomina sobre los conceptos que los estudiantes tienen de los objetos geomé-
tricos, de alli que no buscan establecer herramientas de control para verificar la
coherencia entre la imagen y la definicion formal que se tiene sobre determinado
objeto geomeétrico (coincidiendo con los resultados de Contreras y Blanco, 2002).

El desarrollo de capacidades y destrezas, propias de un razonamiento formal,
no se evidencia en las respuestas vertidas por los estudiantes. Antes bien, se ob-
serva una postura eminentemente intuitiva, apoyada en lo concreto, en lo expe-
rimental (manipulativo) y en lo que “parece ser”.

Establecer definiciones matematicas es una actividad ligada a prototipos y
representaciones estereotipadas, ademas de vincularse con la ausencia de discri-
minacion entre propiedades necesarias y suficientes. La fuerza de las imagenes
estereotipadas se mantiene pues desde niveles de ensefianza basicos (Moriena y
Scaglia, 2003; Scaglia y Moriena, 2005) hasta la formacion de profesores.

Aunque nuestro objetivo no ha sido clasificar el razonamiento de los estu-
diantes en niveles de Van Hiele, los resultados obtenidos en el estudio completo
indican que se moverian en los niveles 1 y 2 de los mismos, coincidiendo con los
resultados de otros estudios con alumnos de secundaria y otros toépicos geométri-
cos (Gualdron y Gutiérrez, 2007).
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