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INTRODUCCION



Uno de los campos en que con mayor intensidad se investiga actualmente
es el de la Calculabilidad y Complejidad Algoritmica, esto es, el andlisis y
caracterizacién de aquellos problemas para los que es posible encontrar un
procedimiento que efectivamente los resuelva y el estudio de la complejidad
espacio-temporal que esta resolucién lleva consigo. En esta memoria desarro
llamos algunas propiedades de la Maquinas de Turing borrosas, caracterizamos
los problemas que pueden ser calculados usando tales maquinas y exponemos al

gunos criterios sobre la complejidad de dichos problemas.

Intuitivamente se asocia la idea de '"algoritmo'" con la de '"procedimien
to efectivo'" que nos permite '"calcular'" una cierta funcién. Relacionamos asi

tres conceptos que, si bien tienen un significado claro, quedan imprecisos.

(,Qué se entiende por "efectividad" de un procedimiento?. Por una parte
esta palabra es sindénimo de eficacia en el sentido de mejor, mas répido, etc.
un procedimiento es mas efectivo que otro , dando por supuesto que ambos pro
cedimientos proporcionan los mismos resultados. Por otra, que es la que nos in
teresa, se interpreta en la forma siguiente: cualesquiera que sean los datos
de partida el procedimiento es capaz de proporcionarnos un resultado valido.

Es evidente que no resulta facil concretar y medir el concepto de "efectividad"
Y, mientras que no se defina matem&ticamente este concepto, se tendrd que tan
to la idea de '"algoritmo'" como la de "funcidén calculable por un algoritmo' son

conceptos imprecisos e informales.

Si bien el interés por estos temas es anterior, la década de los treinta
es el periodo clave para su formalizacidén. En ella se realizaron grandes esfuer
zos dirigidos a estructurar matemdticamente el concepto intuitivo de '"procedi-
miento efectivo de calculo" culminando con los trabajos de A. Church (1.936),

A. M. Turing (1.936,1.937), E. L. Post (1.936) y S. C. Kleene (1.936).
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El trabajo de A. Church se refiere a la nocidén intuitiva de "efectivi-
dad" de procesos ldégicos formales e introduce el concepto de 'calculabilidad

efectiva".

A. M. Turing define en su articulo el modelo de calculador que desde en
tonces es conocido como MAQUINA DE TURING. Mediante él caracteriza las denomi
nadas FUNCIONES CALCULABLES demostrando la equivalencia de su concepto de '"cal
culabilidad" con el de '"calculabilidad efectiva'" anteriormente introducido por

A. Church. Concluye su trabajo postulando que:

““cualquier procedimiento que de una forma natural pueda ser calificado

de "efectivo'" puede llevarse a cabo empleando una Maquina de Turing”™ .

No se puede probar que el modelo de Turing sea equivalente a la idea in
tuitiva de '"calculador" pero, sin embargo, hay fuertes argumentos en favor de
esta equivalencia. Quizas, el mas importante de ellos sea el hecho de que, a
pesar de los afios transcurridos, ninguna de las definiciones alternativas de
"procedimiento efectivo de cédlculo" ha caracterizado una clase esencialmente
distinta de "funciones calculables'. Asi, tanto los '"sistemas candnicos' de E.
Post (1.936) como las 'funciones recursivas generales' de S. C. Kleene (1.936)
o el concepto mas reciente de '"funcidén programable'", inspirado en la idea de

calculabilidad mediante ordenador, son equivalentes al modelo de Turing.

Por estos motivos, actualmente se considera a la Maquina de Turing como
la formalizacidén generalmente aceptada de lo que se entiende por procedimiento

efectivo de célculo.

Las funciones cuyo célculo puede ser llevado a efecto por medio de algu-
no de los modelos anteriores son conocidas bajo el nombre de FUNCIONES RECURSI
VAS. La suposicidén de que la idea intuitiva de funcién calculable puede iden-

tificarse con la de funcidén recursiva es conocida como HIPOTESIS DE CHURCH o
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tesis de Church - Turing. Nosotros le aplicaremos el calificativo de "fuerte"
entendiendo por hipétesis débil (ver J. P. Azra y B. Jaulin (1.973)) aquella
mediante la que se identifica la clase de funciones Turing-calculables con la

de las funciones recursivas.

No obstante la potencia de estos modelos, existen funciones para las
que es imposible encontrar un procedimiento efectivo que las calcule. Mas con
cretamente, puede probarse que el conjunto de las Maquinas de Turing es nume-

rable mientras que, como se sabe, el de las funciones no.

En un intento de modelizar la calculabilidad de problemas que contuvie-
ran imprecisiones se introduce la Maquina de Turing probabilistica. Un impor-
tante estudio de la calculabilidad realizada por estas maquinas fué realizado
por E. S. Santos (1.971). Ahora bien, la vida real demuestra que no todas las
imprecisiones imaginables tienen un origen y/é interpretacién aleatorios. Exis
ten multitud de situaciones en las que no es posible conocer con precisidn el
resultado de un experimento que, sin embargo, no es aleatorio por su naturale

za.

En 1.965 L. A. Zadeh introduce la idea de conjunto '"borroso" como herra
mienta para manejar el tipo de problemas impreciso pero no aleatorio. En 1.968
este mismo autor analiza los elementos que debe contener un procedimiento de
célculo para ser calificado como '"algoritmo borroso" sefialando que un procedi
miento tal ha de ser formalizado mediante el concepto de Maquina de Turing bo
rrosa. Si bien indica como debe funcionar una maquina de estas caracter{sticas,

no la construye explicitamente.

A partir de esta fecha surgen algunos trabajos de diversos autores sobre

temas afines. Asi, por ejemplo, se tienen los siguientes sobre:
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Algebra borrosa: P. Albert (1.977); J. Nieminen (1.978) y los de D. Dubois

y H. Prade (1.979, 1.980 y 1.981).

Variables borrosas: S. Nahmias (1.978)

Programacién borrosa y ejecucidén de programas borrosos: S. K. Chang (1.972);
C. L. Chang (1.975); K. Tanaka y M. Mizumoto (1.975); H. Prade (1.981)

y W. Ostasiewicz (1.982).

Gramaticas y lenguajes borrosos: G. F. DePalma y S. S. Yau (1.975); Y. Ina-
gaki y T. Fukumura (1.975); N. Honda y S. Hirose (1.977) y J. M. Ada-

mo (1.980 y 1.980 bis).

La primera definicidén rigurosa de Maquina de Turing borrosa se debe a E.
S. Santos (1.977) quien la introduce bajo el nombre de W-Maquina de Turing,
con w:([o,1], C), ® KS) un semianillo ordenado. En este trabajo se define tam
bien el concepto de '"funcidén W-calculable" si bien no se desarrollan sus pro-

piedades.

No obstante el interés del tema, ninguno de los trabajos antes citados

caracteriza el célculo borroso, entendiendo por tal aquel que
i) bien realiza operaciones ordinarias sobre conjuntos borroso

ii) bien realiza operaciones borrosas (no perfectamente precisadas) sobre con

juntos ordinarios, 6
iii) bien realiza, a un tiempo, los dos tipos de calculos anteriores.

Este es el objetivo principal de nuestra memoria.

En el capftulo primero introducimos la idea de Maquina de Turing borrosa

extendiendo la definicidon de E. S. Santos (1.977). Estudiamos algunas de sus



propiedades y concluimos construyendo una serie de maquinas que usaremos en

los capitulos siguientes para demostrar ciertos resultados.

El segundo capitulo estéd dedicado a la W-calculabilidad. En €1 se intro
duce el conjunto £+ de los W-valores enteros positivos y se estudia y caracte
riza el W-cédlculo de funciones que tienen por argumentos nimeros enteros posi
tivos y/6 W-valores enteros positivos. Tras discutir la existencia de funcio-
nes que son W-calculables pero no calculables, se obtiene una extensién de la

hipétesis débil de Church. Por Gltimo se analiza la W-calculabilidad de conjun

tos borrosos de funciones W-calculables.

En el tercer y Gltimo capitulo se introduce el concepto de predicado W-
valuado estudiando su W-calculabilidad tanto sobre Zz" como sobre 2. Igualmen
te se estudian algunas cuestiones relativas a la W-decidibilidad y se hace un

breve andlisis sobre medidas de complejidad de W-algoritmos. Concluimos esta

memoria discutiendo las condiciones bajo las cuales un problema W-calculable

puede ser resuelto usando '"'medios de célculo'" ordinarios.
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CAPITULO I: Maquinas DE TURING BORROSAS



1.- INTRODUCCION.

En este capitulo introducimos y desarrollamos los conceptos béasicos en
los que se fundamenta esta Memoria. Algunos de ellos se recogen tal y como
aparecen en la literatura, otros son adaptaciones o modificaciones de concep
tos ya existentes mientras que un tercer grupo ha sido desarrollado '"ex pro-

feso".

Para los del primero y segundo grupo citaremos su procedencia, desta-

cando estos Gltimos mediante un * .

Globalmente, este capitulo se dedica a lo que denominaremos W-Maquina
de Turing. Si consideramos que W=( [O,l], ®,®, <) es un semianillo ordena
do, siendo ® y ® operaciones calculables, la W-Maquina de Turing seré la

herramienta de calculo capaz de implementar algoritmos borrosos W-valuados.

Las nociones de algoritmo y Maquina de Turing borrosos fueron introdu
cidas por L. A. Zadeh en 1.968. El1 autor, textualmente, especifica que un

algoritmo borroso puede contener instrucciones tales como:

" poner y aproximadamente igual a 10 si x es aproximadamente

igual a 5 ",

" si x es grande, incrementar y en varias unidades ",

" mover varios pasos hacia adelante ",

" elegir cualquier elemento x en un conjunto A "

y que dicho tipo de algoritmos puede ser precisado, con restricciones, median
te el concepto de Maquina de Turing borrosa. Si bien indica su funcionamiento

no define explicitamente una tal maquina.



Esta labor fué realizada por E.S. Santos en 1.977 y es este nuestro pun

to de partida.

Para poder desarrollar, en el capitulo II, la W-calculabilidad de fun-
ciones cuyos argumentos sean conjuntos borrosos de enteros, ha sido necesario
modificar la definicién de Santos introduciendo el concepto de " designador
inicial de estados " inspirandonos en el empleado para autématas probabilisti

cos ( ver A. Paz (1.971) ).

La primera parte de este capitulo se dedica al estudio de propiedades
de las W-Maquinas de Turing en la versidén modificada a la que hemos hecho men

cidén anteriormente.

Posteriormente se introducen una serie de funciones que nos permitirén

caracterizar la W-calculabilidad Turing.

Para terminar, se construyen una serie de W-Maquinas de Turing, que de

nominaremos elementales, que seran de utilidad mas adelante.

Basicamente, el funcionamiento de una W-Maquina de Turing es analogo al
de una Maquina de Turing no deterministica, si bien, considerando como univer
so el conjunto de todos los movimientos posibles de una Maquina de Turing no
deterministica, la W-Ma&quina de Turing elige cada movimiento con un cierto gra
do. Asi pues, al hablar de W-Maquina de Turing hay que distinguir entre resul-
tado obtenido y el grado de este. Entendemos por resultado aquello que se cal
cula, aparece explicitamente escrito sobre la cinta al igual que la entrada,
mientras que el grado de este resultado es algo que no es calculado, no esta
reflejado sobre la cinta, pero que, en alguna forma, nos es comunicado por la
Maquina. Supondremos que este grado puede ser un valor culaquiera de [O,l] no

necesariamente calculable.

Es inmediato que la caracteristica esencial de una W-MAquina de Turing



es la existencia de una valoracidén en [O,l] ya que en cuanto a los resultados
siempre podria encontrarse una Maquina de Turing no deterministica que la si-

mule.

Si denominamos U* y V*, respectivamente, los conjuntos de entradas y sa
lidas, las funciones que pueden ser calculadas por una W-Maquina de Turing se
rén de la forma f: U*¥—s V*x W. Ahora bien, con objeto de establecer una cla
ra distincién entre el grado y lo que se escribe explicitamente, dichas fun-
ciones seradn empleadas en la forma f: U*x V¥— W, con la que tratamos de sig
nificar que a cada par (u,v) constituido por una entrada ueU* y una salida aso
ciada veV¥* le corresponde un grado que notaremos f(v|u). Funciones de estas ca

"n
.

racteristicas seréan denominadas " W-valuadas

2.- DEFINICIONES.

Definicién 1 (E. S. Santos (1.977))*.- Sea W=( [0,1],® , ® , <) un semi

anillo ordenado. Una W-Maquina de Turing, W-MT en adelante, se especifica me-
diante una séptupla 2Z=( S,U,V,C,G,ﬂ,nF) donde:

—S={s y

1 52’ ,sq } es un conjunto no vacio y finito de estados

internos,

U es el alfabeto de entrada,

V es el alfabeto de salida,

C es el conjunto, finito, de simbolos sobre la cinta
UUVEC, ,SHC=¢

- T es un vector g-dimensional 7=( n_ ,7m , ... ,m_ ), m_ € W, lla-
S, S, sq s

mado el designador de estados inicial.

F es el conjunto de estados finales. Fe< S,
¥ - ; oo e 0 :
- N es un vector g-dimensional cuya i-ésima componente es igual a

1 si si€F y O en otro caso. Es llamado el designador final de es-



tados.

- &: [CxS] x [sx(Cu{+,-,.})] —= W, +,-,.¢ C, esla funcién de
transferencia tal que §(s”,z|c,s) es el peso del '"siguiente
acto" de Z, esto es, el grado con el que Z pasa del estado s
al s” y

i) reemplaza c por z si zeC
ii) se mueve una posicidén a la derecha si z=+
iii) se mueve una posicién a la izquierda si z=-
iv) permanece en esa posicién si z=.
cuando estéd presente el simbolo ceC en la posicidén actual de la

cinta.

Algunos autores, al definir la Maquina de Turing no determinista (MTND),
consideran §: CxS —= Sx(Cx #+,-,.}) en lugar de &6: CxS — Sx(Cuv&,-,.}). No
obstante, y puesto que ambas caracterizaciones son equivalentes (observese que
la segunda implica simplemente descomponer en dos pasos los movimientos de la
médquina) en algin momento puede interesar el empleo de la primera, circunstan

cia que sera explicitamente indicada.

Para ceC y zeCu{+,-,.}, &8(s7,z|c,s) es una matriz de orden g x q con ele
mentos en [0,1]. Asi pues, la funcidén § se especifica mediante una coleccidn

de t2+3t matrices cuadradas de dimensidén q, siendo t el cardinal de C.

Como ya se ha indicado, la definicién de W-MT que recogemos aqui se di-
ferencia de la dada por E. S. Santos en que este autor no considera los desig
nadores inicial y final de estados, sino que supone que la maquina parte de un

unico estado inicial s, Y se detiene cuando z=.

En el teorema 1 veremos que la existencia de un Unico estado inicial S,

no supone inconveniente alguno y, en cualquier caso, podremos pasar de un de-
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signador inicial de estados ¢ a un Unico estado inicial S, sin mas que afiadir
a la médquina un primer movimiento mediante el cual esta pase de sO a la confi
guracién de estados dada por 7. En cuanto al designador final de estados nF
hemos preferido hacer uso de él porque parece mas congruente con la idea de
"conjunto final de estados" empleada en la definicidén ordinaria de Maquina de
Turing (ver, por ejemplo, J. E. Hopcroft y J. D. Ullman (1.979)) ya que, en
definitiva, nF no es mas que la funcidn caracteristica del conjunto F. No obs

tante, para pasar, en este sentido, de una W-MT dada por la definicidén 1 a

una como la definida por E. S. Santos basta hacer z=. cuando sceF.

En lo que sigue notaremos U* el semigrupo libre generado por el conjun-
to finito U y la operacidén concatenacién. Igual significado tendrén V* y C*.
LLamaremos '"palabra de entrada'", o simplemente '"entrada'", 'palabra de salida',
o "salida'", y "expresidén sobre la cinta', a cualquier elemento de U¥*, V* y C*
respectivamente. Se supondrd que existe un simbolo especial que notaremos ¥,

y llamaremos ''blanco", tal que PBeC y PB£UuV.

Definicién 2 (E. S. Santos 1.977)).- Sea Z:(S,U,V,C,d,n,nF) una W-MT. Di

remos que aeC*SC* es una descripcidédn instanténea de Z si y solo si
i) s no es el simbolo mas a la derecha de a
ii) B no es el simbolo mas a la izquierda de a
iii) el simbolo mé&s a la derecha de a no es P salvo que sea el simbolo inmedia

tamente a la derecha de s.

La coleccidén de todas las descripciones instanténeas de Z seréa notada

D(Z).

Interpretacién.- Mediante una descripcidén instantanea a=E£scy se caracte-
riza la siguiente situacidén: estando la W-MT en el estado s se dispone a anali
zar el simbolo ceC siendo £eC* la coleccidén de simbolos sobre la cinta que es-

td a la izquierda de c y v la coleccidén de simbolos que esta a la derecha. Evi



dentemente a tiene exActamente un estado seS.

Definicién 3 (E. S. Santos (1.977)).- Sea Z=(S,U,V,C,6,1r,nF) una W-MT.

Definimos pZ: D(Z)xD(Z) — W como la funcién tal que para cualesquiera a,beD(Z)

toma el valor

¢ a=£scy ; b= £sT’Y y cyfe
f (=", e1e,8] si
\ a=£fsc ; b=£s™B y c =e
( a=Escc’Y ; b=fcst’y y &c#B
a= scc’Y ; b= sty y c=B
§(s%,+|c,s) si
a=£ sc ; b=&EcsB y Ec#P
\ a= sc ; b= sp vy c=p
Z
p (bla)= { ( a=EcscY ; b=E&sctYy cY#p
a=£csc ; b=EsTc” y c =P
i §(s°,-|c,s) si ¢
a= scY ; b= sPcy y cY£P
L a= 8¢ ; b= s7P y c¢c =p
§(s°,. |c,s) si a=EscY ; b=E&sTcy
1 0 en otro caso,

donde &, vYeC*, e es el elemento neutro del semigrupo libre C*, c,c’eC y s,sS€S.

Interpretacién.- pz(bla) nos déa el grado con el que la descripcidn ins-—

tanténea a es seguida por la b cuando estd corriendo la W-MT Z.

Definicién 4.- Dadas a,beD(Z), diremos que a precede a b y lo notaremos

; al-b si pz(bla);éo.

Notaremos por |*# la clausura reflexiva y transitiva de la relacién | (ver
J. E. Hopcroft y J. D. Ullman (1.979)), esto es,

i) para cualquier a€(D(Z), %), alta



ii) dados a eD(Z) tales

g0 e 08

,ak€(D(Z),'i), alliak cuando existen a,,a

i

que

all—ael— ce l—ak_ll—ak

F
Definicién 5 (E. S. Santos (1.977))*.- Para una W-MT 72=(S,U,V,C,d$, n, n )

se define un cdlculo A con entrada (u,s)€U*xS y salida (s7,v)eSxV* como una

secuencia finita ao,al, sl a;ID(Z), donde
i) a =su
o
ii) a ="y, E&v=v
n
. ” - o _ -
iii) ail a; , para i 0,1, , n-1, esto es, aol a_

El gradoc con el que se realiza este célculo es

wa(sﬁvlu,s)= pz(allao)()pz(azlal)C) ...()pz(anlan_l)

donde el superindice trata de significar que el valor ma(s',vlu,s) depende del

ya

cadlculo a ,a v .
a’>1? n

Definicién 6 (E. S. Santos (1.977))%*.- Sea Z una W-MT. Definimos la fun

cidén w: (U*x S) x (S x V*¥) —= W de la forma
” &y a
w(s’,v|u,s)= @ w (s,v]|u,s)
aokan
donde
i) ajeD(Z), j=0,1, ... ,n
ii) a_ =su, a = £Es”Y con Ey=v
iii) el simbolo @ indica que la operacién (@ estd extendida a todos aquellos
calculos que, partiendo de la entrada ueU* y del estado seS, hacen que la
W-MT produzca la salida veV* con estado s’e€S. Si no existen descripciones

instanténeas en esas condiciones w(s”,v|u,s) queda indefinida.

Observemos que, dada una entrada ueU*, una W-MT puede:

- detenerse, tras realizar una serie de céalculos, produciendo diversas sa-
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lidas veV* con igual o distinto grado,
- trabajar para siempre, situacidén que es esencialmente distinta de aquella

en que la madquina produce todas las salidas con grado cero.

Para formalizar estas ideas introducimos unos conceptos semejantes a los

definidos para autdématas probabilisticos (ver A. Paz (1.971)).

Notaremos w(v|u) la matriz de orden gqxq cuyo elemento en la fila s y co-

lumna s~ es w(s’,v|u,s).

.. F -
Definicién 7.- Dada la W-MT 2=(S,U,V,C,é8,mn,n ), para cada seS definimos

nS: U¥ x V¥ —= W de acuerdo con

ns(vlu)= Du(sl,vlu,s) ® nzl] ® [m(sz,v[u,s) ® nzz] @ s

@ [u(sg,vlu,s) ®n§q1=

F
= {w(si,vlu,s) ® ns'}
i=1 1

siendo

1 si s.eF
i

(0] si si¢F

Interpretacién.- ns(vlu) nos da el grado con que la médquina, partiendo
del estado s y de la palabra u, se detiene con la palabra v sobre su cinta in
dependientemente de:

- la configuracién inicial de estados
- los célculos que haya realizado.

LLamaremos n(v|u) al vector g-dimensional cuya i-ésima coordenada es

ns.(vlu), esto es,

o F
N(viu)= @(vju) @ n



Definicidén 8.- Sea Z=(S,U,V,C,6,n,nF) una W-MT. Definimos las funciones

"S,: U*¥ x V¥ —= W, paras” S, y Pt U*¥ x V¥ —= W como:

"s,(vlu)= [TTS ®w(s',v|u,sl)] ©) [TTS ®w(s’,v|u,sz)] ©)
1 2

@ [ ®w(s',v|u,sq)] =

q
: { | }
= m ® @(s",v|u,s )
fsl T4 b
¥
P, (vliu)= [ns ® ng (viu)] ® [ns ® ng (viw] ® ..
1 1 2 2
® [r, ®ng (v]w] =
q q
q
= @ { . ® ns'(vlu) } =
1i=1 i i
= [ns (VIU)®HZ]@["S (v[u)@nZ]@...
1 7 2 2
@, (vw®n: ] =
. i
q q
- F
= {m_ (vlu) ®n_}
: = S.
i=1 i : 4
respectivamente.
Interpretacidn.- ﬂs,(vlu) es el grado con el que la maquina imprime,

aunque no haya terminado sus célculos, la palabra veV¥ y permanece en el es-
tado s“¢S habiendo comenzado con un designador m sobre sus estados y la pala
bra u€U* escrita sobre su cinta. Si llamamos 7(v|u) al vector g-dimensional

cuya i-ésima coordenada es . (v|u), entonces
i

n(viu)= ™ @ w(v|u)

El escalar p"(vlu) es el grado con el que la maquina termina con la pa
labra ve&V* impresa, supuesto que comenzd con un designador T sobre sus estados

y la palabra u€U* escrita sobre su cinta. Se tendra que
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pﬂ(vlu)z T ® n(V'U)= TT(VIU) ® f’lF

y se notard simplemente p(v]|u), siempre que no haya lugar a confusién, sobreen

diendo la dependencia del designador inicial .

Demostraremos a continuacién un teorema que permite pasar del modelo de

W-MT que hemos definido al dado por E. S. Santos (1.977).

F + .
Teorema 1.- Sea Z=(S,U,V,C,8,m,n ) una W-MT. Existe siempre una W-MT
. - s B . .. g
Zz°=(s",u,v,C,8,1,n ), en la que n  se concentra en un Unico estado, equiva-

lente a Z en el sentido de que para cualesquiera ueU* y veV* se verifica
p,(viu)=p~.(v|u)

Demostracién.- Si hacemos

i) 8= 8w {so}

ii) [ §(s",z|c,s) si s,s57€S, ceC, zeCu{+,~-,.}
§°(s,z|c,s)= ¢
\ "s’ si s=so, seS, cel, z=.
iii) (1 si s=s
m= {
s
L O si s#so

la W-MT Z':(S’,U,V,C,G’,ﬂﬁnF) es equivalente a la Z=(S,U,V,C,6,n,nF).#

Observese que se puede cambiar el designador m de la W-MT Z sin afectar
sus caracteristicas (el algoritmo sigue siendo el mismo). Sin embargo la W-MT
Z~ cuya existencia garantiza el teorema anterior si depende dem en forma esen

cial.

Introducimos ahora el concepto de a-corte dentro del modelo de W-MT con
el fin de estudiar la coherencia entre los conceptos que definimos para este

modelo y los correspondientes al modelo ordinario.
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Definicién 9.- Sea Z=(S,U,V,C,6,n,nF) una W-MT. Para aeW se define la

Maquina de Turing no determinista que llamaremos a-corte de Z como Z =(S7,U,
V,C,Ga,so,F), donde
l)S:SU{SO}

ii) 1 si 6(s%,z|c,s) >, s#s

GG(s’,zlc,s)= 1 si T _.>a, s=s z=.

O en otro caso

iii) so es el estado inicial.

Esta definicidén puede restringirse considerando el @-corte estricto, que

notaremos ZG,,cuando las desigualdades anteriores sean estrictas.

Interpretacién.- Za sera una MTND tal que empezando a trabajar en el es
tado Sg pasard a aquellos estados con designador inicial mayor o igual que a,
hard aquellos movimientos cuyo grado sea mayor o igual que a y se detendra

cuando llegue a un estado final. Observese que, para una W-MT Z dada, existe

un conjunto de MTND {Za} con subindice continuo aeW.

Definicién 10.- Dada una W-MT Z=(S,U,V,C,6,n,nF), denominaremos lenguaje

generado por Z al subconjunto L, V¥ dado por

Z

L,= {v| vev*, wueU*, p(v|u)# 0}

Es inmediato que para ¢eW el lenguaje generado por la MTND Za sera

Lzaz{v| vEV*, ueU*, pa(vlu)=l}

Teorema 2.- Sean Z=(S,U,V,C,6,N,HF) una W-MT y

e = © p(v]u)

uey*
vEV*

Si an< 1, entonces cualquier MTND del conjunto {ZBIum< 8 <1} no calcula
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ninguna salida cualquiera que sea la entrada, esto es, LZ = @.

B8

Demostracién.- Consideremos la funcidén p*: V¥ —e W definida por

p*(v)= @ p(v]|u)
UEU*

Es evidente que vel si y solo si existe al menos un ueU* tal que p(v|u)>a,

Z

a
lo que equivale a decir que vsLZ si y solo si p*(v)zg, y, por tanto, para
o

cualquier geW tal que

B> a = @® plviu)= ® p*(v)
L ugU* veV*
veV*

no existe veV* tal que p*(v)> g, de donde Lz = D
B

Corolario 1.- Para cualquier W-MT Z se verifica que LO= V* siendo O el

elemento neutro de W respecto a la operacién @ .

Demostracidén.—- Por la definicidén 9 para cualquier oeW Ga vale 1 si el

movimiento correspondiente de Z tiene grado mayor o igual que o y cero en otro

caso. Asi Ga siempre es mayor o igual que cero y, por tanto, po(vlu)zvo para

cualquier veV*, por lo que vel de donde se sigue que LO=V*.#

¢}

Corolario 2.- Dada una W-MT Z y dados o eW tales que o.> o

) S Sl i

Demostracién.- Es inmediata debido a que si veLZ entonces p*(v)za].de
[0

donde p*(v)z_a2 y por consiguiente VELZ o # A

%

Teorema 3.- Sea == {Z | Za=(S’,U,V,C,5a,sO,F), aeW} una familia de MTND
St o

tal que para cualesquiera a_,a

1 Zew se cumple que

. : c
i) si a1> a, entonces LZ LZ
1

Q Q

2

ii) si a= O entonces L_ = V¥
ZO

entonces
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F .
Entonces existe una W-MT Zz=(S,U,V,C,s,n,n ) tal que para cualquier aeW, Zaes

es el g-corte de Z.

Demostracidén.- Haciendo

i) 8= s°- {8y}
ii) &(s%,z|c,s)= max {a| aeW, Ga(sﬁzlc,s)z 1} para s,s;eS

)= 1}

iii = max W By Z|C B8
) "S {0. I QEW, 6(!( y | ) 0

iv) 1 si seF

0 Si séF
resulta evidente que, para cualquier aeW, ZaeE es el a-corte de Z.#

Hay que destacar que, por simplificar la demostracién del teorema ante-
rior, hemos supuesto implicitamente que en el primer movimiento de todas las
maquinas Za solo se cambia el estado de las mismas sin modificar el simbolo
actual sobre la cinta ni desplazarse a la derecha o a la izquierda. Esto no
supone restriccién alguna pues en caso contrario basta descomponer dicho pri
mer movimiento en dos consecutivos: el primero cambia de estado sin alterar

el simbolo (z=.) y el segundo hace el movimiento sin alterar el estado.

Como puede observase el teorema 3 y los corolarios 1 y 2 del teorema 2
nos dicen que las MTND a-cortes de una W-MT cumplen las propiedades habituales

de los a-cortes.

Definicién 11 (E. S. Santos (1.977)*.- Diremos que una palabra ueU* es

W-calculable por una W-MT Z=(S,U,V,C,6,n,§)cuando existe al menos una palabra

de salida veV* tal que p(v|u)# O.

Definicién 12.- Diremos que L_. es un lenguaje W-valuado sobre U si L

f i
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es un conjunto difuso de U¥*.

Asociado a todo lenguaje W-valuado L_ existe una aplicacidén f: U¥ — W

f

tal que f(u), ueU*, es el grado con el que u pertenece a Lf.

Definicidén 13.- Sea Z=(S,U,V,C,6,n,nF) una W-MT y L_ un lenguaje W-va-

1

luado sobre U. Diremos que Z acepta a L_. si para cualquier ucU*

f

i) u es W-calculable por Z,

ii) f(u)= ® p(v|u), donde la suma estad extendida a todos los resultados posi
v
bles con entrada u.

Observese que si Lf es aceptado por Z, entonces

a) Z se detiene para todo uaLf

b) Z puede o no detenerse para u{Lf.

Las definiciones anteriores pueden ser extendidas al caso de lenguajes

k-dimensionales. En efecto, dado un entero k52+,

k

k
u = (u1,u

29 ,Uk) e (U*)

designaréd la k-upla de palabras de entrada, y

_k__ il e ¥y ¥ *
u = (ul,ue, s as ,uk)_ u *u* ... *u

k,

donde *eC, *£ U v V, designard la expresién sobre la cinta asociada a la k-

upla uk. Entonces

Definicién 14 (E. S. Santos (1.971))*.- Dada una W-MT Z:(S,U,V,C,G,n,nF)

y un entero positivo k, se define la funcidén k-dimensional pk: (U*)kx V¥ — W

como
k k
p (vju)= p(v|u).
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Interpretacidn.- pk(vluk) es el grado con que quedard escrita la palabra
v sobre la cinta cuando se detenga la W-MT Z si esta empezé con un designador
inicial de estados 7 teniendo la expresién Gk escrita sobre su cinta. En tal

sentido debe interpretarse u como argumento de p.

Mas adelante, cuando tratemos de lenguajes k-dimensionales y siempre que
no haya lugar a confusidén, notaremos pk(vluk) como p(v|u) con,ue(U*)k, por mo-

tivos de simplificacién.

Definicién 15.- Un lenguaje W-valuado Lf k-dimensional sobre U es un con

junto borroso sobre (U*)k.

Asociado a Lf estard su funcidén de pertenencia f: (U*)k — W.

Definicién 16.- Diremos que una W-MT Z acepta un lenguaje W-valuado Lf

k-dimensional sobre U si para cualquier ukeLf
., -k
i) u es W-calculable por Z
s k k k
ii) f(u)=Q@p (v|u)
v

Definicién 17.- Se llamard W-algoritmo al procedimiento de célculo usa-

do para evaluar una funcién W-valuada. La forma en que se implementa un W-al-

goritmo sobre una W-MT serd& llamada programa W-valuado.

Con el fin de fijar conceptos consideraremos el siguiente

2

Ejemplo.- Sea la funcién f: Z7“x 2° —= W definida por

a si v= ul+ u2, aeW fijo
f(vl(ul,u2))=

O resto

Intentaremos construir una W-MT que calcule esta sencilla funcién. Para
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ello deberemos indicar como aparecen codificadas sobre la cinta las palabras
de entrada y salida y dar un W-algoritmo (que en este caso es ordinario) que
describa los pasos de los céalculos. Despues el W-algoritmo serd transformado

en una tabla de transicidén de estados que nos definird la funcidbén g.

Para simplificar supondremos que los numeros estan codificados en una-

rio. Asi, por ejemplo, si u.= 2 y u,= 6, sobre la cinta tendremos la siguien

1 2

te expresidn:

2 6
000100000000

1

donde por { significamos el simbolo actualmente analizado por la W-MT.

La W-MT que construimos comienza analizando el cero mas a la izquierda
en la secuencia de entrada. Cada paso del W-algoritmo consta de una orden de
transferencia caracterizada por el conjunto de pesos (o grados) con los que

se envia nuevamente el control a cada uno de los posibles pasos. Asi:

PASO ACCION EJEMPLO
1 Mover a la derecha a lo largo de la cinta 00010000000KK¥B . .
hasta encontrar un 1 e ir a Paso 2 con t
grado g
2 Escribir un O e ir al Paso 3 con grado o 00000000000KKK . .
3 Mover a la derecha hasta que un p sea en- 00000000000pBY . .

t

contrado e ir al Paso 4 con grado o

4 Mover a la izquierda una posicién e ir 00000000000BKK . .

al Paso 5 con grado o

5 Escribir un p e ir al Paso 6 con grado a 0000000000PKB. . .

T
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6 Mover a la izquierda una posicidén e ir al 0000000000K¥PB. . -

t

Paso 7 con grado o

7 Escribir un ¥ y parar el célculo 000000000FBB. . . .

T

Al término de este programa aparecerd sobre la cinta una expresién uné

ria correspondiente a u.+ u, a la que se asignard el minimo de los grados aso

1 2
ciados a las transferencias que nos han conducido a ella. Dicho valor sera el
grado con el que el W-algoritmo calcula v= u; +u,. Con los valores numéricos

del ejemplo seré

000000000 8 con grado o

Recogemos este programa en la siguiente tabla donde usamos la notacién

s/ z/8 para describir:

estado al que pasa/ simbolo o movimiento/ grado

S : 0 : 1 : B : Comentarios
s, § Sl/ +/ a f 82/ 0/ o g ————— § Operaciones (1),
: : : P (2) y (3)

s, g s2/ +/ a ; ————— 2 83/ -/ a ; Operaciones (4),

(5) y (6)
Sy ; s4/ B/ a § ————— ; ————— g Operacién (7)
S, ; ————— g e ; s5/ -/ a ; Operacidén (8)
S : s6/ OF SR —— S : Operacién (9)
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s P e D ———— D e : Parar

En los comentarios a la tabla anterior las operaciones entre parentesis

corresponden con el organigrama:

COMIENZQ

(0) Explorar el simbolo
mas a la izquierda

e

(1)

Mover una posicidn
a-=t a la derecha

]

(3) Escribir O
of
(4) Mover una posicidn
a la derecha
a
(5) Simbolo explorado\\ no a
s b /
si
Q
(6) Mover una posicidn

a la izquierda

a
(7) Escribir P

¢
(8) Mover una posicidn
a la izquierda

o
(9) l Escribir P ]

o
(sToP )

Podemos construir entonces una W-MT 2=(S,U,V,C,6,n,nF) que calcule f

haciendo:
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1) 8= {81’52’83’34'55’86}
ii) U= {0}
iii) v= {0}
iv) C= {0,1,1)
v) = (1,0,0,0,0,0)

vi) F= {56}

vii) n'= (0,0,0,0,0,1)

y la funcién de transferencia &: [C x 8] x [S x (C v {+,-,.})] —= W es defi

nida por la tabla anterior como

( a si s= S,» 2= +, C= 0, s= s,
o si 8= S, 2= &, ¢= 1, 8= S;
o si g8 = 32, zZe 4+, e= 04 B= 52
o si 8 = 8,2 B= -, C= B, s= S,

s§(szlc,s)= {

&t 3
a si 8 = Sgy 2= =, C= B, s= S,
o si 8 = 86’ z= B, c= 0, s= Sg
0 en el resto

Hagamos notar que la aplicacién § podria haber tomado valores distintos
entre si y distintos de o con tal de que el minimo de ellos fuera igual a a.

Todas las W-MT asi definidas calcularian la funcién ejemplo. Otra implementa-
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cidén del algoritmo podria ser obtenida, por ejemplo, haciendo &§=1 en todos

los pasos y tomar un designador inicial de estados 71=(¢,0,0,0,0,0).

Observese que, a pesar de ser f una funcidén muy sencilla (incluso ordi
naria en su definicién) ha sido necesaria una gran cantidad de trabajo para
construir el W-algoritmo y la W-maquina que lo calcula. Es inmediato que para

funciones mas complicadas el proceso serd muy tedioso.

Para salvar en parte este problema, y al igual que en cédlculo ordinario,
vamos a introducir a continuacidén una serie de W-MT elementales que permitirén
simplificar la descripcidén de calculos mas complejos y que, por tanto, serén
de gran utilidad para las demostraciones constructivas que desarrollaremos mas

adelante.

3.- W-MAQUINAS DE TURING ELEMENTALES.

Citaremos en primer lugar algunas maquinas de Turing deterministas que
pueden ser estudiadas en la literatura habitual (ver por ejemplo T. L. Booth

(1.967) pag. 367-373). Estas son:
- Maquina '"n-copia'". Si tenemos la expresidn

X= bclbc2 A %cn%cn+l

fieo BC
B ... Be B
sobre la cinta, esta maquina produce la expresién

xc_B.
L

- Maquina '"mueve a la derecha" (izquierda). La maquina se mueve a la derecha
(izquierda), sin cambiar de estado, hasta que encuentra el primer simbolo

de separacidén de palabras. Asi pues se mueve una palabra a la derecha (iz-
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quierda).

- MAquina '"rebobina a la derecha'" (izquierda). Como el fin de una expresién
de cinta es indicado por una sucesidén de dos o mas blancos, la maquina se
mueve a la derecha (izquierda) hasta que encuentra dos blancos consecuti-
vos. Cuando el segundo blanco es leido la maquina se mueve dos cuadrados a
la izquierda (derecha), esto es, se posiciona sobre el Gltimo simbolo dis-

tinto de blanco y se detiene.
- Maquina '"desplazamiento'. Esta maquina opera sobre la expresidén de cinta

bclc2 c cnleclc2 T cm%

Se supone que la mdquina inicialmente explora el blanco mas a la derecha.
Entonces, la mé&quina borra la primera palabra y desplaza la segunda a la
izquierda hasta que el primer simbolo de la segunda palabra ocupa la posi-
cidén que originalmente ocupaba el primer simbolo de la primera palabra, re

sultando
}zﬂclc2 s 4 cmb

- Maquina ''sucesor'". Calcula la funcidén sucesor, esto es, si sobre la cinta
s = - . . il
aparece la expresién u, ueZ , y comienza a trabajar la maquina, cuando se

detiene aparece sobre la cinta la expresidn u+l.

Pasamos a describir ahora algunas W-MT. En primer lugar consideraremos

la W-MT multicinta:

Definicién 18.- Una W-MT con n cintas se especifica mediante la septu-

pla Zn=(S,U,V,C,6,n,nF), donde S, U, V, C, n y F tienen el mismo significa-

do que en la definicién 1 y §: [Cn x 8] x [Sx (C v {+,—,.})n] e L

Interpretacién.- En un determinado instante la maquina esté&, para todas
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sus cintas, en el estado seS y con el simbolo actual ci sobre la cinta i. En
tonces pasard al estado s’e¢S, para todas sus cintas, y realizard el movimien
to indicado por z, sobre la cinta i con grado 5i(s',(zl,z2,...,zn)l(cl,cz,...
cn),s) que notaremos simplemente ei(s’,zlc,s), entendiendo que caCn y que
ze (C v {+,—,.})n. Observese que el grado del movimiento puede ser diferente

para las distintas cintas.

Una descripcién instanténea para esta maquina vendrad dada por un elemen
to de (c*)"s(c*)" que verifique propiedades semejantes a las contenidas en la
definicidn 2.

Todo lo anteriormente desarrollado para la W-MT de una cinta puede ser

extendido de una forma natural a la multicinta. Notaremos pcr p: (U*)nx (V*)n

— W la funcidén correspondiente a la definicidn 8.

Se puede probar el siguiente teorema que relaciona la W-MT de una cinta
con la multicinta. Omitiremos su demostracidén por ser totalmente semejante a
la del caso determinista ( ver por ejemplo J.E. Hopcroft y J. D. Ullman

(1.979) pag 161-163).

Teorema 4.- Si un lenguaje W-valuado L_. sobre U es aceptado por una W-MT

f

multicinta, entonces es aceptado por una W-MT con una uUnica cinta.

Este teorema nos permite hacer construcciones de W-MT con n cintas que
resultaradn mas faciles que sobre una cinta siendo ambas equivalentes desde un
punto de vista tedérico.

. g . 8
Lema 1.- Sean Ziz(Sl,U,V,C,él,nl,nF ), i= 1,2, «i.7,n; ona-coleccifn de

W-MT y sean aiew, i= 1,2, ... ,n, un conjunto de valores. Entonces, si las W-

MT son tales que
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o si para todos los subconjuntos de indices I tales que
i
N s°4#9
iel
se cumple que a;= aj’ ¥i,jeI, existe una W-MT con n cintas, que notaremos
z“:(ailzi, i=1,2, ... ,n), tal que

n "
P(vlw= @ (o; @' (v, lu;))

siendo u= (u_,u ,u )e(U*)n, (v,,v

n
1'Uos e » 10 Vo ,vn)e(V*) .

-

z oF e
Demostracidon.- Construimos Zn: (s-,U,v,C,8,n,n ) de la siguiente for-

ma:
R
i) s'= Us
i=1
ii) para c= (c,,c c )eCnyZ: (z. % g JelC ¥ T+ 5uchl
1! 2) ] n lr 21 ’ n ) ’
( Gl(s’,z.lc.,s) si s,seS’
s et |
§;(s%zlc,s)= ¢
\ O en el resto
ks i . i
iii) ( a, ® si seS
TI’S= ¢
. O en el resto

Fi

1

iV) F =
i

Hess

Entonces partiendo de la palabra uy sobre la cinta i, 2" trabajara so-
bre dicha cinta como si fuese Z* por lo que, cuando se detenga, aparecera el
resultado v, con un grado aiQD;H‘vilui) puesto que sobre esa cinta se ha par

tido con un designador inicial de estados aiﬁa 7. Al considerar todas las
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n
cintas habra que tomar @ . #
i=1
Lema 2.- Sean N= {11,12, g ’ln}’ M= {31,32, il ,Jm} y K= {kl’kZ’

,kn}, N,M,K.=Z+, n,m>1. Si N # M= ¢ es posible construir una MTD, que nota

N,M . ; .
remos C, ', con al menos n+m cintas tal que, partiendo con expresiones

k

" k.

u.e (C*) ~, k™>k ,
i r-r
r

donde
u; = (uli WUy Uy g [P i (B~ ST
r r

sobre las cintas especificadas por el conjunto N y cualquier expresidén sobre

las restantes, termina con la misma expresién

n
- rzl kr
v e(C*) "

siendo

3 e Y § ST | IR :
q 1 A o'y

sobre todas las cintas especificadas por el conjunto M.

Supondremos que el simbolo de C que separa las distintas palabras de una

ki—expresién sobre cinta es el "1".

Demostracidén.- La MTD CE'M= (S,U,V,C,é,so,sF) vendra dada por:
i) S= {s s1 s1 v sl 32 32 s g s',s RORY s st
O’ 1’ 2, b k ’ 1, 2’ ’ k ’ 2 1, 2’ k b F, F ’ F
1 2 n 1 2
. £t . , t t .
ii) 6: [C" xS] x [ x (C v {+,-,.}) ] —= W', t>m+n, es tal que,para ieN,

JjeM, I<kiw



A

o~ 1
(  s=s =S c.éc,, z.=C,
i ey
s_sI, s _SI+1’ I<ki, CJ_cl_l, zJ_+
s=s =5 c.=c.£P, c.=c.#1 Z .=+
= = I’ .= i y 2™ l y j—
s—s’—si i#n c.=c.=p z.=1
= 5 kl) ’ j_ "R J_
Gj(s ,zlc,s)% ﬁ S:S; A i
si - 1 J J
s—si ’—si+ i<n c.=1 Z .=+
o ki! Y l ’ ’ e ’ J"
s=s’=sp , c.£¥, z .=p
1
S=8. , 8 °=8. , c.=p, Z .=+
Fy Fo J
\ s=sF2, s"=sp, Zj=ﬁ
(¢ el e
s=s’=s, cifc., z,=
5.(s%,z|c,s)=1
. gen =g c.=c.#Pp, c.=c.#1 Z.=+
si V¥ jeM ) i & R o rie W e iy
i e e
L S_SI’ s -sI+l,l<ki, ci_cj_l zi_+
” . i .
ck(s yz|c,s)=1 si s=s), z, = VkeN/ k#i
Gh(s',zlc,s)=0 en otro caso VheM v N
Gh(S',zlc,s)=l si z, = Vh#M uy N, #
Interpretacién.- La MT anterior es determinista con, al menos,

m+n cin-
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tas. Cuando empieza a trabajar hay escrita sobre la cinta ieN la expresién co

i ). Inte-

1i e

rrespondiente a la ki—upla de palabras de entrada (u 517

ki
i
resa copliar sobre todas las cintas jeM las ki primeras coordenadas, kifki' Es
ta operacién de copia se hard sucesiva y ordenadamente para todas las cintas
que indique el conjunto N de tal manera que, cuando la mdquina se detenga, es

tard grabada la expresidén correspondiente a la 3 ki—upla

sobre todas las cintas del conjunto M.

Observese que la maquina ignora las cintas que no estan especificadas

P

por los conjuntos N 6 M.

A la MTD CE’M la llamaremos mé&quina de copia generalizada. En el caso
que se desee copiar totalmente las cintas de entrada sobre las de salida (k;:

o ol . N
ki) no se empleard como subindice el conjunto K y notaremos C ’M.

Los lemas 3, 4 y 5 siguientes nos muestran diversas formas en las que

se pueden ''conectar'" W-MT.

F F
1 2
Lema 3.- Sean le(sl,U,Vl,C,él,nl,n )y Zzz(sz,vz,v,c,dz,nz,n ) dos
W-MT. Si S1 n 82= gy (UU Vl U V) € C entonces existe una w-MT z=(S,U,V,
C,é,n,nF) tal que VuelU, YveV
n-1 22
pviu)= @ (v ® © [.® @ p (a, .la)]}
. 1 s A i+l1' 71
vieVy aOP‘an i=0

donde aisD(Zz) y la Gltima (@ esté extendida a todas las posibles formas en

que aol*an siendo
ap= €Sy, a = ts’p

tales que s,s ¢S seF y, ademés,

2’ 2
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vV = Eyv, V= [p.

F
Demostracién.- Construimos 2=(S,U,V,C,8,n,n ) de la siguiente forma:

i) 8= S1 U 32

ii) ] 61(s’,z|c,s) si s,s’gsl
52(s ,z |c,s) si s,s 552
§(s",z |c,8)= ﬁ
Lo si se Fl, s 582, z=.
s
0 resto
\
iii) L si s eSl
s
TIS:
(0] resto
iv) F= F2 . #

Interpretacién.- La W-MT Z empieza a trabajar como si fuera Z1 hasta que

. Entonces pasa a trabajar como Z_ con

llega a alguno de los estados finales F >

:

un grado igual al designador inicial de estados =, y explorando el simbolo ac-

2
tual sobre la cinta que, en general podrd ser cualquiera de la expresidén actual

-

V. Zl ha podido alcanzar un estado final en cualquier posicién de la expre

-

sién v~.

En adelante notaremos a Z como Zl—— 22, esto es, ”Zl seguida de 22"'

b § 2
Lema 4.- Sean ZT:(SI,U,V’,C,Gl,nl,nF )y Zg=(S2.V',V.C,62.w2,nF ) dos

W-MT con m y n cintas respectivamente tales que m>n>1, y sea

I= {i.,| 1<i _em, 1. .£1, , F,851,2, +is 0}«

Entonces si Sl n 82=¢ y V7 €V, existe una W-MT con m cintas fE(S,U,V,C,s,n,nF)




= 8=

tal que
p(v|u)= ® p,(vlv) @p, (v u)}
" ..\ n 2 1
ve(V7*)
donde vj= vij’ sz vij’ para j= 1,2, ,nN, y viz vi para igI, 1<i<m.

Demostracidén.- La W-MT Zm=(S,U,V,C,6,n,nF) viene dada por:

i) s=stu s?u s}

ii) para ceC™ y ze(C U {+,-,.})"

SE(S’,ZIC,S) si

1 si
i si
6J.(s’,z|c.s)= < 1 si
2 .
X . 81
S

L 0] en
iii) n; 81
T =
S
0 en

iv) F= F2. #

Interpretacién.- La W-MT 2™ empieza

B=S%t 8 , C.#b, Z.5~,J=ls2,
% J#b i J

s=s= s_, cj=b, ik/ ck;éb, b

r
j=1’2!
s= s s'e82 c.=p, Ik/ c =P, z
r) ’ j y k ’ J
Jel

PO .
8;8 ¢S, Jel
el resto

seS

el resto

a trabajar como si fuera ZT hasta

,m

Ml

ym

=+
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que alcanza un estado de Fl. Entonces, en lugar de detenerse, pasa a un esta

do intermedio S. Y rebobina a la izquierda todas sus cintas. Pasa a la confi

n X ’ n ;
5> Y empieza a trabajar como Z_, con las cintas

guracién inicial de estados de Z 5

especificadas por el conjunto I ignorando las restantes.

Notaremos s ZT ff Zg. Si I= {1,2, ... ,n-1,n}, y no hay lugar a confu-
n

e _— ; m .
sidén, escribiremos simplemente Z1 — 22

. .. F,
Lema 5.- Sean las W-MT zi=(sl,u,v,c,5l,nl,n ') y sean oWy $=1,2,000:0

Si las W-MT son tales que

AR
N s'=¢
i=1
O bien para cualquier subconjunto de indices I<{1,2, ... ,n} tal que si
i
l s#¢
iel
se cumple que
a.= a y 5l(s',z{c,s)= GJ(s',zlc,s), s,s’eSl n SJ, Ni,jel

entonces existe una W-MT con una cinta Z=(S,U,V,C,6,n,nF) tal que

n

p(viu)= @ f{o; ® p; (viu)}

i=1

Demostracién.- La W-MT Z queda especificada por:

n "
i) 8s ¥ s*
i=1

ii) 51(5’,z|c,s) si s,s’eSl, w131 e SRl
§(s”,z|c,s)=

0 resto



= A

S i i
iii =0, seS
) e %4 ® Ts®

0 i
iv) F= U F* . #
i=1
Interpretacién.- Si se tiene inicialmente la expresién u sobre la cin-
ta, al empezar a trabajar la W-MT Z es como si simulténeamente empezaran to-
das las W-MT Zi' Cada una obtendra, si es capaz de calcularlo, el resultado
veV* con grado pi(v|u). Como los designadores iniciales de estados han sido
alterados por los o, vy Z da los resultados con el mayor grado de entre las
distintas formas en que se obtiene, resultara
n
p(viu)= @ {a. ®p.(v|u)}
. i i
1=l
Los lemas anteriores exigen como hipdétesis que la interseccidn de los
conjuntos de estados de las W-MT que intervienen sea vacia. Esta condicidn
no es restrictiva en absoluto pues siempre seréd posible renombrar los estados
de las distintas maquinas de forma que cada una continGe teniendo sus ''mismos"

estados pero que la interseccidén sea vacia.

Las funciones ¥ y 9@ que definimos a continuacidén, asi como los lemas 6
y 7, pueden ser estudiadas, por ejemplo, en E. S. Santos (1.971). Omitiremos

la demostracidén de estos lemas.

Definicién 19 (E. S. Santos (1.971)).- Sea U= {xl,xz, . ,xn} un alfa

beto finito. Definimos las aplicaciones N: U* — 2" y Q: Z' e U% de

la forma siguiente:

i) N(xl)= Q, N(x2)= Y sea 3 N(xn): n-1

r :
NMu)= | Kk, i 8i u=x_ =x vew X € U¥Lo- TR0
; i k "k k
i=1 r r-i 1
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N(u)= O si u= e (elemento neutro de U*)
ii) o(n)= u si y solo si AN(u)=n para neZ', ueU*.

Lema 6 (E. S. Santos (1.971)).- Para todo alfabeto finito U existe una

MTD tal que:

i) su alfabeto de salida, V, es un subconjunto de {0,1,2, ... ,9}

ii) para cualquier entrada uegU* la mdquina se detiene proporcionando como sa

lida v= AN(u) eV*. #

Esta maquina serd llamada '"codificadora' y la notaremos A/ siempre que

no haya lugar a confusién.

Lema 7 (E. S. Santos (1.971)).- Para todo conjunto Uc {0,1,2, ... ,9}
y todo alfabeto finito V existe una MTD tal que para cualquier entrada ueU*

la maquina se detiene con el resultado Q(u)eV* como salida. #

Esta maquina seréd llamada '"decodificadora" y, si no hay lugar a confu-

sién, tambien la notaremos por Q.

Las funciones definidas en 19 y los lemas 6 y 7 nos permiten hacer todo
el desarrollo de los capitulos II y III sobre Z' en lugar de considerar conjun

tos U¥ y V* correspondientes a alfabetos finitos arbitrarios.

Lema 8.- Sea U un alfabeto finito e IC{1,2, ... ,n}. Existe una MTD,
I
que notaremos E" , con n cintas y dos estados finales S; ¥ S, tal que para

cualquier n-upla u= (ul,u ,un), ug(U*)q como entrada, EnI se detiene en

2'

estado s, si u;= uj Vi, jel, y en estado S, en caso contrario.

Demostracidén.- La MTD EnI=(S,U,V,C,5,s ) viene dada por:

o'F

i) S= {8518,,8,}
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ii) F= {S1,S,}

iii) .- X si s=s’=s, ci.—.cj;é}é Viel, z =+, iel
1 si $=S ), s’:sl, ci:cj:b Viel, z,=. B
5i(s',z|c,s)=ﬁ 1 si s=S ), s’=52, cifcj Jjel, z=- g i
1 si z = S
\ O en el resto. #

.. I . . P
Interpretacidén.- La MTD En comprueba si todas las cintas especificadas
por el conjunto I tienen escrita la misma secuencia de simbolos. Si esto ocu-

nIl k . ;
rre E se detiene en el estado final Sl' En caso contrario entra en el esta-

do final s2.

Lema 9.- Sea U un alfabeto finito y sean n,i,ng+ tales que i#j, 1<i,j<n

Existe wuna MTD, que notaremos Gn{l’J}, con n cintas y dos estados finales

Si» S, tal que para cualquier n-upla de entrada (ul’u2’ ,un)e(u*)n’ gh{i, i}

se detiene en estado s, si N(ui) » N(uj) y en estado s, en caso contrario.

Demostracién.- La MTD Gn{l’J}z(S,U,V,C,a,s F) vendréa dada por

O’
i) 8= {85:8;,85}
ii) F= {8185}

iii) r 1 si  s=s’=s., N(ci)zN(cj), z =+

ai(s’,zlc,s)=1 1 si s=s_, s =s

i si s=s., s'=s_, N(c,)N(c.), z.=.
2 i J i



i)

ii)

iii)

i
S8 ,zle,8)= 1 si z.=z.
J s E 3
Gk(s’,z[c,s)= 1 si para k#i, k#j, 1<k<n, z, =
Gk(s’,zlc,s)= 0 en el resto para 1<k<n . #

Definicién 20 (ver, por ejemplo,T. L. Booth (1.967)).- Para u,v,u

+ - : . . N
,uneZ definimos las funciones ordinarias siguientes:

1 si v=u+l
S(v|u)=

0 resto

que serd llamada funcidn '"sucesor'

" 1 si v=0 Wuez'
C(v|u)=

0 resto

que sera llamada ''constante cero"

. X
e (v(ul,uz, ceeo U

0 resto

que llamaremos funcidén "identidad n a i".

l’



CAPITULO II: W-CALcuLABILIDAD
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1.- INTRODUCCION.

En este capitulo desarrollamos el concepto de W-calculabilidad estudian
do en qué condiciones existe un algoritmo borroso que permita el '"célculo'" de
una funcién W-valuada. En otros términos, tratamos de responder a la siguien
te cuestidén: dado un lenguaje borroso, ¢cuando existe una W-MT que lo acepta?.
Para ello caracterizamos el conjunto de funciones W-calculables haciendo uso
del enunciado débil de la hipdtesis de Church.

Comenzamos introduciendo el concepto de W-calculabilidad y, tras definir
la W-composicidén, W-minimalizacidén y W-recursidén primitiva, demostramos que la
clase de funciones W-calculables (parciales) es cerrada con respecto a dichas
operaciones.

A continuacién se aborda el estudio de la W-calculabilidad de funciones
con dominio en Z+n comprobandose que, si mantenemos la definicidén de recursi-
vidad del célculo ordinario (T), la hipbétesis de Church no es extensible al W-
cdlculo. Con objeto de poder realizar dicha extensidén introducimos la nocién
de W-recursividad que nos permite obtener para el W-cdlculo un resultado ana-
logo al enunciado débil de la hipétesis de Church.

El capitulo se termina estudiando la W-calculabilidad de funciones con

dominio en 2™" (partes borrosas de Z+n) y la de conjuntos borrosos de funcio-

(T) Se dice que una funcidén es recursiva parcial si puede ser generada a par

tir de las funciones

- sucesor S(x)= x+1
0] +
- constante cero C(x)= 0 Vxe2
; . N, 1
- identidad 7 (xl,xz, S ,xn): X4

aplicando un numero finito de veces las operaciones composicidén, minimaliza-

cidén y recursidén primitiva.
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A
nes W-calulables condominio Z2 .

2.~ W-CALCULABIL IDAD.

Definicién 1 (E. S. Santos (1.977))%- Sean U y V alfabetos finitos y

f: (U*)k x V¥ — W, k>1. Diremos que f es parcialmente W-calculable si exis

te T C (U*)k y una W-MT Z:(S,U,V,C,s,n,nF) tal que

k

f(vluk)z p (vluk), VuksT, veV* (1)

con pk(.l.) dada por la definicién 1.14.

51T E(U*)k diremos que f es W-calculable.

Interpretacién.- La funcibén f serd parcialmente W-calculable si toda k-
upla de entrada perteneciente al dominio T es W-calculable por una misma W-MT
Z (segin la definicién 1.11) y ademds verifica la condicidén (1) para todas las

posibles salidas correspondientes a esa entrada.

Observese que la diferencia entre funcién W-calculable y parcialmente
W-calculable es que en la primera Vuke(U*)k la W-MT calcula al menos una sali
da veV* con grado pk(vluk)ew, que puede ser cero, en un numero finito de pa-
sos, mientras que si es parcialmente W-calculable hay entradas uke(U*)k para

las que la W-MT trabaja para siempre.

En lo que sigue, cuando una propiedad pueda ser postulada indistintamen
te para funciones W-calculables y parcialmente W-calculables escribiremos
"(parcialmente) W-calculable'". Por otra parte, y si no da lugar a confusién,
cuando se trate de funciones parcialmente W-calculables se eliminaré la refe-

rencia explicita al dominio T.
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k

Definicién 2.- Sea f: (U*) x V* —— W una funcién (parcialmente) W-cal

culable. Para aeW se define la funcidén ordinaria, que llamaremos a-corte de f,

fa: (U*)k x V¥ —e {0,1} como:

1 si f(v]uk)i o
iy (v[uk)z Vu eT
. k

0 si f(v|u )< a

— . . k :
Si bien la imagen mediante fa de una entrada u es un conjunto, nosotros
nos referiremos a los elementos v de ese conjunto. En ese sentido escribiremos

fa(uk)zv cuando fa(v[uk)=l.

k

Teorema 1.- Si f: (U*)" x V¥ —— W es (parcialmente) W-calculable, enton

ces ¥aeW fa es (parcialmente) calculable.

Demostracién.- Si f es (parcialmente) W-calculable existe una W-MT Z tal

que (1) es cierta sobre el dominio de f. Sea, para oeW, Za dada por la defini-

cién 1.9 el o-corte de Z. Entonces si
fa(vluk)z 1 & f(vluk)z.a = pk(vluk)z a & pt(vluk)= 1
fa(v|uk)= 0 & f(VIUk)< a = pk(vluk)< a e pi(v[uk)z 0
y, por tanto, Za calcula (parcialmente) fa. #

Teorema 2.— Sea f: (U*)k X V¥ —— W una funcidén W-valuada. Si VoeW el

a—-corte fa es (parcialmente) calculable, entonces f es (parcialmente) W-calcu

lable.

Demostracidén.- Si YoeW fOl es (parcialmente) calculable, entonces existe

una MTND Zaz(S ,U,V,C,GQ,SO,F) tal que
k k k
pa(vlu )= fa(vlu )

. . . . X
quedando indefinida si f lo esta. Sea 2Z=(S,U,V,C,8,m,n ) tal que

EranaD>
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i) S= S'—{SO}
ii) &(s”,zl|c,s)= max {a| aeW, sa(s’,zlc,s)= 1}, para s,s ¢S}

iii) = max {a| aeW, 5a(s,z|c,s )= 1}

0
iv) 1 si seF

0 S1 S4F

entonces, para cada uke(U*)k y cada veV*, Z es tal que
pk(vluk): max {a| aeW, pz(vluk) estd definida}
y, por tanto,
f(vluk)= pk(VIUk)
que nos dice que f es (parcialmente) W-calculada por Z. #

Hay que hacer notar que, para simplificar la demostracidén, hemos supues
to implicitamente que el primer movimiento de todas las mé&quinas Z solo cam-
o
bia el estado y no el simbolo actual sobre la cinta. Como se comenté en el teo

rema 1.3 esto no supone restriccién alguna.
Observemos tambien que:

- en las hipbtesis del teorema se exige que los f sean parcialmente calcu-
a

lables VaeW

- en la construccién de la W-MT Z intervienen todos los qeW y, sin embargo,

puesto que W=([0,1], ®,®, <), no todos los gqeW son calculables

lo que hace que el procedimiento mediante el que se construye f a partir de

las fa sea, en general, no calculable.
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3.- OPERACIONES DE COMPOSICION, MINIMALIZACION Y RECURSION PRIMITIVA DE
FUNCIONES W-VALUADAS

Estudiamos ahora las operaciones que pueden realizarse sobre funciones
W-calculables para obtener nuevas funciones que, a su vez, sean W-calculables
o parcialmente W-calculables. Los resultados de este apartado seréan usados
mas adelante para caracterizar la clase de todas las funciones (parcialmente)

W-calculables.

En las demostraciones hemos usado maquinas con n cintas. Esto no supone
restriccién alguna pues, como sevid, el teorema 1.4 establece que cualquier
algoritmo para una maquina con n cintas puede ser implementado sobre una mé-

quina con una unica cinta.

k.
Definicidén 3.- Sean g;: (A*) o B G W, i=1,2, «s. ,r, y sea f: (B¥*)
k1 k2 kr
X (A*) " % (.. x (A%} "]

r

x D* —e W. Definimos la funcién compuesta h: [(A*)

X D¥ —— W de la forma

r k.
h(dla¥)= @ (r@bH) ®[® g (b ]a, )]} (2)
bre(B*)r i=1
r k k k k k k
donde k= § ky» -0 (all,a22, ,arr)ef(A*) x (A*) ¥ x x (A*) r]’
i=l

bieB*, deD*.
Esta operacién serda llamada W-composicidén y escribiremos
h= (f o g)
donde g nota la r-upla (gl,gz, T ,gr).

Observemos que si las funciones son ordinarias la W-composicién coinci

de con la composicidén ordinaria.
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Teorema 3.- E1 conjunto de las funciones W-calculables es cerrado bajo

la operacién W-composiciédn.

Demostracién.- Sean 72’0 y O las MTD "l-copia', 'desplazamiento" y "mo-

ver a la derecha una palabra'" citadas en la seccidén 2 del capitulo I. Sean

i=1 *t ¢
i-1

Ii= ] k, +1, i=1,2, , T
j=1 Y

R= {2:35 sus ;10

Z

y sean Z ’Zr las W-MT que W-calculan las funciones f,gl,gz,

i ZZ’

,gr respectivamente. LLamemos

— (0) —- Z;, i=1,2,...

donde

siendo - y —= las ''conexiones" de maquinas dadas por los lemas 1.3 y 1.4 res

pectivamente. Entonces, h es W-calculada por la W-MT

R . . R,
z, = gldiel o (1]2%, i=1,2, ... ,r) = F 1 o %,
donde (112;, i=1,2, ... ,r) es la W-MT dada por el lema 1.1 y C{l}’R, CR’{l}
las MTD del lema 1.2.
En efecto, Z, es una W-MT con r cintas de las que las 2,3, ... ,r son

h

de trabajo interno. Inicialmente est& sobre la cinta 1 la expresién Sk que es
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{1},R

copiada por C al resto de las cintas. La W-MT Z; es tal que comienza de

K.
jando sobre la cinta i solamente la expresidn ai1 actuando, posteriormente,
la W-MT Zi para calcular g+ Por Gltimo se copian las cintas 2,3, ... ,r so-

bre la cinta 1 y actda la W-MT Z #

£
Corolario .- Si f y gi, i=1,2, ... ,r, son funciones parcialmente W-cal

culables tales que
Dominio (f) € Imagen (gl) x Imagen (g2) X ... x Imagen (gr)
entonces h= (f o g) serd tambien parcialmente W-calculable.

Demostracidén.- Es consecuencia inmediata del teorema. #

k.

Teorema 4.- Sea w:([O,l], sup, inf, <) y sean g’ (A*) 1 x B* — W,i=1,.

£ (B*)r x D* —— W funciones W-calculables J W-calculables parciales en las

condiciones de corolario del teorema 2.3. Para cualquier oaeW sean f , &y Y
a o1

(f o g)a los a-cortes estrictos de las funciones f, g, ¥y (f o g) respectiva-

mente. Entonces se verifica
i) (£ o gl!es parcialmente calculable

ii) (f .
ii) (£ o g)u fa o (gla gra)

kl k kr kl
Demostracidén.- Tendremos que para a = (a. ,a a Je [(A*) X
k k

x (A*) 2 X e (A¥) r], deD* se verifica (2). Entonces como

(f o g)a(ak)= d e (f o g)dle®)> a

que, a su vez, nosdice que debe existir un bre(B*)r tal que

k.
f(dlbr)> a y gi(bi[ail)> Qo =12, cwls s

llegamos a que

T
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= b., I=l;2; «s¢ 3P

y, por tanto, para las funciones ordinarias fu y gia, sucede que

k k k

1 2 r k
fa(gla(al )vgza(az )’ c e ,gra(ar ))= d & (f(l o ga)(a )= d

o, lo que es igual,

(fog)=f og
a a a

Ademas, puesto que si f y g; son W-calculables (parciales) (f o g) tam-

bien lo es, se tendrd que (f o g)a es (parcialmente) calculable. #

Puesto que 2% esta ordenado, podemos inducir un orden sobre cualquier
L C B* mediante la funcién de codificacién # definida en 1.19. Asi pues, tie
ne sentido hablar de '"menor palabra de L" pudiendo definir la siguiente ope-

racidn:

Definicién 4.- Para k>1 definimos la operacidén de minimalizacidén como

aquella que a cada funcién g: [(A*)k x B*] x D¥ —= W, cada d

tero qu+ asocia la funcidbn f: (A*)k X B¥ — W dada por

OeD* y cada en-

£(bla)= g(d,la®,b)

si

b= o(min (i| iez", g(dolak,g(i))z g(dOIaK,b)})
i>q

siendo Q:Z+ —= U* la aplicacién definida en 1.19.

Notaremos f= min g
dy.q
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k
Interpretacién.- La funcién f hace corresponder a cada entrada a e(A¥)

un resultado beB* con grado f(blak)gW si b es la menor palabra de B*, b>q(q),

tal que g hace corresponder a la entrada (ak,b) el valor d, con ese mismo gra

0

do. Si para d. y ak fijos representamos B* en abcisas y g(dolak,b) en ordena-

0

das tendremos

B*

figura 1

siendo la representacidén grafica de f(blak) la siguiente

3 .TE!!-u- B*
figura 2

s g k k
En las graficas observamos mas clédramente como a cada a e(A*) f hace
corresponder un conjunto de elementos beB*, donde cada b es el mas pequefio en

tre los que tienen un mismo grado g(dolak,b) y satisface b>q(q).

Hay que hacer constar que, aunque g sea una funcidén total, f es parcial
ya que no necesariamente todas las entradas (ak,b) se aplican, mediante g, en

do. Nuevamente distinguimos entre las entradas en que g(dolaK,b)=O para las

que si estaria definida f y aquellas en que g(dolak,b) queda indefinida. Es-

tas Gltimas pueden existir, por ejemplo, cuando d. no sea un resultado posi-

0]
ble, segin g, para la (k+1)-upla (ak,b).

Teorema 5.- Sea g: [(A*)k x B*¥] x D*¥ —= W, k>1, una funcién (parcial-
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mente W-calculable. Entonces, VdoeD* y an2+ fijos, la funcidn f: (A*)k x B¥* -

— W definida como

f=min g
dy-a

es parcialmente W-calculable.

Demostracidén.- Sea Z=(S,A U B,D,C,6,n,nF) la W-MT que W-calcula g. Nota

remos por:
- AF la MTD, lema 1.6, que codifica lo que exista sobre el conjunto de cintas I

- QI la MTD, lema 1.7, que decodifica lo que exista sobre el conjunto de cin-

tas I

4 L :
- § la MTD "sucesor" que suma 1 a los enteros positivos que esten en las cin

tas del conjunto I

- RII la MTD que rebobina las cintas del conjunto I a la izquierda

I,Jd

- C la MTD, lema 1.2, que copia lo que existe en las cintas del conjunto I

sobre las del J
- — la construccidén del lema 1.3
- — la construccién del lema 1.4

- EI la MTD del lema 1.8

-

OFD*, sea Z’5=(S',A,B,C',5’,n’,nF ), con

cuvui{o,,2, ... ,9 € C”, definida por

Para cualesquiera qez+ y d

7-5_ C{l}{3}_._9{4}_._ C{3'4}{2}-4-Z{2-}-1- E{2,5}_._C{4}{1 }—'-/V 4 }_._5{4 }_gr 8}

una W-MT con 5 cintas en la que la entrada ake(A*)k estd escrita sobre la cin
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ta 1 y las cuatro restantes son de trabajo interno. Inicialmente est& escrito
sobre la cinta 4 el entero q y sobre la cinta 5 la palabra dd:D*. Los resulta

dos aparecen sobre la cinta 1.

Entonces f es W-calculada por la W-MT Z”5=(S’,A,B,C’,6",TF,nF ), donde
i) F7= {sp--}
{4}
ii) (1 81 z,me,i51,2,...,5, SeF'T, 8°=8
i )
| 81 Z.=uwai=1,2 5 S= SE{Z’S} 8 = N{A}
i b EE L A =i By ’ ~SO
1 i =.,1=1,2 5 = sE{Z’S} ‘= N{A}
s z;=.,1=1,2,...,5, s= s, s, 8= sy
y se satisface
N(b)-1
Z k k ;
p (dola ,b)< ® »p (dola (1)) (3)
i=q
C{4}{1}
1 si zi=.,1=1,2,...,5, s= sF B = SF”
{4}1{1} {4}
6"(5’,z|c,s)= { 1 si zi=.,i=1,2,...,5, S= sg y 8= sg

y se satisface

Z k k ..
p-(dyla,b)> @ eldjla”,b7) (4)
b “eB¥
0 si s= sE{Z’S} s’—sc{a}{l}
= %2 )
g (2,5} o411}
0 si s= s, , 8'= o y (3) es satisfecha

0] si s y s’ estan en alguna de las condiciones ante

riores pero zi#. para algin i=1,2, ... ,5

§° (8°,2z]|c,8) en otro caso
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siendo

En

Paso 1.-

Paso 2.-

Paso 3.-

Paso 4.

Paso 5.-

Paso 6.-

Paso 7.-

Paso 8.-

dO la expresién actual sobre las cintas 2 y 5

ak la expresién actual sobre la cinta 3

b la expresién actual sobre la cinta 4

D 5

ceC y ze(C"U {+,-,.1})
efecto Z°7 actia como sigue:
Copia la entrada ak de la cinta 1 a la cinta 3
Calcula @ sobre la cinta 4
Copia las cinta 3 y 4 sobre la cinta 2
Calcula Z sobre la cinta 2

Si la expresidén de la cinta 2 es igual a la expresidén de la cinta 5
y (3) no es satisfecha, copia la cinta 4 sobre la cinta 1 como resul
tado entrando en el estado final Sp -+ Entonces, si (4) es cierta va,
ademas, al paso 6 para seguir obteniendo posibles nuevos resultados

correspondientes a la entrada ak. Si (4) no es satisfecha la W-MT 2

queda totalmente detenida.
Calcula A/ sobre la cinta 4
Suma 1 a la expresidén sobre la cinta 4

Posiciona la cinta 4 al principio y se va al paso 2.

Observemos que, cada vez que se copia en la cinta 1 un b en las condi-

ciones del paso 5, Z°7, simulténeamente, entra en el estado final y, si (4)

es cierta, sigue trabajando para encontrar nuevos resultados beB*. Cuando se
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alcanza aquel beB* para el que (4) no se satisface la méquina se detiene. Si
no existe ningun beB* en las condiciones del paso 5 la mdquina no se detendréa

para la entrada ake(A*)k, lo que prueba que f es parcialmente W-calculable. #

La demostracidén del teorema anterior puede ser directamente extendida
al caso en que la funcién g es estrictamente parcialmente W-calculable obte-

niendo de este modo el siguiente teorema general:

Teorema 5.bis.- El1 conjunto de las funciones parcialmente W-calculables

es cerrado bajo la operacidén de minimalizaciédn.

Demostracién.- Andloga a la del teorema 5. #

k

Corolario 1.- Sea g: [(A*) x B*] x D* —— W ,k>1, una funcidn parcial-

mente W-calculable. Sean dOeD* y qu+ arbitrarios pero fijos y
D= {d| deD*, N(d)> N(do)}

Entonces, la funcién f: (A*)k X B* —— W definida por

f(blak)= ® g(dlak,b)
deD
si

b= @(min {i| ie2", ©® g(d[ak,Q(i))z ® g(dlak,b)})
= deD deD

es parcialmente W-calculable.

Demostracién.- Usaremos la misma estructura de cintas que en el teorema

anterior.

Consideremos la funcidén ordinaria h: D* x D*¥ — {0,1} definida por



h(d~|d

bk

Bl > Sl
sl “deD, 4"

1 mi 4D, @

resto

Si llamamos

- - G G {2,5} . 15}{2)
Zh_( th,DocvtshvsovsF)— G C y

siendo G la MTD dada por el lema 1.9, entonces h es calculada por la MTD con

dos cintas th(Sh,D,D,C,5h,sg,s§) donde
(0 si s= sg, s = sg
6h(S',zlc,s)=J 1 si s= sg, s = Sg
\ Gﬁ(s',zlc,s) resto

Definimos ahora la funcién g”: [(A*)k x B*] x D¥ —— W como composicién

de hy g, esto es
g’= (h o g)

por lo que

([ ©® gldla®,b) si d’=d,
deB
g’(d’(ak,b):4
g(d'!ak,b) si d’# dg
\

o

Puesto que h y g son W-calculables g~ tambien lo serd y, llamando Z

a la W-MT que la W-calcula, la funcién f serd W-calculada por laW-MT que re-
sulta de sustituir Z por Z°°” en la construccidén realizada para demostrar el

teorema 5. #
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Corolario 2.- Sean g, d. y q en las condiciones del corolario 1 y sea

0
D= (d| deD*, M(d)< M(dy))

k

entonces la funcién f: [(A*)" x B*] x D*¥ —e W definida por

fbla¥)= ® gla|a®,b)

. deD”
S1

b= a(min (i 1e2*, @ g(dle¥.a(i))= © gldleX,b)})

AZh deD” deD”

es parcialmente W-calculable.

Demostracidén.- Es idéntica a la del corolario 1 sin mas que sustituir

el conjunto D por el D” y considerar la MTD G(S’Z} en lugar de la G{2’5}.

#

Como se deduce de la definicidén y teorema anteriores, la operacidn de
W-minimalizacién permite definir funciones parcialmente W-calculables a par-
tir de funciones totalmente W-calculables. No obstante, es posible que la fun

cidén obtenida por W-minimalizacidén tambien sea total. Entonces tendremos:

Definicién 5.- Sea g: [(A*)k x B*] x D* — W, k>1, una funcién W-cal-

culable. Si VdOgD* y Vq52+ fijos la funcidén

f= min g
dy»a

es totalmente W-calculable, entonces se dird que g es W-regular.

El conjunto de las funciones W-regulares no tiene porqué ser cerrado ba
jo W-minimalizacidén pues f, aunque sea W-calculable total, no tiene porqué ser

W-regular.

Pasamos a estudiar ahora como se comportan los g-cortes de una funcidn

W-calculable frente a la operacién de W-minimalizacién.
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)k — B*, aeW} una familia de funcio

Definicién 6.- Sea H= {hai ha: (A*

nes ordinarias. Para cada a.eW definimos la funcién

0
. k
min h : (A*) —= B*
azao =
que notaremos h como
a
0
h = m;n h
oy Aoy o

esto es,

h (ak)= Q(min {j| jeZ+, 2(j)=h (ak) para algin o>a_.})
o5 a =0

Interpretacidén.- La imagen segin ha de una k-upla ak es la palabra "mas
0]

pequefia" del conjunto {ha(ak)l a>ay}-

Teorema 6.- Sean g: [(A*)k x B*] x D*¥ —= W una funcién (parcialmente)

W-calculable, f: (A*)k x B*¥ —e W tal que

f= min g
dg-a

Yy, para uoew, ga 5 fa los ao-cortes de g y f respectivamente. Entonces se ve
0 0
rifica que

f =min g
%y dya %

donde para obtener f aplicamos la operacién de W-minimalizacidén y para obtener

fa la minimalizacidén ordinaria.
0

Demostracidn.-

£ (@)= b
0
equivale a decir que
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b= a(min (j| 2(j)= £, (a), aa })

esto es
b= a(min (j| £(a(j)[a%)>a,))
o bien

b= (min {j| j= min {i] g(d la”,a(1))= gld,la®,(i))2a 1))
i>q

que, considerando el ao—corte de g, se escribe como
; f % . . k . k 2
b= Q(min {j| j= min {i| g (a ,02(i))=g (a ,0(j))= d.}})
. o o (0]
i>q 0 0
o, lo que es igual

b= Q(min {i] &, (ak,Q(i))=dO})= (min g, )(ak)
i>q 0] do,q 0

lo que prueba el teorema. #

Interpretacién.- Para dOeD*, qu+ fijos y un ake(A*)k consideremos las
representaciones graficas de las figuras 3 a 6. En ellas se considera B¥* so-
bre el eje de abcisas y en el de ordenadas el grado con el que las distintas

funciones dan como resultado dO para ak fijo y beB* variable.

Al definir la minimalizacidén lo que se calcula es el minimo de un con-

junto borroso (figura 3)

min {b/g(dy|a®,b) | beB¥)
b

que sera, igualmente, un conjunto borroso (figura 4)
k
B= {b/f(bla’) | beB*}

Ahora bien, para GCFW el ao—corte B; (figura 6) viene dado por
0

k
%O={b|fWIa)iao}

que, debido a que los @ -cortes son conjuntos contractiles, coincide(punto se
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fialado con @ en la figura 5) con el conjunto

{b| (min g )(ak)= b, oa>a }
a il ¢
do!q

de aqui que

min g_= £ (a“)= (min g )(a%)
b o %o dysq O

Corolario 1.- Si g: [(A*)k

x B*] x D¥ ——{0,1}, k>1, entonces para
cualesquiera dOeD*, qe2+, la operacién de W-minimalizacidén de g coincide con

la minimalizacidén ordinaria.

e . . . k "
Demostracidén.- Es inmediata ya que, en este caso, la imagen de a median

te f, si existe, se reduce al Gnico punto

b= @(min {i| ie2”, g(dolak,b)zl})

i>q
siendo
£(bla¥)= 1= £ (a)= £ ()= (min g ("), #
do,q
Definicién 7.- Sean f: (A*)k x A* —W y g: (A*)k+2 x A*¥ —» W funcio-

3 @ . 2 i i AT " 4
nes W-valuadas. La operacidén de W-recursién primitiva asocia a cada f,g y qe2

la funcién W-valuada h: (A*)k+l X A¥ —= W definida inductivamente sobre A(v),

veA¥*, por
h(v]aX,2(q))= f(VIak)

hivla®,a(H(x)+1))= © ta(v]aF,u,x) ® hiula’,x)}
ueA#*

para xegA*, N(x)> q.

Teorema 7.- Sean F y G las clases de funciones

F= {f| f: (A*)k X A¥ —= W, f W-calculable}
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k+2

G= (gl g: (A*) x A* —= W, g es W-calculable}

k+1
kez* fijo. Entonces, para cualesquiera feF, geG y Vq€Z+, la funcién h: (ax)"“*

X A* —= W obtenida por W-recursidn primitiva a partir de f y g es W-calcula-

ble.

Demostracidén.- Sean Zf Yy Z_ las W-MT que W-calculan f y g respectivamen

F
te. Construimos en primer lugar la W-MT 25=(S,A,A,C,6,n,n ), con cinco cintas,
la cual, cuando empieza a trabajar, tiene el argumento (ak,x) sobre su prime-
ra cinta y Q(q) sobre su quinta cinta. El resultado aparece sobre la tercera y

la segunda y cuarta son cintas de trabajo interno. 25 viene definida por:

5 ,{1}{3} {1}¥{2} . {3} {2,5} . 5 . {5)}. 15} . . {3}{4) .
Z—C{k} ——C{l} —o-Zf — E — N —- S —- Q —- C —
. ~{1,4,5}{3}. {3}
1.1} "
5 F-

Entonces,llamando Z" =(S ,A,A,C,86",m ,n ) a la W-MT tal que

y # E
i) F'= {sl}
E %
ii) ( &(s",z|c,s) si s# s, 6 s¢F &
% E
8§ (s",z|c,s)=4 1 si seF g' s’=so, z;=., i= 5 O AL N
\ O en otro caso

la funcién h es W-calculada por

5 D _.‘C{S}{l}

-

En efecto, esta W-MT actia de la forma siguiente:

Paso 1.- Copia las k primeras palabras de la cinta 1 sobre la cinta 3.
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Paso 2.- Copia la ultima palabra de la cinta 1 sobre la cinta 2 y rebobina to

das las cintas.

Paso 3.- Actiua la W-MT Zf sobre la cinta 3.

Paso 4.- Se compara si la expresidén sobre la cinta 5 coincide con la expresion
sobre la cinta 2. Si son iguales se copia sobre la cinta 1 el resul-

tado de la cinta 3 y la W-MT Z _ se detiene. Si son distintos se rebo

h

bina y prosigue.

Paso 5.- Actia la MTD / sobre la cinta 5 para obtener su representacién numé-

rica y rebobina.
Paso 6.- Se incrementa en 1 el valor numérico sobre la cinta 5 y se rebobina.
Paso 7.- Actia la MTD g sobre la cinta 5.
Paso 8.- Se copia la cinta 3 sobre la cinta 4 y se rebobinan todas las cintas.

Paso 9.- Se copian ordenadamente las k primeras palabras de la cinta 1 y la

Unica palabra que hay en la cinta 4 y en la cinta 5 sobre la cinta 3.

Paso 10.-Se W-calcula g sobre el argumento actual de la cinta 3 y se vuelve al

pago -4. —#

Teorema 8.- Sea W:([O,l], sup, inf, 5) y consideremos las funciones W-

k k+2

calculables f: (A*) x A* —e W, g: (A¥*) x A¥ —— W y, para qaZ+, la fun-

k+1

cién h: (A*) x A*¥ —— W obtenida por W-recursién primitiva sobre f y g.

Para cualquier ceW sean fa, ga, y hOl los a-cortes estrictos de f, g y h res-
pectivamente. Si notamos por h : (A*)k+1 — A¥ la funcién obtenida a partir
o

i e S . ; +
de la recursién primitiva ordinaria sobre f y g para qeZ2 , entonces se ve-
a a

rifica que
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Demostracién.- Puesto que

gu(ak,n(q)):v = fa(ak)=v > f(vlak)za &= ha(ak,n(q))=v

se tiene
k - k
ha(a ,X)= ha(a ,xX), para x= Q(q).

Supongamos ahora que esta igualdad es cierta para un xeA* arbitrario

pero fijo y probemos que tambien se verifica para Q(HN(x)+1). Sea I: (A*)k+1
% (A*)k+2 — W definida por
I(ak.u,XIak,Q(N(x)+l))= h(ulak,x), UxeA*, vake(ax)k

La funcidén I sera W-calculable puesto que h lo es. Ademas, h puede ser

definida como
k k
h(v]a ,a(q))= f(v|a")

h(v|a®,a(M(x)+1))= (g o I)(v|a¥,a(M(x)+1)),para #(x)>q

k+1 k+2

Consideremos el g-corte de I. I : (A*) —— (A*) serd tal que
a

I (ak,Q(N(x)+l))= (ak,h (ak,x),x): (ak,; (ak,x),x)
a a a

para aquellos

u= h (ak,x)z h (ak,x)
a a
tales que

h(ulak,x)za
Entonces, para qg(A(x)+1)eA* se tiene que

h (a“,a(¥(x)+1))= (g o D) (a,a(H(x)+1)), M(x)>q

y por tanto

h (a,a(¥(x)+1))= g_(a%,h_(a,x),x)= g (a,h_(a",%),x)=

)
!
1



(g o I )2, a(Mx)+1))=
a o]

(g0 1), (a%, (M(x)+1))=

ha(ak,Q(N(x)+1))

como se trataba de demostrar. #

4y, - W-CALCULABILIDAD SOBRE 2* ",

Hasta aqui hemos definido el concepto de W-calculabilidad y estudiado
algunas de sus propiedades. Tambien, definicién 1.19 y lemas 1.6 y 1.7, sabe
mos que se puede desarrollar el estudio de la W-calculabilidad utilizando &

en lugar de U¥*, siendo U un alfabeto finito cualquiera.

En esta seccidén intentaremos caracterizar al conjunto de las funciones
W-calculables partiendo del concepto de recursividad. Como primera aproxima-
cidén podriamos introducir la recursividad a partir de las funciones elementa
les sucesor, constante cero e identidad,definidas en 1.20, y de las operacio
nes W-composicén, W-minimalizacidén y W-recursidén primitiva. Ahora bien, como
estas operaciones coinciden, teoremas 4, 8 y corolario 1 del teorema 6, con
las de composicién, minimalizacidén y recursién primitiva cuando son aplicadas
sobre funciones ordinarias, solo serianrecursivas las funciones W-calculables
ordinarias, esto es, las calculables. Si tenemos en cuenta, por ejemplo, que
una funcién W-calculable cualquiera f: 2P x 2t e W puede tomar como grado
cualquier valor de [O,l] y que los resultados de las funciones calculables
solo pueden pertenecer al conjunto de nimeros reales calculables, en cuyo ca
so el grado estaria propiamente contenido en [O,l], resulta que puede haber
funciones W-calculables que no son calculables y, por tanto, no seradn recur-

sivas. Asi pues esta caracterizacién no es valida.



- Of

Con el propésito de obtener para el W-cdlculo un resultado analogo a la
tesis de Church-Turing proponemos una extensién del concepto de recursividad,
Q9 .

; N 5 " A i
introduciendo W-valuacién en las funciones §,C 6 7n' , en la que se ha procu

rado alterar lo minimo posible su definicidn.

Parece claro que la funcidn Co, constante cero, deba seguir manteniendo
su caracter ordinario, esto es, tomar el valor cero con grado uno y el resto
de posibles valores con grado cero.

Igual se podria decir de la funcidén sucesor. Esta funcién, dado su ca-
racter, debe ser tal que a una entrada x le asigne como salida su sucesor x+1
con grado uno y el resto de valores con grado cero, lo que, aplicado en el co
rrespondiente proceso W-valuado de cdlculo, hard que se obtenga la salida x+1

con el mismo grado que la entrada.

Todo esto nos induce a pensar que la funcidén que admite sobre su salida
. ’ .. 7n,i
un grado de creencia variable en [0,1] es la funcién . Pensemos que esta

funcidén es la proyeccién de un punto (u ,un) n-dimensional sobre el

1,u21
i-ésimo eje. Si esta ''proyeccidn'" en lugar de dar un punto produce una zona
sombreada de puntos relacionados con ui, se podria establecer un grado de per

tenencia de cada punto uez' a la "sombra'". Por otra parte, en 1.20 apartado

iii), realmente se define

7n’i(vlu1,u

oy wee U )= 6(VIui)

siendo § la funcidén de Kronecker

0 resto

que es calculable.
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Teniendo en cuenta todo esto hemos sustituido la funcidn {O,l}—valuada

§ por una del conjunto &= {¥| ¥: 7 x A - W, V¥ es W-calculable} 1llegando

a:
Definicibén 8.- Para u,v,u ,u_, ... ,u 62+ se define
1 2 n
i) (1 si v= u+l
S(v]u)= ¢
. O resto
.. . +
ii) (1 si v= 0 VueZ
Co(vlu)=J
L O resto

jn,i 1
iii) ’ (Vlul’UZ’ A o ,un) D(V|ui),

donde pe®= {Y| ¥ 2* %2 [0,1], ¢ es W-calculable!}

Interpretacién.- En iii) hemos sustituido una '"identidad" por una fun
cidén de ”parecido”; "'semejanza' o, en general, relacidén entre puntos de 2+.
Esta semejanza, puesta explicitamente de manifiesto por ¢, dependerd del pro
blema en estudio: dos puntos pueden ser mas o menos semejantes segin el crite-
rio que fije cada observador para relacionarlos. De aqui que se deba conside-

rar el conjunto ¢ de todas las posibles funciones.

: c ot s : .
Teorema 9.- Para cualesquiera n,i€eZ finitos, i<n, y cualquier Ve?¢ la

funciényqr}’l es W-calculable.

Demostracién.- Usaremos una W-MT con dos cintas. En la primera aparece

rd la entrada y la salida, siendo la segunda de trabajo interno. Si Zq)es la

W-MT que W-calcula la funcidén ¥, entonces

22_ g1 __pl__ =t - pl, C{l}{Z} _.__2{2}_.__C{2}{1}
N o {1} v

siendo 0 la MTD que mueve una palabra a la derecha. En efecto, primero aplica
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mos i-1 veces la maquina /) sobre la cinta 1 con lo que estaremos posicionados
al principio de la palabra ui..Copiamos una palabra, ug de la cinta 1 a la 2
rebobinamos y aplicamos la W-MT Zw sobre la cinta 2. Cuando esta se detiene

se rebobina y se copia el resultado sobre la cinta 1. Es obvio que Z2 W-calcu

la 1la funcidn 7:’1. #

S o o +n + :
Definicién 9.- Se dird que una funcidén f: 2Z X Z —= W es W-recursiva

: - 0 i
primitiva si puede ser obtenida a partir de las funciones §, C e 72’1, para
ve®, aplicando un numero finito de veces las operaciones W-composicién y W-re

cursién primitiva.

Nota.- En cada aplicacidén de la funcidn jz’l la funcidén y puede ser dis

tinta.

Teorema 10.- Toda funcidén f: 2+n B e W W-recursiva primitiva es W-

calculable total.

Demostracién.- Es inmediata a partir de la definicidén 2.9 teniendo pre-

sente que la clase de las funciones W-calculables es cerrada bajo las opera-

ciones de W-composicién y W-recursidén primitiva. #

Teorema 11.- El conjunto de las funciones W-recursivas primitivas es ce

rrado bajo las operaciones W-composicidén y W-recursién primitiva.

Demostracién.- Tambien es evidente dado que toda funcidén obtenida a par

tir de funciones W-recursivas primitivas por aplicacién de estas operaciones
. . s . (0] 7n,i
se habra obtenido, en definitiva, a partir de S, C e v empleando W-compo-

sicién y W-recursién primitiva. #

Ya que toda funcién W-recursiva primitiva es W-calculable total, necesi
tamos introducir la operacién W-minimalizacidén para poder caracterizar a las

funciones parciales. Asi se tiene:
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Definicién 10.- Diremos que una funcidn f: Z X 2 —= W es W-recursi-

: . : ; 0 i
va parcial si puede ser generada a partir de las funciones S5, C e 73’ emple
ando un nUmero finito de veces las operaciones W-composicién, W-recursién pri
mitiva y W-minimalizacién. Si la operacién W-minimalizacidén se aplica solamen

te a funciones W-regulares entonces f sera total y la llamaremos W-recursiva.

Interpretacién.- Una funcidén W-recursiva parcial se obtiene a partir de
funciones W-recursivas primitivas por aplicacién de las operaciones antes ci-

tadas un numero finito de veces.

De las definiciones anteriores se sigue que el conjunto de las funciones
W-recursivas primitivas es un subconjunto del de las funciones W-recursivas

que, a su vez, estd contenido en el de las funciones W-recursivas parciales.

Mediante una demostracidén idéntica a la de los teoremas 2.10 y 2.11 se

prueban los siguientes enunciados:

Teorema 12.- Toda funcidén f: 2™ x 2 —— W W-recursiva (parcial) es

W-calculable (parcialmente).

Teorema 13.- El1 conjunto de las funciones W-recursivas parciales es ce-
rrado bajo las operaciones W-composicién, W-recursidén primitiva y W-minimali-

zacidn.

El teorema 12 nos dice que el conjunto de las funciones W-recursivas

(parciales) esta contenido en el de las W-calculables (parciales).

Demostraremos ahora que si la hipdtesis débil de Church es cierta para
funciones ordinarias (ver demostracién por ejemplo en J. P. Azra y B. Jaulin
(1.973) capitulo I), entonces tambien se cumple para el W-calculo en los si-

guientes términos:

" para toda funcién W-calculable existiré otra equivalente que es W-recur
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siva. "

Dicha equivalencia se define de acuerdo con:

Definicidén 11.- Sean fl,f2: 2+n X 2+ —= W tales que sus dominios coin-

ciden. Se dira que fl es equivalente a f,_, si y solo si para toda n-upla (u

2 o

u ,un) en la que ambas funciones esten definidas y Vvez' se cumple:

2’

fl(vlul,u ,un)z f2(v|ul,u

2’ 27

Es evidente que esta relacién es de equivalencia.

Teorema 14.- Para toda funcidén W-calculable f: Z+n % Z+ — W existe

otra f~ equivalente que es W-recursiva.

Demostracidn.- Sea fo, el O-corte estricto de f, esto es,

i >
b | si f(vlul,u ,un) 0

2!

fO’(vlul’UZ’ o L

0 si f(v]ul,u ,un)= 0

2!

fO’ es una funcién ordinaria y, segin el teorema 2.1, calculable. Por la hipd
Z+(n+1)——- Y

tesis débil de Church es recursiva y, de ahi, W-recursiva. Sea o: Z

una funcidén total, inyectiva, calculable y tal que o_l es calculable sobre

+(n+1)) +(n+1) +(n+1)

-1 i y
o(2 Tanto o sobre 2 como o sobre o(2 ) serédn W-recursivas

Sean §,y: 2 x 27 — W tales que § es la funcidén de Kronecker y

(- Flwly s 5 see 1 ) si x= o(v,u , ... ,u ),
y= 0V 4 oo sU )y wez'
vix|y)={
. O resto

Puesto que f es W-calculable y 0_1 estd definida, es inyectiva sobre 0(2+(n+15
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y es calculable, y sera W-calculable. Asi pues 6,W€¢:{p|o: 2+

+n +R

» 2+ — W, p

es W-calculable}. Por uGltimo, sea I: 2 % & —= {0,1} la funcidén identidad,

esto es

y U )‘:

I(ul,u PR ’unlul’UZ’ o b

I es calculable y, por consiguiente, W-recursiva.

Entonces, por W-composicidn, obtenemos la funcidén f~:

finida como

que es equivalente a f.

s8i ul=u,,taly..sn
s S

resto

Para completar la demostracidén falta probar que es posible encontrar una

funcidén o en las condiciones antes citadas. En efecto esto es posible. Por ejem

plo podemos considerar o tal que, dada una (n+l)-upla (v,ul,u

X ,un) de

numeros enteros positivos, expresa cada coordenada en sistema unario((ui+1)

ceros)y, comenzando por un 1, escribe las coordenadas una a continuacién de

otra separadas por un 1. Entonces, interpretando este valor como la represen-

tacién de un numero en sistema binario, lo traduce a decimal y esta es la ima

gen de la (n+l)-upla de entrada. #

Este teorema nos permite dar una versidén extendida de la hipdétesis débil

de Church en el sentido siguiente:

" Toda funcidén W-recursiva es W-calculable y para toda funcidén W-cal-

culable existe otra equivalente que es W-recursiva '".

Haciendo uso de la operacidén de W-minimalizacidén puede obtenerse un re-
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sultado andlogo que relaciona las funciones parcialmente W-calculables y las

parcialmente W-recursivas.

Como consecuencia de la extensidén propuesta del concepto de W-recursi-

vidad podemos formular el siguiente resultado.

Teorema 15.- El1 conjunto de W-Maquinas de Turing no es numerable.

Demostracién.- Por el teorema 2.12 para toda funcidén W-recursiva existe

una W-MT que la calcula. Puesto que la definicién de W-recursividad tiene en
cuenta el conjunto ¢,y este no es numerable, resulta que el conjunto de W-MT

no es numerable. #

Corolario.- El conjunto de problemas calculables es un subconjunto pro

pio del conjunto de problemas W-calculables.

Demostracién.- Toda funcidén calculable es W-calculable, de ahi que los

problemas calculables constituyan un subconjunto de los W-calculables. Ademas
esta inclusidén es estricta dado que el conjunto de MT es numerable y el de W-

MT no. #

5,- W-CALCULABILIDAD SOBRE Z' ",

En las secciones 1 a 4 hemos estudiado la W-calculabilidad de funciones
definidas sobre dominios ordinarios y hemos visto que, en general, a una n-u
pla ordinaria le hacen corresponder un conjunto borroso. No obstante, lo natu
ral en el W-calculo es que tanto los elementos de la imagen como los del domi
nio sean conjuntos borrosos. Es la W-calculabilidad de funciones en estas con

diciones la que seréa objeto de estudio en este apartado.

) ) . +
Introduciremos en primer lugar el conjunto 2 cuyos elementos son con-
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juntos borrosos W-calculables de enteros positivos. Es inmediato que 2'e 2t

i jugaréd en el W-célculo el mismo papel que 2" en el calculo ordinario, esto

es, seréd el conjunto inicial de las funciones W-calculables.

Definicién 12.- LLamaremos F/ al conjunto de funciones W-calculables

)k

f: (U* X - W, k>1 finito y U un alfabeto finito cualquiera, tales que:

e (U)K, uxezt IR/ £x|u)# £ix|v*) para £ix]u¥)# 0f £(x]v*) (5)

Interpretacién.- En general cualquier funcién f: (U*)k x V¥ —— W W-cal

culable serd tal que:

i) puede hacer corresponder a una k-upla de entrada mas de una salida con

igual o distinto grado
k k
f(vllu ¥s f(vzlu is

ii) un mismo resultado de salida puede tener distintos grados seglin la k-upla

de entrada
f(v[u?), f(v|u

Una funcidén W-valuada f pertenecerd a F si y solo si es W-calculable,
la imagen estad contenida en 2" y salidas iguales tienen el mismo grado cual-

quiera que sea la entrada. En otras palabras, cuando verifica

ii”) si varias entradas tienen la misma salida con grado distinto de cero, en

tonces dichos grados coinciden, esto es

Fxu)= £(x|vE), w,vEere(un)k
(6)

fix]u®)= 0 wule ()Xot

En virtud de las funciones definidas en 1.19 y los lemas 1.6 y 1.7 pode

k

mos considerar que f= {f]| f: 2™ x 2t —— W, k finito cualquiera, f W-calcula
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ble parcial y satisface (5) }.

k.
Definicién 13.- Dadas dos funciones f: (U¥) *x 2" ——w, £.oF, 1=1,2,

diremos que estan relacionadas si

k K

¥* 1 — * 2
£,((U2) )= £, ((U)

<z’

k, k. k. k, kj kj kj
Yvef, ((U* , Yu. U* f. . 0, Yu ve (U* b 3 : 0
ve l(( i) ) uy e ( i) / l(VIul ) # y Vu, ( J) / J(vluJ ) #

se verifica que
k, k.
£ (viu. M )= £ (v|uJ)
i i J J

Interpretacién. - fl estad relacionada con f2 si las imagenes sobre - i
coinciden y tienen igual grado. Es inmediato probar que esta es una relacién

de equivalencia que notaremos R.

o o . + e
Definicidén 14.- Dado un conjunto borroso N sobre 2 con funcién de per

tenencia uN: 2+ — W diremos que es W-calculable si existe un alfabeto fini
to U y una funcién f: (U*)k x 2" —W, kezt finito, tal que fef y para cual-

quier enlero positivo x existe una k-upla uke(U*)k tal que
f(xluk)=uN(x)

A un conjunto en estas condiciones lo llamaremos W-valor entero positi

vo (W-v.e.p.).

Definicidén 15.- Diremos que dos W-v.e.p. M y N son equivalentes si para

. + 5 s
cualquier x€2 se verifica que

uM(x)z uN(x)

y notaremos M R”™ N.
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Es inmediato probar que R~ es una relacidén de equivalencia.

Si notamos £ y 2" a los conjuntos cocientes de / con la relacién R y
al de los W-v.e.p. con la R”, es posible establecer una biyeccidn entre ambos

del siguiente modo:

i) a cada NCZ+ se hace corresponder la clase de £ , en la que estad contenida

la funcidn feF, que establece la definicidn 2.14.
ii) a cualquier fef ~ se hace corresponder el W-v.e.p. tal que
Soporte N= Imagen (f)

f(x|u) si xeSop.N
+
YxeZ , uN(x)z
0 si x¢sop.N

En base a esto en lo que sigue usaremos la notacidn Ne2' indistintamen-
te para conjuntos borrosos W-calculables sobre z" o para las correspondientes
funciones fef~. Solo se especificaréd explicitamente si se trata de una u otro
cuando haya lugar a confusién. Tambien,notaremos N(x) el grado de pertenencia

de x al W-v.e.p. N, para x 2.

Interpretacién.- Un W-v.e.p. puede ser considerado como una funcidén tal
que a partir de un simbolo de entrada, en cualquier alfabeto, es capaz de dar
nos como salida un conjunto de numeros enteros positivos con un cierto grado

cada uno. Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1 (Reconocimiento de patrones).- Sea U= { 2,8}, podemos definir

la W-MT Z=(S,U,V,C,5,n,nF) tal que
i) S= {so,sl}

ii) v= {0,1,2, ... ,9}
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iii) C= U U V U {B}

iv) = (1,0)

v) F= {sl}
.
vi) 0.7 si s=s'=so, c= 7, z= 7
0.4 si s=s’=so, c= %; 2=9
02 si s=s'=so, C= 7, 2= 2
0.9 S3 s=s’=so, c= 8, 2= 3
s(s”,zlc,s)= {
Q.5 si s=s’=so, c= 8, z= 8
1 si s=s =so, ceV
1 si s=5, s’:sl, c= B, z=.
.\ O resto

La funcién que W-valua Z serd tal que, por ejemplo, para una entrada

788 nos dara como salida

N= {0.7/733, 0.4/933, 0.2/233, 0.5/783, 0.4/983, 0.2/283, 0.5/738

0.4/938, 0.2/238, 0.5/788, 0.4/988,0.2/288}

Ejemplo 2.- Consideremos los resultados de un cierto experimento que,
al ser repetido un numero de veces, nos hacen pensar en el conjunto borroso
N obtenido en el ejemplo anterior. Este puede ser W-calculado considerando,

por ejemplo, una W-MT tal que

i) S= {so,sl}
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ii) U= (233,238,283,288,733,738,783,788,933,938,983,988}

i31) V= 00,1,2, o 39

iv) C= U U V U {¥}

V) n= (110)
vi) F= {s;}
vii) ( 0.2 si s=so, s’=sl, ce{233,238,283,288}, z=.
0.4 si s=so, s’:sl, ce {933,938,983,988}, z=.
§(s”,z|c,s)= { 0.7 si s=8, s'=sl, c= 733, z=.

Q.5 si s=so, s =s ce{738,783,788}, z=.

. O resto

Ejemplo 3.- Consideremos la imagen de una funcidén W-calculable definida
- . e +n +n ks : .
sobre un dominio ordinario de 2 , f: 2 X Z —= W, del tipo estudiado en la
seccidén 4. Dicha funcidén puede interpretarse del siguiente modo: realizamos

un experimento y obtenemos un resultado (xl,x ,xn),perfectamente conoci

2’
do y determinado, al que aplicamos un proceso de calculo borroso que nos propor
ciona, definitivamente, las salidas yl,yz, 655 -8 con grados f(yllxl,x2,...,xn)

f(yzlxlixz)"' ’xn)

En general un W-valor entero positivo puede ser imaginado como fruto de
un experimento cuya valoracién no es determinista. La realizacidn del experi-
mento produce un resultado UGnico pero, sin embargo, el proceso de valoracidn
o adaptacidén a nuestro modelo de cuantificacidén produce un conjunto de valo-

res a los que, en base a algin argumento, somos capaces de asignar un grado
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de posibilidad creencia, pertenencia, etc..

Pasaremos a estudiar ahora las funciones W-valuadas que tienen como do

PRIt ;. - NPT i - . " s
minio 2 y rango Z . Una funcidén f: 2 X Z —= W define una aplicacidén de

Z+n en 2+ de forma que a un W-v.e.p. N le hace corresponder otro M tal que

Soporte M= {v| veZ+, ;(viN)# 0}

by (V)= £(v|N)

~

En particular, puesto que ?(Z+) 4 Z+, las aplicaciones de z2* en Z+, es

tudiadas en la seccidén 4, que son funciones W-valuadas sobre dominios ordina
. ! . o+ + 5 . .
rios o las aplicaciones de Z en P(2 ), seran casos particulares de este ti-

po de funciones W-valuadas.

Una f: 2° x 27 —— W podréa asignar resultados distintos a argumentos

distintos. Ahora bien, sobre 2+ dos W-v.e.p. N1 y N2 son distintos si no sa-

tisfacen la relacidén definida en 2.15, esto es, si

i) Soporte le Soporte N cualesquiera que sean los grados, o bien

2’

ii) Soporte N_= Soporte N_ pero existe al menos un entero ueSoporte Ni tal que

1 2

Nl(u);é N2(u)

figura 7

~

Asi, si Nl,N2€z+ estan en el caso ii) sus imagenes mediante f podran

ser iguales o distintas y, si son distintas, pueden ser tales que sus sopor-

tes coincidan o no:
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figura 8

o bien

figura 9

. . + N .
Concluimos pues que un mismo entero ueZ puede tener distintas imagenes
Y, posiblemente, con distintos grados segin cual sea el W-v.e.p. al que se su

ponga que pertenece.
Ejemplo.- Sea f: 27 x 2" —— W tal que si

Soporte Nl= Soporte N2
entonces
Soporte (Imagen N1)= Soporte (Imagen N2)

~

cualesquiera que sean Nl’N eZ+. Ademas los grados con los que toma las distin

2

tas salidas depende de la entrada en forma tal que se puede escribir

fviN)= @  {f(v]u) x N(u)}
ueSop.N

donde f: 2 x 2t — w. Aqui, dado un ueZ+, los valores veZ' tales que f(v|u)#0

siempre perteneceran a la imagen mediante f de todo NeZ+ tal que ueSoporte N.
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El grado de esta pertenencia dependerd por una parte de N(u) y por otra, e
independientemente, de f(v|u) que serd el mismo cualquiera que sea N. No obs

tante, en general no tiene por que darse esta independencia y la imagen de u

mediante f puede depender tanto de u como de N(u). Pensemos, por ejemplo, que

i = . + s
si en un proceso de calculo el grado de un cierto ueZ es muy pequefio podemos

despreciarlo para el resto de los célculos. Es mas, si f fuera una aplicacidén

de ?(Z+) en 2° ya no solo dependeria de cada uez’ individualmente, sino de €l
y de todos los elementos del soporte. Entonces si f: % 3 ¥ cualquiera,

~

la imagen de un NeZ+ puede depender simulténeamente de todos los ueSoporte N

y de los grados de estos, en resumen, de la totalidad de N.

= i = . + +
Veamos ahora como puede interpretarse una funcidén parcial f: 2 x 2 — W

y como pensamos que puede ser W-calculada.

+

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea f: P(2+) x 2 —=— W una funcién

total. f puede ser en, particular, ordinaria ({0O,l}-valuada). Si se considera
que el conjunto inicial es Z+, entonces f: 2° x 2° —=— W seria una funcién

parcial. Si consideramos que f estd definida solo sobre P(2") y es W-calcula-

ble, entonces para un W-v.e.p. N eZ+ tal que

1
by ¢ 20 —=— {0,1}
N
3
f debe estar definida, mientras que para otro Nzez+ tal que
My ¢ Z+—-c-W
2
debe quedar indefinida aunque
Soporte Nl= Soporte N2

Evidentemente al W-calcular f por una W-MT el hecho de que esta se deten

ga con un cierto resultado para N, o corra para siempre en el caso de N_ no

1 2

pnede depender scla y exclusivamente de la expresidn inicial que tenga sobre
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su cinta dado que, si los soportes coinciden, esta seria la misma para ambas
entradas. Ahora bien, antes de que la W-MT comienze a trabajar lo uUnico que
nos esta permitido variar es la entrada o el designador inicial de estados,
ya que tanto el conjunto de estados S como la funcidén de transicién § y el
conjunto F de estados finales son fijos para esa W-MT. Concluimos asi que lo
unico que puede hacer discernir entre que la W-MT se detenga para N1 y no lo

haga para N, es permitir que el designador inicial de estados dependa del W-

2
v.e.p. que se dé como entrada. Como caso particular estarian aquellas funcio

nes en las que el designador inicial de estados fuese el mismo con independen

cia de la entrada.

Generalizando el ejemplo anterior tendriamos que si f: 2" x 2t —w es
parcial, entonces puede estar definida para un W-v.e.p. NgZ+ e indefinida pa

+
ra otro MgZ aunque

Soporte M N Soporte N#£ ¢.

Asi pues, para estudiar la W-calculabilidad de una funcidén f: 2" x 27

—= W tendremos que basarnos en:
5 . - +
i) la de las funciones f: 2 x Z —= W

ii) que una funcién f de este tipo es tal que para cada ueZ+ queda determi-

nado el conjunto de salidas veZ+ y los grados respectivos f(v|u)

~

iii) las propiedades de f analizadas en la discusién anterior.

-~ ~

P ; - & +n
Definicién 16.- Diremos que una funcién f: 2

x 2°—— W es (parcialmen

te) W-calculable cuando exista una W-MT Z tal que

F(VIN N, oon N )= @  (n®nlvluuy, e u)] @

(ul,...,un)

n
®@ @Ni(ui)]

¥=3
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o, lo que esigual,

. n
f(VINl,N . L ®o {pn(VIul,uz, vae. 3M )®iQ_D1 N, (u;)} (7)

PYRRRE s
(ul,...,un)

donde p : 2" x 2° —= W es la funcién definida en 1.8 para la W-MT Z y =m es
m

un designador inicial de estados para Z que puede depender de la n-upla de en

trada (N, ,N

1 ,N ).

PLUERRE "

Interpretacidén.- f es W-calculable si existe una W-MT que trabaja del
siguiente modo. Parte de una n-upla de entrada en alfabetos diversos. Tras cal

cular los W-v.e.p. N ,Nn prosigue hasta obtener el resultado v con

19N2)

,N ).

grado f(lel’NZ’ cee GNo

Es obvio que la forma en que se continudan los calculos a partir de (Nl,..

s Nn) dependeréa de tres factores:

i) la n-upla (u_,u

3* ¥* *
1740 ,un) eU*¥ x U¥ x ... x U

1 2 n

ii) la configuracién actual de estados

iii) el grado con que se hayan realizado los célculos (que incluyen a todos

ui) hasta el momento

~

Asi pues, la W-MT que calcula f puede imaginarse como la W-composicidn

de otras dos:

i) la formada por las n W-MT que permiten obtener (N ,Nn)eZ+n a par

1'N2'
tir de (u

¥* +* ¥*
pUss v ,un)eU1 X U2 X .. X Un

ii) la W-MT Z que proporciona v con grado f(vINl,N ,Nn) comenzando con

2)

la n-upla (Nl,N ,Nn).

29

El designador inicial de estados de Z estard influenciado por los tres
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factores antes citados y, por tanto, puede depender de (Nl’NZ’ e ,Nn). Evi
dentemente al cambiar n puede variar el valor v del resultado y el grado de

este para una misma n-upla de entrada (u_,u

120 ’un)'

Teorema 16.- Sea W=([0,1],sup,inf,<) y f: b

+ o
X 2 — W una funcidén W-

calculable. Si la W-MT asociada Z es una MTD con un Gnico estado inicial, en

~

tonces f es coherente con el Principio de Extensidén de Zadeh.

Demostracién.- Si f estd en tales condiciones entonces a una n-upla de
entrada le corresponderan las diversas salidas con grado O 6 1 segin que sean

calculadas o no por Z. Asi se tiene que

~ n
f(v|N1,N2, Nn)= ® {p(vlul,u2, A ,un) QQ'QD Ni(ui)}
{u, ,ses;0 ) F=tp
1 n
n
. @N(Ul)y
T ofu,, sessa dell izl
g n
siendo U= {(ul,uz, ,un)l p(vlul,uz, - ’un): 1}, lo que prueba el teore

ma. #

Este resultado puede ser inmediatamente extendido al caso en que Z es

una MTND teniendo presente que toda MTND puede ser simulada por una MTD.

Las funciones que verifican las hipdtesis del teorema anterior son fun

ciones ordinarias con dominio borroso.

‘ Las definiciones 2.9 a 2.11 sobre funciones W-recursivas primitivas y

: ’ 3 3 ~+n +
W-recursivas pueden ser directamente extendidas a funciones f: 2 X 2 —=— W

verificandose unos resultados andlogos a los teoremas 2.10 a 2.13.

En tales condiciones es inmediato probar que si se verifica la hipbte-

sis débil de Church para funciones ordinarias, entonces tambien se verifica

X LN . &
para clases de equivalencia de tunciones t: 2 X 4 —= W que sean W-recursi
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vas en el sentido de la extensidén de la definicidén 2.10.

En efecto, si f es W-calculable verifica la condicidén (7) la cual pone

de manifiesto que f puede obtenerse como W-composicidn de las funciones W-cal

K.

+n 1

culables p : 2 b a— y Ni:Z+ X - L— w, i=1,2,...,n. Por el teore-
™

ma 2.14 existen otras p~: Z+n X Z+ —_— W, Ni: 2+ . X 2+ — W, equivalentes
n

a las anteriores segin la relacidén definida en 2.11, que son W-recursivas. En

tonces, por W-composicién de estas tGltimas, concluimos que para toda funcién

W-calculable f: Z+n X 2+ —= W existe otra f : Z+n X Z+ —= W W-recursiva

(en el sentido de la extensidén de la definicidén 2.10) que es equivalente a

ella (en el sentido de la extensién de la definicién 2.11).

6.- W-CALCULABILIDAD DE CONJUNTOS BORROSOS DE FUNCIONES W-CALCULABLES
CON DOMINIO 7'M,

Consideremos el conjunto

~ ~ o~ ~

F= (f] r:2*" x 2t —=— W, f es W-calculable parcial}

Tomando F como universo podemos definir conjuntos borrosos de funciones. Sea

F uno de estos conjuntos. Entonces Soporte Fc/f y existiré T F —e W tal que,

para cada fef, pF(f) es el grado con que f pertenece a F. ;Como se interpreta

F?. Dada una n-upla de entrada (Nl’N ,N )52+n y un resultado ve2+, cada

PURERE N
feSoporte F proporcionard este resultado con un grado f(vINl,N2, R ,Nn).
Entonces

F(vINl,NZ, ,Nn)= (w] w= pF(f) ® f(v|[N,,N,, ... N ), feSoporte F}

esto es, F: 27" x 2° — P(W). La diferencia conceptual entre una funcién fefF

~

Yy un conjunto borroso F es que, fijada una n-upla de entrada, f obtiene todos
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y cada uno de los posibles resultados VeZ+ con un Gnico grado f(lel’NZ’
,N ), mientras que F no. Observemos tambien que cualquier fef puede ser

n
considerada como un conjunto borroso de funciones tal que su soporte tiene

cardinalidad uno y su funcidén de pertenencia es la § de Kronecker.

Para estudiar la W-calculabilidad de estos conjuntos borrosos de funcio
nes W-calculables debemos ver la forma en que una W-MT puede multivaluar el

grado de un resultado.

Recordemos que el funcionamiento de una W-MT (definiciones 1.1 a 1.5)
fué interpretado del siguiente modo: antes de empezar a trabajar dicha maqui
na se encuentra, simultaneamente, en un conjunto de estados determinado por
alguna de las configuraciones iniciales posibles. Si suponemos que el conjun

to de estados de la W-MT es S= {s ,sq}, cualquiera de estas configu

17550 ce-

raciones puede ser considerada como un W-v.e.p. n€2+ tal que
Soporte g {1,2, ... ,9}

A partir de aqui, y siguiendo simulténeamente todos los posibles movimientos
que permita la funcidén de transicidén &, la W-MT trabaja hasta alcanzar por
cada camino un estado final. LLamdbamos resultado a la expresién que aparecia
entonces sobre la cinta y cédlculo a cada uno de estos caminos. El grado con
que se obtiene el resultado de cada célculo es el minimo de los grados de
los movimientos que lo constituyen. Es posible que, partiendo de una misma
entrada e incluso de un mismo estado inicial, distintos célculos obtengan el
mismo resultado acabando, incluso, en el mismo estado final. Obviamente exis

tiran célculos que produzcan el mismo resultado con distinto grado.

LLegados aqui consideré&bamos que la W-MT calculaba una tUnica funcién y
asi construiamos (definicién 1.8) p . Esta funcién asigna a cada pareja entra
- L

da-resultado el méximo de los grados entre todos los célculos que producen di
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cho resultado con independencia de los estados inicial y final. Deciamos en-

tonces que una funcidén era W-calculable si coincidia con p para alguna W-MT.

Ocurre pues que, fijada una entrada, una W-MT obtiene realmente un mis
mo resultado con distintos grados, momento en el que se detiene. Es entonces
cuando nosotros, seglin un criterio optimista, asignamos a este resultado el
méximo de dichos grados. Ahora bien, podemos sustituir este criterio por otro
que, siguiendo ciertos preceptos, agrupe los céalculos y obtenga el maximo de
los grados de cada grupo. Estos preceptos para formar los grupos pueden ser,
por ejemplo, que los cdlculos pertenezcan a una misma funcién ;. En esta for
ma podria ser W-calculado un conjunto borroso F. Formalizaremos ahora estos

conceptos.
F
Dada una W-MT Z=(S,U,V,C,8,m,n ) sean:
1) D(Z) el conjunto de descripciones instanténeas

2) a= {a ,at}QP(D(Z)) un célculo

Lo L
3) wa(s‘,vlu,s) el grado con el que Z realiza el célculo a (definicidén 1.5)

Para cualquier conjunto de célculos Ac?(D(Z)) definimos las funciones:

i) w A, (U¥ x S) x (S x V¥) —e W de la forma

- a &
U)A(s ,vlu,s)= ® w (S ,VIU,S)
ael

ii) para cada seS, ”2: U* x V¥ —e W como

q
F
Mviui: @ s, vius) @n )
S . i s,
i=1 i
y llamamos qA(vlu) al vector g-dimensional cuya i-ésima coordenada es

ngiwlu)



iii)

F q
pi(viu)= @ (n
* i=1

2 : A A
Basicamente las funciones w , n , P
™

para un designador inicial de estados m,

L - YR

pA: U* x V* —e— W como
m

®n) (viwi= 1@ v )
i 3

S

A " i y :
anteriores coinciden con las defi

nidas, respectivamente, en 1.6, 1.7 y 1.8 salvo que en i) la operacién @ es

t4 extendida Gnicamente a los célculos englobados en el conjunto A. Observe-

mos que si A,A'C P(D(Z)), A# A", entonces es posible que, para un mismo desig

nador inicial de estados

-

pA(vlu);é ph (viu)
m ™

Definicién 17.- Denominaremos agrupacién borrosa de calculos a cualquier

subconjunto borroso 4 definido sobre P(D(Z)).

Definicién 18.- Sea F: 2" x 2 —= P(W). Diremos que F es W-calculable

si existe una W-MT Z y una agrupacidén borrosa de cdlculos A de esa W-MT tal que

para cadan-upla (Nl’N

F(VIN Ny, ooo N

con 7 un designador inicial de

(N11N21

2 ’

= {w| w= ) ® O
u .

,Nn) en el sentido

~+n Y
,Nn)ez se verifica

q
[p"<v|ul,..,un>® @ N, (u, )], 4PD(2Z)))
1’ ’un " i=1

estados para Z, que puede depender de la n-upla

dado el la definicidén 2.16, y Hyg la funcidn de

pertenencia de la agrupacidn 4.

Interpretacidén.- F es un

conjunto borroso de funciones f W-valuadas. Ca-

da una de estas funciones define grupos de célculos en la W-MT Z. que la calcu

la. Asi pues hablamos
una sola W-MT Z somos
otra, puesto que cada

de célculos un cierto

Veamos ahora en

f
de la W-calculabilidad de F en el sentido de que para

capaces de, por una parte, agrupar los calculos y por

f pertenece a F con grado p.(f), asignar a cada grupo
F =4

grado de creencia.

qué condiciones es W-calculable, en el sentido anterior,
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un conjunto borroso de funciones W-calculables.

Teorema 17.- Sea F un conjunto borroso de funciones W-calculables con

funcidén de pertenencia pF: F —= W. Para cada feSoporte F sea

G

f
Z.=(S.,U,V,C,8.,m-sn )
f f £

la W-MT que la W-calcula. Entonces F es W-calculable si

i) Cardinal ( U S.) es finito
feSop.F J
ii) ¥f,f e¢Soporte F S.Ns.=¢
f : 3

iii) el designador inicial de estados de todas las W-MT correspondientes a

las funciones del soporte de F depende en la misma forma de la n-upla

de entrada.

Demostracién.- Bajo las hipétesis del teorema F satisface las condicio

nes de la definicidén 2.18 para

a) la W-MT Z:(S,U,V,C,d,n,nG) dada por:

ii)

iii)

iv)

§.(s",z|c,s) si s,s7eS.
i i
§(s”,z|c,s)=

0 resto
un designador inicial de estados n formado por la coleccidén de to-
dos los designadores m.

f

un conjunto de estados finales



A

G= U G..
feSop.F

b) 1la agrupacién de cdlculos A de funcién de pertenencia

pF(f) si A es el conjunto de célculos de Z.
f

24(A)=

0 en otro caso
y esto para cualquier pcP(D(Z)). #

Inversamente se puede enunciar el siguiente resultado

Teorema 18.- Si F: 2+n X 2+ —« P(W) es W-calculable, entonces F es un

conjunto borroso sobre F.

Demostracidén.- Sean Z:(S,U,V,C,a,n,nG) la W-MT que W-calcula F y A la

correspondiente agrupacién borrosa de célculos. Entonces, para cualquier con

junto de calculos Ae A, definimos la funcién

q
i oxe AR )w B {p:(vlul,u?...,un)@.@ N, (u,))

fA(lel,N
v 1=1

cuyo grado de pertenencia a F viene dado por
wp(£4)= ug(n)
Observemos que si no hay ningun cdlculo en A que admita una n-upla (ul,u

o1 +-

,un), con uigSop.Ni, i=l,...,;n1i; entonces fh quedaria indefinida para esa

entrada.

Para completar la demostracién deberemos probar la W-calculabilidad de

fA. Para ello consideramos la W-MT

(]
2. =(5,U,V,C,8.,7,n")

fA fA~
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tal que

i) S,U,C,n,nG coinciden con los de Z

ii) p (a, .|a.) si Jaen/ a;,a; ,€a, a .= Escy, a, |-a

i+l i i+l X

§. (s”",z|c,s)=

0 en otro caso

Con esta funcidén de transferencia, Z. solo realiza los cdlculos conte-
- f

nidos en A y, por tanto, W-calcula fA. # .



CAPITULO III: ALeunos Ti1pos PARTICULARES

DE ProOBLEMAS W-CALCULABLES
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1.- INTRODUCCION.

Dedicamos este tercer y Gltimo capitulo al estudio de ciertos temas,
afines al de la W-calculabilidad, que por su naturaleza o importancia hemos

creido conveniente tratar.

Introducimos en primer lugar el concepto de predicado W-valuado sobre
2" analizando algunas de sus propiedades y desarrollando su W-calculabilidad.
Tras definir la semiW-calculabilidad de un predicado con dominio en Z+n, pro
cedemos a la caracterizacién de los predicados W-calculables a través de los

semiW-calculables.

A continuacidén se estudian los predicados W-valuados sobre o y algunas
de sus propiedades . Es de destacar la no conmutatividad de las operaciones

unién 6 interseccidn con la de "extensidn''.

Dada la importancia y actualidad de los temas relacionados con la deci-
dibilidad y complejidad algoritmica hemos creido adecuado exponer algunos cri

terios relativos a:
- posibles formas de extender el concepto de decidibilidad al W-céalculo
- posibles medidas de complejidad de W-algoritmos

Si bien ambos temas tienen la entidad suficiente como para ser objeto
de estudios mas profundos que abordaremos en un futuro, nuestro tratamiento

actual se ha limitado a presentar las ideas bésicas sobre estas cuestiones.

Para concluir analizamos aquellos problemas que, perteneciendo al W-cal

culo, pueden ser llevados a efecto por '"medios de cédlculo ordinarios'".
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2.- PREDICADOS W-VALUADOS SOBRE Z' ",

2.1.- INTRODUCCION,

Definicién 1.- Para n>1 un predicado P(xl,x ,xn) W-valuado sobre

2!

Z+n es una relacidén entre las variables de la n-upla ordenada (xl,x2, PR ,xn)

gZ+n que puede ser simulténeamente cierta con grado a,,eW y falsa con grado a_eW.

1 ¥

Empleando, como es habitual, los simbolos T y F para los valores légicos

"cierto" y '"falso" respectivamente, podemos definir para cada predicado W-valua

do su funcidén caracteristica cp: 2+n x {T,F} —= W de forma que cp(Tle,xz,...

,xn) es el grado con el que P es cierto para la n-upla (xl,x2, . ,xn) y

Cp(lel’XZ' ,xn) es el grado con el que es falso. En general, para cual-
quier n-upla (xl,xz, ,xn) para la que esté definido P se tiene que

0< c_(T| ) (F| =i

< cp X gX 5 swe X - cp X X oy een 53X )3

Un predicado W-valuado P define dos conjuntos borrosos Tp y Fp tales que

Soporte Tp: {((x.,x

115 9xn)| (%

+n
1 ,Xn)eZ , cp(Tlxl, S ,xn)>O}

o +n
Soporte Fp_ {(x 1Xgy e ,xn)l (x ,xn)ez 8 cp(lel, e ,xn)>0}

i i
y sus funciones de pertenencia son, respectivamente,

pT(xl,x2, . ot ,xn)= cp(Tlxl,x ,xn)

2’

up (X aXs, wen x )= CP(lel,xz, X))
cumpliendose, en general, que

Soporte Tp N Soporte Fp# @
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Soporte Tp U Soporte Fp# s

ya que puede haber n-uplas para las que P sea simultaneamente cierto y falso
con grado no nulo y puede haber otras para las que cp no esté definida, (no
pueden ser relacionadas por el predicado) o lo estd con grado cero para los

valores cierto y falso.

Ejemplo 1.- Consideremos como alfabeto de entrada el conjunto de los 7
coloreselementales. U* estard formado por todas las posibles combinaciones de
colores. En U*¥ x U* definimos la relacidn: "ul estd relacionado con u, si co

locado el color u, junto al u, la pareja de colores resulta agradable'. En ese

7] 2

caso decimos que el predicado Pl(ul’u2) es cierto. Si resulta no agradable
diremos que es falso. Para cuantificar el grado de la relacidén preguntamos a
100 personas y consideramos como grado el tanto por uno de las respuestas 'a
gradable" o '"no agradable" respectivamente. Resulta evidente que habra com-
binaciones de colores para los que el predicado sea simultaneamente cierto y
falso con grado distinto de cero. Este predicado Pl verifica que

O< B (Tlu1

yu.) + ¢ (Flu,,u,)=1
1 . Py >

2

Si consideramos un nuevo predicado P2 en el que al interrogar al grupo
de personas permitimos que un individuo no conteste en caso de duda entre '"a
gradable'" o 'no agradable', tendremos que

Of-CpZ(T|ul’u2) s sz(Flul’UZ)S 1

y si, ademas, permitimos que cada individuo cuantifique su grado de ''agrada-
bilidad" y posteriormente hallamos la media de todos los individuos podremos
encontrarnos que

<
0<c_ (Tlu ,u) +c_ (Flu ,u )z 1 #
- p 3 p3 »
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> +n .
Veamos como se comportan los predicados W-valuados sobre 2 al conside

rar sus g-cortes. Sea P un prédicado W-valuado con funcidén caracteristica

& Z+n x {T,F} —=— W. Parece lé6gico pensar que, para cualquier aeW, P induce

p

un predicado ordinario Pa definido por

0 si cp(xlxl,x ,xn)< o

21

con Xe{T,F}. Ahora bien, aunque sobre las n-uplas para las que P esta defini

do la funcidén c_ esté bien caracterizada, en el sentido de que cada argumento
a

(xlxl, ,xn) tiene una Unica imagen en {0,1}, puede ocurrir que existan

Xoy von

n-uplas para las que Pa(xl,x o ,xn) sea cierto y falso a la vez con grado

2)

061, o sea

e AT x. ;X5 sos 2% )=16 {Flx
Py | 1°72 n Py |

LIRS "

Asi, Pa seria un predicado W-valuado (con grado O & 1) pero no seria un predi

cado ordinario.

Concluimos de este modo que es posible definir predicados W-valuados pa
ra los que no todos sus @-cortes sean predicados ordinarios, o lo que es igual,
que solo un subconjunto propio de los predicados W-valuados son extensiones

de los ordinarios. Observese que esto es consecuencia de no imponer que

Es obvio que si P cumple esta condicidén entonces cualquier Pa’ aeW, es un pre

dicado ordinario.

Podemos definir varias operaciones que pueden emplearse para construir

nuevos predicados W-valuados
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Definicién 2.- Diremos que dos predicados W-valuados n-arios P (x o X

2’
,xn) y P2(x X5 ,xn) son iguales si, para cualquier (x 11 Xor e ,xn)
€Z+n s B y c estan ambas definidas o indefinidas y si estan definidas
P P
cp (T]x 1 Xor e ,xn)z cp (Tlxl,xz, ol ,xn)
1 2
cp (lel,x2, T ,xn)z cp (FIXI’XZ’ g S ,xn)
1 2
Definicidén 3.- Sean P(xl,xz, o ,xn), Q(xl,xz, v & ,xn) y R(xl,x2
,xn) predicados W-valuados sobre Z+n, definimos
i) Negacién o complemento de P, y lo notamos P, como
c— (Tlx 1% X )= ¢ (le 17 %00 ,X )
CS(FIXl’XZ’ ,xn)z cp (T]x 10 %00 ,X )
ii) Uniédn
R(x,,x,, X )= Plx x5, X ) 7 QUx %y, %)
de la forma
cR(Tlxl,xz, - ,xn)z c (Tlx 17 %00 e ’)Sl)CD CQ(Tlxl’xz’ e, ,xn)
CR(lel Xon we ,xn)= cP(lel,xz, ) ® CQ(F'xl’x2’ - ,xn)
iii) Interseccién
R(xl,x2, ise ,xn)z P(xl'XZ’ 'Xn) A Q(Xl,XZ, ' X_)
como
cR(llxl,xz, G ,xn)z cp(Tlxl,xg, ) ® CQ(Tlxl,xz, aits ,xn)
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cR(Fle,x ,xn); CP(lel,XZ, P ,xn) C)c (F|x L Xor s X )

Y
Interpretacién.- Debeios destacar que esta definicién se hace sobre n-
uplas de Z+n. Asi pues, tiene sentido que, al hablar de negacidn, el grado
con el que P es cierto sea igual al grado con el que P es falso y viceversa.
Tambien, el grado con el que la unidén de dos predicados (uno u otro) toma el
valor "cierto" sea la «(® de los grados con que cada uno lo toma, mientras
que si toma el valor '"falso'" ambos deben ser 'falsos" y esto se podrd asegu-
rar con la @@ de los grados. Cambiando los valores '"cierto'" por '"falso" se

puede razonar de forma andloga para la interseccidn.

Teorema 1.- P v Q=P aQ; PaQ=PvaQ
Demostracidén.-
PVQ(Tlx TR ,xn)z CPVQ(F[x Xgy e ,Xn):
= cP(F|xl,x2, ,xn) ® CQ(F,xl’X2’ Lo ,xn)=
= cﬁ(Tlxl,xz, ) ® CQ(T!xl’XZ’ . ,xn)z
= pAQ(Tlx TR ,xn)
PVQ(lel,xz, ,X. )= cPVQ(Tlxl,xz, L. ’Xn)=
= c (Tlx 10 %00 e ,xn)()(: (T]x 11 X0 e ,xn)z
% = c= (F[x 10 %00 ) ® CQ(lel’XZ’ e ,xn):
E = pAQ(lel,xz, o ,xn)

! Analogamente
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(Tlx RECTIREE ,xn)z - Q(le Xy ,X )=
= c_(F|x X ,xn)() CQ(lel’XZ’ s ,xn)z
= c=(T|x Xy ) ® C@(Tlxl’XZ’ E ,xn)z
= 5, Q(T|x Koy e ’Xn)
(le 17 %o0 e ,xn)z p Q(Tlx Ky e ,xn):
= c (Tlx 10 %00 X )ch (T|x 17 %00 ,xn)z
= Cc= (FIx 10 %Xos e ,xn) ® 5 F[x Xop e ,xn)z
- PVQ(F]xl,x2, ,Xn)- #
Corolario.-
n n n - S
izl pi . 1:1 Pi; 1£1 Pi . 1Zl Pi
Demostracién.- Inmediata a partir del teorema anterior. #
2.2.- W-CALCULABILIDAD DE PREDICADOS W-VALUADOS SOBRE Z
Definicidén 4.- Se dice que un predicado W-valuado P(xl,xz, NS ,xn) es
W-calculable si lo es su funcién caracteristica c.: 2’ x (T,F} —= W.

P

Ejemplo 2.- Consideremos la conocida paradoja del barbero basada en la

, X

paradoja de Russell. Dado un conjunto de n+l individuos notados x 1 Xpy ees »

0

distinguiremos uno, al que llamaremos barbero. Definimos el siguiente pre

X

dicado: "el barbero afeita al individuo xi si este no se afeita a si mismo"
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Sea 7 el conjunto de individuos que son afeitados por el barbero y sea / el

de aquellos que son afeitados por si mismos. Cabe pensar que

y si un individuo pertenece a 7 no deberia, en principio, pertenecer a F . La

funcidén caracteristica de este predicado ordinario seréa

1 si X.e/
i
cP(Tlx )=
0 si x.ef
i
1 si x.eF
i
CP(FIXi)z
0 si x.el

Esta funcidén parcial no es calculable pues resulta imposible calcular
CP(T]xO) que seria O y 1 a la vez ya que si el barbero se afeita a si mismo
estd en F, cp(Tle)zo cP(leo)=l, pero como es el barbero estd en 7 y en-

tonces cp(Tle)=1 CP(FIXO)=O-

Consideremos ahora que este predicado es W-valuado y que su funcidén ca

racteristica es la funcidén parcial c;: 2" x {T,F} —= W definida por
(1 si el individuo x; es afeitado por

el barbero

cB(T|x, )= |

o

si el individuo xi no es afeitado

por el barbero



- 86 =
f- g si el individuo xi es afeitado por
si mismo
3* =
¢ P(lei)“ ?
0 si el individuo xi no se afeita. a
L si mismo

Aqui 7 y F serian conjuntos borrosos con funcién de pertenencia

pr(x)= c;(T|x)

respectivamente, y, aunque

c;(Tlxo)z 1; c;(F|xO)= 1

c; serd parcialmente W-calculable.

Es conveniente aclarar que sigue existiendo un predicado que es verdad
y mentira a un tiempo. Lo que se aporta al problema con el calculo borroso es

que en él esto es un resultado posible mientras que en el céalculo ordinario no.

En este mismo orden de ideas existe un problema clésico que por su impor
tancia y complejidad hemos preferido dejar para estudios posteriores aunque,
no obstante, discutiremos aqui su planteamiento. Se trata del '"problema de la
parada'. Las demostraciones que dan de su irresolubilidad M. Minsky (1.972)
pag. 148-149 y J.E. Hopcroft y J.D Ullman (1.979) pag 181-183 se basan en la
construccién de una MTD o de un lenguaje, respectivamente, en forma tal que se
llega a unos términos semejantes a la paradoja de Russell por lo que, consecuen
temente, no es calculable. Si se considera una W-MT, el desarrollo y plantea-
miento de estas demostraciones no seria vadlido si bien esta no es razén sufi-

ciente para afirmar que el problema de la parada sea W-calculable.
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El problema que dejamos abierto es el siguiente: '"'no existe ninguna MTD
que acepte el lenguaje correspondiente al problema de la parada, pero gexiste

alguna W-MT?'".

Teorema 2.- Sea P(x1 ,xn) un predicado W-valuado W-calculable.

lx2)

Si, para qeW, P es un predicado ordinario, entonces es calculable.
a

Demostracidén.—- Si P es W-calculable su funcidén caracteristica es W-cal-

culable y, por el teorema 2.1, su g-corte sera calculable. #

Teorema 3.- Si P y Q son predicados W-calculables sobre i entonces tam

bien son W-calculables los predicados

i) P
ii) Pv Q
iii) P A Q
FP FP
Demostracidén.- Sean ZP=(SP,U,V,C,5p,np,n )y ZQ=(SQ,U,V,C,6Q,nQ,n )

las W-MT que calculan cp ¥ © respectivamente. Puesto que aplicaremos el lema

Q

1.5 supondremos que

Esta condicién no es restrictiva ya que si la interseccidén no fuera vacia bas

tard renombrar los estados de una de las W-MT para que lo sea. Entonces:

i) Para probar que P es W-calculable construimos la W-MT Z§:(S§,U,V,C,6—,
F=

n P) donde

‘"ﬁ,

1) S§= SP U {SF}

2) F§= {SF}
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3) " 5P(s',z|c,s) si U(FP, s,s'LSP
1 si seFP, s = SF, ¢= Ty 2= F
sp (s7,zlc,s)= ¢
1 si seFP, 8 = SF’ c= F, z= T
L. - O resto

que, efectivamente, W-calcula P.

ii) Para probar que P y Q es W-calculable definimos en primer lugar la W-MT
F-
, - . P
sz(SP’U'V’C’GP’"P’“ ) donde

1) Sg= S, U (sgp-}

P
2) Fo= {sFé}
3) ( 5p(s',z|c,s) si s,s'eSP, s{Fp
Sé(S',Zlc,S)z ( 1 si seFP, s = Sp-1 C= T, z=
P
\ 8] resto

o sea, Zé solo calcula el valor T. Si de una forma andloga definimos la

W-MT Zé, entonces la W-MT

7%= {(Zé,l),(Zé,l)}

dada por el lema 1.5 actuaréd como si estuvieran trabajando simulténeamen

te Zé y Z. por lo que para una entrada (xl,x s ,xn) se producira la

Q 2’
salida T con grado
* o (! =
p (Tlxl,xz, . ,xn)_ pp(Tlxl,xz, sies ,xn) ® pQ(T,xl,xz, . ,xn)_

= CP(T[xl’XZ’ N ,xn) ©) cQ(Tlxl,xz, s ,xn)

LY
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F-

U VB8 P) construida de

Consideremos ahora la W-MT Z "=(S7 p ,ng} n

P R’

forma andloga a la Zé pero sustituyendo T por F al definir su funcién de
transferencia 5? y en la que se han renombrado los estados con el fin de

poder aplicar nuevamente el lema 1.5. De idéntica manera se construye la
Foe

o _peee o a8 Q
W-MT ZQ_(SQ ,U,V,C,GQ ' 1q ,8 ). Sea

e ol1M2y o {1} {2}{1}
Z p= C ZP —-— C

con C{l}{2} y C{Z}{l} MTD dadas por el lema 1.2, una W-MT con dos cintas,

la primera de trabajo y la segunda de almacenamiento interno. Inicialmen-

te copia la entrada x1x2 X sobre la cinta 2, trabaja como la W-MT
Z; sobre la cinta 1 y cuando esta se detiene, con resultado F, vuelve a

copiar la entrada. Asi pues, la entrada volverd a estar sobre la cinta 1

con un grado igual al que Z

-
’

. esto es Z_, haya calculado el valor F para

p

e -

dicha entrada. Entonces, la composicidén Z** de las W-MT Z p Y ZQ calcu-

lard el valor F con grado

(
CP‘lel’XZ' ;w0 ,xn) C)cQ(lel,xz, S ,xn)

y la funcién caracteristica del predicado P Vv Q serd W-calculada por
Z= {(Z%,1), (Z2**,1)}

iii) La W-calculabilidad de P A Q se sigue de modo inmediato de i), ii) y los

resultados del teorema 1. #

Corolario.- Sea Pi’ i=1,2,...,n un conjunto finito de predicados W-cal

culables sobre i, Entonces tambien son W-calculables los predicados

n n
P= -y P.; P'= & P

1 fut *

Demostracién.- Inmediata a partir del teorema anterior. #
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Definicién 5.- Se dice que un predicado W-valuado P(x ,xn) es

l’x2,

semiW-calculable si existe una funcién c;: 2" x {T,F} —= W parcialmente W-
calculable cuyo dominio de definicidén son las n-uplas para las que el predica
do toma el valor T con grado distinto de cero y que lo evalla para esas n-uplas
Interpretacién.- Observemos que la funcién c; estad definida solo para a
quellas n-uplas tales que el predicado P es cierto con grado distinto de cero
aunque tambien sea falso con grado distinto de cero y, sin embargo, no lo esta
para aquellas en que P es cierto con grado cero independientemente del grado

con el que sea falso. En particular, todo predicado ordinario semicalculable

es semiW-calculable.

Definicién 6.- Dado un predicado W-valuado P(xl,x2,

,xn) con funcidbn

caracteristica cP: Z+n x {T,F} —= W, llamaremos funcidén caracteristica TF-equi

valente a la funcidn cé: Z+n x {T,F,TF} —= W definida por

( .
c (X [ x 10 %Xpr v ,xn) si ¢ (Tlx 10 %00 ,xn)£
aéc (F|x 17 %50 ,xn), xe{l,F}
0 S1 CP(T!Xl,XZ, ,Xn) #C (F[X ,X2, )xn)v p ¢ =TF
Cp(x ‘xl’XZ’ 1xn)= 4
c (T!x 17 %00 e ,xn) si ¢ (T[x 17 Xo0 e ,xn)=
=c (le 17 %50 vX_ ), x =TF
L 0 =i CP(Tlxl’XZ’ ' X )=c (le 11 %00 7% YixE{T; 0

Interpretacién.- cé coincide con Cp en todas las n-uplas para las que es-—

t4 definido el predicado P salvo en aquellas donde

%)

c (T]x , X ot v o

,X )= ¢ F]x o X
n

27 °p

en las que c’

8 toma el valor que llamaremos ''cierto-falso'" con grado cp(Tlxl x

21
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LagEee

,xn). Observese que si

cé(TFle,xz, ol ,xn)£ 0
entonces
cp(Tlxl,x2, - ,xn)= CP(lel’XZ’ il ,xn)= 0
¥ &%
cp(xlxl,xz, o hed ,xn)£ O para x=T 6 F
entonces
cP(Tlel,xz, 5 s ,xn)= 0

Resulta evidente que si Cp es W-calculable entonces cé tambien lo es.

Teorema 4.- Si P(xl,x ,xn) es un predicado W-calculable sobre - idy

2’

entonces P y P son semiW-calculables.

Demostracidén.- Para probar este resultado debemos encontrar una funcién

c;: 2 {T,F} —= W en las condiciones de la definicidén 3.5. Sean cé: P

{T,F,TF} —= W la funcién caracteristica TF-equivalente de P, D un alfabeto fi

+n

x {T,F}*) x D* —

nito cualquiera y d.eD* fijo. Definimos la funcién gp: (2

0

— W de la forma

( cp(x le,xz, - ,xn) si cp(Tlxl,xz, 5 3 ,xn)fo
6 cP(Tlel,x2,... ,xn)£0
gpldlx %y, «ov 4x ,X)= { d=d, y Xxe{T,F,TF}
.\ O resto

-

Puesto que P es W-calculable Cp

lo sera y, por tanto, gp tambien sera W-

calculable total.

Construimos por minimalizacidén de la funcién f_: 27" x {T,F}1* —= W
&p P

como
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esto es, fP hace corresponder a la n-upla (xl,xz, ,xn) un valor xe{T,F}l*

con grado g(dolxl, ,xn,ﬁ six es la menor palabra de {T,F}* tal que gp

X5

hace corresponder a (xl,xz, i ’xn’X) el valor d Como hemos fijado q=0 y

0"
la funcién gp toma grado distinto de cero solo para valores T,F,TF si cp(T(xl,

x2, ,xn)¢0, cualquiera que sea la funcidén codificadora N: {T,F}* —e Z+,

el minimo valor ¥ seréa:

- T con grado CP(Tlxl’XZ' ,xn) y F con grado CP(lel’XZ’ ,xn) si

3% )

cp(Tlxl,x PYERRE o

2! !xn)¢ CP(lel,X

, X ) Bi

- ]
- TF con grado cP(TF|xl,x2, o3 s

o)

cP(T[xl,x oy e "

2° »Xp )= cp(Flxg,x

- Xe{T,Fl* con grado cero en otro caso.

Puesto que gp es W-calculable, por el teorema 2.5,fP serd parcialmente

W-calculable. Definimos ahora la funcién c;: 2™ x {T,F} —= W de la forma

( fp(xlxl,xz, ,xn) si fP(Tlel’X2’ ,xn)=0
xe{ T, F)
3* -~
cp(xlxl,xz, e ,xn)_ 4
fP(Tlel,xZ, P ,xn) si fP(TF'xl’XZ’ ,xn)¢0
\ xe{T,F}

que seréa igualmente W-calculable parcial y prueba que P es semiW-calculable.

Por Gltimo, si P es W-calculable, por el teorema 3.3, P sera W-calcula-
ble y, basandonos en la demostracién de la primera parte de este teorema, semi

W-calculable. #

Teorema 5.- Un predicado P(xl,xz, S ,xn) es W-calculable si P y P son
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semiW-calculables.

Demostracién.- Sea c;: 2" x {T,F} —= W la funcién parcialmente W-calcu
F

P) la W-MT que la W-calcula. Z

lable asociada a P y sea ZP=(SPU’V’C’6P’"

p*n P

solo se detendréd para las n-uplas en el dominio de c¥, esto es, aquellas n-

*
uplas de g para las que P es cierto con grado distinto de cero. Sea 5 la
F—

51 T M ) la correspondiente W-MT. Z= solo

funcién asociada a P y Z§4S§,U,V,C,5 5

se detiene sobre las n-uplas para las que P es cierto, esto es, P es falso,
F=
con grado distinto de cero. Definimos la W-MT Z§=(S§,U,V,C,dé,né,n P) como

i) Sg= S5 U {spé}

ii) F3= {s.)

& P
iii) ( sﬁ(s’,zlc,s) si  s7,seS5, séFg
i si seF=, s’=s -y c=T, z=F
§5(s7,zlc,s)= |
1 si seF=, s =SFL, o=F, z=T
L O resto

y renombramos los estados de Sé de forma que

S n Sp= @

con lo que podemos aplicar el lema 1.5. Entonces la funcidén caracteristica de

P es W-calculada por

Z= {(Zpyl)y (Zéyl)} #

Resumiendo los teoremas 3.4 y 3.5 podemos enunciar el siguiente resulta
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do:

" Un predicado P W-valuado sobre 2" es W-calculable si y solo si Py P

son semiW-calculables ".

3.- PREDICADOS W-VALUADOS SOBRE Z' ",

Por extensién de la definicidén 3.1 tendremos

Definicién 7.- Un predicado P W-valuado sobre 2+n es una relacibén W-va-

~

luada definida sobre n-uplas de W-v.e.p. con funcidén caracteristica cgz 2+n X

X {T,F} o= W.

Interpretacidén.- Estos predicados se refieren a relaciones W-valuadas

~+n : . e : ,
sobre 2 tales como decir si dos W-v.e.p. son mas o menos ''parecidos'", si uno
es ''casi mayor" que el otro, si uno es '"mucho mayor'" que otro, etc. Casos par

ticulares de estos predicados W-valuados son:

; ; . " +n +n _ ~+n .
i) 1las relaciones ordinarias sobre Z , ya que 2 C 2 y cualquier rela-

cién ordinaria ({0,1l}-valuada) es W-valuada

xe . ; < +n ;
ii) las relaciones ordinarias sobre 2 como, por ejemplo, dados dos W-v.e.

p. determinar si son iguales o si uno es mayor que otro
b g . +n ; e ;
iii) 1las relaciones W-valuadas sobre 2 estudiadas en la seccidn anterior.

Mediante una discusidén anédloga a la desarrollada en el apartado 5 del ca

pitulo II concluimos que el resultado de un predicado con funcién caracteristi

~

ca CE: 2" x {T,F} —= W depende tanto del soporte de cada n-upla como del gra

do de esta.

Ejemplo.- Para n=1 sea el predicado:
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"Dado aeW, un W-v.e.p. Nz—:Z+n con soporte finito es vadlido para nuestros
cadlculos si al menos el 70% de los elementos de dicho soporte tienen grado su

perior a a'.

Es inmediato que su funcidén caracteristica puede evaluarse del siguiente

modo:
/
1 si Card.{x| xeSop.N, N(x)>a}>
> 0.7 Cardinal(Sop.N)
CE(TIN): <
Cardinal {x|xeSop.N, N(x)Z a}
en otro caso
. Cardinal (Sop.N)
[ % si Card.{x| xeSop.N,N(x)>a}<
< 0.7 Cardinal(Sop.N)

Cardinal {x| xeSop.N, N(x)<a}
Cardinal (Sop.N)

en otro caso

Obviamente, el predicado P tomard distintos valores segin los W-V.e.p.

que se analicen aunque estos tengan el mismo soporte (finito). Asi, para Nl’

NZ,NBeZ+ como los de la figura 10

W
N EoUE )
1
o 1o
N2
N -
g .

figura 10
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se tiene que

Soporte Nl= Soporte N2= Soporte N3
Yy, sin embargo,

1 si x=T
cp(x|N1)=

0 si x=F

i = o

ul si x=T, O# 1#1
cp(x|N2)=

02 si x=F, O£02¢l

0] si x=T
cp(x|N3)=

1 si x=F #

Definicién 8.- Para n>1 decimos que P es un predicado W-calculable sobre

Z+n si su funcidn caracteristica c;: Z+n x {T,F} —e W es W-calculable en el

sentido de la definicién 2.16, esto es, si

n
cp(XIN N, ool N )= ® (r @ n(xlx; %y +ov x )] @ @ N (x,)}

5 (xl,..,xn) i=1

= ® {p"(xlxl,x

2)
(xl,..,xn)

1

n
x ) @ @ N, (x)) (1)
i=1

Pasaremos ahora a estudiar algunas propiedades de estos predicados. En
primer lugar, dados dos predicados P y Q W-calculables sobre Z+n, podemos ex-

tender las definiciones 3.2 y 3.3 obteniendo
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Igualmente se verifica para estos predicados los teoremas 3.1 y 3.3 teniendose,

ademés, los siguientes resultados.

Teorema 6.—- Sea P un predicado W-calculable sobre Z+n. Si la relaciébn

que lo define es ordinaria, entonces cg: Z+n x {T,F} —= W es coherente con el

Principio de Extensidn de Zadeh.

~

P estard en las condiciones del teo-

Demostracidén.- Bajo esta hipdtesis c

rema 2.16 y, por consiguiente, es coherente con el citado Principio. #

s 2 . +n e
Definicién 9.- Sea P un predicado W-valuado sobre 2 con funcidn carac-

teristica cp: Z+n x {T,F} —= W. Denominaremos '"extensidén de P" al predicado P

~+n . . .
sobre 2 de funcidn caracteristica

n
,N )= ® {cp(xlxl,x2, e ,xn) ® @ Ni(xi)}

CP(XINI,NZ, ‘e o !
'1xn) i |

(2)

Resulta evidente que si P es W-calculable entonces P tambien lo es pues-
to que (2) es un caso particular de (1) en donde el designador inicial de esta

dos no depende de la n-upla de entrada.

Teorema 7.- Sean P y Q predicados W-valuados sobre i y Py Q, respecti

. ~+n P
vamente, sus extensiones sobre Z . Entonces se verifica que:

i) Ext (P)= Ext (P)
ii) Ext (P) v Ext (Q)# Ext (PVQ) ]
i iii) Ext (P) & Ext (Q)# Ext (PaQ)

Demostracidén.- Si notamos

;= Ext (P); 6: Ext (Q); P ; Q= Ext (PVQ); P Z Q= Ext (PaQ)
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¥

entonces, para X=T, X=F &6 X=F, X=T, se tiene: .
i) c;(XINl,NZ, ,Nn)= c (>’|N N, ,Nn)=
- () {c (Xlx 10 %00 ) ® @ N (X )}
(X 5 em 3K ) i=1
1 n
= @ {es (XIX ,X2, ,X )® @ N (X )
kx, pansi ) i=1
1’""""n
= cg(xlNl,Nz, ,Nn)
A4 PVQ(TIN Ny, ,Nn)= c;(TINl,NZ, ,Nn)®c T!N Ny, ,Nn)=
n
= ® {cp(Tlxl,xz, ,xn) ® QD Ni(xi)} ®
(Xl,-.,x ) l:l
n
® (3) {CQ(T[xl,XZ, X ) ® QD N (x )} =
(Xl,..,x ) i=1
n
B ® { [Cp(Tlxl,...,xn)@cQ(Tlxl,...,xn)]®
(xl,..,xn)
®® N, (x,)}=
=]
= @ PVQ(T'xl’XZ’ ,X )® ® N (X )}—
(xl,..,x ) i=1
n
= PVQ(Tlxl,x2, x)
CI;VEQ(FINl,NZ, ,Nn)— c (FlN Ny, N )®c6(FIN1,N2, ,Nn)=

®

(xl,..

{c (fo iX

2’
,xn)

X ) @ GD N, (x )1 ®
=l
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n
® () (eq(Flxyxy, oo ,xn)®_® N; (x;)
" SIS, e i=1
1 n
# ® {[c (F|x 17Xo0 e ®®N(x )] ®
(xl,..,x ) i=1
n
n
® [cQ(lel’XZ’ 55 5 ,xn) ® ;@i Ni(xi)]}=

n

= ® ){[cp<lel,...,xn)®cQ(F|x1,...,x )] ®

n
® @ N, (x))=

i=1
= ) PVQ(lel’XZ’ cee %) ® QD N, (x )} =

(K. yovsX ) i=1

1 n
F
PVQ( 'N N2’ 'Nn)
iii) se demuestra igual que ii) obteniendose que
CPAQ(F‘INl N2, ,Nn)= cPAQ(FIN Ny ooee ,Nn) #

Es interesante resaltar este Gltimo resultado ya que a menudo se hacen
célculos practicos sobre n-uplas de W-v.e.p. aplicando predicados que son ex-
. : . ¢ > ; +n
tensiones de predicados ordinarios 6 predicados W-valuados sobre Z . Hay que
tener presente entonces que la operacidn '"extensidn' no es conmutativa con las

operaciones légicas union "o'", e interseccidn "y"

Por otra parte podemos extender la definicién 3.5 al caso de n-uplas so

e L B . : . o :
bre 2 sin necesidad de imponer ninguna nueva condicidén obteniendo, de esta
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forma, predicados semiW-calculables sobre n-uplas de W-v.e.p.. Para tales pre

dicados son validas las correspondientes extensiones de los teoremas 3.4 y 3.5.

4,- CONSIDERACIONES SOBRE LA DECIDIBILIDAD Y COMPLEJIDAD DE PROBLEMAS
W-VALUADOS.

El tema de este apartado es lo suficientemente atractivo y actual como
para dedicarle todo un estudio monografico. En él se analizarian las condi
ciones bajo las cuales son extensibles los resultados sobre problemas ordina-
rios y se intentariaobtener, si fuera posible, resultados propios de problemas
W-valuados. Sin embargo esto se sale un poco del tema objeto de esta memoria,
que es la W-calculabilidad,y serd materia para investigaciones posteriores. No
obstante, dada su importancia, hemos creido conveniente hacer una breve intro
duccidén al tema en la que exponemos algunos criterios sobre la extensién de la

decidibilidad y de la complejidad algoritmica.

4,1.- DECIDIBILIDAD W-VALUADA,

Podemos analizar el significado de los predicados W-valuados desde otro
punto de vista. Dado un conjunto borroso G definido por una propiedad G, pode

mos asociarle un predicado W-valuado Pg(Nl,N ’Nn) que seréa cierto/falso

2’

con grado a si la n-upla (Nl’N ,Nn) pertenece/no pertenece a G con gra-

2)
do a, esto es, si satisface/no satisface la propiedad G con ese grado. Pues-

+n . L ; ~+n < ; .
to que 2 esta contenido propiamente en Z , mientras que no se indique lo

" . ~+n
contrario, consideraremos 2 .

El problema de la decidibilidad W-valuada consiste en: ''dada una n-upla
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(N ,Nn)ez+n, ¢ con qué grado se satisface el predicado PQ ?. Mas con

1'N2'

cretamente podemos decir

Definicién 10.- Dado un conjunto GC'Z+n definido por una propiedad G, el

problema de decisién W-valuada consiste en determinar el grado con el que una

n-upla (N ,Nn)eZ+n cualquiera pertenece a G.

1’N2’
Como hemos dicho, para resolver el problema podemos definir un predicado

%;(Nl,NZ, ,Nn) que indique las condiciones que debe cumplir una n-upla pa-

ra satisfacer/no satisfacer. la propiedad ( con grado

Cp (XINl'NZ' S s ,Nn)

g

Entonces, la decidibilidad del problema dependerd de la W-calculabilidad de la

funcidn c; : e X {T,F} —= W.

g

Definicidén 11.- Diremos que un problema de decisién W-valuada es W-deci

dible, o W-resoluble, si el predicado P asociado a él es W-calculable. En otro

caso se dird que es W-indecidible.

Evidentemente todo problema ordinario decidible es W-decidible. Ahora
bien, puesto que el conjunto de funciones W-calculables contiene propiamente
al de las calculables, existirdn problemas W-decidibles propios del W-cdlculo

que no procederédn de la difuminacidén de problemas decidibles ordinarios.

Para aclarar el concepto de W-decidibilidad consideraremos dos extensio

nes de un problema clésico en la Optimizacién Combinatoria:

El problema del viajante de comercio.-

En su forma ordinaria esté caracterizado por

ENTRADA: Un conjunto de m ciudades {ki,i=l,2,...,m} y un conjunto de
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costos asociados a cada par de ciudades {t(ki,kj)l t(ki,kj)# 0,
i# j, i,j=1,2,...,m }. Por simplicidad supondremos que para

cualesquiera i,j,t(ki,kj)€2+

PROPIEDAD A SOLUCIONAR: Encontrar una ordenacién

0= {ke(l)’ke(z)’ o ’ke(m)}

que tenga un coste total

K= 1 t( ) + t(k

ke(i)'ke(1+1) e(m)’ke(l))

minimo en el conjunto Z de todas las posibles ordenaciones.

(m-1)

Una forma de codificar las entradas de este problema sobre i seria:

- la dimensién de la (m-1)-upla mas 1 d& el numero de ciudades

- el valor de las coordenadas de la (m-1)-upla nos d& los costos asociados de

la siguiente manera

(t121t131 coe ltlm,t231t24

donde tij= t(ki’kj) estéd representado en sistema unario.
La forma decisional ordinaria de este problema estd caracterizada por

ENTRADA: Un conjunto de m ciudades {kl,k ,km}, un conjunto de

21

costos asociados {tij} ¥y una constante Hez"
PROPIEDAD A SOLUCIONAR: Encontrar una ordenacidén 6 de las ciudades

tal que

m-1
%= 1ty *eian)) * Hogm) K1)

1

)< H
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El predicado ordinario asociado seria cierto si existe al menos una or-

denacién cuyo costo es menor o igual que H y falso en caso contrario.

1 e : : +n
Una primera extensidén de este predicado es construir uno sobre 2 tal
que no difumine el conjunto de entradas pero si la evaluacidén del predicado,

esto es, la frontera H se hace borrosa. Esto puede hacerse, por ejemplo, con

un predicado P cuya funcidén caracteristica Cp* Z+(m-l) x {T,F} —= W venga dada
por
gy T
Decs 6
cp(xlxl,xz, e LX )= !
H r
@ 0@ [1-G—) I} si y =F
~ BeE 6

siendo r>1.

Este predicado seria cierto con grado 1 y falso con grado O si entre to
das las ordenaciones existe al menos una con costo menor o igual que H, e iréa
tomando el valor cierto con grado cada vez mds préximo a O y falso cada vez
mads préximo a 1 conforme el menor costo posible vaya aumentando a partir de H.
La rapidez de esta convergencia a Q, respectivamente a 1, dependerd del valor

elegido para la constante r.

Evidentemente este problema es W-decidible puesto que el problema ordi-

nario es decidible y £ es finito, lo que hace que cp sea W-calculable. Inclu-
so, en algun caso, puede tener un tiempo de calculo menor que el problema or-
dinario. Pensemos que en algunas ocurrencias del problema ordinario puede ser
muy costoso en tiempo encontrar una solucidén con costo menor o igual que H pe

ro que, quizds, nos podamos ''conformar'" con alguna solucidén '"aproximada'. En-

tonces iriamos construyendo ordenaciones hasta que encontrasemos una para la
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que el predicado tomara el valor cierto con un grado lo suficentemente alto
como para que nos satisfaga. Esto podria tener un tiempo real de calculo in-

ferior, si bien el tipo de complejidad del problema no cambia.

Una segunda extensién del problema del viajante surge cuando se difumi

! . . rooa ~. o+(m-1)
na la entrada considerandose predicados con funcidén caracteristica cp: 2

X {T,F} —= W. Esto equivale a decir que los datos del problema estan afecta-
dos de una imprecisidén no aleatoria, situacién facilmente imaginable en la

practica y que ya ha sido estudiada en relacién con problemas andlogos (ver M.

Oheigeartaigh (1.982)).

En estas condiciones la (m-1)-upla que codifica una entrada al problema

~+(m-1)

pertenecera a 2 , pudiendose, ademds, difuminar simulténeamente la fronte

ra de costo H. El predicado P correspondiente podria entonces venir definido
por una funcidén caracteritica de la forma
m-1

,Nn)= ) {cp(xlxl,xz, e ,xn) ® @ Ni(xi)}

(Xl,-.,xn) l:l

CP(XINl'NZ' o

donde Cp es la funcién caracteristica del predicado correspondiente a la pri-

mera extensidén del problema que hemos considerado.

4,2.- CompLeJIDAD DE PrROBLEMAS W-DECIDIBLES.

Al estudiar la complejidad de estos problemas hay que tener presente
que el modelo de W-MT no es mas que una extensidén de la MTND en la que se per
mite que cada movimiento de la maquina se haga con un cierto grado. Asi pues,
en cuanto al numero de movimientos se refiere, el funcionamiento es el mismo
Y, por tanto, en un principio todo problema W-decidible deberia estar en la

clase NP. Ahora bien, puesto que los problemas decidibles son tambien W-deci-
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dibles, esta afirmacidén no es totalmente cierta pues debe haber problemas W-

decidibles en la clase P.
Podriamos establecer entonces la siguiente clasificacidén de problemas:

1.- Problemas correspondientes a extensiones de problemas ordinarios. Dentro

de ellos hay que considerar

1.1.- Problemas en los que el predicado es W-valuado pero las entradas pue

b +n
den ser codificadas sobre 2 .

1.2.- Problemas en los que, necesariamente, la codificacién de las entra-
~+n ; .
das pertenece a 2 pudiendo ser o no W-valuado el predicado corres

pondiente.

2.- Problemas propios del W-cdlculo que no surgen como extensidén de uno ordi-

nario.

Empezaremos por analizar los del tipo 2. Tradicionalmente el estudio de
la complejidad de un problema se hace por reduccidén a uno conocido y que, por
tanto, tendréd que ser ordinario. Si el problema en estudio no es decidible,
aunque si W-decidible, parece poco probable poder encontrar una reduccidén de
€l a un problema ordinario. Creemos que habria que definir entonces unas medi

das de complejidad propias para estos problemas.

Cabe pensar que los problemas de tipo 1.1 no deben tener mayor compleji
dad que el problema ordinario del que proceden. Volviendo al ejemplo del via-

Jjante de comercio observemos que:

i) cuando el predicado ordinario es cierto para una entrada entonces, automa

ticamente, cp(Tlxl,x ,xn) vale 1 para la solucidén encontrada.

29

ii) para comprobar que el predicado ordinario es falso hay que analizar el cos
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to de todas las posibles ordenaciones pudiendo, simultaneamente, evaluar

la funcidén caracteristica cp del predicado.

Asi pues no aumentard el tiempo (nimero de pasos) requerido para resol-

ver el problema.

En cambio, para los problemas del tipo 1.2 hay que repetir el proceso

para cada una de las posibles combinaciones de las (m-1)-uplas (x_,x.,

172

+(m-1) correspondientes a una misma entrada (Nl’NZ’ ,Nn)ez+(m—lx

.xn)EZ
Esto hace que el tiempo de célculo crezca en forma exponencial, respecto al del

problema ordinario, en funcidén del cardinal de los soportes de los Ni' para

i:l,2, PR ,(m—l).

5.- PROBLEMAS W-VALUADOS CALCULABLES.

Hasta aqui hemos estudiado las posibilidades del W-calculo empleando una
herramienta propia introducida por L. A. Zadeh (1.968): la Maquina de Turing
borrosa. No obstante, en la actualidad solo se dispone de las herramientas de-
sarrolladas para el cédlculo ordinario y es innegable que cualquier problema so

bre conjuntos borrosos deberéd ser atacado usando dichos medios.

Con el fin de delimitar las caracteristicas de los problemas W-valuados
que pueden resolverse usando '"'medios'" de calculo ordinarios es necesario dis-

cernir entre:

i) desarrollo de un proceso de céalculo

ii) interpretacién de cualquiera de los resultados, parciales o totales, de un

proceso de calculo.

Asi, es posible que un determinado algoritmo pueda ser implementado sobre una
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W-MT y sobre una MTND, por lo que podriamos decir que, para ese algoritmo, la
MTND simula a la W-MT. Ahora bien, el resultado obtenido por ese algoritmo a

partir de una cierta entrada puede que solo sea interpretable desde la déptica
del W-célculo no siendolo, en cambio, desde el punto de vista del célculo or-

dinario (ver ejemplos 3.1 y 3.2).

En este apartado pretendemos extrapolar el trabajo de N. Honda, M. Nasu
y S. Hirose (1.977) en el que se desarrolla el concepto de f-reconocimiento de
lenguajes borrosos por madquinas ordinarias empleando los axiomas propios del
cédlculo ordinario. Los autores prueban tambien que, en lo que a f-reconocimien

to se refiere, las MTND son mas potentes que las MTD.

En lo que sigue estudiaremos los algoritmos que, resolviendo problemas
W-valuados, son implementables sobre MTND definiendo lo que denominaremos W-
Maquina de Turing Calculable (W-MTC). Asociados a estos algoritmos estaran los
problemas que puedan ser resueltos por ellos, esto es, los lenguajes aceptados

por W-MTC. A estos problemas los llamaremos ''Problemas W-valuados Calculables'.

Notaremos WC W al conjunto de elementos pertenecientes al semianillo W
que son calculables. Es evidente que WC=([O,1]C, ® , ®,<) tiene, igualmente,

estructura de semianillo ordenado, supuesto que (® y @@ son calculables.

Definicidén 12.- Sea Z=(S,U,V,C,5,ﬂ,nF) una W-MT. Diremos que Z es calcu

lable si tanto m como la funcién §": C x S —=[S x (C U {+,-,.})] x W tal que
§°(c,8)= ({(8°,2), &§(8",2|c,s)) para zeC U {+,-,.}
son calculables.
Interpretacién.- La definicidén anterior establece que Z es calculable si

i) el designador inicial de estados es un vector g-dimensional cuyos componen
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tes son elementos de Wc, es decir, We(wc)q.
ii) existe una MTND que calcula §° lo que implica, a su vez, que G(S’,zlc,s)ewC

Hagamos constar que, en el tratamiento de problemas W-valuados calculables
definidos sobre 2+n, habria que considerar en la definicidén anterior cualquier

designador inicial de estados que pudiera presentarse para ese problema.

Probaremos a continuacién que para cualquier W-MTC existe una MTND capaz
de calcular, a partir de una entrada ueU¥* dada, los mismos resultados veV* y,

ademds, los grados con los que estos son obtenidos. Mas concretamente se tiene

Teorema 8.- Sea Z=(S,U,V,C,6,W,nF) una W-MT calculable. Entonces la fun-

cién ordinaria p”: U¥*¥ —e V¥ x W definida como
p (u)= (v, p(v]u)) si p(v|ju)# 0
es parcialmente calculable.

Demostracién.- Para cualquier entrada ueU* y salida veV* tal que p(v]|u)#£0

v es calculado por la MTND ZO’ cero-corte estricto de Z (ver definicién 1.9).
Por otra parte p(v|u) tambien serd calculable puesto que 6,7 y las operacio-
nes ® y @ sobre un conjunto finito de valores son calculables. Sea Z~ la

Maquina de Turing que calcula p(v|u). Entonces (v, p(v|u)) es calculado a par

tir de u por la MTND

{2}

s VIED L A o 51 L

. 2y _ 1r2y Z,{Z} = plit £1}

o cf2H)

que tiene una cinta sobre la que aparece la entrada u y el resultado (v ,p(v]|u))
y otra cinta de trabajo interno. C es la MTD '"copia', D es la MTD "rebobina a

la derecha'" y P es una MTD que imprime el simbolo usado para separar las coor-
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denadas de la 2-upla cuando son escritas sobre la cinta correspondiente.

Por otra parte, si p(v|u)=0 entonces p”(u) queda indefinido. De ahi que

p “sea parcialmente calculable. #

Un corolario inmediato de este teorema es el siguiente

Corolario.- El1 conjunto de W-MTC es numerable.

Demostracién.- Inmediata. #

Definicidén 13.- Diremos que una funcién f: Z+n # I - W es calculable

si existe una W-MTC que la calcula en el sentido de la definicidén 2.16.

El teorema 3.8 nos puede llevar a pensar que cualquier ;: §+n x 27 —— W
calculable en el sentido de la definicidén 13 es calculable en el sentido del
cdlculo ordinario. Aunque esto sea cierto desde un punto de vista puramente
formal, hay que tener en cuenta que una funcién de este tipo puede proporcio-
nar, para determinadas entradas, resultados que sean absurdos desde el punto

de vista del célculo ordinario, pero que no lo sean bajo el del W-cdlculo.
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