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ABSTRACT

This work presents finite difference methods applied to the solution of Maxwell’s equa-
tions. First, a revision of the difference schemes for the solution of systems of partial
differential equations in an initial boundary value form, is done. Though the concepts
are applied to hyperbolic systems, many of them are also useful for elliptic or parabolic
problems.

The consistency, convergency and stability of a difference scheme, are defined and
related via Lax theorem. Several criteria for the treatment of stability are studied:
Von-Neumann, Courant-Friedrichs-Lewy and a matrix method which treats the whole
initial boundary value problem, in a systematic basis. Extensions of these methods to
three-dimensional problems is performed. The extension of the matrix method allows a
complete treatment of asymmetric schemes.

The classical second order in time and space (Yee) and a second order in time and
fourth order in space schemes, have been treated to study the interaction of an electro-
magnetic plane wave with a perfect electrically conducting scatterer. Also, the influence
of the second order Mur radiation boundary conditions, on the accuracy and conver-
gence of the RCS, is presented.

In order to model the scattering by curved surfaces in two dimensions, the Faraday
law is applied to cells which are distorted and adapted to the surface of the scatterer.
The appearance of a late time non physical growth of the solution in a number of cases,
suggests possible instabilities of this treatment. Some corrections to this method are
used to delay them. A simplified way to apply the Von-Neumann necessary condition
for stability, is derived to explain this behaviour.

An extension of this method to three dimensions, based on a volume equation similar
to Faraday’s law, is proposed. The stability problem is studied in a very simplified
manner, to deal with the instabilities numerically observed. Some corrections are made
to delay them.

A method based on the subgridding of the main grid, both in two and three di-
mensions, is used in order to obtain the parameters needed by Faraday’s law (contour
and volume form) in the distorted cells. This provides a simple and automatic way of
modeling. A ratio of four, between both grids, is showed to improve greatly the results,

1



2 ) ABSTRACT

when it is compared with the Yee algorithm.
Results for perfectly conducting cylinders and spheres validate the method. An
ogive is also studied to show its behaviour with sharpen objects.



Capitulo 1

Justificacion y precedentes

1.1 Introduccion

En esta memoria se proponen nuevas aportaciones al método de diferencias finitas
en el dominio del tiempo (FDTD !) para la resolucién de las ecuaciones de Maxwell
y, en particular, a su aplicacién para el calculo de la seccién eficaz radar (RCS ?) de
estructuras conductoras arbitrarias. Los resultados aqui presentados son fruto parcial de
la colaboracién, dentro del Grupo de Electromagnetismo de la Universidad de Granada,
en los proyectos de investigacion PRONTIC: Desarrollo y validacion de métodos de cdlculo
numeérico para la prediccion y andlisis de las caractcristicas de los ecos de radar (RCS) y su
reduccion, financiado por la DGT y coordinado por la empresa CASA y Desarrollo y
aplicacion de métodos en el dominio del tiempo, financiado por la Comision Interministerial
de Ciencia y Tecnologia.

La participacion en el primero de los proyectos se concreta en el desarrollo de un con-
junto de programas para el modelado y el calculo de la RCS de blancos bidimensionales
mediante el método FDTD, a partir de los cuales, mediante la extension de su estructura,
se han elaborado los programas tridimensionales posteriores. Estos programas modelan
escalonadamente los blancos y hacen uso de una excitacién arménica, modulada con
la funcion escaldn, cuya respuesta estacionaria es utilizada para calcular la RCS para
una sola frecuencia. Dentro del segundo proyecto, los programas bi y tridimensionales
han sido generalizados para la extraccion de informacion puramente temporal y para
la modelacién de superficies con radios de curvatura del orden de la dimension de una
celda.

Este capitulo ofrece una primera perspectiva del tema de investigaciéon abordado:
describe sus antecedentes y sus objetivos y justifica la vigencia del mismo dentro del

Finite Difference Time Domain
2Radar Cross Section



4 | CAPITULO 1. JUSTIFICACION Y PRECEDENTES

panorama actual de la investigacién sobre el método FDTD y sus aplicaciones.

1.2 Objetivos y desarrollo del trabajo

El método FDTD se basa en la discretizacion de las ecuaciones rotacionales de Maxwell
mediante la aproximacién de las derivadas por diferencias finitas centradas y el muestreo
de los medios y de las componentes en las posiciones espaciales y temporales especifi-
cadas en (Yee, 1966). El esquema numérico resultante es explicito, del tipo del salto de
la rana, y permite expresar los valores del campo electromagnético en un instante dado,
y en todos los puntos del espacio problema, en funcién de los que tuvo dicho campo en
los instantes inmediatamente anteriores. La relativa simplicidad del método le confiere
una gran versatilidad y un gran potencial pero, al mismo tiempo, le marca un cierto
namero de limitaciones, algunas de las cuales motivan los objetivos de este trabajo:

o El método es exigente en memoria y tiempo de computacién. Tanto el uno como
el otro crecen con la resolucién empleada (el nimero de celdas, de longitud A, por
longitud de onda).

e Normalmente se emplea una aproximacién de orden dos en los incrementos para
las derivadas espaciales y temporales, lo que da como resultado una alta dispersion
numérica de la fase para resoluciones bajas.

¢ El muestreo de los medios dentro de una red ortogonal y regular conduce a un
modelado en escalera de los mismos que solo permite representar curvaturas
superficiales de orden superior al incremento espacial A y que, por consiguiente,
requiere el uso de resoluciones elevadas.

e Por ultimo, durante una iteracion, los nuevos valores de los campos en cada punto
del espacio del problema pueden almacenarse en el mismo lugar ocupado por
los valores correspondientes al instante anterior, con lo que puede ahorrarse gran
cantidad de memoria si no es necesario disponer de la historia temporal de cada
punto. Esta circunstancia, junto con la fuerte dispersién para las componentes de
frecuencia superior de la sefial, hace que el mayor nimero de las aplicaciones se
limite al estudio de la respuesta estacionaria a una iluminacién armonica, lo que
viene a convertir al método, que esencialmente esta definido en el dominio del
tiempo, en una variante mas de los definidos en el dominio de la frecuencia.

De lo anterior se deduce que es importante buscar extensiones al FDTD que permitan
emplear resoluciones inferiores para el modelado de medios, que sean menos dispersivos
y que, sin requerimientos excesivos de memoria, faciliten el uso pleno del mismo como
método en el dominio temporal. Es en este sentido en el que se han fijado los objetivos
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de esta memoria, los cuales, como se muestra mas adelante, se sitian plenamente dentro
del panorama actual de la investigacién en este campo.

En el capitulo segundo se establecen los principios generales para el estudio de los
esquemas en diferencias, especialmente en lo que respecta a su aplicacion a ecuaciones
hiperbdlicas. Se abordan los conceptos de consistencia, convergencia y estabilidad de
los esquemas, asi como la dispersién numérica.

El el capitulo tercero se presentan los fundamentos de los programas bidimensiona-
les y los resultados obtenidos con los mismos. Se utilizan aproximaciones de segundo
orden en tiempo y espacio y de cuarto orden en espacio y segundo en tiempo, también
se presentan técnicas de modelado, o conformacién, basadas en la de Contour Path de
(Jurgens et al., 1992). Un anlisis tedrico y experimental de las posibles inestabilidades
asociadas al proceso de conformacién sugiere modificaciones del método de confor-
macién que disminuyen dicha inestabilidad. Cabe también resaltar el tratamiento dado
a la conversiéon de campo cercano a campo lejano en el dominio del tiempo para el
calculo de la RCS.

En el capitulo cuarto se trata el problema tridimensional y se propone una nueva
interpretaciéon del FDTD basada en la formulacion de las ecuaciones de Maxwell como
una relacién entre las integrales de superficie y de volumen de los campos, que lleva a
la extension del método Contour Path a tres dimensiones. La verificacion de este método
se ha llevado a cabo mediante su aplicacion a una familia de ojivas metalicas.

1.3 Antecedentes

El método FDTD genera una bibliografia numerosa y creciente de la cual solo se da a
continuacién una referencia selectiva. Sin pretender ser exhaustivos, se prestara una
mayor atencion a las aportaciones mas recientes y a aquellas directamente relacionadas
con el objeto central de esta memoria.

Aunque la aplicacion de diferencias finitas a las ecuaciones de Maxwell fue intro-
ducida a la comunidad electromagnética por Yee en (1966), los origenes de la resolucion
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante diferencias finitas se remon-
tan a 1928 en un articulo de Courant, Friedrichs y Lewy (Courant ef al., 1928). No fue
hasta quince afios después, en tiempos de la Segunda Guerra Mundial, cuando se aplic6,
con ayuda de las primeras computadoras, a problemas de dindmica de fluidos. Después
de la guerra se amplié su campo a problemas de difusion y transporte de neutrones,
reacciones termonucleares, radiacion, etc.

Progresivamente el niimero de problemas abordado mediante diferencias finitas se
ha ido expandiendo con el avance la microelectronica, asi como han ido apareciendo
nuevos algoritmos basados muy a menudo mas en la intuicién que en fundamentos
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matematicos. Cuestiones como la convergencia, estabilidad, estimaciones de error,
no han sido tratadas de forma paralela al desarrollo computacional de los métodos.
Por ello, el segundo capitulo de esta memoria pretende dar una vision general de los
métodos en diferencias aplicados a la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales, particularmente de tipo hiperbélico. Los conceptos alli expuestos
estan basados en los trabajos de Courant, Von-Neumann, Lax, Richtmyer y Morton,
entre otros, durante los afios 40 y 50 (Lax y Ritchmyer, 1956) (Richtmyer y Morton,
1967). Textos bésicos sobre esquemas en diferencias pueden hallarse en (Mitchell y
Griffiths, 1980) (Smith, 1985)(Godunov y Ryabenkii, 1987). Otros textos mas recientes
recopilan trabajos de investigacion matematicos mas elaborados (Dautray y Lions, 1984).
Aunque el punto de partida clasico de algunos textos suele ser la solucion dela ecuacion
parabolica unidimensional, los conceptos se han trasladado a ecuaciones hiperbolicas
en una o mas dimensiones.

Su aplicacién en electromagnetismo computacional ?, a partir del trabajo de Yee, se ha
desarrollado unida a nombres como los de Taflove, Umashankar o Holland, entre otros:
(Taflove y Brodwin, 1975b), (Holland, 1977), (Umashankar y Taflove, 1982), (Taflove
y Umashankar, 1983), (Holland, 1983), (Taflove et al., 1985). Trabajos de recopilacién
como los de (Taflove y Umashankar, 1987), (1990b) constituyen referencias tutoriales del
meétodo.

Desde su nacimiento, los esfuerzos en la investigacion en la aplicacion de los métodos
en diferencias para resolver las ecuaciones de Maxwell, han seguido dos direcciones
fundamentales:

e Mejoras, modificaciones y alternativas al método: refinamiento de los esquemas en
diferencias, métodos proximos que superen algunas de sus limitaciones, busqueda
de condiciones de truncamiento de la region de cdlculo, modelado.

e Aplicaciones a problemas concretos.

1.3.1 Mejoras, modificaciones y alternativas

Una de las ventajas principales de los métodos en diferencias es la de su sencillez y
adaptabilidad al calculo por ordenador. Los algoritmos explicitos presentan ademas la
ventaja de ser secuenciales en el tiempo, y no precisar inversién matricial. Dentro de las
mejoras del método es necesario destacar tres lineas de investigacién:

e Tratamiento de la dispersion del método.

o Busqueda de condiciones de truncamiento de la regidn de solucién adecuadas.

*Una revisién de los métodos computacionales en electromagnetismo puede encontrarse en (Miller,
1988)
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e Modelacién de las caracteristicas materiales electromagnéticas de objetos curvos
de forma no-escalonada.

Acompaiiando estas lineas de trabajo, existe un esfuerzo constante por cimentar
matematicamente los avances que el motor del desarrollo de aplicaciones necesita.

Los tres puntos clave a tener en cuenta en la aplicacion de esquemas en diferencias a
problemas diferenciales son la consistencia, la convergencia y la estabilidad del método.
Desde el trabajo (Lax y Ritchmyer, 1956), donde se prueba formalmente la relacion entre
estos conceptos, ha sido preocupacién constante la busqueda de condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad de los esquemas y las modificaciones que se han ido sucedi-
endo. La aplicacién de esquemas uniformes a problemas de valores iniciales da lugar a
métodos bien conocidos y de facil puesta en practica, como los de Von-Neumann (VN)
y Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) ((Wilson, 1972), (Abarbanel y Gottlieb, 1979)).

Sin embargo cuando se trata de resolver problemas de valores iniciales y de fron-
tera, el tratamiento de la estabilidad se torna matemadticamente mas complicado, y es
preciso esperar a los trabajos de (Kreiss, 1968) (1970) y al trabajo de Gustafsson, Kreiss
y Sundstrom (Gustafsson et al., 1972), para obtener criterios rigurosos del estudio de
la estabilidad de estos problemas. Este tultimo trabajo, que ha dado lugar al llamado
método GKS, es dereferencia obligada y en él se ha basado gran cantidad del trabajo pos-
terior en este campo (ver (Goldberg y Tadmor, 1978) (1981) (1985) (1987), (Burns, 1978)
y (Abarbanel y Gottlieb, 1979)). Siendo el método GKS un método de dificil aplicacion,
son de resaltar los articulos (Trefethen, 1982)(1983)(1984)(1986) en la linea de dar una
interpretacion fisica al mismo, en términos de velocidad de grupo. Una recopilacion de
distintos métodos para discretizar la ecuacion de ondas, planteada como un problema de

frontera y valores iniciales, y de su estabilidad, puede encontrarse en (Twizell y Tirmizi,
1985).

Tratamiento de la dispersiéon del método

Cada esquema en diferencias presenta unas caracteristicas dispersivas, que se traducen
en diferencias de fase de su solucién respecto de la solucion del problema diferencial.
El orden de aproximacién del esquema es fundamental para incrementar la eficiencia
del método en este sentido. En (Zwas y Abarbanel, 1971), para el esquema de Lax-
Wendroff ¢, 6 en (Oliger, 1974), ya se presentan algoritmos de orden superior aplicados
a ecuaciones hiperbdlicas. Recientemente (Fang, 1989) y (Deveze, 1992) han estudiado
algoritmos centrados de cuarto orden en espacio y segundo o cuarto en tiempo, com-
parandolos con el algoritmo de Yee. En esta memoria se presentan resultados en dos
dimensiones del algoritmo centrado de cuarto orden en espacio y segundo en tiempo.

*(Lax y Wedroff, 1960)
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Las caracteristicas dispersivas de otros esquemas, basados en una disposicion espacial
de los campos diferente a la de Yee, han sido tratadas en (Materdey Bao-Hung, 1993).

Otra vias de reduccién de la dispersién se basan en la adicién a las ecuaciones de un
término difusivo ficticio (Omick y Castillo lo hacen en un algoritmo de un nudo (1993)),
y corrigiendo ademas los errores de amplitud debidos a este término (Watanabe, 1987).
Lareduccidn de la dispersion se hace especialmente necesaria en el estudio en el dominio
del tiempo de transitorios cortos.

Biisqueda de condiciones de truncamiento de la region de solucién adecuadas

El problema de buscar condiciones de truncamiento estables del espacio de solucién
ha generado una bibliografia extensa, que continiia incrementandose. (Lindman, 1975),
(Bayliss y Turkel, 1980), (Engquist y Majda, 1977), (Gottlieb y Turkel, 1978), (Engquist
y Majda, 1979), (Bayliss y Turkel, 1980), (Mur, 1981), (Sloan, 1983), (Ziolkowsky et al.,
1983), (Liaoet al., 1984), (Keys, 1985), (Higdon, 1986), (Higdon, 1987), (Fang y Mei, 1989),
(Canning, 1990), (Ramabhi et al., 1991), (Olivier, 1992), (Tirkas et al., 1992), (Mei y Fang,
1992), (Betz y Mittra, 1993), (McInturff y Simon, 1993), (Railton et al., 1993) son algunos
de los trabajos involucrados en este estudio. En todos los casos es critico el estudio de
la estabilidad, para el cual el método GKS provee un forma sistematica.

Modelacion de las caracteristicas materiales electromagnéticas de objetos curvos de
forma no-escalonada

Los casos de interés practico de resolucién de las ecuaciones de Maxwell, surgen de
permitir variaciones de los coeficientes de las ecuaciones, a fin de estudiar su solucién
en presencia de medios materiales. Cuando se utilizan esquemas de paso constante, las
variaciones de los mismos es permitida con la resolucién de un paso espacial. Para una
red cartesiana (con incrementos espaciales iguales en las tres direcciones), por ejemplo,
esto implica que el objeto material es una coleccién de celdas cibicas en las que estan
definidas las caracteristicas del material. Si el objeto es curvo, este modelo puede
conducir a soluciones erréneas. (Cangellaris y Wright, 1991) y (Holland, 1993) han
estudiado el error asociado con el uso de una aproximacién en escalera para modelar
paredes conductoras.

Un gran esfuerzo se ha dedicado y se esta dedicando a este problema: de un lado
la utilizacion de métodos de volumen finito, que implican deformaciones complejas de
las celdas espaciales y recuerdan en su planteamiento al de los elementos finitos ° y que
han motivado trabajos donde se da una visién unificada de los métodos de diferencias,
volumenes y elementos finitos ( (Selmin, 1993), (Lahrman, 1992), (Vinokur, 1989)), y de

°En (Zienkiewicz, 1977) se halla una revisién del mismo.
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otro lado métodos que intentan deformar localmente la red espacial para conformar el
objeto, utilizando los algoritmos usuales lejos del mismo.

Una de las motivaciones de la presente memoria ha sido el desarrollo de algoritmos
locales de conformacién que sean facilmente automatizables y que intenten mantener la
simplicidad general del método. Por ello, y sin animo de ser exhaustivo, se recogen a
continuacién las principales aportaciones al problema existentes en la literatura.

Las primeras contribuciones, dentro de la primera linea citada mas arriba, al
tratamiento de dispersores curvos hay que buscarlas en un trabajo de Holland (1983).
Su método estd basado en un planteamiento covariante de las ecuaciones diferenciales
de Maxwell, que permite expresarlas en coordenadas curvilineas generalizadas no or-
togonales. Basandose en este trabajo, (Fusco, 1990) y (Fusco et al., 1991) plantean las
ecuaciones de Maxwell diferenciales en coordenadas curvilineas y estudian a problemas
tanto bi como tridimensionales respectivamente. Diversas aplicaciones basadas en el
algoritmo de Holland y extensiones a él, se pueden encontrar; entre ellas: (Lee et al.,
1992) generaliza el método de Holland y lo aplica a la modelacién de discontinuidades
en guias de onda, (Harms et al., 1992) lo aplica la calcular las frecuencias de resonancia
en cavidades cilindricas, (Kashiwa et al., 1994) trata antenas de microstrip en superficies
curvas.

Madsen y Ziolkowski (1988), utilizando las formas integrales de las ecuaciones de
Maxwell, rompieron con la necesidad de resolver las ecuaciones en sistemas de coor-
denadas donde existiese una métrica, imposicién necesaria en el método de Holland.
Holland et al. en (1991) retoman el método de Madsen y Ziolkowski aplicindolo a
problemas bidimensionales y, aunque no hacen un estudio formal de la estabilidad del
método, para redes ortogonales no encuentran inestabilidades si imponen el criterio
CFL a cada celda. En (Madsen y Ziolkowski, 1990) se extiende el trabajo de (1988) a tres
dimensiones y se comenta la aparicién de un crecimiento no fisico tardio de la evolucion
temporal, cuando la red es extremadamente distorsionada.

Estos métodos, que aprovechan en gran parte técnicas del campo de la fisica de
fluidos computacional, encuentran continuacién en trabajos como (Shankar et al., 1989),
(Shankar et al., 1990) y (Mohammadian et al., 1991) donde se describe un método de
volumenes finitos similar al primero de Holland, pero discretizando las ecuaciones
diferenciales de Maxwell en forma de ley de conservacion, mediante el algoritmo de Lax—
Wendroff; aunque no se prueba formalmente, también se dan criterios de estabilidad
basados en el jacobiano de la transformacion de coordenadas.

En una linea préxima al del método de los elementos finitos, (Cangellaris et al.,
1987) presenta un método en dos dimensiones, aplicado tanto a conductores como a
dieléctricos, basado en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales de Maxwell en
una red que se deforma gradualmente para conformar localmente al objeto. Basicamente,
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discretiza las derivadas temporales mediante diferencias centradas y propone una ex-
pansion de las dependencias espaciales de los campos en suma de unas funciones base
dadas. No se derivan condiciones de estabilidad, por ser dificiles para elementos irregu-
lares, pero se afirma que ciertas configuraciones violan el criterio CFL. Un antecedente
a este trabajo, pero utilizando redes globalmente distorsionadas, se encuentra en (Mei
etal., 1984).

Aparte de las complejidades intrinsecas, y de la dificultad de construir codigos de
modelacién automatica, uno de los inconvenientes del uso de redes no estructuradas
surge delasnecesidades debidas al almacenamiento de los tensores métricos, los vectores
directores y otras cantidades necesarias en cada nudo para hacer avanzar el algoritmo.
Una solucién intermedia se propone en (Yee et al., 1992), que utiliza redes conformadas
en la que se discretizan las ecuaciones en coordenadas curvilineas (aunque es posible
utilizar cualquier otro método) cerca del objeto, y la red usual para el resto de la region.
Ambas redes se superponen y mediante interpolacién, se especifican las condiciones de
conexién entre ambas.

Otro problema de estos métodos es la dificultad de obtencién de criterios rigurosos
sobre su estabilidad, sobre todo para redes no estructuradas; en cuanto a los algoritmos
en coordenadas curvilineas, recientemente (Lee et al., 1992) han reformulado el método
original de Holland y han derivado las condiciones de estabilidad. También en (Ray,
1993) se estudia, mediante el criterio de VN, la estabilidad de los algoritmos en coor-
denadas no ortogonales, de modo simplificado suponiendo que todo el espacio esta
mallado con celdas deformadas de una determinada forma.

Otra aproximacion diferente al problema de modelado de contornos curvos es la
de utilizar los algoritmos para redes ortogonales, efectuando un submallado cerca del
objeto, que de cuenta de las variaciones en su contorno, y una red menos densa en el
resto. Mediante unas condiciones de conexidn, se ensamblan ambas redes. Esta técnica
de simple aplicacion, cuya estabilidad fue estudiada mediante el método GKS, para el
caso de refinamiento espacial, en (Ciment, 1971), y para el caso de refinamiento espacial y
temporal, en (Berger, 1985), fue aplicada en electromagnetismo computacional en (Kunz
y Simpson, 1981). Recientemente otros autores ((Li et al., 1993), (Kim y Hoefer, 1990),
(Zivanovic et al., 1991) y (Prescott y Shuley, 1992) extendiendo el trabajo del anterior) la
han aplicado a diversos problemas. Es de hacer notar el estudio hecho en (Trefethen,
1982) dela estabilidad de la conexién de redes de distinto paso. En este trabajo Threfethen
explica en términos de pardsitos, compatibles con la relacién de dispersién, y que son
excitados en las interfases que entre redes (y en entre medios), la aplicacién de la teoria
GKS a este problema. Un remedio para estos parasitos es propuesto en (Browning et al.,
1973) utilizando esquemas disipativos.

Finalmente, una solucion simple al problema surge de deformar sélamente las celdas
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proximas al objeto adaptandolas a su superficie, aplicando el algoritmo usual para el
resto de las celdas. En estas celdas deformadas los campos se sitian en los mismos
puntos que en las celdas sin deformar, y, para calcular los situados en el centro de las
mismas, se hace uso de las leyes de Ampere y Faraday en forma integral. Este método
ha sido utilizado en diversos problemas, donde para tener en cuenta el detalle del objeto
(hilos, laminas, rendijas, etc.), se precisaria un mallado excesivamente fino, que, de ser
utilizado en toda la red, haria inviable computacionalmente el método.

En (Umashankar et al., 1987) se utiliza la ley de Faraday para estudiar el acoplamiento
entre hilos y cavidades mediante un método hibrido EFIE-FDTD. En (Tafloveetal., 1988)
se presenta formalmente el método bajo el nombre de Contour Path © y es aplicado a
dispersion mediante hilos rectos y a penetracion a través de rendijas. Para ello se afiade
informacién adicional de la variacién segin 1/r de los campos en la cercania del hilo, a
fin de llevar a cabo la integracién. En (Jurgens et al., 1992) se da forma final al método
en dos dimensiones y se introduce la llamada aproximacion de vecino mds cercano como
un medio de evitar el calculo de las corrientes y la utilizacién de la ley de Ampere. El
método es aplicado a dispersién por conductores y dieléctricos.

En esta aproximacién se han basado trabajos que tratan problemas donde se involu-
cran hilos delgados: (Luebbers et al., 1992a), (Luebbers et al., 1993)); y laminas y rendijas
delgadas: (Kats et al., 1991) (radiacién mediante antenas de bocina), (Tirkas y Demarest,
1991), (Maloney y Smith, 1992), (Shorthouse y Railton, 1992) (circuitos integrados de
microondas, introduciendo informacién a priori de factores de correccion basados en
el conocimiento de la forma de los campos cerca de la estructura), (Railton, 1993), etc.
Los distintos métodos de tratar lJaminas delgadas utilizando variantes del método CP se
resumen en el trabajo (Maloney y Smith, 1993a).

Recientemente se han propuesto generalizaciones a tres dimensiones: (Jurgens y
Taflove, 1993) lo hace de forma directa y (Gonzalez et al., 1993) utiliza una forma
volumica de la ley de Faraday, en la que se utilizan celdas adaptadas a la superficie
superponiéndose entre si, a fin de evitar, en lo posible, la utilizacion de la aproximacion
de vecino mas cercano. (Fang y Ren, 1993), también con esta finalidad, aplica el método
CP localmente de una forma similar a como lo hace (Jurgens et al., 1992), para modelar
laminas planas de contorno alabeado en tres dimensiones. La diferencia radica en que,
para ciertas celdas, es posible escoger dos deformaciones distintas, y evaluar la circu-
lacién de los campos eléctricos en su contorno. Con una de las circulaciones se calcula el
campo magnético, y con la otra se despeja el campo eléctrico sobre alguno de los lados,
que mas tarde se precisara para el calculo de otros campos magnéticos, sin necesidad de
utilizar la antedicha aproximacion.

Por ultimo, es interesante citar el trabajo (Rappaport, 1991) que aplica las formas

8 Abreviadamente CP



12 ) CAP{TULO 1. JUSTIFICACION Y PRECEDENTES

integrales de las leyes de Ampere y Faraday a regiones malladas triangularmente.
En todos estos trabajos, es de hacer notar la ausencia de referencias especificas a la
estabilidad del método.

1.3.2 Aplicaciones

El método ha sido, y contintia siendo actualmente, aplicado a numerosos casos practicos,
siendo éste el campo de mas actividad en torno al mismo. Una revision del método y
de la bibliografia puede encontrarse en los trabajos de Taflove y Umashankar (1990b)
y (1990a).

Uno de las aplicaciones mas consolidadas es la de aplicacién del método a dispersion
y calculo de RCS ((Umashankar y Taflove, 1982), (Furse et al., 1990), (Tirkas y Demarest,
1991)). El estudio de la interaccién y absorcién de ondas electromagnéticas mediante
tejidos vivos ha sido llevada a cabo en (Taflove y Brodwin, 1975a), (Sullivan et al., 1987),
(Sullivan, 1991), (Chen y Gandhi, 1991), (Shaw et al., 1991) y (Dimbylow, 1991).

Medios dispersivos han sido tratados en (Luebbers et al., 1990), (Luebbers et al.,
1991b), (Hunsberger et al., 1992), (Gandhi et al., 1993), (Petropulos, 1994).

Al andlisis de circuitos de microondas se ha aplicado en (Gwarek, 1985), (1988),
(Gwarek et al., 1993), (Fang et al., 1987), (Zhang et al., 1988), (Sheen et al., 1990), (Jarem,
1991), (Ko y Mittra, 1991), (Pereda et al., 1993), (Feix et al., 1992).

En antenas (Reineix y Jecko, 1989), (Maloney et al., 1990), (Kats et al., 1991), (Tirkas y
Balanis, 1992), (Luebbers et al., 1992a), (Luebbers et al., 1993), (Maloney y Smith, 1993b),
(Tirkas et al., 1993).

En cuanto al estudio de medios anisétropos, al no ser el esquema de Yee adecuado
dado el entremezclamiento de componentes que se produce, la busqueda de otros al-
goritmos es punto fundamental de la investigaciéon. En (Bi et al., 1991) se utiliza una
algoritmo bidimensional de dos nudos (todas las componentes eléctricas en un nudo
y todas la magnéticas en otro) para resolver el problema. (Chen et al., 1991) propone
un tipo de celda compleja y relaciona el método con el TLM. (Omick y Castillo, 1993)
utilizan un algoritmo de un solo nudo. (Scheneider y Hudson, 1993) estudian medios
anisotropos no diagonales. (Reinex et al., 1992) analizan una gufa bidimensional de
ferrita. (Pereda et al., 1993) tratan también ferritas magnetizadas mediante un algoritmo
modificado. (Asi y Shafai, 1992) y (Xiao et al., 1992) utilizan la red de Yee, en la que
se han colapsado dos planos de un octante del cubo de Yee, para producir un algoritmo
bidimensional que permite tratar problemas tridimensionales de guias homogéneas en
la direccién de propagacién, reduciéndolos a dos dimensiones. (Xiao y Vahldieck, 1993)
extiende al anterior método y lo aplica a medios anisétropos con elementos no diago-
nales. (Materdey Bao-Hung, 1993)(1993a)(Materdey et al., 1993b)(Materdey et al., 1994)
hace una estudio de diversos esquemas ttiles en el tratamiento de gufas anisétropas,
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asi como de su estabilidad y dispersion. En (Shlager et al., 1993) se hace un estudio
comparativo, entre otros, de los métodos de Bi y Chen citados anteriormente, en cuanto
a sus necesidades computacionales, estabilidad y dispersion.






Capitulo 2

Esquemas en diferencias

2.1 Introduccion

En este capitulo se van a tratar de forma general métodos basados en esquemas en
diferencias finitas, aplicados a la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. Las ecuaciones rotacionales de Maxwell constituyen un caso parti-
cular de ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas que se puede resolver adecuada-
mente mediante esquemas en diferencias. Primeramente se presentaran los elementos
basicos del desarrollo de esquemas en diferencias particularizados a una dimension, y
se introduciran los conceptos de consistencia, convergencia y estabilidad de un esquema
en diferencias. Aunque el estudio se centrard en ecuaciones diferenciales hiperbdlicas,
una gran parte de los conceptos son directamente aplicables a ecuaciones parabdlicas
(por ejemplo la ecuacién del calor) o ecuaciones elipticas (ecuacién de Laplace).

Sea, primeramente, el problema unidimensional de encontrar una funcion vectorial
de Q componentes V = (V1, ..., V) con

Vilz,1) iR X Rt — R

solucién de

9V 1A% 20, V(z,0)= Vo(2) @.1)

con A matriz de constantes reales cuadrada de @ x ). A este problema se le llama
problema de valores iniciales o de Cauchy. El problema esta bien planteado si admite
solucién tnica, dependiente de forma continua de los valores iniciales Vz, ¢ L

El sistema se dice hiperbodlico si A es diagonalizable con autovalores reales (no
necesariamente distintos entre si) y tiene exactamente ) autovectores linealmente inde-
pendientes, es decir, si existe una matriz P no singular (con determinante no nulo) tal

'Equivalente a imponer que las soluciones sean estables en el sentido de Liapunov.

15



16 ] CAPITULO 2. ESQUEMAS EN DIFERENCIAS

que
P lAP=D

donde D es una matriz diagonal cuyos elementos D;; = A; son los autovalores de A.
En estas condiciones el sistema de ecuaciones (2.1) se desacopla en un conjunto de ¢
ecuaciones escalares, ya que

0PV 0PV

—  + PAP1—— =0
ot T Oz

si U = PV, el sistema se reduce a

%—F)\i%l—; =0 , conU(z,0)="Uy(z) , Vi=1,..,0Q
Un ejemplo de ecuaciones hiperbolicas son las ecuaciones rotacionales de Maxwell en
una dimension, planteadas para medios lineales y en ausencia de fuentes. Redefiniendo

—

T=ct |, B=cB 2.2)

con ¢ la velocidad de la luz en el medio, y poniendo

0 1
V=(E,B) , A=
msr o as(0))
queda
ov aov
ot =0
A es diagonalizable con autovalores A\; = 1y A, = —1 y una base de autovectores

formada por {(l, 1 (L, —l)T}. La matriz P que diagonaliza a A es
P < 1 -1 )
1 1

U1=EZ—By ; []QZE;;—{"By

y, por tanto

con lo que el sistema queda desacoplado en dos ecuaciones linealmente independientes

Ox

aU, 09U,

or ' 0z o7

=0

que admite solucion unica cuando se especifican Uy(z,0) = Uy, (2) y Uz(z,0) = Uy, (z)
Vz € (—o00,00) y V7T € [0, ).

’ 3
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2.2 Solucién general del problema de Cauchy

El problema (2.1) ha quedado, asi, reducido al de la resolucion de @ ecuaciones escalares
de la forma
aUu aU
EIRAr T
Se dedicara este apartado a la obtencién de la solucion general de esta ecuacion. Para
ello se considera el campo vectorial E =i+ ai + 0U cuyas lineas de campo son rectas
de la forma

0 , U(z,0)="Uo(z) VYze€ (—o0,00), Vte[0,0)

{ z=at+C
U=C'

con C' y (" constantes arbitrarias. A las superficies formadas por lineas vectoriales se
las denomina superficies vectoriales, y, en general, se obtienen considerando el conjunto
de puntos que pertenecen a una familia paramétrica de lineas vectoriales arbitraria, que
depende de forma continua del parametro. La superficie vectorial se caracteriza por
un vector .V normal a la misma, que cumple N - E = 0 en todo punto. Si la superficie
vectorial ¢cs dela forma U = U(z,t)

N = 8(;;5%—%:%-{—[7 N.E:%H%—i—:o

luego la resolucién de la ecuacién diferencial original se reduce al calculo de las su-
perficies vectoriales. Una familia monoparamétrica de lineas que constituyen una su-
perficie vectorial, se obtiene estableciendo una dependencia continua entre C' y C’,
&(C,C") =0 = ¢(z —at,U) = 0, y, en general, cualquier funcién derivable arbitraria
de la forma U = Uy(z — at) es una superficie vectorial, y, en consecuencia, una solucion

de la ecuacién diferencial. A la recta ¢ = at se la denomina caracteristica de la ecuacion
diferencial.

Resumiendo, el problema de Cauchy
ot oz
admite solucién tnica Vz € (—oc0,0), si se especifica en un instante de tiempo (por
ejemplo, t=0) U(z,0) = Up(z) Va con Uy(x) funcién derivable; tal solucion vale

0

U(z,t) = Up(z —at) Vz € (—o0,0) , Vie][0,00) 2.3)

2.3 Problema de valores iniciales y de frontera

Un problema mas usual se tiene cuando la regién espacial de calculo estd acotada, como,

por ejemplo, en
ou ~ oU
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El problema puro de valores iniciales, con la condicién inicial U(z,0) = Uo(z) Yz €
[0, 00) tendria por solucidn U(z,t) = Up(z — at). Esta solucién sigue siendo valida para
el problema (2.4) cuando a < 0. Si @ > 0 la validez de esa solucion se restringe a puntos
(x,t) que cumplan z — at > 0, ya que la regién de calculo esta acotada y los valores
iniciales no estdn definidos para = < at. Es preciso, por tanto, afiadir una condicién de
frontera en z = 0, por ejemplo del tipo U(0,t) = Uy(t) Vt > 0. Dada la simetria del
problema, U(z,t) = Uy(t — £) serd una solucién del problema cuando ¢ — £ > 0. Por
tanto, la solucion general tnica del problema es

Up(z —at) si z—at>0
U(t—%) st z—at<0

donde se cumple, por continuidad, Uy(0) = Uy(0).
Generalizando el resultado a un sistema hiperbolico desacoplado de la forma
oU; oU;

—_—+/\‘L——:O VZ:l‘-:Q 9 con {Al>0 221""5]\’:

2.
ot dx Ai<0 1=k+1,...,Q @9

que tendra solucion tinica V¢ > 0y 2o < = < z; siseespecifican k condiciones de frontera
enz = zg de la forma
ilz = gg,1) = Ui, () 1=1,...k (2.6)

y @ — k condiciones de frontera en z = z; de la forma
Uil = 81,1 = Ui, (1) i=k+1,..,0Q (2.7)

ademas de @) condiciones iniciales

Tal solucidn es

Up(z=Ait) st e—Atzeo |,
l]ibo(t_)\i,') i o — ME<m =1k (A >0)
Uiz = Ait) si o= M\t <

TO( I) Z ST 2:k+l’

Libl(t - /\_t) ST I — /\i'l Z T

Ui(xvt) =
@ (Mi<0)

A este tipo de problema se le denomina problema de valores iniciales y de frontera.

24 Esquemas en diferencias

En este apartado se hard una introduccién a la solucién numérica de un problema
unidimensional de condiciones iniciales y de frontera mediante el método de diferencias
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finitas. El punto de partida serd la busqueda de una solucién numérica que aproxime a
la solucién exacta de la ecuacion (ya desacoplada)

a_U. + a.8£
at Oz
con condiciones iniciales U(z,0) = Up(z), y de contorno expresadas operacionalmente

L(U(z,t)) = =0 Vte[0,00) , Vzel[0,X] (2.8)

de forma general como

{Bo(U(z)}e=0 =0 » {Bi(U(2))}z=x =0

donde By y By sonlos operadores que describen las condiciones impuestas enla frontera?.
Por ejemplo, las condiciones del tipo (2.6) y (2.7) se dicen de tipo Dirichlet. Si son del
tipo
ou . aU;
—(z=0,t) = Up, () 2

52 (z = X,t) = U, (1)

se denominan de tipo Neumann ®.
Se trata, pues, de describir la simulacion numérica de este problema, para lo cual se
haran las siguientes definiciones previas.

Definicién 1 (Aproximacién de orden n de una funcién) Una funcion real F(x) se dice
aproximada mediante F,,(x ) en x hasta orden n, cuando

|F(z) ~ Fapla)| < kA
con k constante independiente de A. También se suele notar mediante
|[F(z) = Fop(z)| = O(A™)

Definicién 2 (Red espacio temporal) Para resolver (2.8) numcricamente se introduce una
red espacio—temporal formada por el conjunto de nudos

(m,n)=(z =mA,t=nAt) , me[0,M] , ne0,o0)
La solucion exacta de la ecuacion diferencial en el nudo (m, n) se notard como U™ (m).

Definicién 3 (Esquema en diferencias) Sedenominard esquema en diferenciasde la ecuacion
diferencial L(U(x,t)) = 0 a una ecuacion

Lap(u™(m)) = Lop(u™(m),v"*(m'))=0 , i=1...p , m' =0,...,M

cuya solucion exacta u™(m) en cada punto (m, n) de la red aproxima a la correspondiente de la
ecuacion diferencial *.

*Por simplicidad se han puesto los puntos fronteraen zo =0y z; = X
®Para construir la solucién general del problema de Cauchy, con estas condiciones, ver (Courant y
Hilbert, 1962)

*En lo sucesivo se consideraran sdlamente relaciones lineales
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Definicién 4 (Esquemas explicitos e implicitos) Si el esquema permite obtener u"(m)
como una funcién explicita de u"~*(m') se dice explicito, e implicito en caso contrario.

En adelante, salvo que se diga lo contrario, se utilizardn esquemas explicitos.
Definicién 5 (Orden de aproximacién de un esquema) Un esquema en diferencias
Lap(u™(m)) = 0
se dice que es de orden g, espacial y q; temporal si
T"(m) = Lop(U™(m)) = O(AT 4+ At®)

donde U™(m) es la solucion exacta de la ecuacion diferencial en (z = mA,t = nAt). T"(m)
recibe el nombre de error de truncamiento local.

Definicion 6 (Esquema a p + 1 niveles) Es aquel que permite obtener u"(m) a partir de

=1

W (m ) coni=1,...,p.
Definicién 7 (Operador Adelanto)

Ape - Fla,8,...) = Fla+ pAa,f,...) (2.9)
Definicién 8 (Operador Retraso)

Rpe * Fl0, B, ...) = Fla—pAa,B,...) (2.10)

Cualquier operacion que aparece en un esquema en diferencias involucra la evalu-
acion de funciones en puntos diversos de la red espacio-temporal, y, por tanto, puede
ser puesta como combinacion lineal de los operadores retraso y adelanto (Materdey Bao-
Hung, 1993). Estos operadores basicos dan lugar a su vez a los siguientes:

Definicion 9 (Diferenciacién centrada de segundo orden)

1 N
Dpa . F(a’ﬁ’ o ) = m<‘4pcx - Rpoz) : F(Cl'yﬂ, 2 575
1 %
= i (F(a +pAa,B,...) — Fla - pAa, §,. . .)) 2.11)

Definicion 10 (Promedio centrado de segundo orden)

PpuF(a,B,..) %(Apa + Rpa) - Flaf,..)

1 :
= §<F(a +pAa,B,..) + Fa - pAa,j,..)) (2.12)
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Estos operadores aproximan hasta segundo orden en pAa (si p # 0) a los operadores
derivacién e identidad analiticos. En particular Py, es el operador identidad.

La resolucién numérica de (2.8) implica la simulacién de dicha ecuaciéon mediante
un esquema numeérico consistente en la ecuacién

(Dy+aDg)-uv"(m)=0 VYme[0,M] , ne[0,0) (2.13)

donde D; y D, son, en general, operadores numeéricos de derivacion (por ejemplo
Dy = Dy y Dy = Dy,). Enlo sucesivo se hara uso preferentemente de los operadores
centrados, aunque para conformar superficies sera conveniente recurrir a operadores no
centrados.

Un método muy general de obtener esquemas numéricos a diferentes niveles y
diferentes 6érdenes de aproximacion se basa en el uso del desarrollo en serie de Taylor
(puede también utilizarse otro tipo de desarrollos como el de fracciones de Padé).

Haciendo uso de la notacién abreviada

U™ (m) _ 09U(z,1)
da? - dal z=mA

t=nAt
puede escribirse

U™(m) | A?9*U™(m) | AP PU™M(m)

UTH(m) = Un(m) + A= +

2! 012 3! 03 1)

oU™Mm) | A20*Un(m)  A*9PUM"(m)

rn—1 \ _ JT™n _ _
= m) = B — & ot 21 92 3! a3

conf, ' € (0,1).
Con los dos primeros términos de (2.14), y teniendo en cuenta (2.8), se tiene una
aproximacién a la derivada temporal de primer orden

(2.15)

Unﬂ(m') — Un(m) + Aial/ 6Em) + R,
= v(m)-aal2™ L g, (2.16)
con
P At? aQUn-W(m’)
T 12
y 8 €(0,1).

Restando miembro a miembro (2.14) y (2.15) se obtiene una aproximacion de segundo

orden
]’Tl
Urtl(m) = U™ Y(m)+ 2Atalaim) + R
aU™(m)
oz

= U™ !(m) - 2aAt + Rs (2.17)
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. UH(m) U (m)
2, 5{0°U(m "= (m
Bs = g ( o o8 )
y 6,6 € (0,1).
Con los tres primeros términos, la derivada temporal resulta aproximada hasta cuarto
orden oU™m)  At? 9°U™(m)
() = gl i ®+R 2.18
U™ (m) = U"""(m) + 2At T t3 BIE + ks (2.18)
con 577n+0 5prn—6"
n ) a l]’n—
60 otd ots

Dada la homogeneidad del problema de Cauchy, se prueba por induccién que, si se
cumple la Ec. (2.8), también se cumple

o U
g TV O ES

con lo que (2.18) queda también como

= (2.19)

Af@U”(m) 3 A2 93U™(m)
' Oz 3 dz3

Este método da una forma sistematica de obtener un orden de aproximacién tem-

U (m) = U™ (m) - 2 e

poral arbitrario, mediante derivadas espaciales sucesivas gracias a (2.19). Estos 6rdenes
de aproximacién mayores a las derivadas temporales podrian tenerse tomando maés
términos en la expansion de la derivada temporal pero, dado que en la simulacién com-
putacional se itera sobre la variable temporal, esto altimo supondria almacenar tantos
mas instantes temporales hacia atras, para toda la region espacial de célculo, cuantos
mas términos temporales se tomen, con los consiguientes problemas de almacenamiento
en memoria. Por el contrario, al ser preciso almacenar en cada instante el valor de U en
todas las posiciones, no supone requerimiento extra de memoria el utilizar un mayor
numero de valores espaciales de U para obtener 6rdenes de aproximacién mayores a las
derivadas temporales.

Dependiendo del orden de aproximacién de las derivadas espaciales en (2.16), (2.17),
(2.20) se obtienen distintas aproximaciones a la ecuacion diferencial original. He aqui
algunos.

El operador Diferenciacion centrada de segundo orden definido en (2.11) aplicado a la
derivacion espacial de funciones espacio-temporales, cumple

OF(z,t 1 PF(z,t
Do+ Floyt) = = )+§p2A2—ais )
1 2n—1F t'

(2n —1)! goon-1 T fant
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con

R Jon AT <52”+1F(z +6,0) 9" F(z 49, 1.'))
2n4+1 = N T

1
2(2n+1) dzn+tl dgentt

g € (Ova) ) 9, € (_pAa 0)

Por tanto Dy, - F(z,t) aproxima hasta segundo orden a la primera derivada espacial
de F(z,t). Mediante combinaciones lineales de operadores en diferencias centradas es
posible obtener 6rdenes de aproximacién superiores; por ejemplo

9 1
<§Dlx — §D31> : F(CE,t) (222)

constituye una aproximacion de cuarto orden de %l
Analogamente,
(Diz o Dig) - F(z,t)

aproxima a hasta segundo orden a eﬂ_gr(%:,_q y

3 .
(Digo Digo Diz)- Flz,t) = E(D&r - Dl;r) - F(x,t) (2.23)
es una aproximacién de segundo orden de —T—asgf'”

Introduciendo en la ecuacién diferencial las anteriores aproximaciones, despreciando
los restos R, y substituyendo las variables en maytscula por mintisculas, quedan, lo
que se ha llamado propiamente, esquemas en diferencias de la ecuacion original, cuya
solucién aproximara en mayor o menor medida, segin se estudiara posteriormente, a la
solucién analitica. He aqui algunos esquemas ttiles a dos y a tres niveles, que se usaran
a lo largo de esta memoria:

o Esquema hacia adelante de primer orden temporal y centrado en espacio de se-
gundo orden

u" T (m) = u"(m) — aAtDy, - u™(m)
e Esquema centrado de segundo orden en tiempo y en espacio °:
"t (m) = " (m) — 2aAtDy, - u™(m) (2.24)

e Esquema centrado de segundo orden en tiempo y cuarto en espacio:

9 1
n+1 _ . n—1 _ = _ T "
u" T (m) = u" T (m) 2aAt<8D1r 8D3r> u™(m)

®Este esquema también se conoce propiamente como del salto de la rana
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o Esquema centrado de cuarto orden en tiempo y cuarto en espacio:

9 1
u"tH(m) = u" " (m) - QaAt(ngr - ngr) ~u™(m)
o AL .
ar (Dse = Diz) - (m)

Dado que, para que un esquema a p + 1 (con p > 2) niveles se ‘automantenga’,
es necesario especificar «°(m), u!(m),...,u?~!(m) Vm, y la ecuacién diferencial sélo
permite obtener «°(m) = U%m), se necesita obtener el resto de alguna otra forma. Un
método puede ser obtener u!(m) a partir de «°(m) mediante un esquema a dos niveles,
u%(m) mediante un esquema a tres niveles,... u?~!(m) mediante un esquema a p niveles.

2.5 Consistencia, convergenciay estabilidad

Cuando se utilizan ecuaciones en diferencias como substitucién de un problema difer-
encial, es indispensable conocer:

e Sila ecuacién en diferencias realmente aproxima al problema diferencial cuando
los incrementos disminuyen (consistencia).

e Sila solucién de las ecuaciones en diferencias converge, cuando los incrementos
disminuyen, a la solucién del problema diferencial (convergencia).

e Si una perturbacion acotada de las condiciones iniciales del proceso numérico
produce variaciones acotadas en la solucion del mismo. (estabilidad).

Los conceptos de consistencia, convergencia y estabilidad estan estrechamente liga-
dos a través del teorema de equivalencia de Lax, que se enunciara en esta seccion.

Definicion 11 (Consistencia) Un esquema en diferencias es consistente con un problema
diferencial cuando el error de truncamiento local se anula en el limite de incrementos nulos.
Como quiera que este limite depende de como se hagan tender los mismos a cero, es preciso
establecer una ligadura entre los mismos.

En la practica esta ligadura dara un procedimiento de refinado de la discretizacién
a través del cual se pretendera obtener esquemas que cada vez aproximen mejor al
problema inicial. Por ejemplo el esquema en diferencias del salto de la rana Ec. (2.24)
para la solucion del problema de Cauchy (2.8), puede expresarse de la forma

u"tH(m) — " (m) N au”(im +1)—u"(m-1)
At A

=0
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Sustituyendo u™(m) por U™(m)y desarrollando U™*!(m + 1) alrededor de U™(m) se
obtiene el error de truncamiento local

at® at?

0 A2 (BUmt6s) _ 2Um(m—6s)
6 oz o3

Tr(m) = §A¢ (ZUMm) _ 2U7s(m) |

con
01,6,,0s,04 € (0,1)

en este caso para cualquier ligadura A = f(At) con la condicién

lim f(At)=A =0

At—0

el esquema es consistente con la ecuacién diferencial

lim 7"(m)=0
At—0
A=f(At)=0-0

Si la consistencia viene definida mediante la anulaciéon del error de truncamiento
local al refinar indefinidamente la red, la convergencia se relaciona con la tendencia de
la solucién numeérica a la exacta en dicho proceso de refinamiento.

Definicion 12 (Error de discretizacién) Si U™(m) es la solucion exacta de la ecuacion difer-
encial y u™(m) la de la ecuacion en diferencias, a la diferencia

e"(m)=U"(m)— u"(m)
se le llama error de discretizacion.

Definicién 13 (Convergencia) Un esquema sc dice convergente si, haciendo tender A y At
hacia cero simultdneamente ligados por A = f(At), de tal modo que cuando n — ooy m — oo,
mA = zy nAt = t, el error de discretizacion tienda a cero.

Por ejemplo, para el esquema de salto de la rana, el error de truncamiento local esta
relacionado con el discretizacion mediante

et (m) = —AtT™(m) 4 " 1(m) — %M(e"(m +1)—e€"(m—-1))

Dado que, para que un esquema a tres niveles se ‘automantenga’, es necesario hacerlo
a partir de u®(m) y u!(m) Vm, y el problema de valores iniciales s6lo proporciona
u®(m) = U°(m), se puede obtener u!(m) a partir de u°(m) mediante un esquema a dos
niveles. En este caso el error de discretizacion sera:

e(m)=0 , el(m)#0 VYm
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y en general, planteando la relacién de recurrencia Vn > 2

e"(m) = Atg <ﬁ§£>‘ ( Z ( Z Q’ijka(m +j)>>

j:—i,—i+2,...,i—2,i k=n_‘1_‘.;="2';l_'—2“”

aAt\? )
fr (B (semr)
i=n—_1,r(l)—3,--- J=—t,—1+2,...,0—2,1

con a;j; y Bi; constantes independientes de los incrementos. Una condicion necesaria
para que la serie e"(m) converja a cero es que su término general también lo haga, lo
cual sucede al hacer tender A y At ligados linealmente hacia cero (manteniendo nAt = ¢

y mA = z) de modo que
aAt

A
Por tanto, el esquema del salto de la rana de segundo orden temporal y espacial
es incondicionalmente consistente con el problema diferencial, pero condicionalmente

T

Il

<1

convergente.

2.5.1 Estabilidad

El concepto de estabilidad puede ser abordado desde distintas perspectivas. Aqui se
hara uso de dos definiciones distintas: una de ellas traduccion directa de la de Liapunov
(Elsgoltz, 1983) para las soluciones de ecuaciones diferenciales, y otra debida a Lax
asociada a la consistencia de la ecuacion en diferencias con la ecuacién diferencial.

La estabilidad en el sentido de Liapunov impone que si se obtiene una solucién de la
ecuacion diferencial para unas condiciones iniciales dadas, variaciones continuas en las

condiciones iniciales, deben producir variaciones también continuas en las soluciones
Vt.

Definicion 14 (Estabilidad) Un esquema en diferencias
Lop(u™(m))=0 m=0,....M |, n=0,1,...,00
con las condiciones iniciales y de frontera
W(m) =u(m) m=0,...,M {Bou™(m)} oo =0 {Biu™(m)},,_py =0

es estable si, para cualquier ¢ > O existeun 6(c) > 0, tal quela solucidn del esquema en diferencias
con condiciones iniciales perturbadas ug™(m), uw*"(m) cumple
[u*(m) —u™"(m)|<e m=0,....M , n=1,...,0

siempre que las condiciones iniciales cumplan

lug(m) — ug(m)| < é(e) m=0,....,.M
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Definicién 15 (Estabilidad en el limite) Se dice que un esquema es estable en el limite
cuando, para cualquier perturbacion de las condiciones iniciales se cumple

lim [u*(m)— v (m)| =0

Definicién 16 (Estabilidad asintética) Un esquema estable se dird asintéticamente estable
cuando sea estable en el limite.

Notese que un esquema estable en el limite no es necesariamente estable.

Es importante observar que, a priori, el concepto de estabilidad se puede plantear
directamente sobre cualquier ecuacién en diferencias. Lax y Richtmyer, a efectos de
relacionar la estabilidad con la convergencia, la definen del siguiente modo:

Definicién 17 (Estabilidad (Lax-Richtmyer)) Un esquema en diferencias es estable si ha-
ciendo tender At, A — 0 ligados mediante una relacion dada, y fijados nAt y mA (haciendo,
por tanto, n, m — oc), la solucion del esquema u™(m) se mantiene acotada.

En particular sila solucion de un esquema se mantiene acotada cuandoVn = 1,...,0
para cualesquiera condiciones iniciales, también lo estara la diferencia entre dos solu-
ciones para condiciones iniciales distintas. Por tanto la cstabilidad en el sentido de
Lax implica la estabilidad en el sentido de la definicion (14) para cada A, At ligados, y,

ademas, permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1 (Lax) Dado un problema de Cauchy de frontera y valores iniciales bien planteado,
y un esquema en diferencias que lo aproxime consistente con €l, el esquema es convergente si, y
solamente si, es estable en el sentido de Lax.

(La demostracion de este teorema pucde encontrarse en (Richtmyer y Morton, 1967)).

El resto de este apartado se dedicara a presentar condiciones necesarias y/o sufi-
cientes de estabilidad de un esquema en diferencias, en el sentido de la definicién (14).
Sea un problema de frontera y valores iniciales tipico en el que las condiciones
de contorno se establecen fijando los valores de las variables en la misma. Cualquier

esquema a dos niveles que aproxime al problema diferencial puede ponerse formalmente
como

utt = Gut 4 b (2.25)
con u" vector columna de M — 1 componentes
u" = (u(1),...,u"(M = 1))F (2.26)

supuesto el intervalo espacial de solucion mallado con una red de M + 1 nudos
numerados de 0 a M. La matriz G cuadrada de (M — 1) x (M — 1) elementos es la matriz
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de evolucidn, y " un vector columna de M — 1 elementos con ceros y las condiciones
de frontera »"(0) y u™(M ) necesarias para completar el esquema (condiciones tipo
Dirichlet). Sien (2.25) los valores en la frontera «"(0), «"(M ) se obtuvieron en funciéon
de los valores de las variables en puntos interiores, como es usual en la simulacién de
problemas abiertos mediante condiciones de frontera en derivadas (condiciones tipo
Neumann), la matriz " se incluiria dentro de G. Se construiria una nueva matriz
columna »" de orden (M + 1) que incluyera los valores v"(0), ©"(M) y su obtencion a
partir de los valores interiores se reflejaria en la nueva matriz G de orden (M + 1).

Los esquemas en diferencias implicitos
Bu™! = Fu® 40" (2.27)
con B matriz de (M — 1) x (M — 1), se pueden dejar en la forma (2.26) multiplicando
ambos miembros de (2.27) por B~!, conloque G = B~'F
El tratamiento de los esquemas explicitos a mas de un nivel

ETH_I — an +ﬁﬂn—1 +Qn

puede reducirse al de dos niveles, redefiniendo

. - F o
o= (o T B = {0, 0" G= ( P ) (2.28)
= I 0
dela forma
gn-{-l — ng e Qn
Por ejemplo, el esquema del salto de la rana, se puede poner
s i u™(1) —u"(0)
u"t1(2) u™(2) 0
: F oI ] .
UM - 2) u™(M - 2) 0
WM -1) | u™(M - 1) + u™(M - 1)
u™(1) u"1(1) 0
u™(2) un=1(2) 0
: I :
u (M — 2) u"~H (M - 2)

u"(M - 1) v (M - 1)
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Con [ matriz identidad de orden (M -1), 0 matriz nula de orden (M — 1) y

0 1
-1 0 1
F = -7 :
-1 0 1
-1 0 (M—=1)x(M-1)
y
alt
r=—
A
Volviendo a (2.25)
QTH.I o G(GQH_I +Qn—1)+én = = Gm—{—lgo _+_Qn + ng—l 4.+ GnQO

con u° vector de valores iniciales en los puntos interiores, y b° vector de valores iniciales
en la frontera. Si se perturban las condiciones iniciales

w® = o0 — p°

la nueva solucién es
u*n+1 _

n+l _ Gn+1p0

&

La definicién (14) de estabilidad se traduce en condiciones algebraicas sobre la matriz
de evolucién G ya que, para que de la acotacion de las condiciones iniciales mediante
algin é(¢)

1 = w°fl = [|p°l| < 6(¢)
se deduzca la acotacion de la solucién mediante algin ¢ escogido arbitrariamente

lu* — || = IG™°| <e , n=1,...,00

debe existir un C tal que ||G"p°|| < C Vn, para cualquier norma || - || que se defina sobre
un espacio lineal M — 1 dimensional V.

Dado que cualquier perturbacién sobre las condiciones iniciales se propaga de
analogo modo al de u?, esta condicién equivale a imponer que el proceso de solucién
limite el crecimiento de las componentes de las condiciones iniciales.

Este es el punto de partida de un método riguroso de tratar la estabilidad de prob-
lemas de frontera y valores iniciales, aunque dificil de generalizar a problemas multidi-
mensionales.

Para toda norma || - || definida sobre V, y para su correspondiente norma matricial
subordinada definida de la forma (A.1) (ver Apéndice A), se demuestra que es equiv-
alente acotar ||G"p°|| a acotar ||G™||. En efecto, debido a la propiedad de las normas

matriciales compatibles con las vectoriales, si |G"|| < C entonces

I1G* % < IG™ Il € D con D =Cp
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y, reciprocamente, si ||G"|| > E VE, por la definicién de la norma

sy _ IGT2
eV [/ lG"= T
al ser V un espacio lineal de dimensién finita, cualquier perturbacién p° tendra una cierta
componente en p_, pero [|G"p_|| no estd acotada, y con menos razén lo estara [|G"p°||.
Una condicién necesaria de estabilidad sobre el radio espectral de G sera, debido
a (A.2) de forma inmediata
p(G) <1 (2.29)

y, en virtud de (6) una condicion necesaria y suficiente de estabilidad en el limite es
p(G) <1

que no implica que la diferencia entre las soluciones para distintas condiciones iniciales,
sea pequefia para 7 finitos.
Una condicién suficiente de estabilidad es

|G|l <1 V| - |subordinada (2.30)

que, aunque dificil de llevar a la practica, garantiza que la norma de la perturbacién
disminuye con n cuando se da la desigualdad estricta.

Cuando G sea hermitica o semejante a una matriz hermitica, la condicién (2.29) sera
necesaria y suficiente para estabilidad con la norma || - ||5, ya que p(G) = ||G||2, aunque,
en el segundo caso, las distancias entre las soluciones, tampoco son necesariamente
pequefias al no cumplirse (2.30).

La matriz de evolucién del salto de la rana estd compuesta de cuatro submatrices.
Los M — 1 autovalores de F son (Lema 3, Apéndice A) diferentes entre si

A; = 7 27 cos 1=1,....M -1

T
M
y, por tanto, F tiene exactamente M — 1 autovectores independientes, que también son

autovectores triviales de las matrices nula e identidad. Asi los autovalores de G salen
deresolver las M — 1 ecuaciones

7 27 cos % - 1
1 =X

=0

y el radio espectral

. ' / ' 1 s )< :
p(G) = max< j rcos T otf1-r2cos2 T = SlA 7608 M’ =1 v
i M M >1 st |rcosiZ| > 1 paraalgini
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Por tanto, una condicidon necesaria de estabilidad es

1

us

COs M

r <

M=2,...

que, si M >, se puede poner como r < 1.

La estabilidad de un esquema en diferencias se ha planteado como un atributo interno
del mismo. En particular, la estabilidad también puede relacionarse con la propagacion
de los errores de redondeo en el proceso de solucién iterativo en una de las variables
(usualmente el tiempo).

Definicién 18 (Error de redondeo) Se define el error de redondeo
Z"(m) = u"(m)—v"(m)

con v™(m) el valor resultante de resolver con precision finita las ecuacion en diferencias del
esquema.

Lema1 Un esquema estable limita el crecimiento de los errores de redondeo
|Z"(m)|<C VYm con C#C(n)

Supodngase, por comodidad, que el error de redondeo en las condiciones de frontera
esnulo. Sicon variables subrayadas se representan los vectores columna con las (M — 1)
componentes espaciales de las mismas, se obtiene recursivamente x”

QTH-I:G~171+1-QE_+_QTL+G~QTL—1+.”_*_QO_ZH-}-I_Gzn__”._ém-{-lzo

Zn+l = Grtlgo 4 G”Zl TN | Ao gt (2.31)

Considérese, por simplicidad, la contribucion al error de redondeo en n + 1 del error
cometido en un instante de tiempo (en n = 0, por ejemplo); suponiendo que en instantes
sucesivos no se comete error de redondeo alguno, segun (2.31)

ZTH—I - G”H.IZO — HZTL—*—IH - “G’n+1ZOH

Por tanto el error de redondeo cometido localmente en una iteracion se propaga hacia
adelante del mismo modo que la solucién de la ecuacién en diferencias. Este error puede
ser visto como una perturbacion de las condiciones iniciales, y, por tanto, un esquema
estable no lo amplificara indefinidamente.

Este resultado da lugar a que sea usual encontrar en la bibliografia la definicion de
estabilidad como una imposicién de no crecimiento sobre los errores de redondeo.
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Criterio de Von-Neumann

El criterio de estabilidad de Von-Neumann impone que, si se descompone una pertur-
bacién de las condiciones iniciales en modos espaciales, para un determinado instante de
tiempo n, mediante serie de Fourier, una condicién necesaria y suficiente de estabilidad,
para esquemas a dos niveles, y sélo necesaria para esquemas mas de dos niveles, viene
dada al imponer que ninguno de esos modos espaciales crezca indefinidamente.

Para el problema de valores de frontera en el que el intervalo espacial se ha dividido
en celdas numeradas de 0 a M, la perturbacién de las condiciones iniciales en n = 0,
para cada celda m se puede poner como

M+1
PO(m)= > BpeP™d ¥m=0,... .M +1 (2.32)
k=0
con (M + 1) B reales, arbitrarios en general (en particular se puede poner 3, = (Tf"kfl')i
conk=0,....,M+1).

Los coeficientes Bj se obtienen resolviendo el sistema de (M + 1) ecuaciones con
(M + 1) incégnitas resultante de aplicar (2.32) a cada celda. Si en vez de un problema
de frontera y de valores iniciales, se tiene un problema de valores iniciales puro, la
expansion de la perturbacion se hace en una serie infinita

o0
P°(m) = Z Bre?PmA  ¥m = —oo,..., 00
k=—oc
Para estudiar la propagacion de la perturbaciéon en n = 0 mediante el proceso
iterativo bastara estudiar la de un armoénico. Sea una evolucion del tipo

@"(m) = MAFmE con Q= Q(B) e C (2.33)

la cual se reduce al modo espacial puro propuesto para n = (. La condicién de Von-
Neumann puede imponerse entonces como

|8 < 1 (2.34)

a esta magnitud se la conoce como factor de crecimiento.

Como quiera que la expansion en serie (2.32) es también vélida para desarrollar la
solucion del esquema en diferencias, la limitacion en amplitud para cada arménico, en
los que se descompone la perturbacién, también limita la solucidn del esquema.

Se observa que la propagacion de la perturbacion tiene en cuenta las condiciones de
frontera, por tanto el criterio de Von-Neumann es aplicable, en general, para estudiar
la estabilidad del esquema como un problema de valores iniciales y de frontera con
coeficientes constantes. Si los coeficientes de la ecuacion en diferencias son variables, el



2.5. CONSISTENCIA, CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD 33

criterio deja de ser aplicable. Sin embargo, se evidencia numéricamente que el método
es estable si se cumple la condicién de Von-Neumann aplicada en cada punto del espacio
como si los coeficientes fuesen constantes en todo el espacio e iguales a los de ese punto.

Las funciones del tipo (2.33) son autofunciones de los operadores basicos retraso y
adelanto espacial y temporal, con autovalores

Apr . upn(m) = ejﬂpA(Pn(m) y Rpa: : ‘r';n(m) = e_jﬁpa(rgn(m')

Api-@"(m) = PRGN (m) Ry " (m) = PG (m)

Como cualquier esquema finito dela forma (2.13) se obtiene aplicando combinaciones
lineales de estos operadores

Do = Z(/LiAP.'a + piRp,'a) a=2z,t

también seran autofunciones de D,,, por lo que la ecuacién en diferencias genérica (2.13)
se reduce a una ecuacién de autovalores

At +ar; =0 (2.35)

con
Dz - ¢"(m) = Acg"(m) : Dy - ¢™(m) = A" (m)

Por ejemplo para el esquema del salto de la rana con condiciones iniciales tipo
Dirichlet

D,=Dy y 7Di=Dy

los autovalores son
sin(BA) ) = senh(QA¢)

AR T At
y la relacién entre los autovalores

senh(QAY)  sin(5A)
AL YUTTA

A fin de obtener una condicién equivalente a (2.34) sobre el autovalor temporal A;,
es preciso resolver
FIBE  ORGEME 1 =

ecuacién de segundo grado en %4 cuyas soluciones son en médulo menores que 1 si,

y solosi A; < <;. En efecto,
A = N AL £/ AAL2 4 1

y haciendo el cambio de variable
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nos queda

—-u

1At — senhu + cosh u = {

€

Descomponiendo » en parte real e imaginaria v = u, + jui,

98¢ = { e:’ (2.36)

eur

es dedir, para cualquier valor de u,, una de las dos soluciones es mayor que la unidad.
La igualdad se da cuando u, = 0, en cuyo caso

e.’iui - e—jui o
MAL = ———— = jsin
2
Por tanto, el factor de crecimiento es, en moédulo, igual a la unidad cuando A; es imag-
inario puro, y mayor que la unidad si tiene parte real no nula. Luego una condicion

necesaria de estabilidad

Re{ A}
[Sm{Add|

Il
=]

IA
|

2.37
Y (2.37)

en cuyo caso §) es imaginario puro.
Como para cualquier modo espacial (3 real) en los que se ha descompuesto la per-
turbacion de las condiciones iniciales cumple (2.35), la condicién de estabilidad (2.37) es

equivalente a

asm( |_— Vﬂ@a—x<1

jarg| = |22 -

Criterio de Courant-Friedrichs-Lewy

Se han presentado hasta aqui dos métodos para el estudio de la estabilidad: porunladoel
de Von-Neumann que proporciona condiciones necesarias, y a veces suficientes, facil de
aplicar a problemas de valoresiniciales, y generalizable a problemas multidimensionales,
y un método matricial que permite tratar el problema completo de frontera y valores
iniciales, pero de dificil aplicacion a mas de una dimensiéon. Ambos métodos se utilizan
con esquemas que aproximen problemas parabdlicos e hiperbdlicos.

En una linea totalmente diferente de los anteriores, existe un método que es so6lo
aplicable a problemas hiperbolicos y que da condiciones necesarias de convergencia
basdndose en el principio de causalidad. Este criterio, llamado de Courant-Friedricks-
Lewy (CFL), estudia el problema puro de valores iniciales, e impone que el dominio
de dependencia de la solucién de la ecuacién en diferencias incluya al de la ecuacién
diferencial, para que la solucién del esquema converja a la del problema diferencial.
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Dado que, para esquemas consistentes, convergencia y estabilidad son equivalentes, la
condicién CFL sera también necesaria para la estabilidad de los mismos.

Segun la solucién del problema de Cauchy dada en (2.3), el valor de la solucién en
un instante de tiempo ¢ en un punto del espacio z, es la condicién inicial que habia
en el punto (z — at,0), es decir, cualquier cambio en esa condicion inicial, cambia el
valor de la solucién en (z,¢). Supdngase, por ejemplo, que se malla el espacio de
solucién con una red espacio-temporal de pasos A y At, respectivamente, y que se
usa un esquema centrado de segundo orden en tiempo y en espacio (salto de la rana)
para resolver el problema de valores iniciales; si se sigue hacia atras la evolucién de
los nudos involucrados en el calculo de la solucién en (z = mA,t = nAt) del esquema
en diferencias, se obtiene un conjunto de nudos que acaban yaciendo sobre la recta de
condiciones iniciales. La condiciéon CFL impone que ese conjunto de nudos incluya
entre dos de ellos, al punto (z — at,0). De no cumplirse esta condicién, la solucion del
esquema no convergeria hacia la solucion del problema ya que el esquema no acusaria
un cambio en las condiciones iniciales, que el problema original si acusaria.

b

A
L) S T e TR JR s S

L 2 :IM
T T P SR S S N A . .

Lo ke (A6 Ax/a)
4l .
LA
21 AR VR - B e e N T
) R e e

A . .

1 2 3\4 5 6 7 8 X

(6Ax-4a At,0)

Figura 2.1: Dominio de dependencia de la solucién del esquema en diferencias en (6,4)

Por ejemplo, en la Figura (2.1) la solucién U*(6) depende de todos los nudos en
negrita; el corte de la caracteristica sobre el eje X debe estar entre los nudos de los que
depende la solucién en ¢ = 0.

Se puede enunciar de forma compacta la condicién CFL imponiendo que la car-
acteristica de la ecuacién diferencial, que pasa por U"(m) esté dentro de la zona de
dependencia de la solucién de la ecuacion en diferencias. En el caso anterior, esto se
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traduce en que 28¢ < 1.

La extension del criterio CFL al problema del sistema hiperbolico (2.5) impone que
el dominio de solucién del la ecuacién en diferencias incluya a la regién comprendida
entre el punto de minima interseccion de las caracteristicas, con el eje X, y el punto de
maxima interseccidn. Para el caso de las ecuaciones de Maxwell unidimensionales, esta
region es un tridngulo limitado por rectas de pendientes +1/¢, y, por tanto, la condicion
CFL impone C% < 1. Ala cantidad 9% se también se le denomina numero de Courant, y,

a su inversa velocidad numeérica relativa.

2.6 Disipacién y dispersién

Suponiendo que las condiciones iniciales del problema de valores iniciales puro son
desarrollables en serie de Fourier

U(z,0) =Y BielPr=
k

dada la linealidad de la ecuacién diferencial, y teniendo en cuenta que la solucién del
problema viene dada por (2.3), la contribucién de un modo /% a la solucién total en el
punto (z,t) es

Uz,t) = ePle—at) = edPreivl  con = —af

es decir, cada modo de la forma propuesta se propaga con amplitud unidad.
Al propagar mediante el esquema en diferencias el mismo modo, cabe esperar una
evolucién en (¢ = mA, ¢ = nAt) similar

un(m) — ejﬁmaeﬂnAt
con {) = w, + jw, en principio complejo.

El estudio de la evolucién de este modo es el mismo punto de partida del estudio de
la estabilidad por el método de Von-Neumann, aunque en el segundo caso se pretendia
ver la evolucion de una perturbacién de las condiciones iniciales y aqui se trata de la
evolucion de las condiciones iniciales propiamente; al ser las expresiones de evolucién
similares, a partir de este punto, ambos estudios tienen mucho en comun.

Para que el esquema fuese estable se precisaba que e“r < 1; cuando no se da la
igualdad, el modo espacial no se propaga con amplitud unidad, al igual que lo hacia
con la ecuacion diferencial; se dice, entonces, que el esquema es disipativo.

La dispersion del método esta relacionada, en cambio, con los errores en la fase de
la propagacion del modo. Un esquema se dice dispersivo cuando % es funcién de 3. A
la relacion que liga a w y 3 se le denomina relacién de dispersion. Para el caso analitico
la relacion de dispersion era w = —af3.
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Un método sistematico de estudio de la relacion de dispersion surge al plantear tanto
los problemas en diferencias como diferenciales en forma operacional. Como quiera que
la solucion del problema diferencial en un punto (z,t) es suma de términos de la forma

o(z,1) = ePTeIt (2.38)

y tales funciones son autofunciones de los operadores analiticos derivada temporal y
espacial con

dp(e, 1) _ _
N = Agp(z,t) con  Ag=jf
,t
899(81;/ ) = ‘&tgﬁ(fb,t) con ‘At = ]vk)

la ecuacién diferencial se escribe para cada modo
AN+aA,=0=w+af =0

Analogamente, al ponerse la solucién del esquema en diferencias (2.13) como suma
de funciones (discretizacién de( 2.38))

(Pn(m) — ejﬁmAeQnAt
se obtiene la relacion entre los autovalores temporales y espadiales A; y Ay de D; y Dy,
que se vio en el estudio de la estabilidad mediante el método de Von-Neumann

Af+a/\r=0

llamada relacion de dispersion del esquema.
Para el salto de la rana, supuesto estable ({? = jw imaginario puro), la relacion de
dispersion queda
sin(QAL) sin(3A)
A TTA
Esta tiende a la analitica, como cabia esperar, cuando At, A tienden a cero, ligados

linealmente.

2.7 Extension a problemas multidimensionales

Los conceptos introducidos por simplicidad para problemas unidimensionales van a ser
extendidos a casos tridimensionales. La reduccion al caso bidimensional (tratado en el
siguiente capitulo) serd obvia. El esquema de exposicién que se va a seguir va a ser
similar en todo al de la seccién anterior.

Se quiere resolver el problema de valores iniciales de encontrar una funcién vectorial
de Q componentes U = (Uy, ls,...,Ug)

/',(.zt,y,z,1):le><[R+ — R
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solucion de

88—? + Al%g + .42%—15 + Ag%g =0 , U(z,y,2,0)=Uy(z,y,2) V(z,y,2) €R®
(2.39)

con A, A; y A3 matrices @ X () de constantes.

El problema estara bien planteado si admite solucién unica dependiente de forma
continua de las condiciones iniciales.

Este problema se dice hiperbdlico si Va, 8,7 € R con a?+ 3% +~* = 1, 3P no singular,
tal que

P ady + BAy +vA3)P =D

con D matriz diagonal real, lo cual se cumple, en particular, si las A; son simétricas.

Por ejemplo, las ecuaciones rotacionales de Maxwell en tres dimensiones en el
dominio del tiempo, en ausencia de fuentes y para medios lineales, con las redefini-
ciones (2.2)

VxE-= —g—f VxB= —%—f
y tomando
U = (B, By By BloyBy BT (2.40)
quedan de la forma (2.39), con
00 0 O 0
00 0 O 1
00 0 0 -10
Ay = (2.41)
00 0 0 0
00 -1 0 0
01 0 0 0
0 00 00 -1
0 0000 O
A, = 0 001 0 0 (0.42)
0 01 00 0
0 0000 O
-1 00 00 0
0 0 0 1 0
0 0 -1 0 0
i 0 0 0 0 00 (0.43)
0 -1 0 0 00 '
1 0 0 00
0 0 0 00
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Analogamente, es usual buscar la solucién de la ecuacion (2.39) en una regién acotada
del espacio T, en cuya superficie que la rodea, Sr, que se imponen condiciones de
contorno

BSF{U(x,y,z,t)} =0 (2.44)

con Bs,. operador que describe el tipo de las mismas. En el tratamiento computacional
de problemas abiertos mediante regiones acotadas se tratara de buscar operadores que
simulen espacio libre, imponiendo condiciones idealmente transparentes en Sr.

Para resolver el problema numéricamente se introduce una red espacio-temporal
analoga a la unidimensional

—

(M, n) = (Mg, My, Mz, n) = (z = mAz,y = myAy,z = m;Az,t = nAt) (2.45)

en cada uno de cuyos nudos la solucién exacta se notara mediante U"(7) y se plantea
un esquema a p + 1 niveles, como un sistema de ecuaciones

Lap(un(m%un_i(m’)): 0 ’ 1= 1p

cuya solucién u aproxima a la solucién U del problema diferencial L(U) = 0.
El orden del esquema pasa por extender la definicion del vector error de truncamiento
como

TH(T?L) = Lap(Un(T_ﬁ'))
El esquema se dira de orden q1,, q1,, ¢1. espacial y ¢> temporal si
IT™(M)||eo = O(Az%= + Ay?tv + A2 4 At9?)

Mediantelos operadoresdefinidosen (2.11) y (2.12), y haciendo uso de la expansiones
en serie de Taylor similar a (2.16) y (2.17) se tienen

o Esquema hacia adelante de primer orden temporal y centrado de segundo orden
espacial
u™ti(m) = ut(m) — At

(A1 Dz -u™(m)+ AaDyy - u™(m) + Az Dy, - u™(m))

¢ Esquema centrado de segundo orden espacial y temporal
u"tl (M) = u (M) — 2At
(A].-DII‘ . u”(ﬁi) + Angy § un(’f_fl) + Angz . u”( _’L))
(2.46)
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e Esquema centrado de segundo orden temporal y cuarto espacial (salto de la rana)

ut(m) = ut (M) — 2At
(Al (8D10 - £Ds:) + 42 (%Dly ) + 45 (§D1: - %D32)> wi(m)

o Esquema centrado de cuarto orden espacial y temporal. Las derivadas temporales

se aproximan hasta cuarto orden mediante (2.18), en dicha expansién se pueden
eliminar las primeras y las terceras derivadas temporales, transformandolas en
espaciales, haciendo uso de la relacién (2.39). La expresion general del esquema
resultante se complica considerablemente, por lo que se particularizara al caso de
las ecuaciones de Maxwell, cuyas matrices 4, A; y A3 cumplen

AP=A; i=1,2,3 , A,AgA, =0

1

para cualquier (o, 3,7) permutacion de (1,2,3). Asi, la relacion entre la tercera
derivada temporal y las espaciales queda

0 d

0*U 0
(41 +A28 + 43a~

P bz )viU

con
AP
0z2 ' 9y? ' 022
Aproximando las terceras derivadas espaciales en la anterior expresion hasta se-
gundo orden mediante (2.23), se obtiene una aproximacién total de cuarto orden.
Una aproximacion de segundo orden a

PF(a,B,...)
80‘2/3

la constituye la composicién de operadores
(Digo Digo Dyg)- Fa,f,...)
y el esquema queda
u™ () = o1 (M) — 2A7
( 8D1c = §Dsc) + A2 (§D1, = £Ds,) + 45 (31 — £ Ds.) ) u" (1) +

<41D1x + Ay Dy + 43D1z> 0 (Dm 0Dig+ DiyoDyy+ Dy, o D12> (1)
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2.7.1 Consistencia, convergencia y estabilidad

Los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad se extrapolan de los unidi-
mensionales sin mas que utilizar vectores en vez escalares. El error de discretizacion se
define como

e"(m) = U™(m) — u"(m)

Las definiciones de convergencia y de consistencia no cambian para problemas multidi-
mensionales (Defs.(11) y (13)).

La definiciéon de estabilidad surge de imponer estabilidad para cada una de las
componentes del vector u.

Definicién 19 (Estabilidad en mas de una dimensién) Un esquema en diferencias
Leyp(u®(m))=0 mel , n=0,1,...,00

con las condiciones iniciales y de frontera
() = ug(m) merl {Bs u™(m)} =0

es estable si, para cualquier ¢ > 0 existe un 6(¢) > 0, tal que para la solucion del esquema en
diferencias con condiciones iniciales perturbadas ug"™ (1), w™(m) cumple

|ui(m) —u™(m)|<e mel , n=1,...,00 , 1=1,...,¢
siempre que las condiciones iniciales cumplan
luf () —u (M) < é6(e) mel , i=1,...,0Q
y similarmente para el resto de las definiciones:

Definicién 20 (Estabilidad en el limite) Se dice que un esquema es estable en el limite
cuando, para cualquier perturbacion de las condiciones iniciales se cumple
nh_)rréo\uf(fﬁ -"(m)=0 mel , 1=1,...,0

Definicién 21 (Estabilidad asintética) Un esquema estable se dird asintdticamente estable

cuando sea estable en el limite.

Definicién 22 (Estabilidad (Lax-Richtmyer)) Un esquema en diferencias es estable si ha-
ciendo tender At, A — 0 ligados mediante una relacion dada, y fijado nAt (haciendo, por tanto,
n, m — 00), la solucion del esquema ul*(m) se mantiene acotada V1.



42 ] CAPITULO 2. ESQUEMAS EN DIFERENCIAS

El estudio de la convergencia es equivalente al de la estabilidad para esquemas
consistentes, si la estabilidad se define en este tiltimo sentido.

El método matricial descrito para problemas monodimensionales es igualmente
valido para problemas tridimensionales. Estableciendo una ordenacién en las com-
ponentes de u, se puede poner formalmente, para esquemas a dos niveles

W = G 4 b

con u vector de tantas componentes como puntos de la red espacial en la que se ha ma-
llado I', ordenadas de modo arbitrario. G matriz cuadrada de evolucidn, y b vector con
las condiciones en la frontera, si son de tipo Dirichlet. Para condiciones tipo Neumann,
los efectos de la discretizacion mediante diferencias finitas de las mismas se incluirian
enG.

Si el esquema espacial es el centrado de segundo orden, la region de solucién un
cubo [0, M.] x [0, M,] x [0, M.], y la ordenacion escogida

urtl = (u”(l, 1,1),...,u™(1,1, M. — 1),u™(1,2,1),...,u"(1,2, M, — 1), ...,

Lut(1, My — 1,1), . ut (1, My — 1, M, — 1),u™(2,1,1),...,u"(2,1, M, — 1),. ..,

T
e W (M = 1, My = 1,1),. . u (M — 1, M, = 1, M, — 1)) (2.47)

la matriz G se escribe como

o N ) N 3
Lar,—1 Oagpmr oee o Orr,—1 Opgmn voe e e Ont,—1
3 4 N ~ y
Orr—1 “Lar,—1 - -+ Orm,—1 Opg,mq voevee e Orr,—1
3 5 . B By

2 - | Oam—r Oagpmn -ov -- Lyv,~1 Oppep oveoee ee Oprr,—1

G= -r Pg . . - 537 -
Onror Oarq wvv e Onror BLpg—q wvvoev - Oar,—1

Oar.—1 Orfom1 oov v ee Opr.—1 Opg,—1  wvvove oes SLMZ—1

P33
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5
Iaty-1 Opgymy v oo Ony—1 Oagymr wovove oo Opt,—1
- o N ~ N
Oary—1  2Lagy—1 =+ - Ongy—1 Oagymr wovove oo 0az,—1
P Orr,—1 (~)My_1 ...... ZLMy-1 0~My_1 ......... 0az,—1
32 OM,,—1 ()My_l ...... OMy—1 QLMy_l ......... Oar,—1
Oz, -1 Orry—1  =ov oo 0ar,—1 oMy_l ......... Q-Lj\ly—l
"ot Oagpmy ooe vee Om,—1 Oagpoqg oeevee e Orz—1
iy ; & ~ - ~
Omz—1 "Lmy—1 -0 e OrMz—1  Oagy—er  vvv e ves Or,—1
_ B e By N
= Orr—1 Oagp—r wov oo Lify=t Oifg <2 2xr v 0az; -1
._.7" -~ - ~ -~ -
ik Orto—1 Oagp—r v oo Oaa—1  ‘Lago—1 oov e oo 0A,—1
Oar,—1 Oarm1 -ov e Oar—1 Oagu—g oov oo oo Yaf, -1

con 0p; matriz nula cuadrada de orden M, y Lj; matriz cuadrada de orden M
formada por las submatrices 4; segin

B A sms sas wki owes

—A; 0 A e e e 0

Iy = : : : :
0 cor eee e —Ar 0 A

O cee ser eee eee —Ar 0

M

y con P;; operador que permuta el orden creciente mas rapido de (2.47) enla posicién i
aorden creciente masrapido enla posicién j. En particular Ps3 = I (operadoridentidad
de orden @). Una propiedad inmediata de estos operadores es que coinciden con su

PSI
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inversa. Explicitamente:

u”(1,1,1) u™(1,1,1)
w(1,1, M, — 1) u(1, M, - 1,1)
u™(1,2,1) u™(1,1,2)
u™(1,2, M, — 1) u"(1, M, - 1,2)
u"(1, M, — 1,1) w(1,1, M, — 1)
Ps n . = . '
u (1, My -1, M, - 1) u" (1, My, -1, M, — 1)
u™(2,1,1) u"(2,1,1)
u™(2,1, M, - 1) u™(2, M, —1,1)
ut (M, — 1, M, — 1,1) ut (Mg — 1,1, M, — 1)
ut (Mg —1, My —1,M, - 1) ut (M -1, My, —1,M, - 1)
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u(1,1,1)

u™(1,1, M, — 1)
(1, 2,1)

u™(1,2, M, — 1)

u(1, M, - 1,1)

u(1, M, — 1, M, — 1)
u™(2,1,1)

u(2,1, M, — 1)

(M, — 1, M, —1,1)

u(Mz; -1, M, —1,M.-1)

u™(1,1,1)

w (M, —1,1,1)
u™(1,2,1)

u (M, —1,2,1)

u™(1, M, — 1,1)

ut(My — 1, M, — 1,1)
u™(1,1,2)

(Mg —1,1,2)

u(1, M, — 1, M. — 1)

u(My — 1, M, — 1, M, — 1)

45

La matriz b de condiciones de frontera se construiria, asimismo, de acuerdo con la

ordenacion (2.47).

Este planteamiento matricial, trasladable mediante (2.28) a esquemas a tres niveles,
provee un mecanismo riguroso de estudio de la estabilidad haciendo uso de las condi-
ciones sobre el radio espectral y la norma de G (2.29) y (2.30). Dada la complejidad
del estudio analitico del mismo, se centrara el estudio de la estabilidad de problemas

multidimensionales en la genera]izacién de los criterios de Von-Neumann y CFL.

Extensién tridimensional del criterio de Von-Neumann

Supdngase que se toman condiciones iniciales perturbadas u*°(), y que el vector de Q

componentes que describe la perturbacion

p°(m) = u’(/) — w ()
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se expande en el instante inicial en armonicos espaciales
Nr . B
p’(m) = > Bjelr T Bk = (Boys Byer B2) > Tk = (mAz, mAy, mAz)
k=0

donde Nt es el numero de nodos en que se malla el dominio de solucién T, B; son Nr
vectores reales arbitrarios, y By son Nr() coeficientes que se obtienen resolviendo el
sistema de Nr (@ ecuaciones resultante de hacer la transformacion de Fourier.

Se supone que un armonico genérico se propaga temporalmente seguin

-

Bendteif  con Q= QpB)eC (2.48)

la condicion necesaria de Von-Neumann impone que no hay estabilidad si no se cumple
| eQAt ’ < 1.
Analogos considerandos a los del problema unidimensional son aqui aplicables.
Para el salto de la rana tridimensional (2.46), el esquema interior (es decir sin tener
en cuenta las condiciones de frontera) propaga al arménico (2.48) segun

MIgB = —(AcAi + Ay Aa + Ao 45 ) B (2.49)

con A, los autovalores de los operadores D, dados por

efAt _ e=AL  genh(QAL)
A = = .
¢ SA7 A (2.50)

_ jsin(B:Az) 5\ - Jsin(B,Ay) \ = jsin(B.Az)
B Az ' v Ay ’ o Az
propagacion que, dado un B no nulo serd solo posible si se cumple que el sistema de

Az (2.51)

ecuaciones no admite como tnica a la solucion trivial, es decir, si
det(IgA: + AeAr + Ay + Ao d3) = 0 (2.52)

que es la relacién de dispersion del método.
Analogamente al caso unidimensional, la condicién suficiente de estabilidad se da
cuando

‘eQAt[ <1 { 3?\6{/\t} =0 1
ISm{A} < =7
condicién que se impone en la practica a través de (2.52).
Para las ecuaciones de Maxwell resueltas mediante el salto dela rana, (2.52) se escribe

A0 00 A -,
B & 8 ~k O 4
0 0 A Ay —As O
0 =X A A 0 0
A0 =X 0 A0
A

8

=XAZ+EA2 4+ - =0

T
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y la condicién de estabilidad
Re{\,} =0 V3

sin?(B.Az)  sin?(B,Ay) sin?(8.Az) i
Smd Y| = & v Pz —
[Sm{A- \/ Az? U Ay? T Az? AT

condicién que se cumple V3 siy solo si

—-

1 1 1
At <
c \/Aﬁ g Ay? A2 ~ L

ysiA=Az=Ay= Az

cAt 1
= e
A=

V3

Extension tridimensional del criterio Courant-Friedricks-Lewy

Segun se vio, el criterio CFL impone, basicamente, que la aproximacion numeérica de
la ecuacién diferencial sea causal, en el sentido de que cualquier variacion producida
en la solucién de la ecuacidén diferencial, debida a variaciones de las condiciones ini-
ciales, también debe producirse en la solucién de la ecuacién en diferencias. Es, en
consecuencia, una condicién necesaria de convergencia.

Aqui se va tratar la extension al problema hiperbdlico tridimensional de valores
iniciales puros, para las ecuaciones de Maxwell. Una discusion general del criterio CFL
para ecuaciones hiperbdlicas multidimensionales puede encontrarse en (Wilson, 1972).

La solucién general de las ecuaciones de Maxwell tridimensionales planteadas como
un problema puro de valores iniciales, en un punto 7o = (2o, Yo, 20) para un instate {o,
es la combinacién de las condiciones iniciales Ug(7), con 7 = (x, y, 2), en los puntos que
distan ctg de 7o. Es decir, U(79, o) se obtiene como suma (salvo constantes y términos
de atenuacién) de los Uq(z, y, ) en la superficie de una esfera de ecuacion

(z—20)? 4+ (y— %)* + (2 — 20)% = 1)

Lugar geométrico que puede ser visto en el espacio tetradimensional (z, y, z,{) como la
interseccién del doble hipercono (superficie caracteristica) con vértice en (2o, Yo, 2o, to)

(z—20)* +(y—v0) + (2= 20)" = (1 - 1)
con el hiperplano de condiciones iniciales
t=20

El principio de causalidad impone sobre cualquier esquema en diferencias que re-
suelva al diferencial, que su dominio de dependencia incluya al hipercono caracteristico.
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Considérese el esquema del salto delarana. Aunque las ecuaciones bidimensionales
de Maxwell no se presentan hasta el siguiente capitulo, se va a obtener el criterio CFL
para el caso bidimensional previamente, dado que es mas facil visualizarlo.

En dos dimensiones el cono caracteristico es

(z = 20)* + (y — y0)* = *(t — 1)’

y la solucion U( 2o, yo, to) sera contribucion de las condiciones iniciales en su interseccion
con el plano ¢t = 0.

El esquema del salto de la rana hace depender la solucién del esquema numérico
u™t(mgg, myo) de los nodos u™ (mgg £ 1, myo £ 1) que estdn situados en los vértices
de un rombo en el plano ¢y = ngAt centrado en (mz oAz = 2g, myAyY = yo) y semidiag-
onales Az, Ay, y del nodo u™ ~!(mzq, myo)

La superficie caracteristica intersecta al plano ¢ = 3 en una circunferencia de centro
(mgolAz = g, myoAy = yo) y radio cAt. El criterio CFL impone que la piramide de
dependencia incluya al cono caracteristico, lo cual se cumple si el rombo intersectado en
cualquier instante de tiempo, circunscribe a la circunferencia intersectada, es decir, si

cAt < s (2.53)

1 1
Ar? + Ay?

Anélogamente, en el caso tridimensional, el paralelepipedo romboidal de semidiag-
onales Az, Ay, Az debe incluir a la esfera de radio cAt, es decir

1
1 1 1
\/Aa:? + Ay? + Az2
Aunque, en general, el criterio CFL, al dar sélo condiciones necesarias, puede im-

poner criterios distintos (usualmente menos estrictos) a los que se obtienen mediante
Von-Neumann, para el esquema del salto de la rana, ambos coinciden.

cAt <

2.7.2 Disipaciény dispersién

Los conceptos de disipacién y dispersion son directamente traducibles de una dimensién
a problemas multidimensionales. Para la disipacién bastara estudiar la propagacién
mediante la ecuacion en diferencias de un armonico espacio-temporal del tipo

¢ (m) = €37 con 7= (mgAz, myAy, myAy)

y en funcion de la parte real de  se tendra un esquema disipativo o no.
La relacion de dispersion del problema diferencial surge de poner la solucién en
(z,t) como suma de armoénicos de la forma

PlF 1) = e
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(m,, Ax,m - Ay, n  At)

X

Figura 2.2: Dominios de dependencia de las soluciones teéricas y numérica, para las
ecuaciones bidimensionales de Maxwell
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y de obtener la relacién entre w y 5. Ese arménico es solucion de la ecuacion diferencial
si la ecuacion matricial

(CIQ."Xt + .411)\3; + AQAy + .431&2)(,9(2?,1) =0
tiene solucion no trivial, es dedir, cuando
det(cIQAi + A1Ap + AgAy + AgAz) = (2.54)

Donde A, son los autovalores de los operadores derivada respecto a a. De la anterior
condicién se saca la relacién de dispersion.
En el caso de las ecuaciones de Maxwell (deshaciendo el cambio ¢ = 1)
1 o9 o 2, 2
C_Zw == /31; + /By + /3:
y resueltas mediante el salto de la rana la condicion (2.54) se traduce en
det(CIQ/\f + Al)‘r + AQ/\y + .43)\3) =0

con )\, autovaloresde los operadores D, dados por (2.50) y (2.51). Con lo que la relacién
de dispersion, para esquemas estables (2 = jw), queda

sin?(wAt) _ sin?(8:Az) ‘ sin?(3,Ay) . sin?(B,Az)
2A12 Az? Ay? Az?

2.8 Estabilidad de las condiciones de frontera

El método matricial expuesto permite estudiar el problema completo de valores iniciales
y de frontera, aunque para problemas multidimensionales puede resultar farragoso
de aplicar. El método GKS basado en (Gustafsson et al., 1972) da un procedimiento
sistematico del estudio del problema completo. Brevemente se sumarizan los principales
resultados de esta teoria utilizando el lenguaje de Trefethen ((Trefethen, 1982), (1983),
(1984), (Trefethen y Halpern, 1986)). Para que un problema de valores iniciales y de
frontera sea estable, ha de cumplir:

1. La discretizacion del problema de Cauchy puro es estable.

2. Elmodelo total, incluyendo las condiciones de frontera (2.44), no admite soluciones
de onda plana que crezcan de un instante a otro mediante un factor constante z
con |z| > 1.

3. El modelo total, incluyendo las condiciones de frontera, no admite soluciones en
forma de onda con velocidades de grupo que impliquen radiacién desde la frontera
hacia dentro del dominio de calculo.



2.9. DOMINIOS DE-SOLUCION 51

2.9 Dominios de solucion

Se ha visto que cualquier esquema a dos o tres niveles que aproxime a un sistema de ¢
ecuaciones en derivadas parciales tridimensional, puede ser puesto de la forma

u™t! = Gu" + b" (2.55)

con u vector con Ny componentes (tantas como nudos de la red sean precisos para
resolver el problema interior). Cada componente u del vector u es, a su vez, un vector
con las ) incégnitas que se calculan en cada nudo. Esto hace un total de @ Nt incognitas
en la relacién matricial. A efectos computacionales es conveniente poder reducir el
numero de nudos espacio-temporales en los que hay que calcularlas. Una eleccion
apropiada de los operadores finitos que aproximan a los diferenciales, en funcion de las
caracteristicas de G es fundamental para conseguirlo. Por ejemplo, el esquema del salto
de la rana aplicado a las ecuaciones de Maxwell para medios lineales is6tropos, y en
ausencia de fuentes, desacopla la ecuacion (2.55) en dieciseis conjuntos, independientes
entre si, de ecuaciones matriciales. En efecto, notando por P los numeros pares y
por I los impares, los siguientes conjuntos de componentes de u (aproximacion del U
definido en (2.40)) avanzan mediante (2.55) independientes los unos de los otros cuando
se definen en las subredes (n, m;, m,, m.) dadas por

n Mg My M| N Mg My My | N Mg My My | N Mg My M
E\p I P P|\P P I PP P P I |P P I 1
E, P P I P|\P I P PP I 1 I \p I P I
E.\Pp P P I |P I /I I P I P P |P I I P
B | I P 1 I \1 I P I |I I /I P |I I P P
B,\r 1 P 1|1 P [ I |I P P P|I P I P
B, |1 I I p\|\1I pPp P P\|\I P I I |I P P I
n oMy My M| N Mg My My | N Mg My My | N Mg My M,
E.\p [ P [ \|\P [ I PP I I I |\P P P P
E,\p P I I, ,P P P P P P P I |P I I P
E.\Pp P P PP P I [T |\P P [ P|\P I P I
B.\I P I P|\I P P I \|I P P P|I I I I
B,|1I I P P |I I I I |1 1 I P I P P I
B.|I I 1 I 1 [ P P\|\I I P [ \|\I P I P
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n My My M| N My My M, | Mg My My | N Mg My My
E.\f I P P|\I P I P{I P P I |I P I I
E, 01 P I P |I I P P|I I I I |1 I P I
E.|I P P I |I I I I \|\1 I P P |I I I P
B\ P P I I \p I P I |P I i PP I P P
s,\p [ P I[P P I I P P P P |P P I P
B, | P I { pP|P P P P|\P P I I |P P P I

n Mg My M| N Mg My M;|N My My M| N Mg My m,
E, 1 I P I \I I I P |I I /I I \1 P P P
E, I P I I \1 P P P|\I P P I |I I I P
E.\r P P P|\I P I |1 P I P |I I P I
5.\Pp P I P|P P P I |P P P P|P I 1 1
B,|\P I P P |P I I I |P I lI P |\P P P I
B. | P I I I \p I P P|\P I P I |P P I P

(2.56)

Es decir, hay ocho colocaciones distintas de las componentes eléctricas evaluadas
en instantes pares y magnéticas evaluadas en los impares, y otras ocho con esas mis-
mas colocaciones espaciales evaluadas en instantes impares las eléctricas, y en pares
las magnéticas. Todas estas colocaciones se hallan dispuestas en el espacio segin la
Figura (2.3) también conocida como cubo de Yee

El hecho de que no sea preciso tener definidas todas las componentes en todos los
puntos de la red da lugar a la siguiente definicién

Definicion 23 (Red de las componentes) Subconjunto de la red (n,m,, my, m.) definida
en (2.45) en el que se necesita cada componente u; de u para hacerlo avanzar mediante (2.55).

Por contraposicion, se denominard, de aqui en adelante, a la red total de (2.45) red
virtual, al no ser precisas, en general, calcular todas las u; en cada uno de sus nudos.
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2Az

e H, T "B, =
+
e S P
X E, A
E, > E,
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Figura 2.3: Cubo de Yee






Capitulo 3

Dispersion mediante objetos
bidimensionales

En este capitulo se van a aplicar esquemas en diferencias a tres niveles centrados de
primer y segundo orden para resolver las ecuaciones bidimensionales de Maxwell en el
dominio del tiempo. El objetivo principal es el estudio de la dispersion de ondas elec-
tromagnéticas (OEMs) mediante estructuras bidimensionales (Gonzalez Garcia, 1990).
En el sistema MKS las ecuaciones de Maxwell, en presencia de cargas y corrientes, se
escriben como:

Vﬁ:p

VB =

. . 9D
vXH:]-{"—t

- OB
VxE=———
~ a1

con p densidad de carga, J densidad de corriente, E intensidad de campo eléctrico, D
desplazamiento eléctrico,  intensidad de campo magnético, B induccién magnética.

Estas ecuaciones pueden ser simetrizadas introduciendo las magnitudes ficticias p,
(densidad magnética de carga) y M (densidad de corriente magnética)

VD=p 3.1)
VE = pm (3.2)
VxH=J+ 00 3.3)
ot
- 0B -
VxE=->--M (3.4)
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Analogamente se cumple una ecuacién de continuidad para tales magnitudes

Opm (T,1)
ot

Para estructuras indefinidas y con simetria traslacional a lo largo de un eje, estas

+ VM(71) =0

ecuaciones se desacoplan en dos conjuntos cuando las variaciones de los campos a lo
largo de ese eje son nulas. Este es el caso cuando se propagan ondas planas perpendi-
culares al mismo, bien con el campo eléctrico en la direccién del eje, y el magnético en
el plano perpendicular al mismo (polarizacion transversal magnética TM), bien con el
campo magnético en direccién del eje, y el eléctrico en el plano perpendicular (polar-
izacién transversal eléctrica TE). Haciendo coincidir el eje de simetria con la direccién
Z, en un sistema de coordenadas rectangular y para medios lineales

J=0E
jf:O’mﬁ
D=¢E
i=15

7

cuyos parametros ;. (permeabilidad magnética), ¢ (constante dieléctrica), o (conductivi-

dad eléctrica) y 0., (conductividad magnética) no dependan del tiempo, aunque si, en

general, del espacio, se pueden escribir las ecuaciones rotacionales de la siguiente forma:
Polarizaciéon TM:

0H, 1 ( OF.
Tl (— e aer> (3.5)
0H, 1 (0E.
Tt =5 (e~ o) 5
0E. 1 (0H, 0H,
ot ¢ < dr Oy 0EZ> 8.7)
Polarizacion TE: 9 ! rE A
- ( 5 ULI> (3.8)
0E, 1/( OH,
37—;(*3;—“%> (3.9)
OH, 1 (0E, OF,

El objetivo de este capitulo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales anterior,
con condiciones iniciales dadas, y condiciones de frontera que simulen un problema
abierto, para estudiar la interaccion de una onda electromagnética plana que incide

normalmente sobre un objeto material. Se estructurara el capitulo en los siguientes
puntos:



3.1. PROPAGACION 57

e Descripcién de las aproximaciones mediante diferencias finitas a las derivadas de
las Ecs. (3.5)—(3.10) que permitan obtener numéricamente su solucién mediante un
algoritmo de ordenador.

¢ Obtencién de un método de introducir una onda plana electromagnética que ilu-
mine el objeto.

¢ Estudio de la estabilidad y la dispersién del método.

e Truncamiento del dominio de cdlculo mediante condiciones de frontera apropia-
das.

e Calculo del campo de radiacion.

o Aproximacién de las ecuaciones rotacionales en forma integral

fﬁ-df:ﬁ/ p-dS+ [ T4 3.11)
i ot Js, S

fE-df:-i/ F-d5+ [ 3 -d§ (3.12)
L at Is, 5

para evitar el modelo escalonado del objeto.

Dada la dualidad que existe entre las ecuaciones para la polarizacion TE y TM, a
menudo se expresaran solo los algoritmos para una de las polarizaciones. Bastara tener
en cuenta la siguiente correspondencia junto con la distinta situacion en la red de las
componentes, para obtener los algoritmos correspondientes a la otra polarizacion

Polarizacién TM<«= DPolarizacién TE
€ L U
a R Om
3 — H.
o, PN —F,
H, PN —E,

3.1 Propagacién
3.1.1 Aproximacién espacial y temporal de segundo orden

Si las Ecs. (3.5)-(3.10) no contienen términos de conduccién, es decir, son homogéneas,
y se aplican a medios lineales is6tropos, pueden ser escritas en la forma (2.39) con
A3 matriz nula de orden seis. Si se resuelven mediante el esquema del salto de la
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rana, se desacoplan en la forma descrita en (2.56), pudiendo obtenerse, ademas, los
conjuntos de componentes (E., Hy, Hy) y (H., E;, E,) separadamente en funcion de
ellos mismos. Es usual, ademas, en la literatura trabajar con los incrementos espaciales
y temporales divididos por dos, y resolver las ecuaciones en diferencias en las redes de

las componentes dadas por

n Mmy My m;
E.|P I P P
E,|P P I P
H.\I I I P (3.13)
E.|P P P 1
H I P I I
H,|I I P I

donde P indicara ahora ‘multiplos enteros’ de A o At y I indicara ‘multiplos semien-
teros’. Por tanto la notacién <,c”+%(m + %, ...) con m,n enteros, serd equivalente a
e((n+ )AL, (m+ £)A,..)

A efectos de aplicar la notacién operacional introducida en el capitulo anterior, se
utilizaran los operadores definidos en (2.9) - (2.12) con p entero o semientero.

Aunque la teoria presentada en el capitulo anterior ha sido aplicada a la resolucion de
ecuaciones en derivadas parciales homogéneas y con coeficientes constantes, se puede
aplicar de modo formalmente analogo a las ecuaciones (3.5)-(3.10) no homogéneas con
coeficientes no constantes en el espacio (si en el tiempo). Un método de estudiar la
estabilidad segtin Von-Neumann, es tratar, por un lado, el problema interior de coefi-
cientes constantes donde lo sean, y por otro, tratar las condiciones de conexién entre las
regiones mediante el método GKS, o bien, si el estudio es matricial, siempre es posible
estudiar el problema global, condiciones de conexién incluidas.

Otra cuestion que se ha de tener en cuenta para las ecuaciones no homogéneas (con
conductividad magnética o eléctrica) es que al aplicar los operadores centrados a las
derivadas, el problema no se desacopla de la forma (3.13), sino que se hace necesario
calcular los campos eléctricos y magnéticos tanto en instantes pares como impares, para
cada polarizacion, con la consiguiente duplicacién del tiempo de célculo computacional.
Por ejemplo, para la polarizacion TM y suponiendo que hay un término de conductividad

1
Dy, -Er2(i, )= =k
2

&(1,9)
(D #3401 = Dy - B2 - o) B, ) 614)

1
2

aparece £, evaluado en multiplos tanto enteros como semienteros de At¢. Para mantener
el desacoplo de (3.13) se hace uso del operador promedio de segundo orden definido
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en (2.12) que obtiene E'? como el promedio de E?*! y EZ, con lo que todos los E.
de (3.14) estan evaluados en instantes temporales enteros.

Resumiendo: las funciones de red sobre las que se van a aplicar los operadores
promedio y diferencia seran tales que las ecuaciones finales solamente involucren a

ntl
o Polarizacién TE — {E2(i + ,7), EXGi, i+ 1), HE 2 (i 4 1,5+ 1)}
1
e Polarizacion TM — {HE“(i,j +3), Hi(i+ 3, 7), EX(3,5)}

con n, t, j enteros.
Esto se consigue mediante el siguiente esquema:
Polarizacién TM:

. nes 1y _ 1
Dzlt Ha:(za]‘!' 2)“

u(ig+3)
(-Dyy - EZGui+ 3) = om(isi + )Py, B2 5+ 3)) (3.15)
g 12y 1
D%t . H;L(Z+ 27])"' u(i+§,j)
(Dy, - E2(i+4,) = omi+ 5, 9)Py - HE(i + 4,9) (3.16)

Dy, E2Y3(i,5) = =
PLRCIRL DA ()
n+d . n+l 5 s nt+l o .
<D§I'Hy 2(4,7) = Dy - He 2(4,5) = 0(3,5) Py, - Bz 2(%])) 3.17)

Polarizacion TE:

Dy, EXti(i+ 1, 5)= -1
st F 2

e(i+5.)
X "1+%‘ s L oy . R . ‘TP-‘I'%'. 1
D%y H: (7 P 27.7) U(2+ 2:.7)P%t Er (7 " 2>.7) (3.18)
Dy, B}t i+ 1) = o
3t Y VST 2T (i)
B whgps ¢ I% g5 gy A e PR |
D;_I s 253+ 3) 0(1,]+2)P%i Ey "7+ 3) (3.19)

Dy - H2(i+ 3,0+ 3) = e
(Dy, B2+ 3+ 3) - Dy, Ep(i+ 4,5+ 1)
—om(i+ 55+ Py HE 4 5,5+ 3)) (3.20)
en el que sc utiliza el vector H en vez del B y se han deshecho los cambios 7 = ¢t y
B =cB.
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TE: -H, t Ey o Ey4 T™M: -E, ¢t H, = H,

Figura 3.1: Disposicién espacial de las componentes del campo eléctrico y magnético

La colocacion espacial de las componentes en el plano queda segun la red de la
Figura (3.1), y temporalmente separadas por medio intervalo. Este esquema fue el
utilizado por primera vez por Yee en (1966).

Es posible escoger de otros modos las redes de cada componente; mediante com-
posicion de los operadores promedio y diferencia se pueden obtener aproximaciones a
las derivadas que, introducidas en las ecuaciones de Maxwell, den esquemas en los que
solo intervenga las funciones definidas en los nodos escogidos. Este tratamiento resulta
especialmente util cuando se tratan medios anisétropos (Materdey Bao-Hung, 1993).

En las anteriores expresiones se ha supuesto, en general, que los coeficientes x,
¢, 0y o pueden ser funciones espaciales (medios no homogéneos), de ahi, que se
haya expresado la dependencia con las coordenadas de la red. Con el fin de obtener
expresiones mas compactas se pueden definir las siguientes constantes:

1 = o(a,B)At

N 2e(a,3
Ca(a, ) = 1_a(aLM)T

2e(a,f3)

At
1

! = e(a,3)
Cb(a7/8) - A 1 + o’(o:(,ﬁ At
2e(a,3)

1— om(a,B)At

g 2u(a,B)
Da(o”’ﬁ) - om(a,B)At

1 + 2p(a,f3)
At

1 («.8)
Db(a7 ﬁ) = = sl
Al
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donde o yf pueden ser enteros o semienteros, con lo que las ecuaciones (3.15)-(3.20)
quedan:
Polarizacién TE:

n+l 1. R R S |
Hr+2(z,j+§) = Du(i,7+ E)HI 2(1,]-{—5)

1 .
— Di(i,i+5)(EXG,I+1) - X)) (3.21)

ntd 1 A S T
Hy 2("'{' '2_7.7) = Da(1+_:])Hy 2(2+—)])

2 2
1 .
+ Doli+ 5, )(EXGi+ 1,4) - EZi,5)) (3.22)

E™M1(4,5) = Ca(4, ) ER(i, 5) + Coli, §)
n+l . . n+g . ]
(Hy 2(i+5,0)—Hy *(i- 5,9+
n+dl \ ntgo. .
Hr+2(za] - %) - Hr+2(27] + %)> S

Polarizacion TM:

E3t(i+ 5,5) = Cali+ 3, ) EZ(i+ §,5) + Co(i + 3, 7)
nt+i . . i .
(B 7+ L+ 5 - B2+ 5,5 - 1) (3.24)

Egt'(i, 5+ 3) = Cali,j + $Ep(i,5 + 3) + Co(i,5 + 3)
L. . i .
(B~ b+ 5 - B+ L+ D) (3.25)

n+l | . . . n—Li | .
Hz+2(2+%a]+%):Da(l'i'%,]'i'%)ﬂz 2(1+%a]+%)
+Dy(i+ 4,5+ D) (ERG+ 4,5 +1) - BR(i+ 5, 4)+ |
Ep(i,j+3) - Ep(i+ 1,5+ 1)) (3.26)

donde se ha puesto A = Az = Ay = A, suposiciéon que se hara durante el resto de este
capitulo.

Otra de las ventajas de desacoplar el problema temporalmente radica en que basta
especificar las condiciones iniciales para los campos eléctricos en ¢t = 0At y para los
magnéticosent = 4! para que el esquema se automantenga. Si el problema no estuviese
desacoplado serfan precisos los campos eléctricos también en t = &' y los magnéticos
ent = ( para que el esquema avanzase.

En las ecuaciones discretizadas se observa que las propiedades eléctricas y
magnéticas pueden variar de una celda a otra. Por tanto, al estudiar problemas que
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involucren medios distintos del vacio, las transiciones entre medios se han de modelar
escalonadamente. Este tratamiento de las transiciones, que surge de forma natural al
discretizar las ecuaciones diferenciales, puede ser mejorado utilizando las ecuaciones
integrales (3.11) y (3.12) segtin se estudiara posteriormente.

Los restos de las series de Taylor que sirven para hacer las aproximaciones de las
derivadas temporales y espaciales mediante diferencias, particularizados para los in-
crementos semienteros, y para funciones de onda de frecuencia angular w y velocidad
de propagacion c¢ del tipo f(z,y,t) = Asin(wt 4+ B.¢ 4+ Byy), con numero de onda
B=y BZ 4+ 8% = %, pueden acotarse como sigue: el resto de la derivacion temporal es
(ver 2.17))

| R | (ﬂC)

A rad® (3.27)

< _4_(31)

QJ
'-».
l\.)

y el de la derivacion respecto a la variable espacial x

EADYN
- 24

(A)? (3.28)

& [

Si se escogen los incrementos temporales y espaciales ligados mediante Az = cc, At
con ¢, parametro que se va a llamar velocidad numérica, definiendo el numero de celdas
por longitud de onda como el cociente entre la longitud de onda A = %1 y el incremento
espadial (N, = %), las expresiones (3.27) y (3.28) quedan

| Rf ’ < 471'2
%'zL 24¢IN2,
R 4n?

| or | < 942
ar clo

3.1.2 Segundo orden temporal y cuarto espacial

Para discretizar las ecuaciones (3.5)-(3.10) es posible utilizar aproximaciones de orden
superior a las derivadas espaciales y temporales. Se van a describir con brevedad los
algoritmos resultantes de discretizar mediante diferencias centradas de cuarto orden las
derivadas espaciales y segundo orden las temporales.

Mediante una aproximacién de cuarto orden a las derivadas espaciales (2.22) y
una de segundo orden (2.21) para las derivadas temporales, se obtienen las siguientes
expresiones para las ecuaciones de propagacion en la polarizacién TM (por ejemplo)

. Nl » l = +
D%t HZ(i,j+ 2) u(iity)

B2 G 4 5) = om(ini+ 5Py H2(, G+ 1))

W
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s I W 1
Dy~ Hylit 3,9 = 715

(804, — Dg,)- EX(i+ §.5) = om(i+ §,5)Py, - H}(i + §.5))

N ntlo oo nt+l ..
((%D%:g_éD%z)Hy 2(17])_(%D%y_%D%y)'Hl‘ 2(1>])_a(1’])P2—}t'EZ 2(“]))

y, expandiéndolas

n+i .. \ 4 n—-% . Dp(i,j+ %
Hf+2(2,]+%):Da(2;]+%)Hr 2(Z.j+l)— b(214+2)

[27(E2G5+1) - E2(i, ) - (2G5 +2) - B2(,5 = 1))

P34, 5) = Dali ) Hy (4 3, 4) + 22

[27(Ezi+1,5) - E:(m) - (ErGi+2.5)- E2Gi- 1.5)]

E™t1(i,5) = Ca(,5)EP(i, ) + %”[
27(Hy*E i+ ,9) - BTG - 4,9)
— (A 312,5) - B (- 312,5)
s21(H2M (G- 1) - BG4 D))
(BTG5 - 3/2) - B (i 4 3/2))]

con la misma notacién que en la seccién anterior.
El resto de la derivacion espacial de cuarto orden, acotado para sefiales armonicas
Asin(wt + ez + Byy) es

| B p 3(BAz)Y) _ 3
8 -~ 512 T 32N%,

La red de cada componente sigue siendo la misma que para el esquema de segundo
orden espacial y temporal ya que el operador Dag, aligual que el Dy, traslada espacial-
mente a las variables de nudos enteros a semienteros y viceversa. Por tanto, el esquema
sigue desacoplado de la forma (3.13).

3.2 Iluminacion

En problemas de dispersién hay que iluminar el objeto mediante una excitacion ar-
bitraria, para obtener los campos dispersados por el mismo. Dos planteamientos se
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encuentran en la literatura: uno en el que la regién de calculo se divide en una zona
de campo total en la que yace el dispersor y una zona de campo dispersado, y, otro
planteamiento en el que toda la regién de calculo es de campo dispersado.

Se describira previamente este ultimo. Para ello se hara uso de la linealidad de
las ecuaciones de Maxwell y se descompondran los campos totales en campos inci-
dentes mas dispersados. Teniendo en cuenta que las corrientes en el dispersor estan
relacionadas con los campos totales por

. . E‘tat
V x B = g Bt 42
ot
r7tot
¥ x Bt = _g ot _ “a]gt

y que los campos incidentes cumplen (supuesto el dispersor en un substrato de vacio)

8Einc

VA" =p
0 bt

9 Finc
ot
las ecuaciones de propagacién del campo dispersado

V x Einc = —lo

Edis — Etot _ Einc ﬁdis — ﬁtoi _ ﬁinc

seran
8ﬁdis oo o aﬁinc .
" 5 = X7 & Ed‘LS _ O,dezs _ (/L _ /-LO) _ UmHmC (329)
; ot
aEdis = dis ~ i 0Emc =
que se reducen a
. aEdis
V x s =
075
L 8ﬁdis
V % Edzs - _
Ho a1

en la region libre de medios y de fuentes.

Por tanto solo es necesario especificar el campo incidente en los puntos del dispersor
para poder obtener el campo dispersado en cualquier punto del espacio.

Por otro lado, el primer planteamiento hace uso del principio de equivalencia para
establecer una divisién entre una zona de campo total, en la que esta inmersa el dispersor,
y una zona de campo dispersado en la que hay un substrato que se supondra vacio por
comodidad. En la Figura (3.2) se esquematiza la anterior divisién.
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y
PLANO DE TRUNCAMIENTO
ZONA DE CAMPO DISPERSADO
@) .
4 ~ ZONA DE CAMPO TOTAL
<
z :
£ <
- >
a 2
o &
Z s
A a
s o
:
A
ZONA DE CAMPO DISPERSADO
PLANO DE TRUNCAMIENTO X

Figura 3.2: Division de la region de calculo en 2 zonas: una de campo dispersado y otra
de campo total. luminacién TE



66 CAPITULO 3. DISPERSION MEDIANTE OBJETOS BIDIMENSIONALES

Para conseguir esta separacion se hace uso del teorema de equivalencia (Gomez
Martin, 1984) que estd basado en el principio de Huygens, de ahi que a las corrientes
equivalentes que aparecen en el mismo se las llame a veces fuentes de Huygens.

Si se tiene un conjunto de fuentes creadoras de campo situadas en una region del
espacio, y se quiere calcular el campo en una region acotada libre de medios y fuentes
(si no lo esta, es posible eliminarlos en principio, y luego aplicar el principio de su-
perposicion), es posible substituir ese problema por el de calcular el campo dentro de
esa misma region si se conocen las componentes tangenciales del campo eléctrico o
magnético en la superficie que la limita. Este problema, a su vez, es compatible con el
de suponer los campos nulos fuera de la regién y un conjunto de corrientes eléctricas y
magnéticas superficiales que generen unas componentes tangenciales sobre la superficie,
iguales a las que generaban las fuentes creadoras del campo. Como por el teorema de
unicidad, dadas estas componentes tangenciales, el campo dentro queda univocamente
determinado, el problema queda reducido al calculo de las corrientes.

Asi, se utiliza la formulacién simétrica de las ecuaciones de Maxwell y de las condi-
ciones generalizadas de contorno asociadas con las mismas, para obtener las densidades
de carga y corriente eléctricas y magnéticas en la superficie de separacion, que den
cuenta de las discontinuidades de los campos

n- Dy = ps

i+ B1 = psm
n X _71:—1‘23
ﬁXﬁIZJ_;

donde los subindices en los campos indican en qué region yacen (Figura (3.3)) y 7 es
el vector unitario normal que va desde la region 2 a la 1. (Se han supuesto nulos los
campos en la region 2).

La implementaciéon numérica de estas expresiones en el algoritmo de diferencias
centradas fue llevada a cabo en (Merewether et al., 1980).

Este mismo problema puede ser visto desde otro punto de vista: si se establece la
separacion campo total-campo dispersado vista con anterioridad se plantea un problema
de consistencia al aplicar el algoritmo de propagacién a los puntos en la superficie
de separacion. En efecto, supéngase que se quiere evaluar £, (polarizacién TM, por
ejemplo) para los puntos de la superficie de separacién (Figura (3.4))

E?(45,7) ITotar= Ca(iiy 1) (EXi:4 §) | Totat +Co(is, )
il
o

nt+d . ; nt+l .
He 2 (16,5 — 3) |Totat —Hz  2(i5,5 + 1) |Tota1> (3.31)

i . nt+l | ¢
('Li + %a]) 1Total ”Hy 2(“ - %7]) ‘Dispersado +
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Figura 3.3: Utilizacién del principio de equivalencia para generar una regién con un
campo incidente dado
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Figura 3.4: Implementacion de la iluminacion para polarizacion TM
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Vj; < j < js. Es dedir, en la expresion (3.31) se evalua E. en la posicién (i, j) (zona de
campo total) a partir de tres campos que también yacen en la zona de campo total, y un
campo H, que yaceen (i; — 3, j), dentro de la que se ha establecido como zona de campo
dispersado. Por ello, seria preciso, para mantener la linealidad de los operadores, anadir
un término corrector a la expresion anterior que haga que todos los campos involucrados
sean totales

E;+1(iiaj) |T0tﬂ1: CG(ZH])E?(ZI)]) lTotal +Cb(1n])
7’1+% . 1 - ﬂ‘*‘;‘ . 1
(Hy (“ T _2_7-7) |Tota1 _Hy (21' - 57]) |Dispersado +

1

He (Zi:]_%) ’Total —H; 2(1ia]+§) lTot.al)
.. nti . 1 -
—Cb(zia ])Hy : (Zi -2 .7) ‘Incidente

Y 5 s iz nti . . .
El término afiadido en esta ecuacién Hy *(i; — %, 7) |Incidente puede ser visto, en la
primera interpretacién, como la corriente eléctrica en la direccion z, que seria preciso
afadir a la ecuacion de propagacién en diferencias, para obtener E, total en funcion de
campos que también han de ser totales.

Simbélicamente se puede poner el algoritmo de iluminacién como:

EI (i1, §) Irotar= EZ (66 5) [propay —~Cliss 1) By 2 (it = 5,5) |mcidente
donde el subindice Propag indica campo calculado mediante el algoritmo de propagacion
(3.21)~(3.26).

De forma analoga se deducen las ecuaciones de iluminacién para el resto de las
componentes.

Este planteamiento de division zonal, que es el que se ha seguido en cddigo desa-
rrollado, presenta la ventaja frente al planteamiento en términos de campo dispersado,
de tener que calcular el campo incidente s6lo en la superficie de separacion entre ambas
zonas (y en sus inmediaciones), en vez de tener que hacerlo en todos los puntos del
dispersor. Otra ventaja de esta aproximacion esta en el calculo de campos en el interior
de cavidades, donde el campo total puede llegar a ser muy pequefio. Para obtener
este campo mediante un c6digo que utilice la aproximacién de campo dispersado, sera
preciso sumar el campo incidente al campo dispersado obtenido, con los consiguientes
problemas de ruido numérico que surgen al sumar cantidades que son muy préximas y
de signo contrario (Taflove y Umashankar, 1990b).

Como se ha visto cuando se utiliza la separacién zonal, sélo va a ser preciso calcular
los campos incidentes en la superficie de separacién de las zonas de campo disper-
sado y campo total y en su cercania. Las iluminaciones que se han empleado son
ondas planas monocromaticas A sin(wt — 3(z cos ¢' + ysin ¢')) o pulsadas gaussianas

i siy)2 5 ; . : 7 i
A= ((t=to)={(z cos ¢ +ysin¢')) , propagandose segiin un dngulo ¢'. Como en la préctica
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esto supone el calculo de un gran namero de funciones seno o exponenciales, se recurre
a la generacion de una tabla de valores del siguiente modo.

Considérese una onda plana incidente (polarizacién TM) segin la direccién ¢'
(Figura (3.5)). Si se calculan los valores del campo incidente a lo largo de un seg-
mento que pase por el vértice del rectdngulo de zona total, que forme un angulo ¢
con la horizontal, se tendran calculados los campos en los planos de igual fase (perpen-
diculares al segmento). Es posible obtener el campo incidente sobre cualquier punto
del contorno proyectando el punto donde se necesita el campo sobre este segmento, e
interpolando entre los dos campos més préximos.

Puntos del contorno donde se precisa conocer el campo incidente

TN L

i g—e——-o—-6—- oo f)

0,% (i0,j0) i ¢ 0

ORN o 1f
RO

f ¢ )

q )

q fr

ft

ft

)

Figura 3.5: Interpolacién del campo en un punto a partir de una tabla de valores

Si se conocen los valores del campo eléctrico incidente en los puntos del segmento
(separados por una distancia A, por ejemplo) el valor delos campos eléctrico y magnético
en los puntos (7o, jo) € (i1, 71), respectivamente, se pueden obtener

E(io, jo) = (d — Ent(d))E"(m + 1) + (1 — (d - Ent(d))) E"(m)

HX B 5 = % ((d ~ Ent(d))E"™*3 (1 + 1) + (1 - (d - Ent(d)))E”J“%(l))

donde Z es la impedancia del medio, y Ent denota parte entera. Por tanto, generando
una tabla de valores a lo largo de un segmento es posible calcular el campo incidente
donde se necesite sin tener que calcular la funcion especifica del mismo.

Para generar esta tabla de valores es preciso conocer la velocidad de propagacion de
la onda en el medio. Como se estudiara posteriormente, aunque éste sea intrinsecamente
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no dispersivo, existe una dispersién numérica introducida por el proceso de dis-
cretizacion. Por ello, sera preciso calcular la velocidad efectiva de propagacion, a partir
delarelacion de dispersién numérica, para generar la tabla de valores con esta velocidad
de propagacién numérica.

Como se ha dicho, se ha iluminado mediante ondas planas de dos tipos:
monocromaticas y con forma de pulso gaussiano. Para las segundas es preciso tener
en cuenta el teorema de muestreo a la hora de escoger los incrementos temporales. Si
la excitacién incidente en la direccién 7 = cos ¢'i + sin ¢'j, es de la forma (polarizacién
T™):

A e
V2a 4a?

Tomando como frecuencia méxima del pulso fn.. aquella a la que la amplitud en

Ene(7, 1) = Ae=o* ((=0)=th7) —| B (F,w) |=

frecuencia cae a la milésima del maximo, y se llama N, |min a la resolucion a tal
frecuencia, es posible poner

mea:r T C/fma:r C/fma:c
6= ——— , N = = A= —
\/hl 1000 i o |m1n A A/clo 'mi'n
y, al escoger el nimero de Courant satisfaciendo la condicién de estabilidad <§* < v
1
At < v
\/ifmax]\'clo Imin
de donde el teorema de muestreo impone sobre N, |min que sea mayor o igual que V2.

Esta condicion no es, en la practica, restrictiva pues, para obtener buenos resultados,
suelen usarse N, |min del orden de 5“’&& O mayores.

3.2.1 Segundo orden temporal y cuarto espacial

Dado que para hacer avanzar una componente en un punto se precisan componentes
situadas en la celda y media adyacente, en vez de solamente una, como era el caso de la
aproximacion de segundo orden, el algoritmo de iluminacién necesita modificarse.

Para establecer la frontera de la Figura (3.4) entre campo total y campo dispersado,
se plantea un problema de consistencia al propagar las componentes que precisen com-
ponentes que yazgan en medios distintos para su calculo. Por tanto sera preciso sumar
o restar el campo incidente a los términos de las ecuaciones de propagacién para que
todos los campos involucrados sean o totales o dispersados. La interpretacién mediante
el teorema de equivalencia es andloga a la vista en aquella seccién. Las expresiones
resultantes para iluminar £, en la frontera izquierda, en la polarizacién TM son las
siguientes:

E?(lo]) ‘Total: E?(ZOJ) ‘Propag +%l

Tl—l f s n—l— . "
(—27Hy 2(20 — %,]) llncidente +f1y 2(20 - 3/27]) ‘Incidente>
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Chlio +1,5) ;-1
24 ¢

Co(io—1,7 L1

%Hg{ 2 (10 + 57]) |Incidente

Se observa que es preciso iluminar el campo en tres celdas, en vez de en una sélo, debido

a que el algoritmo de propagacion tiene una profundidad de celda y media.

. . i . o1
E:(ZO + 1,]) |Tota1: Ez (20 + 1,_7) IPropag + (10 - 57]) |Incidente

n—=

E:(ZO = 1,]) IDisp: E:(ZO - 1’.7) ‘Propag +

3.3 Condiciones absorbentes

Se ha comentado anteriormente que una consideracion basica al aplicar el algoritmo de
diferencias finitas, es que la mayoria de los problemas, y, particularmente el calculo del
campo lejano, son abiertos y, por tanto, la region en que el campo deber ser computado
es, idealmente, ilimitada. Debido a las limitaciones de memoria de la simulacién com-
putacional, es necesario, sin embargo, tener una regién de cdlculo finita. La zona de
calculo debe ser suficientemente grande para encerrar la estructura de interés y debe
utilizarse una condicién de contorno adecuada sobre la superficie de truncamiento mas
externa para simular la extension de la zona de calculo hasta el infinito. Las condi-
ciones de este tipo se denominan en la literatura condiciones de radiacién, condiciones
absorbentes o condiciones de truncamiento de la red.

El truncamiento de la red espacial se utiliza para designar los planos de red mas
externos en la regién de campo dispersado. Los campos en estos planos no pueden
calcularse utilizando los operadores centrales debido a la ausencia de datos sobre el
campo en los puntos fuera delared. Por tanto se requiere una condicién de truncamiento
auxiliar. Esta condicién debe ser consistente con las ecuaciones de Maxwell de forma
que una onda propagandose hacia fuera que incida sobre el plano de truncamiento debe
salir de la red sin reflexién significativa (idealmente nula), esto es, como si la superficie
de truncamiento fuese transparente. Un error en el algoritmo de truncamiento implica
errores acumulativos para todos los instantes de tiempo después de que las reflexiones
no deseadas lleguen a la vecindad del punto de observacién.

Considérese ahora el problema con mas detalle. La observacion de las Ecs. (3.21)-
(3.26) indica que los valores de las componentes del campo en los planos de trucamiento
de la red no pueden obtenerse de este conjunto de ecuaciones debido a la naturaleza
centrada delas derivadas espaciales. Por tanto, estos valores deben calcularse utilizando
una condicién de truncamiento auxiliar numéricamente estable y consistente con las
ecuaciones de Maxwell.

Una cualidad deseable de la condicion de truncamiento es que relacione de una
forma simple los valores de las componentes del campo en los planos de truncamiento
a los valores de las componentes del campo uno o mas intervalos espaciales dentro de
la red.
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El tratamiento que se va describir a continuacién fue desarrollado en (Engquist y
Majda, 1977) (1979) y llevado a cabo en (Mur, 1981) con buenos resultados. Sea la
ecuacion de ondas bidimensional para una componente ¢

9%y 0% 1 0%

522 T oy 2or 0
con ¢ la velocidad de fase. Notando los operadores
d )
83; = a ay = ali =

oz dy at

1
_ 92 4 52 2
L=0;+0,— C—Qat
es posible escribir la ecuacion de ondas como
Ly=0

El operador L puede ser factorizado mediante los pseudo-operadores diferenciales L,
L=y S como Ly =LtL ¢ =0con

L+:8x+%\/1—52 , 1:_:'(91——@\/1—52

c

cd
=%
Se puede probar (Engquist y Majda, 1979) que la aplicacién de L, por ejemplo, a
la funciéon de onda ¢, en = = 0 absorbe totalmente una onda plana que se incida
con un angulo arbitrario sobre esa frontera en sentido saliente (hacia la izquierda).
Analogamente, L% lo hard sobre la frontera opuesta en sentido saliente a la misma
(hacia la derecha). Es posible aproximar simbélicamente el pseudo-operador 5 me-
diante aproximantes de Padé. El primer y segundo término de esta expansién coinciden
respectivamente con el primer y segundo término del desarrollo en serie de Taylor.
Primer orden:

VvV1-6?2~1

con lo que
9] 10
- /7 e / f— - / —
L™ o B1U‘$:0 <5)1: c 8t> " le=0 0 (3.32)
Segundo orden

V)

V1-52~1- 57
con lo que

=0 (3.33)
=0

0% 182 ¢ 02
L™ :B"v! = s e /
g 2|0 <8x3t i eqier 2 83,/2) v
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Utilizando aproximaciones de orden superior mediante los aproximantes de Padé se
obtiene una relacion de recurrencia que liga a la aproximacién n-ésima de L~ con las
anteriores mediante

By

d ¢ 8? ,
— (EBN—H%?'{' Za—yQBN—?.w>

=0

Particularizando para una onda incidente plana viajando hacia z = 0 de la forma

P(ct 4+ x cosf + ysin 0), el operador L~ actuando sobre esta onda da exactamente 0, pues
se cumple

0vY  cosf 0
. e — = Vz,y,0
dz c Ot 0 oy
la primera aproximacién a L~ B, resulta
oy  10v
Bip= ————F =cosf— 1=
1Y 3 o1 0s 0

considerando, en primera aproximacion (¢ <)

cosG:\/l—sin20:1

La aproximacion B, a L~ corresponde a

0% 182 ¢ 8? 1.5
By = <M+ZW—§B—?—J—§>¢—C089—1+§SID 0~0

considerando, en segunda aproximacion

1
cosO:\/l—sin29:1—§sin29

y, en general, cada aproximacién corresponderd a un desarrollo de la funcién v/1 — sin”®
mediante aproximantes de Padé. Estas aproximaciones seran tanto mejores cuanto mas
pequerio sean las desviaciones del dngulo de incidencia frente a la normal al plano de
truncamiento. Se prueba (Deveze, 1992) que el coeficiente de reflexién asociado a una

1 —cosf\"
| Bn |= (1—+—cos€>

condicién de gradon es

La aproximacién de Mur esta basada en la discretizacion mediante diferencias cen-
tradas de segundo orden, de las Ecs. (3.32) y (3.33) !. Si la frontera de truncamiento
se hace coincidir, por ejemplo, con los E. (polarizacion TM), s6lo hay que aplicar las
anteriores ecuaciones a los E, que yazgan en la frontera. Al estar situados los campos
magnéticos media celda hacia adentro, no es preciso aplicar esta condicién sobre los

'Es posible probar su estabilidad mediante el método GKS
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mismos. Analogamente para la polarizacion TE el truncamiento se hace en los H. y
s6lo es preciso aplicar los operadores L+ y L~ a estas componentes. La substitucién por
diferencias centradas se hace aplicado los operadores en diferencias a puntos de la red
virtual situado media a media celda de la frontera en el interior de la regién de calculo,
promediando cuando el campo no caiga en nudos de la red principal, del siguiente modo

(polarizacion TM)
BETY (L)  BE}T'(3.4)
0? En(l i) = 8r2 — 81‘2
dzdt 7 2’ At
<E?+‘(1,j)—E?+l(o,j)> B <E;‘—‘(1,j)—E?“(o,j)>
A A
- Al

82E7(2,0) _ 1 [82E™(0,) 4 82E7(1,5)] _
512 = 32 912 912 -
1 [E27(0,4)—2E7(04)+EF "1 (0,4) | EXT'(1,4)-2E2(1,5)+E7 " (1,5)
2 A2 + A2

O?ET(3.) _ 1 [8°EZ(0,4) , 82ED(L.)
9y2 - 2 gy + 0y2

_ 1|EZ(0541)-2E7(0,4)+EZ(0,5-1) + E?(I,j+1)—2EP(l,j)+E1‘(l,j—1)}
-2 Ay? Ay?

La discretizacion de la primera aproximacion para los puntos de la frontera izquierda
es
n+1 N pn 7 cAt — A n+1 N — ET :
EFP0,5) = EX(L3) + —xx (B2 (14) - E2(0,5))

que puede ser aplicada Vj. La segunda aproximacién resulta

E2H0,5) = —E27N(1,5) +454 (1) + E27'(15))

A n . n{ . (CA[)2
+cA2i+A Ez(07]) + Ez(l7-],)) + 2A(cAt+A)

(E?(O,J' +1) = 2E2(0,7)+ E7(0,5 — 1)+ E2(1,5 + 1) = 2E2(1,5) + E} (1,5 - 1))

donde se observa que para calcular el campo en el instante n + 1 en una posicién j es
preciso conocer los valoresen j + 1y j — 1 en el instante n. Por tanto este algoritmo no
es aplicable a las esquinas por carecer de esos valores en la regién de calculo.

3.3.1 Tratamiento de las esquinas

Para obtener el algoritmo de absorcién en las esquinas, se va a poner la velocidad
numerica ¢, = 2. La extensién a otros valores no presenta dificultades.

Se tomara que las ondas numéricas se propagan radialmente desde el centro de la
red y se simulard su absorci6n en la esquina (0,0) mediante el operador de primer orden
(Figura (3.6)). Si ¥™(0,0) es el valor del campo que se va a absorber en el instante n, al
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haber escogido A = 2cAt, en la celda (0,0) habra en ese instante el valor W retardado
dos instantes temporales en una celda interior situada a un A de la misma, atenuado en
un factor f.

Wn-H (0, 0) — fr ﬁ/n—l

LLamando d ala distancia dela esquina al centro de la red, y, puesto que la geometria
es bidimensional, el factor de atenuacién valdra

d—1\3
f = (T) (3.34)

Una simple interpolacién lineal permite expresar W en funcién de los valores retardados
de la componente en los puntos vecinos

W™l = (1=sina)(l—cosa)W"1(0,0)+ (1 —sina)cosaW™1(1,0)
+ sina(l —cosa)W™1(0,1) 4 sin a cosaW™ (1, 1)

W(0,1) W(l,1) &
ey

W(0,0) W(1,0)

Figura 3.6: Absorcion en la esquina (0,0)

3.3.2 Segundo orden temporal y cuarto espacial

Los algoritmos de absorcién son idénticos a los utilizados en la aproximacion de segundo
orden a las derivadas espaciales. La diferencia radica en los puntos a los que éste se
aplica, y viene dada por el hecho de que los campos eléctricos situados a una distancia
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de una celda de la frontera necesitarian, para su propagacion, los campos magnéticos a
una profundidad de una celda y media, y, por tanto, no es posible obtenerlos mediante el
mismo algoritmo, al estar uno de ellos fuera de la regién de calculo. Por ello, también a
estos campos eléctricos que estdn a una distancia de una celda del plano de truncamiento,
se les aplica el operador de absorcion de segundo orden, discretizado segun el esquema
de Mur mediante diferencias finitas centradas de segundo orden. En las esquinas se usa
igual esquema que en la seccién anterior.

Para el campo magnético también es preciso aplicar el operador de absorciéon en
los puntos interiores a la corona cuadrada definida por los contornos sobre los que
se absorbe el campo eléctrico. La razén es, asimismo, la de que el campo magnético
también necesitaria una profundidad de una celda y media para propagarse mediante
el algoritmo de cuarto orden. En la Figura (3.7) se muestran las componentes que deben
ser absorbidas para la polarizacion TM.

(0,my) @ & & @ (mx,my)

® ¢
@,
E"Z
3 = S
S "
2 >

0,0) & = = =) D (mx,0)
E, ABSORBIDOS T Hy ABSORBIDOS = H, ABSORBIDOS

Figura 3.7: Componentes que deben ser absorbidas en la aproximacién de cuarto orden
a las derivadas espaciales. Polarizacién TM.

He aqui las expresiones resultantes para absorber . en los contornos interior y
exterior

n N n— A cAt—A n % n— &
EP*0,5) = —E77M(1,5) +&ia (E2(L 1) + 311, 5)

. n = 2
+ s (B2, 5) + Ez(l’])> + _—2A((CcAAtt)+A_)
(E2(0,5+1) = 2E7(0,5)+ EX0,5 — 1) + EX(1,5 +1) = 2B2(1,5) + EX(1,5 - 1))
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Vi=1,---,my—1

Ep*i(1, ) = —Er(2,5) +452 (Erv(2,5)+ E274(2,5))
n n cAt)?
e (E (1,7)+ EZ(2, J)) + ﬁx?rm
(B2(1,5+1) = 2B2(2,5) + EZ(1,5 = 1)+ EZ(2,5 + 1) — 2B2X(2,5) + E}(2,5 — 1))

EZTH(0,0) = froET™}
E;H_l(l% 1) = frlE_lz

con E" y E™ calculados a partir de la Ec. 3.6), y fo ¥ f1 factores de atenuacion, que
son diferentes por depender de la distancia al centro.

Y para H, izquierda y H abajo

w

) =~ G +RER (G4 1 G)
+cA2tﬁA< %(% i)+ %(%,j)>+
s (Hylz(lwn—zﬂ?f(%]) +H (L)
FHE G+ - 28 () + By (35— )

HIYEGL L) = — TR0, 2) s (HIVIGL D) + HE (1))
+K2f+—3<Hn_%(i §)+H;_%(i,%)>+

e (H;j%(z'—{-1,%)—2]{;1%(',%)4-HI (i 1,1)

FH R4 1,8) - 20026 + BT (- 1,D))

Vi=1,---,myz—1

3.4 Dispersion y Estabilidad

El punto de partida del estudio de la dispersion y de la estabilidad por el método de
Von-Neumann es distinto, pero ambos se reducen al planteamiento de un problema de
autovalores. Para la estabilidad se expande una perturbacion de las condiciones iniciales
en serie de Fourier y se estudia su propagacion mediante el esquema en diferencias. Para
la dispersién son las condiciones iniciales, propiamente, las que se expanden, y se estudia
su propagacién. Como tanto las condiciones iniciales, como una perturbacion sobre las
mismas, se propagan de andloga forma, el estudio es comun a partir de este punto.
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El caso bidimensional es una particularizacién del tridimensional (2.1) con A, Ay y
As matrices 6 x 6 de constantes dadas por

0o 0 0 0 O
00 0 0 0 1
00 0 0 =10
A=
0 0 0o 0 0 O
00 -1 0 0
01 0 O 0
0 0000 -1
0 00 00 O
0 0010 O
Ay =
0 01 00 O
0 00 00 O
-1 00 00 O
2= (o)
3.4.1 Segundo orden espacial y temporal
Sea un armonico genérico de la forma
BenAleif 7 — Bendt Bt on 0= Q(f) e € (3.35)

con B vector de la forma (2.40) y A7 = cAt. Si este arménico se propaga mediante la
discretizacion de (2.39) con el esquema del salto de la rana (sustituyendo las derivadas
con relacion a « por el operador D 1 ), 1a ecuacion de autovalores (2.49) se reduce en el
caso bidimensional a

A IoB = —(Meds + A, 4,)B

con A, los autovalores de los operadores D; , dados por
2

2 QAT 1 2 AL
/\7 = ATsenh(z—i—) = z/\t = CAisenh(Q—Q——)

2; . Az, 29 . Ay
)\r = :A_;(j Slll(,}IT) 5 )\y = A_y 51n(,;3y7)

propagacionque, si B no esnulo, es sélo posible si se cumple que el sistema de ecuaciones
no admite como unica a la solucidn trivial,

det(IA; + A4y + Ayds) =0
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que es la relacién de dispersion del método.

La condicién suficiente de estabilidad se da cuando (los multiplos de los incrementos
estan divididos por 2)

Re{A;} =0

\e%ATj <1l { "
[Sm{A-} < &7

Para las ecuaciones bidimensionales de Maxwell resueltas mediante el salto de la
rana (2.52) se escribe

A» 00 0 =Ty
0 A; 0 0 0 Az
0 0 A Ay, =Xz O
0 0 A A 0 g |TMGETA-X)=0
Yy T
0 0 =Xz 0 As 0
Ay Ae 00 0 A
y la condicién de estabilidad
Re{A,} =0 V7
y
sin?(B:82)  sin?(5,8Y) 1
[Sm{A-} \/ Ag? T Ay? - AT

condiciéon que se cumple V{3 si y solo si

[ 1 1
cAt —A?+Ay231

cAt 2 1
AT V2
La criterio CFL fue deducido en el capitulo anterior ? (Ec. (2.53)) e imponia igual
condicién que la obtenida mediante Von-Neumann.

ysiA = Az = Ay

La relacion entre los autovalores espaciales y temporales constituye la relaciéon de
dispersion
AN = A2 4+ A2 (3.36)
que para esquemas estables ({2 = jw) se convierte en
sin?(3:488)  sin?(8,5Y) 1 sin?(wgl
Ax? Ay? ez At

2Los efectos de tener los incrementos divididos por 2 se cancelan mutuamente
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que se reduce a la usual B2 4 65 = —“—’C; para el caso analitico bidimensional, en el limite
de incrementos nulos.

Por tanto, existe una anisotropia numeérica en la propagacion de modos en la red
discretizada.

3.4.2 Cuarto orden espacial y segundo temporal

La forma explicita de la relacion de dispersion (3.36) se obtiene, en este caso, sustituyendo
los autovalores de los operadores que aproximan a las derivadas espaciales hasta cuarto

orden. 4 .
-Di1_—=Ds
8 2¢ g8 2«

que se obtienen aplicandolo a autovectores un del tipo (3.35), y son

. 9.7 7 ) Az
A= TAr (ﬁ“ o)+ oAz Sn(3057)
97 Ay, 7 Az,

Xip = —— By =
v = 1Ay sin( ,)—l— 9Ay sin (30, 5 )

y la relacion de dispersién queda, para esquemas estables (Q = jw)

2 2
9 o Bz Az 1 33:Ax ByAy 1 .. (3ByAy _
<451n( 5 >—125n( > >> +<4s1n<"2 )—551n<+>> =

-41)

sinz(

At?

4
La condicion de estabilidad surge de imponer
-SRE{/\t} =0

|Sm{As}| < it

es decir

para todo ,lo cual se cumple si

ysiA=Az=Ay= Az
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Para obtener la condicién CFL basta tener en cuenta que la pirdimide de la Figura (2.2)
tiene como base un rombo de semidiagonales Az y 3Az , con lo que (2.53) se traduce
en

cAt <

ycuando A = Az = Ay = Az

Se observa que el criterio CFL impone sobre el incremento temporal, una condicion
de estabilidad mas relajada que el criterio de Von-Neumann.

3.5 Conformacion

Una de las caracteristicas del método de diferencias finitas aplicado a la resolucion de
las ecuaciones rotacionales de Maxwell con coeficientes no constantes, para el estudio de
la interaccién de ondas electromagnéticas con estructuras materiales, es la division del
espacio de solucién en una red espacio temporal de paso constante. Las variaciones de
los coeficientes de la ecuacion diferencial se traducen en variaciones de los coeficientes
del esquema en diferencias de una celda a otra. Cuando se estudia, por ejemplo, la
interaccion de una onda electromagnética con un objeto conductor de geometria curvada,
la conductividad es no nula en el interior del mismo y la frontera en la que cambia desde
cero al valor dado, es la frontera curva del objeto. Al estar permitidas, por la forma de
construccién de un esquema en diferencias, solo transiciones de los coeficientes de los
mismos de una celda a otra, las variaciones de estos coeficientes se producen a lo largo
un contorno escalonado que aproximara de un modo mas o menos burdo, dependiendo
de la finura de la discretizacion, al contorno original. A este efecto se le conoce en la
literatura como escalonamiento y aunque la consistencia del esquema conjunto que trata
el problema de coeficientes variables estd garantizado, si los esquemas son localmente
consistentes, el error introducido puede llegar a ser grande. En (Cangellaris y Wright,
1991) se ha demostrado la existencia de modos superficiales que se propagan sobre el
contorno escalonado, y que no se presentan en el problema original; ademas las ondas
superficiales se propagan mds lentamente sobre el contorno escalonado que sobre el
contorno curvo. Estos efectos desaparecen al hacer tender los incrementos a cero.
Segun se vio en el primer capitulo, se han propuesto muchos métodos para tratar el
problema. Todos ellos se basan en una distorsién local o global de la red espacial, para
adaptarla a las variaciones de las propiedades electromagnéticas del medio que se va a
estudiar. En este apartado se va a modificar localmente el esquema en diferencias para
tratar el problema de la interaccion de una onda con una estructura bidimensional curva
perfectamente conductora. El método que se va a seguir fue propuesto formalmente
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(urgens et al., 1992) y se conoce en la literatura con el nombre de Contour Path method.
En el cuarto capitulo de la presente memoria se propone un método para aplicarlo
a estructuras tridimensionales mediante un algoritmo de conformacién volumica. Re-
cientemente, en (Jurgens y Taflove, 1993), se extiende en la forma de integral de contorno
a problemas tridimensionales.

Segun se vio en el capitulo anterior, los requerimientos basicos de cualquier esquema
en diferencias que aproxime a un problema diferencial, se centran en: consistencia del
esquema con el problema, convergencia de la solucion del esquema a la solucion del
problema y estabilidad del esquema (equivalente a convergencia para esquemas con-
sistentes). El estudio de la estabilidad del esquema centrado para resolver el problema
de Cauchy puro, se ha efectuado en epigrafes anteriores, mediante el método de Von-
Neumann y el criterio de Courant-Friedricks-Lewy. El estudio se ha llevado a cabo
ignorando las variaciones de coeficientes en la ecuacién y estableciendo un criterio local
para cada zona de coeficientes constantes. Aunque dificil de probar analiticamente, en
la préctica si no se satisface el criterio de estabilidad para cada zona de coeficientes cons-
tantes, el esquema es inestable (planteado como problema puro de valores iniciales). En
este apartado aparecen esquemas en diferencias con fuertes variaciones locales de los
coeficientes del esquema. Realmente, en las celdas espaciales contiguas con el objeto
conductor el esquema de solucién va a cambiar de celda a celda. En estas condiciones
puede no ser suficiente estudiar el problema localmente. Sin embargo la aplicacién de
la teoria GKS, que permitiria tratar el problema de forma general, es extremadamente
complicada en mas de una dimensién. Por ello, se estudiara el problema mediante el
metodo de Von-Neumann suponiéndolo un problema local de coeficientes constantes,
y se daran condiciones necesarias de estabilidad, que, aunque en la practica pueden ser
excesivamente estrictas dado que el problema de coeficientes constantes se limita espa-
cialmente a pocas celdas, nos daran idea de la estabilidad del método. Es de resaltar que
no se encuentra en la literatura un tratamiento riguroso del problema de la estabilidad
para esquemas deformados en mas de una dimension, y, generalmente, se recurre a
comprobaciones numéricas como método de estudio de la misma.

La obtencién de esquemas que permitan tratar el problema de variaciones de los
coeficientes en regiones curvas, se puede tratar adecuadamente aproximando las ecua-
ciones de Faraday y Ampere en forma integral en las celdas contiguas al objeto. Este
método mantiene la aproximacién central a las derivadas lejos del dispersor y calcula
la circulacion de los campos a lo largo de celdas localmente deformadas, relacionandola
con las variaciones de los flujos cortados por las mismas. La ley de Faraday en forma
integral,

L. 9 L
Fodi=— _/ i d§
?i Moat S
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y laley de Ampere

,Lofﬂ di = 6281/ E-dS+po [ J-dS

se pueden aproximar numeéricamente para una celda de lados /; poniendo

l; [
/ pll=e(3) / $dS ~ Y(Centrode S4) - Sa
0 Sa

Si la celda es cuadrada (Figura (3.8)) las ecuaciones de evolucién que se obtienen
mediante las aproximaciones anteriores coinciden con las de la aplicacién del esquema
centrado espacio-temporal de segundo orden.

Figura 3.8: Celda unitaria para la polarizacion TE

Esta correspondencia directa de los algoritmos obtenidos aproximando las derivadas
en las ecuaciones diferenciales, y las integrales en las ecuaciones integrales, no se
mantiene cuando el orden del esquema diferencial es superior, o se usa una regla de
integracion numérica diferente.

En lo que sigue se particularizara el estudio bidimensional a la polarizaciéon TE,
siendo el caso TM de un tratamiento similar, e incluso mas simple. La Figura (3.10)
representa la distorsion de las celdas adyacentes al dispersor, en las cuales se utilizara
un esquema local derivado de la discretizacion de la ley de Faraday en forma integral.
Para calcular explicitamente la evolucién del campo magnético en el centro de cada una
de las celdas deformadas, se evalua la circulacién del eléctrico a lo largo del camino
de Faraday formado por su contorno y se relaciona con las variaciones temporales del
flujo del campo magnético a través de la superficie plana de la celda. Si el dispersor es
un conductor perfecto, la contribucién a la circulacion del camino sobre el dispersor se
anula, quedando la circulacién sobre los lados que estan en el vacio. Para obtener la
ecuacién de evolucién del campo eléctrico seria preciso calcular la circulacion del campo
magnético a lo largo de un camino de Ampere que intersectase (ver Figura (3.9)) al de
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Faraday perpendicularmente, y relacionarla con el flujo del campo eléctrico a través del
plano que se apoya en ese camino limitado por el mismo, y con el flujo de las corrientes
eléctricas a través de tal superficie. Como quiera que éste tltimo término seria dificil
de evaluar, se puede evitar calcular la evolucién temporal de este campo eléctrico, si,
doquiera sea preciso para calcular el magnético mediante la ley de Faraday, se substituye
por el mds cercano en su direccion, para cuyo calculo no se precise tener en cuenta las
corrientes. A esta aproximacion se le denomina aproximacion del vecino mds cercano (AVC).

En la Figura (3.9), por ejemplo, para obtener el flujo de H.(: 4 .5,j + .5) a través de
la celda horizontal sombreada, se precisaria calcular las circulaciones de E.(: + .5, j),
Ey(i+ .5,7+1), Ey(i,j + .5) y E*" sobre cada uno de los lados que limitan a la celda.
Como para calcular el flujo de E.(i+ .5, j + 1) a través de la celda vertical se precisarian
las circulaciones de H.(i+ .5, +.5), H.(1+.5,7+ 1.5), H;"y H;ba sobre los lados que
la limitan, ademads del flujo de las corrientes superficiales, se evita calcular este campo
eléctrico, y en donde fuere necesario, se utiliza el campo eléctrico mas cercano en su
direccién. En nuestro caso, E.(i+.5, j+ 1) era necesario en el calculode H,(i+.5,j+.5),
para hacerlo circular a lo largo de uno de los lados; en vez de E.(i + .5, 7 4+ 1) se utiliza
enla circulacién E.(¢—.5, 7+ 1), para cuya posterior obtenciéon no se necesita involucrar
corrientes.

La aplicacion de esta aproximacion, nos lleva a las siguientes ecuaciones para las
celdas marcadas como 1y 2 en la Figura (3.10).

n+i . . n—L1 . . .
Hz+2('ll+ %,]1+%):Hz 2(ll+ %,]1-{-%)-}-%
(WEP(ir, g1+ 3) = LEDGi + 1,51 + 3{=1})+ (3.37)
LEM i+ 5{-1} 1+ 1) = LEMi + L, 51))

o=

n+ i . —5(; ] -
B 3 (i 4 bt 1) = B 30+ bt 1) + 2%

(LEG(i2, j2 + 5) — WEp(ia + 1, 5o + 5) + LEMNis + 3,42+ 1))
donde S, son las superficies de las celdas y /, las longitudes de sus lados. Las con-
tribuciones a las circulaciones de las componentes tangenciales de los campos eléctricos
se han anulado, pues se ha supuesto un dispersor perfectamente conductor. Entre llaves
se han enfatizado los desplazamientos que es preciso sumar o restar a las coordenadas
de los campos eléctricos que se hacen circular, para utilizar la AVC. Al no calcularse los
campos eléctricos en los caminos de Ampere deformados, las ecuaciones de evolucién
para los mismos, son las usuales para el esquema centrado de segundo orden en tiempo
y espacio, estudiado en secciones anteriores.
Por tanto, en la implementacién numérica de este método, basta con substituir el
algoritmo clasico s6lamente en las celdas frontera entre medios, no sélo las que contengan
ambos medios, sino también aquellas que hayan de deformarse, segtin se ha visto, para
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-,

Z |

/7

Figura 3.9: Interseccién entre los contornos de Faraday y Ampere para una celda defor-
mada
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Figura 3.10: Seccion transversal de un cilindro circular perfectamente conductor, con-
formado. Sélo se muestran los contornos de Faraday deformados.
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adaptarse al dispersor, manteniendo para el resto de las ecuaciones usuales. S6lamente
es preciso deformar los contornos de Faraday, pues no se precisan los campos eléctricos
que pertenecen a contornos de Ampere que cruzan la interfase, al utilizarse los campos
mas cercanos a éstos para hacerlos circular sobre los contornos de Faraday cuando sean
precisos.

La tnica dificultad del método radica en la generacion del modelo para superficies
arbitrarias. En el caso de dispersores cuyo contorno pueda ser expresado analiticamente
de forma simple, es posible generar de modo exacto la informacién que precisa el algo-
ritmo, a saber: longitudes de los lados deformados y superficie de la celda deformada.
Si los dispersores no poseen contornos analiticos simples se utiliza la siguiente técnica:
se malla el dispersor con una red mucho mas fina de la que se va a utilizar para el
algoritmo usual y, a partir de esta subred, se calculan las longitudes y superficies nece-
sitadas por el algoritmo de conformacion. La importancia de este planteamiento radica
en la simplicidad de implementacién computacional, ya que, a partir de los codigos
que hacen un modelo escalonado del objeto con un determinado incremento espacial, es
posible extraer la informacién de superficies y longitudes que necesita el programa de
célculo con conformacién para un incremento espacial mayor. En el capitulo siguiente
se efectiia una comparacioén de las relaciones entre el incremento de la red principal y el
de la subred auxiliar, para obtener buenos resultados. En el Apéndice B se resumen las
necesidades computacionales del método.

La conformacién de materiales dieléctricos se lleva a cabo de modo similar. La tinica
informacién adicional que se necesita es la longitud del lado sobre el dispersor, para
hacer circular por ella al campo eléctrico, que ahora, al no ser nulo, se calcula mediante
interpolacién de los campos a ambos lados.

3.5.1 Estabilidad

El método de conformacién puede ser visto como un problema de frontera, en el cual
los coeficientes del esquema en diferencias cambian. Para tratar en rigor la estabilidad
de este problema, seria preciso acudir a las técnicas desarrolladas en el primer capitulo
(matricial y GKS) para problemas de frontera. Sin embargo, dada la complejidad de éstas
ultimas, especialmente en problemas multidimensionales, se va a estudiar simplificada-
mente la estabilidad del método de conformaciéon mediante el criterio de Von-Neumann,
aplicado al problema puro de valores iniciales, ignorando, incluso, las condiciones de
truncamiento. Aunque las conclusiones no pueden tomarse al pie de la letra, consti-
tuyen una primera explicacién de los problemas de crecimiento en la respuesta tardia
que se aprecian numéricamente. Por tanto, dados unos coeficientes de la ecuacion en
diferencias, validos sdlo en una celda para aplicar el esquema, se va a suponer, como
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punto de partida, que en toda la red se utiliza un esquema con esos coeficientes °.
Aligual que se definieron los operadores diferencias centradas espacial y temporal de
segundo orden, es posible definir el operador diferencia pesada espacial, de la siguiente

forma:

ZDEZT:gf;LP(io,jo) = ap(to + a1, jo + P1) — bp(io + @2, jo + B2) (3.38)
Al aplicar el método a arménicos del tipo

eQnAtej(BIio+ﬁyj0)A

con {2 complejo en general, se debe mantener limitado el crecimiento de la parte temporal.

Para ello es preciso imponer

que era equivalente (2.37) a (tener en cuenta que se usan operadores en diferencias (2.11)
con p semientero)

%E{/\t} =0
2

ImAd < o

La relacion entre los autovalores temporales A; y los espaciales viene dada por la
relacion de dispersion. La ecuacion de autovalores es

D%t “or = Agp

donde

n o QnAt
Pr =€

2 .

Poniendo las ecuaciones en diferencias para la celda 1 de la Figura (3.10), opera-

cionalmente
Dy H2@) = o= [ DOTH - Bt - 15 DAY - Byt
Dy, EXG) = —$0{077 (@)

con ¢; = (11 + %,jl + %) y £ = 1/A. Donde se esta haciendo uso del concepto de
red virtual definido en el capitulo anterior, para aplicar los operadores en diferencias

® Analogo estudio simplificado para un problema de voltimenes finitos puede encontrarse en (Ray, 1993)
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sobre componentes que, en realidad, no precisan calcularse en la practica, ya que solo
una subred de la red virtual total, es necesaria para que el solucionar el esquema en
diferencias.

Como los autovalores y autovectores del operador en diferencias pesadas (3.38) son
de la forma

b .,3'_) ” s b ’/3 . .
QDEZT,/)H)) - ©e(t0, o) = ‘I)‘gfﬁf; @e(0, J0)
ve(io, jo) = eJ (Bzio+By50)A

b (02’[32) _ JBron A jﬁyﬁlA . 7BrazA jﬁyBEA
a Moy B1) = @€ e be €

con f., 3, complejos en general, la relacion entre los autovalores espaciales y temporales
(relacion de dispersion) es
252 = % [sin(8,2/2) (laeiea/2[emi88] 1387} 4
[sin(B:4/2) (lae?=2/2[emi4A] - lye98:8/2) | (3.39)

donde la influencia de la AVC se muestra entre corchetes. Esta relaciéon de dispersion se
reduce a la usual cuando la celda es la de Yee. El miembro de la derecha de (3.39) tiene
una parte imaginaria no nula cuando/, # l; o l. # lg. Por ello, la parte real del autovalor
temporal es no nula, con lo que el método propuesto, analizado mediante el criterio de
Von-Neumann, y con todas las simplificaciones efectuadas, es, en general, inestable.

La condicién necesaria de inestabilidad derivada en el parrafo anterior debe ser con-
siderada en el marco de las hipétesis bajo las cuales se ha obtenido, es decir, suponiendo
un problema puro de valores iniciales en el que se aplique el mismo esquema a todas las
celdas. En la practica el esquema se aplica solo a las celdas aisladas, con lo cual, al menos
intuitivamente, se puede predecir que el esquema, de ser inestable, estas inestabilidades
no presentaran un crecimiento tan rapido como se puede deducir de (2.36). Los exper-
imentos numéricos efectuados nos han llevado a la conclusion de que cuando la AVC
fuerza la circulacién de un campo eléctrico de una celda vecina también deformada,
las inestabilidades aparecen antes que cuando no se utiliza la AVC. Para estos casos se
propone en esta memoria una modificacion simple del método, basada en la distorsién
de las celdas en las que sucede lo anterior, de tal modo que se adapten al contorno del
dispersor, superponiéndose, si es preciso, con las celdas adyacentes. Mediante este
método se puede suprimir, el uso de la AVC en muchos casos, pues al adaptar las celdas
distorsionadas al objeto, superponiéndolas, se evitanlas integrales a lo largo de los lados
que precisaban al vecino mas cercano.

Por ejemplo para la celda numerada con 1 en la Figura (3.10) la correccién se concreta
en la Figura (3.11), y la Ec. (3.37) quedaria sin los desplazamientos

+1 . . . . .
B2+ b+ D= T+ b+ )
+;§§(12E5(i1,j1+%)-l’CE;‘(z‘HL%,jl))
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Figura 3.11: Superposicién de celdas en la conformacién bidimensional.

Desafortunadamente, no siempre es posible efectuar esa modificacién, porque la
curvatura del dispersor puede ser tal que no lo permita (Figura (3.12)).

oH, = E ﬁEy

Figura 3.12: Imposibilidad geométrica de adaptar las celdas al dispersor en el método
dela integral de linea modificado.

3.6 Conversion campo cercano-campo lejano

Dada la gran cantidad de resultados presentes en la bibliografia que utilizan la seccién
recta radar (RCS) como parametro de comparacién, en este apartado se desarrollaran
los algoritmos para su calculo. La RCS de una estructura bidimensional iluminada con
una onda plana monocromatica, viene dada en coordenadas cilindricas por

: 2
RCS(¢) = lim :zwp":;TZiy"_Q (3.40)

con ¢ = E, para la polarizacion TM y ¥ = H. para la TE. Se ha usado el superindice s
para notar campo dispersado y : para notar campo incidente. El campo incidente sera,
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en general, una onda plana armoénica o expandible por Fourier en términos del tipo
Ae—iB(zcosditysind’) jut - Gi s de este Gltimo tipo, para calcular la RCS del dispersor
mediante (3.40) serd preciso transformar por Fourier el campo dispersado lejano y el
campo incidente y aplicar tal expresién para cada una de las frecuencias del espectro.

En principio, el campo dispersado por un objeto conductor puede calcularse re-
solviendo una ecuacién integral para las corrientes inducidas sobre la superficie del
cuerpo. A partir de estas corrientes, mediante integracion, se calculan los campos cer-
canos o lejanos. Sin embargo existe la dificultad de que la superficie del cuerpo puede
tener una forma compleja o contener medios dieléctricos, por lo que el llevar a cabo
la necesaria integracién puede resultar muy dificil, ademads de constituir un problema
diferente para cada cuerpo con caracteristicas geométricas o electromagnéticas distintas.
Por ello, resulta mucho méas conveniente, basdndose en la existencia de la divisién de la
regién de clculo en una zona de campo dispersado y una de campo total, utilizar el prin-
cipio de equivalencia para substituir el problema por el de calcular el campo creado por
un conjunto de corrientes equivalentes sobre la superficie virtual de un paralelepipedo
indefinido a lo largo del eje Z, que encierre a la zona de campo total y que esté en la zona
de campo dispersado.

Para hacer uso de este principio, se opera como sigue:

Se comienza obteniendo mediante el esquema en diferencias los valores de los cam-
pos dispersados H*y E° en la superficie S, de la Figura (3.13a). Asi, como indica la
Figura (3.13b), el problema equivalente para laregion externa a L, es calcular los campos
creados por la corrientes eléctricas y magnéticas equivalentes:

Las corrientes equivalentes sobre S, producen el mismo campo dispersado (£*, )
externo a ., que el problema original. La region interna a S, se considera ahora vacia
con campos y fuentes nulos, asi como con las mismas caracteristicas que el medio de la
region externa.

A fin de particularizar las expresiones de los campos en funcion de las corrientes
al caso bidimensional, se considerara inicialmente el problema tridimensional completo
de calcular el campo creado por las corrientes superficiales sobre las caras laterales de
un paralelepipedo indefinido a lo largo del eje Z:
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Figura 3.13: Conversién campo cercano—campo lejano haciendo uso del teorema de
equivalencia
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Figura 3.14: Vista tridimensional del problema bidimensional de calculo del campo
lejano a partir de las corrientes superficiales

Py — Punto campo

P, — Proyeccién del punto campo en el plano XY

7 — Vector de posicién del punto campo

p — Proyeccién del vector de posicion del campo fuente sobre el plano XY

,r'."l

— Vector de posicién del punto fuente
p' — Proyeccién del vector de posicion del punto fuente sobre el plano XY
R — Vector de posicién que va del punto fuente al punto campo

P — Proyeccién sobre XY del vector que va del punto fuente al punto campo
Para problemas bidimensionales se cumplen las siguientes relaciones:

>

R=r—# |, F=p+zk , 7=5'+2k , P=5—p'
y para puntos campo en el plano XY (I = P)

R

P+(z=2Nk=P-7k

Los campos pueden ponerse en general a partir de los potenciales vector y escalar

como . -
. 5 PR 2 F
Fo_ww_4_ly,F , B=lvxi-ve-9o

ot €0 Ho ot
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los cuales se obtienen en funcién de las corrientes eléctricas y magnéticas volumicas

. J(7™)]r -,
A7) = iii-/v %dv'

F(7t) = G_O/VI M]I_dv’

T 4m R
- 1 LG
- av
Y (T" t) 471'60 v! R
- 1 G
= %
v(r 1) dwpg Jvi R

dondert =1 — % es el tiempo retardado y la notacién [=]7 indica que = es evaluado en
el instante de tiempo 7.
Quedéandonos sélamente con los términos de radiacion (Gomez Martin, 1984)

- —

(_ o 8!{)7‘0:1 B ﬁQ_/ ([67tJ]T X R) x R

5 = 7 dv’ (3.41)

—

(oo 7\ po [ [0l x R
~(vx 4) :_R/, TV’

y analogamente

(_ _— a_ﬁ_')md _ @ /l ([511171]7 X fi) X RdV’

at ar Jy R?
, .\ rad _ €0 [atﬂ_j}f X E 1
- (vxF)F = gy (3.42)

donde se ha introducido la notacién J; para las derivadas temporales.

3.6.1 Iuminaciéon armoénica

En este apartado se van a particularizar las anteriores expresiones para el caso de campos
armonicos de frecuencia angular w, propagandose bidimensionalmente con polarizacién
TM, en el vacio. Como para magnitudes ¥ = Yoel¥t, Op = jwip, los términos de
radiacion se pueden escribir como

(—vv - @)r“d _ “‘0/, (J'wfs X fz) « ReifR

I T 3 \ Q!
7 ds _],3%/5, (JSXR)XR G(B, R)dS

~rad 1 [ jwMsx ReiPR . = s
V x F = —— d A / 1
( ) - /s TR S 7P N Ms x R G(B,R)dS
expresiones en las que el retardo temporal para sefiales armdnicas se traduce en un

factor de fase e(=7<) = ¢(=3#R)_ Este factor dividido por 47 R constituye la funcién de



3.6. CONVERSION CAMPO CERCANO-CAMPO LEJANO 95

Green para el vacio G(R, 3). Las integrales de la corrientes voltiimicas se han traducido a
integrales superficiales de las corrientes superficiales equivalentes, mediante una Delta
de Dirac.

Para problemas bidimensionales las integrales de superficie se convierten en inte-
grales de linea y la funcién de Green es G(R, 3) = %Hé”(ﬁR) con HéQ)(ﬁR) funcién de
Hankel de orden 0 y segunda especie, cuyo comportamiento asintotico para distancias

grandes es
: (2) _ [27 _-sR
[3}21%00 HO (ﬂR) N WﬁRe

Al estar las corrientes y el punto de observacién en el mismo plano B = P = 5 — /',
Haciendo las aproximaciones usuales para los campos de radiacion de suponer

P=p—pcos(Fg)=p—p(p-p)=p— (' cose+y sing)
en los términos que afecten a las fases, y P = p enlos términos que afecten a los modulos,
se puede escribir la funcion de Green para los mismos de la forma

1 0 i8(c! '
G(R, B) % = || ———e~9PriB(z cos oty siny)
(&5) J8TPp

donde (z', y") son las coordenadas cartesianas de 5’ y (p, ¢) las coordenadas cilindricas
de p.

Teniendo en cuenta que, para la polarizacién TM, las corrientes eléctricas equiva-
lentes tienen direccién k mientras que las corrientes magnéticas son perpendiculares a
esa direccién
s=Js:k , Ms= Ms;i+ Ms,j

se obtiene

— - '3 . . ! R
Erad(ﬁ) =k %—E_Jﬁp/ {~ ZoJs, — Mgy sinp 4+ Mg, cos Qp} eIl cos oty sin ) gyt
V 87p La

con Zy impedancia del vacio.
La seccion recta radar definida en (3.40) queda explicitamente:
b

RCSTM(p) = WED?

2

/ [ — ZoJs; — Mszsin o + Mg, cos Lp]
L,

con Ej el valor maximo del del campo incidente E..

Para calcular la RCS es necesaria, pues, la determinacion del modulo y fase de las
corrientes superficiales, que a su vez derivan de los campos en el contorno de conversion.
El procedimiento que se sigue es el siguiente: a lo largo del proceso de calculo se van
almacenando en el contorno de conversion (que se hace coincidir con un rectangulo
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que pasa por los nodos en los que esta definido el campo E.) los valores instantaneos
del campo eléctrico y del campo magnético (al no disponerse de éste ultimo en el
contorno, se obtiene como promedio de los que estdn a uno y otro lado del mismo);
cuando se detecta un cambio de pendiente en la evolucién de los valores instantaneos,
se efectiia una interpolacién polinémica con los tres puntos involucrados en el cambio
de pendiente. Al ser los campos en cuestién senoidales, cerca de los maximos y minimos
la aproximacién polinomial de segundo orden es muy ajustada:

@) =p(t) = aot? + a;t + as

cuyos puntos extremos vienen dados por

ai af

te= —— te) > ag — ——
2a0 / f(e) 2 2(10

Dependiendo de si el cambio de pendiente ha sido de positivo a negativo o viceversa,
te sera un maximo o un minimo respectivamente. La amplitud de la sefial sera el valor
medio entre el valor maximo y el minimo. La fase de la sefial sera (si la de la incidente
esOent = 0)

Pe = Wi,

La razén por la que se toma la media de los valores maximos y minimos para
obtener la amplitud hay que buscarla en la aparicién de un nivel de continua en la
evolucion temporal de las corrientes para la polarizacién TM. Furse et al. (Furse et al.,
1990) atribuye este efecto al hecho de que las corrientes inducidas en el conductor, al
tener direccién &, no tienen ningin mecanismo de disipacién que las atentie. Este nivel
de continua es facilmente filtrable para sefiales armoénicas, promediando los valores
maximos y minimos de la sefial.

3.6.2 Iuminacion no armodnica

Varios autores han tratado la obtencién del campo lejano a partir del campo cercano para
excitaciones no armonicas (Luebbers et al., 1991a), (Luebbers et al., 1992b), (Bennet, 1968),
(Yee et al., 1991), (Britt, 1989), (Barth et al., 1992). Basicamente hay dos métodos para
calcular este campo lejano: mediante una forma de las integrales de Kirchoff dada por
Stratton (Stratton, 1941), y haciendo uso del principio de equivalencia (Bennet, 1968). En
esta seccion se va a describir esta ultima aproximacion, particularizandolo al calculo del
campo eléctrico de radiacion para la polarizacién TM. A partir de él, el campo magnético
es H = %oé

Se va a plantear el problema bidimensional como un problema tridimensional de
calculo del campo lejano en un punto sobre el plano XY (z=0), creado por un conjunto
de corrientes superficiales sobre las caras laterales de un cilindro recto indefinido de
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seccion rectangular L, que yace enla zona de campo dispersado, y que rodea al dispersor
supuesto también cilindrico indefinido (Figura (3.14)).
El punto central de la deduccién es la substitucién del retardo en las derivadas de

las corrientes por una integral temporal haciendo uso de la propiedad de traslacion de
la delta de Dirac.

De la expresion (3.42) se puede poner

z'=00 I=o0

i srad 1 i uMs(5', )% R _s, .. R\,
= (Vx F)= [a | e / S - - D))

zl=—00 t'=—0o0

donde las corrientes se han particularizado para z’ = 0, porque dada la simetria del
problema, éstas no dependen de z'. Al ser un sistema estatico las derivadas con relacion
at soniguales a las derivadas conrelacién at’ (0; = d;1). El diferencial de volumen de las
fuentes dV' se ha descompuesto en d$’dz’ y posteriormente se han puesto las corrientes
superficiales, en vez de las voltimicas, quedando la integral de superficie reducida a una
integral de linea.

Intercambiando las integrales en 2’ y t’ y expandiendo el producto vectorial con
R = P — 'k (dada la simetria del problema, el punto de observacién se coloca en z = 0)

=00 eo 21 12
f thc(Igz Jg )Xﬁé(t/ ( )) dz, — f 0,11 P2+7’2)X}36(\/Pc+~ s 4 1‘/) dZI+
2'=—c0
P =] 12
bx [ 2ol (VPR oy ) g (3.43)

El segundo término del segundo miembro en la expresion (3.43) se anula al ser el
integrando funcién impar en z’. El primer término es la integral de una funcion par por
lo que su valor entre —co y 400 es el doble de su valor entre 0 y +o0.

oo at,‘ﬁg(a',t')xﬁé /P2 4z? i+ t)ds =
f P24z c L+ ~ =
& 5(3{ P242/? _t+tl> I

dz

20, Ms(5', 1) x P [ -
0

— 00

P2 +ZI2

Para evaluar esta integral se hace el cambio de variable

/ 2
fZL'{'“i z':~/c2§2——P2 dz’:—% siz' >0
- ’ ’ /6252_132 ?

quedando
TTTAE=tt) T St t)
2,,[()5 ey VR A
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Aplicando la propiedad de traslacion de la delta de Dirac

£=co0 2 R N
/ —t+1 ) d§ _ (t—t/)y/2 (i—t)2—P? st t—1 >3
, yelgh — B 0 si t—t' <L
con lo que
1 rad f=t—Pfe 8thS(ﬁ/ tl) X 13
L (vx B dz'/ : '
€0 ( . ) La t=—co  c(t—t")\/c2(t — )% — P?

Para el término (3.41) se pueden hacer idénticas consideraciones

2= / 5 _iBR
(\—V_%ﬁj_)’“d @/Ladz’ / dz' / atJSXQXRe] 6(t’~(t—§))dz’

z/l=—o0 t=—c0

y, teniendo en cuenta

—

J=J.k , R=P-72k |, (JxR)xR=-JP*—J,:P

se obtiene

( VV—a—A rad_ #OC/ /t =t—PJc 8t’jS(_’, )Pz "
(% tl=m 2t —t')2/c(t — P=

Estas expresiones se simplifican para el caso del P tendiendo a co. Cada integral es

dela forma
(P

c

_ Ja@h)er y
= / et — ')\ /c2(t — 1)2 — P? .

Hadendo el cambio
a=ct—-t)-P , do=—cdl

nos queda

P s ()
= — y o
¢ Jo P+a OA(O‘ + 2P)
al ser f(«) funcién temporal de las corrientes, si la iluminacién se hace mediante una

sefial que se anule cuando ¢ — oo, también las corrientes lo haran, por lo que es posible
poner f(a) = 0 para algin a > ag

/ s <P+a>n \/C\’(O}TZJD)(ZQ

lim I—l * fla)da
Poco ¢ Jo \/E/\/%
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y deshaciendo el cambio

-2

Pooo \/_\/—T——T’—-

donde se ha aplicado limp_,, P = pj para la suma c(t — t') + P, no siendo aplicable
parac(t —t') — P.

La expresion, por tanto, del campo eléctrico de radiacion para la polarizacion TM es

- t'=t— —P/c , I~ , / i
Erad((,’;, t) e= ____1____/ / Z()at JS( t) + af 115( t ) X pdtl (344)
212,/ c(t—t)—P

Para la polarizaciéon TE se obtiene analogamente:

. t'=t—P/c 7] — D,
Aoty = —— / / OuMs(", 0/ %0 = 0 Ts (1) X by g 45
21v2,/p JLa c(t—t)-P

Implementacion

Debido a que las integrales (3.44) y (3.45) dependen explicitamente de la distancia del
punto campo, es preciso hacer un cambio de variable. Para cada punto del contorno
de conversion, se descompone P = dgis; + dmin, CON dmin €l minimo de las distancias
entre los puntos fuente y el punto campo, y dg;s:, la distancia entre el punto fuente y el
minimo anterior (Figura (3.15)).

Haciendo el cambio de variable u = ¢ — din/c, se puede efectuar la integral (3.44)

t'=u—dgise/c Zoatijg( 7Y+ Oy Ms(p "y X p
/ / dt’
27’1’\/—\/_ 4 1= \/C(u —t') — daist

E’rad(s‘c’ u)

(3.46)

con lo cual el resultado de los campos deradiacion estara dado en funcion del instante

temporal v a partir del cual llega la perturbacion desde el punto fuente mas cercano al
punto campo.

Para calcular el campo de radiacién, primeramente se obtiene la historia temporal
de los campos en los puntos del contorno de conversion. Debido al desplazamiento
espacio-temporal de media celda entre los campos eléctricos y magnéticos, se calculan
las corrientes en los instantes y celdas enteros, interpolandolos linealmente a partir de
sus valores en los semienteros. La derivacion temporal en (3.46) en un instante de tiempo
nAt se lleva a cabo analiticamente a partir de un polinomio de Lagrange de orden 4 que
interpola las corrientes para los instantes

(n — 2)At, (n — 1)At, nAt, (n+ 1)AL, (n + 2)At,
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X

Contorno de conversién La J

Figura 3.15: Descomposicion de la distancia entre el punto fuente y el punto campo

Para la integracion espacial se utiliza una aproximacion trapezoidal. La integracion
temporal, dada la singularidad del integrando en el limite superior de la integral, es
preciso llevarla a cabo mas cuidadosamente. Esta integral puede descomponerse en

! ' Ent(t; /AL
=t / t'=t)— ——"—=At t’
1 Ldt' — / ¢ ——j(——)——,dt(
t'=0 +/c(ty —t") '=0 c(ty —t)
bty Py(t")
—dt 3.47)
t /,,:tl_wm Vel = 1) (

con P4(t") polinomio de Lagrange de orden 4 que interpola a f(t’).

La primera parte de (3.47) se calcula trapezoidalmente, y la segunda, analiticamente.
De este modo se elimina el problema que la singularidad plantea cuando se utiliza
la regla trapezoidal o cualquier otro método que implique la evaluacion explicita del
integrando en o cerca de la singularidad.

Podria ser evitada la singularidad efectuando una integracion por partes, ya que la
primitiva de (ct; — ct’)™% no es singular en ¢’ = ¢;. El resultado numérico indica que
al haber en el nuevo integrando un factor decreciente en el tiempo que multiplica a las
segundas derivadas temporales de las corrientes f”(1')(ct; — ct')z, los instantes primeros
son los de contribucion mas importante al resultado final; como al evaluar las segundas
derivadas temporales es preciso interpolar y derivar analiticamente, en los primeros
instantes el rizado espurio da lugar a contribuciones erréneas al resultado final.

Un inconveniente de este método radica en el creciente tiempo de calculo que se
necesita en cada instante temporal, al ser un método que para cada instante temporal
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necesita evaluar la integral temporal desde el principio hasta el instante actual.

3.7 Resultados

En esta seccion se presentan, primeramente, resultados de los errores de fase debidos
a la dispersiéon numérica del método, para ambas aproximaciones. El error de fase
acumulado cuando una onda plana de frecuencia w se propaga libremente en la red
bidimensional m celdas, viene dado por:

Oerror = O; — On = (=P + Bp)mA = QWI\ZZW <5/"C - 1) (3.48)
con ¢, y ¢, fases terica y numérica respectivamente, 3; numero de onda tedrico (3; = %)
y (3, nimero de onda propagado de forma efectiva en la red y N, nimero de celdas
por longitud de onda tedrica (N, = AAL).

(. puede obtenerse, bien a partir de la relacién de dispersion, bien propagando una
onda plana en una direccién y calculando la diferencia de fase respecto a una propagacion
ideal en un punto a m celdas del origen de la perturbacion.

Las Figuras (3.16) y (3.17) representan los errores de fase reducidos al primer cuad-
rante para en funcién de la resolucién para angulos de iluminacién de 0, 15, 30 y 45
grados.

Las Figuras (3.18), (3.19) y (3.20) presentan los errores de fase calculados mediante
la Ec. (3.48) con (3, calculados a partir de las anteriores relaciones de dispersion. Se
presentan diagramas polares para resoluciones de 5, 10, 15, 20 y 30 celdas/A.

En segundo lugar, se van a presentar resultados que estudian la influencia de las
condiciones absorbentes (Gonzalez et al., 1991).

Se ha visto que la aproximacién de orden n al operador absorcion exacto dado por
Engquist y Majda, presenta un coeficiente de reflexion

1—cos@\"
| Bnl = <l_+ cos 9>
para ondas planas que inciden con un angulo ¢ sobre la frontera de trun-

camiento (Figura 3.21).
En las graficas (3.22)—(3.25) se ilustra la influencia de la separacién entre las condi-

ciones absorbentes, que se notara mediante RBC (Radiation Boundary Conditions) y el
dispersor, en la seccion recta radar de un cilindro conductor perfecto de seccion cuadrada
para dos tamafios eléctricos.

Se han efectuado comparaciones para distintas separaciones globales, distribuidas
en campo total y campo dispersado, los mejores resultados se han obtenido cuando
la separacién total era mayor, repartida en una zona mayor de campo total que de
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Figura 3.21: Coeficiente de reflexion para distintos érdenes de aproximacién al operador

de absorcion



3.7. RESULTADOS -

105
0.85 7 coana FDTD —» CAMPO TOTAL=0.94A, CAMPO DISP.=0.06\
] BEzss - CAMPO TOTAL=0.44X, CAMPO DISP.=0.06\A
1 PO - CAMPO TOTAL=0.06X. CAMPO DISP.=0.06A
8,78 - wxrnR - CAMPO TOTAL=0.06A. CAMPO DISP.=0.94A
73 7] - CAMPO TOTAL=0.06A. CAMPO DISP.=0.44Xx
] MOM (40 SEGMENTOS)
0.65 5 * + . g+
_ + +
+ +
— = + +
o ] Ty L 7
=0.55 T, L
2 ] * h
= iig: e
0.45 ~ o A 8 o
0.35 -
0.25 ] L1 I N I
0 45 90 135 180 225 270 315 360

ANGULO DE OBSERVACION (GRADOS)

Figura 3.22: Cilindro conductor de seccién cuadrada y perimetro 0.3) iluminado con
¢ = 0? y polarizacién TM. N, = 38 celdas/A

0.0250
0.0225
0.0200
0.0175
~0.0150

S
=0.0125

[%]

[S)

~0.0100
0.0075
0.0050
0.0025

0.0000

ooooo FDTD

asasa
+H
KhkAk
LR N

- CAMPO TOTAL=0.44A,
+ CAMPO TOTAL=0.06A,
- CAMPO TOTAL=0.06A,
-+ CAMPO TOTAL=0.06A,

MOM (40 SEGMENTOS)

- CAMPO TOTAL=0.94A, CAMPO DISP.=0.06\

CAMPO DISP.=0.06\
CAMPO DISP.=0.06A
CAMPO DISP.=0.94\
CAMPO DISP.=0.44)

LN, L e I L B O R B B N B B I R R |

45 S0 135 180 225 270 315 360
ANGULO DE OBSERVACION (GRADOS)

Figura 3.23: Cilindro conductor de seccion cuadrada y perimetro 0.3) iluminado con
@ = 0° y polarizacién TE. N, = 38 celdas/A



106 CAPITULO 3. DISPERSION MEDIANTE OBJETOS BIDIMENSIONALES

ooooe FDTD - CAMPO TOTAL=0.75A, CAMPO DISP.=0.15\
sssna -+ CAMPO TOTAL=0.25X, CAMPO DISP.=0.25\
ot - CAMPO TOTAL=0.15A, CAMPO DISP.=0.10A
s - CAMPO TOTAL=0.15x, CAMPO DISP.=0.75A

MoM (40 SEGMENTOS)

RCS (L.0.)
=

| L UL B A |

0 45 90 135 180 225 270 315 360
ANGULO DE OBSERVACION (GRADOS)

Figura 3.24: Cilindro conductor de seccién cuadrada y perimetro 18.8) iluminado con
@ = 0° y polarizacién TM. N, = 20 celdas/X
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Figura 3.25: Cilindro conductor de seccion cuadrada y perimetro 18.8) iluminado con
¢ = 0° y polarizacién TE. N, = 20 celdas/ A
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campo dispersado. Esta dependencia es facilmente justificable teniendo en cuenta que
el campo lejano se obtiene con una integral de las corrientes en el contorno de conversion
campo cercano-campo lejano. Como el contorno de conversion se situa a una celda del
contorno de separacién entre campo total y dispersado, yaciendo en este tltimo, mejores
resultados se obtendran cuando la integral de las corrientes sea evaluada con mayor
numero de corrientes. Se usa como método de comparaciéon el Método de los Momentos
en el dominio de la frecuencia (Sanchez Garcia, 1990).

En las Figuras (3.26) y (3.27) se resumen los resultados de la RCS monoestatica y
ortoestatica (en la direccién hacia atras y hacia adelante, respectivamente) de un cilindro
de seccién cuadrada de dos tamaiios eléctricos distintos, en funcion de la distancia total
entre el dispersor y los planos de truncamiento. En todos los casos se han dejado 3 celdas
de campo dispersado (lo suficiente para hacer la transformacién campo cercano-campo
lejano).
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*dekrx TM MONOESTATICA
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o
o
(@]

porva v by by e bvvv by e b brrn bl

T
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DISTANCIA TOTAL DISPERSOR — RBC (L.O.)

Figura 3.26: Cilindro conductor de seccion cuadrada y perimetro 1.2A iluminado con
@ =0° Ny, = 38 celdas/ A

En las Figuras (3.28) y (3.29) se presentan resultados para los mismos cilindros de las
Figuras (3.26) y (3.27) variando esta vez la distribucion de la separacion total (en ambos
casos de 1)) en zona de campo total y zona de campo dispersado.

Se han efectuado también estudios de convergencia en funcion de estos parametros.
Las Figuras (3.31) y (3.32) presentan la evolucion de la RCS calculada en funcién del
tiempo de cjecucion del c6digo, cuando se varian los parametros campo total y campo
dispersado. En este caso los resultados corresponden ala RCS de un perfil bidimensional
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Figura 3.27: Cilindro conductor de secciéon cuadrada y perimetro 5.02) iluminado con
@ = 0° Ngo = 20 celdas/ A
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Figura 3.28: Cilindro conductor de seccién cuadrada y perimetro 1.2) iluminado con
@ = 0° Ngo = 38 celdas/ A
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Figura 3.29: Cilindro conductor de seccién cuadrada y perimetro 5.02) iluminado con
= 0% Ngo = 20 celdas/ X

de ala como el de la Figura (3.30) (Sanchez Gardia et al., 1990)

4.6
4.4 1 1
421 1

4 4 o
381
361
3.4

y (longitudes de onda)

0 1 2 3 4 5 6
x (Longitudes de onda)

Figura 3.30: Perfil de ala perfectamente conductora de 14.15X de perimetro

Finalmente en la Figura (3.33) se observa un caso de inestabilizacién en el proceso
de solucién cuando las condiciones absorbentes se sitian muy cerca del dispersor.

A la vista de las anteriores graficas se obtienen las siguientes conclusiones, exclusi-
vamente basadas en el estudio experimental realizado:

Para la separacién RBC-dispersor:

e 0.25) de son suficientes para obtener errores de menos del 10% en la RCS mo-
noestatica, para ambas polarizaciones.
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Figura 3.31: Convergencia de la RCS monoestatica del ala de la Figura (3.30) iluminada
con polarizacién TM y angulo ¢ = 0°. Ny, = 118 celdas/A
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Figura 3.32: Convergencia de la RCS monoestatica del ala de la Figura (3.30) iluminada
con polarizacion TE y angulo ¢ = 0°. Ny, = 118 celdas/\
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Figura 3.33: Convergencia de la RCS ortoestatica de un cilindro de seccién cuadrada de
perimetro 18.8) iluminada a ¢ = 0°. N, = 20 celdas/A

e 0.50) se precisan para obtener la RCS ortoestética con similares niveles de error.

¢ Para dispersores pequefios (menos de 1A de perimetro) se precisan mayores sepa-
raciones. En general 1) suele ser suficiente.

En cuanto a la convergencia, se puede afirmar que:

¢ El método converge cuando se ejecuta el codigo un tiempo similar al doble del
tiempo que tarda la sefial en recorrer, con el angulo iluminado, toda la regién de
calculo ida y vuelta. Este resultado es aproximadamente valido para dispersores
conductores que no posean cavidades.

e Cuando la frontera se acerca al dispersor menos de 0.25X pueden aparecer inesta-
bilidades en el proceso de solucion.

En cuanto a la conformacién, y a modo de validacion, se presentan solo resultados
para cilindros circulares e iluminacién pulsada con polarizacién TE. El hecho de que,
para la polarizaciéon TM, las corrientes eléctricas superficiales inducidas en el cilindro
por el campo incidente, no decaigan con el tiempo, ya que son paralelas al eje del cilindro
indefinido, hace que la informacién frecuencial obtenida a partir de estas evoluciones
temporales no sean correctas. Por ello, para la polarizacion TM es preciso efectuar un
filtrado numérico para obtener la respuesta a sefiales no harmonicas (Furse et al., 1990).
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Para sefiales armonicas el filtrado de baja frecuencia es tan simple como promediar los
picos positivos y negativos de la sefial, segtin se ha visto.

Dos tipos de resultados se presentan: en el dominio del tiempo y en el dominio
de la frecuencia. Se ha simulado la incidencia de un pulso gaussiano de parametro q,
propagdandose en el vacio con velocidad ¢ y direccion 7

Hine(,t) = e (t--37 | f (7 0) = el
: i Zo / ’ \/ﬁaZg
Se especifican inicialmente la frecuencia méaxima del pulso (aqui tomada como aquella
a la que la amplitud cae a la milésima parte de la amplitud (.001/Z) ) y la resolucién a

tal frecuencia (aqui llamada resolucién minima N, |min), @ partir de lo cual:

— meaa: N ’ l C/fmar
miooo ~ 0T A
C/fma:c !
e L. Y \ . R—
4]\'clo|min 2fma:c]Vclo‘min

de donde el teorema de muestreo impone que N,|min sea igual o superior a la unidad.

Se presentan resultados para tres tamafios de celdas distintos, los resultados com-
parados tanto en el dominio de la frecuencia como en el del tiempo, conformando con
el algoritmo de segundo orden, sin conformar con el algoritmo de segundo orden y con
el algoritmo de cuarto orden. Se utiliza como geometria la de un cilindro de seccion
circular perfectamente conductor.

Se usa el parametro Desviacién Cuadratica Relativa (DCR), definido en (3.49), para
comparar los resultados obtenidos con los teéricos o con los de la bibliografia.

\/Z = Yri) ”( 1))2
DCR
Z Yri

(3.49)

donde {z;, y,;} son las parejas de valores de referencia y {z;, y;} las de valores calculados.
W(z) es una funcién peso que hace las veces de una ventana. La funcién que se usa
aqui tiene la forma de un pulso cosenoidal positivo con centro z. = ZEZX y ancho
L = 2y — z1, con {z;} las abscisas comunes a ambos conjuntos de datos, ordenadas de
modo creciente. Silos conjuntos que se comparan no tienen abscisas comunes se efectiia
una interpolacién del conjunto menos denso sobre las abscisas del mas denso.

W(z) = <1+cos<L(z—x))) st v €fze—L)2,x.4 L/2]
0 st zé¢lre—L/2,z.+ L/2]

El parametro DCR da una medida de la desviacién entre dos conjuntos de niimeros
positivos. Por tanto se han transformado previamente todas las medidas en dBA a A.
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Junto a la grafica de RCS, se presenta una grafica con la DCR respecto del valor tedrico,
obtenido mediante serie, como una funcién del centro de la ventana en la que se ha
calculado.

Los valores en serie de la RCS (en metros) del cilindro conductor de radio a ilumi-
nado con una onda plana monocromatica con polarizacién TE, de nimero de onda 3 ,
observado a un angulo ¢ con respecto al incidencia, se han obtenido a partir de (Bowman
et al., 1987), (Balanis, 1989), (Harrington, 1961).

4|2 dJn(Ba

_ d(Ba) oy

g = E z_:oé'nm COS(TLQ) (350)
= d(Ba)

con

1 82 n=0

En =

2 st n#0
donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera especie de orden n y Hy(f)(z) es la
funcién de Hankel de segunda especie y orden n. La suma de la serie (3.50) se ha
evaluado haciendo uso de los algoritmos desarrollados en (Press et al., 1989).

Se presentan resultados de la RCS enla direccién hacia atras, para un cilindro circular

conductor de 6 metros de radio con tres tamanos de celda distintos: 12 cm, 60 cm
y 120 cm. Cuanto mas groseramente se modele el cilindro peores resultados dara la

aproximacion escalonada, comparados con los obtenidos mediante conformacion, a
igualdad de resolucién numeérica.
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Figura 3.34: Cilindro conductor de seccién circular y 50 celdas de radio iluminado con
un pulso 1/Zoe™ " (=™ g = 0.598 - 10%eg~2, A = 0.12 m., Al = 0.2 nseg. Resultados
frecuenciales.
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Figura 3.35: Cilindro conductor de seccién circular. Comparacion de la DCR para los
tres métodos. Ancho de la ventana=2.5. (Ver la Figura (3.37)).

1E~003 5
6E-0183— !

()] = 1
< 3 |
E 4 |
< _1E+0007
< = |
O 3 |
z 1

~2E-0033 |
o b= |
()] - 1
= 3 ]
2 —3E-0033 1}i
o = |
o E
=z 3 0
< —4E-0037
- 3 —— ALGORITMO DE 4° ORDEN

) E — — — ALGORITMO DE 2° ORDEN CON CONFORMACION

T _se_go3d 0 - ALGORITMO DE 2° ORDEN USUAL

_6E_003:llll|llll'ITIl]III"I]I]II]IIll|]Tll]||l|]l|lI[IIII]IIII[IIII

o

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
N (INSTANTE TEMPORAL)

Figura 3.36: Cilindro conductor de seccion circular y 50 celdas de radio iluminado con
un pulso l/de_az(t‘l?ﬁ'F)z, a=0.598-10%eg7%, A = 0.12 m., At = 0.2 nseg. Resultados
en el dominio del tiempo.
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CELDAS/A
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Figura 3.37: Cilindro conductor de seccién circular y 10 celdas de radio iluminado con
un pulso l/Zoe_QE(t‘IZﬁ'?)Z, a=0.12-10%eg72, A = 0.6 m., At = 1 nseg. Resultados
frecuenciales.
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Figura 3.38: Cilindro conductor de seccién circular. Comparacion de la DCR para los
tres métodos. Ancho de la ventana=0.5. (Ver la Figura (3.37)).
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Figura 3.39: Ci]jndro conductor de seccién circular y 10 celdas de radio iluminado con

un pulso 1/Zge™*

2(t=¢he)? ,a=0.12-10%eg™2, A = 0.6 m., At = 1 nseg. Resultados en

el dominio del tiempo.
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Figura 3.40: Cilindro conductor de seccién circular y 5 celdas de radio iluminado con

un pulso 1/Zpe™
frecuenciales.
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Figura 3.41: Cilindro conductor de seccién circular. Comparacion de la DCR para los
tres métodos. Ancho de la ventana=0.25. (Ver la Figura (3.37)).
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Figura 3.42: Cilindro conductor de seccién circular y 5 celdas de radio iluminado con

un pulso 1/Zge™*

2t=en)? g = 5,98 10%eg™2, A = 1.2 m., At = 2 nseg. Resultados en

el dominio del tiempo.






Capitulo 4

Dispersion mediante objetos
tridimensionales

En este capitulo se generalizan los algoritmos de diferencias finitas a la resolucion de las
ecuaciones de Maxwell en tres dimensiones. Primeramente se plantearan las expresiones
resultantes de utilizar el esquema del salto de la rana de segundo orden, y, posterior-
mente, se propondra una generalizacion del método de conformacion bidimensional, en
forma voltumica, para tratar objetos conductores curvados. Finalmente se presentaran
resultados comparativos de los dos métodos.

Las ecuaciones de Maxwell planteadas en general para medios tridimensionales,
fueron enunciadas en el capitulo anterior (3.1)-(3.4). Para medios lineales sin términos
de conduccién, toman la forma de sistema de ecuaciones hiperbolico homogéneo de
coeficientes constantes (2.39), y si los medios tienen conductividades eléctricas y/o
magnéticas aparecen términos inhomogeneos. En coordenadas cartesianas se escriben
como

aiz _ 1 (% _ 3;5 _ UEZ) 4.3)
a(ix _ i (%Ezg _ 38Eyz o Hx) (4.4)
%f% _ % (aaiz ~ 8£x o Hy) 45)
8{52 _ % <8£x _ %E?y o Hz> (4.6)
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con la misma notacién del capitulo anterior.

El objetivo de este capitulo sera desarrollar aproximaciones numéricas a estas ecua-
ciones para estudiar la interaccién de una onda electromagnetica plana con una estruc-
tura tridimensional arbitraria. Los puntos que se trataran aqui son paralelos a los del
estudio bidimensional, a saber:

e Descripcién de la discretizacién espacial y temporal de segundo orden a las
derivadas de las ecuaciones (4.1)-(4.6) ! para estudiar la interaccién de una onda
electromagnética con un objeto material lineal isétropo, modelado a través de
cambios escalonados de los coeficientes de las ecuaciones en diferencias.

¢ Iuminacién del objeto mediante una onda plana armonica o transitoria.
e Estabilidad y dispersién del método.

e Simulacién de un problema abierto mediante condiciones absorbentes en los
planos de truncamiento.

e Calculo del campo de radiacion.

e Aproximacion integral volumica a las ecuaciones de Maxwell para tratar las dis-
continuidades abruptas entre las zonas de coeficientes constantes (cambios de
medio) de las ecuaciones en derivadas parciales

I ] -
— 0 dS X E = pog— Vv
fg % Lo 5 /w Hd

.. 19 - .
—ued Fxd§==2 [ Eav / jav
Hofs 291 Jv. + Ko " J

4.1 Propagacion

El esquema del salto de la rana aplicado a las ecuaciones con coeficientes constantes
sin términos de conduccién y para medios lineales e isdtropos, queda de la forma
propuesta en (2.39) con 4y, A3 y A3 matrices de 6 x 6 dadas por (2.41)-(2.43), que quedan
desacopladas en las componentes definidas en las redes dadas por (2.56). Si se utilizan
incrementos espaciales y temporales divididos por 2, y escogiendo las componentes
definidas en las siguientes redes

'A diferencia del caso bidimensional, se particularizarén todos los algoritmos para el salto de la rana
usual, y no se estudiard la discretizacién espacial de cuarto orden y temporal de segundo
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no Mg My M,
E.|P I P P
E,|P P I P
E.|P P P I
H|I P I I
H I I P 1
H,|I I 1 P

con P simbolizando multiplos enteros de los incrementos, y / multiplos semienteros,
se obtiene el esquema de Yee, que coloca espacialmente las componentes de los cam-
pos entreveradas segun la Figura (2.3). Es decir los campos que avanzan mediante el
algoritmo de propagacion son:

{E2G+ 5,50, B i+ 5, ), B2 b+ )
TS TN ALY N N (RS SRS 1)),
con n, t, j, k enteros.

A efectos de mantener el desacoplamiento espacio-temporal del esquema numeérico,
los campos multiplicados por conductividades son promediados temporalmente, de
analogo modo a como se hacia en el caso bidimensional. Deshaciendo los cambios ¢ = ~
y B = —?, y utilizando los vectores E y H = —fi en las ecuaciones, los algoritmos de
propagacion quedan, en funcién de los operadores centrados:

) n+% ST UG AN S
Dy Be (14 3,0.k) = (i 1.4.k)
3o 1 n+l§ ST G
(D%y'Hz (1+ 53]:]‘:)__‘1)%::'1{1/ (2+§/‘7’k)
. X n+l . v
——O’(’l"f‘ %/]/k)P%tE:c 2(Z+ %j,k)) (47)
Dy, - EFfa(i 54 1 k) = —1
Ly By »JT 9 e(i,+5 k)

ntiooc 1 ntyoe o1
(D%2~Hr (1,]+§,k)—D%I-H; (1,74 5, k)

~a(i,j+ 4, k)Py, By (05 + 48) 4.8)

nt+l o 3 1\ _ 1
D:;‘t -Ez 2(17]71‘/'1' 5) - E(i,j,k-{-;—)
(0 b by AP

ntd \
—a(i,gik+ )Py EC Gk + b)) 49)
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ng s L oLy 1
D%t Hr(1'~]+ 27k+ 2) - u(i,j-*-%,k-l-%)

(Dgz -Ep(i,j+ 3.k +3) = Dy, - EX(i,j + 3,k + 3)
—om(i i+ 5k Py HEG i+ 5+ D)) (4.10)

: 1 3 1y _ 1
D%t ' H;(i + 57]’ k + i) - u(1+%1]k+%)

(Dye- E2(i+ 3 k4 3= Dy, - B2+ i k4 3)
_U’“(H'%’j=k+%)P%z'flf(i+%7j7k+%)> 4.11)

CHMi4 L il gy = 1
Dy B2+ 2,04 3.0 = i ath

(Dyy - E2(i+ 4,5+ 5,k) = Dy Ej(i+ 5,5+ 5.k)
~om(i+ i+ 5 B)Py  HEG+ 5,5+ 1K) (4.12)

Utilizando otras combinaciones de los operadores promedio y diferencia, se obtienen
otros modos de desacoplo del esquema numérico (Materdey Bao-Hung, 1993).
Definiendo las constantes (A = Az = Ay = Az)

_ oleBSr)at
Cola, 8,7) = |+ 2leBnAl
2e(a,3,7)

At
1 s(a,B,7)

A 1 a(a,B,v)Al
&j + 2e(a,B,v)

1— om(a,B,v)At

Du(e, B,7) = ——4lebm)_
’ | 4 Tml@dal

2u(a,8y)

Cb(O.’, ."37 7) =

At

’ AN 1 wla,fB,7v)
Dy(a,8,7) = A1y emleBAl

2p(c,B,y)

donde «, 3 y 7 pueden ser enteros o semienteros, las ecuaciones (4.7)-(4.12) quedan:

Epti+ 5,5,k) = Ca(i+ 5,5, K)ER(i + 4, 5,k) + Co(i + 1, 4, k)
n+l . n+i :
(B o+ 50 = BG4 b - Lkt

n+i . . ntl . .
Hy P bk = 5) = By 24 Bodok + )
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Epi(, 5+ 3, k) = Caliv 4 5, ) ER(s 4 3, )+ Cali i + 5. )
(H;Jr (z]+2,k+ =) - H;+ (1, j-+—1 k——)+

nti n+
AL TC IS SR S s JENIE W N k)

Bz, g,k + 3) = Calis gy k+ 5)ER(E 5,k 4+ 5) + Culi 4k + 3)
ntl . . ntg ]
(B2 G+ 4,k +3) - BTG = 5,k + D)+

(1,5 + 5 E+ 1)

ntl n—}-%

n 1 . . n—L . » . .
H 20,5+ Lk +4) = Dali, i+ 5,k + DHZ 2(6,5+ 5.k + D) + Do(i, 5+ 1.k + 1)
(Bpij+ 3k +1) = B2, 5+ 5,0+
Er(i ik + ) = E2Gi+ 1,k + 1))

N =

Hy ?(i+ 50k 3) = Dali+ 30,k + DH (4 3,5k + 1)+ Doli+ 5.5,k + )
(Br(i+ 1,5,k +4) - EXGij k+ D)+
Ep(i+4,4,k) = E2(i+ 3,5,k +1))

(i 3+ 5 k) = Dali+ 5,7+ LI+ 3,5+ L. k) + Doli+ 4,5 + L,k)

(E?(i+%>j+1=k)—E§(i+%,j,k)+

Ep(i,j+ 5. k) = Ep(i+ 1,5+ 1.K))

Ecuaciones que, en general, pueden ser aplicadas con coeficientes variables de una
celda a otra, para estudiar la solucion de problemas electromagnéticos en presencia de
medios materiales. Los errores cometidos en lasaproximaciones espaciales y temporales,
en funcién de la frecuencia vienen acotados por las ecuaciones (3.27) y (3.28).

4.2 Iluminacion

El problema de la iluminacién se plante6 debido a la necesidad de introducir en el
dominio de solucién una excitacion electromagnética arbitraria propagandose segun
una direccién y sentido determinados, a fin de hacerla interaccionar con un dispersor
para calcular la respuesta del mismo ante tal excitacion. Segin se vio en el anterior
capitulo existen dos formas de conseguirlo: una estaba basada en la linealidad de las
ecuaciones de Maxwell, que permitia su planteamiento para el campo dispersado (el
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total menos el incidente) sin mas que especificar los campos incidentes en la superficie
del dispersor (Ecs. (3.29) (3.30)), y la otra en el principio de equivalencia, que permite
tener una zona con el campo incidente deseado, fuera de la cual es cero. Si en esta
zona de campo incidente se introduce el dispersor, se tendrd en realidad una zona de
campo total, y fuera una zona de campo dispersado. El esquema de la separacion zonal
resultante es la version tridimensional de las Figuras (3.2) y (3.4).

El modo de conseguirlo es mediante la introduccién de unas corrientes adecuadas en
la superficie de separacion entre ambas zonas, y resolviendo las ecuaciones de Maxwell
afiadiendo tales corrientes mediante el algoritmo de diferencias finitas; el resultado
vuelve a ser la aplicacion de los algoritmos desarrollados a la resolucion de ecuaciones
no homogéneas localmente. Estas corrientes también podian ser interpretadas como
los términos que faltan en la ecuacién en diferencias para que todos los términos in-
volucrados en la misma sean, bien campo total, bien campo dispersado, en virtud de la
linealidad.

Supdngase que el paralelepipedo de campo total esta comprendido por [i;,1/] x
[ji,7¢) X [ki, k7). Por ejemplo, para calcular el campo EZ (i + £, ji, k) Vi € [i5,44] , j €
G~ Logg = 1]

Eg*(i+ 3.J: k) ITotar= Cali+ 3,5, ) EZ(i + 5,3, k) | otal +Coli + 5,5 ki)
n-}-l . . i n+% . ) 5
(Hz (it 5,0+ 3.5 ITotal —Hz 7 (4 3.5 = 3.5 Iotal +
v (450 ki—3) |D1spersado v “(1+ 5,5k +3) [Total >
ntl .
todos los campos involucrados son totales salvo Hy 2 (1+ %, ki — %) que es dispersado.

Por tanto hay que afiadir el término

. 1. n-%—% . J 1
Cb(" * 57]: ki)Hy (z+ §7J=ki - '):) |]_ncidente

para que todos los campos sean totales

1
n+lg, S Lo
Er (z+ §a]s ]‘1) %Tota]

1
n+1ly . i ke
Ex (7 + 55./3 kt) |Propag
+ Gt g0 ki) Hy *(i 4 5,5k = 5) Incidente

donde Propag indica campo calculado mediante el algoritmo de propagacion (4.13).

El resto de las componentes se iluminan de analogo modo.

Como las excitaciones utilizadas para iluminar han sido ondas planas
(monocromaticas y pulsadas), y, es preciso especificar el campo incidente en puntos
en torno a la superficie de separacién campo total-campo dispersado, se genera una
tabla de valores a lo largo de una linea en la direccién de iluminacidn, que contiene
el campo para cada punto de un plano perpendicular a la misma, de modo similar a
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como se hizo en el caso bidimensional. A partir de esta tabla se obtienen, mediante
interpolacién, los campos en los planos que pasan por los puntos donde se precisa el
campo incidente.

Cuando se ilumina arménicamente, la tabla de valores se genera con la velocidad de
fase que se obtiene a partir de la relacién de dispersion numeérica, que es funcién de la
frecuencia, delos incrementos espaciales y temporales, y dela direcciéon de propagacion.

Las direcciones de iluminacién se fijan mediante el angulo polar # y el azimutal .
Cuando la onda incidente tiene direccion distinta de § = 0 0 # = 7 hay que especificar
también el dngulo ¥ de polarizacién que forma el campo eléctrico con el vector 7 x k (7
vector en la direccion y sentido de la onda incidente).

4.3 Condiciones absorbentes

En cuanto a las condiciones absorbentes, el fundamento tedrico se ha desarrollado en
el capitulo bidimensional. Los algoritmos alli expuestos se aplican a todos los puntos
interiores de las fronteras de truncamiento, es decir, al igual que alli era preciso utilizar
otro algoritmo para absorber el campo en las esquinas, aqui sera preciso, ademas, hacerlo
para absorber el campo en las aristas. Para estos casos, se supone la incidencia de una
onda esférica que procede del centro de la red, e incidiendo hacia la posiciéon que ocupa
la componente de la arista o de la esquina. Sobre cada arista es preciso absorber las tres
componentes del campo eléctrico (ver Figura (4.1)).

Si el numero de Courant es 0.5, el valor de la componente de uno de los campos en
el origen, notada ahora con C"(0,0,0) vendra dada por el valor que hay en un punto
ficticio situado a 1A del punto en la direccién hacia el centro de la red, en el instante
n — 1, multiplicado por el correspondiente factor de atenuacion f, de la Ec. (3.34).

c™(0,0,0)= f,C"!

C es el valor de la la componente C' . Este valor se interpola a partir de sus ocho
vecinos linealmente mediante

C" = (1-sinfB)(1~-cosBsina)(l—cosBcosa) C™1(0,0,0)+
(1 —sinf)(1 — cosFsin a)cos 3 cos a C™1(1,0,0) +
(1 — sin B) cos B sin a(1 — cos 3 cos o) C™1(0,1,0) +
(1 — sin 3) cos? B sin a cos & C™1(1,1,0) +
sin B(1 — cos B sin a)(1 — cos 3 cosa) C™1(0,0,1)+
sin B(1 — cos B sin a) cos B cos a C™1(1,0,1) +
sin 3 cos B3(1 cos 3 cos a) Cc™10,1,1)+
sin 3 cos? B sin a cos « C™l(1,1,1)
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Figura 4.1: Carasy aristas de la superficie de truncamiento
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donde se usa la notacién de la Figura (4.2).

(0,0,1 £ C(0,1,1)

|

E \5 C(11,1 /
C(1,0,1) ; A\

i q

|

L
c(0,0,0) —_——-\_——‘—/ (0,1,0)

// ~
7 »
» [e]

C(1,0,0)F————&c(1,18)

oo\ Bt

/

Figura 4.2: Interpolacién de una componente entre sus ocho vecinas

La Figura (4.3) muestra la geometria de la interpolacion que se utiliza para las
componentes E. y E, de una arista a lo largo del eje Z. La componente de abajo esta
situada en una coordenada z inferior a la del centro de la red, y la de arriba en una
superior.

4.4 Dispersion y Estabilidad

La condiciones de estabilidad y la relacion de dispersion del método del salto de la rana,
aplicado a las ecuaciones de Maxwell tridimensionales ha sido estudiada, a modo de
ejemplo, en el capitulo segundo. Por complitud, se resumen los resultados alli derivados.

El punto de partida del estudio de la estabilidad mediante el criterio de Von-
Neumann y de la relaciéon de dispersion es distinto. La estabilidad se obtenia como
condicién de que ninguno de los armonicos en los que se descomponia una pertur-
bacién de las condiciones iniciales, debia crecer indefinidamente, propagado por el
esquema en diferencias, mientras que la relacion de dispersion estudiaba la propagacion
de uno de los armonicos en los que se descomponian las condiciones iniciales. Como
quiera que tanto una perturbacion de las condiciones iniciales, como las condiciones
iniciales, propiamente, se propagaban de analogo modo, el punto comun de encuentro
de el estudio se halla en el andlisis de la propagacién de un armoénico del tipo et 157
mediante el esquema en diferencias.

Ya que las funciones del anterior tipo son autofunciones tanto de los operadores
en diferencias como de los operadores diferenciales, estudiar la propagacion de un
armoénico equivale a hacer un estudio de autovalores. La condicion de estabilidad se
imponia mediante Re(2) = 0, que era equivalente a (2.37), y la relacion de dispersion,
quedaba como una condicién de que los tinicos modos que se propagasen no fuesen los
triviales (2.54).

Para la estabilidad, tanto el criterio de Von—-Neumann como el de Courant establecian
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Centro Red

Figura 4.3: Incidencia de una onda sobre una arista en el eje Z
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que

cAt <

y la relacién de dispersion, si 2 = jw

sin?(wAt) _ sin?(8,Az) N sin?(3,Ay) n sin?(3.Az)
c2At2 Az? Ay? Az?

Al igual que sucedia en dos dimensiones el hecho de que la relacién de dispersién

no sea la tedrica
2

=824+ B
se traduce en diferencias de fase de la solucién tedrica respecto de la numeérica. También
existe una dependencia de la constante de propagacion respecto del angulo, lo cual se
traduce en una anisotropia, que hace, que, por ejemplo, un frente de onda tedricamente
esférico, no lo sea al propagarse numéricamente.

4.5 Conformacion

El método de conformacién bidimensional puede ser extendido directamente a tres di-
mensiones, para tratar la interaccion de ondas electromagnéticas con dispersores curvos
(Jurgens y Taflove, 1993). Sin embargo, es posible hacer una formulacién mas adecuada
del método aplicado a geometrias tridimensionales, haciendo uso de las siguientes ex-
presiones volumicas, analogas a las superficiales de Ampere y Faraday

- f 45 x B = pp 2 / Aav (4.14)
S ot Ve
R -
e f fixdi=+2 / EdV + po / Jdv (4.15)
S ¢ 8t Jvg Ve

a este método se le denominara método de conformacion voliimica 2.

Para aplicar las leyes integrales, las celdas ciibicas proximas al objeto se deforman
y adaptan a la superficie, de andlogo modo a cémo lo hacian los contornos cuadrados
para aplicar la ley de Faraday en el problema bidimensional. Las integrales volumicas
y superficiales se llevan a cabo sobre las celdas deformadas aproximandolas mediante

/ @dS ~ p(Centrode S, sinde formar) - S,
Sa Deformada

/ 9dV ~ J(Centrode V, sin de formar) - V,
Vq Deformado

2 Abreviadamente CV.
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Analogamente a lo que sucedia para el caso bidimensional, la aplicacion de la dis-
cretizacion de la ley similar a la de Ampere (4.15) a las celdas deformadas conlleva la
necesidad de evaluar las corrientes superficiales sobre el dispersor. A fin de evitar esto
ultimo, se utiliza la aproximacién del vecino mas cercano (AVC) en el mismo sentido
alli descrito: cuando en la evaluacién de H a través de la ecuacién de Faraday (4.14)
se precise de campos eléctricos para cuyo calculo sea necesario utilizar la ecuacion de
Ampere (4.15) con corrientes no nulas, se utilizara el campo eléctrico perteneciente a la
celda mas cercana y coplanar con el que se debiera utilizar, que no esté en tal situacion.
Esto evita la aplicacion de la Ley de Ampere en las celdas en las que hay corrientes.
El hecho de que los campos eléctricos sean integrados sobre superficies, en vez de so-
bre lineas, da la posibilidad de utilizar como vecino mas cercano a cualquiera de sus
coplanares. No obstante, en un pequefio numero de celdas no es posible encontrar, un
vecino en estas condiciones; en tales casos se utiliza un modelo escalonado local y las
expresiones en diferencias resultantes de la discretizacion de las leyes diferenciales.

Se va a particularizar el método a dispersores perfectamente conductores, aunque
su planteamiento para objetos dieléctricos es igualmente simple.

La Figura (4.4) muestra la deformacién local de tres celdas, para evaluar /, mediante
la discretizacion de (4.14).

Las ecuaciones resultantes para hacer avanzar temporalmente H . en esas celdas son,
suponiendo que estan en el vacio, y que no es necesario utilizar la AVC en las celdas
superior e inferior, y si en la de en medio

BL(SyEy (1,5 4+ 0.5,k) = SrE (i + 1,5+ 0.5, k) + S, Eo(i + 0.5, + 1,k))  (4.16)

Vo

H2YO5(440.5,5+ 0.5,k — 1) = HF%5(i40.5,5+ 0.5,k — 1)+ V—A,i-o-
(SyEy(1,5+ 0.5+ {1}, k= 1) = SYE, (i + 1,7+ 0.5+ {1}, k— 1)+
SIEL(i+0.5,54+ 1,k —1)) (4.17)

HIFOS(i 405,54+ 1.5,k = 2) = HE7O%(i+ 0.5, + 1.5,k — 2) + (AL

(SyEy(i,5+ 1.5,k —2) = STE,(i+ 1,5+ 1.5,k — 2) + SIE (i + 0.5, 5 + 2,k — 2))
(4.18)
donde las integrales sobre la superficie del dispersor son nulas, ya que el campo

tangencial sobre el conductor es cero. Si el dispersor fuese un dieléctrico seria preciso
evaluar el campo eléctrico sobre esta superficie; para ello se interpolaria espacialmente
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L 0,5+0.50)

lG,j+1.5.k-2)
. S;’
5,+1,k-2)

X

Figura 4.4: Deformacion de las celdas cibicas para conformar una superficie
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a partir de los campos eléctricos mas cercanos. Las Ecs. (4.16)-(4.18) se reducen a las
ecuaciones usuales en diferencias cuando las celdas no se deforman (modelo escalonado).
Laintegracién del campo eléctrico sobre las caras 5 y 57 dela celda de en medio, se lleva
a cabo con los campos eléctricos dela celda contigua de su derecha. Los desplazamientos
necesitados en este caso para aplicar la AVC, se hallan entre llaves. El resto de las
ecuaciones se obtiene de analogo modo.

Si en la Figura (4.4), la superficie es mas alabeada, puede llegar a suceder que
cualquiera de los vecinos posibles que se utilizan en la AVC para calcular A7*%-5(i +
0.5,7+ 0.5,k — 1), que son

no puedan ser calculados a su vez sin involucrar corrientes. Si la superficie sobre la
que se debiera calcular la integral de tal campo eléctrico es pequefia, se desprecia su
contribucién sobre el total. Si no fuese despreciable, no se deformaria esa celda, y se
tomaria un modelo escalonado local.

Analogamente al caso bidimensional, las magnitudes de los volumenes y de las
superficies de integracion, se obtienen a partir de un submallado de incremento mas
fino que el de la red principal. Es interesante sefialar que, en general, no son precisas
relaciones del incremento espacial de la red principal a la red auxiliar mayores a 10
para obtener buenos resultados, aunque en cada caso dependera del nivel de detalle del
dispersor. Segun se observa en la Figura 4.5 con relaciones superiores a 6 no se obtienen
diferencias significativas en la RCS.

El interés, pues, de esta aproximacion radica en que el modelado es facilmente
automatizable, sin tener que recurrir a las expresiones analiticas del contorno.

Para ilustrar las diferencias respecto de la extension directa del CP bidimensional
de (Jurgens y Taflove, 1993), consideremos la celda de la Figura (4.6), en la que se
muestra una celda adaptada a una superficie conductora, para calcular #., en la que,
por simplicidad se supone que no es preciso utilizar la AVC.

La aplicacion de la ley de Faraday en la forma usual resulta

nal n-t At /l, l,
Hz+2 =H, *+ TLE(EEW = §Eyc - AEI‘b) (4.19)

y la aplicacion del VC aqui propuesto

n+i n—1 A a (o
Hz+2:H,2+—t<SE S

z ™ v Lva - VEyC - AEIU> (4.20)

donde S, es la superficie del plano posterior, S, la del anterior, V' el volumen de la celda,

lo la longitud del lado central posterior, /. la longitud del lado central anterior y S la
superficie sombreada.
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Figura 4.5: Dispersion hacia atras mediante una esfera perfectamente conductora de 3
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Figura 4.6: Celda tridimensional deformada
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Se observa que las expresiones (4.19) y (4.20) s6lo coinciden si 5% = lay S = %, lo
cual sucede, en particular, si la celda voltimica es de seccion S constante a lo largo del eje
Z. Por tanto el método aqui propuesto tiene en cuenta con mayor precision las posibles

variaciones de curvatura del dispersor dentro de la celda.

4,5.1 Estabilidad de la conformacion volumica

La condicion necesaria que habian de cumplir los autovalores temporales del operador
en diferencias temporal, es la que va a ser impuesta aqui para estudiar la estabilidad del
método. Idénticas consideraciones al estudio de la estabilidad del método de confor-
macién en dos dimensiones, son aqui aplicables.

La extension a tres dimensiones de las definiciones de los operadores diferencia
pesada espacial de (3.38), es

ZDEzf:gf::;fgﬁra(iO:jOa ko) = aw(io + a1, jo + B1, ko + 1) — b(io + aq, jo + Ba, ko + 72)

operador que tiene los siguientes autovalores y autovectores

b B2 sy by (eefBere) s
o Dier s welion o, ko) = ENCTE ) eelion o ko)

¢e(io, jo, ko) = ellFsiothylothsko)a

ba(e2Baim) _ oikrond ikyB1D piksn A _ pikzond LikyBd ik A
a”(a1,B1,71)

Planteando operacionalmente las ecuaciones de propagacién para una celda que, por
simplicidad, sdlo precise distorsién para calcular H., y el resto de las componentes se
calculen por el algoritmo usual, y poniendo, ademas que todas las celdas propagan H,
segun este esquema deformado, la condicién de Von-Neumann para la estabilidad del
esquema, aplicado localmente, con esta suposicién de coeficientes constantes en todo el
espacio, se obtiene como resultado de que la ecuacién matricial

(
(

()]
u(

(

(

no tenga solucion trivial. Se ha usado la notacién ¢; = (4, + 1/2, j; + 1/2,k; +1/2),y A
matriz dada por

o B oo R e N o B o i <]

At 0 0 0 _ 1 &4(0,0,—1/2) ;z)\(o —1/2,0)
#op€7(0,0,1/2) #p €7 (0,1/2,0)
0 Ay 0 1.§,(0,0,-1/2) o _ 1 &,(=1/2,0,0)
#o& (0,0,1/2) L #0€"(1/2,0,0)
0 0 A _ 1 by(an,=1/2,73) 1 b )\(_1/2-52-72)
t a Ties ol 1o
Ho % (aq,1/2,v1) #oal "(1/2,8] ,v))
1. £,(0,0,—-1/2) _1.6,(0,=1/2,0)
0 =0£>\(0v0,1/2) cui)‘(o,l/z,og At 0 0
_1.€,(0,0,-1/2) 0 1 €,(=1/2,0,0) & 5 0
coé (0,0,1/2) €0 €7 (1/2,0,0) t
1€,(0,-1/2,0) _1.£,(=1/2,0,0)

<0 & 7(0,1/2,0) <0 €7 (1/2,0,0) g 0 0 At
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Una vez mas, se observa que, en general, A; va a tener parte real no nula, dado el
caracter asimétrico de los operadores en diferencias pesadas. Por tanto, la condicion de
Von-Neumann, con todas las consideraciones expuestas, implica un esquema inestable.
Dado el caracter local que, en la practica, tienen estas inestabilidades, su aparicion se
produce tardiamente y, por tanto, es posible utilizar el esquema para calcular respuestas
transitorias y obtener la informacion frecuencial limitando la zona de transformacion de
Fourier mediante una ventana cuadrada que permita ignorar la aparicién de inestabili-
dades. Por ejemplo, la Figura 4.7 muestra las inestabilidades que aparecen en el proceso
de solucién de la interaccién de una onda plana con una ojiva. Los resultados fre-
cuenciales obtenidos para esta ojiva posteriormente, lo han sido truncando la respuesta
temporal en la iteracién temporal 800.
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ITERACION TEMPORAL

Figura 4.7: Campo lejano dispersado hacia atras por una ojiva (6 = 120°, D = 36.00
celdas) iluminada con un pulso gausiano E, (7, t) = 0.01e~%*(=¢*™? g = 14.3.108seg~2.
= 1/60 m., At = 0.028 nseg.

Es materia de trabajo futuro la obtencion de criterios exactos de estabilidad mediante
técnicas que tengan en cuenta al problema en su totalidad.

4.6 Conversiéon campo cercano-campo lejano

Las expresiones (3.41)-(3.42) dan la expresion general de los potenciales lejanos en tres
dimensiones. Para iluminaciones no armonicas la evaluacion del campo eléctrico de
radiacién (el magnético esté relacionado con él mediante # = 23E) se efecttia directa-
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mente, sin mas que calcular las corrientes superficiales
n X El = —Ajjs
n X I_j 1= j;
en las paredes de un paralelepipedo que englobe al dispersor y que yazca en la zona de
campo dispersado. Transformando las integrales volimicas en superficiales, y poniendo
el vector R que va desde la corrientes al punto campo, como, a efectos del producto

vectorial y de la divisiéon por su médulo, aproximadamente igual a 7 (vector de posicion
del punto campo) (ver Figura (3.14)), el campo de radiacién queda:

- 1 1 -\ rad
Ered - (—V$f'—%—f—€—'\7xF)
4 0
_ Ho % 7) X 7 dS — 1/ Tsl. x # dS’
_ LMT/’([(%JS]Txr)xrdS — [ [0:Ms}, x 7 ds

donde 5 es el paralelepipedo de conversion, el vector del punto campo en cartesianas
7= rsinfcos ¢i + 7sin 0 sin ¢j + 7 cos Ok

y lala magnitudes [=]7 son los campos e = evaluados en el tiempo retrasado 7 = ¢ — % Es
decir las diferencias de los distintos vectores que van desde las corrientes al punto campo
solo se tienen en cuenta a la hora de sumar las corrientes, cada una con su retraso. Para
ello, se toma arbitrariamente como punto desde el que las corrientes llegan sin retraso,
al vértice mas cercano al punto campo, y el resto de los retrasos se toman en referencia
a este vértice. Las derivadas temporales de las corrientes se evaltian mediante una
interpolacion lagrangiana de cuarto orden con los dos instantes conocidos anteriores y
posteriores al instante en el que se quiere conocer la corriente. En los instantes iniciales
y finales la interpolacién se hace hacia adelante o hacia atrds, segtin sea el caso.

Al tener intercaladas espacialmente las corrientes eléctricas y magnéticas, es nece-
sario interpolar unas u otras, para tenerlas en el mismo plano. Se utiliza una interpo-
lacion lineal, al igual que en dos dimensiones.

Si los campos varian arménicamente con el tiempo, el problema se simplifica uti-
lizando la funcién de Green para el vacio

¢—iBR
4T R

cuyo comportamiento asint6tico con R (campo de radiacién) es

G(R,3)=

e~IPr g
€

#

ﬂF‘

Q(R, ﬁ)rad -

4mr

con 7 = (z',y', 2') vector de posicion de las corrientes sobre la superficie de conversion.
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Por tanto el campo de radiacién queda

. je=9P 3¢ ~ .
frada _ J€77Bepo (7 x 7) x 7 57 4
4mr :
jei%

Mg x 7 P77 48"
47r s’

y la RCS, definida para objetos tridimensionales como

disp|2
o 2| ESP
RCS = rll}néotlﬂr VoE
queda
B R A e
Rcs—m ZOJSXT—]VIS XTe ds
T S

Para aplicar la anterior expresion es necesario tener los médulos y las fases de las
corrientes, que se obtienen a partir de los campos en el contorno de conversion. El
método para su obtencién es en todo similar al utilizado en el caso bidimensional.

4.7 Resultados

Para validar el método, se han obtenido resultados para esferas y ojivas perfectamente
conductoras, iluminadas con pulsos gaussianos. Primeramente se presentan resultados
para una esfera de 3 m. de radio, iluminada con un pulso gaussiano, cuyo parametro
se ha escogido de tal modo que su transformada de Fourier cae a la milésima parte de
su maximo, a una resolucién de 5 celdas por longitud de onda (Figuras 4.8 and 4.9).
Se compara con resultados obtenidos mediante serie de Mie. También se muestran
barridos angulares de la RCS para una iluminacion armoénica (Figuras 4.11 y 4.12). Se
ha escogido como parametro de comparacion de resultados la desviacion cuadratica
relativa (definida en (3.49)).

Plano E [0,180] | Plano H [0,180]
2nd order-Series 0.070 0.096
VC method-Series | 0.023 0.027

Tabla 4.1: Esfera perfectamente conductora. Iluminacién monocromatica. Barrido
angular sobre los planos E y H. Comparacion de la DCR para ambos métodos en tres
dimensiones. (Ver Figuras 4.12y 4.11).

Con el fin de estudiar el comportamiento del método en la modelacion de objetos
puntiagudos, se ha simulado la incidencia de un pulso electromagnético con una ojiva
conductora (Figura 4.13)
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Figura 4.10: Comparacion de las DCR para distintos métodos. Ancho de la ventana=2.
Ver Figuras (4.8 y 4.9)
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Figura 4.13: Seccion transversal de una ojiva de angulo 6°.

La RCS de este dispersor esta fuertemente influida por las ondas que se propagan
superficialmente. Estas se reflejan en las puntas anterior y posterior, interfiriendo cons-
tructiva y destructivamente para producir los minimos y maximos caracteristicos de los
barridos frecuenciales de su seccion eficaz radar. Los minimos (Blore, 1964) ocurren
cuando la longitud del arco de la ojiva es multiplo entero de A/2:

s 0 D n
= mj\- =g con n= 2,3.4,... (4.21)
2
donde L, es la longitud del arco, A es la longitud de onda, D el diametro de la ojiva (ver
la Figura 4.13) y @ su angulo (en radianes).

Las Figuras 4.14, 4.16 y 4.18 muestran la RCS de una ojiva con angulos 40, 75 y
120 grados respectivamente, comparada con resultados experimentales y calculados
mediante fisica 6ptica y dispersion Rayleigh (FO.-Rayl.) de (Blore, 1964). Los resultados
obtenidos mediante fisica Optica lo fueron para tamafos eléctricos grandes, y los de
dispersién Rayleigh para tamafios pequefios. La iluminacion se hace mediante un pulso
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gaussiano con un parametro tal que la resupuesta frecuencial ha caido a la milésima parte
de su maximo, a la resolucién de 15 celdas/A para la ojiva de 40 grados, y 5 celdas/A
para las de 75 y 120 grados.

Las lineas verticales en estas figuras muestran la posicién de los minimos tedricos
de RCS predichos por (4.21). La solucion de fisica Optica supone un dispersor muy
delgado, y las corrientes propagandose sobre su superficie con la velocidad de la luz.
Esta aproximacion es suficiente para la ojiva de 40 grados, y predice correctamente su
RCS. Es posible hacer una modificacién para incluir las ojivas mas gruesas (75 y 120
grados), pero, aunque los minimos de RCS se predicen correctamente, los maximos
estan aun varios dBs por debajo del valor experimental.

Se han encontrado buenas concordancias entre los resultados experimentales y los
obtenidos mediante conformacién volimica a resoluciones de 15 celdas/A, mientras
que el algoritmo de Yee precisa 30 celdas/ A, para la esfera conductora. Para la ojiva de
120 grados, 20 celdas/A son suficientes mediante VC y 40 celdas/A se precisan con el
algoritmo de Yee. Segtn la ojiva se hace mas puntiaguda, son precisas resoluciones cada
vez mayores, aunque en todos los casos los resultados obtenidos mediante VC son mas
aproximados que los del algoritmo tradicional.
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4.7. RESULTADOS
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CONCLUSIONES

En esta memoria se estudian los métodos en diferencias finitas aplicados a la resoluciéon
de las ecuaciones de Maxwell. Las principales aportaciones pueden resumirse en:

¢ Una revision de los esquemas en diferencias para resolver ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales, especialmente las de tipo hiperbélico, estudiando los con-
ceptos de consistencia, convergencia y estabilidad, y su relacion, para aplicarlos a
diversos esquemas.

o La obtencion de criterios de estabilidad que permiten tratar de forma general un
problema hiperbdlico multidimensional de valores iniciales y de frontera resuelto
mediante un esquema en diferencias centradas. Concretamente se han descrito
los criterios de Von-Neumann, Courant-Friedrichs-Lewy y un método matricial
que permite tratar sistematicamente el problema completo. Se ha propuesto una
extension tridimensional de este dltimo, que abre una via de tratamiento de la
estabilidad de esquemas no uniformes.

o Eldesarrollo de un programa para resolver las ecuaciones de Maxwell bidimensio-
nales, basado en esquemas en diferencias centradas de segundo orden (algoritmo
de Yee) y de cuarto orden espacial y segundo temporal, y el estudio de su estabil-
idad y dispersién. Se ha aplicado al estudio de la interaccion de transitorios con
estructuras conductoras.

¢ Unestudio del comportamiento de las condiciones absorbentes de Mur de segundo
orden, y su relacién con la convergencia y precisién del método.

e Una modificacién del esquema en diferencias, para conformar objetos curvos,
tomando como base la ley de Faraday en forma integral, aplicada a celdas que se
deforman para adaptarse al objeto. Se ha estudiado la estabilidad de este método,
de modo simplicado, mediante el criterio de Von-Neumann.

e El desarrollo de un algoritmo de conformacién basado en un submallado de las
celdas distorsionadas, a partir del cual se obtienen los parametros que necesita la
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ley de Faraday, lo que ha permitido construir cédigos de modelacion automatica
de modo simple.

El desarrollo de un método planteado directamente el dominio del tiempo para
obtener el campo de radiacion tanto en dos como en tres dimensiones.

La proposicion de un método de conformacién en tres dimensiones utilizando
una forma alternativa de las ecuaciones de Maxwell integrales, que relaciona las
integrales de volumen de unos campos con las de los otros a través de las su-
perficies que rodean al volumen. De este modo se consigue una adaptacion al
objeto curvo mas adecuada de lo que la aplicacién de la ley de Faraday usual
conseguiria. También se ha estudiado simplificadamente, mediante el criterio de
Von-Neumann, la estabilidad del método.

La extension del método bidimensional de conformacién por submallado a tres
dimensiones, consiguiéndose un programa simple de modelado automatico de
objetos conductores de geometria arbitraria.



Apéndice A
Algebra matricial

Si V es un espacio vectorial real o complejo, de dimensiéon N y M y el espacio vectorial
real o complejo de dimensién N 2 formado por todas las matrices cuadradas con la suma
usual de matrices y el producto usual por escalares (Romero Sarabia, 1986), es posible
dotar a My con la estructura de espacio normado mediante la siguiente

Definicién 24 Se define la norma de una matriz cuadrada G € My como un niimero positivo
que cumple

1. |G| > 0siG #0

2. ||kG|| = |k|||G|| para todo niimero real o complejo k
3. IG+ B <Gl + 1Bl
4. IGB| < GBI

Definicién 25 Una norma matricial se dice compatible con una norma vectorial definida en V
si
1Gull < [|Glle]l Yu eV

Normas matriciales compatibles con vectoriales son en particular las subordinadas.

Definicién 26 La norma subordinada de una matriz G se define como

1G] = max 164 (AD)
a7 |l

Ejemplos de normas matriciales subordinadas a las normas vectoriales mas usadas
son

o Sillull = 2w — Gl = ek ) Gl
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o Sillulls = 2 v/|u(®)]? — IGll2 = v/p(GEG). Con GH matriz traspuesta conju-
gada de G, también llamada hermitica, y p(G') radio espectral de G definido como

p(G) = max{|)\;|} con )\; autovalores de G.

o 5i|uflec = max|u(i)] — [|G]l = max 3 |Gyjl.
1 1 J

Lema 2 El radio espectral de una matriz cumple

p(G) <G|

para cualquier norma matricial compatible.

Corolario 1

PG S NIGM < NG| (A.2)

Lema3 Si G es una matriz tridiagonal dada por

5

con a, b, c reales o complejos, sus autovalores son de la forma

a b
a b
0 ¢ a b
¢ a b
¢ a
€ a NxN
Ai = a+ 2vbecos i t=1,...,N

N+1

Lema4 Si G es una matriz formada por submatrices cuadradas de igual dimension N x N

T1m

Gll

Gy =vs sme G

mm

y todos los G, tienen un conjunto comin de N autovectores linealmente independientes, los
autovalores de G vienen dados por los autovalores de las N matrices

k k
A b

s k
A NG
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(k)
i] ~
submatrices de G .

con A;;’ el k-ésimo autovalor de G; correspondiente al k-ésimo autovector comiin a todas las

Lemas
lim G" =0si||G|| < 1
n—oc

Lema6

lim G™ = 0si,y sdlamente si p(G) < 1

n—roo






Apéndice B
Necesidades computacionales

El objetivo final de esta memoria ha sido el de implementar en forma de programa
de ordenador los algoritmos desarrollados. Para ello se ha utilizado el lenguaje de
programacién FORTRAN-77 con algunas de sus extensiones mds usuales para permitir
la construccién de c6digos estructurados. Basicamente se han desarrollado cuatro tipos
de programas:

e De modelacion geométrica.
¢ De algoritmos en diferencias finitas, basados en la teoria expuesta.
¢ De post—procesado numérico (obtencién del campo lejano y de la RCS).

o De post-procesado grafico que permiten visualizar la evolucién temporal de los
campos (Gonzalez Garcia et al., 1991) (Garcia Lopez y Gonzalez Garcia, 1993).

En este apéndice se describen brevemente las necesidades de memoria y de tiempo
de calculo de los cédigos desarrollados, primeramente para el caso bidimensional, y, en
segundo lugar, para el tridimensional.

B.1 Programas bidimensionales

El algoritmo en diferencias finitas aplicado a la resolucién de las ecuaciones de Maxwell
con coeficientes no constantes, para estudiar la interaccion de ondas electromagnéticas
con medios arbitrarios permite variar los coeficientes de celda a celda. Supuesto que el
dominio de solucion esta mallado con N, x N, celdas espaciales, el programa de mod-
elacién geométrica genera un fichero con una matriz de N, x N, nimeros enteros donde
se halla codificado el tipo de medio que hay en cada celda, para cada una de las compo-
nentes del campo (1 eléctrico y 2 magnéticos para la polarizacion TM y 1 magnético y 2
eléctricos para la TE). Utilizando 2 bits para cada componente se pueden especificar tres
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medios distintos (aparte del vacio), y los enteros donde se codifican resultan de 6 bits.
Si los medios involucrados son solamente vacio y conductores perfectos, basta tomar 3
bits en cada entero para especificar si la componente en cuestion pertenece al vacio o al
conductor. La utilidad de especificar también si las componentes del campo magnético
estan dentro del conductor estriba en que es posible hacerlas, en tiempo de computacion,
directamente nulas, a fin de ahorrar tiempo de calculo. Como la disponibilidad enteros
en FORTRAN-77 es de 8, 16 6 32 bits por entero, en cada caso sera preciso, bien no
utilizar los bits que sobran en cada entero, bien, mediante un algoritmo de adecuado,
compactar los primeros en los segundos.

Supongamos que se quiere estudiar la interaccién de una onda electromagnética con
un dispersor cilindrico de seccién circular de radio R. Este dispersor se sittia inmerso
en una region de vacio, y los planos de truncamiento de la region de calculo se colocan
suficientemente lejos como para que las reflexiones espurias en las mismas no afecten
a los calculos (ver Capitulo 2). Dejando 15 celdas como suma de zona de campo total
y de campo dispersado, la region de calculo tendra (30 + 2R)? celdas. El programa de
modelado de este dispersor, pone a 1 los bits correspondientes a las componentes que
pertenecen al dispersor en toda esa region, y deja a 0 el resto. Para un cilindro de 100
celdas deradio, esto supone una memoria de 3'(—3(H82—R)2 ~ 20K b utilizando los algoritmos
de compactacioén. El resultado es escrito en un fichero junto con las caracteristicas
materiales (en este caso conductor) para su posterior lectura por el programa principal.
El tiempo de calculo necesitado por el programa de modelado depende de la geometria
del modelo, aunque, para los dispersores estudiados, es del orden de segundos.

A fin de automatizar el modelado se han desarrollado programas que recogen la
informacion de la geometria a partir de ficheros de salida del programa de disefio
asistido AUTOCADTM,

El programa principal opera en simple precisién, y aparte de la descripcion del tipo
de medio en cada celda, tiene las siguientes necesidades de almacenamiento:

1. Matrices con las componentes de los campos: 3 matrices de 4N, N, bytes ! cada
una. Para el cilindro de 100 celdas de radio, resulta 640 Kb aproximadamente.

2. Sila iluminacion es armonica, se precisan 5 parametros en cada uno de los puntos
del contorno de conversién campo cercano—campo lejano: si se han calculado los
campos en el instante n, se precisan los campos en los instante n — 1y n — 2, para
detectar los cambios de pendiente, el valor del maximo del campo y el del minimo ?,
asi como la fase del mismo. Si ademas tenemos en cuenta que los campos estan
separados por media celda, dos de las componentes se conocen a ambos lados

'Un byte contiene 8 bits.
“Debido al nivel de continua que se introduce en la polarizacién TM, pueden no ser iguales en médulo.



B.1. PROGRAMAS BIDIMENSIONALES 159

del contorno de conversion (supuesto que pase a través de las componentes z),
y se han de almacenar los anteriores parametros por duplicado, para promediar
posteriormente. Por ello se precisan 30 matrices de 4C; bytes cada una, y otras 30
matrices de 4C, bytes. Con C y C, ntiimero de celdas del contorno de conversion.
Si el contorno de conversion se sitiia a dos celdas del dispersor, para el cilindro
anterior esto supone alrededor de 50 Kb.

3. Silailuminacion no es arménica, es preciso almacenar la historia temporal en cada
celda del contorno de conversién, para cada campo, a fin de obtener el campo
lejano mediante un algoritmo de conversién. Si se va a ejecutar el codigo con
N iteraciones, se necesitan, 6 matrices de 4C. N bytes y otras 6 de 4C, N bytes.
Si el dlindro de 100 celdas de radio se ilumina con un pulso tal que toda la
respuesta temporal pueda ser obtenida ejecutando 1000 iteraciones temporales, se
precisa una memoria de aproximadamente 12 Mb para almacenar toda la historia
temporal.

4. En ambos tipos de iluminacion una matriz
unidimensional de 4\/ (Ce —1)24 (Cy —1)?) bytes es necesaria para almacenar
la tabla de valores a partir de la cual calcula el campo incidente en el contorno de
iluminacién 3. (Para el clindro 1.2 Kb aprox.)

5. Enelalgoritmo de segundo orden, las condiciones absorbentes necesitan 4 matrices
con la componente z del campo en 2 instantes temporales y en las celdas del
contorno de truncamiento y en sus adyacentes hacia dentro. Por tanto se precisan
4 matrices de 16(30 4+ 2R) bytes. En nuestro caso alrededor de 15 Kb. El algoritmo
de cuarto orden tiene el triple de necesidades de memoria, al ser preciso absorber
los campos en 2 capas mas.

En cuanto al algoritmo de conformacién, tan sélo se necesita informacioén de las
celdas distorsionadas. Para cada una de ella se necesita su superficie y la longitud de
sus cuatro lados (20 bytes), su coordenada z e y (8 bytes) y cada uno de los posibles
desplazamientos debidos a la AVC (16 bytes). Ademas se usa 1 bit en cada campo del
dominio de calculo para marcarlo como conformable o como usual. Para el cilindro de R
celdas, sobre 7R celdas han de ser distorsionadas, y, en total, se precisan 308 R + M
bytes adicionales. Si R = 100, esto supone alrededor de 37 Kb.

Para generar esta informacion se utiliza un programa de modelado que puede atacar
el problema de dos formas: si las ecuaciones analiticas del contorno del dispersor se
conocen, es posible calcular analiticamente las superficies y las longitudes de los lados
de las celdas deformadas; de no ser asi, se utiliza una técnica de sub-mallado basada

3El contorno de iluminacidn esta a una celda del de conversion
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en la division de la red original, de paso A en una red mas fina, de paso A/F. Las
superficies y longitudes se obtienen a partir de esta ultima red. Considerando que hay
que dejar una celda de vacio rodeando el dispersor, para llevar a cabo la conformacion, los
requerimientos de memoria para almacenar todos los puntos del dispersor localizados
en la red mas densa son %gl—)ﬁﬁ bytes. Aparte, se precisan BW bytes para
especificar la situacién de cada una de las componentes de los campos (dentro o fuera
del dispersor). Si el cilindro anterior se modela con el algoritmo de sub-mallado con
F = 20, en total se necesitan alrededor de 2 Mb.

No existen grandes diferencias en los tiempos de célculo del algoritmo con confor-
macioén y el usual, ya que sélo 4 multiplicaciones, 1 division y algunas condicionales
mas se ejecutan en cada iteracion en el algoritmo con conformacién. En la Tabla (B.1)
se resumen los tiempos de calculo de los programas ejecutados en un maquina de 15
Mflops  , para el caso del cilindro.

SIN CONFORMAR | CONFORMANDO
MODELADO 2 seg. 3 min.
PROPAGACION 2° ORDEN (100 Instantes) 40 seg. 50 seg.
PROPAGACION 4° ORDEN (100 Instantes) 50 seg. —
CALCULO DE CAMPO LEJANO (100 Instantes) 15 seg.

B.2 Programas tridimensionales

Las necesidades de almacenamiento del programa tridimensional son similares a las del
bidimensional, incrementadas notablemete por el hecho de afiadir una dimensién mas
a todas las matrices.

Con un método similar al del programa programa de modelado bidimensional, y
restringiéndonos a conductores perfectos, el tridimensional precisa conocer la situacién
de cada una de las 6 componentes de los campos eléctrico y magnético, en la regién que
encuadra al dispersor. Para una esferade R = 14 celdas de radio distante 15 celdas de las
condiciones absorbentes, esto supone una memoria de 6(30—#)—3 ~ 150Kb. El resultado
se escribe en un fichero que recogera el programa principal.

Las necesidades de memoria del programa principal son:

1. Matrices con las componentes de los campos: 6 matrices de 4N, N, N, bytes cada
una. La esfera de 14 celdas de radio consume (N, = N, = N, = 30 + 2R = 58) 4.5
Mb aproximadamente.

*1 Mflop es un millén de operaciones en coma flotante por segundo.
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2. Si la iluminacién es armonica, se precisan los mismos 5 parametros del caso bidi-
mensional, en cada uno de los puntos del contorno de conversion campo cercano—
campo lejano. Por ello, en total, son necesarias 60 matrices de 4CC, bytes cada
una, 60 matrices de 4C,C; bytes y 60 de 4C,C, bytes. Con C; y Cy, y C. nimero
de celdas del contorno de conversién. Si el contorno de conversion se sitia a dos
celdas del dispersor, para la esfera esto supone alrededor de 720 Kb.

3. Para iluminacién no armoénica, la historia temporal en cada celda del contorno de
conversion ocupa 48(C.Cy + C:C; + C,C.) bytes en cada iteracion. Para la esfera
anterior 144 Kb/iteracion. Si una prueba tipica se hace con 1000 iteraciones, seria
prohibitiva la cantidad de memoria requerida para almacenar toda la informacion.
Por tanto, periédicamente es volcada a disco y el programa de calculo de campo
lejano posterior, lee seccionadamente esta informacién y construye el campo de
radiacion.

4. Una matriz unidimensional de 4\/(0I - 1)24(Cy — 1)?) + (C, — 1)? paraalmace-
nar la tabla de valores a partir de la cual calcula el campo incidente en la superficie
de iluminacion.

El algoritmo de conformacion, necesita la siguiente informacion de las celdas dis-
torsionadas: volumen y superficie de las cuatro caras (20 bytes), sus 3 coordenadas
(12 bytes) y cada uno de los posibles desplazamientos debidos a la AVC (32 bytes) °.
Ademas se usa 1 bit en cada campo del dominio de calculo para marcarlo como con-
formable o como usual. Para la esfera de R celdas, alrededor de 36 R? celdas han de
ser distorsionadas, y, en total, se precisan 2304R? + B(B—OZEE
R = 14, alrededor de 415 Kb.

El algoritmo de conformacion puede calcular también estos pardmetros directamente

de forma analitica o mediante el proceso de sub-mallado. Mediante la red auxiliar, y de

bytes adicionales, y para

analoga forma al caso bidimensional, se necesitan Mﬁ bytes para localizar cada
punto de la esfera en la red auxiliar, y 6%”—3 bytes se precisan para sefialar el estado
de cada componente de los campos en la red principal. Para la anterior esfera con F' = 10
resultan 3.5 Mb aproximadamente.

Al igual que en el caso bidimensional, tampoco existen grandes diferencias en los
tiempos de calculo del algoritmo con conformacién y el usual. En la Tabla (B.2) se
resumen los tiempos de calculo de los programas ejecutados en un maquina de 15
Mflops, para la esfera.

®Dos posibles direcciones de desplazamiento.
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SIN CONFORMAR | CONFORMANDO
PROGRAMAS DE MODELADO 3 seg. 5 min.
PROGRAMA DE PROPAGACION (100 Instantes) 4 min. 5 min.
CALCULO DE CAMPO LEJANO (100 Instantes) 3 min.
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