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Introduccion

El dltimo tercio del siglo XX vio nacer y consolidarse un nue-
vo tipo de estructuras algebraico topoldgicas conocidas a partir
de los anos 80 bajo la denominacién de JB*-triples (complejos).
Los origenes de estos objetos matematicos estan, sin duda al-
guna, en el estudio y la clasificacion de los dominios simétricos
acotados en espacios de Banach complejos de dimensién arbitra-
ria (dominios que desempenan un papel andlogo a los dominios
simplemente conexos de C). En 1935, E. Cartan describe los do-
minios simétricos acotados en espacios de Banach complejos de
dimensién finita [12]. El estudio realizado por Cartan dio lugar a
la descripcién de los hoy dia conocidos como factores de Cartan.
En los anos 70, L. A. Harris da el primer paso al caso infinito di-
mensional, introduciendo y estudiando las llamadas J*-4lgebras
[32]. Dichas dlgebras no son otra cosa que los subespacios norma
cerrados del espacio de los operadores lineales y acotados sobre
un espacio de Hilbert complejo que ademas son estables bajo el
producto aa*a.

La irrupcién definitiva de los JB*-triples se produce de la
mano de W. Kaup en los anos 80. En una de sus mas brillan-
tes aportaciones, Kaup demostré en 1983 la equivalencia entre
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la categoria de los dominios simétricos acotados en espacios de

Banach complejos de dimensiéon arbitraria y la categoria de los
JB*-triples [40, 41, 42].

La clase de los JB*-triples contiene a todas las C*-algebras, a
todas las JB*-algebras, a todas las J*-algebras, a los espacios de
Hilbert complejos y a los espacios de operadores entre espacios
de Hilbert complejos.

Desde el punto de vista algebraico, los JB*-triples son espa-
cios vectoriales dotados de un producto ternario (producto tri-
ple), satisfaciendo una identidad conocida con el nombre de iden-
tidad de Jordan. A tales espacios vectoriales se les conoce con el
nombre de sistemas triples de Jordan y aparecen por primera vez
en la literatura, si bien bajo otra denominacién, de la mano de
M. Koecher en 1967 [47]. En 1969, K. Meyberg realiza un estudio
sistematico de los sistemas triples de Jordan en su Tesis Docto-
ral. Una teoria de estructura de tales objetos matematicos, en el
caso finito dimensional sobre cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica distinta de 2, fue desarrollada por O. Loos [49].
E. I. Zel'manov (Medalla Fields 1994) da un gran impulso a la
teoria de los sistemas triples de Jordan cuando, a comienzos de
los anos 80, establece sus revolucionarias técnicas que le llevan a
formular una teoria de estructura para sistemas triples de Jordan
primos sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 [86, 87, 88].
A partir de entonces la teoria ha adquirido un gran desarrollo y
en particular en el punto donde estamos nos gustaria destacar los
trabajos de A. Moreno Galindo y A. Rodriguez [57, 58], donde,
utilizando las técnicas de Zel’'manov, establecen un teorema de
clasificacién para JB*-triples primos.

Desde el punto de vista del Analisis Funcional, los JB*-triples
son el ambiente 6ptimo para el estudio de ciertos problemas
geométricos clasicos. Por ejemplo, es conocido que la imagen de
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una C*-algebra mediante una proyeccion contractiva no posee,
en general, estructura de C*-algebra, lo mismo ocurre con las
JB*-algebras. En 1982, L. Staché demostré que la imagen de la
bola unidad de un espacio de Banach complejo mediante una pro-
yeccion contractiva es holomérficamente simétrica, siempre que
la bola unidad posea dicha propiedad [77]. Como consecuencia
de este resultado, W. Kaup probd en 1984 que la imagen de un
JB*-triple mediante una proyecciéon contractiva es de nuevo un
JB*-triple [43]. En un estudio paralelo, Y. Friedman y B. Russo
proporcionan una prueba del anterior resultado desde el punto
de vista del Analisis Funcional (ver [26, 28]).

Otra de las grandes virtudes geométricas de los JB*-triples
es la equivalencia entre las isometrias lineales sobreyectivas y los
isomorfismos entre este tipo de objetos [42] (comparar con [16]).
Resultado que culmina una serie de importantes trabajos que
comienzan en 1951 con el bien conocido Teorema de Banach-
Stone de R. Kadison [39]. En conexién con esta propiedad, es
bien conocido que la norma de una C*-algebra viene determi-
nada por la estructura algebraica. Sin embargo, no es cierto en
general que toda isometria lineal sobreyectiva sea un isomorfismo
de C*-algebras. En realidad, es facil encontrar isometrias lineales
sobreyectivas entre C*-algebras que no son *-isomorfismos. Por
otra parte, es conocido que no toda isometria R-lineal sobreyec-
tiva entre JB*-triples conserva el producto triple. No obstante,
T. Dang, [14], afirma que tales isometrias conservan la operacién
cubo.

En 1995, J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez introducen el
concepto de JB*-triple real, donde una aplicacién lineal biyectiva
es una isometria si y solo si conserva cubos [37]. Tales objetos no
son otra cosa que subtriples reales cerrados de un JB*-triple com-
plejo. La clase de los JB*-triples reales comprende, entre otros, a
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los JB*-triples complejos, a las C*-dlgebras reales, a las JB-alge-
bras, a las J*B-algebras y a los espacios de operadores lineales
y acotados entre dos espacios de Hilbert reales. Los JB*-triples
reales han tenido, desde su introduccién, un amplio y rapido des-
arrollo (ver por ejemplo [14, 37, 44, 53, 23, 64, 33, 63, 62, 65, 78]).

Los primeros trabajos sobre JB*-triples reales se encaminan
al estudio, claro esta en el ambiente real, de aquellas propiedades
bésicas conocidas para el caso complejo, que permitan el desarro-
llo y conocimiento de estos nuevos objetos. En ciertas ocasiones
la prueba en el ambiente real de un resultado conocido para
JB*-triples puede ser obtenida sin m&s que pasar por la com-
plexificacién natural de dicho JB*-triple real. Sin embargo, en
muchas otras ocasiones la demostracion para el caso real requie-
re de un analisis especifico y totalmente independiente de aquel
conocido para el caso complejo. Este es el caso de la prueba de la
continuidad débil-* separada del producto triple en JB*-triples
reales que sean espacios de Banach duales [53]. Por otra parte,
algunas de las propiedades verificadas por los JB*-triples com-
plejos dejan de ser ciertas en el ambiente real. Por ejemplo, no
toda isometria lineal sobreyectiva entre JB*-triples reales es un
isomorfismo de triples, como veremos en el Capitulo 3 de esta
memoria. Tampoco podemos afirmar que la imagen de un JB*-
triple real mediante una proyeccién contractiva sea de nuevo un
JB*-triple real [78].

El proposito de esta memoria es profundizar en el estudio de
los distintos aspectos geométricos de los espacios de
Banach que soportan una estructura de JB*-triple real o comple-
jo, con el objetivo genérico de mostrar la relacién existente entre
dichos aspectos geométricos y ciertas propiedades algebraicas in-
herentes a un JB*-triple real o complejo. La memoria se divide
en cuatro capitulos cuyos contenidos detallamos a continuacién.
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El primer capitulo tiene un caracter introductorio y esté de-
dicado a la presentacion de los diferentes conceptos basicos uti-
lizados en esta memoria. Destacan los conceptos de JB*-triple
real y complejo. Estas definiciones estan acompanadas de una
buena cantidad de ejemplos entre los que se encuentran los fac-
tores de Cartan reales y complejos. Veremos que, gracias a los
Teoremas de Gelfand-Naimark para JB*-triples reales y comple-
jos, podemos describir cualquier JB*-triple real o complejo como
subtriple cerrado de una /,.-suma de factores de Cartan reales y
complejos.

Los factores de Cartan son piezas claves para una correcta
comprension de los JB*-triples reales y complejos. Por ello de-
dicamos el segundo capitulo de la memoria a una descripcion y
conocimiento mas exhaustivo de los factores de Cartan. Motiva-
dos por el hecho de que los factores de Cartan estan generados
por sus tripotentes minimales, en una primera etapa damos una
descripciéon pormenorizada de dichos tripotentes en la practica
totalidad de los factores de Cartan reales y complejos. También
nos centramos en las relaciones existentes entre tripotentes mi-
nimales en diversos factores de Cartan que seran de utilidad en
capitulos posteriores. En una segunda etapa (Seccién 2.2), pone-
mos de manifiesto que podemos elegir ciertas familias de tripo-
tentes, conocidas como parrillas, que permiten generar cualquier
factor de Cartan complejo. Coloquialmente, podemos decir que
estas parrillas son lo mas parecido a una base del factor de Car-
tan donde se encuentran. Analogamente procedemos para ciertos
factores de Cartan reales, cuyo conocimiento sera imprescindible
para la consecucién de los objetivos de la Seccién 3.2.

El Capitulo 3 presenta las primeras conexiones entre la geo-
metria y la estructura algebraica en un JB*-triple real o com-
plejo. La primera secciéon contiene la siguiente caracterizacion
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de los elementos tripotentes de un JB*-triple real o complejo en
términos de la estructura geométrica de su bola unidad:

Teorema (Teoremas 3.1.2 y 3.1.3) Sea E un JB*-triple real
o complejo y sea x un elemento de norma uno en E. Entonces
x es un tripotente si y solo si

Di(z) ={y € E: existe a >0 con ||z + ay| = ||r — ay| =1}
coincide con

Dy(w) ={y € E: |z + Pyl = maz{1, ||8y||} para todo § € R}.

Esta caracterizacion geométrica de los elementos tripotentes
de un JB*-triple real o complejo extiende, a un ambiente mas
natural, la caracterizacion obtenida por C. Akemann y N. Wea-
ver para las isometrias parciales de una C*-dlgebra [1]. Entre
las consecuencias de dicho resultado, caracterizamos, desde el
punto de vista de la geometria de los espacios de Banach, los
tripotentes completos y los vértices de la bola unidad cerrada
de un JB*-triple real (Corolario 3.1.4 y Proposicién 3.1.7). El
Teorema anterior también permite dar una demostracion muy
asequible del famoso Teorema de Kaup-Banach-Stone para JB*-
triples complejos, demostrando la equivalencia entre las isome-
trias lineales sobreyectivas y los isomorfismos entre JB*-triples
complejos (Teorema 3.2.1 y Nota 3.2.14). En el ambiente de los
JB*-triples reales la mencionada caracterizacién geométrica nos
permite reencontrar directamente que las isometrias lineales so-
breyectivas entre JB*-triples reales conservan cubos y ortogona-
lidad (Proposicién 3.2.2).

La segunda seccién de este capitulo presenta un teorema
de Banach-Stone para JB*-triples reales y tiene como prece-
dentes trabajos de T. Dang, Chu-Dang-Russo-Ventura, Isidro-
Rodriguez y Kaup ([14, 13, 38, 44]). A tal fin, en una primera
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etapa, establecemos que toda isometria R-lineal sobreyectiva con
dominio un factor de Cartan real o complejo de rango mayor que
uno e imagen un JBW*-triple real es un isomorfismo de triples
(Teorema 3.2.12). Este resultado fue originalmente probado por
Kaup [44, Theorem 5.18] bajo la hipétesis de no excepcionalidad
de los factores de Cartan. Por consiguiente, nuestro resultado
da una respuesta afirmativa al problema planteado por Kaup en
[44, pag. 217]. Para demostrar el Teorema 3.2.12 necesitamos de
la maquinaria desarrollada en el Capitulo 2 y la propia aqui de-
sarrollada. El hecho clave lo constituye el Teorema 3.2.8 que
afirma que las isometrias sobreyectivas entre JBW*-triples rea-
les reducidos conservan cuadrangulos formados por tripotentes
minimales y trangulos cuyos extremos son tripotentes minima-
les. El capitulo concluye estableciendo el siguiente Teorema de
tipo Banach-Stone para JB*-triples reales al que nos referimos
al comienzo y que extiende al Teorema 3.1 en [14].

Teorema (Teorema 3.2.13) Una isometria lineal y sobreyec-
tiva, ®, entre dos JB*-triples reales E, F' es un isomorfismo de
triples siempre que E** no contiene factores de Cartan reales o
complejos de rango uno.

El Capitulo 4 de la memoria estd dedicado enteramente a
la obtenciéon de un Teorema de Lusin para JB*-triples reales
y complejos. Es bien conocido que dado un espacio localmente
compacto Hausdorff 2 y una medida de Radon positiva y finita,
i, sobre €2, entonces para cada f € L>®(), u) y para cada € > 0,
existen un conjunto de Borel £ C Q con pu(Q\E) < € y una
funcién g € Cy(Q2) tales que f y g coinciden en E. Ademés se
puede conseguir que

sup{lg(z)| - x € Q} < sup{[f(x)]: x € Q}.
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Este resultado es conocido como Teorema de Lusin. En la década
de los 60, M. Tomita obtuvo una extensién no conmutativa del
Teorema de Lusin para el caso de C*-dlgebras, la cual fue poste-
riormente desarrollada por K. Saito. La version mas conocida del
Teorema de Lusin para C*-dlgebras puede ser enunciada como
sigue:

Teorema [81, 73] Sean N una C*-dlgebra con unidad 1 ac-
tuando sobre un espacio de Hilbert, M la clausura débil de N, a
un elemento cualquiera de M y e una proyeccion en M. Enton-
ces para cada funcional ¢ positivo no cero en el predual de M
y cada par de numeros positivos € y & menores que uno existen
una proyeccion f € M, f < e yb € N tales que p(e — f) < ¢,
af =bf y b < (1 +d)llafl.

La ausencia de un buen orden en el conjunto de los elementos
tripotentes de un JB*-triple es el principal obstaculo a salvar a
la hora de extender el Teorema de Lusin desde el ambiente de
las C*-algebras a los JB*-triples. Para solventar esta carencia va-
mos a profundizar en alguno de los aspectos geométricos de los
JB*-triples estudiados en los capitulos anteriores. A ello dedica-
mos la primera seccién del Capitulo 4. Mas concretamente, en la
Proposicién 4.1.4 establecemos una desigualdad geométrica que
serd la herramienta clave para la obtencién de una versién no
ordenada del Teorema de Lusin para JB*-triples.

El capitulo, y con él la memoria, termina estableciendo el
siguiente Teorema de Saito-Tomita-Lusin para JB*-triples reales
y complejos:

Teorema (Teoremas 4.2.3 y 4.2.4) Sean E un JB*-triple real
o complejo, v un funcional en E* y o un elemento en E**. En-
tonces para cada tripotente e € E**, ¢ > 0 y 0 > 0, ewisten un
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tripotente eg en E** con ey < e y ag € F satisfaciendo
P2(€0)<C¥ — CLQ) = Pl(EO)(Oé — CL()) = 07

laoll < (14 9)[[(Pa(e) + Pr(e))all y  [p(e —eo)| <e.

La técnica desarrollada en la demostracién del teorema ante-
rior pasa por la extension al caso de JB*-triples de un Teorema
de Egoroff (Teorema 4.2.1) y una conveniente utilizacién de la
topologia fuerte-* en los JBW*-triples.

Al igual que ha ocurrido en el caso del desarrollo de la Teoria
de las C*-algebras, extendiendo resultados clasicos de la teoria
de la medida a dicho ambiente, esperamos que esta extension sea
una herramienta de suma utilidad en el futuro desarrollo de la
teoria de los JB*-triples.
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Capitulo

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo no es otro que la presenta-
cién de los diferentes conceptos basicos utilizados en la memoria.
Para ser méds concretos, pretendemos introducir las definiciones
de JB*-triple real y complejo, asi como una gran variedad de
ejemplos que permitan una familiarizacién con dichas estructu-
ras. Presentaremos también las conexiones existentes entre la
clase de los JB*-triples y otras estructuras clasicas como las C*-
algebras y JB*-algebras. Este primer capitulo contiene también
una abundante bibliografia bésica sobre la teoria de los JB*-
triples.

1.1. Sistemas triples de Jordan

Comenzamos esta seccion introduciendo el concepto de sis-
tema triple de Jordan y presentamos algunos hechos bésicos,
puramente algebraicos, que nos seran de utilidad.

Definicién 1.1.1 Un sistema triple de Jordan complejo
(resp. real) es un espacio vectorial complejo (resp. real) V,
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jJunto con una aplicacion

(L, )} VXV XV SV

(l‘7 y’ Z) = {x7 y? Z}

llamada producto triple, que es bilineal y simétrica en las va-
riables exteriores y conjugada lineal (resp. lineal) en la central
verificando la identidad de Jordan:

{z,y,{a,b,c}} = {{z,y,a} b, c}—{a, {y,2,b} , c}+{a, b, {2y, c}}

para cualesquiera x,y,a,b,c en V.

Dado un sistema triple de Jordan complejo (resp. real) V' y
dos elementos a, b de V', notaremos por L(a, b) al operador lineal
de V en V que aplica cada x en {a,b,z} y mediante Q(a,b)
al operador conjugado lineal (resp. lineal) dado por Q(a,b)z :=
{a,z,b} (x € V). Para simplificar la notacién usaremos Q)(a) en
lugar de Q(a,a).

Un sistema triple de Jordan se dice que es no degenerado
si L(a,a) = 0 implica que a = 0.

Definicién 1.1.2 Sean x ey, dos elementos en un sistema triple
de Jordan. Diremos que x es ortogonal a vy, lo que notaremos
x Ly, si L(x,y) =0.

En el caso de sistemas triples de Jordan no degenerados, se
tiene que la relacién de ortogonalidad es simétrica, como prueba
el siguiente lema.

Lema 1.1.3 Sean x, y dos elementos en un sistema triple de
Jordan no degenerado. Entonces x L y si y solo siy L x.
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Demostracion.- Supongamos que z L y, es decir L(z,y) = 0. Por
la no degeneracién del triple producto es claro que
L(y,z) = 0 & L(a,L(y,z)b) = 0 para cada a,b € V. Aho-
ra bien, haciendo uso de la identidad de Jordan se tiene que

L(a,L(y,x)b)z = {a,L(y,x)b,z} = {a,b L(z,y)z} +
{L(z,y)a,b,z} — L(z,y){a,b,z} = 0 para cada a,b,z € V, lo
que acaba la demostracion. O

Diremos que un subespacio J de un sistema triple de Jordan
V' es un ideal si

{(V.V.J}+{v.JV}icJ

Dos ideales I, J se dicen ortogonales si I N J = {0}, en este
caso se tiene que todo elemento de I es ortogonal a cualquier
elemento de J.

Un elemento e en un sistema triple de Jordan real o complejo,
V', se dice tripotente si {e, e, e} = e. Para un tal elemento existe
una descomposicién algebraica de V' como suma directa de los
subespacios asociados a los valores propios de L(e, e):

V =Vy(e) ® Vi(e) & Vale)

donde Vi (e) = {z € V : L(e,e)x = Lz} para k = 0,1,2 (ver por
ejemplo [56, XV] y [50, 2.9, 3.11]). La anterior descomposicién
es bien conocida y recibe el nombre de Descomposicién de
Peirce asociada al tripotente e. Las proyecciones naturales de
V' sobre los Vi(e) serdn notadas por P, = Py(e) y pueden ser
descritas por las siguientes expresiones:

P2(€) = Q(@)Z,
Pi(e) = 2(L(e.e) — Q(e)?),
Py(e) = Idy —2L(e,e)+ Q(e)*.
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Es parte del folklore de la teorfa (ver [50]) que los subespa-
cios que aparecen en la descomposicion de Peirce asociada a un
tripotente satisfacen las reglas de multiplicacion conocidas como
aritmética de Peirce, que presentamos a continuacién:

1. {‘/;(‘5)7‘/}(6)7‘/16(6)} g V;fj+k(e)7 donde i?jak S {07 172} y
Vi(e) =0 paral #0,1,2;

2. {Vi(e), Vale), V} = {Va(e), Vile), V'} = 0.

Todo subespacio de un sistema triple de Jordan que es cerra-
do para el triple producto se conoce con el nombre de subtriple.
En particular, la aritmética de Peirce nos dice que los subespa-
cios Vi(e) son subtriples.

Si tenemos en cuenta que la aplicacién @(e) es una biyec-
cién de cuadrado la identidad sobre V3(e) y que su ntcleo es
Vo(e) @ Vi(e), aparece una descomposicién de V' como suma di-
recta de los subespacios asociados a los valores propios de Q(e).
Concretamente V' descompone en la forma

V=Ve)aVie) eV '(e),

donde V*(e) := {z € V : Q(e)z = kx}. Esta nueva descomposi-
cion tiene asociada la siguiente aritmética:

[Vi(e),Vi(e),VF(e)} CV7*(e) si ijk#0.

De donde, en particular, se deduce que V'(e) y V"!(e) son sub-
triples.

Claramente se obtienen las siguientes relaciones entre las des-
composiciones presentadas:

Vale) =Vi(e) ® V7' (e),
Vi(e) = Vo(e) & Vile).
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Notaremos por P¥ = P¥(e) a la proyeccién natural de V' sobre
V*(e) que describimos a continuacién:

Pie) = 5(Pife) +QLe))
P '(e) = %(P2<6>—Q(6)>’

P’(e) = Pi(e)+ Pyle).

Ejemplos de sistemas triples de Jordan:

(a) El espacio de las matrices con n filas y m columnas con
entradas en el cuerpo de los nimeros complejos o reales,
M, «m(K) con K = R o C, donde el producto triple viene
dado por {R,S,T} = L(RS*T + TS*R) para R, S, T €
M, (K) y S* es la matriz que se obtiene de aplicar a S la
usual trasposicién de matrices y conjugar en las entradas.

(b) Todo espacio prehilbertiano X, con el triple producto
{z,y,2} = 5({z, y)z+ (2, y)2).

(c) Elespacio Cy(€2) de funciones continuas complejo-valuadas
sobre un espacio localmente compacto Hausdorff, €2, que
se anulan en el infinito con producto triple definido por

{f,9.h} = fgh.

Es necesario notar que los sistemas triples de Jordan pueden
contener una gran cantidad de tripotentes como es el caso del
ejemplo (b), donde todo elemento de norma 1 es tripotente. Por
el contrario existen sistemas triples de Jordan que carecen de
tripotentes no nulos. Este es el caso del ejemplo (c) si €2 es conexo
y no compacto.
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En lo que sigue notaremos por 7Tri(V), al conjunto de ele-
mentos tripotentes de un sistema triple de Jordan, V. De entre
sus cualidades destacamos algunas que nos seran de utilidad en
el desarrollo de esta memoria.

Diremos que un tripotente e € Tri(V) es unitario si
Va(e) = V, completo si Vy(e) = 0 y minimal si V!(e) = Re.
Si V es un sistema triple de Jordan complejo, entonces
V~l(e) = iV'(e) y por consiguiente e serd minimal si y solo
si Va(e) = Ce. El conjunto de los tripotentes minimales en V/
serd notado por MinTrip(V').

Siguiendo a O. Loos [50, 11.9], un sistema triple de Jordan
real, V, se dice reducido si Vi(e) = Re o equivalentemente
V~l(e) = 0, para todo tripotente minimal e € V.

Si ey f son dos tripotentes ortogonales en un sistema triple
de Jordan, utilizando la aritmética de Peirce se puede comprobar
facilmente que se verifican las siguientes equivalencias :

el feeeV(f)e fLle

(ver si acaso [50, Lemma 3.9]). También es fécil comprobar que
la suma de tripotentes ortogonales es otro tripotente.

El concepto de ortogonalidad nos permite definir una relacion
de orden parcial en el conjunto de los tripotentes, asi pues, dados
dos elementos tripotentes e, f € Tri(V), se dice que f es mayor
que e, y lo notamos por f > e, si f—e es otro elemento tripotente
de V' que ademés es ortogonal a e, o equivalentemente Q(e)f =
Q(f)e = e. Un tripotente, e # 0, se dice que es minimal para
la relacién de orden, si para todo tripotente no nulo, f, tal que
e > f,setiene que e = f. En consecuencia un tripotente minimal
para la relacion de orden no puede expresarse como suma de dos
tripotentes ortogonales no nulos.

Teniendo en cuenta que si e < f entonces e € VI(f), se
deduce que todo tripotente minimal es minimal para la relacién
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de orden. El reciproco no es cierto en general (considérese V =
C(]0,1],R) y e la funcién constantemente igual a uno).

Dos tripotentes e y f se diran colineales, y notaremos eT f,
cuando e € Vi(f)y f € Vi(e). Por tltimo se dice que e gobierna
a f,y notaremos e - f, siempre y cuando f € Va(e) y e € Vi(f).

Dos tripotentes e, f en un sistema triple de Jordan real o
complejo, V', se dice que son compatibles si P;(e) y P;(f) con-
mutan para cada k, 7 € {0, 1,2}. Es bien conocido que siey f son
dos tripotentes en V' tales que e € Vi(f) para algun k € {0, 1,2}
entonces son compatibles [54, Corollary 1.8]. En particular si e y
f son ortogonales, colineales o uno gobierna a otro se tiene que
ey f son compatibles.

Una tripleta ordenada (v,u,v) de tripotentes en V' se llama
trangulo siv L v, u kv, u b Uy Q(u)v = v. En el caso de
contar unicamente con dos tripotentes tales que u - v, se dice
que (v,u) forma un pre-trangulo.

Si w es un tripotente, utilizando la descomposicién
Vo(u) = Vi(u) ® V=1(u), es facil ver que Q(u) conserva el pro-
ducto triple de Vi (u). Este hecho unido a la aritmética de Peirce
permite afirmar que si (v, 1) es un pre-trangulo, entonces toman-
do v = Q(u)v, se verifica que (v, u,?) es un trangulo.

Una cuadrupla ordenada de tripotentes (uy, us, ug, uy) se lla-
ma cuadrangulo si u; L wuz, us L wuy, ug Tus TuzTusTuy y
uy = 2 {uy, us, uz}. Laidentidad de Jordan asegura la estabilidad
de la igualdad anterior ante permutaciones ciclicas de los indices
(véase por ejemplo que uy = 2 {us, ug, us}). Si ug, ug, ug son tri-
potentes tales que u; L ug, u; Tus Tug, diremos que (uq, ug, ug)
forma un pre-cuadrangulo. En este caso, us = 2 {uy, us,u3} es
un nuevo tripotente y (ug, us, us, uy) forma un cuadrangulo.

Un calculo directo, unido a la aritmética de Peirce, nos
permite obtener el siguiente lema que serd de utilidad en el
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Capitulo 3.

Lema 1.1.4 Sea (uy,us, us, ug) un cuadrdnglulo en un sistema
triple de Jordan real o complejo V. Entonces €(uy + us +ug + uy)
es un tripotente si y solo si |e| = 271, y de la misma manera
e(uy + us + us — ug) es un tripotente si y solo si |e| =272. O

1.2. JB*-triples complejos

Nuestro proximo objetivo es anadir una estructura analitica
a los sistemas triples de Jordan complejos, con objeto de obtener
unos modelos matematicos conocidos con el nombre genérico de
JB*-triples.

Originariamente, el concepto de JB*-triple aparece en la
clasificacion de los dominios simétricos acotados en espacios de
Banach complejos (ver [12], [48] y [50] para el caso finito di-
mensional). Tales dominios vienen a jugar el papel que juegan
los dominios simplemente conexos en el plano complejo. El con-
tenido de los trabajos [32], [40], [42] y [46] permite afirmar lo
siguiente:

Todo dominio simétrico acotado puede ser visto como la bo-
la unidad de un JB*-triple. Reciprocamente la bola unidad de
un JB*-triple es un dominio simétrico acotado. Dos dominios
simétricos acotados son biholomorficamente equivalentes si y so-
lo si los JB*-triples asociados a dichos dominios son isométrica-
mente isomorfos.

Este resultado motiva por si mismo el estudio de los JB*-
triples. Hay otras razones para estudiar dicha categoria. Entre
ellas podriamos destacar que la imagen mediante una proyeccion
contractiva de una C*-dlgebra es un JB*-triple (ver [26], [28],
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[43]). Por otra parte, la categoria de los JB*-triples incluye a las
categorias de C*-algebras y JB*-algebras.
Recordamos que un operador lineal y acotado T" sobre un es-

pacio de Banach complejo se dice que es hermitiano si
|exp(iAT")|| < 1 para cada A € R.

Definicién 1.2.1 Un JB*-triple complejo es un sistema tri-
ple de Jordan complejo, £, provisto de una norma que lo dota de
estructura de espacio de Banach satisfaciendo:

(a) para cada a € & el operador L(a,a) es hermitiano con
espectro no negativo.

(b) para cada a € &, se tiene que ||L(a,a)|| = ||al?.

Cuando no haya confusion posible nos referiremos a estos objetos
simplemente como JB*-triples.

Nota 1.2.2 Usualmente en la definicion de JB*-triple se exige
que el producto triple sea (norma) continuo. Sin embargo, este
axioma se puede deducir a partir de la axiomdtica dada en la
definicion anterior. A tal efecto tomemos x ey dos elementos en
un JB*-triple £ y dos numeros reales o, 3. Fs fdcil comprobar la
siguiente formula de polarizacion:

3
dafL(z,y) = Z i"L(ax + iy, ax + Bi"y) (1.1)

n=0

Por definicion el operador L(a,a) es continuo para todo elemento
a € &, por tanto la identidad (1.1) nos asequra que el operador
L(z,y) es continuo para todo x ey en E. Finalmente, aplicando
la desigualdad triangular de la norma, el axioma (b) de la defi-
nicion de JB*-triple y tomando o = ||z||™" y 8 = |ly||7" en la
identidad (1.1), obtenemos que

IL(z, y)|| < 4ll=[[[lyl],
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lo cual demuestra que el producto triple es continuo.

H. Araki y G. Elliott [5] probaban que el axioma de conti-
nuidad del producto es redundante en el caso de C*-dlgebras y
E. Alfsen y F. W. Shultz [2] observaban que la prueba dada por
Araki-Elliott es también vdlida para JB-dlgebras. Por consiguien-
te, el resultado anterior puede considerarse como un andlogo de
estos resultados al caso de JB*-triples.

Bajo la hipotesis de continuidad para el producto triple, el
problema de ver si la constante de continuidad del mismo es
uno permanecio abierto durante algunos anos. En [29, Corollary
3] Y. Friedman y B. Russo dan una respuesta positiva a este
problema.

Con respecto al axioma (b), W. Kaup [42] probaba que si V
es un sistema triple de Jordan complejo el cual es a su vez un
espacio de Banach con producto triple continuo satisfaciendo que
L(a,a) es un operador hermitiano para todo a € V, entonces V
es un JB*-triple si y solo si para cada a € V el subtriple cerra-
do generado por a es isométricamente isomorfo a un Cy(€2), lo

que en particular implica que ||{a,a,a}| = |la|®. En el mis-
mo trabajo, Kaup demostro que, bajo la hipotesis de continuidad
del producto triple, la condicion ||{a,a,a}| = ||a||® equivale al
azioma (b).

En este punto es necesario aclarar que cuando en la defini-
cion de JB*-triple la condicion (b) se reemplaza por la condicion
|{a,a,a}| = ||a||®* también se obtiene la continuidad del pro-
ducto triple. En efecto, como para todo x,y € € y o, € R se
verifica que

3

4Q(ax)(By) = > _(—i)"(ax +i"By)?, (1.2)

n=0
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donde 2% denota el producto triple {z, z, z}, podemos probar, tal
y como se hizo en el comienzo de esta nota, que Q(x) es continuo
con norma menor o igual que 8||z||*. Finalmente, la identidad

2{z,y,2} = Qz + 2)y — Qx)y — Q(2)y (1.3)
asequra la continuidad del producto triple.

Por consiguiente, en la definicion de JB*-triple, el axioma
(b) se puede reemplazar por el siguiente:

(b’) Para cada a € &, se tiene que || {a,a,a}| = |lal®.

Este wltimo azioma es conocido con el nombre de axioma de
Gelfand-Naimark para JB*-triples.

Al hecho de que el subtriple engendrado por un elemento en
un JB*-triple es isométricamente isomorfo a un Cy(S2), visto co-
mo un JB*-triple, lo llamaremos propiedad local de los JB*-
triples.

Como consecuencia de las observaciones de la Nota ante-
rior, la estructura de JB*-triple se conserva por paso a subtriples
cerrados. Por consiguiente, los subespacios de Peirce asociados a
un tripotente son JB*-triples.

Referimos los trabajos [68, 71, 82] como bibliografia bésica
sobre JB*-triples.

Nuestro préximo objetivo va a consistir en presentar algunos
modelos matematicos que hoy dia se pueden considerar como
clasicos, y que van a ser ejemplos destacados de JB*-triples.

Sea A un algebra no necesariamente asociativa real (resp.
compleja). Una aplicacién lineal (respect. conjugado lineal),
x : A — A, de cuadrado la identidad, tal que (ab)* = b*a*,
para cada a, b € A, se dice que es una involucién de algebra.
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Una aplicacién lineal y biyectiva entre algebras con involucion
de algebra que conserve el producto y la involucién se dice que
es un x-isomorfismo.

Un algebra de Banach, A, es un élgebra asociativa so-
bre el cuerpo de los numeros reales o complejos provista de
una norma que la convierte en espacio de Banach, verificando
||ad]| < ||al|]|b]|. Una C*-algebra es un algebra de Banach com-
pleja, A, dotada de una involucién de algebra, *, verificando que
para todo a € A, ||a*a|| = ||a||?. Esta tltima condicién se conoce
con el nombre de Axioma de Gelfand-Naimark.

Un famoso resultado conocido con el nombre de Teorema de
Gelfand-Naimark asegura que, esencialmente, no hay méas C*-
algebras que las subdlgebras cerradas y autoadjuntas de la C*-
algebra de los operadores lineales y acotados sobre un espacio de
Hilbert complejo, H, y a la que notaremos por BL(H). Sobre la
teoria basica de C*-algebras remitimos al lector a los siguientes
textos [10, 19, 20, 61, 72, 80] .

Un algebra de Jordan, J, es un espacio vectorial sobre un
cuerpo K (para nosotros serd R o C), junto con una aplicacion,
o:J x J — J, bilineal simétrica no necesariamente asociativa,
conocida como producto de Jordan, verificando la identidad de
Jordan:

ao(boa?)=(aob)oa

para cada a, b en J.

Si A es un algebra asociativa y definimos un nuevo producto
por aob := %(ab + ba), se tiene que A con dicho producto es
un algebra de Jordan a la que se le llama el algebra de Jordan
subyacente al algebra A o algebra de Jordan simetrizada
de A y que notaremos por A'. Las 4lgebras de Jordan que son
isomorfas a subdlgebras de una de tipo AT, se les conoce con el
nombre de algebras de Jordan especiales. Es bien conocido
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que no toda algebra de Jordan es especial. Las algebras de Jordan
que no son especiales se conocen con el nombre de algebras
de Jordan excepcionales. Probablemente uno de los ejemplos
mas conocidos de dlgebra de Jordan excepcional es el algebra
de las matrices de orden 3 x 3, simétricas para cierta involucién
lineal, con entradas en el algebra de los octoniones complejos,
OF, a la que notaremos por Hs(QF) (ver Seccién 1.4).

Un algebra de Jordan J, provista de una norma que la con-
vierte en espacio de Banach y que ademas satisface:

laodll < lall[jbl

para cada a, b en J, se le conoce con el nombre de algebra de
Jordan-Banach.

A las algebras de Jordan-Banach reales J, cuya norma satis-
face la siguiente propiedad:

lall* < [la* + 0%

para cualesquiera a y b en J, se les conoce con el nombre de
JB-algebra. Un ejemplo de JB-dlgebra es el subespacio de los
operadores simétricos de un BL(H), bajo el producto T'o S =
(TS + ST).

Una JB*-dlgebra es un dlgebra de Jordan-Banach comple-
ja J, provista de una involucién de &dlgebras, *, verificando la
siguiente condicion:

1Ua(a)]| = [lalf?,
para todo elemento a de 7, donde U, es el operador lineal de J
en J dado por U,(b) =2 ao (aob)—boa’
No es dificil comprobar que el Axioma de Gelfand-Naimark en

una C*-dlgebra, A, es equivalente a la propiedad ||aa*a| = ||a||?
para todo a € A. Por consiguiente A es una JB*-algebra.
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El algebra de Jordan compleja excepcional H3(QF), puede
ser dotada de una norma y una involuciéon que la convierten en

JB*-dlgebra (ver [31, Remark 3.1.8], [3], [74], [84]).

En 1977, J. M. Wright [84], demostré que toda JB*-dlgebra
es la complexificaciéon de una JB-dlgebra y que reciprocamente,
toda JB-algebra es la parte simétrica o hermitica de una JB*-
algebra. De este modo, las categorias de las JB*-dlgebras y de las
JB-élgebras estan en correspondencia uno a uno y por tanto, el
estudio de una de estas categorias esta directamente relacionado
con la otra. E. Alfsen, F. W. Shultz y E. Stormer [3], establecie-
ron un teorema de representacion de tipo Gelfand-Naimark para
JB-algebras. El lector interesado en profundizar en la teoria de
las JB-élgebras puede consultar [31].

Es facil comprobar que si £ es un sistema triple de Jordan
complejo y e es un tripotente en &, entonces & (e) es un algebra
de Jordan con involucién, bajo el producto z oy := {z,e,y} e
involucién z* := {e, z,e}. El conjunto de los elementos simétri-
cos en E(e) coincide con £!(e), mientras que el conjunto de los
elementos antisimétricos es £7!(e). Si ademds & es un JB*-triple,
entonces & (e) es una JB*-dlgebra con unidad e (ver si acaso [82,
Proposition 19.7 y Proposition 19.13]) y, por consiguiente, £1(e)
es una JB-dlgebra. En particular se tiene que todo JB*-triple
que contenga un tripotente unitario, puede ser visto como una
JB*-éalgebra con unidad.

Ejemplos de JB*-triples:

= Toda JB*-algebra es un JB*-triple si se considera como
producto triple

{a,b,c} = (aob")oc+ (cob*)oa— (aoc)ob,

véase [82, 20.35].
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» Si A es una C*-dlgebra, entonces AT es una JB*-dlgebra.
Como consecuencia del ejemplo anterior se tiene que A es
un JB*-triple bajo el producto triple

1
{a,b,c} = E(ab*c + cb*a).

» Una J*-algebra es un subespacio lineal y norma cerrado de
BL(H, K) (el conjunto de los operadores lineales y acota-
dos entre dos espacios de Hilbert complejos H y K) que
es cerrado para la operacion a — aa*a. Estas estructuras
fueron estudiadas por L. A. Harris en [32] en conexién con
el estudio de los espacios de Banach cuya bola unidad es
un dominio simétrico acotado. Utilizando la identidad de
polarizacién, no es dificil probar que toda J*-algebra pue-
den ser dotadas de estructura de sistema triple de Jordan
bajo el producto triple

1
{a,b,c} = E(ab*c + cb*a).
Dado que cada J*-algebra es un subtriple cerrado del JB*-
triple BL(H & K), se tiene que toda J*-dlgebra es un JB*-

triple.

» Dada una familia {&};c; de JB*-triples, el espacio de
Banach

D ={z € e/ x| = sup{||zi|| i €1} <0}

con producto triple definido coordenada a coordenada, es
un nuevo JB*-triple.
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1.3. JB*-triples reales

Un bien conocido resultado para JB*-triples (ver [42] y como
precedente [32]), que reencontraremos en el Capitulo 3, asegura
que toda aplicacion lineal biyectiva entre JB*-triple es una iso-
metria si y solo si conserva cubos, lo que es equivalente, gracias a
la identidad de polarizacién (1.2), a conservar el producto triple.
Sin embargo no toda isometria R-lineal sobreyectiva entre JB*-
triples conserva el producto triple. No obstante, T. Dang, [14],
afirma que tales isometrias conservan la operacion cubo, es de-
cir, si ¢ es una isometria R-lineal sobreyectiva entre JB*-triples,
entonces ¢ {x, x,x} = {Px, Pz, Pz}, para todo .

En 1995 J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez, introdujeron
una clase de sistemas triples de Jordan reales que comprenden a
los JB*-triples, conocida con el nombre de JB*-triples reales (ver
[37]), donde una aplicacién lineal biyectiva es una isometria si
y solo si conserva cubos. Se introducia de esta forma una nueva
clase de sistemas triples de Jordan-Banach donde el mencionado
resultado de Dang continua siendo cierto. A partir de entonces
la teoria acerca de estos nuevos objetos matematicos, que com-
prenden también a las C*-algebras reales y a las JB-dlgebras, ha
tenido un amplio desarrollo.

La definicién original de JB*-triple real se establecia como
sigue:

Definicién 1.3.1 Un espacio de Banach real E, junto con una
aplicacion trilineal

{,,} EXEXE—E

es un JB*-triple real si existe un JB*-triple complejo £ y
una isometria lineal ® : E — & wverificando que ®{z,y,z} =
{Px, Dy, Pz} para cualesquiera z,y,z € E.
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Claramente, los JB*-triples reales son, salvo isomorfismos, los
subtriples reales cerrados de los JB*-triples. También es claro que
todo JB*-triple real es un sistema triple de Jordan real y que todo
JB*-triple complejo es un JB*-triple real si solo consideramos su
estructura real subyacente, a lo que eventualmente llamaremos
realificacion de un JB*-triple.

Aparece de modo natural la cuestiéon de si es posible do-
tar, o no, a la complexificacién algebraica de un JB*-triple real
de estructura de JB*-triple extendiendo la norma original. Es-
ta pregunta fue respondida afirmativamente por Isidro, Kaup y
Rodriguez en [37], proporciondndonos ademas una de las carac-
terizaciones mas utiles de los JB*-triples reales. Concretamente,
dado un JB*-triple real E, existe una tnica estructura de JB*-
triple complejo en su complexificacion, £ := E@iF, cuya norma
extiende a la norma de E y una tnica conjugacién (aplicacién
conjugado lineal, isométrica de periodo dos) T, en E , tal que

E=FE ={ze€E:7(x) =z}

Desde ahora en adelante, dado un JB*-triple real F,
notaremos por E a su complexificaciéon natural. Ademas lla-
maremos conjugaciéon canoénica a la conjugacion, 7, que ve-
rifica que F = E7. Es necesario notar que dicha conjugacion
canodnica preserva el producto triple.

Dado un tripotente e en un JB*-triple real, F, se tiene que e
es también un tripotente en F y la complexificacion de los subes-
pacios de Peirce asociados a e en E coincide con los respectivos
subespacios de Peirce asociados a e en F.

Dado un espacio de Banach complejo X y una conjugacion 7
en X, al espacio de Banach real

X" ={reX:71(x)=x}
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se le llama forma real de X. Desde este punto de vista, los JB*-
triples reales no son otra cosa que formas reales de JB*-triples
complejos. En particular, toda JB-algebra, J, es un JB*-triple
real, donde la conjugacion canénica no es otra que la involucién
natural de la complexificacion de J. En consecuencia el producto
triple, como JB*-triple real, de J, viene dado por

{a,b,c} == (aob)oc+ (cob)oa—(aoc)ob

para cada a,b,c € J.

A continuacion vamos a dar otros ejemplos de JB*-triples
reales que nos seran de utilidad a lo largo de la memoria.

Sea A un algebra de Banach real provista de una involucién
de &lgebra, satisfaciendo ||a*al| = ||a||* para todo a € A. Si
A posee unidad y satisface que 1 + a*a es inversible para cada
a € A, se dice que es una C*-algebra real. Si A no posee unidad
y su unitizaciéon A = A @ R (ver [66]) es una C*-dlgebra real,
diremos también que A es una C*-algebra real.

Aligual que ocurre en el caso complejo, esencialmente, no hay
mas C*-algebras reales que las subalgebras reales, autoadjuntas
y norma cerradas de BL(H), donde H es un espacio de Hilbert
real (ver [36]). Por otra parte, dada una C*-algebra real, A, existe
una Unica norma en su complexificacion, 121\, que la convierte en
una C*-dlgebra de modo que A se convierte en una forma real
de A (ver [30]) y por tanto es un JB*-triple real.

En 1986 K. Alvermann, [4], define una nueva estructura en
la teoria de algebras de Jordan, en analogia a las C*-algebras
reales. Més concretamente, un algebra de Jordan real con unidad
e involucion de algebra, J, equipada con una norma de algebra
completa verificando:

1Ua(a®) = llall® v lla*all < [la"a + b*b|| para cada a,b € J,
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se dice que es una J*B-algebra. Como es de esperar, la com-
plexificacién de una J*B-dlgebra es una JB*-dlgebra bajo una
unica norma que extiende a la original (ver [4, Theorem 4.4]).
Por tanto podemos dotar de estructura de JB*-triple real a las
J*B-éalgebras. De hecho, si E es un JB*-triple real y e € F/ es un
tripotente, entonces Es(e) es una J*B-élgebra.

Los JB*-triples reales comprenden también los sistemas tri-
ples de Jordan Banach introducidos por T. Dang y B. Russo [17]
y por H. Upmeier [82].

Recomendamos al lector los trabajos [37, 44, 62], como refe-
rencias bdsicas de la teorfa de los JB*-triples reales.

1.4. Factores de Cartan complejos y
reales

Esta seccion esta dedicada, preferentemente, a presentar una
serie de JB*-triples reales y complejos conocidos con el nombre
de factores de Cartan. Estos son ejemplos basicos sobre los que
se cimienta el desarrollo de la teoria y en particular, permiten ob-
tener sendos teoremas de tipo Gelfand-Naimark para JB*-triples
reales y complejos.

Los llamados factores de Cartan clasicos se clasifican, salvo
isomorfismos, en seis tipos.

El factor de Cartan de Tipo 1, al que notaremos por I, m,
es el espacio de Banach complejo, BL(H, K), de los operadores
lineales y acotados entre dos espacios de Hilbert complejos H y
K, de dimensiones n y m respectivamente, donde el producto

1
triple esté definido por {z,y, z} := §(a:y*z + zy*x).
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Los factores de Cartan de Tipo 2y Tipo 3 son subtriples
de factores de Tipo 1. Para definirlos recordamos que dada una
conjugacion, j, sobre un espacio de Hilbert complejo H, podemos
definir la siguiente involucién lineal # +— z' := jz*j de BL(H)
en si mismo. El factor de Tipo 2 (respectivamente el Tipo 3)
es el subespacio de BL(H) formado por todos los operadores
anti-simétricos (resp. simétricos) para dicha involucién, al que
notaremos por II,, (respectivamente III,,).

Se denomina factor de Cartan de Tipo 4 o factor de Tipo
Spin, al que notaremos por IV, a cualquier espacio de Hilbert
complejo H, de dimensién mayor que dos, provisto con una con-
jugacion x +— x, dotado con el producto triple

{z,y,2} =(x,y)z+(z,y)x—(x, 2)y

y la norma dada por

e} = (@, 2) + {2, 2)? = [z, 7)]2

Todo factor de Tipo Spin se puede ver como un subespacio
cerrado y autoadjunto de un BL(K) con la propiedad de que el
cuadrado de cada uno de sus elementos sea un multiplo de la
identidad [32].

Al objeto de presentar los factores de Tipo 5 y Tipo 6,
conocidos con el nombre de factores de Cartan excepcionales, es
conveniente introducir el algebra de octoniones complejos, que
presentamos junto con los octoniones reales, los cuales nos seran
de utilidad para presentar los factores de Cartan reales.

Dado un cuerpo K, es conocido, [89, Theorem 2.7], que las
algebras de Cayley-Dickson “split” (con divisores de cero)
C(K), sobre el cuerpo K, pueden ser representadas en la siguiente
forma matricial:
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Matrices de la forma ( ; g > donde o, f € Ky x e y estan

en K3. La suma y el producto por escalares son los usuales para
matrices y el producto viene dado por :

a x v z\ [ ay+(x]|t) az+o0x—yxt
y [ t 0 ) \yw+pt+axxz Bi+(y]=2)
donde

(w1, 9, 23) | (Y1,Y2,Y3)) = X1 Y1 + T2 Y2 + T3 Y3

(21, T2, 23) X (Y1, Y2, y3) = (T2Y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1)-

El élgebra de los Octoniones complejos, notada por OF,
es el dlgebra de Cayley Dickson “split” sobre el cuerpo de los
nimeros complejos, mientras que el algebra de los Octoniones
reales, notada por Qp, es el algebra de Cayley Dickson split
sobre el cuerpo de los niimeros reales.

En C(K) tenemos una involucién lineal, —, conocida como
involucién cayleyana, dada por

m:(@ ;£B>

Para K = R o C, disponemos de otra involucién en C(K)

y = T

donde por T estamos denotando a la aplicacion que consiste en
conjugar cada componente si K = C o el mismo vector si K = R.

El conjunto, @, formado por los elementos a de C(C) que
verifican la igualdad

a=a",
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con el producto heredado de QF, es un &lgebra real, alternativa
de divisién conocida con el nombre de algebra de Cayley real
de division o también como algebra de los Octoniones reales
de divisién.

El conjunto de las matrices de orden 3 x 3 con entradas
en OF que son simétricas con respecto a la involucién (lineal)

(ai;) := (@;;), que denotaremos por Hz(QC), es un algebra de
Jordan compleja bajo el producto aob := %(ab + ba). El édlgebra
H3(0%), con el producto anterior e involucién (a;;)* = (aj,)

puede ser dotada de estructura de JB*-dlgebra unital, y por tan-
to de JB*-triple, (ver [31, Remark 3.1.8], [3], [74], [84]). El factor
de Cartan de Tipo 6 es precisamente H3(QC), al que también
notaremos por VI.

Por tltimo, el factor de Cartan de Tipo 5 es el conjunto
formado por las matrices 1 x 2 con entradas en QOF, M 5(QF), el
cual es un subtriple de VI, via el monomorfismo

(a,b) — para cada a,b € QF

S ©
o O Q
o o o

y al que notaremos simplemente por V.

Los factores de Cartan I, y III, tienen al operador iden-
tidad como elemento unitario, mientras que en los de tipo 11,
con n par o infinito, podemos elegir como elemento unitario dis-
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tinguido u, expresado en forma matricial:

0 10 00
-1 00 00
0 00 10
u=1]10 0 -1 00
0 00 00

Donde se ha tomado como base de H en el origen {e;} y en
llegada la base {j(e;)}-

Todo vector de norma uno que ademas sea simétrico o an-
tisimétrico para la involucion, es un elemento unitario para el
factor de tipo spin I'V,,.

En consecuencia, teniendo en cuenta que, como hemos visto
en la Seccién 1.2, todo JB*-triple con elemento unitario puede ser
estructurado como JB*-algebra, podemos enunciar la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.4.1 Los factores de Cartan de tipo I, n, I1,,, con
n par o infinito, 111, y IV, pueden ser vistos como JB*-dlge-
bras.

Llamaremos factores de Cartan reales a las formas reales
de los factores de Cartan (complejos). Estos factores han sido
estudiados y clasificados por W. Kaup [44], extendiendo al caso
infinito dimensional, la clasificacién dada por O. Loos [50]. Antes
de presentarlos conviene recordar lo siguiente:

Sea X un espacio de Hilbert complejo de dimensiéon par o
infinita y sea J una anticonjugacion, aplicacion conjugado lineal,
isométrica de cuadrado menos la identidad. Entonces se puede
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dotar a X de una estructura de espacio de Hilbert sobre los
cuaternios, H, definiendo el producto de elementos de H por
vectores de X, en la forma

jr=J(x), kx=il(x),

donde {1, 1, j, k} es el conjunto de generadores de H, y el produc-
to escalar ( , )g: X x X — H se define mediante la siguiente
expresion

<Z’,y>H:<$,y>—j<J(l’),y> V:C?yEXv

y donde ( , ) denota el producto escalar en X.

Notaremos por (X, J) al espacio X, visto como espacio de
Hilbert cuaternionico.

La norma en (X, J) asociada a su producto escalar coinci-
de con la norma inicial en X, ya que de la igualdad (z, y) =
(J(y), J(x)), se deduce que (x, J(z)) = 0. Por consiguiente,
es claro que

BL((X,J)) ={T € BL(X) : JT =TJ}

y el adjunto de un operador 7" € BL((X,J)) coincide con su
adjunto en BL(X).

En lo que sigue notaremos por X e Y a dos espacios de Hilbert
reales de dimensiones n y m respectivamente, P y () represen-
tardn a dos espacios de Hilbert de dimensiones p y ¢, respecti-
vamente, sobre el cuerpo de los cuaternios y H denotara a un
espacio de Hilbert complejo n dimensional.

Los factores de Cartan reales son, salvo isomorfismos, los ci-
tados a continuacién (ver [44]).
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1. I, :=BL(X)Y) 5. I :={weBL(P):w*=w}
2. T304 = BL(P,Q)

6. IIX:={reBL(X):x"=x}
3. IS:={z ¢ BL(H):z* =2z}

4. Igy={zeBL(X):a*=—z}7. IIly:={weBL(P)w*=—w}

8. IVE® := E, donde E es la I'-suma E = X; ®' X», de dos
subespacios cerrados X1, X2 de X de dimensiones r y s, donde
r+s=n>3y Xy = Xi. En este caso, notando por (., .)
al producto escalar de X y por — a la involucién dada por
x = (z1,22) — T = (w1, —x2), el producto triple viene dado
por

{z,y,2} =(x,y)z+(z,y)x—(z,2)y

para cualesquiera z,y,z € F.

9. VO .= M; 5(0p) 11. VI® .= H3(0y)

10. V9:= M;»(0) 12. VI? .= H3(0)

donde H3(Qyp) (respectivamente H3(Q)) es el conjunto de ma-
trices de orden 3 x 3 con entradas en Qg (respectivamente Q),
simétricas para la involucién ¢, definida anteriormente. Hs(Qy)
y H3(0) son claramente subtriples reales cerrados del JB*-triple
H3(QF), y por tanto son JB*-triples reales. Ademds H3(Q) es
una JB-dlgebra, ya que coincide con el conjunto de los elementos
simétricos, para la involucién *, de la JB*-dlgebra Hs(Q%).

Al igual que en el caso complejo, VP (respectivamente V)
puede embeberse, via un monomorfismo de triples, en VI® (res-
pectivamente VI?).

Los factores de Cartan 9 — 12 se conocen con el nombre de
factores de Cartan reales Excepcionales.
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En la descripcion anterior hemos respetado la notacién
empleada por el Profesor Kaup, con el objeto de facilitar la
comprension de las referencias. Ademas dicha notacion tiene la
ventaja de que al quitar los superindices, obtenemos el factor de
Cartan complejo que coincide con la complexificacion de nuestro
factor de Cartan real.

Como ya hemos dicho anteriormente, los operadores simétri-
cos en un BL(H), constituyen una JB-dlgebra bajo el producto
ToS = %(TS + ST). Por otro lado, ya que ITIE es una subal-
gebra real cerrada de los operadores simétricos en un BL(H), se

deduce que IIIE es una JB-dlgebra (comparar con [37, Corollary
2.4)).

El factor de Cartan real IIIEIp se puede ver como el conjunto
{T'€e BL(X) : JT =TJ,T* =T}, donde X es un espacio de
Hilbert complejo de dimensién 2p. Es claro que dicho factor es
una JB-algebra.

Proposicién 1.4.2 Los factores de Cartan reales IS, IIIEIp y ITIR
pueden ser dotados de estructura de JB-dlgebra.

Concluimos la seccién presentando dos teoremas de estructu-
ra para JB*-triples reales y complejos, asi como otra forma de ver
el dlgebra de los octoniones reales de division. Dichos resultados
nos seran de utilidad en capitulos posteriores.

El primer teorema de estructura, conocido con el nombre de
Teorema de Gelfand-Naimark para JB*-triples, es debido a Y.
Friedman y B. Russo [29] y reza como sigue:

Teorema 1.4.3 Todo JB*-triple se puede embeber isométrica-
mente en una le-suma de alguna coleccion de factores de
Cartan.

Nuestro segundo teorema de tipo Gelfand-Naimark puede ser
encontrado en [62, Teorema 4.3.10]:
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Teorema 1.4.4 Todo JB*-triple real se puede embeber, de for-
ma isométrica, en una l-suma de factores de Cartan reales y
realificaciones de factores de Cartan complejos.

Nota 1.4.5 Los octoniones reales de division pueden ser vistos
como la expansion R-lineal de la base {1, eq, ey, €3, €4, €5, €6, €7},
con las siguientes reglas de multiplicacion [21, Chapter 9]:

1 €1 €9 €3 €4 €5 (& €7
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
€1 | €1 -1 €3 —€9 €5 —€4 —€7 (&
ey | e —eg —1 e g e;  —ey —es
es|es e —e =1 e —es e5 —ey
€4 | €4 —€5 —€g —€7 -1 €1 €9 €3
€5 | €5 €4 —er €6 —e€1 -1 —E€3 ()]
€ | €6 (& €4 —€5 —E€9 €3 —1 —e1
er | er —eg es es —e3 —ey e -1

Dicha base puede ser vista, en la forma matricial de Zorn,

como
i=(o 1) a=(o V)
_ 0 f (0 if
w=( 5 0) e=(1 ")
00 Ry (0
w=( 5 ) e=(in o)
(0 —f (0 af
w=(5 0) @a=(l ")

y {f1, f2, f3} es la base candnica de C3.

Recordemos que el dlgebra real de los cuaternios, H, puede ser
descrita como el dlgebra real generada por el conjunto {1, 1, j, k}
sometido a las siguientes reglas de multiplicacion:
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wij=—ji=k

jk = —kj =i
s ki = —ik =

FEstas reglas de multiplicacion se resumen en —1 = i? = j2 =
k? = ijk. También existe una conjugacion sobre H dada por

ML+ Nai + Ngj + Mk = M1 — Aoi — A3j — Aik.

De este modo H se convierte en un dlgebra real asociativa
de division provista de una involucion, que contiene a R y a C
como subalgebras, de manera natural [21, Chapter 7].



Capitulo

Tripotentes minimales y parrillas

Este capitulo esta dedicado a profundizar en el conocimiento
de los factores de Cartan reales y complejos. Una vez contras-
tada la abundancia de tripotentes minimales en dichos factores,
procedemos a describir totalmente los tripotentes minimales en
cada uno de los factores de Cartan reales o complejo no ex-
cepcionales. En una segunda etapa, mostramos que es posible
seleccionar familias especiales de tripotentes, en su mayoria mi-
nimales y conocidas con el nombre de parrillas, que nos permiten
generar todos los factores de Cartan complejos y los factores de
Cartan reales reducidos a excepcién de IS, IIEHp y VI® los cuales
son JB-algebras. Esta generacién por parrillas de ciertos facto-
res de Cartan reales nos serda de utilidad a la hora de obtener
un Teorema de tipo Banach-Stone para JB*-triples reales, que
serd abordado en el proximo capitulo.

Un JB*-triple real o complejo, E, que ademds es un espacio
de Banach dual se dice que es un JBW*-triple real o complejo.
Es conocido que el predual de E es tinico y lo notaremos por F,
(ver [9] para el caso complejo y [53] para el caso real). También

29
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se conoce que el producto triple de E es separadamente débil-*
continuo [53].

S. Dineen probé en 1986, [18], que el bidual de un JB*-triple
es un JBW*-triple y de los resultados de [37] se sigue que esta
propiedad es cierta para JB*-triples reales.

En [64, Proposition 2.2] (comparar con [62, Proposicién 4.1.5])
se demuestra que en el caso de JBW*-triples reales o complejos,
un tripotente es minimal si y solo si es minimal para la relacién
de orden. También se conoce que el conjunto de dichos tripo-
tentes esta en correspondencia biyectiva con el conjunto de los
puntos extremos de la bola unidad del predual ([64, Corollary
2.1] y [27, Proposition 4]). Este hecho demuestra (gracias a los
teoremas de Banach-Alaoglu y Krein-Milman) la abundancia de
tripotentes minimales en el caso de los biduales de JB*-triples
reales o complejos.

Sea E un JBW*-triple real o complejo y notemos por A a
la envolvente lineal débil-* cerrada de los tripotentes minimales.
Entonces A es un ideal de E 'y

E=Ag"> N

donde N es otro ideal de F ortogonal a A que no contiene tri-
potentes minimales. Ademés

A=atC,,

donde C, son factores de Cartan en el caso de que E sea com-
plejo y factores de Cartan reales o realificaciones de factores de
Cartan complejos en el caso de que E sea real. Estos resultados se
conocen en la literatura como teoremas de Descomposicion
Atémica (ver [27, Theorem 2] y [64, Theorem 3.6])

Es un hecho bien conocido que los factores de Cartan comple-
jos son JBW*-triples (BL(H, K') es un espacio de Banach dual y
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las isometrias sobreyectivas entre JBW*-triples son débil-* conti-
nuas [9]). Ya que los factores de Cartan reales son formas reales
de los factores de Cartan complejos, podemos afirmar que tam-
bién son JBW*-triples reales.

Todos los factores de Cartan reales y complejos contienen
tripotentes minimales. Mas atin, gracias a los teoremas de Des-
composicion Atéomica y al hecho de que los factores de Cartan
reales y complejos son factores, es decir, {0} y el total son sus
tunicos ideales débil-* cerrados [35]; podemos enunciar la siguien-
te proposicién:

Proposicién 2.0.1 Todo factor de Cartan real o complejo
coincide con el cierre en la topologia débil-* de la envolvente
lineal (real) de sus tripotentes minimales. O

2.1. Determinacién de tripotentes
minimales en factores de Cartan
complejos y reales

La Proposicion 2.0.1 invita a determinar explicitamente el
conjunto de tripotentes minimales en todo factor de Cartan real
o complejo. La informacién que se obtenga de dichos tripoten-
tes nos permitird un conocimiento profundo de cada uno de los
factores. En esta seccion determinamos el conjunto de tripoten-
tes minimales en los factores de Cartan reales o complejos no
excepcionales. Ello nos va a permitir, entre otras cosas, estudiar
de una forma cémoda el rango de cada uno de ellos y detectar
aquellos factores de Cartan reales que son reducidos.
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2.1.1. Factores de Cartan I, 1, Ilff’m y Igﬂpgq

En virtud de la clasificacién dada en la Seccion 1.4, cada
uno de los anteriores factores responde al prototipo siguiente:
E = BL(X,Y), donde X e Y son espacios de Hilbert sobre K,
con producto escalar { , )y donde K es R, C o el algebra de los
cuaternios H.

Sean e € Y, f € X dos vectores. Es bien conocido que el
operador T" = e ® f definido por Tz = (e ® f)x = (x, f)e
pertenece a BL(X,Y'). Claramente, T es un elemento tripotente
en F siy solosi ||f]|le]] = 1, en cuyo caso, ademds es minimal.
En efecto, si S € E*(T), entonces

S={T,S, T} =TST = (e® f)S*(e® f) =

(e® [)(S"e® f) = (S, f)le® f) = (e, Sf)(e® [).
De la igualdad anterior se sigue que Sf = (e, Sf)(f, fle vy
por consiguiente (Sf, e) = (e, SfY(f, f)(e,e)= (e, Sf).

Lo que nos dice que (e, Sf) es un nimero real.

Acabamos de probar que
fe@f:feXeeY |[fllel =1} € MinTrip(E).

Veamos la inclusién contraria. Sea S € MinTrip(E) y sea
x € Im(S) CY tal que ||z]| = 1. Definamos g = S*z en X.
Como x esta en la imagen de S, existira un elemento x en X tal
que x = Sx. Por tanto Sg = SS*r = SS5*St = St = x. Ademas
lgll> = (S*z, g) =(z, Sg)=(x,z) =1 Tomemos T = z®g
que, segin hemos visto, es un tripotente minimal. Ya que

Q(S)T ={S,T,5} =ST*S=S(g®x)S=S(g® S*z) =

=Sg®g=x@g=T y
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Q(T)S ={T,S5,T} =TS'T = (x®9)S* (x®g) = (z®S59)(z®g) =
=rer)(zreg)=r2g9="T,

se sigue, en virtud de lo visto en la Seccién 1.1, que T" < S.
Finalmente, dado que, como hemos comentado en el principio
del capitulo, un tripotente en un JBW*-triple real o complejo es
minimal si y solo si es minimal para la relaciéon de orden, se tiene
que S =T.

Hemos probado pues:
MinTrip(E) ={e® f: f € X,ecY,|[f|lle] = 1}.

Estudiemos ahora la relacion de ortogonalidad entre tripo-
tentes minimales. Sean T' = e ® f, S = g ® h dos tripotentes
minimales ortogonales. En primer lugar observamos que no es
restrictivo suponer que e, f, g y h son vectores de norma uno. Ya
que S € Ey(T), se tiene que:

0= R={T,T,8} - %(TT*S + ST*T) =

(7 Pee gahtlelPgh foF) = (g, e)e@ht(f ., h)gof)
y por tanto

0=2Rf=(f h)(g,e)e+{f, h)g

y
0=2Rh=(g,e)e+(h, [)(f,h)g

de donde se deduce que (e, g) = (f, h) = 0. Reciprocamente,
si (e,g) = {(f,h)=0esclaro que T L S. Hemos probado
pues la siguiente caracterizacion:

e@fLgehe (e, g9)=(f,h)=0,

la cual permite obtener facilmente la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.1.1 Dados dos tripotentes minimales y ortogo-
nales en Iglp,zq con p,q > 2 (respectivamente en Iym o0 I]Ilf’m con
n,m > 2), podemos encontrar un tercer tripotente minimal que

no es ortogonal a ninguno de los dos.

Demostracion.- Sean e ® f y g ® h dos tripotentes minimales
ortogonales. Claramente @ ® ﬁ es otro tripotente minimal que
no es ortogonal a ninguno de los anteriores. O

2.1.2. Factores de Cartan III, y III®

En virtud de la clasificacién dada en la Seccionl.4, cada uno
de los anteriores factores corresponde al prototipo
E = {T € BL(X) : jT*j = T}, donde X es un espacio de
Hilbert sobre K (C o R) y j es una conjugacién en X si K = C,
oj=1Idy si K=R.

Tomemos un elemento e € X norma 1 y definamos el ope-
rador j(e) ® e. Es facil comprobar que dicho operador es un tri-
potente en F, y argumentando como en el apartado anterior, se
tiene que es minimal. Veamos ahora que todo tripotente minimal
es de la forma +j(e) ® e.

Sean S € MinTrip(E) y « € Im(S) tal que ||z| = 1. Defi-
namos g = S*x. Como z estd en la imagen de S, se tiene que
x = Sx y por tanto Sg = SS*xr = SS*Sx = ST = x. Ademas g
es de norma uno y Sj(x) = j(S*z) = j(g). Podemos encontrarnos
ante dos casos:

1. Siz # —j(g) consideramos e = H;jjj((;)))\\ y el tripotente

T=jle)®@ee E.Yaque QST =Ty Q(T)S) =T, se
tiene que T' < S lo que implica que T' = S.

2. Siz = —j(g) consideramos ¢ = z, T' = j(e) ® e y razonando
igual que en el caso anterior, se tiene que 7' = S.
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Podemos, por tanto, asegurar que el conjunto de los tripo-
tentes minimales de E es

MinTrip(E) = {£jle) ®e:e € X, |le| = 1}.

2.1.3. Factores de Cartan II, y II%

Siguiendo la misma notacién del caso anterior, estos factores
son de la forma E = {T € BL(X) : jT*j = —-T}.

Sean e, f € X dos vectores ortogonales de norma 1. El ope-
rador ' = j(f)®e—j(e)® f es un tripotente minimal en E y nos
proponemos probar que todo tripotente minimal responde a esta
expresion. En efecto: Sea S € MinTrip(E) y sea x € Im(S) tal
que [|z|| = 1. Si definimos g = S*x y argumentamos como en el
apartado anterior se tiene que Sg =z, ||g|| =1y Sj(z) = —j(g).

Veamos que z es ortogonal a j(g) y en consecuencia j(x)
lo es a g. Supongamos que no fueran ortogonales, en ese caso
podemos definir el vector h = j(z) — (j(z), g)g que es clara-
mente ortogonal a g. Ahora, por una parte se tiene que Sh =
Si(z)—(i(x), g)Sg = —i(9)—(i(g) , )z y por tanto (Sh, z) =
—2(j(g), = ); mientras que por otra parte (Sh, x) = (h, S*zr) =
(h,g)=0,]lo cual es una contradiccion.

Por consiguiente, si consideramos e := g, f := j(x), tenemos
que T =j(f) ® e — j(e) ® f es un tripotente minimal. Una vez
mas es facil comprobar que T' < S, lo que lleva a afirmar que
T =S5, y el conjunto de los tripotentes minimales coincide con

{ithee=i@ e e feX|fll=lel =1/ e, f) =0}

2.1.4. Factor de Cartan IV}*®

Como hemos visto en la Seccion 1.4, el factor spin real es la
(1-suma FE = X; & X, de dos subespacios cerrados X, X, de
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un espacio de Hilbert real X de dimensiones 7 y s, con X, = Xi-.

En este caso, es facil comprobar que el conjunto de tripotentes
es

Tri(E)={x€ Xy :||z]|=1}U{y e Xo: |y|| =1}U

Tty
U
{2

Veamos cuales de estos tripotentes y bajo que condiciones
son minimales:

cx e X,y € Xo, ||zl =1 = |lyl|}.

(a) Seaee€ {re X;:|z||=1}ysea f =y +y, perteneciente
al espacio E'(e), donde y; € X1, y» € X,. Entonces f =
{e,f e} =2(e, fle—{(e,e)f =2(e, f)e—f de donde se
deduce que y; = (e, f)e y por tanto E'(e) = Re & Xo.
Por consiguiente e es minimal si y solo si el espacio X5 es
trivial. En cualquier caso e es un tripotente unitario.

(b) Anélogamente, si e € {y € Xy : |ly]| = 1}, entonces
E'(e) = X; ®" Ry y e es minimal si y solo si X; = {0},
siendo en ese caso, ademas, unitario.

Siw e Xy € Xolz] = 1 = |lyl} v sea
En este caso, ya que (e, €) = 0, se tienen que
f ey por tanto E'(e) = Re.

(c) Seae € {
f € Ele).
f=2(e,

Resumiendo, si Xy = {0} 6 X; = {0}

MinTrip(E) ={x € E : ||z|| = 1}

y para cada z € F con ||z|| = 1 se tiene que Ey(z) = E. En otro
caso
MinTrip(E) = {2 .0 € X1y € Xon 2] =1 = ]}

2
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Sie= ”—;”’ es uno de los anteriores tripotentes, un calculo directo
prueba que

Ey(e) =Re, Ey(e) =Re, y Ei(e) = {z}" n{y}-.

Si ey f son tripotentes ortogonales no cero, segin acabamos
de ver, f € Ey(e) = Re y por tanto f = £eé. De donde se sigue
que un conjunto de tripotentes, no nulos, mutuamente ortogo-
nales tiene cardinal dos. Ademds, si (e, g, f) es un trangulo en
E' es facil comprobar que e es un tripotente minimal, f = +e y
g € Ei(e) N Ey(f) es un tripotente unitario en £ satisfaciendo

g=+9.

Nuestra préxima proposicion recoge estos ultimos hechos y
para su mejor comprensién conviene introducir el concepto de
rango de un JB*-triple real o complejo.

Definicién 2.1.2 Sea U un JB*-triple real o complejo. Se define
el rango de U, y lo notamos por r(U), como el menor nimero
cardinal r satisfaciendo Card(S) < r, para todo S subconjunto
deU, tal que 0 ¢ S yax Ly siz#yenS.

Si se tiene en cuenta que el producto triple en todo factor de
Cartan real o complejo es separadamente débil-* continuo y la
Proposicién 2.0.1, entonces el rango de un factor de Cartan real
o complejo no es otra cosa que el cardinal del mayor subconjunto
de tripotentes no nulos, ortogonales dos a dos.

Proposicion 2.1.3 El factor de Cartan IVL® tiene rango uno
sir oS es ceroy rango dos si T y S son mayores o iquales que
uno.
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2.1.5. Factor de Cartan IV,

Sea F un factor spin complejo. El espacio de Hilbert, H,
lo podemos descomponer como suma directa de los subespacios
reales X7 y Xy, donde Xy ={r € H:2 =7}, Xo ={r € H:
x = —7}. Claramente X5 = iX; y el conjunto de los tripotentes
viene dado por:

Tri(E)={pux:z € Xy,|z|| =1, p€C,|ul =1}U

T+ 1y
Ay e X el =1=yll, (o, y) =0}

Nos proponemos detectar quienes son los tripotentes mini-
males.

» Seae € {ur:ze Xy, |z||=1, p€C,|ul =1} Dado que

{e,e,z} =(e,e)z+(z,e)e— (e, Z)

Q]

— 24 (2, prhpw — (=, fiw e = =,
es claro que e es un tripotente unitario y por tanto no
puede ser minimal.

= Siee {=¥ iz ye Xy llz]| =1=yl, (z,y)=0}y
z € E'(e), entonces

z=A{e,z,e} =2(e, z)e—(e,e)z=2(e, z)e,

es decir, z es un multiplo complejo de e. Pero como (z, e) =
2(e, z)(e, e) = (e, z) se tiene que z es un miltiplo real
de e.

Hemos probado pues que el conjunto de los tripotentes mini-
males de E es:

Tty

MinTrip(E) ={ 5 Ty € Xy, |zl =1=|yl,(x, y) =0}
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Sie= x;ﬂ es un tripotente minimal, es facil computar que
Eo(e) =Ce y Ei(e) = {z}t N {y}*. Ademds, si (e, g, f) es un
trangulo en E se tiene que e es un tripotente minimal, f = —p2e
y g = pz € Ei(e) N Ey(f) es un tripotente unitario en F, donde
ul=1=lzlly z =z

Nota 2.1.4 Sea E un factor spin. Si e es un tripotente de la
forma e = px, con x € X, entonces el espacio E'(e) coinci-
de con pEY(x). Por otra parte si 2 = a + i3 € E'(x), donde
a,f € Xy, se deduce que o = (x, z)x y por tanto (z, z) =
((z,z)x,z)=(a,z) € Ry (x, ) ha de ser cero. Hemos
probado pues que

E'(e) =Red i{e}tXl.

Claramente, este ultimo subtriple puede ser identificado con el
factor spin real IVL™=1 y por tanto dicho factor puede ser visto
como una JB-dlgebra.

Argumentando como en el caso del factor spin real, podemos
enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.5 El factor de Cartan IV, tiene rango dos.

2.1.6. Factores de Cartan IIH;Ip y IS

Segtin ya conocemos los factores de Cartan tipo IS y II]EIp
coinciden con E = {T € BL(Z) : T* = T}, donde Z es un
espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los niimeros complejos de
dimensién n para el caso del factor IS y sobre el cuerpo de los
cuaternios de dimension p para el factor IIgﬂp.

Siguiendo el mismo tipo de argumentaciéon que el apartado
2.1.1, se tiene que

MinTrip(E) ={+e®e : e€ Z, |le| =1}
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2.1.7. Factor de Cartan IIIISIp

Siguiendo la notacion del caso anterior, el factor de Cartan
tipo III5, es E = {T € BL(P) : T* = —T}.

Sea e un elemento de norma uno en Py sea {1,4, j, k} la base
canénica de H. Es fécil de comprobar que el operador T' = (je)®e
es un tripotente en E. Afirmamos que el anterior tripotente es
ademds minimal. En efecto:

Sea S € E*(T). Entonces
S={T,5,T}=-TST =—(je®e) (S(je)®e) =

=—(5(je), e)u (je) ®e.
De la igualdad anterior se sigue que Se = —( S(je), e )uje y por
consiguiente (Se, je)y = —(S(je), e)mw = (je, Se)n, lo que
nos dice que T" es minimal.

Sea ahora S un tripotente minimal en F. Razonando como
en el apartado 2.1.1, existen = € Im(S), g € P, ambos de nor-
ma uno, satisfaciendo ¢ = S*zr y Sg = x. Ahora, si x = jg y
tomamos T'= —jz ® x , se tiene que Q(S)T' =T = Q(T)S y en
consecuencia T = S. Si z # jg, tomando e = 2=% v T = jeQe,

lz—jg]
se deduce, al igual que anteriormente, que 7" = S.

En conclusion podemos afirmar que
MinTrip(E) ={ftje®e : e€ P, |le] =1}.

Veamos ahora cuales son las condiciones de ortogonalidad
entre dos tripotentes minimales cualesquiera. Sean 7', S dos tri-
potentes minimales ortogonales en E. No es restrictivo suponer
que T =je®ey S =jf® f. La condicién de ortogonalidad nos
lleva a:

1 1
0=R={T.T,5} = S(IT"S + ST'T) = —3 (ITS + 5TT) =
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:_%<jf®f<je, euje@e+ (je, euje@ejf ® f) =

SUSOf caeteme jfof) = 5((e, fuif@e+{if, e)neas)

De donde se deduce que

0=2Rf=(f,e)ule, flujf+{(jif, e)me

0=2Re= (e, flujf+ (e, fHulif, e)ne

lo que fuerza que (e, f)g = 0. El reciproco también es cierto,
por lo que podemos enunciar que

T1S<e (e, f)=0.

Supongamos que la dimensién del espacio de Hilbert P es
mayor o igual que dos (p > 2). Dados T =je®ey S =jf® f
dos tripotentes minimales ortogonales, es claro que, tomando
z= 6\%, el tripotente minimal R = j2® 2z no es ortogonal a T ni

a S. Por consiguiente podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1.6 Dados dos tripotentes minimales y ortogo-
nales en IIIgﬂp con p > 2, podemos encontrar un tercer tripotente
minimal que no es ortogonal a ninguno de ellos. O

0. Loos tiene estudiado en detalle los factores de Cartan rea-
les excepcionales (ver [50]). En particular, tiene probado que el
unico factor de Cartan real excepcional no reducido y de rango
uno es VO. Por otra parte teniendo en cuenta la descripcién de
los tripotentes minimales en los factores de Cartan no excepcio-
nales y la Proposiciéon 2.0.1, la siguiente proposicion es de facil
demostracién (comparar con [44, Table 1 y Proposition 5.4]).
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Proposicién 2.1.7 Los factores de Cartan reales no reducidos
son los siguientes
IH

2p,2q’

n, H O
| AVA I, y V©.
Los factores de Cartan reales y complejos de rango uno son

Lim, I, Ioag, IVRC, y VO

1,m» n

2.2. Parrillas complejas y reales

La descripcion de los tripotentes minimales para factores de
Cartan reales o complejos no excepcionales, que hemos obtenido
en la seccién anterior, nos va a permitir seleccionar familias es-
peciales de tripotentes, en su mayoria minimales, que se conocen
con el nombre de parrillas. T. Dang y Y. Friedman [15] proba-
ron que los factores de Cartan complejos de rango mayor que
uno, estan generados por la expansion débil-* de determinadas
parrillas construidas por tripotentes que forman cuadrangulos o
trangulos, de forma que el producto triple puede ser recupera-
do a partir de las correspondientes parrillas. Nuestra descripcién
nos permite reencontrar este resultado. Esta forma de generar los
factores de Cartan complejos de rango mayor que uno se tras-
lada, en esta memoria, al caso de los factores de Cartan reales
reducidos de rango mayor que uno (a excepcién de los factores
1€, IIHQIP, VI9); resultado que constituye una de las herramientas
bésicas a la hora de probar que las isometrias lineales sobreyec-
tivas entre factores de Cartan reducidos, conservan el producto
triple (ver Proposicién 3.2.10).

Desde el punto de vista puramente algebraico la considera-
cién de parrillas en sistemas triples de Jordan aparece implici-
tamente en el libro de O. Loos [50], con objeto de obtener una
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clasificacion de ciertos sistemas triples de Jordan finito dimen-
sionales. Las parrillas aparecen de forma explicita en el trabajo
de K. McCrimmon y K. Meyberg [55], donde se desarrolla una
teoria de estructura para sistemas triples de Jordan finito dimen-
sionales analoga a los clasicos teoremas de coordinatizacion de
Jacobson en el ambiente de algebras de Jordan. El lector intere-
sado en profundizar en la teoria de parrillas y su utilizacion en
sistemas triples de Jordan puede acudir a la monografia de E.
Neher [59].

En lo que sigue denotaremos por [ y J a dos conjuntos de
indices arbitrarios y V' un sistema triple de Jordan real o com-
plejo.

Definicién 2.2.1 Una familia de tripotentes minimales
{wijYierjes en V, se dice que es una parrilla rectangular si
satisfacen las siguientes propiedades:

(1) wij, u son colineales si comparten un indice fila (i =k) o
un indice columna (j = 1) y son ortogonales en cualquier
otro caso.

(11) (wij, wir, wpr, ugj) @ # k, j # 1 forma un cuadrdngulo.

(iii) Los productos triples de elementos de la familia que no
correspondan a los que intrinsecamente aparecen en (i) y
(17) se anulan. Es decir, todos los productos triples entre
elementos de la familia se anulan salvo los de la forma
{z,y, 2}, donde (x,y, z) formen un pre-cuadrdngulo, y los
del tipo {x,z,y}.

Sean X, Y dos espacios de Hilbert complejos o reales de di-
mensiones n = Card(I) y m = Card(J) y {e;}ier, {f;}jes dos
bases ortonormales, respectivamente. Tal y como hemos visto en
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el apartado 2.1.1 es facil ver que la familia {u;; = f; ® €; }ier, jes
es una parrilla rectangular en BL(X,Y). El desarrollo de Fou-
rier junto a la Proposicién 2.0.1 permiten enunciar el siguiente
resultado:

Proposicion 2.2.2 Todo factor de Cartan complejo de tipo Iy m
y todo factor de Cartan real de tipo Iﬂim tiene una parrilla rectan-
gqular formada por tripotentes minimales cuya envolvente lineal
es débil-* densa. O

Definicién 2.2.3 Una familia de tripotentes minimales
{u;j : i,j € I} en'V se dice que es una parrilla simpléctica
si satisfacen las siguientes propiedades:

(1) w;j = —uj; para todo i, j € I.

(it) w;j y up son colineales si comparten algun indice y son
ortogonales en otro caso.

(i) (wij, wir, upr, ug;) forman un cuadrdngulo para i,7,k,1 dis-
tintos dos a dos.

(iv) Todos los productos triples entre elementos de la familia
se anulan salvo los de la forma {z,y,z}, donde (x,y,z)
formen un pre-cuadrangulo, y los del tipo {x,x,y}.

Sea X un espacio de Hilbert real o complejo y {e; };c; una base
ortonormal. Entonces {u;;}; jer es una parrilla simpléctica en los
factores de Cartan II, y IIY, siendo u;; = j(e;) @ €; — j(ei) ® €
y n = Card(l).

Argumentando como en la proposicién anterior obtenemos la
siguiente.
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Proposicion 2.2.4 Todo factor de Cartan complejo de tipo 11,
y todo factor de Cartan real de tipo IIX es el cierre débil-* de la
expansion lineal de una parrilla simpléctica. O

Definicién 2.2.5 Una familia de tripotentes minimales {u;, U; }ier
y posiblemente un tripotente ug en V', satisfaciendo:

(i) (u;,up,u;), es un trangulo para todo i € I;

(11) (u;,uj,u;, —u;) forman un cuadrdngulo para i # j;
(i1i) V = Va(u; + u;) para todo i € 1.
se conoce con el nombre de parrilla spin.

Sea F un factor spin complejo. Segin ya conocemos, el espa-
cio de Hilbert, H, parametro de E, lo podemos descomponer en
suma directa X; @ 1X; donde X; es un espacio de Hilbert real
formado por los elementos simétricos para una conjugacién, —,
en H. Sea {eg, €;, fj }jer una base ortonormal de X, donde ey de-
saparece si la dimensiéon de X es par o infinita. Sea u; = %,
uj = —U; y up = e, si ha lugar. Segun lo expuesto en el apartado
2.1.5, es facil ver que la familia {u;, u;};e; y posiblemente uy, es
una parrilla spin para FE.

De nuevo podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.6 Todo factor de Cartan complejo de tipo IV,
es el cierre débil-* de la expansion lineal de una parrilla spin. O

Definicién 2.2.7 Supongamos que existe un conjunto de indices
Ji tal que I = JUJ,. Una familia de tripotentes en V', {u;, i, u;
i€ J, je i}, tal que u;,u; son tripotentes minimales para todo
1 € J, se dice que es una parrilla spin real si verifica:
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(1) (ui,uj,u;), es un trangulo para cada i € J, j € Jy
(11) Q(u;)ur, = —uy para cada j, k € Jy;
(153) (wi, uy, U;, —u;) son cuadrdngulos para i # 1, i,1 € J;
(iv) V= Va(u; +u;) = Va(u;) para cadai € J yj € Ji;

(v) Los productos triples entre elementos de la familia se anu-
lan salvo los correspondientes a los descritos en (i), (ii) y

(iii).

Sea £ = IV™® = X; " X, un factor spin real y supongamos
que 7 > s. Sean {e; }ier v {fj}jes dos bases ortonormales de X;
y X, respectivamente. Por hipdtesis, existe un conjunto Ji, tal
que I = J U J;. Definimos u; = 271(e; + fi), u; = —u; siempre
y cuando ¢ € J, mientras que u; = e; para todo j € I/J.
En virtud del apartado 2.1.4, es inmediato comprobar que el
conjunto {u;, u;,u; : ¢ € J, j € J;1} es una parrilla spin real para
E. En consonancia con los casos anteriores podemos enunciar:

Proposicién 2.2.8 Todo factor de Cartan real de tipo IVL® es
el cierre débil—* de la expansion lineal de una parrilla spin real.0)

Definicién 2.2.9 Una familia de tripotentes, {u;; : i,j € I},
en V' es una parrilla hermitiana si verifica:

(i) Para cada i, j, k, | en I, se tiene
Uij = Uji;

wi A ug Tug, si4,j,k son diferentes.
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(ii) Para arbitrarios i, j, k,l, los triples productos implicando al
menos dos elementos diferentes satisfacen

{uij, wjp, wia} = S parai 71

{Uij, Ujk, ukzz} = Uy

(i1i) Todo producto triple de elementos de la familia que no pue-
de ser expresado de la forma {w;;, w, up} se anula.

Sea X un espacio de Hilbert sobre K = C o R y sea j una
conjugacién en X si K = C, 0 j = Idx si K = R. Sea {e;}ies
una base ortonormal de X. Si definimos u; = j(&;) ® e€;, u;; =
jle;) @e; +ijle;) @e; sii # j, es facil ver, mediante un calculo
directo aunque quizéds tedioso, que la familia {u;;,7,j € I} es
una parrilla hermitiana en los factores de Cartan de tipo III, o
de tipo ITIE.

Proposicion 2.2.10 Todo factor de Cartan complejo de tipo
I11, y todo factor de Cartan de tipo IIIX es el cierre débil—*
de la expansion lineal de una parrilla hermitiana. O

Hasta ahora el conocimiento explicito de los tripotentes mini-
males en los factores de Cartan reales reducidos no excepcionales
nos ha permitido detectar las parrillas apropiadas para nuestros
objetivos. Ahora nos proponemos probar la existencia de parri-
llas, construidas a partir de tripotentes minimales que forman
cuadréngulos, en los factores de Cartan reales VO y VI® . Tales
parrillas tendrén la virtud de generar dichos factores de Cartan,
permitiendo a su vez recuperar su producto triple. La principal
herramienta para demostrar la existencia de dichas parrillas pasa
por establecer, en el ambiente de JB*-triples reales, el resultado
de T. Dang y Y. Friedman, que ellos titulan con el nombre de
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“Triple System Analyzer” [15, Proposition 2.1]. En una primera
etapa nos dedicamos a este fin.

Y. Friedman y B. Russo [27, Lemma 2.1] tienen probado que
si v es un tripotente minimal en un JB*-triple complejo, &, y
e es un tripotente en & (v), entonces v pertenece a la unién de
E(e) y & (e) . La prueba dada por dichos autores no puede ser
literalmente adaptada al caso de JB*-triples reales. No obstante,
algunas de sus ideas son aprovechadas por nosotros para exten-
der este resultado al caso de JB*-triples reales sin distincién. El
siguiente particular resultado, constituye un lema técnico que
sera util para nuestro objetivo.

Lema 2.2.11 Sean E un factor de Cartan real o complejo, v
un tripotente minimal en E y e un tripotente no cero en F;(v).
Entonces v pertenece a Ey(e) U Ey(e).

Demostracion.- Supongamos que E es un factor de Cartan real o
complejo no excepcional y que no es un spin real o complejo. En
este caso el producto triple de elementos de F viene dado por la
expresion {R, S, T} = %(RS*T + T'S*R) para cada R, S,T € E.
Las hipétesis de partida proporcionan dos igualdades basicas que
seran aplicadas en lo sucesivo sin mencién:

€ . * *
L(v,v)e = 5 © equivalentemente e = vv*e + ev*v

Q(v)e =0 o equivalentemente ve*v = 0.

Nos proponemos probar que {e,e,v} = %(ee*v + ve*e) coin-

cide con v 6 %v.

En primer lugar veremos que tanto ee*v como ve*e son tri-
potentes. En efecto:

{e€™v, ee*v, ee*v} = ee*v(viee™)ee v = ee*(vv*e)e v =
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= ee*(e — ev™v)e*v = ee*v — ee’ev*(ve'v) = ee*v.
Razonando andlogamente se tiene {ve*e, ve*e, ve*e} = ve'e.

Por otra parte las igualdades:
Q(v)(ee™v) = (vv*e)e*v = (e—ev*v)e*v = ee*v—ev*(ve*v) = ee*v

Qee™v)v = ee*(vv¥e)e*v = ee” (e — ev*v)e*v =
= ee™v — ev*(ve*v) = ee™v,

prueban que ee*v < v. Un argumento andlogo permite probar
que ve*e < wv.

Dado que v es un tripotente minimal, y segin ya conocemos
minimal para la relacién de orden, se deduce que ee*v y ve*e
son cero o v. Si ambos tripotentes fuesen cero tendriamos que
{e,e,v} = %(ee*v+ve*e) = 0y por tanto e L v; lo que contradice
la hipdtesis. En otro caso {e,e,v} = v o {e,e,v} = v. Lo que
concluye la prueba en este caso.

Supongamos que E = IV, entonces por lo expuesto en el
apartado 2.1.5, se sabe que v = L (z+1iy) y E1(v) = {z}*N{y}~.
Ahora como e es un tripotente en E se tiene que, bien es unitario,
en cuyo caso v € Fs(e), o bien es minimal. En este iltimo caso
e =3(a+1ib), donde a,b € Xy y (a, b) =0y es facil comprobar
que v € {a}t N {b}+ = Ei(e).

Un razonamiento analogo al factor spin se puede realizar en
el caso del factor spin real de rango dos. Si E es el factor spin
real de rango uno no hay nada que demostrar ya F;(v) = {0}.

Sea E uno cualesquiera de los siguientes factores: V, VI,
VO VI% o VI? y v, e en las hipétesis del lema. Segin ya co-
nocemos (ver Seccién 1.1) las correspondiente proyecciones de
Peirce asociadas a v y e conmutan. Ademas, por la Proposicion
2.1.7, se tiene que Fsy(v) = Kv, donde K = C o R. Por consi-
guiente, siguiendo el argumento de [27, Lemma 2.1] se tiene que
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P;(e)v = Pj(e)Py(v)v = Py(v)Pj(e)v = \ju, para j € {0,1,2} y
A; € K. Por consiguiente

0= Pg(e)Pl(e)v = )\1P2(€)’U = )\1)\21},

de donde se obtiene que A\jAy = 0. Si \; = Ay = 0, se tiene que
v € Ey(e), es decir v L e, lo que contradice el hecho de que e €
E;(v). Por tanto A; o Ay debe ser distinto de cero. Sea j € {1,2}
tal que A\; # 0. Ya que 0 = Fy(e)Pj(e)v = \jPo(e)v = A\
implica que A\g = 0, se tiene que v € Ej(e), como queriamos
probar.

Finalmente, supongamos que £ = V?. Por la Proposicién
2.1.7, E es un factor de Cartan real de rango uno y por tanto, en
virtud de [50, Proposition 11.8], dados dos tripotentes minimales
uy u en F, existe siempre un automorfismo ® : £ — F, tal que
®(u) = £u. Todo ello nos lleva a que es suficiente probar la
tesis del lema para un particular tripotente minimal en £. Por
tanto supongamos que v = (1,0). Un cdlculo directo muestra
que Ey(v) = (0,a) y que para todo tripotente e € E;(v) se tiene
que v € Ey(e). O

Estamos ahora en condiciones de extender este Lema al caso
general de JB*-triples reales y complejos.

Lema 2.2.12 Sea U un JB*-triple real o complejo, v un tri-
potente minimal en U y e un tripotente en Uy(v). Entonces

v € Ui(e) UUs(e).

Demostracion.- Como ya se coment6 al principio de este capitu-
lo, el bidual, U**, es un JBW*-triple real o complejo con producto
triple separadamente débil-* continuo, extendiendo al producto
triple en U. Ademés, dado un tripotente u € U podemos asegu-
rar, via el Teorema de Goldstine, que

— —_—w
Ui(u

O (u) =Ui(u) y (U")i(u) = Uk(u) |
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para cada j € {0,1,—1}, k € {0,1,2}. Por consiguiente todo
tripotente minimal en U es a su vez minimal en U** y por tan-
to no es restrictivo considerar que U es un JBW*-triple real o
complejo.

Por los teoremas de Descomposicién Atémica para JB*-triples
reales y complejos es claro que v esta contenido en la parte atémi-
ca de U y por tanto en una /,.-suma de factores de Cartan reales
y realificaciones de factores de Cartan complejos o de factores de
Cartan complejos. La ortogonalidad de la suma unido a la mini-
malidad de v fuerzan que v € C,, para un unico factor de Cartan
real o complejo, C,,. Ahora, si se tiene en cuenta las igualdades
Ui(v) = (Cy)1(v), Ur(e) = (Cu)1(e) y Us(e) = (Cy)a(e), es claro
que tampoco es restrictivo suponer que U es un factor de Car-
tan real o complejo. Por consiguiente el lema anterior permite
concluir la prueba. O

El Lema 2.2.12, junto con las principales ideas de la demos-
traciéon dada por Dang y Friedman en el caso de JBW*-triples,
nos van a permitir extender al ambiente de JB*-triples reales o
complejos el resultado conocido como “Triple System Analyzer”,
al que anteriormente nos hemos referido.

Teorema 2.2.13 Sea U un JB*-triple real o complejo conte-
niendo un tripotente minimal v. Sea u un tripotente en Ui(v).
Entonces se tiene que:

1. w es minimal en U st y solo st u y v son colineales.

2. w no es minimal en U si y solo si (v,u) forman un pre-
trangulo. En este caso v = Q(u)v es un tripotente minimal.
Si ademds u no es minimal en Uy(v), entonces existen dos
tripotentes minimales ortogonales en U, uq, uy, ambos con-
tenidos en Uy (v), tales que uw = ui+uy y (uy, v, uy,0) forma
un cuadrangulo.
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Demostracion.- El Lema 2.2.12 nos da que v € Us(u)UU; (u).

Supongamos que v € Uy(u). En este caso el par (v, u) forma
un pre-trangulo. Como ya conocemos (ver si acaso Seccién 1.1),
si tomamos v = Q(u)v, la tripleta (v, u,v) forma un trangulo y v
es un tripotente minimal ya que (1) es un automorfismo (lineal
o conjugado lineal) de triples sobre Us(u). De la ortogonalidad
entre v y v se tiene que v + v es un tripotente que claramente
pertenece a U'(u). En consecuencia si u es minimal, tenemos que
u se puede expresar como suma de dos tripotentes ortogonales,
lo cual es una contradiccion.

Hemos probado pues que si (v,u) forman un pre-trangulo
entonces u no puede ser minimal. También hemos probado que si
u es minimal entonces v € U;(u) y por tanto u y v son colineales.

Supongamos ahora que u y v son colineales. Entonces el ope-
rador de Bergman B(v+u,v+u) de U en U es un automorfismo
que aplica v en u (ver [55, pag. 1501]) y por tanto u es minimal
en U.

Ahora es claro que si u no es minimal necesariamente (v, u)
forma un pre-trangulo y por tanto para finalizar, solo nos queda
comprobar los comentarios del segundo caso. La Nota 4.1.5 y los
comentarios que preceden al Teorema 4.2.4 nos permiten asegu-
rar que para cada tripotente minimal, e, en un JB*-triple real
o complejo E, el subespacio de Peirce Fi(e) es isomorfo como
espacio de Banach a un espacio de Hilbert, lo que en particular
implica que F(e) es un espacio de Banach dual y por tanto un
JBW*-triple real o complejo. Por consiguiente, si el tripotente
u no es minimal en el JBW*-triple U;(v), entonces existen dos
tripotentes ortogonales en Uy (v), uy y Uy, tales que u = uy + uy.
Aplicando nuevamente el Lema 2.2.12 a v y u; se tiene que v €
Us(up)UU; (uq). Dado que v = {u, u, v} = {uy, uy, v}+{uy, uy, v},
es claro que si v € Us(uy) entonces v L uy, lo que contradi-
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ce el hecho de que u; € U;(v). En consecuencia tenemos que
v € Up(uy), v € Uy(uy) y aplicando el caso 1 se desprende que u;
y up son tripotentes minimales. Ahora claramente se tiene que
(u1,v,uy,0) forma un cuadréangulo. O

Los lemas que siguen a continuacion, inspirados en el caso
complejo, muestran la forma de combinar cuadrangulos para ob-
tener nuevos cuadrangulos. Estos resultados seran de utilidad
a la hora de construir parrillas para ciertos factores de Cartan
excepcionales (Proposicién 2.2.17 y Proposicién 2.2.19).

Lema 2.2.14 Sea U wun JB*-triple real o complejo y sean
(w1, ug, ug,ug) y (v1,us,us,vg) dos cuadrdngulos. Si uy Tvy en-
tonces (v, u, uy,v4) forma un cuadrdngulo.

Demostracion.- Bastard probar que (vq,u;,us) forma un pre-
cuadrangulo y que {vy, uq, us} = %114. Dado que uy = 2 {uq, ug, ug}
se tiene que uy € Up(vy), es decir uy L v;. Por otro lado

{U1,U17U4} = 2{”1,7«617 {U17U2,U3}}-

Ahora aplicando la identidad de Jordan, las hipétesis de partida
y teniendo en cuenta la aritmética de Peirce se tiene que

1
{'Ulaulaull} - {Ulau27u3} == §U4

lo que acaba la demostracion. O

Lema 2.2.15 Sea U wun JB*-triple real o complejo y sean
(w1, ug, ug,ug) y (v1,us,v3,u4) dos cuadrangulos. Si todos los
tripotentes de dichos cuadrdngulos son minimales y uno entre
{uy,us} es colineal a uno entre {vy,vs}, entonces (uy, vy, us, —vs)
forma un cuadrdngulo.
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Demostracion.- Dada la estabilidad de los cuadrangulos por
permutaciones ciclicas, asumamos sin pérdida de generalidad
que uy Tvy. Al igual que en el lema anterior, para probar que
(u1,v1,us, —v3) forma un cuadrangulo solo tenemos que probar
que vy Tug y {ug,vy,uz} = —%Ug. Dado que uz = 2 {uy, us, us},
se tiene que ug € Up(vy) y como uz es un tripotente minimal el
Teorema 2.2.13 nos da que v; Tus. Por otro lado

{Uh U1, U3} =2 {ula U1, {U4, us, U2}} .

Aplicando la identidad de Jordan, las hipdtesis de partida, la
aritmética de Peirce y teniendo en cuenta que el producto triple
de tres tripotentes minimales mutuamente colineales es nulo, se
deduce que

1
{Ulavlau?;} = - {U4,U1,U2} = —5713
lo que termina la prueba. O

En lo que sigue utilizaremos las siguientes notaciones:
I = {0,1,2,3,4,5}, I, = I — {i} para cada i € [y
¢ = (1,7, k,l,m,n) denotard cualquier permutacién de la sex-
tupla (0,1,2,3,4,5). Denotaremos sign(¢) = 1 o sign(p) = —1
dependiendo de que la permutacion ¢ sea par o impar. Final-
mente V' denotard un sistema de Jordan real o complejo.

Definicién 2.2.16 Para cualquier indice i en I fijo, una familia
de tripotentes minimales F = {w;, wjp, up, = j,k,n, € I} en 'V,
se llamard parrilla excepcional de primer tipo si satisface:

(1) {ur = j.k € I;} es una parrilla simpléctica.
(ii) Para cada j,k,1, s, t en I;, se tiene

u; T g, w; L oug,
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ur L ug sik € {s,t}
U T Usgt sik ¢ {s,t}
w1 Uy stk # 1.

(iii) Los productos triples no nulos entre elementos de F son
de la forma L(x,x)y o bien de la forma {x,y,z} donde
(x,y, z) forman un pre-cuadrdangulo en un cuadrdngulo de
uno de los siguientes tres tipos:

a) (Wjks Wity Wty Uk
b) (sign(p)u;, Ujk, U, Upmn,)

c) (uj, ug, —wj, ug), donde j,k,l,m,n € I,.

En [15, Case 6, Proposition| se describe explicitamente la
construcciéon de una tal parrilla en el factor de Cartan V. Esa
misma construccién se puede realizar en el caso del factor de
Cartan real V9, como veremos a continuacién.

Proposicion 2.2.17 Todo factor de Cartan complejo de tipo V
y todo factor de Cartan real de tipo V0 es la expansion lineal
de una parrilla excepcional de primer tipo.

Demostracion.- Si E = 'V remitimos al lector a [15]. Sea pues
E = V9% y tomemos el siguiente tripotente minimal

~((38) 0

en E. Por definicién E = V y dado que E es un JB*-triple redu-
cido (ver Proposicién 2.1.7), v es también un tripotente minimal
en B. Un céleulo rutinario prueba que existe en E un tripoten-
te minimal, v, satisfaciendo las hipétesis de la Proposicién en
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[15, pag. 322]. Por consiguiente, como se afirma en la prueba de
dicha proposicion, el espacio de Peirce El (v) es isométricamen-
te isomorfo al factor de Cartan II5. Ya que Ei(v) = Ey(v)7, la
clasificacion de los factores de Cartan reales dada en la Seccién
1.4 nos da que E;(v) es isométricamente isomorfo al factor de
Cartan real II§. Por tanto la Proposicién 2.2.4 asegura la exis-
tencia de una parrilla simpléctica en Ej(v) a la que notaremos

{wi;}ijer,- Denotemos por uy a v y definamos para todo indice
l e I

w = sign(v)2 {wjk, wo, Umn } ,

donde ¢ = (0,5,k,l,m,n) vy j < k < m < n. Tomando
U = Ujg + Upmy el Teorema 2.2.13 en su apartado 2 asegura que
w = sign(p)Q(u)v es un tripotente minimal en E. Para com-
probar que la familia {ug, w;, u, : j,k,n, € Iy} es una parrilla
excepcional de primer tipo basta seguir los argumentos dados en
[15, Lemma pag. 320] sustituyendo Lemma 1.8 y Proposition
1.10 por los lemas 2.2.15 y 2.2.14 respectivamente. Dado que la
parrilla esta formada por 16 tripotentes minimales linealmen-
te independientes y la dimensién de V®0 es precisamente 16, la
prueba queda concluida. ]

Denotemos por € el signo + o —.

Definicién 2.2.18 Una familia de tripotentes minimales
G = {uS,uj; : i,5,n,€ I; ¢ = £} en V es una parrilla
excepcional de segundo tipo si

(1) {wi;}ijer es una parrilla simpléctica.

(i) Para cada i € I y e = £, la familia {—eu§, uj, u,*
J.k,n € I;} es una parrilla excepcional de primer tipo.
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(#ii) Los cuadrdngulos de la familia G son aquellos descritos en
los apartados (i) y (ii) o los de la forma

(ue. u- €

Suy S u S uy) para g,k € I distintos.

(iv) Todos los productos triples no nulos entre elementos de G
son bien de la forma L(x,x)y o {x,y,z} donde (x,y,z)
formen un pre-cuadrangulo.

Es conocido que el factor de Cartan de tipo VI admite una
parrilla excepcional de segundo tipo (ver [15, case 7, Proposi-
tion]. Al igual que en el caso del factor de Cartan V°° nosotros
probamos ahora que el factor de Cartan real VI?? es la expan-
sion lineal de una parrilla excepcional de segundo tipo, parrilla
que construimos a continuacion.

Proposicion 2.2.19 Todo factor de Cartan complejo de tipo VI
y todo factor de Cartan real de tipo VI® es el cierre débil—* de
la expansion lineal de una parrilla excepcional de sequndo tipo.

Demostracion.- El caso de VI se puede encontrar en [15].
Asf pues supongamos F = VI®. Definimos

100
—ug=1000 |,
000

el cual es un tripotente minimal en F. Utilizando la inmersién
del factor de Cartan real V% en E (ver seccién 1.4), se pue-
de comprobar que E;(—ug) es isométricamente isomorfo a V.
Ahora la Proposicién 2.2.17 asegura la existencia de una parri-
lla excepcional de primer tipo en Ej(—ug) que notaremos por
{ug , ujk,ut = j,k,n € Iy}. Definamos ahora

u; = sign(y)2 {u]’k, —ug, Umn} )
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donde ¢ = (0,4, k,l,m,n), j<k<m<n y
U0 = 2 {uija _ugau;_} )

donde i € Iy y j es algin indice en I N I;. Al igual que en la
proposicién anterior, utilizando los Lema 2.2.15 y 2.2.14 en los
argumentos dados en [15, Case 7, Proposition] se prueba que
{uS,wij = i,j,n,€ I; ¢ = £} es una parrilla excepcional de
segundo tipo. Dado que VI® tiene dimensién 27, la parrilla que
acabamos de construir genera dicho factor de Cartan real. O



Capitulo

Aspectos geométricos en la
teoria de los JB*-triples

Este capitulo estd dedicado fundamentalmente a estudiar las
conexiones existentes entre la estructura geométrica de la bola
unidad de un JB*-triple real o complejo y la estructura algebrai-
ca asociada a dicho JB*-triple. Como ya hemos comentado en
la introduccién, en la categoria de los JB*-triples complejos, las
isometrias lineales sobreyectivas coinciden con los isomorfismos
de triples. Este resultado es uno de los principales atractivos de
la clase de los JB*-triples complejos y pone de manifiesto la pro-
funda conexion entre los aspectos algebraicos y geométricos en
un JB*-triple. En el ambiente de los JB*-triples reales es cono-
cido que no toda isometria lineal sobreyectiva es un isomorfismo
de triples. Sin embargo, si se conoce que toda isometria lineal
sobreyectiva entre JB*-triples reales conserva cubos. En realidad
este 1ltimo resultado es suficiente en el caso complejo para pro-
bar la equivalencia entre las isometrias lineales sobreyectivas y
los isomorfismos de triples.

29
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Los objetivos de este capitulo no son otros que los de afron-
tar, desde el punto de vista de la geometria de los espacios de
Banach, la relacién existente entre las isometrias sobreyectivas y
los isomorfismos de triples.

En una primera seccion obtenemos una caracterizacién
geométrica de los tripotentes en un JB*-triple real o complejo en
términos de la estructura del espacio de Banach subyacente. En
la literatura aparecen algunas otras caracterizaciones geométri-
cas de las isometrias parciales en un algebra de von Neumann
y de los elementos tripotentes en JBW*-triples (ver [16], [37] y
[22]). Todas ellas dependen de la descripcién de las caras nor-
ma cerradas de la bola unidad del predual de un JBW*-triple.
Recientemente, C. Akemann y N. Weaver obtienen una caracteri-
zaciéon de las isometrias parciales de una C*-dlgebra en términos
de la geometria de la bola unidad de dicha C*-algebra. El prin-
cipal resultado de la primera seccién de este capitulo extiende la
caracterizacién de Akemann y Weaver al ambiente mas natural
de los JB*-triples reales y complejos.

Dedicamos la segunda secciéon de este capitulo a la obten-
cién de un teorema de tipo Kaup-Banach-Stone para JB*-triples
reales. Pretendemos dar una descripciéon de aquellos JB*-triples
reales donde las isometrias lineales sobreyectivas sean isomorfis-
mos de triples.

3.1. Caracterizacion geométrica de los
tripotentes en JB*-triples comple-
jos y reales

Sea x un elemento de norma uno en un espacio de Banach X
y notemos por X* al dual de X. El conjunto D(X,z) de todos
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los estados relativos a x se define como

D(X,z) ={f e X" [[fll = f(x) =1}

Los teoremas de Hahn-Banach y Banach-Alaoglu permiten afir-
mar que D(X,z) es un subconjunto no vacio, convexo y débil-*
compacto de X*. Si D(X, z) separa puntos de X, es decir, para
cada x € X — {0} existe un f € D(X,z) tal que f(x) # 0,
entonces se dice que x es un vértice de la bola unidad de X.
Es bien conocido que la unidad es un vértice de la bola unidad

en cualquier dlgebra de Banach compleja unital [10, Corollary
10.15].

Si X es un espacio de Banach con predual X, y S es un
subconjunto de X,, notaremos por

S = {f € X. : If £gll =[£Il + lgll para todo g € S}.

En lo que sigue nos tomaremos la licencia de ver X, como
un subespacio de X* sin mas que identificar X, con su inclusién
canoénica en X*.

Recordemos que una W*-algebra o algebra de Von Neu-
mann es una C*-dlgebra, A, la cual es un espacio de Banach
dual. A los elementos del predual, A,, se les conoce con el nom-
bre de funcionales normales.

Recordemos también que un elemento p de una C*-dlgebra
(respectivamente, JB*-dlgebra) se dice que es una proyeccién
si es un idempotente simétrico (p = p* = p?). Un elemento a en
una C*-dlgebra se dice que es una isometria parcial si aa* es
una proyecciéon (o equivalentemente aa*a = a). En algebras de
Von Neumann las isometrias parciales juegan un papel anélogo al
que desempena exp(if) en la descomposicién polar de un nime-
ro complejo. Por otra parte también es bien conocido (ver [61,
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2.2.8]) que cuando una C*-dlgebra es vista como un JB*-triple,
entonces las isometrias parciales y los tripotentes coinciden.

T. Dang, Y. Friedman y B. Russo [16, Lemma 5|, prueban la
siguiente caracterizaciéon geométrica de las isometrias parciales
en un algebra de Von Neumann:

Sea a un elemento de un dlgebra de Von Neumann A.
Entonces a es una isometria parcial distinta de cero si y
solo si |la]] = 1, D(A,a) N A, # 0 y f(a) = 0 para todo
fe (DA a)NA)°

Para obtener esta caracterizacion, los citados autores utili-
zan entre otros los siguientes resultados en algebras de Von Neu-
mann: el Teorema espectral, la descomposiciéon polar de opera-
dores y funcionales, la descomposicién de Jordan de funcionales
normales hermitianos y el teorema de Neutralidad de E. G. Effros
para funcionales normales.

Segun ya conocemos (ver Nota 1.2.2), el subtriple C(z) en-
gendrado por un elemento x en un JB*-triple £, es isométrica-
mente isomorfo a un Cy(2), si ademds € es un JBW*-triple en-
tonces el subtriple débil-* cerrado generado por x es isométrica-
mente isomorfo a un algebra de Von Neumann conmutativa. Es-
te hecho, unido a teoria béasica de JB*-triples, permiten a Dang,
Friedman y Russo extender las técnicas empleadas en la prueba
de la caracterizacion de las isometrias parciales, a la que antes
nos hemos referido, al caso de JBW*-triples; obteniendo asi una
caracterizacion de los tripotentes de un JBW*-triple, en los mis-
mos términos que la antes citada para isometrias parciales.

Recientemente, C. A. Akemann y N. Weaver han obtenido
una caracterizacién geométrica de las isometrias parciales en C*-
algebras, en términos de su estructura de espacio de Banach.
Maés concretamente, en [1] dichos autores han probado que un
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elemento de norma uno, x, en una C*-algebra A es una isometria
parcial si y solo si los conjuntos

Di(z) ={y € A: existe a >0 con ||z + ay| = ||r — ay| =1}
y

Dafa) = {y € A |l + Byl| = max{L||8y]}} para todo § € C}

coinciden.

De nuevo, en vista de la coincidencia de las isometrias parcia-
les y los tripotentes en el caso de C*-dlgebras, cabe preguntarse
si la igualdad entre Dy (z) y Do(x) caracteriza a los elementos tri-
potentes en el ambiente mas natural de los JB*-triples. En caso
afirmativo, tendriamos una extension del resultado de Akemann
y Weaver al caso de JB*-triples.

Nuestro primer objetivo en esta seccién consiste en responder
afirmativamente a la cuestion anterior. Las técnicas de demostra-
cion se basan en teoria elemental de M-estructura de JB*-triples
y en hechos bien conocidos tales como la propiedad local de los
JB*-triples o que el subespacio & (e) asociado a un tripotente es
una JB*-algebra. En aras de complitud y claridad, formulamos
la siguiente proposicion que recoge una serie de utiles resulta-
dos que se siguen facilmente de [27, Lemma 1.3, Proposition 1 y
Lemma 1.6].

Proposicion 3.1.1 Sean £ un JB*-triple y e € £ un tripotente.
Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) Para cada © € &le) y z € E&le) se wverifica que
l + 2| = max{]lz[], [|=[|} -

(b) f = foPe) para todo f € D(E,e).
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(c) Siy es un elemento de norma uno en € y Pa(e)y = e,
entonces Py(e)y = 0. O

El siguiente teorema caracteriza a los tripotentes en un JB*-
triple £ en términos de la geometria del espacio de Banach subya-
cente a £, proporcionando ademaés una caracterizacion geométri-
ca del subespacio de Peirce &y(e) asociado a un tripotente e.

Teorema 3.1.2 Sea £ un JB*-triple y sea x un elemento de
norma uno en €. Entonces x es un tripotente si y solo si

Di(x) ={y € &: existe a >0 con ||z + ay|| = ||z — ay|| = 1}
coincide con
Dy(z) ={y € & ||z + Byl| = max{1, ||By[|} para todo 3 € C}.

En  particular si x es wun tripotente se tiene que

Dl(l’) == 50(1') == DQ(ZE)

Demostracion.- La inclusién Dy(x) C Dq(x) se cumple para
todo espacio normado y todo elemento de norma uno en él. De
esta forma, si x es un tripotente en &, para probar la igualdad en-
tre Di(x) y Do(z), solo nos falta demostrar que Dy (x) C Do(z).
En vista de la Proposicién 3.1.1 (a), tenemos que ||z £+ y|| =
max{||z|, [|y||} para cada y € &y(x). En consecuencia, &(x)
estd contenido en Dy(x). Asi pues si probamos que D (z) C & ()
tendremos la igualdad Dy (z) = & () = Da(x).

Es oportuno recordar que &(x) es una JB*-algebra compleja
unital con unidad z y ademés, por la Proposicién 3.1.1 (b), se
tiene que D(E,z) = D(&(x), x). Por otra parte es conocido que
x es un vértice de la bola unidad de &(x) (ver si acaso [51,
Corolario 1V.2.6]). Por consiguiente D(&,x) separa puntos de
E(x).
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Sean pues y € Dy(z) y a > 0 tales que ||z £ ay|| = 1 y sea
f € D(&,x). Dado que |f(2)| < ||z|| para todo z € &, se tiene
que

L= llztayll* > [fzEay)* = (f(2) £af(y)(f(z) £ af(y) =

=(Ixaf(y)1taf(y) =1+ f(y)|* £2aRf(y).

Por tanto f(y) = 0 para todo f € D(E,x) lo que nos lle-
va a afirmar que P,(z)(y) = 0. Por consiguiente, si tomamos
z =z + ay se tiene que Po(z)(z) = x. Ya que ||z|| = 1, la Propo-
sicién 3.1.1 (¢) nos da que Pi(x)(z) = aPi(z)(y) = 0. Podemos
concluir que y € & (x).

Sea ahora z un elemento en £ de norma uno que no es un
tripotente en £. Sea C' el JB*-subtriple de £ generado por z. Re-
cordemos que existe un espacio localmente compacto S, C [0, 1]
tal que S, U{0} es compacto, asi como un isomorfismo isométri-
co de triples F': C' — Cy(S;), donde Cy(S,) es la C*-dlgebra de
todas las funciones complejo valuadas sobre S, anuldandose en
el cero y F(z)(t) = t para todo t € S, (véase [40, 4.8] y [40,
1.15]). Como F'(x) no es un tripotente en Cy(S;) tenemos que
S,N]0,1[# 0. Tomemos g en Cy(S,) dado por g(t) := (t — t3)°.
Como el valor minimo de (1—¢)(t—t*)"? es estrictamente mayor
que uno en |0, 1], tenemos que (1 —¢) > g(¢) para todo t € S,,
de donde se sigue que

1F(x) £ gll = sup{[F(x)(t) £ g(8)], t € Si} =
= sup{|t £ g(t)], t € S.} = 1.

Por otra parte dado que g € C(S, U {0}), ¢(0) = 0 = ¢(1),
g > 0y g no es idénticamente nula, existird t, € S,N]0, 1] tal
que ||g|| = g(to). Por tanto

|F() + ( 0)

g||_|t0+ =1+t > 1.
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En consecuencia, si tomamos y = F~!(g) = (v — 23)?, en-
tonces y € Dy(x) y sin embargo y ¢ Do(z). Hemos probado que
si z € € es un elemento de norma uno tal que Dy(z) = Dy(z)
entonces x es necesariamente un tripotente en £. a

Como ya conocemos, todo JB*-triple complejo, £, es un JB*-
triple real sin més que considerar el espacio de Banach real sub-
yacente y el conjunto de los tripotentes de £ es independiente de
que & sea visto como espacio de Banach complejo o real, dicho
de otra forma, el hecho de que un elemento sea tripotente no
depende del cuerpo base elegido. Seria pues deseable que en el
teorema anterior el conjunto Ds(z) pudiera ser substituido por
el siguiente otro:

Dy(x) :={y € E : ||z + By|| = méx{1, || By||} para todo 3 € R}.

A continuacién probamos que la igualdad entre Dy(z) y Dj(x)
caracteriza a los tripotentes en JB*-triple reales y en consecuen-
cia caracteriza a su vez a los tripotentes en JB*-triples complejos.
También obtenemos una caracterizacion geométrica del subespa-
cio de Peirce Ey(e) asociado a un tripotente en un JB*-triple real.

Teorema 3.1.3 Sea E un JB*-triple real y sea x un elemento
de norma uno en E. Entonces x es un tripotente si y solo si

Di(z) ={y € E: existe « >0 con ||z + ay| = ||z — ay| =1}
coincide con
Dy(x) ={y € E: |l + Byl = maz{1, ||Byll} para todo 5 € R}.

En  particular st x es wun tripotente se tiene que
Dy (x) = Eo(x) = Dy(x).
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Demostracion.- Supongamos que z es un tripotente en E y
por tanto un tripotente en F, la complexificacién de E. Por el
Teorema 3.1.2 tenemos

Df(z)={y e E: existe & > 0 con |z £ ay|| =1} =

= D5 (x) = {y € E: |a+8y| = max{L, ||By|} para todo § € C}.

Si y € Di(x) entonces y € D¥(z) = DS(z) = Eo(x) y
por tanto y € FEy(x), lo que prueba la inclusién de D;(z) en
Ey(z). Por otra parte, dado que la norma en E coincide con la
norma en su complexificacién, de nuevo la Proposicién 3.1.1 (a)
asegura que Ey(z) C Dj(z). Finalmente, teniendo en cuenta que

Di(z) C Dy(x), podemos asegurar que D (z) = Di(x) = Ey(x).

Supongamos ahora que x no es un tripotente en E. Denote-
mos por T a la conjugacion candnica que satisface E7 = E. Como
x no es tampoco un tripotente en F, se sigue de la segunda parte
de la demostracién del Teorema 3.1.2 que tomando y = (x—23)?,
se tiene que ||z £ y|| = 1 y sin embargo ||z + ﬁH > 1. Por otra
parte, como 7 conserva productos triples y 7(z) = z, se deduce
que 7(y) = y. Todo ello prueba que y € Dy(z) y sin embargo
y ¢ Di(z). En consecuencia la coincidencia de los conjuntos
Di(x) y Di(x) fuerza que x sea un tripotente. O

En [45, Proposition 3.5 W. Kaup y H. Upmeier probaban
que los puntos extremos de la bola unidad de un JB*-triple
complejo &£ son precisamente los tripotentes completos de £. En
[37, Lemma 3.3] J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez demostra-
ban que la misma conclusion es cierta en el caso de JB*-triples
reales. Por otra parte, en virtud del Teorema 3.1.3, los tripo-
tentes completos en un JB*-triple real coinciden con aquellos
elementos = de norma uno, tales que D;(z) = 0. Esta observa-
cién nos permite reencontrar de una forma directa los resultados
anteriormente mencionados.
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Corolario 3.1.4 Sean E un JB*-triple real o complejo y x un
elemento de norma uno en E. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) = es un tripotente completo.

(b) Di(x) = {0}.

(c) x es un punto extremo de la bola unidad cerrada de E.

Demostracion.- La equivalencia entre (a) y (b) se sigue direc-
tamente del Teorema 3.1.3.

Supongamos ahora que D;(z) = 0. Sean w, z € E tales que
|wl| =1 =|z|| y x = “3%. Si notamos por y = = — w se tiene
que ||z £ y|| = 1 lo que nos dice que y € Di(x) y por tanto
r —w =y = 0. En consecuencia x es un punto extremo de la
bola unidad cerrada de E. Supongamos ahora que x es un punto
extremo de la bola unidad de F' y sea y € D;(x). Entonces existe

a > 0tal que [|[z+ay| = 1, [|[z—ay|| = 1. Como x es la semisuma
de x + ay y x — ay se deduce que y = 0. Tenemos probado pues
la equivalencia entre (b) y (¢) y con ello la demostracion. O

C. Akemann y N. Weaver daban en [1] la siguiente caracte-
rizacion de los elementos unitarios en C*-algebras:

Teorema 3.1.5 [1] Dado un elemento x de norma uno en una
C*-dlgebra unital, A, entonces x es unitario (xz* = x*x = 1) si
y solo si la envolvente lineal de D(A,z) es A*. O

Recientemente, A. Rodriguez ha obtenido una prueba mas
simple del resultado anteriormente citado y ha extendido dicha
caracterizacién al caso de tripotentes unitarios en JB*-triples
[69]. Concretamente dicho autor ha probado el siguiente resulta-
do:
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Teorema 3.1.6 [69] Sean € un JB*-triple y x un elemento de
norma uno en . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) x es un tripotente unitario en .

(b) La envolvente lineal de D(E,x) es E*.

(c) x es un vértice de la bola unidad cerrada de &. O

Si consideramos C como un JB*-triple real, es claro que la
unidad es un tripotente unitario y sin embargo las condiciones
(b) y (c) del teorema anterior no son ciertas. Por consiguiente no
cabe esperar un resultado analogo para el caso de JB*-triples rea-
les. No obstante, utilizando el Corolario 3.1.4 podemos obtener
la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.7 Sea E un JB*-triple real y sea u un elemen-
to de norma uno en E. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) La envolvente lineal de D(E,u) coincide con E*.
(b) u es un vértice de la bola unidad cerrada de E.

(c) E es wuna JB-dlgebra con wunidad uw y producto
roy={z,u,y}.

Ademds cualquiera de las tres condiciones implica que u es un
elemento unitario en E.

Demostracion.- La implicacién (a) = (b) es trivialmente cier-
ta. Para probar (b) = (c¢) primero procedemos a probar que un
vértice de la bola unidad de un espacio de Banach es un pun-
to extremo de la bola unidad. En efecto sea u un vértice de
la bola unidad de F y supongamos que existen x, y de norma
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uno tales que u = a:T—l—y Ya que para cada f € D(E,u) se tiene

L&MW _ f(u) =1, |f(x)| < 1y |f(y)] <1y por consiguiente
f(z) =1 = f(y). Ahora bien, como D(FE,u) separa puntos, se
cumple x = u = y y por tanto u es un punto extremo de la
bola unidad cerrada. Ahora, la proposicién 3.1.4 asegura que u
es un tripotente completo y la descomposicién de Peirce nos da
que E = E'(u) ® E~'(u) ® Ey(u). Por otra parte, es conocido
(ver [64, Lemma 2.7]) que si f pertenece a D(FE, u), entonces
f = fo Pl(u). Por consiguiente podemos afirmar que f(y) = 0
para cada y € E~'(u) ® E1(u) y f € D(E,u). Nuevamente el
hecho de que u es un vértice de la bola unidad garantiza que
E~Y(u)® Ey(u) = {0} y por tanto £ = E'(u) es una JB-4lgebra
unital satisfaciendo las condiciones de (c¢). Para terminar basta
tener en cuenta que en una JB-algebra unital la envolvente lineal
de los estados relativos a la unidad coincide con su dual (ver [31,
Lemma 3.6.8 y Lemma 1.2.6]). O

Nota 3.1.8 J. Martinez, J. F. Mena, R. Payd y A. Rodriguez
tienen probado (incluso en el ambiente mds general de espacios
de Banach, [52, Theorem 3.2]) que la condicion (a) en la propo-
sicion anterior es equivalente al hecho de que el indice numérico
del espacio de rango numérico (E,u) sea mayor que cero. Por
otra parte, J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez establecian en
[37, Corollary 3.4] que la condicién (c) es equivalente al hecho
de que u sea un punto extremo aislado de la bola unidad cerrada

de E.

3.2. El Teorema de Banach-Stone
para JB*-triples reales

La caracterizacion geométrica de los tripotentes en un JB*-
triple real o complejo que hemos visto en la seccién anterior, nos
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permite dar una cémoda prueba del Teorema de Banach-Stone
para JB*-triples, usando técnicas estandar. Asimismo obtendre-
mos el hecho probado en [37], que asegura que las isometrias
sobreyectivas entre JB*-triples reales conmutan con la operacion
cubo. A este menester le dedicamos la primera parte de esta
seccion y para su mejor comprension comenzamos recopilando
algunos hechos béasicos que seran utilizados mas tarde.

Sea E un JB*-triple real o complejo. Un elemento a € E se
dice algebraico si es una combinacién lineal finita de tripoten-
tes mutuamente ortogonales. Es bien conocido que los elementos
algebraicos son norma densos en un JBW*-triple real o complejo
(ver [34, Lemma 3.1] y apartado i) = ii) de la demostracién de
Theorem 4.8 en [37]).

El siguiente teorema, establecido por L. A. Harris en el ca-
so particular de J*-dlgebras [32, Theorem 4], fue probado origi-
nariamente por W. Kaup en [42] utilizando holomorfia infinito
dimensional y constituye uno de los resultados mas famosos y
utiles en la teoria de los JB*-triples. Este resultado engloba no
solo al teorema original de Kadison para el caso de C*-dlgebras
unitales, sino también las extensiones al caso de C*-algebras no
unitales y de JB*-algebras (ver [39], [60] y [85] respectivamente),
demostrando que el ambiente apropiado para su formulacién es
precisamente el de los JB*-triples.

Teorema 3.2.1 Sea ® : £ — F una isometria sobreyectiva en-
tre dos JB*-triples. Entonces ® es un isomorfismo de triples.

Demostracion.- Gracias al Teorema de Hahn-Banach
podemos afirmar que la aplicacién bi-traspuesta de &,
®** es también una isometria sobreyectiva entre los JBW*-triples
E* v F**. Ademas, el producto triple en £ y F** extiende a los
respectivos productos triples en £ y F. Por tanto, salvo conside-
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rar ®** en el lugar de @, podemos asumir que ® es una isometria
sobreyectiva entre dos JBW*-triples.

Si x es un elemento de norma uno en &, es claro que toda iso-
metria sobreyectiva conserva los conjuntos Dy (x) y Ds(x) defini-
dos en el Teorema 3.1.2 y por consiguiente ®(Tri(E)) = Tri(F).
Por otra parte ya que dos tripotentes e y f en £ son ortogo-
nales si y solo si f € &(e) = Di(e) se tiene que una tal iso-
metria conserva la relacién de ortogonalidad entre tripotentes.
En consecuencia ® conserva cubos de elementos algebraicos, es
decir ®({a,a,a}) = {®(a), P(a),P(a)} para todo a elemento
algebraico. La continuidad de @, la densidad de los elementos
algebraicos en £ y el hecho de que el producto triple es junta-
mente norma continuo, nos permite afirmar que ®({x,z,z}) =
{®(z), P(z), P(z)} para todo x € £. Ahora, si en la identidad de
polarizacién (1.2) tomamos o = (§ = 1, tenemos que

3

{,y,2} =471 Z(—z)k {z+ iy, z+ iy, a+ iy} (z,y€€)
k=0

y por tanto podemos afirmar que ® conserva productos triples
de la forma {z,y,z} (z,y € £). Por el proceso de linealizacion en
las variables externas (ver si acaso la identidad (1.3)), podemos
concluir que ® es un isomorfismo de triples. a

El siguiente ejemplo (ver si acaso [14, Remark 2.7]) pone de
manifiesto que las isometrias lineales sobreyectivas entre JB*-
triples reales no tienen por que conservar el producto triple. En
efecto, sea E la realificacion del JB*-triple M 5(C) de las matri-
ces uno por dos con entradas en los nimeros complejos y consi-
deremos la aplicacion ® : E — E dada por ®((a+if,v+1i0)) =
(417, 5410). Ya que la norma de un elemento (a,b) € E viene
dada por ||(a,b)||* = |a|* + |b|?, se tiene que @ es una isometria
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lineal y sobreyectiva sobre E y sin embargo no conserva el pro-
ducto triple. Por ejemplo, si tomamos x = (1 +1,0) e y = (0,1)
se tiene que ® {z,y, 2} = 0 mientras que {®(x), D(y), P(z)} # 0.
No obstante, ® preserva cubos. De hecho T. Dang tiene proba-
do que las isometrias R-lineales sobreyectivas entre JB*-triples
complejos conservan cubos y ortogonalidad entre elementos [14,
Proposition 1.2].

El resultado de Dang era extendido por J. M. Isidro, W. Kaup
y A. Rodriguez al caso de isometrias lineales sobreyectivas entre
JB*-triples reales [37]. El hecho de que los elementos algebraicos
son densos en JB*-triples reales, el Teorema 3.1.3 y la misma ar-
gumentaciéon dada en el Teorema 3.2.1 permiten obtener una de-
mostracion alternativa al resultado de Isidro, Kaup y Rodriguez.
La siguiente Proposicion recoge éste y otros resultados incluidos
en [37] y nos serd de utilidad en lo que sigue.

Proposicion 3.2.2 Sea ® : E — F una isometria lineal sobre-
yectiva entre dos JB*-triples reales. Las siguientes afirmaciones
se satisfacen:

1. ®O(x) L ®(y) siy solo six Ly.

2. ® conserva cubos, o equivalentente, conserva los productos
triples simetrizados

1
< z,Y,z >= g({x7y7 ’Z} + {va7y} + {yazax}>'

3. Para cada tripotente e € E, ® aplica los espacios E*(e),
Eo(e), y E7'(e) @ Ei(e) en los correspondientes espacios
con respecto a P(e).

En vista de que las isometrias R-lineales sobreyectivas en-
tre JB*-triples reales o complejos no tienen por qué conservar el
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producto triple, se plantea el problema de determinar aquellos
JB*-triples reales o complejos donde dichas isometrias son iso-
morfismos R-lineales. Como es natural la atencién se dirige en
primer lugar a la consideracién de factores de Cartan.

Un primer trabajo se debe a T. Dang, donde se afirma que
las isometrias R-lineales y sobreyectivas entre factores de Cartan
(complejos) de rango mayor que uno conservan el producto triple
[14, Proposition 2.6]. Como consecuencia se obtiene el principal
resultado de [14] que afirma que las isometrias R-lineales y sobre-
yectivas entre dos JB*-triples complejos £ y F tales que el bidual
de £ no contiene factores de Cartan de rango uno, conservan el
producto triple [14, Theorem 3.1].

Dang prueba que las isometrias R-lineales sobreyectivas entre
factores de Cartan de rango mayor que uno conservan cuadrangu-
los y trangulos conteniendo dos tripotentes minimales ortogona-
les y ademas son débil-* continuas. Por consiguiente, teniendo
en cuenta que todos los factores de Cartan de rango mayor que
uno salvo el factor III, son la expansién lineal débil-* cerrada
de una parrilla formada por trangulos y cuadrangulos contenien-
do tripotentes minimales ortogonales (ver Seccién 2.2), se pue-
de asegurar que las isometrias R-lineales sobreyectivas conser-
van tales parrillas y, ya que el producto triple es separadamente
débil-* continuo (ver [9] o [53]), también conservan el producto
triple. Nuestro proximo resultado demuestra en particular que
toda isometria R-lineal sobreyectiva de III, en si mismo es un
isomorfismo R-lineal.

Proposicién 3.2.3 Sea ® : £ — F una isometria R-lineal so-
breyectiva entre dos factores de Cartan complejos. Supongase que
& contiene un elemento unitario u. Entonces ® es un isomorfis-
mo real de triples. Aqui el factor € puede ser uno de los siguien-
tes: Inn, o, IIL,, IV, y VL
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Demostracion.- Podemos suponer que r(€) > 1 ya que en
otro caso &€ = C y el resultado es trivial. Por otra parte es
conocido [44, Proposition 5.7] que ®(&(u)) = Fo(P(u)). Por
consiguiente se tiene que F = ®(&) = ®(&(u)) = Fo(P(u)), lo
que prueba que v = ®(u) es un tripotente unitario en F. Como
ya conocemos £ y F pueden ser estructurados como algebras de
Jordan con involucion mediante productos e involuciones dadas
por

roy:={x,u,y}, x*:={u,z,u},

zoy:={x,v,y}, 2" :={v,z,v},
respectivamente. Por otra parte el apartado (2) de la Proposicién
3.2.2 nos asegura que ¢ conserva el producto triple simetrizado.
Podemos concluir pues que

%(I)(x*—l—%:) =d <u,z,u>=<v,P(z),v >= %(@(x)*%—Zfb(w))
y por tanto ® conserva las involuciones y en consecuencia los
elementos simétricos y antisimétricos. Este hecho unido a que
<zT,U Y >= %(moy—l—x* oy+xzoy*), nos permite asegurar que P
conserva los productos Jordan de cualquier par de elementos de
€. Finalmente, ya que el producto triple puede ser recuperado
del producto Jordan via la identidad

{z,y,2} =(xoy")oz+ (z0y*)ox— (zoz)oy,

podemos asegurar que ® conserva el producto triple. La tltima
afirmacién es consecuencia de la Proposicion 1.4.1 y el hecho de
que el factor VI es una JB*-dlgebra. O

Los comentarios previos a la proposicién anterior junto a di-
cha proposicién, dan plena validez a la Proposicién 2.6 y al Teo-
rema 3.1 en [14]. Por consiguiente podemos enunciar la siguiente
otra que sera utilizada a lo largo de este trabajo.
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Proposicién 3.2.4 Sea ® : £ — F una isometria R-lineal so-
breyectiva entre dos factores de Cartan complejos de rango ma-
yor que uno. Entonces ® es un isomorfismo real de triples. O

Nuestra atencién se dirige ahora a la consideracion de isome-
trias lineales sobreyectivas entre factores de Cartan reales. En
1997, W. Kaup prueba que las isometrias R-lineales y sobreyec-
tivas, cuyo dominio es un factor de Cartan real no excepcional
de rango mayor que uno y cuya imagen es un JB*-triple real,
son isomorfismos [44, Theorem 5.18]. Este resultado tiene como
precedentes el trabajo de C. H. Chu, T. Dang, B. Russo y B. Ven-
tura, que asegura que las isometrias lineales sobreyectivas entre
C*-algebras reales conservan el producto triple, y un resultado
analogo, debido a J. M. Isidro y A. Rodriguez, para isometrias
lineales sobreyectivas entre JB-dlgebras (ver [13, Theorem 6.4] y
[38, Theorem 1.9 (i)=(v)] respectivamente).

Realmente el resultado de Kaup es aplicable a todo factor
de Cartan real de rango mayor que uno salvo a los factores Vo
y VI, Precisamente en [44, pag 217] Kaup plantea como pro-
blema si dicho teorema se verifica también en los mencionados
factores. Nuestro principal objetivo en esta seccién es dar una
respuesta afirmativa a dicho problema. La novedad de nuestras
técnicas reside en el andlisis de las isometrias lineales sobreyec-
tivas entre JBW*-triples reales reducidos.

El siguiente lema se puede derivar de la clasificacién de los
JB*-triples de rango finito (véase [41, Theorem 4.10]). Nosotros
presentamos aqui una prueba basada en la descripcién de los
factores de Cartan dada en el Capitulo 2 y siguiendo ideas con-
tenidas en [15].

Lema 3.2.5 Sea £ un JBW*-triple y sean uy, uy dos tripotentes
minimales ortogonales en £. Entonces Ey(uy + uy) es CH>* C o
bien un factor spin.
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Demostracion.- Utilizando la descomposicién de Peirce es facil
comprobar que E(uy + uy) = E(uq) B E(ur) @ E1(ur) N E(uy).
Por consiguiente si & (uy)NE;(u1) = {0}, la Proposicién 3.1.1 (a)
asegura que & (uy + uy) es isométricamente isomorfo a C > C.

Supongamos pues que &1 (uy)NE (uy) # {0}. Nos proponemos
construir en & (u; + 1) una parrilla spin que lo genera.

El conjunto de las familias de tripotentes minimales mutua-
mente colineales esta parcialmente ordenada por la relacién de
inclusién y tiene la propiedad de que cada subconjunto no vacio
totalmente ordenado posee una cota superior, por tanto el Le-
ma de Zorn nos permite afirmar que existe en & (u; + 1) una
familia maximal, u; U {u;};c 1, de tripotentes minimales mutua-
mente colineales, donde I es algin conjunto de indices. Para todo
i € I, definimos u; = —2{uy,w;, w1} = —Q(uy + uy)u;. Ya que
Q(uy +u7) es un automorfismo, conjugado lineal, de triples sobre
Ea(u1+1uy), se tiene que U; es un tripotente minimal en E(ug+1u1)
y por tanto minimal en £. Ademés u; € & (u1) N E(uy) y es or-
togonal a wu;. Por consiguiente podemos afirmar que para todo
i € I, la cuddrupla (uq, u;, Uy, —u;) forma un cuadrangulo. El Le-
ma 2.2.15 nos asegura que (u;, u;, u;, —t;) forma un cuadrangulo
para cada par de indices distintos ¢,7 € I.

Sea J la unién disjunta de I y {1}, notemos por V" al JBW*-

triple
i€J

Si V' # {0} existird algun tripotente v € V. Teniendo en cuen-
ta la maximalidad de la familia u; U {u;};es, €l Teorema 2.2.13
aplicado a u; y v (respectivamente u; y v) en E(uy +uy), fuerza
que v es un tripotente minimal en V' que gobierna a u; (respec-
tivamente u;) para todo j € J. Ademds, ya que para cada x € V
se tiene {v, v, x} = 2{v, v, {uy,us,2}}, la identidad de Jordan y
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la aritmética de Peirce nos permite asegurar que V' = Cv y por
tanto E(uy + uy) = E(v).

Dado que {v, uy, v} € E(uy)NE(v) es claro que existe ug, un
conveniente multiplo escalar de v, tal que {ug,us,up} = uy. Ya
que (uq,u;, Uy, —u;) forma un cuadrangulo, de nuevo la identidad
de Jordan y la aritmética de Peirce nos permiten asegurar que
Q(up)u; = u; para todo ¢ € I. Hemos probado pues que la familia
{uy, ur }U{u;, w; ier, junto con ug si ha lugar, es una parrilla spin
(Definicién 2.2.5) que genera &(uj + uy) y por la Proposicion
2.2.6 es un factor spin. O

Corolario 3.2.6 Sea E un JBW*-triple real reducido y sean v,
v dos tripotentes minimales ortogonales en E. Entonces Eq(v+0)
es R@®>* R o bien un factor spin real.

Demostracion.- El mismo argumento dado en el lema anterior
permite afirmar que FEz(v +v) = Rv @ Rv @ Ey(v) N Ey(v),
as{ pues si Ey1(v) N E1(v) = {0}, entonces Ey(v + v) puede ser
identificado con R &> R. En otro caso, ya que E es reducido se
tiene que v, v son dos tripotentes minimales ortogonales en E
y en virtud del lema anterior, podemos concluir que FEy(v + )
un factor spin. Por consiguiente Ey(v + 0) = Eh(v + )" es una
forma real de un factor spin y en consecuencia es un factor spin
real. a

Nos proponemos refinar la informacién dada en el Lema 3.2.5
y en el Corolario 3.2.6 en el caso de factores de Cartan complejos
y reales reducidos. A tal efecto introducimos las siguientes no-
ciones. Una proyeccién p en una JBW*-algebra M se dice que es
una proyeccién abeliana si Ms(p) es una JBW*-4lgebra aso-
ciativa. El centro de un algebra de Jordan J es el subconjunto
de J formado por todos aquellos elementos que asocian con todos
los elementos de J.
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Lema 3.2.7 Sea E un factor de Cartan complejo (respectiva-
mente, un factor de Cartan real reducido), y sean v y v dos
tripotentes minimales ortogonales en E. Entonces se verifican
las siguientes afirmaciones:

(a) Ea(v+70) es un spin complejo (respectivamente, real).

(b) Eziste u € Ey(v +0) tal que (v,u,v) es un trangulo (res-
pectivamente, (v,u,v) o bien (v,u,—v) es un trdngulo).
Ademds, en ambos casos, si (a,b,c) representa a un tal
trdangulo se tiene que e(a+b+c) es un tripotente minimal

sty solo st le| = 3, ye(a+b—c) es un tripotente si y solo
si |e| = \/Li

Demostracion.- (a) Sean v y v dos tripotentes minimales or-
togonales en un factor de Cartan complejo E. Por [34, Lemma
3.12 (2)] sabemos que existe un tripotente completo e € E tal
que v,V € Fy(e) y ambos tripotentes son proyecciones ortogona-
les en FEs(e). Como E es un factor de Cartan complejo, el Lemma
4.6 en [34] asegura que Es(e) es una JBW*-dlgebra factor, es de-
cir, su centro coincide con Ce. Por otra parte, el Lema 3.2.5 nos
asegura que Fy(v+ ) coincide con C &> C o con un factor spin.
En el caso de que Ez(v +v) = C v &> C v, entonces v + U es
una proyeccién abeliana en Ey(e). Como ademds v < v + v en
Es(e), el Lemma 5.3.2 en [31] asegura que v = ¢(v) o (v + ),
donde ¢(v) es la menor proyeccién en el centro de Fs(e) que ma-
yoriza a v. Por tanto, dado que el centro de Es(e) es Ce, se tiene
que v =eo (v+7v) = (v+v), lo cual es una contradiccién. Por
consiguiente podemos afirmar que Ey(v + U) es un factor spin.

Por otro lado si F es un factor de Cartan real reducido se
tiene que v y v son tripotentes minimales ortogonales en la com-
plexificacion de E. Ya que Fs(v + v) es un factor spin se tiene
que Es(v + ) es un factor spin real.
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El apartado (b) se sigue de los comentarios finales de los apar-
tados 2.1.5y 2.1.4. O

El proximo resultado es clave para la obtencién de un Teore-
ma de tipo Banach-Stone para factores de Cartan reales reduci-
dos.

Teorema 3.2.8 Sea ¢ : E — F wuna isometria sobreyectiva
entre dos JBW*-triples reales reducidos. Entonces ® conserva
cuadrdngulos formados por tripotentes minimales. Ademds, si
(v,u,v) es un trangulo en E con v, minimales, entonces

(®(v), P(u), P(V)) es un trdngulo en F.

Demostracion.- Por la Proposicion 3.2.2, ® conserva tripoten-
tes y las relaciones de minimalidad y ortogonalidad entre ellos.
Ademas, ya que E y F son JBW*-triples reducidos, ® también
conserva el espacio de Peirce Fj(v) para todo tripotente mini-
mal v y en consecuencia ® conserva la relacion de colinealidad
entre tripotentes minimales. Asi pues, si (ug,ug, us,uy) €s un
cuadrangulo de tripotentes minimales en F, entonces la triple-
ta (P(uy), P(ug), P(uz)) forma un pre-cuadrangulo. Para probar
que (P(uy), P(ug), P(us), P(uy)) es un cuadrangulo bastara pro-
bar que ®(ug) = 2{P(uq), P(uz), P(u3)}. A tal efecto, notaremos
por v; = ®(u;) parai = 1,2,3,4. Por el Corolario 3.2.6 y la Pro-
posicién 2.1.3 se tiene que Fy(v; + v3) es un factor spin real de
rango 2 conteniendo a vy y a v4. Ademds, como Q(v; + v3) es
un automorfismo sobre Fy(vy + v3), tenemos que 2 {vy, v, v3} =
Q(v1 + v3)(v2) es un tripotente minimal en Fy(v; +v3) el cual es
ortogonal a vy. Por tanto ya que en todo factor spin real de rango
dos, el espacio ortogonal relativo a un tripotente minimal tiene
dimensién 1 (véase el apartado 2.1.4), y dicho espacio contiene
a los tripotentes 2 {vy,va,v3} y vy, se tiene necesariamente que
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2{vy,v9,v3} = +v4. Supongamos que 2 {vy, v, v3} = —uy, es de-
cir la cuadrupla (vy, v, v3, —v4) forma un cuadrangulo. El Lema
1.1.4 aplicado a los cuadrangulos (uq, ug, us, uy) y (v1, V2, v3, —4)
asegura que e = \%(ul + uy + ug — uy) es un tripotente, mien-
tras que ®(e) = \%(vl + vy + v3 — vg) no lo es, lo que contra-
dice el hecho de que ® conserva tripotentes. En consecuencia
2 {Ul, Vo, U3} = V4.

Sea ahora (v, u,v) un trangulo en E con v, v tripotentes mi-
nimales. Dado que ®(FE;(v)) = Fi(®(v)), P(F1(v)) = F1(P(v)),
de nuevo el Corolario 3.2.6 y la Proposicién 2.1.3 nos permiten
asegurar que

sty : Balv +7) — Fo((0) + B(F))

es una isometria lineal sobreyectiva entre dos factores spin rea-
les de rango 2. Ya que u es un tripotente en Ej(v) N Ey(v) se
tiene que ®(u) € Fi(P(v)) N F1(P(v)). Como ®(u) no es mi-
nimal en Fy(®(v) + ®(v)), el Teorema 2.2.13 nos asegura que
O(u) F ¢(v) y ®(u) = ®(v). En consecuencia, para poder afir-
mar que la tripleta (®(v), ®(u), ®(v)) forma un trdngulo, bas-
ta probar que Q(®(u))(®(v)) = ®(v). En efecto, utilizando la
aritmética de Peirce, el hecho, anteriormente comentado, de que
el espacio ortogonal relativo a un tripotente minimal en un fac-
tor spin real de rango dos tiene dimensién 1, y que Q(®(u)) es
un automorfismo sobre Fy(®(u)), podemos deducir que el tripo-
tente Q(D(w))(®(v)) € Fo(®(v)) N Fy(®(v) + 6(7)) = R(T), y

en consecuencia

Q(®(u))(®(v)) = £2(v).
Si Q(P(u))(P(v)) = —P(v), entonces (P(v), P(u), —P(v)) es un
tréngulo. Ahora el Lema 3.2.7 (b) nos asegura que 3(v + u + 0)
es un tripotente en F, mientras que
1

5((13(71) + ®(u) +P(0)) = (I)(%(U +u+0))
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no es un tripotente, lo que es una contradicciéon. En consecuencia

Q(P(w))(®(v)) = ©(v), D

En 1992 T. Dang ([14, Lemma 2.5]) probaba que toda iso-
metria R-lineal entre dos factores de Cartan complejos de rango
mayor o igual que uno es débil-* continua. Mas tarde, A. Peralta
y J. Martinez establecian que toda isometria lineal sobreyectiva
de un JBW*-triple real en si mismo, es automaticamente débil-*
continua (ver [53, Proposition 2.3]). Este resultado se puede ex-
tender al caso de isometrias lineales sobreyectivas entre JBW*-
triples reales arbitrarios, como prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.9 Toda isometria lineal sobreyectiva entre
JBW*-triples reales es automdticamente débil-* continua.

Demostracion.- Sea ® : E — F una isometria lineal sobre-
yectiva entre dos JBW*-triples reales y sean FE, y Fi los pre-
duales de F' y F', respectivamente. Es facil ver que el JB*-triple
E®>*F es un espacio de Banach dual cuyo predual coincide con la
(1-suma de F, y F,. En consecuencia £@&> F es un JBW*-triple.

Sea ahora W la aplicaciéon de E@®*° F' en si mismo definida por
Ue, f) = (@7(f),P(e)). Claramente ¥ es una biyeccién lineal
isométrica sobre E®>F, por lo que, en virtud de [53, Proposition
2.3], ¥ es débil-* continua. Ahora la continuidad débil-* de ® se
deduce sin més que observar que ®(e) = ¥(e, 0). O

Nuestro préximo objetivo sera probar que las isometrias li-
neales sobreyectivas entre factores de Cartan reales reducidos
son isomorfismos de triples. En particular obtendremos una res-
puesta afirmativa al problema planteado por W. Kaup en [44,
pag. 217].
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Proposicién 3.2.10 Sea @ : E — F una isometria lineal sobre-
yectiva entre dos factores de Cartan reales reducidos. Entonces
® es un isomorfismo de triples.

Demostracion.- La Proposicion 3.2.2 asegura que las isome-
trias lineales sobreyectivas conservan la ortogonalidad de elemen-
tos y por tanto E' y F' tienen el mismo rango.

Supongamos primero que F es uno de los factores siguientes
IE I IV VI®, VO donde r,s,n—1 > 1. En este primer
caso F coincide con el cierre débil-* de la envolvente lineal de una
cierta parrilla construida a base de cuadrangulos de tripotentes
minimales y de trangulos (v, u,v), donde v, ¥ son minimales (ver
Capitulo 2, §2). El Teorema 3.2.8 no permite afirmar que una tal
parrilla es transformada por ® en otra parrilla del mismo tipo en
F'. Ahora la Proposicién 3.2.9 unida al hecho de que el producto
triple es separadamente débil-* continuo, nos permite asegurar

que ® es un isomorfismo de triples.

Los restantes factores de Cartan reales reducidos de rango
mayor que uno son IS, IT5 | IIIE y VI? (ver Proposition 2.1.7).
Como ya conocemos VI? = H3(0Q) es una JB-dlgebra y la Pro-
posicion 1.4.2 nos asegura que todos los factores anteriores son
JB-dlgebras. La tesis de nuestro resultado se sigue en este caso
de [37, Proposition 4.11].

Por dltimo si el rango de E y F es uno, entonces
E = I?Em = F y el resultado es trivial, ya que I¥ _ se puede

1,m
identificar con un espacio de Hilbert real con producto triple

dado por {x,y,z}:%((w,y)z—{—(z,y)aj). O

Lema 3.2.11 Sean {C;,i € I} y {C;,j € J} dos familias de
factores de Cartan reales o realificaciones de factores de Cartan
complejos. Sea @ : &5¢,C; — @32 ,;C; una isometria lineal sobre-
yectiva. Entonces para cada © € I existe un unico 7 € J tal que
Q| ¢, : C; — C; es una isometria lineal sobreyectiva.
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Demostracion.- En primer lugar hacemos notar que tanto
©5e;Ci como @32 ;C; son JBW*-triples con preduales DL (Co)uy

1
@fle ;(C})+, respectivamente y en virtud de la Proposicién 3.2.9,
podemos afirmar que ® es débil-* continua. Por otra parte la
Proposicién 2.0.1 nos dice que cada factor de Cartan real o rea-
lificacién de un factor de Cartan complejo coincide con el cierre,
en la topologia débil-*, de la envolvente lineal de sus tripoten-
tes minimales. Por consiguiente, ya que ®~! es también lineal,
sobreyectiva e isométrica, bastarda probar que para cada ¢ € [

existe un tnico j € J tal que ®(MinTrip(C;)) C C;. En efecto:

Ya que los tripotentes minimales no pueden expresarse como
suma de dos tripotentes ortogonales, es claro que todo tripotente
minimal en &7 ;C; pertenece a un unico factor de Cartan y que
dos tripotentes minimales no ortogonales estan contenidos en el
mismo factor de Cartan. Por otra parte, la Proposicion 3.2.2
asegura que ® conserva tripotentes minimales y la relacion de
ortogonalidad.

Sea v un tripotente minimal en C;. Entonces ®(v) pertenece
a un unico factor de Cartan real o complejo C; y la imagen por &
de todo tripotente minimal en C; no ortogonal a v esta contenida
en C;. Supongamos ahora que existe en C; un tripotente minimal,
v, ortogonal a v. En este caso C; tiene rango mayor que uno, por
lo que las proposiciones 2.1.7,2.1.1 y 2.1.6 y el Lema 3.2.7(b) nos
aseguran que es posible encontrar un tercer tripotente minimal
en C; que no es ortogonal a v ni a v. En consecuencia ®(v) € Cj,
lo que acaba la demostracion. O

Estamos ahora en condiciones de establecer el Teorema 5.18
en [44] sin restricciones sobre la excepcionalidad, siguiendo argu-
mentos similares a los empleados en la prueba de dicho teorema.
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Teorema 3.2.12 Toda isometria R-lineal sobreyectiva con do-
minio un factor de Cartan real o complejo de rango mayor que
uno e imagen un JBW*-triple real es un isomorfismo de triples.

Demostracion.- Sean E, F' 'y ® : E — F en las condiciones
del teorema. Los teoremas de descomposicion atémica aseguran
que FF = A®>* N, donde A es la {,-suma de factores de Car-
tan reales o realificaciones de factores de Cartan complejos y N
es un ideal débil-* cerrado que carece de tripotentes minimales
(ver la introduccion del Capitulo 2). Por otra parte, dado que ®
es débil-* continua, conserva tripotentes minimales y la relacién
de ortogonalidad, se tiene que F' = ®(FE) = A. Ademaés el Le-
ma 3.2.11 nos dice que F' ha de ser un factor de Cartan real o
complejo. Ahora, ya que ® conserva ortogonalidad y por tanto
el pardmetro z en la Tabla 1 [44, pagina 210], en virtud de [44,
Lemma 5.6] se ha de verificar que E'y F' son simultdneamente

reducidos o bien complejos 0 E = F =I5, 5, 0 B = F =1III, .
Finalmente, las proposiciones 3.2.10, 3.2.4 y los lemas 5.14, 5.17

en [44], permiten asegurar que ® es un isomorfismo de triples. O

Como resultado principal de esta seccion establecemos el si-

guiente teorema que puede ser considerado como una extension
de [14, Theorem 3.1].

Teorema 3.2.13 Sea ® : F — F wuna isometria lineal sobre-
yectiva entre dos JB*-triples reales y supongamos que E** no
contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno.
Entonces ® es un isomorfismo de triples.

Demostracion.- Como ya conocemos el bidual de un JB*-
triple real es un JBW*-triple real, por tanto la aplicaciéon bi-
traspuesta de ®, ®** : E** — F** es una isometria R-lineal sobre-
yectiva débil-* continua entre JBW*-triples reales. Argumentan-
do como en el Teorema anterior, ®** aplica la parte atémica de
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E**, Ape = @'}, en la parte atémica de F**, Apw = @f=C).
Por consiguiente,

U= 0|y, 1 0 — @0

es una isometria R-lineal sobreyectiva. Ahora, el Lema 3.2.11 ase-
gura que para cada i, V|g, : C; — C; es una isometria R-lineal
sobreyectiva entre dos factores de Cartan reales o complejos.
Dado que Cj tiene rango mayor que uno, el Teorema 3.2.12 nos
permite afirmar que ¥|q, es un isomorfismo de triples y en con-
secuencia ¥ también lo es. Para finalizar, sean 7g : E** — Ap«
y mp : F** — Aps« las proyecciones canénicas de E** y F** sobre
sus partes atémicas v jg y jr las inclusiones candénicas de 'y F
en sus biduales. Es claro que mgojg v mpojr son homomorfismos
de triples. Ademas son isométricos. En efecto:

Sea x € F de norma uno. El teorema de Krein-Milman nos
da que D(FE,x) tiene puntos extremos y por tanto podemos en-
contrar un ¢ en la bola unidad de E*, tal que p(z) = 1. En
virtud de [64, Corollary 2.1 y Lemma 2.7], existe un tripotente
minimal u € E** tal que ¢ = ¢ o P'(u). Por consiguiente ¢ se
anula en la parte no atémica de E** de aqui que ¢ = pomg. Las
desigualdades

L= |[z]] = [l7e@)| = lre(e(@)]] = e(re(ie(2))) = ¢(z) = 1,
prueban que mgoj es una isometria lineal. Un argumento anélogo
prueba que mg o jp.

Finalmente, de la igualdad (7g o jp) o ® = ¥ o (mg o jg), se
deduce que ® es un isomorfismo de triples. O

Nota 3.2.14 La tesis del Teorema 3.2.13 puede no cumplirse
cuando el bidual de E contiene factores de Cartan de rango uno.
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Por ejemplo si consideramos E = I | F = TV™0 entonces la
aplicacion identidad de E en F', vistos ambos como espacios de
Hilbert n-dimensionales, es una isometria lineal sobreyectiva que

no conserva el triple producto.

La equivalencia entre isometrias lineales sobreyectivas e iso-
morfismos de JB*-triples complejos ha sido mencionada varias
veces en este capitulo. El hecho de que todo isomorfismo de triples
sea automdticamente isométrico es un resultado bien conocido,
mcluso en el ambiente de los JB*-triples reales, que puede ser
fdcilmente deducido del axioma de Gelfand-Naimark. El lector
interesado en la prueba puede consultar [37, Theorem 4.8] para
el caso de JB*-triples reales y [42, Proposition 5.5] para el caso
complejo (comparar con [34, 2.4]).

Concluimos esta seccién presentando algunas aplicaciones de
nuestro principal resultado. A tal efecto recordemos que el bi-

dual de una JB-édlgebra es una JBW-dlgebra con unidad (ver
[31, Theorem 4.4.3 y Lemma 4.1.7] o [76]).

Corolario 3.2.15 Sea ® : A — B wuna isometria lineal so-
breyectiva entre dos J*B-dlgebras (respectivamente, dos JB-dlge-
bras). Entonces ® es un isomorfismo de triples. En caso de que
& sea unital (respectivamente, A y B unitales y ® unital) se tiene
que es un *-isomorfismo (respectivamente, isomorfismo).

Demostracion.- Si la parte atéomica del JBW*-triple real A**
no contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno,
la afirmacién se sigue del Teorema 3.2.13.

Supongamos pues que la parte atémica del JBW*-triple real
A** contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno.
Por otra parte, ya que en cualquier caso el JBW*-triple real A**
(respectivamente B**) tienen un elemento unitario, se tiene que



88 Capitulo 3. Aspectos Geométricos

todo factor de Cartan real o complejo en la parte atémica de
A*™* (respectivamente B**) contiene un elemento unitario. Aho-
ra, en virtud de la Proposicién 2.1.7, se deduce que los factores
de Cartan reales o complejos de rango uno tanto en A** como en
B** coinciden con R, C 0 IV2P, Sea C cualesquiera de estos tres
factores. El Lema 3.2.11 junto al hecho de que ®** conserva la
dimensién nos permiten afirmar que **|¢ aplica C' en si mismo.
Por consiguiente, ya que C' puede ser visto como un espacio de
Hilbert real, ®**|c es un isomorfismo de triples. En conclusién
®** restringido a los factores de Cartan reales o complejos de
rango uno de A* es un isomorfismo sobre su imagen. El argu-
mento final de la prueba del Teorema 3.2.13 permite concluir que
® es un isomorfismo de triples.

La segunda afirmacion se sigue facilmente sin més que tener
en cuenta que en presencia de unidad, el producto binario y la
involucién se recuperan a partir del producto triple (ver Capitulo
1). O

Un razonamiento andlogo al empleado en el corolario anterior
permite obtener el siguiente otro (comparar con [14, Corollary
3.3]).

Corolario 3.2.16 Toda isometria R-lineal sobreyectiva entre dos
JB*-dlgebras conserva el producto triple. En particular, si dichas
algebras son unitales y la isometria conserva la unidad, entonces
dicha isometria es un *-isomorfismo. O

Una consecuencia trivial de los dos corolarios anteriores es
que las isometrias R-lineales sobreyectivas entre dos C*-algebras
o bien dos C*-dlgebras reales conservan el producto triple (com-
parar con [14, Corollary 3.3] y [13, Theorem 6.4]).



Capitulo

Teorema de Saito-Tomita-Lusin
para JB*-triples

El bien conocido criterio de Lebesgue para funciones Rie-
mann integrables afirma que una funcion real y acotada definida
en un intervalo cerrado y acotado de R™ es Riemann integrable si
y solo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida
nula. En el primer tercio del siglo pasado, N. Lusin extendia este
resultado al caso de funciones medibles Lebesgue [75]. El resulta-
do que hoy dia se conoce en la literatura como Teorema de Lusin
(ver [70, 2.6.1]) puede formularse en los siguientes términos:

Sean 0 un espacio localmente compacto Hausdorff y p una
medida de Radon positiva sobre (). Dada una funcion medible
f: Q — C verificando que existe un conjunto de Borel A C ()
con p(A) < oo y f(xr) =0, Vo & A, entonces para cada € > 0
existen un conjunto de Borel E C Q con p(Q\FE) < € y una
funcion g € Co(Q) tal que f y g coinciden en E. Ademds se
puede consequir que

sup{|g(w)[} < sup{|f(=)[}.

39
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Supongamos que {2 es un espacio localmente compacto Haus-
dorff y 11 es una medida de Radon positiva y finita (u(2) < oo)
sobre €. Notemos por L>(€2, i) al espacio de las clases de funcio-
nes complejo valuadas, medibles y esencialmente acotadas sobre
Q). Es bien conocido que L*(£2, i) es una C*-algebra. Gracias al
Teorema de Radon-Nikodym podemos asegurar que L*(£2, i) es
una W*-algebra cuyo predual coincide con L'(£2, u1), el espacio
de Banach de las clases de funciones u-integrables sobre §2. Toda
funcion f € L*(£, u) cumple las hipétesis del Teorema de Lusin,
y en consecuencia Cy(§2) es una C*-subdlgebra débil-* densa de
la W*-algebra conmutativa L>(€, u).

En 1959, M. Tomita obtuvo una extensién no conmutativa
del Teorema de Lusin para el caso de C*-algebras arbitrarias, que
més tarde fue reelaborada y ampliada por K. Sait6 [73, Theorem
2], utilizando para tal fin una versién no conmutativa del Teore-
ma de Egoroff. La versién no conmutativa del Teorema de Lusin
puede ser enunciada en los siguientes términos:

Sean N wuna C*-dlgebra con unidad 1 actuando sobre un
espacio de Hilbert, M la clausura débil de N, a un elemento
cualquiera de M y e una proyeccion en M. Entonces para cada
funcional ¢ positivo no cero en el predual de M y cada par de
numeros positivos € y 0 menores que uno exristen una proyeccion
feM,conf<e ybe N tales que p(e — f) < e, af =bf y
16l < (1 +0)l[af]-

El anterior Teorema permitié un gran desarrollo de la teoria
de C*-algebras y sigue siendo hoy en dia una herramienta muy
util (ver por ejemplo [61, 80]).

El objetivo de este capitulo es extender el Teorema de Lusin
al ambiente no ordenado de los JB*-triples.
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4.1. Requisitos geométricos

La ausencia de un buen orden en el conjunto de los elementos
tripotentes de un JB*-triple es el principal obstaculo a salvar a
la hora de extender el Teorema de Lusin desde el ambiente de las
C*-algebras a los JB*-triples. Para solventar esta carencia vamos
a profundizar en alguno de los aspectos geométricos estudiados
en los capitulos anteriores. A ello dedicamos esta primera seccion.
Mas concretamente, en la Proposicion 4.1.4 establecemos una
desigualdad geométrica que serd la herramienta clave para la
obtencion de una version no ordenada del Teorema de Lusin
para JB*-triples.

Comenzamos obteniendo algunos lemas técnicos necesarios
para la demostracion.

Sean J un algebra de Jordan, x € J y U, la aplicacién lineal
de J en J dada por U,(z) = 2(zo2)ox — 2?02 (2 € J). Es
bien sabido que para cada x € J se verifica que U,z = U? [31,
Lemma 2.4.21].

Lema 4.1.1 Sea J una JB-dlgebra con unidad 1 y sea p € J tal
que p* = p. Entonces para cada x en J1(p) se verifica la siguiente
1qualdad:

l2]* = 1|2l = || {z, =, p} || = [ {z, 2,1 = p}I.

Demostracidn.- Como x € Ji(p) (es decir, {p,p,z} = 3z) se
tiene poxr = (1—p)ox = %x Por consiguiente se verifica que

2?0 (1—p) ={z,p,z}

y también que
v?op={x,1—-pa}.
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Ademas

*=a2*op+a’o(l—p).

Por la aritmética de Peirce podemos asegurar que %o p € Jo(p)
y que 2% o (1 — p) € Jo(p). Por consiguiente, el apartado (a) de
la Proposicion 3.1.1 nos asegura que

l][* = J|2*|| = max{[|z* o pll, l2* o (1 — p)|}.

Podemos asumir que ||z]] = 1 = ||z2op||. Afirmamos que, en este
caso, también se verifica que ||z%o (1 —p)|| = 1. Supongamos, por
el contrario, que [l o (1 — p)| = || {z,p,z} | < 1. Nuevamente

la aritmética de Peirce nos permite comprobar que
ot = (2% op)* + (2% o (1 = p))?,
(2?0p)? = {a?,p, 2’} y (2% 0 (1 = p))* = {2®, 1 - p,2”}.
Ahora, la desigualdad
1% o plI* = [I(2* o p)°Il = | {=*, p, 2"} | = |Ua2 (p)

= U0 < l2lP1Up)l = | {z,p, 2} || < 1

contradice el hecho de que 1 = ||2? o p||, lo que a su vez concluye
la demostracion. O

El lema anterior permite formular el siguiente corolario.
Corolario 4.1.2 Sean J wuna JB*-dlgebra wunital y p una

proyeccion en J. Entonces para cada x € Jy(p) U Jo(p) , se veri-
fica la siguiente desigualdad

1
ez, p} | > Il
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Demostracion.- Supongamos que x € Ji(p) y sean h,k €
Ji(p) tales que h* = h, k* = k' y x = h + ik. Gracias al Lemma
1.5 en [27] podemos concluir que {z, z, p} es un elemento positivo
en Jy(p) y por tanto simétrico en J. En consecuencia {z,z,p} =
po(zroz*) = po(h®*+k?). Teniendo en cuenta que {k, k,p} = pok?
v {h,h,p} = p o h? son elementos positivos en J, se deduce que

{z, =, p} | = max{|[ {h, b, p} ||, [[ {k, k, p} I}

Ahora, ya que h, k € Ji(p), el Lema 4.1.1 nos asegura que
) 1 1
@, p} | = max{ Al %17} = S (IRl + [KI)* = )]
Para terminar, si € J,(p), entonces

* < 1
@, p} I = llwoa™|l = 117+ K] = max{ [P, k7 > 1l
O

El siguiente resultado establece una relacion entre las isome-
trias parciales y las proyecciones de BL(H).

Lema 4.1.3 Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea e una
isometria parcial en BL(H). Entonces ezisten una proyeccion

p en BL(H) y wun homomorfismo de triples isométrico
T:BL(H)— BL(H) tales que T(e) = p.

Demostracion.- Dado que BL(H) es un JBW*-triple, [34,
Lemma 3.12] asegura la existencia de un tripotente completo
u € BL(H) satisfaciendo e < w. Por consiguiente uu* y u*u
son proyecciones en BL(H) siendo alguna de ellas la identidad.
Supongamos que uu* es la identidad en BL(H) y notemos res-
pectivamente g y K a la proyecciéon u*u y al subespacio u*u(H).
Afirmamos que la aplicacién lineal T': BL(H) — BL(H) dada
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por T'(z) = u*x satisface la tesis del lema. En efecto, teniendo
en cuenta que u* : H — K es una isometria lineal sobreyectiva,
es facil comprobar que T': BL(H) — BL(H, K) es un isometria
lineal sobreyectiva entre dos JB*-triples y por tanto un isomorfis-
mo de triples (Teorema 3.2.1). Por tanto T'(e) < Tu = u*u = g,
lo que implica que T'(e) es una proyeccién en BL(H). O

Sea C' un factor de Cartan finito dimensional y sean u, v dos
tripotentes en C. Por [50, Corollary 5.12] sabemos que existe
una isometria lineal sobreyectiva 1" de C' en C' tal que Tu = v
si y solo si Cy(u) y Co(v) tienen el mismo rango. En particu-
lar, ya que el rango de H3(QF) es tres y en virtud del Teorema
3.2.1, podemos afirmar que, dado un tripotente e en H3(QF)

existen una proyecciéon p € Hs(Q%) y un isomorfismo de triples
T : H3(O%) — H3(OF) que aplica e en p.

Sea £ un JB*-triple. Por el Teorema de Gelfand-Naimark pa-
ra JB*-triples (Teorema 1.4.3) sabemos que £ es isométricamente
isomorfo a un subtriple de una /..-suma de factores de Cartan.
Como los factores de Cartan de tipo 1 a 4 pueden embeberse
isométricamente en algin BL(H) y el factor de Cartan de tipo
V es un subtriple de H3(QF), entonces £ puede ser visto como
un subtriple de

loo [ loo
BL(H) P (@ Hg(@‘c)> :
iel
Estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente pro-
posicion.

Proposicion 4.1.4 Sean £ un JB*-triple y e un tripotente en
E. Entonces para cada x € & (e) U & (e) tenemos

1
@, e} 1l = Z el
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Demostracion.- En efecto, por los comentarios anteriores £
puede ser visto como un subtriple de una /. -suma de un
BL(H) y una coleccién de JB*-dlgebras idénticas a Hs(QF).
Nuevamente, los comentarios anteriores y el Lema 4.1.3 nos
permiten asegurar que existe un homomorfismo de triples
isométrico sobre dicha f,-suma que aplica al tripotente e en
una proyeccion. Estamos, por tanto, en condiciones de aplicar el
Corolario 4.1.2, lo que concluye la prueba. O

La siguiente nota pone de manifiesto cémo la proposicion
anterior puede ser aplicada para obtener un conocimiento mas
profundo del subtriple &;(e).

Nota 4.1.5 Uno de los ingredientes necesarios para la demos-
tracion de la Proposicion 4.1.4 es el Lemma 1.5 en [27]. Dicho
resultado establece que para cada tripotente e en un JB*-triple,
E, la aplicacion sesquilineal definida por

Fy:&(e) x E(e) — &(e)

F1<I7y) = {l’,y,€}

es hermitiana, es decir Fy(z,y)* = Fi(y,z) para cada
z,y € &(e), positiva (léase Fy(x,z) > 0) y ademds satisface
que Fi(x,x) = 0 si y solo si x = 0. Por consiguiente, la ley
z i |z|e = |Fi(x,2)||2, define una norma sobre & (e) veri-

ficando que ||z|l. < ||z|| para todo x € & (e). Sin embargo no
era conocido que la norma ||.||c fuera equivalente a la natural
en & (e). Ahora, la Proposicion 4.1.4 asegura que ambas normas
son de hecho equivalentes. Mas concretamente:

lzlle < lzll < 2[l2 ]

Lo que nos dice que podemos controlar la norma de los elementos
de E1(e) a partir de la estructura algebraica de Ex(e).
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En particular, cuando e es un tripotente minimal, la apli-
cacion (x,y) = Fi(x,y) es un producto escalar sobre & (e) y
(&i(e), (, )) es un espacio de Hilbert isomorfo, como espacio de

Banach, a & (e).

Lema 4.1.6 Sean & un JB*-triple y e € £ un tripotente. Sea
x € & ypara cada j = 1,2 denotemos por x; = Pj(e)x. Entonces
Py(e){x,x,e} es un elemento positivo en la JB*-dlgebra Es(e) y
para cada j = 1,2, se verifica la siguiente desigualdad:

{2 e | < [ Pale) {2, 2z, e} |-

Demostracion.- Dado que x5 es un elemento de la JB*-alge-
bra & (e) v {xq,x2,e} = x5 0 x5, tenemos que {xq, 9, e} es un
elemento positivo en & (e). Los comentarios de la Nota 4.1.5 per-
miten concluir que {x1,z1,e} es también un elemento positivo
en &(e). Por tdltimo, la aritmética de Peirce implica que

Pye){x,x,e} = {9, x9,e} + {21, 21, €} .

La demostracién concluye observando que la norma en una JB*-
algebra conserva el orden en el conjunto de los elementos positi-
VOS. O

4.2. Teoremas de Egoroff y Lusin

Los resultados geométricos obtenidos en la secciéon anterior
nos van a permitir la demostracion del Teorema de Lusin en el
ambiente de los JB*-triples. Nuestra estrategia, al igual que la
de K. Saito en el caso de las C*-algebras, pasa por la obtencién
de un teorema de tipo Egoroff para JB*-triples.

Sean W un JBW*-triple y ¢ un elemento de norma uno en
W,. Sea z un elemento de norma uno en W tal que ¢(z) = 1.
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En [8, Proposition 1.2], T. Barton y Y. Friedman prueban que la
aplicacién (x,y) — ¢ {x,y, z} define una forma sesquilineal posi-
tiva sobre W que no depende del elemento z, es decir, si z; es otro
elemento de norma uno en W verificando que ¢(z1) = 1 entonces
o{z,y,2} = ¢{x,y,z1}. En consecuencia, la ley z — ||z, :=
(p {x,m,z})% (x € W) define una seminorma prehilbertiana
sobre W. Si € es un JB*-triple y ¢ es un elemento de norma
uno en £* entonces .||, es una seminorma prehilbertiana sobre
E** y por tanto sobre £. La topologia fuerte-* de W, introducida
por Barton y Friedman en [7], es la topologia sobre W generada
por la familia de seminormas {||.||, : ¢ € W, ||¢| = 1}. Usare-
mos la simbologia S*(W, W,) para denotar la topologia fuerte-*
de W. Si A es una JBW*-dlgebra vista como JB*-triple, en-
tonces S*(A, A,) coincide con la topologia en A generada por
todas las seminormas de la forma = — \/¢(x o z*), donde ¢ es
cualquier estado normal sobre A. Consecuentemente, cuando un
algebra de von Neumann M es vista como JBW*-triple, enton-
ces S*(M, M,) coincide con la usual topologia fuerte-* sobre M
(ver [72, Definition 1.8.7]).

Desde su introduccion por T. Barton y Y. Friedman, la topo-
logia fuerte-* ha sido desarrollada en trabajos de A. Rodriguez
[67] v A. Peraltay A. Rodriguez [65]. Esta topologia ha tenido un
papel importante en el desarrollo de la teoria de los JB*-triples
(ver por ejemplo [8, 65]). La topologia fuerte-* es compatible con
la dualidad (M, M,) y ademés la topologia fuerte-* es estricta-
mente mds fuerte que la topologia débil-* (ver [8, 67]). La virtud
mas destacada de la topologia fuerte-* es quizas la propiedad
de hacer al producto triple juntamente continuo en conjuntos
acotados [67].

A continuacion establecemos un teorema de tipo Egoroff para
JB*-triples.
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Teorema 4.2.1 Sean £ un JB*-triple, N un subconjunto de la
bola unidad de £ y a € £ un elemento en la adherencia
fuerte-* del conjunto N. Sean e € £ un tripotente, ¢ > 0 y ¢ €
E*. Entonces existen una sucesion (a,) C N y ey un tripotente
en £ verificando: eqg < e, |p(e —ep)| <€, y
i [|Pa(eo)(an — )| = 1| Py(eo)(an — )| = 0.

Demostracion.- Fijemos € > 0y ¢ € £*. Como a pertenece a
la adherencia del conjunto N en la topologia fuerte-*, entonces
existe una red (ay) C N que converge a a en la topologia fuerte-*
de £**. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que a =0y

que [l = 1.

Para cada A, denotemos por by al elemento Ps(e) {ay, ay,e}.
La continuidad conjunta del producto triple en conjuntos acota-
dos para la topologia fuerte-* nos permite asegurar que by — 0
en dicha topologia. Por el Lema 4.1.6, podemos concluir que b
es un elemento positivo en la bola unidad de la JBW*-algebra
&7 (e).

Denotemos a su vez por C) al JBW*-subtriple de £** ge-
nerado por e y by. Por [42], C) es isométricamente isomorfo a
C(K) para algin espacio compacto Hausdorff K C [0, 1]. Sea x
la funcién caracteristica del intervalo (=274 271) y ey = x(by).
Claramente, e, es una proyeccién en E3*(e) verificando que

24b)\26—€)\20.

Como by — 0 en la topologia fuerte-* y esta topologia es mas
fuerte que la topologia débil-* de £5*(e), concluimos que by y por
tanto e — ey tiende a cero en la topologia débil-* de £5*(e) (y en
consecuencia en la topologia o(E**,£%)).

Tomemos \; verificando que |p(e —ey, )| < € 271, Denotemos
e1 = ey, a1 = ay, v by = by,. Ahora, la Proposicién 4.1.4 y
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el Lema 4.1.6 aplicados en la segunda y en la tercera de las
siguientes desigualdades, respectivamente, nos permiten concluir
que

[Po(er)ar + Pi(en)ar]® < 2 ([ Pa(er)ar||” + | Prler)an?)

<2 ([[{Paler)ar, Py(er)ar, er} || + || {Pier)ar, Pi(er)ay, e} ||)
< 2Y|Py(er) {ar, an e} | < 1.

Consideremos ahora la subred (ay)x>»,. Es claro que la an-
terior subred sigue convergiendo a cero en la topologia fuerte-*
de £, Definamos ahora by = Py(e1) {ay, ay, €1} . Argumentando
como en el parrafo anterior, pero reemplazando y por la funcion
caracterfstica del intervalo (—275,27%), obtenemos un tripoten-
te, e, en £ y un elemento, ay, = ay (Ay > A1), tales que
pler —ea)| <2272y [|Pa(e2)(az) + Pr(ea)(an)|* < 27

Argumentando mediante induccién matemética obtenemos
que existen sucesiones (e,) C &*(e) y (a,) C N verificando que
e > ey, (e,) es una sucesion decreciente de tripotentes en £5*(e),

[o(e —er)] <27, [p(en—1 — €n)| < 27", (Vn >2),
1P2(en)(an) + Pr(en)(an)|* <n7%, (V0 €N).

Sea eq el limite en £** bajo la topologia débil-* de la sucesién
(en). Por [34, Corollary 3.13] concluimos que eq es un tripotente
en £ y ey < e, para todo n € N. Como ¢ € £* tenemos que

lp(e —eo)| = |w(e) — lim p(en)|

n—-+00

+0o0
g

+o0
=lple—e)+ ) plena—en)l <D o

n>2 n=1

= E&.
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Finalmente, como para cada natural n se tiene que ¢y < e,
(y por consiguiente Ei*(e,,) C E;*(eo)), se sigue que

1
1P2(e0) (an) |l = [ P2(e0) (Pa(en)(an) + Prlen)(an))ll < —,
y
1
1P1(eo)(an)ll = Il Preo) (Pa(en)(an) + Pren)(an))ll < .
desigualdades que permiten concluir la demostracion. O

El Teorema de Egoroff para JB*-triples permite demostrar
el siguiente corolario cuyo enunciado nos proporciona la tltima
herramienta necesaria para la obtencion del Teorema de Lusin
para JB*-triples.

Corolario 4.2.2 Sean £ un JB*-triple, © un funcional en E* y
a un elemento en E*. Entonces para cada tripotente e € E**,
e>01yd >0, eristen un tripotente e; en E* con e; < e y un
elemento ay € & wverificando:

[ P2(e1) (o —ar)|| <6, [[Pi(er)(a—ay) <6,
ar]] < |[(Pale) + Pi(e))all v [p(e—er)| <e.

Demostracion.- El Corolario 3.3 en [8] asegura que la bola
unidad cerrada de & es fuerte-* densa en la bola unidad cerra-
da de £**. En consecuencia, la afirmacién del corolario se sigue
cuando aplicamos el Teorema 4.2.1 a a = (Py(e) + Pi(e))a y
N ={z €& ||| <[[(Pe) + Pile))all} o

Estamos ahora en disposiciéon de obtener un Teorema de
Saito-Tomita-Lusin para JB*-triples.
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Teorema 4.2.3 Sean £ un JB*-triple, © un funcional en E*, y
a un elemento en £**. Entonces para cada tripotente e € E**,
e >0yd >0, evisten un tripotente ey en £ con ey < e y
ag € € verificando:

Py(eo)(a — ag) = Pi(eg)(av — ag) =0,
laoll < (1 +0)[[(Pa(e) + Prle))all y [p(e—e)| <e.

Demostracion.- No es restrictivo asumir que (Pa(e)+ Py (e))a
tiene norma uno. El Corolario 4.2.2 garantiza la existencia de un
elemento a; € £ y un tripotente e; en £** verificando que e; < e,

laa|l < [I(Pae) + Pu(e))all = 1, [[Paer)(a — ar)|| <2726,
|Pi(en)(a—a)|| <2728 v |ple—e)] <27 e.

Una nueva aplicacién del Corolario 4.2.2 reemplazando e por
e1 y a por (Py(er) + Pi(e1))(a — ay) nos permite asegurar la
existencia de as € £ y un tripotente e; < e; en £, verificando
las siguientes desigualdades:

laz|l < ||(Paler) + Pi(er)) (o —ar)|| <271 6,
[P2(e2)((Pa(er) + Pier)) (o — a1) — az)||
= | Py(ex)(a — a1 — ag)|| <272 6,
| Pi(e2)((Pa(e1) + Pi(er))(a —ay) — ad)||
= [|Pi(e2)(a —ar —a)l| <277 4,
y lpler—e)l <27%e
Procediendo mediante induccién obtenemos una sucesion (a,,)

en £ y una sucesiéon decreciente de tripotentes (e,) € £** con
e; < e satisfaciendo las siguientes desigualdades

HPQ(en)(Oé—Z ag)|| < 9—(n+1) 5, |‘P1<€n)(a_zak)” < 9—(n+1) 5,
k=1 =1
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3

lanall < [(Palen) + Pr(en)) (@ = ) ar)|l vy Jlaa]] <1
k=1

lp(en1 —en)| <2 ey |ple—e)| <27' e
Las desigualdades anteriores nos permiten concluir que

n—1

leanll < ZII Py(en1) + Pilen-1))(e =Y ar)| + [ladl]

k=1

—+o00
)
§1+Z2n+1 <146
n=2

Por consiguiente ay = Z: 1 Gy, es un elemento en & verificando
ademds que ||ag|| < 14 6.

Notemos por ey al limite en la topologia débil-* de la sucesion
(en). Tal y como hemos visto en la demostracion del Teorema
4.2.1, eg es un tripotente en £* y |p(e — eg)| < e.

Finalmente, para ¢ = 1, 2, la desigualdad

k=1

1P (e0)( Zak I = [1P:(co)(Pa(en)+Pi(en)) (@) ar)| <274,

muestra que P;(ep)(a — ap) = 0. O

Terminamos esta memoria con un Teorema de Lusin para
JB*-triples reales.

Sea E un JB*-triple real, Ela complexificacién de £y 7 la
conjugacion candnica en E _que verifica que E™ = E. Para cada
¢ € E* definimos 7(¢) € E* mediante 7(¢)(z) := ¢(7(z)). E
conocido que la ley ¢ — 7(¢) define una nueva conjugacién en
E*. Es también conocido que la aplicacion
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(E*)? L E*

¢ — 9|E

es una isometria lineal sobreyectiva (ver [37, Lemma 4.2]). Rea-
lizando una vez mds esta misma construccion obtenemos una
conjugacion 7 en £** verificando que E** = (E**)7. Para simpli-
ficar la notacion seguiremos notando mediante 7 a la conjugacion

~

T.

Al igual que en el caso complejo, dados un JBW*-triple real
W, ¢ un elemento en la esfera unidad de W, y un elemen-
to de norma uno, z, en W tales que p(z) = 1, la aplicacién
(x,y) — ¢{x,y, z} define una forma bilineal positiva sobre W
que no depende del elemento z [63, Lemma 2.4]. En consecuen-
cia, la ley z — |z|, = (gp{x,x,z})% (x € W) define una
seminorma prehilbertiana sobre W. La topologia fuerte-* de W,
S*(W, W,), es la topologia sobre W generada por la familia de
seminormas {|.[, : ¢ € Wi, ||¢|l = 1}. En [67, Corollary 3] y
[65, pag. 621] se prueba que las aplicaciones lineales entre JBW*-
triples reales o complejos son fuerte-* continuas si, y solo si, son
débil-* continuas.

Si E es un JB*-triple real yTes la conjugacién candnica en
su complexificacién, entonces 7T es fuerte-* continua. En realidad,
la Proposicién 3.2.9 nos permite asegurar que cualquier isome-
tria lineal y sobreyectiva entre JBW*-triples reales es automati-
camente fuerte-* continua. Como ya hemos comentado la bola
unidad cerrada de E es fuerte-* densa en la bola unidad cerrada
de E**, lo que unido a la continuidad fuerte-* de la conjugacién 7
nos permite afirmar que la bola unidad cerrada de E es fuerte-*
densa en la bola unidad cerrada de E**.

Las desigualdades geométricas obtenidas en la Proposicion
4.1.4 y el Lema 4.1.6 continian siendo ciertas para JB*-triples
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reales sin mas que pasar por su complexificacién. En consecuen-
cia, los comentarios anteriores permiten adaptar de manera lite-
ral las demostraciones del Teorema 4.2.1 y el Corolario 4.2.2 para
obtener el siguiente Teorema de Lusin para JB*-triples reales.

Teorema 4.2.4 Sean E un JB*-triple real, ¢ un funcional en
E* y a un elemento en E**. Entonces para cada tripotente e €
E™ >0 y0d >0, existen un tripotente eq en E** con ey < ey
ag € E satisfaciendo

Py(eo)(a — ag) = Pi(eo)(a —ag) =0,

laoll < (1 +0)[[(Pa(e) + Pr(e))al]l y [p(e — )| <e.
O

Nota 4.2.5 Supongamos que E es un JB*-triple real o complejo.
Es necesario destacar que los resultados obtenidos en los Teore-
mas 4.2.3 y 4.2.4 contintan siendo ciertos cuando reemplazamos
E** por cualquier JBW*-triple real o complejo W verificando que
E es débil-* denso en W.
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