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Capitulo 1

Introduccion: Justificacion y
precedentes

1.1 Introduccion

En el campo del Electromagnetismo, el método de diferencias finitas en el dominio del
tiempo ! se asocia histéricamente al método presentado por Yee (1966). Este permite resolver
las ecuaciones de Maxwell explicitamente en el dominio del tiempo mediante la sustitucién
de las derivadas espaciales y temporales por diferencias centradas de primer orden en un
dominio espacio temporal discreto. Una de las ventajas principales del método es la de
su sencillez y adaptabilidad al cédlculo por ordenador. Los algoritmos explicitos presentan
adem4s la ventaja de ser secuenciales en el tiempo, y no precisar inversién matricial.

No obstante y de un modo genérico esta definicién ha pasado a incluir a todos los métodos
que hacen uso de aproximaciones discretas de las derivadas para resolver explicitamente en
el dominio del tiempo las ecuaciones de Maxwell. Todos ellos tienen en comin la definicién
de un conjunto de puntos discreto del espacio-tiempo (red espacio-temporal) en los que
se obtienen los campos eléctricos y magnéticos como solucién de una aproximacién de las
ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, para lo que los operadores diferenciales son
sustituidos convenientemente por operadores discretos que actian sobre los campos definidos
en los puntos de la red.

El método FDTD genera una bibliografia numerosa y creciente y ha dado lugar desde
1966 a més de dos mil publicaciones que van desde la mejora y extensién del método, hasta
la aplicacién al andlisis y disefio de todo tipo de dispositivos electromagnéticos. Es por ello
casi imposible abrir una revista dedicada a electromagnetismo aplicado sin encontrarnos con
las conocidas siglas FDTD. En la siguiente grafica se muestra un histograma de la evolucién
del niimero de publicaciones a lo largo de los anos

La presente memoria ha sido desarrollada dentro de la linea de investigacién que el Grupo
de Electromagnetismo de Granada viene dedicando desde 1990 al método FDTD. Durante
una primera etapa, la participacién del grupo en los proyectos PRONTIC ”Desarrollo y
valicacién de métodos de cdlculo numérico para la prediccién y andlisis de las caracteristicas

1De aquf en adelante FDTD (Finite Difference Time Domain)



de los ecos radar (RCS) y su reduccién”, coordinado por la empresa CASA, sirvié para sentar
las bases del desarrollo de cédigos basados en FDTD donde se estudiaron los problemas
bésicos de estabilidad, dispersién, iluminacién, conversién campo cercano-lejano y se aplicé
a la determinacién de la seccién recta radar de blancos conductores. En una segunda etapa,
con la participacién en los proyectos de investigacién, ”Desarrollo y aplicacién de métodos
numeéricos en dominio del tiempo”, y ”Estudio de pérdidas en discontinuidades abruptas de
guias dieléctricas” financiados por la CICYT, se desarrollé y aplicé el método al tratamiento
de guias dieléctricas (fibras dpticas), isétropas y anisétropas. Es precisamente a raiz de
este ultimo proyecto cuando se planted la necesidad de hacer un estudio analitico de los
problemas numeéricos que se estaban resolviendo, por un lado, y del desarrollo de condiciones
absorbentes adecuadas para truncar guifas dieléctricas anisétropas. En esta memoria se
presentan los resultados de dicho estudio.

1.2 Antecedentes

Aunque cualquier revisién bibliografica que se intente hacer quedard prontamente desfasada,
sin 4nimo de ser sistemadticos ni exhaustivos, en este epigrafe daremos los antecedentes
fundamentales y més recientes que encuadran el trabajo de investigacién presentado en esta
memoria. Para una revisién més extensa de la bibliografia ver (Shlager y Schneider, 1995),
o consultar la continua actualizacién que de la bibliografia de diferencias finitas hacen los
autores del articulo citado en la direccién de web hitp://www.eecs.wsu.edu/Schneidj/fdtd-
bib.html

Aunque la aplicacién de diferencias finitas a las ecuaciones de Maxwell fue introducida a
la comunidad electromagnética por Yee en (1966), los origenes de la resolucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales mediante diferencias finitas se remontan a 1928 en un
articulo de Courant, Friedrichs y Lewy (Courant et al., 1928). No fue hasta quince afios
después, en tiempos de la Segunda Guerra Mundial, cuando se aplicé, con ayuda de las
primeras computadoras, a problemas de dindmica de fluidos. Después de la guerra se amplié
su campo a problemas de difusién y transporte de neutrones, reacciones termonucleares,
radiacién, etc. Progresivamente el nimero de problemas abordado mediante diferencias
finitas se ha ido expandiendo con el avance la microelectrénica, asi como han ido apareciendo
nuevos algoritmos basados muy a menudo més en la intuicién que en fundamentos
mateméticos. Como consecuencia, cuestiones como la convergencia, estabilidad, estimaciones
de error, no han sido tratadas de forma paralela al desarrollo computacional de los métodos.
De cualquier modo, los fundamentos matématicos bésicos se pueden encontrar en los trabajos
de Courant, Von—-Neumann, Lax, Richtmyer y Morton, entre otros, durante los afios 40 y
50 (Lax y Ritchmyer, 1956) (Richtmyer y Morton, 1967) y en algunos textos bésicos sobre
esquemas en diferencias (Mitchell y Griffiths, 1980) (Smith, 1985)(Godunov y Ryabenkii,
1987). Textos més recientes recopilan trabajos de investigacién mateméticos mas elaborados
(Dautray y Lions, 1984) que dan un formalismo més adecuado aunque més complejo de los
métodos en diferencias.

La aplicacién en electromagnetismo computacional ? de las diferencias finital, a partir

2Una revisién de los métodos computacionales en electromagnetismo puede encontrarse en (Miller, 1988)



del trabajo de Yee, se ha desarrollado unida a nombres como los de Taflove, Umashankar o
Holland, entre otros: (Taflove y Brodwin, 1975b), (Holland, 1977), (Umashankar y Taflove,
1982), (Taflove y Umashankar, 1983), (Holland, 1983), (Taflove et al., 1985). Trabajos
de recopilacién como los de (Taflove y Umashankar, 1987), (1990b) constituyen referencias
tutoriales del método. Més recientemente han ido apareciendo libros (Kunz y Luebbers,
1993) (Taflove, 1995) que constituyen recopilaciones del cambiante estado del arte hasta el
momento de su publicacién.

Desde su nacimiento, los esfuerzos en la investigacién en la aplicacién de los métodos
en diferencias para resolver las ecuaciones de Maxwell, han seguido dos direcciones
fundamentales:

e Mejoras, modificaciones y alternativas al método: refinamiento de los esquemas en
diferencias, métodos préximos que superen algunas de sus limitaciones, bisqueda de
condiciones de truncamiento de la regién de cdlculo, modelado.

e Aplicaciones a problemas concretos.

1.2.1 Mejoras, modificaciones y alternativas

Dentro de las mejoras del método es necesario destacar tres lineas de investigacién:
e Bisqueda de condiciones de truncamiento de la regién de solucién adecuadas.
e Tratamiento de la dispersién del método.

e Utilizacién de otros esquemas para el tratamiento de contornos curvos, medios
anisétropos, medios dispersivos,....

Acompafiando estas lineas de trabajo, existe un esfuerzo constante por cimentar
mateméticamente los avances que el motor del desarrollo de aplicaciones necesita.

Tratamiento de la dispersion del método

Cada esquema en diferencias presenta unas caracteristicas dispersivas, que se traducen en
diferencias de fase de su solucién respecto de la solucién del problema diferencial. Es por
ello preocupacién constante el desarrollo de técnicas que permitan minimizar o controlar este
error de fase. En este sentido, trabajos como los de (Lax y Wedroff, 1960), (Roberts y Weiss,
1966), (Zwas y Abarbanel, 1971), (Oliger, 1974), presentan algoritmos de orden superior
aplicados a ecuaciones hiperbélicas en general que reducen los errores de fase. Asimismo
(Fang, 1989), (Deveze, 1992), (Materdey Bao-Hung, 1993), (Garcia et al., 1996b), entre
otros, estudian algoritmos de orden superior alternativos al de Yee, con igual o con diferente
disposicién espacial de los campos. Otras vias de reduccién de la dispersién se basan en la
adicién a las ecuaciones de un término difusivo ficticio (Omick y Castillo lo hacen en un
algoritmo de un nudo (1993)), y corrigiendo ademas los errores de amplitud debidos a este
término (Watanabe, 1987). La reduccién de la dispersién se hace especialmente necesaria en
el estudio en el dominio del tiempo de transitorios cortos.



En la presente memoria, manteniendo la simplicidad del esquema de Yee para medios
isétropos, y el de dos nudos (Bi et al., 1991)(Materdey Bao-Hung, 1993) para medios
anisétropos se realiza un estudio analitico de la los efectos de la dispersién numérica y
se proponen técnicas que permiten controlarla para un conjunto de problemas de interés
practico: propagacién libre, incidencia sobre interfases, propagacién guiada en medios
confinados y abiertos (guias conductoras y dieléctricas respectivamente).

Biisqueda de condiciones de truncamiento de la region de solucién adecuadas

Si hay que destacar el topico que maés esfuerzo investigador ha acarreado desde el nacimiento
del método, ese es el de las condiciones de trucamiento de la regién solucién. Como quiera que
la gran mayoria de los problemas de interés préctico son abiertos o semiabiertos, es preciso el
encontrar condiciones de truncamiento adecuadas que permitan su simulacién computacional
en un dominio finito.

La dificultad de encontrar condiciones que simulen la continuidad indefinida del espacio
computacional ha dado lugar a un sinfin de trabajos. No obstante, y en la prictica,
se ha sustituido este objetivo, por uno més simple como el de simular la propagacién
indefinida de las ondas que inciden sobre la misma, sin reflexién alguna, para cualquier
frecuencia y dngulo de incidencia. Aunque este tipo de condiciones no permiten por su
propio planteamiento, truncar adecuadamente zonas de campo cercano, debido a que éstos
no son exclusivamente propagativos, es posible utilizarlas con éxito, mediante el correcto
alejamiento de las condiciones hasta poder suponer que los campos que le inciden son
puramente propagativos. En general a este tipo de soluciones se les ha llamado en la
literatura condiciones absorbentes 3, y particularmente condiciontes de radiacién * cuando
en su construccién se hace la hipétesis de que el campo que le incide se comporta como
un campo de radiacién. Trabajos como los de (Lindman, 1975), (Bayliss y Turkel, 1980),
(Engquist y Majda, 1977), (Gottlieb y Turkel, 1978), (Engquist y Majda, 1979), (Bayliss
y Turkel, 1980), (Mur, 1981), (Sloan, 1983), (Ziolkowsky et al., 1983), (Liao et al., 1984),
(Keys, 1985), (Higdon, 1986), (Higdon, 1987), (Fang y Mei, 1989), (Ramahi et al., 1991),
(Olivier, 1992), (Tirkas et al., 1992), (Mei y Fang, 1992), (Betz y Mittra, 1993), (McInturff
y Simon, 1993), (Railton et al., 1993) son algunos de los involucrados en este estudio. Todos
ellos tienen en comun la modificacién de las ecuaciones del esquema en las fronteras.

Aunque técnicas como las de (Mei y Fang, 1992) han permitido obtener coeficientes
de reflexién de hasta -40 dB, la construccién de cdmaras anecoicas que permiten obtener
atenuaciones de hasta -70 dB, ha dado lugar a métodos experimentales con una precisién
que los métodos computacionales no podian corroborar.

En 1994 una revolucién, tan sélo comparable a la de Yee en 1966, aparece en el tema de
las condiciones absorbentes con el trabajo de (Berenger, 1994). Basdndose en una versién
desdoblada de las ecuaciones de Maxwell y en la definicién de un pseudo—medio con pérdidas
eléctricas y magnéticas anisétropas, Berenger consigue una condicién de truncamiento ideal,
que permite la continuidad de todas las componentes del campo en la interfase, y que al ser
implementada computacionalmente, consigue con muy poco esfuerzo coeficientes de reflexién

3 Absorbing Boundary Conditions, ABC
4Radiation Boundary Conditions, RBC



del orden de -80 dB que mejoran en varios érdenes de magnitud, los mejores resultados
obtenidos hasta entonces (Andrew et al., 1995) (Aksun y Dural, 1996). Aunque la idea de
absorber las ondas mediante medios con pérdidas ya se habifa expuesto en (Berenger, 1983),
(Holland, 1983), (Rappaport, 1992), (Rappaport y Bahrmasel, 1992), el planteamiento de
Berenger de partir las ecuaciones de Maxwell, para construir un conjunto de ecuaciones que
afladan grados de libertad al problema matemético de la absorcién, ha constituido toda
una avance en este campo, que ha dado lugar en muy poco tiempo a més de un centenar
de publicaciones dedicados al tema. Genéricamente, se les ha llamado, tanto al método de
Berenger, como a otros métodos que utilizan ideas afines, métodos de adaptacién perfecta
mediante capas ® dada la caracteristica comin de intentar adaptar las impedancias de ambos
medios al modo en el que se hace en la teoria de lineas de transmisién. A diferencia de las
RBC este tipo de condiciones ejecutan la absorcién afiadiendo un material maxwelliano o no
que atenua las ondas que se propagan en él.

Son de sefialar trabajos como el de (Chew y Weedon, 1994) o el de (Rappaport, 1995)
donde se reinterpretan las condiciones de Berenger en términos de un reescalamiento espacial
complejo (ver también (Gribbons et al., 1995)). Esta interpretacién en el dominio de la
frecuencia ha resultado ser muy apropiada para la implementacién de estas condiciones
absorbentes mediante técnicas en el dominio de la frecuencia como la de los Elementos
Finitos. Sin embargo la obtencién de una versién directa en el dominio del tiempo lleva a
ecuaciones diferenciales de segundo order (Rappaport, 1995) que son exéticas de implementar
mediante diferencias finitas dados los incrementos de las necesidades de almacenamiento de
instantes pasados, a fin de obtener los presentes. No obstante en (Veihl y Mittra, 1996) se
presenta una implementacién que hace uso de una versién que involucra integrales temporales
numéricas para superar esta dificultad.

Otra aproximacién al problema diferente, aunque muy conveniente tanto en el dominio
de la frecuencia como en el del tiempo que cuenta con muchos adeptos, es la presentada
en (Sacks et al., 1995). Esta técnica retoma la idea de utilizar un medio Maxwelliano
con pérdidas para conseguir la adaptacién total del medio problema. En este caso se
utilizan los grados de libertad que proporcionan un medio uniaxial con pérdidas eléctricas
y magnéticas para adaptarlo a un medio isétropo desde el que le incide la perturbacién.
El medio resultante es un medio activo con fuentes dependientes en su interior, a través
de conductividades negativas, que resulta atenuaa las ondas progresivas que viajan en su
interior. La principal ventaja de este método radica en su cardcter Maxwelliano que le
permite ser implementado con facilidad en c6digos en el dominio del tiempo y de la frecuencia
con minimas modificaciones para tratar medios anisétropos. El método fue originalmente
implementado en el dominio de la frecuencia mediante el método de los elementos finitos por
(Sacks et al., 1995) y ha sido llevado al dominio del tiempo en (Gedney, 1996) que también
da en ese trabajo una equivalencia matemdtica del PML de Berenger y el de Sacks. La
estabilidad de este método ha sido estudiada, segin se describe posteriormente en (Nehrbass
y Lee, 1996) (Nehrbass et al., 1996). Asimismo la causalidad del medio de Sacks es estudiada
en (Kuzuoglu y Mittra, 1996).

El método aunque presentado, demostrado y comprobado por Berenger en dos
dimensiones, fue prontamente extendido por el mismo Berenger a 3 dimensiones (Bérenger,

SPerfect Matching Layers



1994)(Bérenger, 1996)(Berenger, 1996), comprobado en 3 dimensiones en (Katz et al., 1994)
y aplicado a la absorcién de ondas guiadas en (Reuter et al., 1994). En (Cai y Zhou, 1995)
se prueba analiticamente su validez en 3 dimensiones. A partir de este momento, multitud
de trabajos dedicados a la optimizacién, estudio, aplicacién y mejoras del método se han ido
sucediendo.

Por ejemplo en (Mittra y Pekel, 1995) se demuestra que tanto el medio PML, en su
interpretacién reescalada espacialmente, como el presentado por Sacks son medios que
contienen fuentes dependientes en su interior, por lo que pueden considerarse medios no
pasivos. Igualmente se cuestiona la estabilidad del método FDTD para el PML para truncar
medios laminados. El tépico de la estabilidad de los esquemas en diferencias, siendo en
general de crucial importancia, y a la vez de dificil tratamiento para el problema general
de valores iniciales y de frontera (Gonzdlez Garcia, 1994), ha sido abordado para el medio
PML en (Nehrbass y Lee, 1996) (Nehrbass et al., 1996). En este trabajo se demuestra que el
medio de Sacks es dindmicamente inestable, debido a que es un medio electromagnéticamente
activo (sus conductividades son negativas), es decir, el medio acepta soluciones no acotadas
en el tiempo para excitaciones acotadas, por lo que ningin esquema numeérico estable podrd
obtener una respuesta acotada del problema original, si la solucién de este es no acotada.
Por otro lado en ese mismo trabajo, asumiendo que el medio de Berenger es dindmicamente
estable, se prueba que el limite de Courant provee una condicién suficiente de estabilidad
numérica para la discretizacién mediante FDTD del mismo. Asimismo prueba que este limite
de estabilidad es independiente de las conductividades del material.

Aunque la realizacién fisica del medio PML es inviable, es curioso hacer notar que las ideas
surgidas en el dominio de lo numérico estdn sirviendo para inspirar métodos de realizacién
fisica de medios Maxwellianos absorbentes (Ziolkowski, 1997).

Con el objetivo de reducir las reflexiones numéricas que se producen en su
implementacién, debidas, por una parte, a los cambios de conductividad entre celdas
adyacentes (interfases numeéricas) y de otro a la terminacién del PML mediante conductores
eléctricos y magnéticos perfectos, se han hecho estudios dedicados a su prediccién y
minimizacién. Por ejemplo, en (Bérenger, 1997) se estudian técnicas que permiter reducir el
tamafio de la capa absorbente,

Uno de los objetivos de esta memoria ha sido el de extender el método de Berenger a la
adaptacién de medios anisétropos eléctricos y magnéticos. Partiendo de la séla hipétesis de
continuidad total de los campos, se ha introducido una formulacién algébrica que proporciona
un método general de construccién de medios PML, que ha permitido incluso la extensién
del PML a la absorcién de ondas en medios bi-anisétropos. Partiendo de la forma bésica
del método de Berenger, en (Garcia et al., 1996a) se estudia la aplicabilidad del mismo a
la absorcién de ondas en medios anisétropos llegdndose a la conclusién de su imposibilidad
en el caso més general. En (Villé6 Pérez et al., 1997) se propone una extensién al método
de Berenger (EPML) que permite la absorcién de ondas en medios dieléctricos anisétropos
generales en dos dimensiones. En (Villé Pérez et al., 1998) se extiende y valida el EPML a
medios tridimensionales anisétropos eléctricos y magnéticos simultaneamente. Finalmente
en (Garcia et al., 1998a) se propone un PML bi-anisétropo (BiPML) para la adaptacién
de un medio bi-isétropo general en tres dimensiones. Paralelamente e independientemente,
han ido apareciendo en la literarura otras formas de realizar esta adaptacién, mediante la



utilizacién de una formulacién del PML en funcién del vector D y B, con un paso intermedio
que obtiene ambos vectores en funcién del £ y del H (Zhao et al., 1997) (Zhao y Riisédnen,
1998) (Zhao et al., 1998). La principal ventaja del método presentado en esta memoria es
la de proveer un método general algebraico que engloba y justifica la formulacién de Zhao
et al., ademds de dar los mecanismos bésicos de su extension a medios bi-isotropos y bi-
a.msotropos (Garcia et al., 1998a) (Ga.rc1a et al., 1998b). Ademés su implementacién, al ser
directa mediante los vectores E y del H no requiere el almacenamiento extra de los D y del
B, ni su célculo, con el consiguiente ahorro computacional.

Utilizacion de otros esquemas para el tratamiento medios anisdtropos, medios
dispersivos, contornos curvos, etc.

El estudio de medios anisétropos, al no ser el esquema de Yee adecuado dado el
entremezclamiento de componentes que se produce, ha motivado la bisqueda de otros
algoritmos es punto fundamental de la investigacién. En (Bi et al., 1991) se utiliza una
algoritmo bidimensional de dos nudos (todas las componentes eléctricas en un nudo y todas
la magnéticas en otro) para resolver el problema. (Chen et al., 1991) propone un tipo
de celda compleja y relaciona el método con el TLM. (Omick y Castillo, 1993) utilizan
un algoritmo de un solo nudo. (Schneider y Hudson, 1993) estudian medios anisétropos
no diagonales. (Reineix et al., 1992) analizan una gufa bidimensional de ferrita. (Pereda
et al., 1993) tratan también ferritas magnetizadas mediante un algoritmo modificado. (Asi
y Shafai, 1992) y (Xiao et al., 1992) utilizan la red de Yee, en la que se han colapsado
dos planos de un octante del cubo de Yee, para producir un algoritmo bidimensional
que permite tratar problemas tridimensionales de guias homogéneas en la direccién de
propagacién, reduciéndolos a dos dimensiones. (Xiao y Vahldieck, 1993) extiende al anterior
método y lo aplica a medios anisétropos con elementos no diagonales. (Materdey Bao-Hung,
1993)(1993a)(Materdey et al., 1993b)(Materdey et al., 1994)(Garcia et al., 1996b) hace una
estudio de diversos esquemas ttiles en el tratamiento de guias anisétropas, asi como de su
estabilidad y dispersién. En (Shlager et al., 1993) se hace un estudio comparativo, entre
otros, de los métodos de Bi y Chen citados anteriormente, en cuanto a sus necesidades
computacionales, estabilidad y dispersion.

En la presente memoria se utiliza el método de dos nudos presentado en (Materdey Bao-
Hung, 1993) como punto de partida para el estudio analitico de sus soluciones numéricas
en el caso de propagacién libre en medios anisétropos generales. Asimismo, y con el Unico
objetivo de validar las condiciones de adaptacion de medios bi-anisétropos, se presenta un
algoritmo de dos nudos monofrecuencia en el dominio del tiempo que permite tratar este
tipo de medios.

En cuanto al tratamiento mediante FDTD de objetos curvos ha dado origen también a
numerosa bibligraffa, dados los errores asoiado con el uso de una aproximacién en escalera
(Cangellaris y Wright, 1991) y (Holland, 1993). Un gran esfuerzo se ha dedicado y se estd
dedicando a este problema: de un lado la utilizacién de métodos de volumen finito, que
implican deformaciones complejas de las celdas espaciales y recuerdan en su planteamiento
al de los elementos finitos (Selmin, 1993), (Lahrman, 1992), (Vinokur, 1989), y de otro
lado métodos que utilizan localmente las leyes integrales de Faraday y Ampre en celdas



deformadas en la cercania del objeto para conformarlo, utilizando los algoritmos usuales
lejos del mismo.

Dentro de la primera linea cabe citar trabajos como los de (Holland, 1983) (Fusco, 1990)
(Fusco et al., 1991) (Lee et al., 1992) (Harms et al., 1992) (Kashiwa et al., 1994) (Madsen
y Ziolkowski, 1988) (Madsen y Ziolkowski, 1990) (Shankar et al., 1989) (Shankar et al.,
1990) (Mohammadian et al., 1991) (Cangellaris et al., 1987) (Mei et al., 1984). Dos tipos
particulares de deformaciones de la red, a los que por su simplicidad se le estd dedicando
especial atencién, son el del mallado gradual y el submallado de la red: (Kim y Hoefer,
1990) (Heinrich et al., 1996) (Kunz y Simpson, 1981) (Li et al., 1993), (Zivanovic et al.,
1991) (Prescott y Shuley, 1992).

Dentro de la segunda linea, una solucién simple al problema surge de deformar sélamente
las celdas préximas al objeto adaptdndolas a su superficie, aplicando el algoritmo usual para
el resto de las celdas. En estas celdas deformadas los campos se sitian en los mismos puntos
que en las celdas sin deformar, y, para calcular los situados en el centro de las mismas,
se hace uso de las leyes de Ampre y Faraday en forma integral. Este método ha sido
utilizado en diversos problemas (Umashankar et al., 1987) (Taflove et al, 1988) (Jurgens
et al., 1992) (Luebbers et al., 1992), (Luebbers et al., 1993) (Katz et al., 1991), (Tirkas y
Demarest, 1991), (Maloney y Smith, 1992), (Shorthouse y Railton, 1992), (Railton, 1993),
(Fang y Ren, 1993) etc. Asimismo, se han propuesto generalizaciones a tres dimensiones:
(Jurgens y Taflove, 1993) lo hace de forma directa y (Gonzilez et al., 1993)(Gonzéilez Garcia,
1994)(S. Gonzélez Garcia et al., 1996) utiliza una forma volimica de la ley de Faraday, en
la que se utilizan celdas adaptadas a la superficie superponiéndose entre si. (Rappaport,
1991) aplica las formas integrales de las leyes de Ampre y Faraday a regiones malladas
triangularmente. Concretamente, en esta memoria se ha hecho igualmente uso de las formas
volimicas de la leyes de Faraday y Ampre para derivar las condiciones de conexion en
interfases, para la correcta modelacién de las mismas.

Aunque la estabilidad de las aproximaciones basadas en las formas integrales, no ha sido
aun formalmente probada, existen algo més que indicios que apuntan a inestabilidades en
el proceso de solucién (Gonzdlez Garcia, 1994). Para ello se han propuesto (Craddock
et al., 1996) técnicas que corrigen las inestabilidades mediante la bisqueda de redes
pasivas que conviertan el método en dindmicamente estable. En esta memoria, conocido
el comportamiento frecuencial de las inestabilidades, se propone una filtro numérico que
podria ser aplicado a la estabilizacién numérica del proceso de solucién.

1.2.2 Aplicaciones

El método ha sido, y contintia siendo actualmente, aplicado a numerosos casos practicos,
siendo éste el campo de més actividad en torno al mismo. Una revisién del método
puede encontrarse en los trabajos de Taflove y Umashankar (1990b) 'y (1990a). Uno de
las aplicaciones més consolidadas es la de aplicacién del método a dispersién y célculo de
RCS ((Umashankar y Taflove, 1982), (Furse et al.,, 1990), (Tirkas y Demarest, 1991)). El
estudio de la interaccién y absorcién de ondas electromagnéticas mediante tejidos vivos ha
sido llevada a cabo en (Taflove y Brodwin, 1975a), (Sullivan et al., 1987), (Sullivan, 1991),
(Chen y Gandhi, 1991), (Shaw et al., 1991) y (Dimbylow, 1991). Medios dispersivos ham



sido tratados en (Luebbers et al., 1990), (Luebbers et al., 1991), (Hunsberger et al., 1992),
(Gandhi et al.,, 1993), (Petropulos, 1994). Al andlisis de circuitos de microondas se ha
aplicado en (Gwarek, 1985), (1988), (Gwarek et al., 1993), (Fang et al., 1987), (Zhang et al.,
1988), (Sheen et al., 1990), (Jarem, 1991), (Ko y Mittra, 1991), (Pereda et al., 1993), (Feix
et al., 1992). En antenas (Reineix y Jecko, 1989), (Maloney et al., 1990), (Katz et al., 1991),
(Tirkas y Balanis, 1992), (Luebbers et al., 1992), (Luebbers et al., 1993), (Maloney y Smith,
1993), (Tirkas et al., 1993). Al andlisis de antenas (Garcia et al., 1998c).

En esta memoria se presentan, ademds, resultados de su aplicacién al estudio de la
propagacién en guias metdlicas y dieléctricas is6tropas. Es posible encontrar también una
amplia bibliografia dedicada a este tema. La simulacién de propagacién en guias conductoras
se puede encontrar en, y en guias dieléctricas

1.3 Organizacion de la memoria

En el primer capitulo se precisard el ambiente matemdtico que dard marco formal a los dos
algoritmos en diferencias que se estudiardn con més profundidad en capitulos posteriores: el
algoritmo clasico de Yee (Yee, 1966) que se utilizard en el tratamiento de medios isétropos, y
el algoritmo de dos nudos (Materdey Bao-Hung, 1993) en medios anisétropos. Partiendo de
las formas diferenciales e integrales analiticas, y mediante el uso de un lenguaje operacional
adecuado, se propondrdn formas compactas para las ecuaciones numéricas que permitirdn
en capitulos posteriores estudiar sus soluciones mediante técnicas analiticas. Findlmente se
abordaréan los tépicos cldsicos de consistencia, convergencia, estabilidad y dispersién.

En el segundo capitulo se obtienen las soluciones analiticas del problema numérico
mediante el método de Yee, para medios isétropos, haciendo especial hincapié en aquellos
fenémenos exclusivos del dominio de lo numérico, no consistentes con las soluciones analiticas,
y de las condiciones de su minimizacién prictica. Siguiendo el paralelismo con cualquier
texto bésico de electromagnetismo aplicado, se han estudido las soluciones analiticas de los
siguientes problemas planteados en el espacio discreto y resueltos por el método de Yee:

1. Propagacioén libre en el espacio numérico

2. Incidencia sobre interfases

3. Propagacién en guias conductoras

4. Propagacién en guias dieléctricas (fibras dpticas)

Entre otros aportaciones de interés, junto con la conocida relacién de dispersién numérica
en el medio computacional libre, se obtienen la ley de Snell-Descartes numérica, los
coeficientes de reflexién numéricos en la interfase, las relaciones de dispersién numeéricas
para gufas confinadas y no confinadas simples, ademés de las relaciones que cumplen las
componentes numéricas de los campos en el medio numérico.

Siguiendo con el esquema del segundo capitulo, en el tercer capitulo se obtienen las
soluciones analiticas del problema numérico mediante el método de dos nudos, para medios
anisétropos. Dada la complejidad de estos medios, se estudia bdsicamente el problema de
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propagacion libre en medios numéricos y los fenémenos que alli aparacen. Concretamente se
obtiene la relacién de dispersién numérica, la relacién entre las componentes numéricas de
los campos y las leyes que permiten pasar de un sistema de referencia a otro, que da lugar
al concepto de eje 6ptico numérico.

Constituyendo estos tres primeros capitulos un bloque temético de la presente memoria,
sus principales aportaciones seran las de dar métodos sisteméticos de estudio del problema
numérico, asi como soluciones numéricas cerradas para muchos ejemplos de interés, que
permitirdn obtener una comprensién mas adecuada del comportamiento real de los métodos
en diferencias. El disponer de las soluciones analiticas exactas del problema numérico,
permitird, entre otras:

1. La exacta excitacién modal de las estructuras en el dominio de lo numérico, con la
consiguiente correccién de los errores de dispersién inherentes al método.

2. La cuantificacién a priori de los errores numéricos

3. La correcta eleccién de los pardmetros de simulacién evitando errores no deseados

Por iltimo el cuarto y tltimo capitulo se ha dedicado al estudio y generalizacién del
método PML para el truncamiento adecuado de la zona de cédlculo numérico y la simulacién de
dominios indefinidos. Constituye una principal aportacién de esta memoria la generalizacién
del PML clésico de Berenger a medios dieléctricos y magnéticos anisétropos, asi como
a medios bianisétropos. Se presentan las bases algebraicas de dicha generalizacién y se
validaran numéricamente las condiciones obtenidas.
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como sigue: se empezard estableciendo una nomenclatura bdsica, que permitird expresar de
forma compacta y simple las ecuaciones numéricas que caracterizan el método FDTD. A
continuacién, las ecuaciones generales (2.1) se particularizardn a medios lineales isétropos, y
se aproximardn mediante el método de Yee. También se mostraré la utilidad de la formulacién
integral para la simulacién de transiciones abruptas entre medios. Siguiendo la metodologia
utilizada para el caso isétropo, finalizaremos este capitulo, aproximando estas ecuaciones en
el caso anisétropo mediante el método de Dos Nudos.

2.2 Redes, funciones y operadores discretos

Los conceptos fundamentales implicados en el método FDTD son el de red, funcién discreta y
aproximacién de derivadas por ecuaciones en diferencias finitas, aproximacion que se realizara
mediante el uso de un lenguaje operacional adecuado. Dischos conceptos serdn definidos y
examinados en esta seccién.

Definicion 1 (Nudos) Dados los nimeros reales positivos y distintos de cero Az, Ay,
Az y At. Se definen los siguientes conjuntos cuyos elementos se denominan nudos®

Ai={(z,y,2) ERE: z=(i+1)Az, y=jAy, z=kAz}
A={(z,y,2) e RE: z=1iAz, y=(j+ 1)Ay, z=kAz}
As={(z,y,2) e RE: z=1iAz, y=jAy, z=(k+ })Az}
As={(z,y,2) ERE: z=1iAz, y=(J+ 1Ay, 2= (k+ 1Az} (2.2a)
As={(z,y,2) ERE: z=(i+ })Az, y=jAy, z=(k+ })Az}
Ae={(z,y,2) ERE: z=(i+ 1)Az, y=(J + })Ay, 2 =kAz}
A7E{($., y,2) € RE: z=1iAz, y=jAy, z =kAz} ‘
Ag={(z,y,2) €ER}: z=(i+})Az, y=(J + Ay, 2= (k+ })Az}
B, ={t € R;: t =nAt} (2.2b)

B,={t € R;: t=(n+ 1)At}

con t,j,k,n € Z.

En lo que sigue, utilizaremos el simbolo m; para representar indistintamente n o n + 1,
m, para i o i+ i, m, para j o j+ Ly m, para k o kK + }. Esta notacién se utilizard con
frecuencia y serd conveniente recordarla.

Definicién 2 (Redes) Se define la red espacial A, subconjunto de R2, y la red temporal

2En lo que sigue utilizaremos el simbolo Z para denotar el conjunto de los niimeros enteros, R para el
conjunto de los niimeros reales, R2 representara el conjunto R® de los puntos del espacio y R; denotar4 la
J 7 y
recta de tiempo real.



B, subconjunto de R;, como

A=A UAU---U Ag (2.3a)
B=B,UB, (2.3b)

Haciendo uso de estas definiciones construimos la red espacio-temporal M subconjunto
de R x R; como.el producto cartesiano de A por B

M=AxB = {((z,y, 2),t) : (z,y,2)€EA, teB} (2.4)

Asi M es el conjunto de todos los pares ordenados cuya primera componente representa un
punto discreto del espacio (nudo espacial) y cuya segunda componente representa un instante
discreto de tiempo (nudo temporal). Para simplificar la notacién escribiremos (z,y, z,t) en
lugar de ((z, v, 2), t).

Definida de esta forma la red espacial es una red ortogonal compuesta de nudos dispuestos
en el espacio, tal y como muestra la Figura 2.1. El octate de trazo grueso en cuyos vértices
estén representados los nudos espaciales de los ocho conjuntos definidos, se denomina octate
elemental de la red espacial.

X
G2 12k17) // (+172§-172.6) P12 12K+ 1)
: / (+1/2,j,k-172) : (i+1/2,,k) : (+172,j,k+172)
AT G+12§4172k-172) G2 +12.k) |2k 12)
G2k 172) 3120 Giinken)
z
&}/ Gy k-172) [G3) (gk+172)
S FOR TSV 1RT,)) / (ig+172.%) | G2k 12)
Yy
2 B - : (-1/2§-172.k-172) 12§ 12.) /E-(;-lé‘j.uz,kH/Z)
/ ; / i i
F(i-172,,k-172) F(i-172,1.k) / §(i-172,1.k+172)
L GR 2 )K12) R 2K) 22k 12)
Az/2

Figura 2.1: Red espacial.

La red espacio-temporal se construye llenando el espacio tiempo de nudos mediante
desplazamientos en % de la red espacial, su octate elemental se puede considerar como un
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hipercubo en el espacio tetradimensional de aristas 4%, §%, 4% y 4t. Este hipercubo define

un espacio discreto que serd denominado espacio o medio numérico. Para redes espaciales
bidimensionales es posible representar graficamente este espacio tal y como muestra la Figura
22

tA
- x P
- ' 4 o/ IAt/2
/ v - 7
] P o 7
// // //
z
(n+172) Z
// 7 // I // £
/ 777 7 ¥ /
n / / / Z z /7
BrLL 77777 ‘ /
/. P < 5 7 //
(n-172) 7T 7T T 7777 777/

Figura 2.2: Red espacio-temporal, caso bidimensional plano zz.

Definicion 8 (Funciones discretas) Sea M una red espacio-temporal y M’ un
subconjunto no vacio de ella. Llamaremos funcidn discreta a toda aplicacién F : M'—R
definida sobre el conjunto de pares ordenados (z,y,z,t) de M’. Representaremos con
F(M',R) el conjunto de todas la funciones discretas definidas en M’.

Definicién 4 (Operaciones con funciones discretas) En el conjunto F(M’,R) se
consideran las operaciones habituales de suma y producto de un escalar por una funcién.

Suma de funciones discretas. Sean Fy, F; € F(M',R), se define lasumade Fi1 y F3,y
se representa por F + F3, a la funcién definida como

F + F2 : M'—R
(Fl +F2)($,y,2,t)EF1($, Y, Z,t) + F2(x’y, Z, t)

Producto de un nimero real por una funcion discreta. Sea FF € F(M',R) y a € R, se
define el producto de a por F', y se representa por aF, a la funcién definida como

aF : M'—R
(aF)(z,y, 2 t)=aF(z,y, 2,1)

El conjunto F(M') junto con las operaciones definidas anteriormente, es un espacio
vectorial sobre el cuerpo R y escribiremos V para referirnos a tal espacio.

Definicién 5 (Operadores discretos) Sea V el espacio vectorial de las funciones discretas

definidas en M’. Llamaremos operador discreto a toda aplicacién lineal O : V—V. Esto
es, el operador O se llama discreto si a cada funcién F' € V le hace corresponder de forma
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univoca otra funcién O(F) € V, en este caso se dice que el operador @ transforma la
funcién discreta F' en la funcién discreta O(F'). Ademds por la definicién de linealidad se
ha de cumplir

O(aF, + bFy) = aO(F}) + bO(Fy)  Va,be R, VF,,F, eV

Definicién (Composiciéon o Producto de Operadores Discretos) Sea V el espacio
vectorial de las funciones discretas definidas sobre M’. Dados los operadores discretos
0,: V—V y Oy : V—V, se llamard producto de ellos a la aplicacién compuesta

02001 V—V
(02001)(F) = OQ(OI(F))

la cual, por ser composicién de aplicaciones lineales, es también lineal.
El producto de operadores verifica las siguientes propiedades

030(0200;) = (0300,;)00,

O20(kOs) = (kO2)00y = k(O2005) (2.5)

siendo k£ un escalar.
Definicién 6 (Diferencia Centrada y Promedio Centrado) En el espacio de las
funciones discretas se definen los siguientes operadores discretos
e Diferencia centrada en la variable
D,:V—V (2.6)

F(:z:+%°3,y,z,t)—F(z—%,y,z,t)

D.(F) = v

e Promedio centrado en la variable x

P:: V—V (2.7)
F(.’L‘+ %)yrz)t) _*_}7'("z - 'Az_zvyyz7t)

P(F) = 5

con expresiones similares para las variables y, z y .
Se sobreentiende que estas definiciones sélo tienen sentido en un conjunto M’ abierto, tal
que z & 4% existan para todo z € M'.

Aprozimaciones Sea dada una red espacio-temporal M y f : R x R, — R una funcién
que se supone definida en todo el dominio R2 x R; y al menos tres veces continuamente
derivable en él, con una cota superior del valor absoluto de cada una de las derivadas de
orden tres. En cada subconjunto M’ de M la funcién f genera la funcién discreta

F:M' —R
F(z,y,2z,t)=f(z,y,2,t) V(z,y,2,t) € M
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Ahora el operador D, (u = z,y, z,t) puede utilizarse para aproximar la derivada parcial
de f respecto de la variable u en cualquier nudo de M’. En efecto, sea (Zo, Yo, 20, to)EM’,
haciendo uso del teorema de Taylor es fécil verificar la siguiente igualdad

of

= +0(Av?) (u=u=z,y,2z,t)

(Io,yo,zo,to) (xo‘yoyzo,tO)

en donde O(Av?) indica, que cuando Au tiende a cero D,(F) converge al valor g&

aproximadamente con la misma rapidez con la que Au? converge a cero. En este caso
se dice que se ha obtenido una aproximacién de segundo orden de exactitud en Au.
De igual forma puede demostrarse la identidad

f(Zoy Yoy 20, to) = Pu(F) +0(Au?) (u=gz,y,2,1)

(Io,yo,zo,to)

siendo en consecuencia P,(F') una aproximacién de segundo orden de exactitud en Au del
valor de la funcién f en el nudo (z,, Yo, 2o, to)-
En lo que sigue escribiremos para simplificar OF(z,, Yo, 20,%,) €n lugar de

O(F)

(zosy«nzo,to) ’

Definicion 7 (Notacion de Yee) Es evidente que las funciones discretas pueden ser
consideradas como funciones cuyos argumentos son los niimeros enteros o semienteros que
caracterizan los nudos de la red. Asi, siguiendo la notacién de Yee, un nudo genérico de
la red espacio-temporal de coordenadas (z = m.Az,y = myAy,z = m,Az,t =m.At) serd
representado como (mz, my, m,, m;) y la funcién F como F™(mg,my,m.). Asi escribiremos,
por ejemplo

F™(mg + £, my, m;) — F™(mz — 3, My, M)
Az
F™+5(mg, my,m;) — F™"%(mg, my, m,)
At

D, F™(mg, my,m;) =

D:F™(mg, my,m;) =

2.3 Medios isotropos. El método de Yee

Los medios més simples son aquellos en los que sus relaciones contitutivas son lineales,
is6tropas, homogéneas, independientes del tiempo y no dispersivas

D(F,t) =cE(F,t) , B(ft)=ulHF1t) , J(Ft) =0E(F1t)

donde &, u y o son constantes escalares independientes de 7 y t.
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Las ecuaciones rotacionales de Maxwell (2.1) toman en este caso la forma

( 0H, _0OE, OE.
Kot = 82 ~ By
8H, OE, OE,
W = -
ot oz 0z
8H . 0H, OE, OE,
Hogy = =it "Bt = By oz
= < (2.8)
OE s+ == OE;, OH, 0H,
= By = -
85{+0E—RH Eat +0o 3y az
EQI—EE +oE, = _8Hx - 94,
ot YT 92 oz
OE, __8H, 0H,
& ke tals vl

Esta versién es de una gran utilidad puesto que es aplicable con suficiente aproximacién
a una gran parte de los problemas de interés préctico.

En este apartado comenzaremos el estudio numérico que permitird resolver de forma
aproximada estas ecuaciones, asumiendo que las funciones incégnitas E,, H, : R xR; — R
estdn definidas en todo R2 x R; y poseen derivadas de tercer orden acotadas.

El procedimiento de resolucién numérica mediante el método FDTD se inicia sustituyendo
el dominio de definicién continuo de las componentes del campo electromagnético por un
dominio discreto definido sobre una red espacio-temporal.

En el método de Yee la red espacial, temporal y espacio-temporal son dadas como sigue

Ayee = AiUAU---UAg C A
Byee = Bl U 32 =B (29)
Myee = [(Al U A2 U A3)X31] U [(A4 U A5 UAG)XBQ] cCM

Ahora las componentes de argumento continuo, presentes en las ecuaciones rotacionales,
son reemplazadas por componentes discretas definidas en los nudos de la red como

E:L-ZAIXBI——)R H::A4XB2—-_)R

+1
Ey:AQXBl——)R Hy:ASXBZ'_*R . (210)

(i+3.kn) — EJGi+ik) (4 bkt bntd) — Hy 2 (+dik+d) '
E22A3XBl-—)R HZ:ASXBz——)R

igk+in) — ET(ijk+1 e n+ 4 )
(t.gk+7.m) z (bk+3) (i+1i+tknt+d) — Hz 2(i+15+1.k)

Quedando el campo electromagnético discreto distribuido en el espacio tal y como muestra
la Figura 2.3. En relacién con la distribucién temporal las componentes del campo E se
definen en los instantes n y las de H en los instantes n + 1.
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"""" V4 Hz +12j-12.%)
..... N
Hyi+172jx-112) : EX (i+172%) : Hy+125x+12)
------ A Hz@+1n2+12%)
----- Hx(ij-12x-112) /Ey(i.j-l/Lk) ﬁ;(i}vz.kn/z)
z
b:&/ B (i..k) Bugrry ;
A | I 4 l
| HXG j+12.%-12) / EyYij+1nx | HX(G g+ 12k+12)
y
< / /1 HZ G 12.x) :
_____ Ll N y A
 HyG 12k 12) / i EX(i-12k)  HY(125x+412)
- Hz- 12541250
Az/2

Figura 2.3: Disposicidn espacial de las componentes del campo electromagnético discreto
sequn el método de Yee.
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La distribucién espacio-temporal del método de Yee permite aproximar, en los nudos de
la red, las ecuaciones rotacionales (2.8) sutituyendo el operador derivada 53; por el operador
discreto D, (u = z, ¥, z,t) y haciendo uso del operador P, para las componentes no derivadas,
lo que proporciona una aproximacién de segundo orden de exactitud. Cuando esto se hace,
se obtiene el esquema de Yee en forma operacional
[ UDHZ(ij+4k+3) = Do Ey(ig+hk+3) — DyEZ (ij+3.k+3)

WD H (i+%.5.k+3) = Dz EZ (i+3.5k+3) — D EZ(i+3.5.k+3)
uDeHZ (i+4%.+4.k) = DyEg i+ §.i+3.k) — Do By (i+3.5+5.k)

y ' : . (2.11)
EDtEZ+§(i+%,j,k) +oPERT? (i+4.d.k) = DyH?+7(i+§,j,k) = D,H;+5(i+§a‘,k)

1 1 1 1
n+ n+ n+ n+
eDEy” 2(ij+4.k) + 0P:Ey 2(ij+ik) = D;Hz 2(ij+4k) — DoH: 2(ij+5.k)

| eDEM H ke + 0PN ke ) = Do H ke d) — Dy HE 35 k)

Es de destacar que los operadores discretos actiian sobre cada componente en nudos
que no pertenecen a su dominio de definicién, pero el resultado de esta operacién coloca
a cada componente en su correspondiente dominio. Por otra parte, el uso del operador P;
es necesario para que las componentes del campo eléctrico no derivadas temporalmemte se
sitiien en los instantes en los cuales estdn definidas.
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De (2.11) obtenemos finalmente el esquema de Yee expresado algebraicamente

( o+l n—-z

Hz %(ij+}k+d) = Hz 2Gj+ik+d)+

LAt By (i,j+3.k+1)=Ep(ij+3.k) _ EF(ij+1k+3)—EBp(igk+3)
m Az Ay

H"'*"if'l- l_H"_’li.n- 1

y -(*+§J,k+§)°— y (+3.0k+3)+

At [BRl+Likts)-Brlidk+3) _ B2(i+g.dk+1)=BR(i+3.5k)
m Az Az

1 1

o

f_(i+§,j+§,k) =H, 2(i+}j+ik)+

4 At ER(i+3.J+1,k)-ER(i+3.4,k) _ Ep(i+l,j+3.k)—Ep (i.+3.k)
m Ay Az

n+
H,

4 (2.12)
E2*l4L k) = Co.EZ(i+}.k)+
[ ontd . . +% . . +& . . +& . . ]
+C, At Hy %(i+d+5.6)-He  Z(i+3.i-4k)  Hy 2(i+3.5k+3)—Hy °(i+}.5k—%)
b7e Ay Az

Egtl(ij+3.k) = CaEyij+i. 0+

+% ... .. +% . . +%,. . ]
vo e [ Et oy e mr ooy Gy oA G e
b7 Az Az

~ -

E7? i k+1) = CoERGiik+1)+
n+§-

nbgo 11 nbgo 1 e 1 nty o g 1
At | Hy *(i+3.0.k+35)-Hy *(i—3.5,k+5) H: *(i,j+3.k+3)—Hz *(i,j—3,k+3)
+Cpet —
c Az Ay

siendo
_2e—o0At 2¢

it e A L SO 2.13
2e + oAt g 2e + oAt ( )

Obsérvese que la sustitucién del operador analitico % por el operador discreto D; da como
resultado un esquema numérico que permite obtener los valores del campo electromagnético
en un instante dado y en todos los nudos de la red en funcién de los que tuvo dicho campo
en los instantes inmediatamente anteriores. Asi pues, partiendo de unas condiciones iniciales
el esquema permite obtener la evolucién temporal en el espacio solucién.

Por ultimo, sefialaremos que el esquema de Yee expresado en forma algebraica resulta de
gran utilidad como punto de partida para la implementacién computacional, mientras que
la forma operacional es més conveniente para el tratamiento tedérico general.

Interpretacidn integral. Hemos obtenido el esquema de Yee partiendo de las ecuaciones
rotacionales de Maxwell, esto es, de la ley de Faraday y Ampeére-Maxwell en forma diferencial.
En este apartado mostraremos como obtener estos mismos resultados usando las expresiones
integrales de estas leyes

—_ - a - -
W) R A A .
?é; E.dl B /Su ds Ley de Faraday (2.14a)



— -t -—p - a g -5
H-dl = E. - - ére-
f; /Sa dS + = [SeE dS Ley de Ampére-Mazwell (2.14b)

En concreto, las ecuaciones del esquema para las componentes del campo H se obtienen
de la ley de Faraday y las del campo E dela ley de Ampere-Maxwell.

Como se ha puesto de manifiesto, el campo electromagnético discreto se define
espacialmente de tal forma que cada componente del vector E esté rodeada por cuatro
componentes de H y cada componente de H por cuatro componentes de E, lo que hace muy
sencilla la interpretacién integral. En efecto, para ilustrar el proceso de integracién numérica
vamos a obtener la ecuacién del esquema para la componente E,.

Partimos de la ley de Ampeére-Maxwell aproximada temporalmente

]f Artidl / oE"E.dS + D, / cEnt.ds (2.15)

Evaluemos la circulacién del vector H a lo largo de la curva C' que se muestra en la
Figura 2.4, para ello se supone que las componentes H, y H, son constantes en cada uno de
los lados del cuadrado definido por la curva C. Bajo esta supocicién se tiene

x
c 7 HZ s 12j-1v2k)
s z
Q "2 Hy+12jx-112) Ex 2% Hyannjxain)
S il /
[ 5 Hzganjsiny
Az/2 /
y 4

Figura 2.4: Contorno de integracién para determinar la componente E, del esquema de Yee
haciendo uso de la ley integral de Ampére-Mazwell.

- - ntl nal
f;H"*%-dl = [Hz+§(i+§.j+%,k) - H: +§(i+i-,j—§,k)] Az —

n 1 n 1
e [Hy+§(i+%,j,k+§) - Hy+’(i+%,j.k—§)] Ay (2.16)

Haciendo uso del lenguaje operacional esta expresién se puede escribir de forma més
compacta como

— - n L n 3
fc il = [Dsz+2(f+;-J,k> “DzHy+2(i+%,j.k)] AyAz (2.17)

Ahora para evaluar el flujo del vector E a través de la superficie S definida por la curva
C se supone que la componente E, es constante en S, obteniendo

— - n 1
/ cEvti.ds = aEx+5(i+%,j,k)AyAz
s
(2.18)
= - e
LEE”+%-dS = sEz+2(i+§,j,k)AyAz
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Si en (2.15) se introducen los resultados (2.17) y (2.18) se obtiene finalmente
n+i— . n+§ ) ) "+% . . "““:7
EDEz  *(i+}.dk) + 0PEz *(i+Lk) = DyH: ?(i+kik) — D, Hy  2(i+4.5.k)

tal y como queriamos demostrar.

Simulaciéon de interfases. El método de Yee admite la posibilidad de poder tratar
de forma simple medios inhomogéneos elementales, esto es, medios constituidos por medios
homogéneos con variaciones a saltos de los pardmetros constitutivos, y suponiendo que las
superficies de separacién no poseen cargas o corrientes superficiales.

Para que el esquema de Yee simule adecuadamente una transicién abrupta entre dos
medios homogéneos analiticos, es necesario modificar sus ecuaciones en los nudos préximos a
la interfase, lo que puede conseguirse ficilmemte haciendo uso de la interpretacién integral.
En efecto, considérese la situacién mostrada en la Figura 2.5, en donde puede observarse una
interfase simulada que separa dos medios homogéneos distintos, de pardmetros (p1,€1,01)
y (p2,€2,02). La interfase, perpendicular al eje 2z, no coincide con nudos de la red,
encontrandose a una distancia d del nudo k = k,.

En este caso, las ecuaciones de Yee para las componentes H, y E, no necesitan ser
modificadas ya que los campos que rodean a estas componentes y apartir de los cuales ellas
se obtienen se encuentran en el mismo medio. Esto no ocurre con las componentes H;, Hy,
E. y E, cuyas ecuaciones trataremos a continuacién.

Ecuaciones modificadas para las componentes H, y H,. Partimos de la ley de
Faraday

}i E™dl~ - D, /S pH"™dS

aplicada a la curva C mostrada en la Figura 2.6, (a) para la componente H, y (b) para la
componente H,. Obsérvese que en ambos casos la componente E, es normal a la interfase
y en consecuencia analiticamente discontinua en ella. Para tener en cuenta la magnitud de
esta discontinuidad se simula la interfase abrupta tomamdo

-&-:-?-E,(k.,+§) ko Az<z<k,Az+d
E(z)={ © (2.19)

E,(ko+1) koAz +d<z<(k, + 1)Az

Teniendo esto en cuenta, y recordando la interpretacién integral, obtenemos las siguientes
ecuaciones modificadas para H, y H,

pef D Hy (ij+ 3 kot ) = Do Ey i+ hko+d) — C1DyE7 (i +4 kot }) (2.20a)
pefDeHy (i+5.5k0+3) = C1Dz E7 (i+ 4.5 ko+3) — D2 Eg (i+}.5.ko+1) (2.20Db)
en donde se ha definido
d
Pef = p2 + (1 — liz)z—
2
e s (2.21)
Ci=1 Pt L
. * €1 Az
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x Hi1€1 H2€202
d
Hz (i+172j-12.x0) v A
...... /
Hy(i+12Xxo0-112) EX (i+172,jx0) Hy(i+12jxo+172)
A Hz+125+12x0)
''''' HXx(i j-12Xxo0-172) 2 Ey(iq-m.ko) ii;(i(rlﬂ.kmln)
b% ------ EZ(i‘jl.kt»lfz) (i.j.ko) EZ (ijko+12)
Hx(i j+12.x0-112) EyY (ij+172.x0) | HX(ij+12Xo+112)
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® s t o e e
< F /| HZ(-12j1nxe) :
7 j / : i 4 3 - :
: Hy-172jxo-112) P EX (i-172.jko) / Hy-172ixo+12)
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: Hz (i-172j+172x0)
Az/2
Figura 2.5:
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’_ - b EZis1550012)
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vﬁv/A/él:o:Jﬂ P[ HxX i js 12500 1)

S EZjsonm
o ¥

(@)

J A é z
EyYyajinxon | EXiis12x0)

Hy+ 12550012 EXi+1724k001)

Figura 2.6:
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Ecuaciones modificadas para las componentes E; y E,. En este caso se parte de la
ley de Ampere-Maxwell

7+ 5 . Jl e~ Pty 7 oty 7
}{CH di ’Pt/SaE dS+Dt/SsE b.ds (2.22)

aplicada a la curva C mostrada en la Figura 2.7, (a) para la componente E, y (b) para la
componente F,. Ahora la componente H, es normal a la superficie de discontinuidad y la
magnitud de esta discontinuidad se considera tomando

H,(k,) (ko-3)A2<2<ko Az + d
H@=1{ , (2.23)
—H. (ko) koAz+d<z<(ko+})Az
K2
. d
¢ Hznngpinxo l
x d )
p , c Z\ﬁl&klm 12.ko) / o ‘ z
§/Hyiliutlih %;‘kitl:;t: /Hyn 1240 112) E Exn,pm.»yuz/ Eyojnxe Hxojs1nxoniny
Az/2 y/ %;
() ‘ >
——_Azn < HEnwngpnze
(b)
Figura 2.7:

Procediendo de forma similar al caso anterior se obtienen las siguientes ecuaciones
modificadas para las componentes E; y E,

L
5ethE:+2(i+‘l§:j:ko) .0 aefPth ('+§:J ko) = CZD HZ (i+%,j,k,,)—

(2.24a)
-D Hy 2 (i+1,5,k0)
s P n+yoo s TR
EethEy (1,5+3,k0) = UefptEy (id+3.k0) = D.Hz ("I‘J+§’k°)— (2 24b)
—CyD Hz 2 i+ hiko)
con
g1 +¢ d
Cop = — 5 2+(€1—€2)'A—-
oL +0
Oef = — : 2 + (o —02) (2.25)
1 | py+ pe
Co= — . A5
2 = — 5 + (p2 — 1)



Caso bidimensional. Los problemas bidimensionales tienen la ventaja de que las seis
ecuaciones del rotacional se desacoplan en dos sistemas independientes. Para problemas
bidimensionales en el plano zz (£=0) estos sistemas, que llamaremos T E,, (E tiene solamente

componente y) y TM, (H tiene solamente componente y), estén definidos por las siguientes
ecuaciones discretas

WD HZ (ik+3) = D EJ(ik+4)
TE,{ WD:H(i+5.k) = =Dz Ej(i+5.k) (2.26a)
n 1 1 1 1
e’DtEy+’(i,k) - a’P,E;“F’(i,k) =D, Hy % ix)— D, Hy (k)

WD Hy (i+4,k+3) = D E7 (i+4.k+3) — D EZ(i+5.k+3)
1 1 1
TM,{ e€D:Es 2(i+3k)+ 0P:Es T(+lk) = —D,Hy 2(i+1 k) (2.26b)
1 1 1
eDEr 3 (ik+l) + 0P By 2(ik+d) = DoHy 2 (ik+d)

Para poder considerar la posibilidad de una interfase Figura 2.8, estas ecuaciones han de
ser complementadas con

KefDeH (i kot §) = D Ey (ikot+1)

TE, at-i i s+l wil (2.27a)
EefDiEy " *(ijko) + OefPeEy  *(iko) = D:Hz  *(ijko) — CoDzHz " * (iko)
pefDeHy i+ ko+3) = C1 Dz EZ i+ 3.ko+3) — D EZ(i+5ko+3)

TM, sl Y 1 (2.27b)
€efDiEz *(i+}ko) + OcfPiEz *(i+}ke) = =D Hy *(i+}k0)

XA TEy x A TMy
4 axp a az/2
| axsz [T T IT T laxm
| | {,_
HHE
‘ IREn B o a
u 1] ara
aRElER
I [ T L TRt Jr_
_1 I DEREASLGEE]
- l & z [T LTI T ] Z
[ H1€0T ko MEC L€ O ko H2 €2 O
o Ey(i.x) a Hx(i.k12) » Hz(i+12,k) a Ex(i+12,x) © EZ(i . k+12) * Hy(i+12.k+112)
Figura 2.8:

La eliminacién de una variable permite describir graficamente el esquema de propagacién
tal y como muestra la Figura 2.9, donde se ha tomado como ejemplo la polarizacién TE,. Se
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supone que para t < nAt las componentes H;, H. y E, son conocidas en sus correspondientes
dominios de definicién, ahora podemos calcular el campo H en el instante ¢t = (n + Aty
en cualquier nudo espacial a partir de los valores conocidos de este campo y del campo E
en los instantes inmediatamente anteriores. Después de esto, se calcula el campo E en el
instante t = (n + 1)At y se repite el proceso. De esta forma, partiendo de unas condiciones
iniciales, el esquema permite obtener la evolucién temporal.

¢ Z s

= n+l n E;'"z ﬂln
Za 1 Za 12 Lz Za yZa Z O Ey(.v = CaEyi.x + Cb AL Rieu2y= TRRED
a Za 28 2 2 2 4 € Az
Z L Z Za 274 —\/‘7 H;:‘rlv,lzd.k)— H:(i!,lzfz.k)
s 2 2 2 74" 7 1§ - =
(D Gg—ZF 75 7 g 7 5 77
P P o L a2 n-172 B 3 e G
o o ot o v #— A Hrotum= Heq i + AL L s A
il Al — B Az
i s - n n
= 12 n-1/2 . =
g ey . B Hz(+12.5) = Hz(el2. k) — AL [M]
o) — Ax
(n+1/2) I_ \*A?!/ '\Q_,— - m
. »
g AT T 3o EAZA © Byin
<3 ¥ o £ AR bl ] > L = ¢
A~ s > h 73
l pa ol e v — % —
n Jh@?*k 7~ o—— 00—
nig—0 " & z Z 7 Valores conocidos.
Pl o o n-172
—— - A Hxi.xe)
e e T e T e e e
o Y P A 4 n-12
T e P Hziu2p
——— T — —
0-12) g Py By iy g oy

Figura 2.9: Red espacio-temporal de Yee. Polarizacion TE,.

2.4 Medios anisétropos. El método de Dos Nudos

En los medios anisétropos los vectores D y E, por un lado, y los vectores B y H, por otro,
a diferencia de lo que ocurre en los medios isétropos, no tienen la misma direccién, y estdn
ligados por las relaciones tensoriales

D(7,t) =€E(,t) , B(7¢) = pH(71)
donde € y [i son tensores de segundo orden.
De forma similar, la densidad de corriente J y el campo eléctrico E estén relacionados
por el tensor de conductividad . Por simplicidad se tomaran medios no conductores, & = 0.
Para ilustrar la aplicacién del método FDTD a medios anisétropos, se supondré que dicha
anisotropia es sélo dieléctrica, ya que las técnicas y resultados obtenidos son igualmente
aplicables para el tensor fi. También supondremos que el tensor dieléctrico & es simétrico®

Ezz €zy Ezz
e | By By Eys (2.28)

€zz Eyz Ezz

3Por ejemplo, cuando el medio se encuentra sometido a un campo magnético exterior constante H, el
tensor € deja de ser simétrico, efecto que aqui no serd considerado.
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y siendo constantes reales todas sus componentes.
En este caso las ecuaciones (2.1) toman la forma

( 9H, _OE, OE,
b3t =52 ~ oy
0H, _OE., OE,
5t = 8z oz

8H == 8H, OE, OE,
¥ bl “ot T By oz
- (2.29)
0B .- _ OB, _ 9B, _ 9B. _0H. 0H,
ey = RH =5t et et . oy | oz
8E, 9E, 0E. OH, OH,

Sevpp Tow T T 8z o
. Q{Ei_H: %_'_e OF, =8Hy _0H,
| % ot v: ot * ot oz oy

La propiedad que caracteriza la simetria del tensor € consiste en que siempre es posible
encontrar tres ejes ortogonales, llamados ejes principales que denotaremos como z'y'Z,

caracteristicos de cada material, en los cuales el tensor dieléctrico tiene la forma diagonal

ez 0 O
g=10 gy 0 (2.30)
0 0 e,

Las constantes €z, €y y €, son llamadas constantes dieléctricas principales y se suponen
conocidas para un medio dado. En relacién con éstas, los medios anisétropos se dividen
en dos clases: bidxicos si e,7€,7¢, y unidxicos si dos constantes dieléctricas principales
son iguales, por ejemplo €, = €,7#¢,. Los medios isétropos pueden estudiarse como casos
particulares de éstos, en los cuales e, = ¢, =€, = €.

En problemas de interés préctico, no siempre es posible hacer coincidir el sistema de
referencia con las direcciones de los ejes principales del tensor dieléctrico. Por esta razén
se considera la posibilidad de poder tomar un sistema de referencia zyz con una rotacién
arbitraria respecto del sistema z'y’2’. Obtengamos las ecuaciones de transformacién que
ligan ambos sistemas, cuyos origenes de coordenadas se suponen comunes.

Sean {#',9',2'} y {Z,9, 2} las bases ortonormales que definen los sistemas z'y'2’ y zyz,
respectivamente. Llamaremos (az, ay, @), (bz, by, bz) ¥ (cz, ¢y, ¢;) a las componentes de
%', 7' y 2’ en el sistema rotado zyz, esto es

& = a;& + ayf + a2
§' = b;% + by +b;2 (2.31)
2 =2+ ey +c,2

La matriz de giro G serd pues

) 3z 8y 8
=| b, b, b, (2.32)
Bz & Ce
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de tal modo que si V' es un vector genérico del sistema zyz y V' es este vector en 7'y'2, la
transformacién de coordenadas se expresa como

‘= G

_ P (2.33)

<t <
<t <u

donde Gt denota la matriz transpuesta de G que coincide con su inversa por ser la matriz
de giro ortogonal.

De forma andloga, la ley de transformacién para tensores de segundo orden serd
T = GTGt
= GG (239

Por lo tanto, las componentes del tensor € en un sistema de ejes rotado zyz se obtienen
mediante la transformacién de coordenadas

§=Ge'G (2.35)
y al realizar operaciones resulta directamente, teniendo en cuenta la matriz de giro
€ij = €28;3; + £4b;b; + £.¢ic; (2.36)
Al ser el determinante de un tensor un invariante
6] = €] = easye

quedando asegurada la inversibilidad de este tensor para dieléctricos ordinarios. Atn mds,
el tensor inverso (£)~! puede obtenerse directamente de (2.35), en efecto

L 0 0
& 1'= (été"é)_l = ét(é")'lé’ ydadoque (&) '=]| 0 s_l; 0
0 0 é
resulta
. 1 1 1 '
(&)7'= (&;) con &; = —aa; + —bib; + —cic; (2.37)
€z €y €z

Para esta clase de medios el método de Yee sigue siendo adecuado en aquellos problemas
particulares donde el tensor dieléctrico se presenta en forma diagonal, las ecuaciones
rotacionales son idénticas al caso isétropo, sigue existiendo una sola constante dieléctrica
en cada ecuacién escalar, aunque son diferentes de una a otra. La dificultad surge en el caso
general, cuando no es posible tomar el tensor diagonal, ya que los elementos no diagonales
implican més de una componente del campo en la parte temporal de las ecuaciones escalares,
y ahora la definicién espacial del método de Yee deja de ser adecuada.

Para solventar este problema se proponen definiciones espaciales distintas de la original
de Yee, dadas en métodos como el de Dos Nudo que pasaremos a describir.
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Siguiendo la metodologia anterior, presentaremos el método de Dos Nudos como sigue:
la red espacial, temporal y espacio-temporal son dadas en la forma

A2N = A?UAS C A
BzN = BIUBg =B (238)
MgNE [A7XB1] U [AsXBQ] cCM

Las componentes discretas de E y H son definidas sobre la red M, como

E,:A;xB, —R H,:Agx B, — R

2.39
() — By i) (bt bk bt — HotTGabishaed) (2.39)

Asi, los campos quedan definidos sobre la red temporal de forma idéntica al método
de Yee, las componentes eléctricas se definen en instantes n y la magnéticas en n + 5 1. Sin
embargo, la definicién espacial es distinta, en el método de Yee cada componente era deﬁmda.
en nudos de distinto tipo (E; en Ay, E, en A, etc), ahora todas las componentes de E son
definidas en A7, esto es, en nudos del tipo (i,j,k) y todas las componentes de H en Ag, esto
es, en nudos del tipo (i+4.j+3.k+3).

En el método de Yee para medios isétropos, las componentes de E y H se definen
espacialmente de tal forma que las derivadas parciales % (u = z,y,2) presentes en las
ecuaciones rotacionales, pueden ser aproximadas haciendo uso unicamete de los operadores
D,. En este sentido se dice que el esquema de Yee es 6ptimo para dichos medios. Por el
contrario, la distribucién espacial del método de Dos Nudos, exige de la definicién de nuevos
operadores compatibles con tal distribucién. Dichos operadores, que denotaremos con un
acento circunflejo, son definidos como los siguientes productos entre operadores promedios
y diferencias centradas.

D,=P,oP,oD,
D,=P,oP,0D, (2.40)
D,=P,oP,0D,

Si bien, cada operador introduce un error para cada variable, se sigue obteniendo una
aproximacién de segundo orden.

Por ejemplo, la actuacién de uno de estos operadores, digamos D,, sobre una funcién
discreta F' daria como resultado

ﬁsz‘(mz,my,mz) = A:L‘ [ Fm'(m,+2,m,+2,m.+2) + Fm'(m,+2,m,, Fme+3)+

4
+Fmt(m:+§,my+§nmz ) + Fmt(ma'*'zvmy 2,'"1: ) -
—Fmt(m,—%,my-{r%,m,-}-;) —_ F (ma_f,my f;mz+§) -

—F™ (m,—tmy+im.—-1) — Fmt(mz—a,my—a-mz 3) ] (2.41)

Haciendo uso de las definiciones anteriormente, construimos el operador matricial D como

0 -D. D,
D=| D, 0 -D, (2.42)
~H, D, 0



Por otra parte, dado que todas las componentes de un campo ¥ (EoH ) estdn definidas
en nudos del mismo tipo, representaremos éste en la forma de un vector discreto

m,

- \I’z t(mz,m, 1ml)
m —

U t(m,,my,m,) = \I’;ln‘ (mz,my,m,)

\I’;n' (mz,my,m:)

Ahora las ecuaciones rotacionales de Maxwell (2.29) pueden ser aproximadas, con una
exactitud de segundo orden en el espacio y en el tiempo, sin més que sustituir R por D, %
por D, y los campos continuos por sus andlogos discretos. Cuando esto se hace se obtiene el
esquema de Dos Nudos expresado en forma operacional bajo notacién matricial

uD.H i+ttt = —ﬁE’"(i+§,j+;,k+§)
L o (2.43)
EDE™*3(ijk) = DH™ 2(i,4,k)

Para obtener la forma explicita de las ecuaciones de avance temporal es necesario despejar
los operadores discretos de derivacién temporal

— 1 -~ —
D:H™(i+L,j+1k+1) = ——DE™(i+L j+1 k+1)
2 2 2 /J 2 2 2 (2.44)

D,EM (k) = (5)—1ﬁﬁ"+%(i,j,k)

donde las componentes del tensor (¢)~!, para un sistema de referencia dado, pueden obtenerse
de (2.37).
De las ecuaciones anteriores se sigue

H"+1l’(i+l,j+l,k+l) = Hn—%(i+l,j+l,k+l) — —DE™(i+1i+Lk+1)
2 2 2 2 2 2 u 2 2 2 (2.45)
E™igr = EMYajk) + At(E) " DH 1 15k

Hemos evitado escribir la forma completa de las ecuaciones algebraicas del esquema,
debido a su gran extensién. Por ejemplo, para la componente u (u = z,¥, z) del campo E,
se tendria

E3+1(i,j,k) = Ez—l(i,j,k) + At [ Euz ('ijHz""'%(i,j,k) - 'ZA)zHy"-F%(i,j,k)) +
+euy (D H g0 — Do HHEGam) +
+£uz (ﬁzHyn.‘-%‘_(iJ’xk) - ﬁszn+%(i,j,k) ) ]

donde la actuacién del operador D, sobre cada componente magnética, daria como resultado
expresiones del tipo (2.41).
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Capitulo 3

FEstudio numérico en medios
1sotropos

3.1 Introduccion

El método de Yee ha proporcionado un sistema de ecuaciones algebraicas en diferencias
finitas, el esquema de Yee, cuya solucién cerrada deseamos obtener en unos cuantos casos
tipicos.

Comenzaremos con el caso, relativamente sencillo, de un medio numérico homogéneo
indefinido. Ensayaremos una solucién discreta del tipo onda plana monocromética y
demostraremos que la conocida relacién de dispersién numérica y el llamado criterio de
estabilidad son condiciones necesarias pero no suficientes para que dicha funcién satisfaga
el esquema presentado. La condicién necesaria y suficiente es obtenida mediante la
investigacién de la relacién de estructura de la onda discreta en el medio numérico, y se
pondrin de manifiesto las analogias y diferencias en relacién con la solucién analitica.

Los resultados obtenidos permitirdn explicar los fenémenos numéricos de reflexién y
refraccién. Para ello se considerardn dos medios semiinfinitos con distintos valores de sus
pardmetros constitutivos, separados por una interfase simulada, y se obtendrén las leyes y
coeficientes numéricos de reflexién y refraccién.

La tltima parte concluye con un estudio del fenémeno de propagacién guiada, resolviendo
el esquema de Yee en medios numéricos que simulardn guias metdlicas y dieléctricas. La
relacién de dispersién y estructura de los modos discretos, obtenidas como resultado de
nuestra investigacién, mostrard una vez mds la identidad propia del medio numérico.

Los resultados obtenidos facilitarédn el entendimiento de procesos més complicados que
operan en medios numéricos. Esta es también razén por la cual reviste interés el estudio
aqui realizado.

3.2 Propagacion de Ondas Discretas (I). Ondas
planas en un medio numérico homogéneo infinito

Planteamiento del problema. En esta seccién iniciaremos nuestro estudio tratando
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de encontrar una solucién para el esquema de Yee en el caso elemental de un medio
homogéneo indefinido. Ensayemos como solucién una onda plana discreta, y encontraremos
las condiciones necesarias y suficientes para que tal funcién satisfaga este esquema.
Iniciaremos nuestro estudio tratando con medios numéricos no conductores y después
abordaremos el problema de la propagacién cuando la conductividad es no nula.

3.2.1 Medios no conductores

Una onda plana monocromaética discreta, de constante de propagacién 8 = 27", de frecuencia
angular w y propagandose en la direccién dada por el vector unitario 7 de componentes n,,
ny y N, serd de la forma

U™ (1, myme) = U, e IB(MaMzAz+nymyAy+n.m:Az) gjwm. At (3.1)

donde ¥ representa una componente cartesiana del campo discreto.
Puede observarse que (4.1) es autofuncién de los operadores D, (v = z,¥,2,t) con
autovalores

( Du\IImt(ma»mv:mz) = auq’mt(mzamim’-)

_eniomd elfna i o sen(Bny 4 (u=1,y,2)
Vo= = = - = 1,9, (32)
o= ej“’%" — e'j“’% =J2M_).
L p = At At

Teniendo esto en cuenta, la sustitucién de la solucién propuesta (4.1) en el sistema
de ecuaciones (2.11) con ¢ = 0, permite escribir, en forma matricial y bajo notacién de
autovalores, el esquema de Yee para el campo discreto de una onda plana monocromaética,
como

atuﬁo == —-&Eo 0 —az Gy
. . con a=| a, 0 -—a, (3.3)
aeE, = aH, —ay Qg 0

tH (3.4)

siendo I la matriz 3x3 identidad.
La condicién de compatibilidad de este sistema exige que se anule el determinante de la
matriz de los coeficientes de las tres ultimas ecuaciones

aluel + @ =0 (3.5)
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esto es
a?ue — a';’ —a? AzQy aza;
azay a?ue — a2 — a? aya; =0
aza; aya, a?ue — a2 — az

Esta ecuacién determina de forma implicita la relacidn de dispersion numérica, es decir,
la dependencia funcional entre las cantidades reales w, 8 y 7.
El cédlculo de este determinante conduce a la siguiente ecuacién

ajue = a2 +al + a? (3.6)

Sustituyendo a, por su valor segin (3.2), se obtiene la siguiente solucién positiva

sen?(fn 4

sen2(fBn,4z) & sen?(Bn,4¢)
AZ?

Az? Ay? +

(3.7)

sen(w4t) = cAtJ

con c = Ilﬁ Resolviendo para w, esto es, tomando 3 y # como variables independientes se

obtiene finalmente

2
w(p,h) = ——arcsen e

2 (cAtJ sen?(fBn, 4= " sen?(fny4¢)

Az Ay - (ﬁn’é’f)> (3.8)

AZ?

Dados B y 7, esta funcién permite obtener el valor de w suficiente para que el sistema
(3.4) admita una solucién no trivial. Ahora bien, dado que la funcién senz oscila entre —1
y 1, es evidente que1a ecuacién anterior admite soluciones para w € Rt si

sen?(Bny42) sen?(fny4r) sen?(fBn.4=
0 < cAt <1 3.9
condicién que se satisface para todo B y 71 si
1
At< (3.10)

1 1 1
c\/A:’ + Ay? + AZ?

De acuerdo con el estudio tradicional, esta relacién suele escribirse en la forma
P2 + P2+ pi<1 (3.11)

donde p, = %f es el llamado numero de Courant en Ia variable u. En particular, cuando
Az = Ay = Az = A resulta

cAt 1
=< — 3.12

que establece una cota superior para el nimero de Courant.
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Asi pues, una vez fijados los incrementos espaciales el incremento temporal se ha de
calcular haciendo uso de este criterio, conocido con el nombre de criterio de estabilidad. La
razén de esta denominacién es la siguiente.

Sea

sen?(Bn;42) sen?(fn,4¢)
b=cA Y
c tJ AR + Ay2

sen?(fBn, 4=
AzZ*

-+

y suponiendo que (3.9) no se satisface, siendo b > 1. En este caso (3.7)
sen(w4t) =b (3.13)

no admite soluciones para valores de w reales. Consideremos esta magnitud compleja
w = ' + jw", siendo en consecuencia!

sen(w4t) = sen(w'4t)cosh(w” 4t) + jeos(w'4t)senh(w” 4 (3.14)
y la ecuacién (3.13) quedaria como
sen(w’4t)cosh(w”4t) + jeos(w'4t)senh(w”4t) = b (3.15)

Dado que b es real, esta ecuacién es cierta si

/__1_ Il_i -1 _ i —
W'=1, w'=_-cosh (b)—:i:Atln[b-i-\/b? 1]

y la solucién que satisface el esquema para b > 1 toma la forma

U™ (1 myime) = lI’oe:{:Zln[b-&-\/?b-i—l|m¢e—j,B(n.,m,,A:z:+n,,,m,,Ay+n,m,Az)ej'rrmt

Por no tener realidad fisica este tipo de soluciones, la no satisfaccién del criterio de
Courant lleva, pues, a una falta de consistencia entre el problema numérico y el analitico.

Obsérvese que estas soluciones estdn frecuencialmente centradas en la frecuencia de
Nyquist f = ﬁ, y su amplitud crece o decrece indefinidamente con el tiempo. Las soluciones
crecientes acaban por invalidar los resultados numéricos obtenidos computacionalmente. En
la Figura 3.1 se muestran cuatro instantes de tiempo distintos para un caso de propagacién
de un pulso gaussiano en un dominio unidimensional en el que se ha escogido un nimero
de Courant menor que la unidad (0.975) y en el que se observa la aparicién de una de estas
soluciones crecientes

Es de hacer notar que este tipo de inestabilidades, centradas en la frecuencia de Nyquist,
se presentan también en otro tipo de esquemas como el VCFDTD sin que la eleccién de un
nimero de Courant adecuado acabe estabilizando el esquema. Conocido el tipo exacto de
evolucién de las inestabilidades, un posible método de eliminacién de estas es el filtrado de
las mismas. Por ejemplo, y para el caso anterior, es posible efectuar un filtrado temporal de
la forma Y"1 = YTV oyya funcién de transferencia en el dominio de la variable 2
es de la forma

27V 4204 21
4

f(z) = (3.16)
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que sustituyendo z por e’ resulta ser en el dominio de la frecuencia un filtro paso baja de
fase nula, y de funcién de transferencia de la forma mostrada en la Figura 3.2

Para el caso anterior con nimero de Courant 0.975 se consigue de este modo eliminar la
inestabilidad, obteniendo en el dominio de la frecuencia la situacién de la grifica mostrada
en la Figura 3.3.

Modulo

0 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2
Frecuencia normalizada a la de Nyquist

Figura 3.3: .

Asociada a la solucién fisicamente aceptable, una cantidad de interes es la velocidad de
fase numérica, dada por el cociente entre la frecuencia angular y la constante de propagacién

2 sen?(pn.42) , sen?(pn,5¥) , sen?(pn.4%)
Azarcsen (cAt e -+ a7 e -

V(B8,n) = 3.17
(8,3) 3 (3.17)

Cuando los incrementos espacio-temporales tienden a cero (Au — 0, u = z,¥,2,t) la
ecuacién de dispersién numérica (3.8) converge a la ecuacién de dispersién analitica w(g) = cf.
Para medios no dispersivos esta ecuacién establece una relacién lineal entre 8 y w, como
consecuencia, la velocidad de fase analitica (v = g = c) es una constante de valor c. Por
el contrario, la ecuacién de dispersién numeérica establece una relacién no lineal entre f y w
y también puede observarse que esta relacién depende de la direccién de propagacién. En
consecuencia, puede decirse que la discretizacién de un medio analitico no dispersivo conduce
a un medio numérico que ademés de dispersivo es anisétropo, la velocidad de fase numérica
depende de la direccién de propagacién.

El medio numérico definido por los incrementos Az, Ay, Az y At juega un papel
fundamental en relacién con la exactitud de la solucién, ya que a medida que estos
incrementos tienden a cero, la solucién del problema numérico converge a la solucién del

problema analitico.

z_—is

1Para un angulo z complejo: sen(z) = £ 5
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En lugar de los incrementos espaciales, se maneja la cantidad resolucidn en la variable u
(R,) definida como

R, = (u=1z,y,2) (3.18)

A
Au

Si una onda plana monocromética discreta de longitud de onda A se propaga en la
direccién u es evidente que R, es igual al nimero de muestras espaciales tomadas por
longitud de onda. Para una A dada, una mayor resolucién implica un menor Az y por lo
tanto una mayor precisién. Es usual, para problemas razonables, utilizar resoluciones entorno
a 20, aunque esta eleccién depende del grado de exactitud con la que se quiera resolver el
problema. El tnico inconveniente para conseguir una mayor precisién disminuyendo Au
es que al aumentar el nimero de celdas que componen la regién de célculo la solucién del
problema puede resultar inabordable para el ordenador disponible.

Si hacemos At = 1/¢\/ 5 + &y + zz7, 12 funcién velocidad de fase (3.17) pueder ser
escrita en términos de las variables independientes R;, Ry, y R,

e ) o AR IR
w

TSeNZ( 2n.)+ RISEN? (= ny )+ RISENT (= nz) 3.19
-arcsen <\/R‘ (n )+R§zg+ f“vzy)-*' (#5n )) (3.19)
TR

Una idea de la anisotropia del medio numérico puede ser obtenida de la Figura 3.4, en
donde hemos representado el diagrama polar? de la funcién v(r,3) para distintos valores de
R = R, = Ry, = R,. Por claridad se ha tomado el semiespacio 7 < ¢ < 27 y el corte

longitudinal (eje z) de esta superficie.

Relacién de estructura en el medio numérico (condicién necesaria y
suficiente). Como ya se ha puesto de manifiesto, la relacién de dispersién es condicién
necesaria pero no suficiente para que el esquema de Yee admita como solucién una onda
plana discreta. Para obtener la condicién necesaria y suficiente, es necesario investigar en la
relacién de estructura de la onda en el medio numérico.

Si se sustituye (3.6) en (3.4) se encuentra un sistema de cuatro ecuaciones linealmente
independientes con seis incognitas

( 1
Hoz o Spstiast zE - E z
"y [a:Eoy — ayEox]
1
Hoy w— —— [aonz = aon:r:]
g ai“ (3.20)
Hoz = —|a Eo:z: . aon
—lay )

Gl + ayEoy +as By =0

2Véase Apéndice A

37



0000000000000 00000000 900000000009%00000000000000000%20000000%0

R=2

Figura 3.4: Diagrama polar de la velocidad de fase en el medio numérico.

esto es
[ At [sen(Bn,42) sen(fn 4=
Hyp = - oz — ——2-F
pusen(wit) | Ay = Az *
H At 'sen(Bn, 4= 7 — sen(fBn, 4 B
%" psen(w4t) | Az o Az .
A [ o2 A ' 21
3 H, = t _ sen(gn ) )Eoy _ sen(iny-,l)En (3.21)
psen(wd) | Ac Ay el
se zAz A s zAl
H(ZZ; g+ Sen(ZZy'fv')Eoy + en(i’: Fg_ =0

Este sistema determina la relacién de estructura de la onda plana en el medio numérico.
Puesto que tenemos cuatro ecuaciones y seis incégnitas, dos de ellas se podrin elegir
arbitrarias, quedando las restantes ligadas por estas ecuaciones.

La relacién de estructura puede ser convenientemente escrita en la forma vectorial

& = (g, 0y 0)

= 1 GAB, sen(fn. 4
C con w=Im(a,) = 2% (3.22)
&‘Eo = 0 At
sen (w4t
atEIm(at) = 2—252—)
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De su interpretacién se deduce que el vector H, es perpendicular a @ y E,, y & es
perpendicular a E,. Por lo tanto, los tres vectores Eo, H, y & formardn un trirrectdngulo
directo. Como en general la direccién del vector & no coincide con la direccién de
propagacién, los vectores H, y E, pierden su perpendicularidad respecto de esta direccién.

También puede demostrarse ficilmente que las amplitudes numéricas siguen conservando
la relacién

e

| Ho| €
| Eo H

-

5o
Por otra parte, de los resultados & - E,=0ya-
discretas

H, = 0 se deducen las ecuaciones

D, E (k) + DyEy ik + D, EZ (iik) =0
1 1 1
DoHy P is bt bkt ) + DyHy 2 bbbt d) + DoHL Tl b)) =0

que son precisamente las ecuaciones de la divergencia V-E =0 y V-H=0 aproximadas
mediante los operadores D, (u = z,v, 2).

Caso bidimensional. Para usos ulteriores resultard conveniente tener presente las
soluciones de los sistemas bidimensionales TEy y T M,, definidos en (2.26), en el caso de
medios no conductores.

Para una solucién del tipo

U™ (m,m,) = \I,oe—jﬁ(nzmzAz+n,m,Az)ejwmtAt (3.24)

se ha de satisfacer la igualdad

a?ue = a2 + a? (3.25a)
junto con la relacién de estructura
Hpp = ~~E,, Eop = ——2H,,
TE, -y TM, s (3.25b)
H,, = ——Eoy Eoz == —Hoy
at b a:e

3.2.2 Medios conductores

Ahora se propondra estudiar la propagacién de ondas discretas cuando el medio numérico
tiene una conductividad no nula. Se intentard satisfacer el esquema de Yee (2.11) buscando
una solucién

U™ (1 my ma) = \Poe—j"/(n,m,Ax+nymyAy+nzmzAz)ejwmtAt (3.26)

con v = 3 — ja, siendo [ = 27” la constante de propagacién y «'la constante de atenuacién.
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Para medios conductores, el esquema de Yee implica a los operadores D, en las variables
z,y, 2y t, y al operador promedio temporal P;. Para la solucién propuesta es evidente que
el autovalor temporal a; del operador D; sigue siendo el mismo que en el caso anterior, sin
embargo la cantidad compleja v modifica los autovalores espaciales. En concreto

[ D, ™ (mz,my,m;) = Ay U™ (mz,my,m;)
e—irm Gt _ gima S
Ay = - =
< _ _2senhf}c‘mué§!) cos (Bn,4¢) + j cosh (an, 4 )sen(fn, 4
Au
o= 3 — e i ,QSen(w%-')
s At ST
( ’Pt‘I/m' (mz,my,m;) = a;\II"“ (mz,my,m:)
< s At s At
ST 4 e 0F
! a, = _; = cos(w4t)

Procediendo la misma forma que en el caso anterior, obtenemos

auHy = —aE,

. - (3.28)
atech = aHo
con
aio At o
= 14+ 22| = l-j———— 3.29
ce E( + ate) 6( 12 ta.n(w%i)s) 329

Este sistema es idéntico al obtenido para medios no conductores (3.3) sin més que sustituir
€ por &, en consecuencia, la condicién para que exista una solucién no trivial establece la
siguiente ligadura

peca; = al + al + a? (3.30)

de donde se obtiene el sistema de dos ecuaciones

Esen"’(w%-‘) -y cosh?(an, 4% )sen?(Bn, 4= ) — senh?(an, 4 )cos?(fn, 4=
At? u=z,y,z Au?
<
po sen(w4t) cos(w4t) . cosh(an, 4*)sen(Bn,4*)senh(an, 4 )cos(Bn, 4)
| 4 At W Au®

que permiten determinar w y « para 3 y n dados.
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3.3 Propagacion de Ondas Discretas (II). Reflexién y
refraccion en la interfase simulada de dos medios
homogéneos

Planteamiento del problema. En esta seccién se estudiard el problema numérico
relacionado con la incidencia de una onda discreta sobre la superficie plana e infinita que
separa dos medios homogéneos distintos.

Este es el problema de contorno maés simple que puede ser analizado y como es sabido
desde el punto de vista analitico puede ser resuelto haciendo uso de las condiciones de
contorno, no asi en el caso numérico donde la solucién es obtenida de la condicién de
compatibilidad del esquema en los nudos préximos a la interfase.

3.3.1 Deduccion de las ecuactones fundamentales. Ley numérica
de Snell-Descartes. Coeficientes numéricos de reflexion y
de refraccion.

En las secciones anteriores se ha puesto de manifiesto la gran ventaja de utilizar un lenguaje
operacional en el tratamiento tedrico general del problema discreto. En esta seccién se
introducirdn dos nuevos operadores que facilitardn el andlisis matemadtico de los problemas
numéricos de las condiciones de contorno. Estos operadores, que denominaremos Adelanto
y Retraso, son definidos en el espacio de las funciones discretas como sigue

e Adelanto en la variable x

Fmt(m:: + %1 My, mz)
Az

A F™ (Mg, my, m;)=

e Retraso en la variable x

F™(m, — £, my, m,)
Az

R F™(mg, my, m;)=
con expresiones similares para las variables y y z.
Haciendo uso de estas definiciones podemos expresar el operador diferencia centrada como
Du = Au - Ru
Para funciones del tipo
U™ (g my me) = \I,oe—jﬂ(nzmzAz+nymyAy+n,mzAz)ejwmtAt
las siguientes identidades son ciertas
A-u\IImt(mz,mvymz) = a:‘I’mt(mz,mwm,) (u =7z, yaz)

(3.31a)

e~#m % cos(Bn,4e) — jsen(Bn.4e)

+
v Au Au

a
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Ru U™ (ma,my,m.) = ag V™ (maymy,m.) (u = 1,7, 2)

y también

| ) 3.31b
_ eifnu 5* cos(fBn,4x) + jsen(Bn,4x) ( )
a, = =
Au Au
——— (3.32)
donde recordamos que
e=iBnu G2 _ gifn. Gt sen(fBn.4)
w = =-R2—x B
a Au J Au (u “Y Z)

es el autovalor espacial del operador D, definido en (3.2).

Para el estudio numérico se adoptardn los siguientes convenios:

Tomaremos el plano discreto z = k,Az como la superficie de separacién y el plano zz
como el plano de incidencia.

Atn siendo fécil encontrar la solucién general cuando ambos medios son conductores,
la complejidad de los resultados tienden a dificultar la interpretacién de lo que estd
ocurriendo. En consecuencia, se tomardn ambos medios como no conductores, de modo
que todos los vectores de propagacion serdn reales.

Se utilizardn los indices 7, r y t para denotar las cantidades asociadas con la onda
incidente, reflejada y transmitida, respectivamente.

Como es usual, consideraremos por separado dos casos: cuando el campo eléctrico
se encuentra en el plano de incidencia y cuando es perpendicular al mismo. De esta
manera consideraremos también el caso general, en el que E puede descomponerse en
dos vectores de uno y otro tipo.

Polarizacion TE,. Vector E normal al plano de incidencia

En este caso el vector E es normal al plano zz (plano de incidencia) y H es paralelo a él,
Figura 3.5.

Siendo consecuentes con nuestra exposicién (2.26), (2.27), debemos suponer que la
implementacién computacional se ha realizado como sigue

e+ D HE (ik+3) = DB (ik+1)
pe)DeH (i+3,6) = — Dz By (i+4,%) (3.33)

1

1 n+i n
s(k)’DtE;'+’(i,k) = DZH,+’(i,k) - C(k)Dsz+2(i,k)
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Figura 3.5:
con
HU1 MMy = koyko—3,ko—1,ko—3,"**
#(mz) = ucf m,; = ko+% (3.34)
H2 m; = ko+1, k°+%,"'
51 mz =ko—1,ko—2,"'
E(m:) = Eef Mz = ko (3.35)
€9 My = kot1l,ko42, "
)1 ma#Fk
C(m.) = { G mo=n (3.36)
en donde pes, €5 ¥y Co estdn dadas en (2.21), (2.25). Se ha tomado d = 0, siendo por tanto
€1+ &2 M1+ M2
— 5 —d ’ C = —————— 3.37
Hef = M2 Eef 2 2 2t ( )

Nuestro objetivo es encontrar la condicién de compatibilidad del esquema (3.33),
admitiendo la existencia de tres ondas: la onda incidente en el medio uno, la onda reflejada
tambien en el medio uno y la onda transmitida en el medio dos. Sin hacer suposiciones
acerca de sus amplitudes o fases, podemos expresar estas ondas como

Onda incidente

U™ (ma m.) = \I,m_e-jﬂ.- (nzimzAz+n,im Az) ejw;mgAt m,<k,

Onda reflejada

U™ (myim.) = \I,m_e—j[ﬂ,(nz,mxAa:+nz,.m,,Az)+¢,]ejw,.mtAt m, <k,
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Onda transmitida

U™ (mgym.) = ‘I’ote_j[ﬂ‘ (nzemz AT+n2em: A2)+6e] piweme At me>k,

siendo ¢, y ¢; constantes de fase relativas a W¥; que se introducen debido a que k, es
arbitrario y 8, = ?\—’: (v =1,r7,t) la constante de propagacién de la onda incidente, reflejada
y transmitida, respectivamente.

Cada una de estas ondas deben satisfacer las relaciones dadas en (3.25)

Hozu = aazv Eoyv l = 1 . o
a2 e = a2, + a2, , t"g' con = 8 U=T (3.38)
H. —=_S%@»p =2 s v=t
ozv oyv
Aty K1
siendo
ay, = _jQSen(ﬁ,,nu,,égi)
’ Au (u=2z,2)
e (3.39)
sen (wy, 4t (v=1i,n1)
=12—==
atv J At
También se utilizard la notacién
o = cos(Bynypsr) — jsen(Bunups:)
uv Au
(3.40)

- Cos(ﬁvnuvA—;‘) +jsen(,8,,n,m%)
aadl Au

para los autovalores de los operadores adelanto y retraso definidos anteriormente.

Obsérvese que los campos en los nudos de interfase Ej(ik.) y H: +’}(i+§,k.,) no han sido
etiquetados respecto al cardcter incidente, reflejado o transmitido, pero estos se relacionan
con los campos en el medio uno y dos a traves de las ecuaciones del esquema en los nudos
proximos a la interfase.

Llamando

‘I’Tt(mz,mx) = ‘II:M (mz,m.) + \I;:"t (mz,mz)

\I’;n‘ (mz,me) = \I’;n! (mz,mz)

las ecuaciones del esquema en los nudos préximos a la interfase pueden ser escritas como

En ko — %
p1 D HY (iko-3) = A Ef (i ko—3) — R By (iko—} (3.41)
En k,
gL 1 1 1
€efDiEy 2 (iko) = AL Hoy * (iko) — RoHoy 2(iko) — CoaDoHr ' 2 (ik,) (3.42)
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p1DeH (i+4 ko) = =Dz By (i+}.k0) (3.43)
En ko, + %
pef DeH o(iko+3) = AL Epy(iko+}) — RoEy (ikot}) (3.44)

De (3.41) es fécil derivar la identidad
Ey(ike) = Ey;iko) + By, (iko) (3.45)
En efecto, teniendo en cuenta que
D:Hz,(iko—3) = Qo Hg, (iko—3) .
R:Ey,(iko—}) = az,Ey, (iko—} w=nn)
y la relacién de estructura (3.38), la ecuacién (3.41) puede reescribirse como
A B iko—}) = (azi + a3;) Eiliko—1) + (azr + 0%, ) By (iko—1)
dado que a,, = a}, — ar,, segin (3.32), resulta
A:E}(iko-}) = aL Eyiliko—1) + at By, (iko—})
esto es
A E}iko-}) = A Egi(iko—$) + A By (iko—})

de donde se sigue (3.45), tal y como queriamos demostrar.
De forma similar podemos despejar R,Ej(ik+3) de (3.44), llegando através de un
razonamiento anélogo al precedente, a la conclusién

E}(iko) = Eyy(iko) (3.46)
La condicién de compatibilidad de (3.45) y (3.46) requiere
Eyi(iko) + By (ike) = Epyisk) (3.47)

esto es
Eoyie—jﬁ,-(n,;iAz+n,.-k°Az) eiw.-nAt + Eoyre-—j[ﬂ,(n,,iAz+n"koAz)+¢,-]ejw,.nAt ==
— Eoyte—j[ﬁg(n,giAz+nz:k.,Az)+¢'t]engnAt (348)

Para que esta condicién se cumpla, es necesario en primer lugar que
W; = Wyp = Wy (349)
En efecto, la condicién (3.48) tiene la forma

Aejw,'nAt 4= Bejw,.nAt = Cejw:nAt (350)
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donde A, B y C no dependen de la variable temporal.
Aplicando a (3.50) el operador D;, obtenemos

au AS“ ™At 4 g, Be“r™At = g, C At (3.51)
eliminando de estas dos ultimas ecuaciones Ced“t"At resulta
(asi — an) A2t = (ay — az) Befr™2t
esto es
[sen(wi4t) — sen(w:4t)] AP“™At = [sen(w;4t) — sen(w,4t)] Bel ™4t

que se satisface s6lo para w; = w,. De forma similar, en (3.51) podemos sustituir Be¥rnAt por
su valor segtin (3.50), llegando a la conclusién de que w; = w;. Por consiguiente, efectivamente
w; = w, = wy, es decir, la frecuencia numérica no varfa durante la reflexién o refraccién. A
partir de ahora este valor comun serd denotado como w. Nétese que esta condicién también
puede ser expresada en términos de los autovalores temporales como

..sen(w4t)
s = = an = a; = J2— o (3.52)
De un modo similar, puede demostrarse que deben cumplirse las igualdades
ﬁinzi = 6rnxr = ﬁtnzt O Qzi = Qzr = Qzxt (3533)
or = (,Binzi - ,Brnzr) koAz (353b)
¢t = (ﬁinzi - ,Btnzt) koAz (353C)

Con esto, las exponenciales en la ecuacién (3.48) se anulan dejando una expresién
independiente de las variables espaciales y temporales

Eoyi + Eoyr - Eoyt (3.54)

Las ecuaciones (3.53b) y (3.53c) dan los valores de ¢, y ¢; correspondientes a un valor
dado de k, y entonces ellas permiten que la relacién anterior sea vélida independiente de
esta ubicacién.

Ahora tengamos en cuenta la ecuacién (3.53a). De la primera de estas igualdades
Brngr = BiNgi O Gzr = Gzi, y del hecho de que

2 — ol 2
az €1 = Az +ay;

2 —_— 2 2 - A2 2
Ay h1€1 = Qzp + az, = ag; + a,

se sigue
,Br = ,Bi ) Ngr = Nzi , MNzgr = —Nyzi QAzr = —QAyz (355)

que es la ley de la reflezidn, la cual no se ve modificada en el espacio numérico.
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De la segunda igualdad de (3.53a) Binaz: = Binzi 0 azt = a4, €s evidente que

Ngi -
Be = 3:'”—“ (3.56)

donde n,; puede obtenerse de las relaciones

2 . 2
a; €1 = Ag; + az;

2 2 2 2 2
At U2€2 = Ay + 03 = Qg + A7

el resultado es

1
Ras = con (3.57)

2
1+ (—rza;,cns?n‘f )
itz T3

¢ = Az\l UoE2 (sen2(ﬁ,-nz,-%s) 4 sen2(,3ina.%£)) B sen2(ﬂ,~n,,-e,£)

Li€1 Az? Az? Az?
y por supuesto se tiene para la componente z
Nzt = 1-— nit (3-58)

Por lo tanto, conocidos B; y 7; es posible determinar (3; y 7 para la onda transmitida.
Este resultado, es pues, la versién numérica de la ley de refraccion o ley de Snell-Descartes.

Hay atin, junto con (3.54), una interdependencia compartida por las amplitudes que ahora
se puede evaluar. De (3.43), (3.45) y teniendo presente la relacién de estructura (3.38) se
obtiene

n+i 1 n+l
H 34 h k) = Hop 24 bko) + Hir 2 (i hko) (3.59)
Este resultado junto con (3.45), permite escribir (3.42) como
n 1 1 n 1 n 1 n 1
€esDs [Eye+’<i.ko) + E,",‘,*’«‘(,-,k,,)] = A HL %) — R, [Hzf"‘(i,ko) + Ho ’(i,ko)] ~
mhd nty
—C2D, [H,,- (iko) + Hozr (i,k,,)] (3.60)
de donde se sigue, después de hacer algunos célculos, la siguiente relacién entre amplitudes
bi=p0a.i(2a;; + ax) + ma’,
blEoyi -+ ngoyr = b3Eoyt con bzsugazr(2a; -+ az,.) + ,ulaft (361)
bs=u12a%a.:

Puesto que E,,; es arbitraria, las cantidades significativas son las relaciones Eoy, [Eoyi ¥
Eoyt/ Eoyi, pudiéndose ya calcular a partir de las ecuaciones (3.54) y (3.61). El resultado es
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Eoyr - _ #2azi(a-z"i + a;) . ulazt(a:-t + az—t) —
Eoyi paazr(af, +az,) — paz(ad; +az)
_ Hgsen(Bin;iAz) — pisen(Bin.Az) (3.62a)
ussen(B.n,,.Az) — uisen(Bin, Az) ’
E, E,
ot _p 4 Zowr (3.62b)
By By

en donde B;n., y Bin.: pueden obtenerse de (3.53), (3.56), (3.57) y (3.58).

A modo de ejemplo en las siguientes graficas se muestra la parte real y la parte imaginaria
(onda atenuada en el caso de reflexién total) del d4ngulo de transmisién tedrico y numérico,
obtenido a partir de (3.57), para una onda resuelta con 15 celdas por longitud de onda,
propagéndose en un medio cerdmico de &, = 90 y saliendo al vacio.

X () 3.5 .78 1 1.33 1.5

|

- ; ao% \
|
5

0.25 °.3 0.7 1 1.35 1.5 \

¥
0.4 ci -2.% o

Ranans

0.2

Figura 3.6: .

Se ha analizado el primer caso de polarizacién donde E es perpendicular al plano de
incidencia, obteniéndose las expresiones de los coeficientes de reflexién y refraccién para la
componente del campo E,. De manera similar puede obtenerse las expresmnes de estos
coeficientes para el segundo caso de polarizacién, cuando el vector H es perpendicular al
plano de incidencia.

Polarizacion TH,. Vector H normal al plano de incidencia

En este caso el vector E es paralelo al plano de incidencia con dos componentes E, y E;, y el
vector H es perpendicular al mismo con una sola componente Hy, Figura (3.7). Se procede
aqui de una manera muy similar a la de la seccién anterior. La condicién de compatibilidad
del esquema T'H,

u(k+%)'DtH;(i+%,k+%) = D E7(i+Lk+}) — D, EZ(i+1,k+})

ntl 1
e(k)Dth”(i#;,k) = -D.Hy +’<i+§,k) (3.63)
E(k+%)Dth (; k+3) =D, Hy (z k+1)
con

1 My = ko—3y ko3, ko
Pime) = Hef = Mo Mz = koty (3.64a)

H2 m; =ko+%)k0+%"”
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Ei fli=(Nxi,nzi)
H;

E(m;) =

conduce a

{ an:i + onr =

de donde

oxt

bloni + bZan:r = b3Eo:t:t

EOIT —

Figura 3.7:
€1 mz =ko—%,ko—l,ko—-%,"'
€1+ &2
Eef = 2 z = ko
62 mz = ko+%, ko+1, ko+%,'°'
b= —2¢1a:a7;

con bo=2¢,a:0,
b= ; — €20i(af; + az)
3=E10A:t0zi €20Q2i\A 5 zt

Eozt
Eo:ri

ezazi(aj} + a;,) e Elazt(aj,- -+ a;’,) —

 e2axr(af + az) — €10a(af + a3)

eatan(Bin.: %‘) - €1ta-n(,3tnzt%‘)

"~ eotan(Brnr A—;—) - slta.n(ﬁtn,t%i)

oxr

14
Eo:z:i

(3.64b)

(3.65)

(3.66a)

(3.66b)

De la relacién de estructura del campo discreto, es ficil hallar los coeficientes de reflexién
y refraccién para las otras componentes. Asi por ejemplo, se obtendria para la componente

Hy

Hoyr Eo:z:r

H, oyt Eo:t:i
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3.4 Propagacion de Ondas  Discretas  (III).
Propagacion guiada

Planteamiento del problema. En las secciones precedentes se investigaron soluciones
discretas dependientes del tiempo para el esquema de Yee en la forma de ondas planas,
los resultados obtenidos nos han permitido explicar la reflexién y refraccién en interfases
simuladas, por lo que estamos preparados para estudiar a continuacién los aspectos bésicos
de la propagacién discreta de ondas guiadas en medios numéricos que simulardn guias
metdlicas y dieléctricas. Asi pues, esta parte estd dedicada a analizar la distribucién del
campo electromagnético y los fenémenos que ocurren en el espacio numérico que simula este
tipo de estructuras.

Desde el punto de vista matematico este problema se reduce a la investigacién del esquema
de Yee sujeto a las condiciones de contorno simuladas en cada caso.

3.4.1 Solucién numérica para la guia rectangular metdlica

En la Figura 3.8 se muestra una guia metélica que se extiende indefinidamente en la direccién
z, siendo de seccién rectangular constante de lados a = i,Az y b = 5, Ay en el plano zy. Se
hace la suposicién de que las paredes limitantes son conductores perfectos y que el interior
se encuentra lleno de un medio lineal, homogéneo e is6tropo no conductor, descrito por los
parametro p y €.

Bajo la suposicién de que las paredes que forman la guia son conductores perfecto y
que el medio matenal en contacto con ellas es isétropo, las condiciones de contorno son
simplememte E; = 0 y H, = 0, es decir, E no tiene componente tangencial y H no tiene
componente normal. Para simular estas condiciones, basta con hacer coincidir las paredes
de la gufa con aquellos nudos de la red donde estén definidas las componentes tangenciales
del campo eléctrico y las componentes normales del campo magnético, manteniendo a cero
el valor de tales componentes en todo nudo temporal se garantiza el cumplimiento de las
condiciones de contorno.

=5

Pa
P
P =
L
P

L

a=igAx

b =j,Ay

d ‘:— - :v- - SiN
NG T
0 LN

N

Jb

Figura 3.8: .

Asf pues, para determinar la distribucién de los campos discretos en la guia, es necesario



resolver el esquema de Yee

( uD:HZ (ij+3.k+3) = D Ey (ij+3.k+%) — DyE7 (ij+3.k+5)

uDtHy (i+3.5.k+3) = Dz E7 (i+3.5.k+3) — D2 EZ (i+3.5.,k+3)

UD:HZ (i+5.5+5.k) = Dy EZ (i+5.5+3.k) — Dz Ey(i+5.5+3.%)

(3.68)

n+l n+l n+i
eDEz  *(i+3.5k) = DyH; 2(i+}.4.k) — D Hy *(i+4.5.k)

n+i n+l n+1
eD:Ey 2(ij+3.k) = D Hz 2(ij+4k) — DzHz 2 (ij+5.k)

ntl ntl n+l
(| €D:E; 2(ijik+d) = Do Hy 2 (igk+3) — DyHz 2 (igk+3)

sujeto a las condiciones de contorno

n+i
Hz ?Gj+3k+3)
E}.j+3.k) =0 en i=0, 1 (3.69a)
E7 (i.jk+3)

1
Hy 2G4 bik+d)
EZ(i+4.5.%) =0 en j=0,5 (3.69b)
E7(ijk+3)

Se trata de encontrar una solucién en la forma de una onda que se propaga a lo largo del
eje de la gufa, esto es, en la direccién 2. Se hace la suposicién de que las componentes del
campo poseen la forma discreta

\I’mt(mz,my,m,) = ‘I’o(mz,my)e—jﬁmZAzeiwmtAt (370)

La cantidad 8 = 2T" es la constante de propagacién de la guia y A su longitud de onda,
es decir, el periodo espacial a lo largo de ésta.

Al sustituir esta funcién en el esquema de Yee, y tras cancelar el factor exponencial
comun, se obtienen las siguientes condiciones matemadticas del problema planteado

1

Eoytii+}) = — [DyEozii+}) + atpHozii+3)) (3.71a)
1

Eoz(i+}.5) = e [DzEoz(i+t.5) — aeptHoy(i+4.5)] (3.71Db)

athHoz(i+3.5+3) = DyEogli+y.i+3) — Dz Eoyli+§.+3) (3.71c)
1

Hoy(i'f'%,j) - 'a_ [’DyHoz(i’f'%rj) - ateEoz(i'*%J')] (371d)
1

Hoz(ij+3) = . [DzHoz(ii+1) + Gt Eoy(ii+)] (3.71e)

ateEoz(irj) = DzHoy(ixj) - DyHoz(iuj) (371f)

con
..sen(B4z) .. sen(w4at)
= — 2_——2 , — 2—2. .
. 4 Az o 54 At (3.72)
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Si ahora se sutituye (3.71e) en (3.71a), (3.71d) en (3.71b), (3.71b) en (3.71d) y (3.71a)
en (3.71e) se obtiene el siguiente sistema algebraico completamente equivalente al anterior

1

Eoy(ii+3) = pe (@:DyEsz(ii+}) + et Do Hoz(id+3)] (3.73a)
1

EOJ?(’.'*'%’J.) e ;5' [azDonz("'*’i':j) - at/-‘DyHoz(i'*'%J)} (373b)

atuHoz(i"‘i‘J*’%) L DyEoz(H‘i',j'F%) = Dony(l'+i-,j+%) (373C)
1

Hoy(i+4.49) = o [@:DyHoz(i+4.5) — 016Dz Eos(i+}.)] (3.73d)
1

Hoz(iaj"'%) == -K,_z [azDzHoz(i:j*‘%) the atevyEoz(isj"‘%)] (3.736)

ate By (i) = DyHoy(ij) — DyHoz(id) (3.73f)

donde se ha definido
k*=a? — ape (3.74)
Por comparacién con la solucién analitica, intentaremos encontrar la condicién de
compatibilidad de este sistema, admitiendo que las componentes longitudinales poseen la
forma discreta

Hoo(i+1.5+1) = Hocos(Kz(i+1)Az)cos(ky(i+1)AY) (3.75a)
E,.(i,j) = E,sen(k,iAz)sen(kyjAy) (3.75Db)

siendo H, y E, constantes arbitrarias y
Ke = % , Ky = % con p y q enteros. (3.76a)

Obsérvese que las siguientes identidades son ciertas

sen(ky 5%
Au

Dy sen(k,myAu) = b,cos(Kymy,Au)

DuCOS(KumuAu) = —busen(numuAu) ('lL =7z, y)

con b,=2

Haciendo uso de este resultado, es facil obtener las siguientes expresiones cuando (3.75a)
y (3.75b) son sutituidas en (3.73a), (3.73b), (3.73d) y (3.73e)

Eoylij+3) = —:—2 (a:byE, — aspb, H,) sen(kiAz)cos(ky(i+3)AYy) (3.77a)
Eozli+iy) = ;12— (a:b:E, + aruby H,) cos(kz(i+1)Az)sen(kyjAy) (3.77Db)
Hoy(i+1,5) = —% (aiebz Eo + azbyH,) cos(kz(i+1)Az)sen(kyjAy) (3.77c¢)
Hy(id+d) = % (atebyE, — azb H,) sen(kziAz)cos(ky i+ Ay) (3.77d)

Todavia quedan por satisfacerse las ecuaciones (3.73c) y (3.73f). Si sustituimos (3.75a),
(3.77a) y (3.77b) en (3.73d) obtenemos la siguiente condicién de compatibilidad

K® = b2 + b (3.78)
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Igual condicién se obtendria en el requisito de satisfacer (3.73f), asi pues, bajo estas
condiciones queda asegurada la compatibilidad del esquema y el cumplimiento de las
condiciones de contorno.

Para mayor claridad, mostraremos los resultados obtenidos, desacoplando la solucién
general en las usuales polarizaciones T'Ep; y T Mp,.

Polarizacion TE,, (E,=0); p,q € Z* pero sin quep=qg=0

poenogysen (54)  oon
Eor(i+}.4) = 4j 1‘62 Az Ay H,cos ( (i+} )Az) sen (TJAy)

. . 1 sen (w4e) sen (5542 T qm
Eoy(i+3) = —43;5 Az E (Aa: )Hosen (71Ax) cos (—b—(j+§)Ay)
Eoz(i) =0

1 sen (34z) sen (’f%) (p7r ) (q7r s )

Hoz(ij+3) = 4j =52 A H,sen —a-zAa: cos T(J+,)Ay
. 1 sen (B4z)sen (LT“) (pﬂ' . ) (q1r ) )

Hoy(i+%.4) = 2%, A H,cos . (i+1)Azx )sen 5 jAy

H,,(i+}.i+%) = Hocos (%-W(H%)Aa:) cos (q—;(ﬁ%)Ay)
Polarizacién TM,, (H,=0); p,q € Z* — {0}

1 sen (B3) sen (5 %)

Epa(i+33) = —4i Eucos (57 (er1) 2 Jsen (Fi80)

Az Az
o . 1 sen (B4:)sen (ﬂbl%x) prr . ar
Eoy(ig+3) = —4JF Az Ay E sen (Z-zAx) cos (T(ﬂ.,})Ay)
Eo.(ij) = Eosen (-—zAa:) sen (% jAy)
. € sen (w4t) sen (9-—,1) (pvr ) (qﬂ' 1 )
i — s N A
H,z(ij+3) = KQ At Ay E,sen - 1Az )cos 2 (i+3)Ay
PT Az
o _.isen(w“)sen(a“f) (Eﬁil ) (ﬂ )
Hoy(i+3:3) = 4-1&2 At Ag E,cos a (i+3)Az )sen b]Ay

Hoz(t+2,_1+ ) 0

Para que el anilisis de las ecuaciones anteriores quede completo, es necesario observar el
comportamiento de la dependencia funcional w = w(s).

Se sabe que
=a’ — a’ue y también que k% =02 + bz (3.81)
asi pues
ape = a — b2 — b (3.82)
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de donde se obtiene la solucién fisica
sen2 2T Az s 2(9™ Ay 2 Az
onr ) | seni(3) | sen?(B3y)
Az Ay a2
1
C\/Z‘;‘ + —7 +

2
w(B) = —arcsen

5 (3.83)

1
con c=—— y At

JiE

que es la relacién de dispersién numeérica del modo pg en la guia.

Supongamos fijado el medio numérico por los valores concretos Az, Ay y Az, la geometria
de la gufa por a y b y consideremos un modo particular pg. Si escribimos A = R;Az, esto
es, B = RL,Z22 la relacién (3.83) puede reescribirse en términos de la resolucién R, como

2
W(R:) = —A—ta.rcsen cAtJ

A:J: Ay? AZ?
Como quiera que 2<R,<o0, se sigue
con
2 sen?(254z) sen?(L-4
Wy = lzlguoow(R‘) = Rarcsen (cAtJ A( ] ) + A(;z—il)) (3.84)
. 2 sen?(Z-4z)  sen?(IF4¢) 1
Whez = W(R:=2) = A—tarcsen (cAtJ A2 L+ A;2 2+ s (3.85)

En efecto, si w < w¢,;, entonces la constante 3 se hace imaginaria y la propagacién
desaparece, si w > w¢,, entonces R, < 2 y la sefial queda indeterminada. Asi pues, en
el espacio numérico la frecuencia de un modo particular estd acotada inferiormente por la
frecuencia critica wg,;, y superiormente por wy, .,

3.4.2 Solucién numérica para la guia dieléctrica planar

Continuaremos nuestro estudio del campo guiado resolviendo el esquema de Yee en otro
ejemplo tipico, la gufa dieléctrica planar o slab. Este problema puede ser resuelto siguiendo
la misma metodologia que en el caso anterior, aunque los detalles matematicos son diferentes,
los principios involucrados son los mismos, como veremos a continuacién.

Una gufa slab es un medio estratificado constituido por tres capas dieléctricas separadas
por superficies planas e infinitas, dichas capas son conocidas frecuentemente como: nicleo,
cubierta y sustrato, y nos referiremos a ellas con los indices f, c y s, respectivamente, Figura
3.9. En nuestro estudio supondremos que los medios materiales que forman las tres capas de
la gufa son dieléctricos perfectos, lineales, homogéneos e isétropos no magnéticos. El niicleo,
con limites planoparalelos en la direccién = pero con extensién infinita en las direcciones z
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e y, tiene espesor 2d y pardmetros (u,,c1). La cubierta y el sustrato, ambas semiinfinitas,
se suponen del mismo material, de pardmetros (u,,€2), en cuyo caso se dice que la guia es

simétrica.

Se sobreentiende que la admisién de una extensién infinita representa la idealizacién de
la estructura real, sin embargo, este hecho permite simplificar notablemente el problema

matematico.

. _

x cubierta (¢} o€z

nucleo (f) Ho €1

sustrato(s) Ho€z

Figura 3.9: .

Para mayor claridad, iniciaremos nuestro estudio recordando la solucién analitica y en

breve abordaremos el estudio numérico.

Solucion analitica

El problema analitico exige resolver las ecuaciones

oH T
o =—VA
hogy = —VAE
L oAl
ot

en cada medio, junto con las condiciones de contorno

Ey = Ey; Hy = Hy,

en las superficies de separacién entre medios (z =d y z = —d).

(3.86)

(3.87)

Trataremos de encontrar una solucién en la forma de una onda que se propaga en la

direccién de z y cuya amplitud sea funcién de z, es decir campos de la forma

\I/(z,z) = \Ilo(z)e"jﬁzej“’t

(3.88)

cuya variacién con y se supone nula, debido a la homogeneidad de la estructura en esta

direccidn.

Por tratarse de un problema bidimensional, la sustitucién de (3.88) en (3.86) conduce a



un conjunto de seis ecuaciones desacopladas en dos sistemas independientes

( % - (wzuos - ﬁz) E,yz) =0
TEy{ Hoz(z) = —wﬂoEoy(z) (3.89a)
dE,, (=
| Hoslw) = J”o ;;( )
r f% + (w2u05 - ﬁz) Hoyz) =0
TMy Eolx) = w% oy(2) (3.89b)
| Bo:w) = —édi";(z)

Asf pues, la solucién general se puede considerar como la superposicién de dos ondas una
TE, y otra T'M,,.
Se puede observar que para cualquiera de los dos casos se tiene que resolver una ecuacién

de la forma

P ()
dz?

la cual debe ser satisfecha en las tres capas de la slab.
Esta es una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes, cuya solucién general puede obtenerse de las raices de su ecuacién caracteristica

%+ (wz,uos - 62) =0
51 = —/ 3% — wlu.e
Sy = +/ 3% — wiu.e

+ (w2uo€ - ﬁz) Uyz) =0

Deben considerarse dos casos:

1. Si (B2 — wuee) > 0 las raices s; y s2 son ambas reales y distintas, y la solucién general
es

VUo(z) = Ale—\/ B2—wluce + Alle\/ﬂ’—w’uoe z
con A, y A constantes arbitrarias.

2. Si (8% — w?u.e) < 0 las raices s; y s son complejas, con parte real nula, en este caso
la solucién general se expresa como

¥, (z) = A, CcOs (\/wz,uos — 32 1:) + Alsen (\/wzuos — 32 :z:)

con A, y Al constantes arbitrarias.



Para poder hablar de ondas guiadas es necesario confinar la energia en las proximidades
de nucleo, asi pues, debemos imponer a los campos la condicién de que sus amplitudes
decrezcan a medida que nos alejamos de éste, por esta razén la solucién para ondas guiadas
debe ser exponencial decreciente en la cubierta y en el sustrato y arménica en el nucleo

U,(z) = A1e™ 7" z>d cubierta
U,z) =3 Uos(x) = Aocos (kz) + Alsen(kz) —d <z <d nucleo (3.90)
U,os(z) = Ale™ T < —d sustrato

en donde se ha definido

Y=1/B2 — wiuoer , K=\ wlueer — 5?2 (3.91)

Los pardmetros 7y y k, ambos reales y positivos, se denominan constantes transversales
para la onda guiada, ya que sus valores determinan el perfil transversal del campo.
Nétese que para ondas guiadas, la constante de propagacién estd limitada por

Wy/Hot2 < B < wy/IoE1 ’ (3.92)

y en consecuencia una condicién necesaria para tener ondas de este tipo es que €; > é&».

En (3.90) la funcién U,(z) contiene un total de seis constantes, y dependiendo de la
polarizacién particular de que se trate, se identificard con E,y(z) 0 con H,y(z). Estas
constantes no son independientes, ya que sus valores deben permitir el cumplimiento de

las condiciones de contorno (3.87) en las fronteras z = d y ¢ = —d. Para satisfacer este

requisito es necesario considerar por separado cada sumando de la solucién para el nicleo
U, p(z) = Aocos(KT) (A, =0) (3.93a)
U, f(z) = Asen(kz) (A, = 0) (3.93b)

las soluciones del primer tipo son llamadas modos pares y las del segundo tipo modos impares.

En lo que sigue particularizaremos el estudio a la polarizacién TE,, de forma similar
puede llevarse a cabo la investigacién para el caso T'M,, cuya solucién se presentard més
adelante.

Modos guiados TE,. Para modos pares

Eoyc(a:) = Ale"” z>d
Eoy(z) =3 Eoyf(z) = Aocos (kx) —d <z <d (3.94)
Eoys(z) = Aje"™ T < —d

las condiciones de contorno Eoyc(z=d) = Eoyf(z=d) ¥ FEoys(z=—d) = E,ys(z=-d) exigen
A, = A = A,cos(kd)e™ (3.95)

Por otra parte, la conservacién de la componente H,, cuya expresién puede obtenerse
derivando el campo eléctrico segiin (3.89a), requiere para su cumplimiento la siguiente
ligadura

ktan(kd) = v (3.96)
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Esta ecuacién, que relaciona las constantes transversales v y k, es conocida como ecuacién
caracteristica para modos pares. La constante A, queda arbitraria y ella determinara el valor
méaximo del campo.

De forma similar, para modos impares

Eoyc(z) = Aje™ "™ z>d
Eoy(@) = { Eoys(z) = Ajsen(kr) —d<z<d (3.97)
Eoys(z) = Ale™™ T < —d
se obtendria
A, = —A) = Alsen(kd)e™ (3.98)

siendo en este caso la ecuacién caracteristica
—kcot(kd) =~ (3.99)

La ecuacién caracteristica obtenidas para modos pares e impares junto con las expresiones
(3.91) ligan las tres cantidades v, kK y 3, asi pues, para determinar los valores de éstas, es
necesario resolver el siguiente sistema de tres ecuaciones

v = VB — Wu.e2
K = /ot 1w? — B2 (3.100)
Kf(kd) =

en donde f representa (tan) o (— cot) dependiendo del modo particular de que se trate par
o tmpar. De forma equivalente este sistema puede ser escrito convenientemente como

{(7d)2+(f<d)2=R2 con R=wdy/ia(er — €2)

kdf(kd) = ~vd
(3.101)

w2oe; — K2

Para poder determinar la terna de valores v, K y [, es necesario resolver un sistema de
la forma

2 S 2
{y b lie (3.102)

zf(z) =y

con z = kd e y = yd. Este es un sistema transcendente, que no admite una solucién cerrada,
siendo necesario recurrir al ordenador o a la via gréfica para poder resolverlo. Esta tltima
forma es de gran interés, pues no sélo permite obtener los valores aproximados de v y «, sino
ademds permite deducir ficilmente importantes consecuencias.

La primera ecuacién en (3.102) es la ecuacién de una circunferencia de radio R en
coordenadas z = kd e y = 7vd. Las coordenadas de los puntos de interseccién de dicha
circunferencia con la curva y = zf(z) permiten obtener los valores de v y x que satisfacen
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modos pares y=xtanx modos impares Y=- xcotx

Wi i i i 10+ ! H !
i i i { H

i i !
t—sTEp | ! ° ‘TE, | i
i .TE> | i ' { H
st N { 5 | | i
i i ! | . TE3 H

x=xd ° ! x=xd

A&
B
)

1:72 312/2 5&/2

Figura 3.10: .

simultdneamente las dos ecuaciones en (3.102). En la Figura 3.10 se puede apreciar una
situacién tipica en la resolucién grafica de este sistema.

Como se deduce de la figura, solo un conjunto discreto de valores (7,k) satisfacen el
sistema (3.102) para un valor de R dado, y el nimero de soluciones aumenta con él. En
consecuencia, sélo un conjunto discreto de modos guiados pueden ser propagados. Uno de
tales modos han sido denotado como T E,, y nos referiremos a él como modo de orden m.

Del andlisis grafico se deduce que la condicién de solucién de un modo de orden m exige

R>mg (m=0,1,2,3,...) (3.103)

esto es, segun (3.101)

wdy/po(e — 62)>m% (3.104)

Para una guia de pardmetros (d, €1, €2) prefijados, esta dltima expresién permite obtener
el valor de la frecuencia critica por debajo de la cual no es posible la existencia de un modo
de orden m

we = il (3.105)
2d\/po(e1 — €2)

Puede ser 1til tener una referencia rédpida de todas las posibles soluciones que pueden
existir en una guia simétrica, las cuales serdn comparadas con los resultados numéricos. De

forma explicita, estas son



Polarizacion TE, (analitica)

modos pares

modos impares

Eoy(2) = {

Hoz(z) =

Hoz(z) =

Aocos(kd)e=7(==9)
Aocos(kz)
Aocos(kd)e7(z+d)

— &Aocos(nd)e"’("d)
- o5 Aocos(kz)

- ;T‘-;Aocos(nd)e"’("*‘d)
—jﬂ‘:Aocos(xd)e“"("d)
—j—— Aosen(kz)

Who

j#Aocos(nd)e'V(""d)

Eoy (z) = {

Hoz(2) =

Hoz(z) =

Alsen(kd)e~7(==94)  z>d
Alsen(kz) —d<z<d
—Alsen(kd)e?(=+d)  z<_d

) —ila—d
—;—p—oA;sen(nd)e Y(==d)  £>d

- u—‘:;Af,sen (xz) —d<z<d
-—B—-Ai,sen(;cd)e‘V(”H) z<—d
Wio -

—j—X- A’ sen(kd)e=7(==4) z>d
Who ~ @ -
j%"oA'ocos(nz) —d<z<d
—jzk-Alsen(xd)e?(=+d)  z<-d

Ho -

para modos pares

(vd)? + (kd)® = R? _ \/—'— _ [ tan
{ kdf(kd) = vyd con R=wdy/po(er—e2) v f= —cot para modos impares

B=\/w?poer — x?

Modos guiados TM,.

Polarizaciéon TM, (analitica)

modos pares

modos impares

How(z) = {

Aocos(kd)e=7(z=4)
Aocos(kz)
Aocos(xd)e?(=+d)

Hoy(z) = {

Alsen(kd)e=7(==9)  z>d
Alsen(kz) —d<z<d
—Alsen(xd)e?(*+d)  z<—d

—‘9—A:,sen(:cd)e“”("d) z>d

j:?Aocos(nd)e'“’("d) prio

Eoz(z) = “,%Aocoti(nx) Eoz(z) = leAf,sen(nz) —d<z<d
;%Aocos(nd)e"("*‘d) - U’:ﬁ Alsen(xd)e?(®+d)  z<-d
j%Aocos(nd)e"'("d) jﬁA{,sen(nd)c"f("‘“) z>d
Bouts) = { ioie Agsen(xz) Bos(e)= { —joa=Alcos(x2) —d<z<d
—j ;z;Aocos(nd)e"(’“) j;%A’asen(xd)e"(""‘) z<—-d
(vd)? + (xd)? = R? _ T p—— _ J tan para modos pares
{ 2ndf(nd) =~vd con R=wdy/poler—€2) vy f= —cot para modos impares

B = \Jw2poe1 — K2

Estudio numérico. Polarizacion TE,

Supongamos una gufa slab discreta tal y como muestra la Figura 3.11. Para este tipo de
polarizacién, las ecuaciones que gobiernan la propagacién son

Mo D HZ (ik+3) = D Ey i k+3)
poDeH7 (i+4 k) = — Dz B (i+4.k) (3.106)

1 P 1
E(i)DtE;+2(i,k) = DZHz+2(i,k) — DIH;+2(1',1¢)
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con .
€2 121+ 1
€1 +€&2 . .
B 1 =14
gl =4 €1 —tg+1<1<wa—1 (3.107)
€1+ €2 § wn sl
2 e
| €2 1< —-id-1
x
s EY(i.x)y «HxX(i,x+12) = HZ(isir,x)
id - > d- ldAx
g z
°
-i4 -d=-lgAx
| axr2
az/2

Figura 3.11: .

Trataremos de encontrar una solucién a (3.106) admitiendo que los campos discretos
poseen la forma

U™ (my me) = Uo(mg)e 3Pz A2 glwme At (3.108)

Si se sustituye esta solucién en (3.106) y se cancela los exponentes comunes, se encuentra
que las amplitudes discretas han de satisfacer el sistema

atproHoz () = aony(i) Gy = —j2%
attboHoz(i+3) = =Dz Eoyli+}) con sen(u _A!f) (3.109)
a:€() Eoy(i) = a;Hog(i) — Dz Hoz (i) a; = J2T

Estudio numérico para modos pares. Para modos pares, se supone que las amplitudes
discretas tienen la forma

Eoye(ms) = Nye™ M= i>dg+1
Eoyi) =4 Eoys(ms) = Nocos(kmzAz) —ig <i<ig
Eoys(ms) = N1eT=47 i< —ig—1
Haa:c(mz) = Nse—’ym,Az 1 > 'id +1
Hoz(mz) = { Hogg(ms) = Nacos(kmgsAz) —ig <1< g (3.110)
Hozs(mz) = N367m:Az 1< —tg—1
Hozc(mz) = Nse—‘ym,A:z: 7 > id
Hoz(i+%-) = Hozf(m,) = N4S€D(szA$) —14 < 1 < 1g— 1
Hozs(ma) == _N587m=A:r 7 S —’l:d -1
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Nos proponemos ahora encontrar las cantidades numéricas v, k y N,. Para ello serd
necesario estudiar la compatibilidad del sistema (3.109) en las tres regiones de la slab y en
las dos interfases. Ahora bien, dada la simetria del problema sélo serd necesario considerar
la cubierta, el nicleo y la interfase cubierta-nicleo ya que el sustrato y la interfase niicleo-

sustrato conducen a los mismos resultados.

Compatibilidad del esquema en la cubierta. En esta regién el sistema (3.109) toma la forma

asphoHozcli) = aonyc(")
atuoHozc(H'%) e —Donyc(H'%)
at€2Eoyc(i) = @, Hozc(i) — D:r:Hozc(’:)

De (3.110) se puede obsevar que es justa la siguiente identidad

DV,oc(mz) = Az TV pe(m=) cCON Q== —2
Az

pudiendo escribir
at/v‘oHoz:c(i) == aonyc(i)
at/JoHozc(H'i') = —aonyc(H’%)
atsﬂEoyc(i) = azHozc(i) - azHozc(i)

después de anular los exponentes comunes se sigue

a
Ny = —N
atpoN3 = a; N, 3T G,
athoNs = —az Ny = Ny =——2-N,
goa: N1 = a,N3 — azNs 2 atuzo 5
Qi lo€2 = Az + a;
esto es
Ny = — At sen(ﬂé;-)N1
Hosen(wgt) Az
Ny = — At senh(y42 N,

’ Kosen(w4t) Az

senh(y4z) sen2(34z) sen?(w4t)
Az T HeS2TAE

N AZ? TTAL
siendo (3.115c¢) la versién numérica de (3.91).
Compatibilidad del esquema en el nicleo. En esta region se tiene
attboHozf()) = azLoys (i)

atuOHOZf(i+%) = _D:Eoyf(i'*";')
atalEoyf(i) = azHoz:f(i) - Dz:Hozf(’:)
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Las siguientes igualdades son ciertas

D.sen(k,m Az) = bycos(k,mzAz) __.sen(k4z)
D, cos(ksmzAz) = —bzsen(k;mzAT) con b;=2 Az (3.117)
lo que permite escribir
a
N, = ——N,
atpo Ny = a.N, 2 ab o
asptoNy = by IN, = N,=—2N, (3.118)
a1 N, = a; Ny — bz Ny Qtlo
aZu,e, = a2 — b2
esto es
A Az
Ny=— t___sem(B4) (3.119a)
posen(wit) Az
. At sen(k4z
Ny = — N, 3.11
* . uosen(wit) Az (3. 1180)
sen(k4z) \/ sen?(w4t) sen?(B4:)
B = ln, - 119
Az HE1 AP A7 1145

siendo (3.119¢) la versién numérica de (3.91).
De (3.115¢) y (3.119c) se deduce que la constante de propagacién numérica estd limitada
por

sen(84:) sen(w4t)

— VBB — A < BeEL (3.120)

sen (w-f-

que es precisamente la versién numérica de (3.92).

Compatibilidad del esquema en la interfase cubierta-nicleo. Es necesario estudiar las dos
tiltimas ecuaciones del sistema (3.106) en 7 = 74 las cuales relacionan los campos de cada
medio

Eoyclia+1) — Eoyslia)

atpoHozclia+y) = — Az (3.121a)
atel ; i Eoygia) = @z Hozf(ia) — Hozc{iﬁ%)A_xHozf(id_%) (3.121b)
de la primera de estas dos ecuaciones de interfase se obtiene
N, = cos(kd)e™N, (3.122)
y de la segunda
sen(kAz)tan(xd) = senh(yAz) (3.123)
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que es la ecuacién numeérica caracteristica de la guia para modos pares. Esta junto con
(3.115¢) y (3.119c) permiten determinar las cantidades numeéricas v, k y 8. Conjuntamente

| emioy)  [RllaR) O

Az A22 — Ho€2 At2
{ sen(k4z) _ \/ _ sen?(wh) _ sen®(B%) (3.124)
I N A2

| sen(kAz)tan(kd) = senh(yAz)

siendo este sistema la versién numérica de (3.100), el cual puede ser escrito en la forma
(3.101) como

2 Az 2 Az = Az 2 =
senh (’Yd 2d ) + sen (de 2d ) (R 2d ) con Rggﬂa_n(_w-ild,/,uo(sl = 62)

sen(f{d%) tan(kd) = senh('yd%) &t
(3.125)

2 2 At 2 Az
B = A—a.rcsen (Az\/uoalsen (w4) _ = (KT))

z

Como resultado
[ N,cos(kd)e~"i8z=d) >4, 41
Eoy(i) = < Nocos(kiAzx) -1 <1< 1q

N,cos(kd)e7(8z+d)  § < 4, -1
\

| —ﬂoses(fu%ﬁ) Sen(Aﬂz%)N°cos(“d)e_7(mz_d) i>ig+1
Hoz (i) = 4 —#osef(i;%g) Sen(Aﬁz%")Nocos(niA:z:) —ig<i<iqg
\ "uose:(iz%ﬁ) Senff’—z)N°°°S('¢d)e"‘“+"’ i< —ig—1
’ E uosef(i;% SenhA(Z%ﬁ) N,cos(rd)e~"E+Ddz=d ;> 5,
H,.i+H) =4 - uoses(tw%g) senénjﬂN@en[n(u%)Aﬂ iy R ~1
At senh(y42 Nocos(Kd)e7[(i+%)Az+d] i< ig—1

e posen(w4t) Az

Estudio numérico para modos impares. De forma similar se estudiarfan los modos
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impares
( N'sen(kd)e~7(42-4) >4, 41

Eoy(i) = { Njsen(kiAxz) -3 <1<1

| —N!sen(kd)e"ib2+d) < —j;—1

( At sen(f4z2)
B posen(wit) Az
At sen(34z2)
- uosen(wit) Az
At sen(G42)
\ posen(wit) Az

Hoz (i) = <

N!sen(xd)e™

(. At
y posen(w4it Az
At sen(k4z)
/ 3 gr— 2
Hoz\t-l—f) - ﬁ J/Losen(w%ﬁ) Az
—; At senh(y4z2)
\ " posen(wit Az

d

N!sen(kiAx)

iAz+d)

Nl cos[k(i+1)Az]

N!sen(xd)e G+ 3)az+d]

N'sen(kd)e~7047=4) ;> ;41
—ig <1< 1qg

1< —ig—1

senh(y %) N",sen(nd)e"'[("*'%)A’"d] i>1ig

—1g<1<1g—1

1< —tg—1

Para modos impares las catidades 7, k y 8 pueden ser obtenidas del sistema (3.125) sin

m4s que sustituir tan(kd) por — cot(kd).

Finalizaremos esta seccién considerando dos ejemplos sencillos que pondrdn de manifiesto la
certeza de los resultados obtenidos y algunas propiedades importantes deducibles de ellos.

Ejemplo 1. Supongamos una gufa slab como la mostrada en la Figura 3.12, con los

siguientes valores: d = 0.3um, n; = 1.5y no = 1.

i=40
82'“%80
x
iq d=i4Ax
o1 —— Eenfe
-i4 -d
€2
i=-40
k=0 k=120
Figura 3.12: .

Para una frecuencia w = 1/0.1287 - 10'5, el sistema analitico (3.101) muestran que esta



guia admite como unica solucién el modo fundamental TE,, de pardmetros

vd = 0.935208
kd = 0.839359
B = 4.87388 - 10°

TE,
(analitico)

Para abordar el problema numeérico fijaremos en primer lugar una resolucién analitica
en la direccién de propagacién, de valor R;(ana.) = A(ana.)/Az = 8, lo que implica un
Az = 0.161144um. En lo que sigue se tomard At = \/lig2/( 5z + aoz) con Az = d/iq. El
incremento espacial Az ha sido escrito en funcién del niimero de muestras espaciales tomadas
para determinar el perfil tranversal del modo en el nicleo, cuanto mayor sea i; menor es Az y
una mayor precisién es obtenida. Cuantitativamente el error cometido en la determinacién de
los pardmetros numéricos vd, kd y (3, puede ser convenientemente visualizado representando
la solucién gréfica del sistema numeérico (3.125) junto con la analitica, tal y como muestra
la Figura 3.13 para dos valores distintos de iq.

id=2 14=5
Yd 18l - Yd s

18 / 1 18

14 F / 1 14+

12 F e y 4 12
i

1} " - 1

08 | 1 08

08 + 1 08 +

04 - 7 04
02} / 1 02
0 4 0

0o 02 04 086 08 1 12 14 18 1.8 o 02 04 06 08 1 12 14 18 18

Kd Kd
Figura 3.13: .

Tomando ig = 5 (Az = 0.06um), se obtienen los siguientes valores numéricos

vd = 0.932445
(nufni‘;ico ) { rd =0.838435
B = 4.99968 - 108

Para ser exactos, la resolucién verdadera en la guia ha de ser obtenida de la constante
de propagacién numérica, R,(num.) = A(num.)/Az = 7.79871

Haciendo uso de estos resultados, se ha simulado mediante FDTD la propagacién de este
modo en dos casos. En el primero de ellos, Figura 3.14, se ha iluminado con la funcién
analftica discretizada (curva punteada), sobre ella se ha superpuesto el campo discreto
propagado por el esquema después de 2000 iteraciones. Se comprueba que los diferentes
valores para B(ana.) y B(num.) producen un error de fase que va creciendo con la distancia
al origen del plano de iluminacién (iniciado en k = 0).

En el segundo caso Figuras 3.15 y 3.16, se ha iluminado con el modo numérico y se
comprueba que éste es efectivamente el propagado por el esquema, quedando comprobada
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Figura 3.16: .

la validez de los resultados obtenidos.

Ejemplo 2. La guia slab considerada en este ejemplo es idéntica a la del caso anterior,
pero ahora se incrementara la frecuencia a un valor w = 1/4.8027 - 10'®, aumentando en
consecuencia el nimero de modos soportados por ella.

Para Az = 0.0125um y ig = 5 (Az = 0.06um) las posibles soluciones numéricas, son
mostradas en la Figura 3.17 junto con las analiticas. De su interpretacién se deduce un error
considerable, el modo impar T E5 es solucién del problema numérico pero no de su andlogo
analitico. Los pardmetros que caracterizan este modo son

Nd = 2.41922
kd = 8.14278
B = 2.43728 - 107 (=R, = 20.6236)

TE;
(numérico)

En la Figura 3.18 se muestra la propagacién longitudinal de este modo que demuestra
su existencia en el medio numérico aiin no siendo una solucién analitica para la guia que se
pretende simular .

Para eliminar este modo no deseado bastard con aumentar 74, tal y como muestra la
Figura 3.19.

Los ejemplos aqui descritos muestran que disponemos de una 1til herramienta, las
ecuaciones numéricas, que no sélo permiten tener un conocimiento més profundo de los
procesos numeéricos sino que ademds permite cuantificar, predecir y evitar los posibles errores
antes de una simulacién computacional.
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Capitulo 4

FEstudio numérico en medios
anitsotropos

4.1 Introduccion

En este capitulo se procede de una forma muy similar al precedente, con la diferencia de que
ahora se consideran medios dieléctricamente anisétropos y se toma como punto de partida
el esquema de Dos Nudos. Este esquema serd resuelto de la misma forma sistemética que
se ha utilizado para el esquema de Yee en el caso isétropo. Los detalles mateméticos serdn
diferentes, y por lo general méds complicados, pero los principios involucrados son los mismos.

Dada la complejidad de estos medios, se abordard tan solo el estudio numérico de ondas
planas en medios indefinidos. Como resultado, se obtendré la relacién de dispersién numérica,
la relacién de estructura y las velocidades de fase de las dos posibles soluciones permitidas
en estos medios. Se daré la ley de transformacién numérica que permite pasar de un sistema
de referencia a otro y se introducira el concepto de eje 6ptico numérico.

4.2 Comportamiento de una onda plana discretas en
un médio numérico dieléctricamente anisotropo

Se desea aqui encontrar las condiciones bajo las cuales una onda plana monocromédtica
discreta es solucién del esquema (2.43). Asi pues, sean dados los reales positivos Az, Ay y
Az, y supongamos fijado un sistema de referencia zyz cuya orientacién respecto de los ejes
principales z'y’z’ esta definida por una cierta matriz de giro G conocida. En particular el
sistema zyz podré coincidir con z'y’z’.

Una onda plana monocromdtica discreta, de constante de propagacién 8 = 27", de
frecuencia angular w y propagandose en la direccién dada por el vector unitario 7 de
componentes ng, Ny y N, serd de la forma

U™ (mg,my,m:) = \I/oe—jﬂ(nzm:A:c+nymyAy+n,mzAz)ejwmtAt (4'1)

donde ¥ = (¥,, ¥,, ¥.)* representa un campo EoH.
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Procediendo de forma andloga al capitulo anterior, es facil comprobar que una
componente cartesiana del campo W, que representaremos genéricamente como ¥, es
autofuncién de los operadores D, y P, (u = z,y, 2,t) con autovalores

4 m e m
Dy U™ (ma,my,mz) = Ay U™ (ma,my,m.) Pu¥™ (maymy,me) = al U™ (ma,my,m.)
.sen(fBn, 4
Q Au = — 2J—A_uul (u=2z,y,2) a, = cos(Bn.5*) (u=1z,y,2)
28 2jsen(w%£) a, = cos(w4t)
\ At

De la propiedad (2.5) se sigue, para los operadores D, (u = z,y, z) definidos en (2.40)

ﬁu\l’m‘ (mz,my,mz) = A, ¥™ (mz,my,m:)

a 1 .
@z = aza,a; = —jos (4.2)
~n i s

Ay = AyQ, 0, = —JQy

~ — , , 3

a. = a.ala, = —ja;

donde hemos introducido las cantidades a,, ay y @, como

Qz = Zﬂw&r:—%ﬂ cos(fBny4t) cos(Bn.42)
ay = 2%“—‘??%1)- cos(Bnz4z) cos(fBn.4: (4.3)
a, = 2% cos(fBn,4z) cos(Bny4t)

También sera coveniente definir la cantidad a; en la forma
sen(w4t
At

asi escribiremos jo: para el autovalor temporal a; del operador D;.
Como consecuencia de lo anterior, la actuacién del operador matriz (2.42) sobre un campo

¥ dar4 como resultado

o = 2 (4.4)

0 —a, aq
Dy™ (mz,my,m;:) = —j&\pmt(mz,my,m,) con a = Q 0 — QO (45)
-y Oz 0

Una vez fijada la terminologia usada, pasaremos a resolver el problema que nos ocupa.

4.2.1 Ecuacién de dispersion y wvelocidad de fase numérica
en medios bidzrico y unidzricos. Ley de transformacion
numérica por rotacién del sistema de referencia

Sustituyendo la solucién propuesta en (2.43) y teniendo en cuenta (4.5), el esquema de Dos
Nudos para el campo discreto de una onda plana monocromaética puede ser escrito, despues
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de anular el factor exponencial comin, como

- - (4.6)
atho = —&Ho
o equivalentemente como
1 .
H,= —ak,
up (4.7)
(Zué +a*) E, =0
La condicién de compatibilidad de este sistema exige que se anule el determinante
|oZpue + a2 =0
en su forma mds general
0fpess — 02 — 02 ofpery +0zay  OFUEz: + Az
0FUezy + Qzoy  QPpeyy —ak —al afuey: +ayas = () (4.8)
Qfues; + aza; a?uey: + aya, ofpes; —ak — ol

Esta es la ecuacidn de dispersién numérica, su resolucién para w € R* determinara la
relacién de dispersidn, esto es, la dependencia funcional w = w(s,3).

En lugar de desarrolllar este determinante indiscriminadamente, resultard conveniente
simplificar un poco las cosas a partir de las consideraciones siguientes.

Ley de transformacidén numérica. En el sistema de ejes principales las ecuaciones
de interes tomaran la forma
ﬁ' = _1_ & E‘/
° o o_ (4.9)
(QZué'+a&?)E, =0

en donde el indice prima indica, como de constubre, que las componentes cartesianas estan

dadas en esta referencia. o
Por otra parte, teniendo en cuenta la ortogonalidad de la matriz de giro G'G =1 y la
indentida & = G®&'G, el sistema (4.7) puede reescribirse equivalentemente como

e , I PO
GH, = —(GaG") GE,
AT (4.10)

o2ué + (Gad) ] GE, =0

Comparando éste con (4.9) vemos, que el uno se pueden obtener del otro haciendo el

cambio

i =Gh, al = 8,0, + 840y + 80,
o—éE ; o, = b, az+bay+baz (4.11)
- Ql, = CzQz + Cyay + C,Q;
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Este resultado facilita la resolucién del problema, pues sin pérdida de generalidad se
puede tomar como sistema de referencia los ejes principales, cualquier consecuencia derivada
en él puede ser directamente transladada a cualquier otra referencia haciendo uso de la ley
de transformacién expresada por el sistema de ecuaciones anterior.

Resolucién de la ecuacidon de dispersion. Velocidad de fase numérica. En el
sistema de ejes principales el tensor dieléctico es diagonal y la ecuacién de dispersién adopta
la forma simple

2 2 ! /

afues — o — o ala, olof,

oo, a?uey — a2 — a2 a%a’z P 0
Iy !

oo, aya ajue; — oy — oy

El célculo de este determinante conduce a la siguiente ecuacién

af —ba?+c=0 con (4.12)
b= (vz - vf)a'f - (vﬁ + Uf)a'f - (vﬁ + vﬁ)a’f

we {5353 508 2,302 2,2.72 2 ” ”
cC= (vyvzax + v vz ay +vzvyaz) (o:z +a, +az)

y siendo v, vy ¥ v, las velocidades principales, definidas de la forma usual

1
s

Para un valor de 3 dado y fijada la direccién de propagacién @’ = (n, ny,n}), la ecuacién
(4.12) es cuadrética en o? con coeficientes reales, admitiendo en el caso mds general dos
soluciones positivas

Uy (u.=2,¥,2) (4.13)

b+/b% — 4c

. (4.14)

Qp =

Sustituyendo a; por su valor segun (4.4) y resolviendo paraw € R™, se obtiene la relacién
de dispersién numérica correspondiente a cada una de las dos posibles soluciones

2 At [b++/b?% — 4c At [b+/b?% —4c
w(B,n') = Z—t-arcsen N — 35— con \V—= <1 (4.15)

Para cualquier valor de 3 y direccién de propagacién, la desigualdad anterior queda
asegurada si

(4.16)

A Ay Az A
Atsmm{ﬁ z Ay Ay Az _Z}

b b b 7 ] b
Vy Uz Uz Vz Uz Uy

que es el citerio de estabilidad en el caso planteado.

74



Otra cantidad de interés es la velocidad de fase numérica, dada por el cociente entre la
frecuencia angular y la constante de propagacién. Asi pues, de (4.15) se sigue

2 At [bxV/B2—ac
A; arcsen ( 3 % )

el estudio detallado de esta funcién se llevard a cabo en secciones venideras.

La ley de transformacién (4.11) permite expresar los resultados obtenidos en cualquier
otro sistema de referencia zyz. En concreto, haciendo uso de (4.12) la ecuacién de dispersién
en su forma general (4.8) puede ser escrita como

v(B,n) = (4.17)

aj —ba?+c=0 con (4.18)

b= (vj +v2)(az0z +ayay +2,0.) + (02 +v2) (bzaz + byay + bsc)? +

+(v§ + vg) (czoz + cyoy + c.a;)?

c= [vgvf(azaz + ayay + a;0:) 2+ v2vl(byas + byay + boaz)? +
+ v2v2(czaz + cyay + czaz)2] (aﬁ +al+ ag)

estando ahora las componentes cartesianas n., ny y n, referidas a los ejes del nuevo sistema
de referencia, cuya orientacién respecto de los ejes principales queda definida por la matriz
de giro G de elementos a,, b, y ¢, dados.

Relacion de Estructura en el Medio Numérico. Del andlisis precedente se concluye,
que el esquema de Dos Nudos para el campo discreto de una onda plana monocomaética

owuH, = aE, H,= L&E‘o
B L 4= Qg (4.19)
aéE, = —aH, (afué +a?)E,=0

admite solucién distinta de la trivial para w € R¥, si a; toma los valores a; 0 o

PR % arcsen (4t/EVE)
Qi = T = V1(B,4) =
B
b— VB — 4c 2, arcsen ( 4ty/E0E =)
Q2 = —_2'_ = V2(B,n) = ﬁ

Es claro pues, que dado un valor de § y una direccién de propagacién, existen dos posibles
soluciones fisicamente aceptables {E;, H,} y {E», H2}, que satisfacen simultaneamente el
esquema de Dos Nudos, propagandose estas, con velocidades de fase numéricas vi(8.a) y
va(8,3). La relacién de estructura que caracteriza estas soluciones, se obtiene al sustituir a;
por sus valores posibles a;; 6 aw. La relativa simplicidad de los medios unidxicos permitird
profundizar mds en este aspecto, por ahora nos limitaremos a obtener algunos resultados de
caracter general.



Si representaremos por & un_ vector de componentes a, oy y @z, y por D, el
vector desplazamiento eléctrico €E,, las ecuaciones matriciales (4.19) pueden reescribirse
vectorialmente como

atuﬁo = C_!'/\E-l.o ﬁo — L&AE’O
. - o j (4.20)
oD, = —aAH, oajuD, + (G-E,)d — (G-@)E, = 0

De su interpretacién se deducen los siguientes enunciados.

Proposicion El vector H, es perpendicular a &, E,y D, y @ es D.
perpendicular a D,. Por lo tanto, los cuatro vectores estaran relativamente  E.
como indica la F1gura. 4.1. Los vectores D,, E, y @&, perpendiculares a Ho,

son coplanarios; y D,, H, y & forman un trirrectdngulo directo.

Rl

Demostracion. Es evidente a partir de las expresiones vectoriales.
Figura 4.1:

Proposiciéon Los vectores D,; y D,y correspondientes a las soluciones oy Da
y @z, son mutuamente perpendiculares, Figura 4.2. Ea

Demostracion. Partimos del sistema de ejes principales y de la ecuacién

vectorial -
Ea

2]

o?uD + (& -EBy)& — (&-&)Ey =0 Hu|Da

la cual representa tres ecuaciones escalares que escribimos como H.z

Figura 4.2:
atzﬂD::u - (&l'&J)ELu = _(&J'E:’)alu (u =Y, z)

Sustituyendo E[, por Ezﬁ;‘-, en el lado izquierdo de esta ecuacién, podemos escribir

p(a? —v2(& -&’)) (=292

; u = —(&‘IEL)

Evaluando el producto escalar de D‘,x y D;z obtenemos

‘D = (& E'l)(a 2) al?
srTes T n E (o2, - v2(@ - @)) (a2, - v3(& - &))
u=z,y,z \ tl -
_(@-B},)(&-Ey,) Z o2 Z o2
—_—_ ) 2 S .
u(a?l —agz) ... ” vi(a -a') u=z,y,za‘2 v2(& - &)

(@B Bly)

alal, —ab) [(a?l —baf) +¢) = (afp — baf, + C)]

donde los terminos b y ¢ que aparecen aqui, son idénticos a los presentes en la ecuacién de dispersién. Al ser a1 y at2 soluciones
de ella, resulta que el termino entre corchetes es idénticamente nulo, con lo que D -D’, = 0. Si ahora se tiene en cuenta

(4.11) es evidente que esta afirmacién sigue siendo cierta en cualquier otro sistema de referencia, quedando demostrada la

perpendicularidad de estos vectores.
Observacién En general, la direccién del vector & no coincide con la direccién de
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propagacién. En consecuencia los vectores D,, E, y H, no son perpendiculares a 71, tal
y como ocurre en el caso analitico. Solo constituye excepcién las ondas que se propagan en
las direcciones de los ejes principales, en estas direcciones 2 y @ son paralelos y tambien lo
son D, y E,.

Proposicidén Si un campo discreto {E‘, H } satisface el esquema de dos nudos, éste también
satisface las ecuaciones discretas

DD (i+}i+1k+3) + DyDZ i+ 4i+3.k+3) + D D7 (i+4.5+3.46+3) =0

~ n 1 - n 1 & n 1
Do Ha 2 (k) + DyHy 2 (igk) + Do Hz  2(iik) = 0

que constituyen una aproximacion de segundo orden de exactitud, de las ecuaciones de la
divergencia V-D=0yV-H=0.

Demostracion. De la primera Proposicidén sabemos que

&~ﬁ° =0 az Doz + ay Doy +azDo: =0
aHo,=0 S azHoz + ayHoy + az:Ho: =0

multiplicado por el factor exponencial correspondiente y teniendo en cuenta (4.2) podemos escribir
Do D2 (i+4.i+5.k+3) + 15,,D"(i+}a'+§ l-+;) + D D2 (i+}.i+4k+3) =0
-~ 1 -~
Do H s+ Dy HY i + DT E iy = 0

tal y como queriamos demostrar.

Medios Unidzxicos Los unidxicos son medios con una direccién fisica destacada. Uno de
los ejes principales coincide con esta direccién, si con ella se hace coincidir el eje 2’ entonces
€z = €y # €, €sto es, v; = vy # v;. En cuanto a las direcciones de los otros dos ejes
principales, situados en un plano perpendicular a 2/, estas son arbitrarias.

Si en la ecuacién (4.12) se hace vy = v, la expresién en el primer miembro se descompone
en dos factores cuadraticos

[af—vz(af+a;2+af)] [af—v2(a +a )+v a’2] =0

Asf pues, las dos posibles soluciones, que en el caso general estan dadas por (4.14), se
reducen en este caso a

o = vz\/af +a + o (4.21a)

ap = y/v? (af + o/yz) + v2a/? (4.21b)

quedando la relacién de dispersién numeérica correspondiente a cada una de ellas como

2 At
w(eA) = L-arcsen (—Q—-vz\/a’f + a2 + a'f) (4.22a)
2 At
w(pa) = Larcsen <—2—\/v§ (a’f + af) + vﬁa’}’) (4.22b)
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donde At, segun (4.16), debe cumplir el criterio

A

At < mzn{Az AI, —y, ﬁ, E} (4.23)

Uz Vz Uz Uz ("

De lo anterior se sigue para la velocidad de fase en un medio unidxico
At 2 2 2
Zarcsen ( &tv, /a2 + a2 +
VolBit) = = ( - z\é - ; Z) (4.24a)
Zarcsen (Azt \/ v2 (o/z2 - agz) - vga’f)

Ve(BA) = 5 (4.24b)

Hemos utilizado los indices o (ordinaria) y e (eztraordinaria) para diferenciar las
velocidades de fase correspondientes a las dos posibles soluciones. En un medio isétropo
(vz = vy = v,) s6lo es posible una solucién cuya velocidad de fase es la ordinaria v,, siendo
esta la razén de su denominacién.

La relacién de estructura de la onda ordinaria y extraordma.na puede ser ficilmente
obtenida sin mas que sustituir a; en

1 ”
H; == E&IE‘{,
(a2ué +&2)E, =0
por sus posibles valores ordinario y extraordinario dados por las ecuaciones (4.21a) y (4.21b).
Obteniéndose las siguientes soluciones

Onda Ordinaria

oxT
b foZ + o +af
El, =0 PR
! /] %y MU 2 4+ 12 4 2
aonx -+ a E =0 ‘V Qg ay a;
' €z ol Bo, = a;E,’,z
oz
hoJaZ + o +a?
Onda Extraordinaria
: ol B, ~ o B,
\/L Cl'2+QI2) + LaIZ
a;E{,z - Q;E{,y =0 T e azEtln: a:z:E;z
oy
oLE,, + &, E,, + £d,E,, =0 \/ & (af + o) + Lo?
. o B, ~ B,
\/—‘i a"z + a’2) + £af
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4.2.2 Solucion Analitica

Para incrementos espacio-temporales tendiendo a cero las ecuaciones anteriores convergen a
las analiticas, las cuales pueden ser facilmente obtenidas sin més que sustituir a; por w y ay,
por Bn, (u = z,y, 2). En concreto, la ecuacién de dispersién (4.12) converge a

w?—bw?+c=0 siendo (4.25)

2
b=3B con B= (vg - vf)n’f - (v,z, - vf)nf - (vf, - vf,)n’f
_ 2,272 2.2 2 2 2 /2
c=p'C con C= VU Ny + VUM, + U UM
cuyas soluciones para w € R* determinan las relaciones de dispersién analiticas

B++/B? - 4C
w(Bn') = \/ g B (4.26)

de donde

VB? —
V() = \/ = (4.27)
2

Si el medio analitico es no dispersivo, las cantidades B y C son independientes de S,
por lo tanto, para una direccién dada de 7/, la relacién de dispersién analitica establece una
dependencia lineal entre w y 3. Asi pues, en contraste con la solucién numérica, la velocidad
de fase analitica es funcién de la direccién de propagacién pero no de 3.

En el caso particular de un medio unidxico (v, = v,) la ecuacién (4.25) se reduce a

(w2 — v§ﬁ2) [w2 — 232 (1’1’,;2 - nf) - vﬁﬁznf] =0

de donde se obtiene

w(B) = v0 (4.28a)
Ry \/vg (n2 +n2) +v2n2 B (4.28b)
y las correspondientes velocidades de fase ordinaria y extraordinaria
U == Uy (4.29a)
veldl) = \/vg (n2 + n2) + v2n2 (4.29b)

La ley de transformacién analitica

aAzNg + AyNy + azN;
bznz + byny + b.n, (4.30)
CzMz + CyNy + CzNz

ng

!
Ty
n

nos permite expresar estos resultados en cualquier otro sistema de referencia.

79



4.2.3 Ejes Opticos Numéricos y Analiticos. Efectos asociados a
la rotacion del sistema de referencia

Del estudio anterior ha quedado claro que para cada direccién del espacio existen dos posibles
soluciones que se propagan con velocidades de fase v; y v2 (v, y ve para medios unidxicos).
Sin embargo, para ciertas direcciones particulares sélo es posible una solucién, es decir, sélo
hay una velocidad de fase. Este hecho sugiere la siguiente definicién.

Definicién (Eje Optico) En un medio anisétropo se llama eje dptico a toda direccién
del espacio para la cual v;=v,.

Si las velocidades de fase implicadas en esta definicién son las correspondientes a un medio
analitico hablaremos de ejes dpticos analiticos, si por el contrario son las correspondientes
a un medio numérico entonces hablaremos de ejes dpticos numéricos. Esta distincién
es importante porque como veremos unos y otros sélo coinciden en deteminados casos
particulares.

Como es habitual entre cantidades analiticas y numéricas existen notables analogias y
diferencias, las més importantes, en el caso que nos ocupa, son dadas por los siguientes
enunciados, cuya certeza se hara evidente a lo largo de esta seccién.

Proposicién En todo medio anisétropo habré a lo sumo dos ejes 6pticos (medios bidzicos)
o uno sélo (medios unidzicos). Siendo esto cierto tanto para el caso analitico como numérico.

Proposicién En general, en un medio numérico los ejes épticos dependen de la variable A
atln siendo € y p independientes de esta.

Proposicién En general, en un medio numérico la velocidad de fase y en consecuencia
los ejes épticos no permanecen invariantes bajo una rotacién del sistema de refererncia.

Aclaremos un poco mds esta tltima afirmacién. Para ello consideremos el siguiente
ejemplo ilustrativo: supongamos que hemos implementado el x Sk,
esquema de Dos Nudos tomando como sistema de referencia los ejes v=v,
principales, y simulamos la propagacién de las dos posibles soluciones z
para una 3 dada y una determinada direccién del espacio, digamos -
la mostrada en la Figura 4.3 contenida en el plano z'z’ y formando
una angulo ' con el eje 2/, esto es, 7' = (sené’, 0, cos §'). Imaginemos
que medimos las velocidades de fase de las dos posibles soluciones,
obteniendo como resultado de esta medida los valores concretos vy = v, y v2 = Up.

Supongamos ahora que repetimos esta misma experiencia tomando como sistema de

y/
Figura 4.3:
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referencia otro distinto de los ejes principales. Para concretar y ., x
facilitar el razonamiento, supongamos que éste es el mostrado en
la Figura 4.4, una rotacién simple de valor ¢ entorno al eje y. Si ‘
medimos las velocidades de fase en la misma direccién que que en

el caso anterior 7 = (sen(8 + 6'),0,cos(8 + 8')) podemos adelantar

que en general se obtendrian valores distinto, v; # v, ¥ v2 # W, v

cuando idealmente deberian ser iguales. La razén por la cual esto es Figura 4.4:

asi esta contenida en la ley de transformacién numérica (4.11), que trataremos més tarde.
Concluimos pues diciendo que en un medio numérico la velocidad de fase no sélo depende
de la direccién de propagacién sino también del sistema de referencia utilizado para definir
tal direccién. Acerca de estos puntos nos extenderemos en las siguientes secciones.

Ejes Opticos en Medios Unidxicos

Medio Analitico. Con el objetivo de poder contrastar las propiedades numeéricas y
analiticas iniciaremos nuestro estudio tratando con las funciones

Vo = Uz

V(i) = \/v§ (nf — nzz) + v2n?2

correspondientes a un medio analitico unidxico.

Si representamos por @’ el angulo que forma el eje principal 2’ y la direccién de propagacién
7', resulta que n? + n? = sen®¢’ y en consecuencia v, es tan solo funcién de esta variable
angular

Ve(0) = \/ v2sen?0’ + v2 cos? ¢ (4.32)

tomando los valores extremos v, para 6’ = 0,7 y v, para § = 7.

A la vista de estas ecuaciones, es evidente, que sélo existe una direccién de propagacién
para la cual v, = v,, siendo ésta la definida por el eje principal 2/, por lo tanto, en este
caso el eje éptico y el eje principal z’ coinciden. En general, en un medio unidxico el inico
eje 6ptico coincide con el eje principal correspondiente a la constante dieléctrica principal
desigual.

En los medios unidxicos se distinguen dos casos: si v; > v, el medio se denomina positivo,
si por el contrario es v, < v, entoces el medio se califica negativo.

En la Figura 4.5 se han representado conjuntamente los diagrama polares de las
velocidades ordinaria y extraordinaria tanto para un medio unidxico positivo como negativo.
Por claridad se ha tomado s6lamente el semiespacio correspondiente a 7 < ¢ < 27 y el corte
longitudinal (eje z') de estas superficies.

Utilizaremos los simbolos S, y S, para referirnos a las superficies polares que representan
las velocidades de fase v, y v., respectivamente. De su interpretacién se infiere lo que
cabia esperar. Por un lado se observa que ambas superficies son tangentes en solamente dos
puntos, que son los polos opuestos situados sobre el eje 2’ (eje 6ptico), lo que confirma que
en esta direccién v. = v,. Por otra parte, al ser la velocidad de fase ordinaria v, = v, una
constante, la superficie polar S, que la r<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>