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INTRODUCCION GENERAL

be hecho, el Gnico campo del conocimiento
humano en el que los conceptos no difusos

juegan el papel dominante es el de la

Matem&tica cl8sica.

L. A. Zadeh



En muy diversas situaciones de la vida real y de
las aplicaciones cientificas y técnicas, las definicio
nes y clasificaciones excluyentes no ofrecen una mode-
lizaci6én adecuada de los fenfmenos en estudio. Si a
la pregunta "¢pertenece un elemento X a un conjunto A?"
no existe claramente una respuesta afirmativa o negati
va, es posible matizar ésta atendiendo a los elementos
de un cierto reticulo completo; surge asi el concepto

de subconjunto difuso.

La definicibn original (Zadeh, 1965) considera
al reticulo totalmente ordenado [0,1] como imagen de
la "funcibén de pertenencia" de un subconjunto difuso,
que asigna a cada elemento su "grado de pertenencia"
y resulta asi una generalizacibén de la funcibn carac

teristica de los subconjuntos de un referencial.

En estos casi velinte ahos transcurridos, la Teo
ria de los Subconjuntos Difusos se ha venido desarro-
llando ampliamente en sus aspectos tebricos y de apli

cacidbn.

Desde un punto de vista tebrico, el interés de
esta teoria reside en que permite y exige la generall
zacibn de una gran parte de las ramas de la Matem&ti-

ca clésica. La 6ptica conjuntista original provocé



un répido desarrollo de los aspectos algebraicos (ver
Kaufmann (1982): 1% edicién en 1973). Junto a ellos,
cabe destacar la trascendencia de la Lbgica Difusa, ya
que a los subconjuntos difusos se asocia inevitablemen
te una 1l6gica poli o multivaluada. Por el contrario,
se han realizado desiguales progresos en los campos ana

liticos y topol6gicos, actualmente en fase de expansidn.

En cuanto se refiere a las aplicaciones, la utili
zacibn de conceptos difusos facilita la modelizacidn
de la vaguedad y la subjetividad; ello trae como conse
cuencia un vasto campo de aplicacibn en diversas cues-
tiones relacionadas con la Semdntica, la Sociologia,
la Psicologia, la Investigacién Operativa, la Economia
Y las Ciencias Biolbgicas y Mé&dicas. Por ejemplo, co-
mienzan a ser abundantes las aplicaciones de la Teoria
de Subconjuntos Difusos en la construccidn de modelos
de diagnb6stico médico (ver S&nchez (1979), Smets (1981)

y Vila y Delgado (1983), entre otros).

Otro grupo de aplicaciones destacable es el rela-
cionado con las Ciencias de la Computacibén, en particu
lar con la definicibn y construccién de "sistemas ex-
pertos", relacionadas con aspectos l1l6gicos, algebrai-
cos y de medida (como, por ejemplo, la utilizacidén de
diversos conectivos para el tratamiento de los predica

dos vagos).



La Teoria de la Medida se encuentra relacionada
con gran parte de los avances tebricos y de aplica-
cibn de la Teoria de los Subconjuntos Difusos. Si
todo resultado numérico es, en un sentido muy amplio,
una "medida", también desde un prisma tebrico subya-
cen en la Teoria de la Medida Difusa numerosas cues-

tiones del Algebra, Topologfa y Andlisis.

Como ocurre en la teoria clésica, el desarrollo
de la Medida Difusa requiere una infraestructura pre-
via y, por ello, se ve influido por los avances de
las distintas ramas de la Matem&tica Difusa; a su vez,

€stos se estimulan conceptualmente por aquél.

La presente memoria puede servir como ejemplo de
la trascendencia de ciertos resultados algebraicos y
consideraciones topol&gicas en Teoria de la Medida Di
fusa. A la inversa, cabe mencionar los conceptos de
"energia" y "entropia" difusas como cuestiones bdsicas
a las que dicha teoria realiza importantes aportacio-
nes; la energia de un subconjunto difuso esté& estrecha
mente relacionada con su medida, respondiendo ambas no
ciones a la idea de "tamano" 6 "intensidad", mientras
la entropia mide hasta qué punto se ha perdido la di-
cotomia pertenencia-no pertenencia de los conjuntos -

ordinarios y resulta por ello una medida indirecta de



los subconjuntos difusos (ver, por ejemplo, Knopfmacher
(1975), Trillas Y Riera (1978), De Luca Y Termini (1979)

y Czogala, Gottwald y Pedrycz (1982)).

La metodologia general a emplear en la Teoria de
los Subconjuntos Difusos esti basada en los dos princi-

Pios siguientes:

1) El1 Principio de Extensibn, que exige la conservacibn
de las propiedades de los conjuntos ordinarios en 1la
definicibén de conceptos difusos, teniendo en cuenta
que los subconjuntos ordinarios SOn un caso particu

lar de subconjuntos difusos.

2) El Principio de Goguen (1967), que concibe a los sub
conjuntos difusos, no ya como una extensibn de los
ordinarios, sino como definidos sobre clases de con

juntos ordinarios tomadas como referencial.

La coexistencia de los dos Principios es sélo posi
ble en ocasiones, ya que la definicién de conceptos di-
fusos por difusificacién seglin el Principio de Goguen -
no siempre conserva las propiedades de los conjuntos or
dinarios. De este modo, existe una dialéctica latente
entre las ideas que se obtienen en el contexto difuso a
partir de las correspondientes ordinarias y la convenien

cia de planteamientos conceptualmente distintos a los -



clésicos para la construccibén de nociones difusas; ello
colabora a la gran riqueza de enfoques tebricos de que

puede ser objeto el campo difuso, la cual se pone de ma
nifiesto de forma evidente en la Teoria de la Medida Di

fusa.

Basicamente, la definicifn de medidas sobre estruc

turas difusas puede entenderse desde dos perspectivas:

a) De forma directa, esencialmente independiente de las
medidas sobre estructuras ordinarias, si bien conser

vando en lo posible el Principio de Extensidn..

b) Indirectamente, por asignacibén a los subconjuntos di
fusos de medidas definidas sobre estructuras ordina-

rias.

Desde la primera de estas &Spticas se han definido
la mayor parte de los tipos de medida difusa que regis

tra la literatura especializada, entre los que destacan:

- La medida de "sucesos difusos" (Zadeh, 1968), obteni-
da a través de la integracibn ordinaria de las funcio
nes de pertenencia con respecto a una medida de proba

bilidad dada sobre el referencial.

- La "probabilidad funcional" (Borghi, 1972), que es -



una definicibn axiomdtica de las medidas difusas es
tablecida en base a las propiedades de las medidas

ordinarias.

- La "medida por integracidén difusa" (Sugeno, 1974),
definida a partir de la integracibn difusa (dada por
este mismo autor) de las funciones de pertenencia -
con respecto a una medida monStona dada sobre el re

ferencial.

- La "medida de posibilidad" (zadeh, 1978), para la
que las funciones de pertenencia se consideran di-
rectamente como "densidades de posibilidad"; tiene
como propiedad mds importante la F-aditividad y re
sulta especialmente fértil desde un punto de vista
conceptual, ya que replantea el significado mismo
de la nocidn de subconjunto difuso y la relacibén -

entre posibilidad y probabilidad.

Mencionaremos, asimismo, los trabajos de Nahmias
(1978) , Khalili (1979), Kruse (1982), Ralescu (1982),
Smets (1982), Butnariu (1983) y Hohle (1983), en los
que se definen diferentes tipos de medidas difusas -
(aditivas en la mayor parte de los casos); algunas de
ellas pueden ser incluidas entre las anteriormente ci

tadas y otras quedan fuera del contexto de nuestro tra



bajo debido a su punto de partida excesivamente par-

ticular o sofisticado.

La presente memoria es ejemplo de la via de asig
nacién indirecta de medidas difusas, siguiendo la 1i-
nea de trabajos anteriores (Delgado y Bolanos (1977)

y Bolafnos (1977)). Desde esta perspectiva hay que re
saltar las aportaciones de Klement (1980a) (1980b),
Klement, Schwyhla y Lowen (1981) y Klement y Schwyhla
(1982) en relacibn con las denominadas "probabilida-
des difusas"; en estos articulos, los autores mencio-
nados demuestran la identidad esencial entre un amplio
grupo de medidas aditivas sobre estructuras difusas y
las medidas de probabilidad ordinarias sobre clases de
subconjuntos del producto cartesiano entre el referen-
cial y el intervalo unidad. Tales resultados son estu
diados y generalizados en el Capitulo 2 del presente -

trabajo.

En este punto, conviene sehalar que la Teoria de
la Medida Difusa carece, hasta el momento, de una sis-
tematizacibébn que haga honor a tal denominacidn. Dado
que las distintas definiciones han sido establecidas
de forma independiente por los diferentes autores, y
que no hay coincidencia ni siquiera sobre propiedades

tan importantes como la aditividad, no existe un cuer



po de doctrina com@in ni ha sido fijado lo que se en-
tiende por "medida difusa"; baste decir que a menudo
se utiliza este término al designar valoraciones defi
nidas inicamente sobre estructuras ordinarias, para
indicar que poseen propiedades mi&s o menos relaciona
das con conceptos difusos (como, por ejemplo, la mono
tonfa), lo que resulta muy discutible alin cuando tales
valoraciones puedan extenderse "a posteriori" a subcon

juntos difusos.

Por nuestra parte consideramos como "medidas di-
fusas" finicamente a las definidas sobre estructuras -
difusas de un referencial arbitrario (estructuras que,
naturalmente, incluyen como elementos particulares a

algunos conjuntos ordinarios).

Por lo que se refiere a las propiedades minimas
exigidas para las medidas difusas, adoptamos como ta-
les la acotacibn, monotonfa y continuidad para el 1i-
mite de sucesiones monétonas; se incluyen de esta ma-
nera la mayor parte de las medidas ya definidas, tan-
to aditivas como no aditivas, y se respetan las carac
teristicas fundamentales del reticulo [0,1] sobre el
que consideramos definidos los subconjuntos difusos.
Tal eleccibén se discute m&s extensamente a lo largo

del Capitulo 1. Finalmente, cabe anadir que se reser



va el término "valoracién" para las asignaciones numé
ricas que no verifican tales requisitos minimos y apa

recen de forma natural a lo largo del trabajo.

La metodologia utilizada parte de una concepcibn
"conjuntista" de los subconjuntos difusos como partes
del referencial y de una visibn "energética" de la me
dida, que ha de reflejar qué parte del referencial -

abarca cada subconjunto difuso.

Es coherente con esta filosofia "representar" un
subconjunto difuso por un subconjunto ordinario del -
producto cartesiano del referencial X y el intervalo
unidad I. Corresponde entonces al referencial X el -
propio XxI, a cada subconjunto ordinario ACX el rec-
tédngulo AxI y, coherentemente con ello, se asocia a
cada subconjunto difuso aquella parte del producto -
cartesiano delimitada superiormente por su funcidn de
pertenencia y "conectada" asf con el eje Xx{0}. Para
resaltar esta fQltima caracteristica y distinguirlos -
suficientemente, denominamos "partes ancladas" a los
subconjuntos de XxI asociables a los subconjuntos di-
fusos de X. Estas "partes ancladas" actfian como vehf-
culo de asignacidn de medidas a los subconjuntos difu-

sOos a partir de medidas ordinarias sobre X, I 6 XxI.



A grandes rasgos, los objetivos generales que nos

planteamos en la presente memoria puedenresumirse en:

Sistematizar el conjunto de las medidas difusas de

acuerdo con sus propiedades mads importantes.

Obtener definiciones indirectas de los tipos mds im
portantes de medida difusa obtenidos directamente en

la literatura especializada.

Caracterizar en términos de medidas ordinarias el -
m&s amplio grupo posible de medidas difusas, contri
buyendo asi a la comprensidn de su significado y pro

piedades.

Ampliar el arsenal de medidas y valoraciones difusas

disponible.

Para cubrir estos objetivos a partir de la metodo

logia antes expuesta, la memoria se ha estructurado co

mo sigue:

En el Capitulo 1 se realiza un andlisis de las -

propiedades algebraicas que tienen influencia en la -
definicién de medidas y valoraciones difusas y se po
nen las bases de las relaciones entre conjuntos ordi

narios, funciones y subconjuntos difusos que ser&n de

10



utilidad en capitulos posteriores; finalmente, se de-
finen las estructuras y tipos de medidas ordinarias
y difusas que se contemplan en el conjunto del traba-

jo.

Cabe resaltar que las propias definiciones de
medida difusa, medida difusa aditiva y medida difusa
de probabilidad constituyen la base de la estructura-
cibén de los tipos de medida analizados en capitulos -
posteriores. Otros resultados destacables se refieren
a la imposibilidad de definir una complementaci®dn di-
fusa y a la representacién de medidas mon6tonas por -

medidas de probabilidad sobre el intervalo unidad.

El Capitulo 2 estd dedicado a las medidas difusas
aditivas, que se caracterizan por integraci®n ordina-
ria a partir de medidas de probabilidad sobre el refe-

rencial; pueden distinguirse tres casos:

a) Considerando la medida de Lebesgue sobre el inter-
valo unidad, se obtienen las medidas de "sucesos

difusos" de Zadeh.

b) Dada una medida monStona sobre una cierta estructu
ra de partes ancladas de [0,1], se caracterizan -
ciertas medidas difusas de probabilidad y medidas

difusas aditivas.

11



c) Consideradas medidas mond6tonas sobre I para cada
elemento del referencial, y expresadas éstas a tra
vés de un nficleo de Markov, se caracteriza en tér-
minos de medidas ordinarias a la totalidad de las
medidas difusas aditivas. Entre ellas se incluyen
las "probabilidades funcionales" de Borghi y las

medidas definidas por Smets.

En los dos filtimos casos se obtiene una genera-
lizacibén de los resultados de Klement y Schwyhla, pre
via adaptacidn a nuestro contexto de sus definiciones.
Las medidas difusas aditivas (y, en particular, las
de probabilidad) gquedan asi expresadas en términos de
probabilidades ordinarias sobre el referencial y medi

das monbtonas sobre el intervalo unidad.

Los problemas de medibilidad son de importancia

para las medidas difusas aditivas y su caracterizacibn.

A ellos se refiere el (Gltimo apartado de este segundo

capitulo.

En el capitulo 3 se encuentran los resultados mds -

importantes del presente trabajo.

A partir de la consideracibén de una medida mon&-
tona cualquiera sobre el referencial y la medida de -

Lebesgue en el intervalo unidad se define una medida

12



rectangular que sirve como base para la caracteriza-

cibn buscada; a partir de ella, se definen las valo-

raciones interna y externa sobre partes del producto

cartesiano. La restriccidbn de tales valoraciones a

las partes ancladas permite definir una medida y una

familia de valoraciones con las que se logra:

a)

b)

Caracterizar las "medidas difusas por integracién
difusa" y las medidas de posibilidad en términos,

Gnicamente, de la medida rectangular inicial.

Establecer una serie de valoraciones que complemen
tan a la "medida interna" (o medida basada en la -
integral difusa) y a la medida de posibilidad para
subconjuntos difusos. De entre esas valoraciones
de definicib6n original destaca la valoracibn exter
na ¢-dependiente o "tamano exterior", la cual per-
mite el establecimiento de ciertos "Indices de for

ma" de los subconjuntos difusos.

Otras cuestiones de interés desarrolladas en el

tercer capitulo se refieren al estudio de la informa

cibn que sobre la funcibén de pertenencia de un subcon

junto difuso ofrecen las medidas y valoraciones estu-

diadas, y la generalizacibén de todos los resultados -

anteriores para el caso en que la medida de Lebesgue

se sustituye por una medida mon6Stona cualquiera sobre

13
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la estructura dada por las partes ancladas de [O,{].
Asimismo se estudian las cuestiones derivadas de la
medibilidad, relativa a diferentes estructuras, de

medidas y valoraciones consideradas.

Queda, pues, definido el campo de las medidas
difusas no aditivas que pueden obtenerse a partir de
medidas monétonas sobre el referencial y sobre el in
tervalo unidad, y se incluyen en €1, como era nuestro
prop6sito, las medidas mas trascendentes de entre las

conocidas hasta el momento.

Dado que la totalidad de la clase de las medidas
difusas no aditivas no puede, como si ocurre para las
aditivas, ponerse en correspondencia con las medidas
ordinarias, queda abierta una extensa lfinea de traba-

jo que esperamos desarrollar en el futuro.



CAPITULO 1



1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se establece el marco conceptual
de la presente memoria, tanto en lo que se refiere a
la definicibén general de los conjuntos, clases, estruc
turas y medidas que ser&n de utilidad en su desarrollo
como en lo que concierne a las relaciones b8sicas entre
las distintas nociones ordinarias y las derivadas de la

Teoria de los Subconjuntos Difusos.

Asimismo, se sientan las bases para la expresidn
y Jjustificacién de la metodologia empleadas en el con-
junto del trabajo, a partir de nuestro enfoque de la
medida difusa a través de la medida de ciertas estruc-
turas ordinarias, especialmente las constituidas por -
partes del producto cartesiano del referencial y el re

ticulo de definicibn.

No se trata, en todo caso, de realizar un an&lisis
exhaustivo de los aspectos algebraicos de la Teoria de
los Subconjuntos Difusos, sino de destacar las cuestio-
nes de especial trascendencia desde el punto de vista -

de la medida.

En el apartado 1.2. que sigue se introducen las -
bien conocidas nociones bdsicas de dicha teoria que nos

son imprescindibles junto a la definicibén original de -

15



ciertas clases de conjuntos ordinarios (en particular
las "partes ancladas" del intervalo unidad y del pro-

ducto cartesiano) de interés para nuestros fines.

Se aborda en el apartado 1.3. el estudio de las
propiedades algebraicas de todos los conjuntos y clases
definidas y de las afinidades sobre las estructuras re
sultantes. Se pone especial acento en la génesis de -
las caracteristicas algebraicas de la clase de los sub
conjuntos difusos de un referencial por su importancia
en las relaciones entre la medida ordinaria y difusa;
en efecto, sus propiedades provienen (por extensidn o
restriccibén) de las que se encuentran en ciertas estruc
turas conjuntistas clésicas, lo que condiciona esas re-

laciones.

Finalmente, en el apartado 1.4 se fijan las estruc
turas y tipos de medida que se consideran en capitulos

posteriores y se justifica su definicién.

Especialmente interesante resulta la distincibén en-
tre las medidas difusas aditivas y de probabilidad, que
no tiene correlato en las medidas clésicas y que es fru
to de la pérdida de la propiedad de complementacién del
Algebra Difusa. Otro aspecto a destacar es la diversi-
dad de criterios existentes en la literatura especiali-

zada respecto al concepto general de medida difusa, co-

16



mo ocurre en algunas otras importantes nociones de la
Teoria de Subconjuntos Difusos (topologia difusa, fun
cién difusa, etc.) debido a la juventud de esta teo-
ria; ello nos obliga a explicar nuestra propia posicién

en el tema y a recoger algunas definiciones.de otros

autores.

17
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1.2. DEFINICIONES

Como es bien sabido, el concepto de subconjunto

difuso (s.d.) tiene su origen en la generalizacibén de

la nocibén de pertenencia.

Definici6bn 1.1. (Zadeh, 1965).- Sea X un referen

cial arbitrario. Se denomina s.d. de X a cualquier con

junto de la forma:

A= {(x,ry) / xe X, ry ¢ [0,1]}

donde r, se interpreta como el grado de pertenencia de

X a A.

Un s.d. viene caracterizado univocamente por la denomi

nada funcién de pertenencia (f. de p.): up: X — [0,1]

dada por:
Ha(x) = r V x e x
Notaremos g(x) a la clase de todos los subconjun-

tos difusos de X.

Es obvio que cualquier A ¢ P(X) (partes ordinarias

de X) es un s.d. de X con f.p.:

0 si xX¢A
Xq (X) =
B 1 si XeA

de modo que P (X)C P(X).
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Por este motivo denominaremos subconjunto difuso

propio (s.d.p.) a todo elemento de P(X) - P(X).

Hay que destacar que el referencial X es siempre
un conjunto ordinario, tanto para la definicidn de s.d.
dada con anterioridad como para aquellas que pueden en
contrarse en la literatura especializada, como son la
de "flou set" (Gentilhomme, 1968), (Negoita y Ralescu,
1975), la de "fuzzy set de tipo m" (Zadeh, 1971a) y

la de "probabilistic set" (Hirota, 1981), entre otras.

Por otra parte, indicaremos que, aunque en algu-
nos casos se habla de "conjunto difuso", la idea basi
ca subyacente en la definicibn 1.1. es la de subconjun
to, ya que siempre hay que tener presente el referen-
cial de base X. (Ver Kaufmann (1982) para el andlisis
de esta idea y de algunas de las definiciones b&sicas

que siguen).

Definicién 1.2.- Dado un s.d. A de X, el soporte de A

es el conjunto Sop (A) = {x/xeX, u, (x) e(O,ﬂ }

A

El soporte de un s.d. es entonces su referencial
minimo, y ser& de gran importancia en la definicibén de
medidas difusas (en cierta forma, el soporte de un s.d.
es el mds pequeno conjunto ordinario al gue est& "con-

dicionado", en el que estd "incluido" o sobre el que -



"puede definirse" el s.d.).

Definicién 1.3.- La altura de un s.d. @eg(x) es

el valor: hgt(A) = sup uA(X)
xeX ~

Se dice que un s.d. es normal o estd normalizado

si su altura es la unidad.

Definicibén 1.4.- Sean A, B ¢ P(X). Diremos que

A estd incluido en B (ACB), si y solo si:

VxeX, Ha (X)) < up(x).

Definicibn 1.5.- Sean A, Be P(X). Se dice que

A es igual a B si y solo si:

ACB y BCA (1, (%)

ug(x) VxeX)

Definicibén 1.6.- Sea AeP(X). Para cada ae[0,1],

el conjunto A = {x/xeX, uA(x)aa} es el a-corte de A.

Todo s.d. se caracteriza (Teorema de Representa-
cibén) mediante la familia de sus a-cortes. Es obvio

que aj<ap; =3 Al CAa .

2 1

Definicién 1.7.- Sea AeP(X). Para cada ae[0,1],

20
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) +
el conjunto A = {x/xeX, uA(x)>a} se denomina

a—-corte débil de A.

+ +
Obviamente, a;s a2;:>Aa C,Aa . Por otra parte,
2 1

+ +
A_ = Sop(a) vy Al = 9,

Entre los dos conceptos anteriores se verifica

la relacibn:

+
Vae[0,1), Vage(a,1], A, C A Ca .
Definicién 1.8.- Se denomina "singleton" a

todo s.d. cuyo referencial consta de un solo elemento

(X = {x}). En otro sentido, tambien se denomina "sin-
gleton" a aquel s.d. cuyo soporte es un solo elemento,
independiente de cu&l seal el referencial. En esta Gl
tima acepcibn, todo s.d. es unibn de "singletons", co-
mo todo subconjunto ordinario es unibén de elementos, y

en ambas se incluye al vacfo difuso entre los single-

tons.

Por nuestra parte, se utilizard una u otra opcibn,
especificando en caso necesario el referencial de que

se trate.

Definici6én 1.9.- Sea R e P(X). Diremos que R es

un s.d. rectangular si y s6losi R=¢ 6 uA(x) = cte.

Vxe Sop(R).



Todo @e?(x) genera una familia {ga (%)}ae[o,l]
de s.d. rectangulares, dados por:
{a si xaAa
U (x) =
51(%) 0 si Xan

Notaremos R(X) la clase de s.d. rectangulares

de X.

Obviamente, P(X)CR(X) C P(X).

La definicibn 1.1. puede ampliarse considerando
que los grados de pertenencia se evalfian en cualquier
conjunto (no necesariamente en I = [0,1]). Se llega

asi al concepto de L-s.d.

Definicibn 1.10.- (Goguen, 1967). Sea X un refe-

rencial arbitrario y L un conjunto cualquiera. Se de-

nomina L-s.d. de X a cualquier conjunto de la forma:

éL = {(x,rx)/xeX, rXeL}.

Es fdcil comprobar que la estructura algebraica
de L es "heredada" por EL(X) (clase de los L-s.d. de
X), definiendo de modo natural las operaciones entre
L-s.d. a partir de las existentes en L. Asi, si L
es un reticulo, &lgebra de Boole, etc., también lo -

seré& EL(X). Por ejemplo, las "cantidades multivalua-
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das" (Grattan-Guiness, 1975), en las que L=P([0,1]),
conservan la estructura de &lgebra de Boole. Por -
este motivo, aunque en la definicién anterior no se
exige estructura alguna en L, resulta interesante que
se trate al menos de un reticulo para garantizar dicha

estructura minima en P_(X).

L

De acuerdo con la definicidbén 1.1., es inmediato

que un s.d. admite una triple interpretacidn:

a) Un s.d. es una parte del referencial, en un sen
tido an&logo, pero mi&s general, que el de sub--

conjunto ordinario.

b) Un s.d. es una funcibén del referencial en [O,l].

c) Un s.d. es un subconjunto ordinario del produc-

to cartesiano xx[0,1].

De este modo, al plantearnos el problema de "medir"

un s.d., podemos pensar que la medida represente:

a) Qué "parte" del referencial supone el s.d. (asig

nando medida unidad al propio referencial).

b) Cu&l es el "&rea" delimitada superiormente por

la funcibén de pertenencia.

c) Qué porcibén del producto cartesiano Xx[0,1] vie
ne dada por el subconjunto ordinario correspon-

diente al s.d. (asignando medida unidad al ---

23



xx[0,1]).

Desde este filtimo punto de vista, no parece 1lo

mds adecuado medir AeP (X) mediante el conjunto

{(x,uA(x)), xeX} e P(XxI), ya que éste tiene medida
nula para cualquier medida cl&dsica continua sobre

Xx[O,l] .

Por tanto, parece mds correcto emplear el con-
junto { (x,a)/xeX, asuA(x)}, que responde mejor a la

idea de porcibn, parte 6 &rea.

Este enfoque ha sido empleado por Delgado y Bo-
lanos (1977), Ralescu y Adams (1980) y Klement y -
Schwyhla (1982), en lineas de trabajo a las que se -

har&n inevitables referencias.

En este sentido, y para el estudio de las medi-
das que realizamos en la presente memoria, introduci
mos las clases de conjuntos que se definen a continua

cibn.

Definici6én 1.11l.- Denominamos parte anclada cerra

da de I a todo intervalo de la forma [0,b], con belI.

Notaremos Ca(I) la clase de las partes ancladas

cerradas de I.
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Definicién 1.12.- Denominaremos parte anclada

abierta de I a todo intervalo de la forma [0,b), con

bel.

Seré&a Oa(I) la clase de las partes ancladas -

abiertas de I.

En general, llamaremos parte anclada de I a cual-

quier elemento de Pa(I) = Ca(I)UOa(I). Es interesan-

te destacar que ¢eOa(I) (b=0) e IeCa(I) (b=1) .

Definicién 1.13.- Dado un referencial arbitrario

X, denominaremos parte anclada cerrada (de XxI) a to-

do conjunto de la forma:

B = {(x,r)/xeX; r<b(x); rell y notaremos Ca(XxI)

a la clase de estos subconjuntos.

Definicién 1.14.- Dado un referencial arbitrario

X, denominaremos partes ancladas abiertas (de XxI) a

los conjuntos de la forma:

B = {(x,r)/xeX; r<b(x); ©reI, bell}
notando Oa(XxI) a la clase de las partes ancladas -

abiertas.

Puede comprobarse f&cilmente que Ca(XxI)UOa(XxI)
no es una clase cerrada para la uni6én ni la intersec-

cibn; por este motivo introducimos la clase:



P_(XxI) = {BieP(XxI)/Bi =" { (%,1) /reb ()i xchs

r<b(x) si xeA; AeP(X), reI, beIx}}

Denominaremos partes ancladas de XxI a laos elementos

de Pa(XxI).

Es inmediato que Oa(XxI)CZPa(XxI) (para A=¢) y que

Ca(XxI)CIPa(XxI) (para A=X).

En apartados posteriores estudiaremos en profundi-
dad las propiedades y necesidad de considerar esta cla-

Se.

Los conceptos de "parte anclada cerrada" y "parte
anclada abierta" son adaptaciones de los conceptos de

"conjunto ordenada superior" (upper ordenate set) y de

"conjunto ordenada inferior" (lower ordenate set) (Hal

mos, 1974).

Otros conceptos de interés para la presente memo-
ria son los de seccibn y proyeccibn (horizontales y
verticales) de un subconjunto de un producto cartesia-
no, asi como el de rectingulo, bien conocidos en Teo-

ria clésica de la Medida (ver (Taylor, 1966)).

Es inmediato que:

1) Las secciones horizontales de la parte anclada

cerrada (resp. abierta) de XxI asociada a una
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; X < .
cierta beI” coinciden con los a-cortes (resp.

débiles) del s.d. cuya f.p. es b(x).

b) Las secciones y proyeccibén verticales de una
parte anclada de XxI son partes ancladas de -

I.

c) La proyeccibn horizontal (en X) de una parte
anclada de Bi de XxXI asociada a AeX y beIX -
coincide con su seccibn horizontal para a=0 y
es exactamente Sop(@)UA, donde B es el s.d. con

f. de p. b(x).

Definicibén 1.15.- Dado un referencial arbitrario

denominaremos recténgulo anclado de XxI a cualquier reg

t&ngulo que sea parte anclada.

Notaremos Ra(XxI) a la clase de los recté&ngulos an

clados. Entonces Ra(XxI) = P _ (XxI)NR(XxI), donde R(XxI)

= |
representa la clase de los recté&ngulos de XxI.

Cualquier rectdngulo anclado es el productc cartesia

no de un elemento de P(X) y un elemento de Pa(I).

En lo que sigue, supondremos que X es un referencial
arbitrario pero fijo, por lo que, y al objeto de simplifi
car la notacibn, las clases de partes de XxI quese han defi

nido ser&n notadas simplemente Oa’ C_, Pa’ Ry Ra'

a



1.3. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Es razonable pensar que las propiedades de las me-
didas que se puedan definir sobre conjuntos difusos de-
penden estrechamente de la estructura algebraica de P (X).
En este apartado se analiza la estructura de las distin-
tas clases que hemos introducido en el anterior, lo que
nos conducird a un mejor conocimiento del marco algebrai

co para la definicibén de las medidas difusas.

Es bien conocido que P(X), P(I) y P(XxI) son &dlge-
bras de Boole con las operaciones cldsicas de unibn, in

terseccibén y complementacidén conjuntistas.

La clase R es cerrada para la interseccié4n numera-
ble pero no para la unibn, siquiera finita, por lo que
no posee estructura reticular, si bien, como se ver&, -

es clase monb&tona.

Como se ha establecido anteriormente, la estructura
de P(X) viene directamente condicionada por la del conjun
to donde se evalfGian los grados de pertenencia, en nuestro
caso I = [0,1]; por este motivo comenzaremos con el estu-

dio de las propiedades algebraicas de este conjunto.

1.3.1.- Estructura de I = [0,1]

El orden total de los nmeros reales est& asociado
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de forma natural con las leyes de composicibén interna
dadas por el mé&ximo y el minimo de una pareja de nfime-
ros reales. Estas operaciones dotan a cualquier sub-
conjunto de R de estructura de reticulo distributivo

(Dubreil y Dubreil-Jacotin, 1965).

En estas condiciones, serd deseable una definicibn
de complementario en I que, con las operaciones binarias
max y min, dotase a dicho reticulo de estructura de &4l1-
gebra de Boole; la imposibilidad de tal definicibén se -

comprueba mediante el siguiente enunciado.

Proposicién 1l.1.- "En un conjunto totalmente orde-

nado no trivial dotado con las operaciones binarias de-
rivadas del orden, no es posible definir una complementa

cibén que le dote de estructura de dlgebra de Boole".

Demostracibn: Sea L un reticulo totalmente ordena-
do con elementos supremo (1) e Infimo (0) y al menos otro
elemento a. Sea < el orden de L; entonces se verifica -

O<a<l. En L se tienen definidas de modo natural las ope-

raciones:
d si d<b 6 d=b
Vd, beL, dab = min(d,b)
b si b<d
Ib si d<b 6 d=b

dvb
si b<d

Il
=,
an
~
Q
o

1]

/—-./
Q
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y se verifica entonces:

d Al=4d d A 0=0 VdeL

dvil=1l d v O0=d

Es posible designar a 1 y 0 como mutuamente comple
mentarios, verificando 1=0, 0=1 y {1 A0=0; 1vO0=1}; sin
embargo, para a no es posible encontrar un complementa-

rio aeL tal que {aAa=0; ava=l},

En efecto, por las propiedades de L pueden distin-

guirse tres casos:

I) a=1. Entonces aAnT = aAl = a # 0.
II) a=0. Serfa ava = avO = a # 1.

III) 0#a#l. En este caso podemos distinguir las situaciones:

- a<a 6 a=a. Se tiene aAa = a¥0, av a=a#l.

- a <a. Entonces a Aa=a#0, av a=a#l.

Asi pues, no puede encontrarse un a que verifique
la propiedad de complementacibén, lo que nos dice que no
existe ninguna forma de definir el complementario que
dote a L de estructura de dlgebra de Boole (con las ope

raciones derivadas del orden).

La diferencia fundamental entre I y P(I), en cuanto
a la estructura algebraica se refiere, es que &ste Glti-

mo es un conjunto parcialmente ordenado mediante la rela-
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cidbn de orden inducida por la inclusién.

Como concecuencia de la proposicién anterior, sbélo
podemos pretender la definicidn de un "pseudocomplementa
rio" que, como operacién unaria, verifique las propieda-

des de involucibén y leyes de De Morgan.

sea f: [0,1]/— [0,1] una funcién que asigne a cada
valor su pseudocomplementario; veamos qué forma ha de te-

ner f para que se verifiquen las dos propiedades:

1) La involucién exige que f(f(a))=a, Yae[0,1], y
esto significa que el grafo de f ha de ser simé-
trico con respecto a la bisectriz del primer cua

drante.

2) El cumplimiento de las leyes de Morgan exige gque
f sea mon6tona decreciente, ya que ha de cumplirse

f(aAnb)=f(a)v £(b); por tanto, si a< b se tiene:
f(a)=f(anb)=f(a)Vv £(b) = f(b) <f(a)

Asi pues, tal como ha sido analizado por Trillas (1979)
y Alsina, Trillas y Valverde (1983), para la definicibn
del pseudocomplementario es necesario emplear las funcio-
nes denominadas negaciones fuertes. Si se asume la conti

nuidad, se obtiene la clase:

N(: [0,1] )= {£f: [p,i] +~ [0,1] /£ es continua y estric-
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tamente decreciente, £(0)=1, £(1)=0 y f o f=identidad}

considerada por los citados autores.

Funcidn destacada de este conjunto es N(x)=1 - x, el
Gnico elemento de N( [O,l] ) que verifica la desigualdad

de Lipschitz.

Por otra parte, en (Trillas, 1979) se demuestra que
"las funciones de negacibn fuerte en [O,i] constituyen
la clase de conjugacidn de la funcibén N, por lo gque no
parece existir ningln motivo interno para preferir cual-

quier otra negacibén fuerte a la 1-x".

Asi pues, adoptaremos la pseudocomplementacidn dada
por N(x), sin prejuicio de que la mayor parte de los re-
sultados que se obtienen con ellan puedan extenderse a

otras negaciones, como se discutir& mas adelante.

Las operaciones max, min y N dotan a I de una estruc-
tura de reticulo vectorial (distributivo y pseudocomple-

mentado) 6 algebra de De Morgan.

Puede emplearse cualquier t-conorma distinta de max
6 cualquier t-norma distinta de min como operaciones bi-
narias para dotar de estructura a I. Ahora bien, como
prueban Alsina, Trillas y Valverde (1983), si no se em-
Plean max y min, se pierde la estructura de reticulo pa

ra I, 6 lo que es lo mismo, la de &lgebra de De Morgan
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considerada una negacién fuerte.

Puesto que para la construccién de medidas difusas
es deseable que P(I) tenga estructura de &lgebra de De
Morgan, en la presente memoria supondremos que las opera

ciones definidas en I son max, min y N.

Serd objeto de posteriores trabajos el estudio de

las medidas de s.d. bajo hipbtesis diferentes.

1.3.2. Estructura de las clases de partes ancladas

de I.

En Pa(I) introducimos como operaciones binarias la

unidén e interseccibén conjuntista clésica.

Ca(I) es cerrado para la unidén finita y la intersec
cibén numerable y Oa(I) lo es para la interseccibn finita
y la unidén numerable, mientras que Pa(I) contiene a la
unidén e interseccidn numerables de partes ancladas. Las
tres clases adquieren estructura de reticulo distributi-

VO.

La inclusibn establece en Pa(I) un orden total, de
manera gque no es posible definir un complemento, tal como
se ha probado en la proposici6én 1l.1.; debemos limitarnos,

pues, a considerar una pseudocomplementacién.

En Pa(I) la introducimos del siguiente modo:
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[0\,/b:] =[0,1-b); [0,b)=[0,1-b] ; con lo cual esta clase

adquiere estructura de dlgebra de De Morgan.

Ahora bien, Ca(I) vy Oa(I) como subclases de Pa(I),

resultan no ser cerradas para esta pseudocomplementacidn.

-por este motivo, puesto que serd de utilidad manejar los

reticulos Ca(I) Yy Oa(I) aisladamente, conviene dotarlos

de estructura de &lgebra de De Morgan definiendo en ellos

los siguientes

pseudocomplementos:

A
V[0,b]e c_(T), [076] =[0,1-Hec_ (1)
A
V[o,b)e o_(1), [07b)=[0,1-bkO_ (I)
Nota 1.- El orden total que introduce la inclusidn

Nota 2.-

conjuntista en la clase de partes ancladas
es una adaptacidn directa del orden total
de los nfimeros reales; coherentemente, las
pseudocomplementaciones que hemos introdu-
cido son extensidn natural de la negacidn

fuerte N.

No puede obtenerse una pseudocomplementacidn
para Pa(I) a través de los pseudocomplemen-
tos que hemos definido como propios de Ca(I)

Yy Oa(I), ya que no se respetaria el orden



en Pa(I).

1.3.3. Estructura de las clases de las partes an-

cladas de XxI.

Es facil comprobar que tanto Ca como Oa son cerra-
das respecto a la unibn e interseccidn conjustistas fi-
nitas, pero no asi para la complementacibn clésica, ya

que el complementario en XxI de una parte anclada no es

en general una parte anclada. Por este motivo definimos

las siguiente pseudomplementaciones:

- VB§ eCa asociada a bsIX, su pseudocomplemento es

la parte anclada cerrada asociada a (l—b)gIX, es decir:

1-b b
BX = {(x,r)/xe X, r<l-b(x), rel} = ﬁx eca

—Vggsoa asociada a beIX, su pseudocomplemento es la
parte anclada abierta asociada a (1l-b) e IX, esto es:

5B {((x,r)/x eX, £ <1l-b(x), re I} = BEe o
¢ ’ ’ ’ ¢ a
Con ellas, C, Y Oa adquieren estructura de &dlgebra

de De Morgan.

Nota 3.- xx{0} y Xx [O,i] son los elementos extre-

mos de C_, y¥#y Xx [0,1) los de o, -

Andlogas consideraciones pueden realizarse para Pa’
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en donde definimos la siguiente pseudocomplementacién:

-VB

g gPa asociada a b ¢ IX y Ae¢P (X), su pseudocom-

plemento es la parte anclada asociada a (1l-b) eIX Yy XﬁP(X),

esto es:
1-b _ : . i
BA = {(x,r)/r < 1-b(x) si x ¢ A; rgl-b(x) si
x eA; re I} =\é£

con lo que, nuevamente, se obtiene una estructura de &al-

gebra de De Morgan.

Nota 4.- Los elementos extremos de este &lgebra Pa
son g y XxI. Ademds, &stos son los dos flni-
cos elementos que tienen su complementario

clédsico dentro de Pa.

Nota 5.- Respecto a la compatibilidad de la defini-
cidn del pseudocomplementario Pa con la de
los establecidos en Ca Yy Oa’ como clases
consideradas independientemente, encontra-
mos una situacib6n andloga a la que existe

en las partes ancladas de I.

1.3.4. Estructura de R(X)

Las operaciones en P(X) se establecen de manera natu-

ral a partir de las que se definen en [O,{]X al conside-

36



rar las f. de p. como representaciones biunivocas de Los
s.d.. A su vez, estas ltimas se obtienen por extensidn
punto a punto de las correspondientes de [O,i], motivo
por el cual, y como ya hemos comentado, P(X) hereda la

estructura algebraica de [b,lj .

Las operaciones binarias quedan asi definidas como:

- Interseccibn difusa:

VA, B eP(X), ANnB viene dado por la f. de p.

My qp (%) = My (X)Ang(x), Vx e X.

- Unidbn difusa:
VA, BeP(X), AUB tiene como f. de p. a

Hayp (X) =H, (R)vu g (x) Vx eX, dotando a P(X) de

estructura de reticulo distributivo, del gue P(X) es un

subreticulo.

Ané&logamente, la definicidn de la pseudocomplementa-
cibn se realiza de modo que se conserve el Principio de
Extensibén (Zadeh, 1975), esto es, el que P(X) constituye
un dlgebra de Boole en el seno de E(X). Establecemos,

pues:
- Pseudocomplementacidén difusa:

VAEP(X), su pseudocomplementario A tiene como f£. de

~ ~ A

p. a LLA(X) = l_LA(X) VxeX, que coincide en P(X) con
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la complementacidén clésica. Estd definici6tn fué la
originalmente dada por Zadeh (1965) y verifica las con-
diciones de las negaciones involutivas definidas punto

a punto (Ovchinnkov, 1980).

De esta filtima definicibén se deduce asimismo que
la estructura final de P(X) es de &dlgebra de De Morgan,
manteniéndose en P (X) la imposibilidad de definir una
complementacidén que nos dé& estructura de dlgebra de ERoole,
imposibilidad que ha sido probada para I en la proposi-
@idh 1. 1. Puesto que Ovchinnikov (1983) demuestra gue
una negacidn satisface como midximo tres de las propieda-
des {AUZ:= X AOX=¢; ANB = Zuﬁ; AUB = _ﬂg; E = A} ,
dicha proposicidn nos garantiza que, exigida la involu-
cibn, han de ser exactamente las tres Gltimas las verifi-

cadas en P (X).

En particular, la estructura de &dlgebra de De Morgan
se encuentra en la clase de los singletons de un x, S(x),

entendida en los dos sentidos de la definicidén 1.8.

Desde el punto de vista de la Teoria de la Medida,
la pérdida de la propiedad de complementacidn serd relevan

te en la ampliacibn del campo de las medidas adecuadas a
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estructuras difusas. Como pone de manifiesto Trillas (1979),

mientras la utilizacibn de las negaciones fuertes parece
conducir a evaluaciones aditivas, es contradictorio que,

para NEZN([Q,l]), resulte pA(x) + u

:A(x) = 1 (V{\e?(X) Y

VxeX), mientras que para todos los s. d. p. es AUA # X-



Finalmente, cabe senalar que en la presente memo-
ria planteamos una doble 6ptica acerca de la pérdida de
la estructura booleana: mientras los trabajos ya ciasi—
cos en Teoria de los Subconjuntos Difusos hacen hincapié
en la generalizacibén de P(X) a P(X) (p.e. (Kaufmann,
1982), (Dubois y Prade, 1980)), puede tambien entenderse
tal pérdida como originada por una cierta "restriccibn"
de la clase P (XxI) a P(X) a través de la conservacibn,
inicamente, de los sﬁbconjuntos "anclados" del producto

cartesiano.

1.3.5. Relacibn entre las distintas estructuras.

Proposicibn 1.2. Las aplicaciones biunivocas:
VbeIl; i: I — S(x)/i(b) = (x,b)

k: I—— 0_(I)/k(b) = [0,b)

m: I ———>C_(I)/m(b) = [0,b]

n: O_(I)—>S(x)/n([0,b)) = (x,b)

1: 0 (I)——c_(1)/1([o,b)) = [0,b]

j: c (I)—>s(x)/3([0,5]) = (x,b).

establecen un diagrama conmutativo de isomorfismos entre

dlgebras de De Morgan:
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ca(I)

I
1
k b)
i
Ca

(I)——— S(x)

n

Demostracidbn:

Es inmediata a partir de la definicidn de estas

aplicaciones y de las propiedades estudiadas en el apar-

tado anterior.

Proposicidén 1.3.- Las aplicaciones bionivocas:
Voer®; 1i”: I*— 5 P(X)/i"(b) = {(x, b(x)), xeX)
k”: Ix——>0a/k’(b) = {(x,r)/x€X, 0 <r <b(x)}

m”: I*—— C_/m” (b)

{(x,r)/xeX, 0<rsb(x)}
n”: Oa—————ég(x)/n' {(x,r)/xeX, 0sr <b(x)}=
{(x,b(x)), xeX}
17: 0.—> C_/1” {(x,r)/xeX, O<r <b(x)}=
(x,r)/xeX, 0<r <b(x)}

j7: C,— > B(X)/ J7{(x,r)/xeX, 0<rsb(x)} =

{(x,b(x), xeX}

establecen un diagrama conmutativo de isomorfismos entre

dlgebras de De Morgan:
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Demostracibn:

Es inmediata, de nuevo, a partir de las aplicacio-
nes definidas y las propiedades algebraicas ya estudia-

das.

Hemos destacado estas relaciones por los siguientes

motivos:

1) Es importante poner de manifiesto la conservacién de
las operaciones binarias y la pseudocomplementaci®n,
asi como la asociacidn entre los elementos Iinfimos y

supremos de los conjuntos implicados.

2) Mediante la proposicidén 1.3. se asocian funciones, s.d.
y ciertos subconjuntos ordinarios del producto XxI.
Tal asociacidn ser&d empleada para la definicibén de me-

didas de s.d.apartir de medidas de partes ancladas.

3) La comparacibén de los dos diagramas pone de manifiesto
que la estructura de I se transmite a P(X), como se ha

indicado reiteradamente. Lo mismo puede decirse en re-
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lacibén con Ca(I) y Oa(I) YT, ¥ Oa, respectivamente.

4) En ambos diagramas se asocian reticulos cuyas opera-
ciones binarias son la unién e interseccibén conjun-
tistas clésicas con reticulos en los que dichas ope-
raciones binarias son las deducidas del orden de los
nimeros reales. Esto parece indicar que tales ope-

raciones son "naturales" en el contexto difuso.

1.4. ESTRUCTURAS DE MEDIDA. MEDIDAS ORDINARIAS

Y DIFUSAS.

El objetivo fundamental de la presente memoria es
relacionar las medidas que pueden definirse sobre es-
tructuras difusas con las medidas clé&sicas que pueden es
tablecerse sobre el referencial X, sobre I y sobre XxI.
Por ello se dedica este apartado al andlisis de los ti-
pos generales més relevantes de medidas tanto ordinarias

como difusas y de las estructuras donde pueden asentarse.

1.4.1. Medidas ordinarias

Uno de los tipos més generales de medida que han
sido propuestas hasta el momento sobre conjuntos ordina-
rios son las medidas monétonas, introducidas por Sugeno
(1974), que engloban como caso particular a las medidas

aditivas objeto de la Teoria Cl&sica de la Medida.
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Paralelamente al papel que juega la c—algebra
como estructura bédsica para el asiento de una medida
aditiva, la clase mon6tona ser& el marco de definicidn

de las medidas mon&tonas.

Definicibn 1.16.- "Sea E un conjunto arbitrario

y MCP(E). Se dice que M es una clase mon&tona si:

I) EeM; deM,
II) M es cerrada para el limite de sucesiones mon&-
tonas

El par (E,M) suele denominarse espacio mon&tonamente

medible.

La clase mon6tona m&s amplia es P(E). Cualquier

O-algebra BCP(E) es una clasemon®tona.
Son clases mon6tonas de interd&s para nuestros estudios:

- P(X), P(I), B(I), P(XxI) y P(X)xB(I), siendo X el
referencial arbitrario, pero fijo, gue venimos consideran-

do y B(I) el g-8lgebra de Borel de I.

- Pa(I), Pa Y R, que se utilizan en capitulos posterio-
Tes para establecer relaciones entre medidas ordinarias

y difusas.

Definicibn 1.17.- Sea (E,M) un espacio monStonamente me-

dible.
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Se denomina medida monbétona a toda aplicaci®én

m:M— [0, 1] que verifique:

a) M(E) = 1; m(¢4) = 0
b) Si A, B eM, ACB, entonces m(A)g m(B).

c) Si {An} neﬁ:M es una sucesibn monbtona, entonces

lim m(An) = m(lim An).

Estas tres condiciones reflejan, respectivamente,
la acotacidn superior e inferior de la medida, la mono-
tonia y la continuidad. Esta iltima, como la propia de-
finicidn de clase mondtona, resulta trivial en el caso

de que E sea finito.

Muchos son los tipos de medidas mon6tonas que pueden

encontrarse en la literatura (ver Banon (1981) y Dubois

y Prade (1980) para un estudio detallado de las mismas) .
Destacan entre ellas las medidas de Dirac, las de creencia,
las de plausibilidad (para referencial finito) y las
- A-medidas de Sugeno; caso particular de estas fltimas son
las medidas o-aditivas acotadas cl&sicas (definidas sobre
o-algebras) y mds concretamente las medidas de probabili-

dad.

Es destacable que la complementacién no juega papel
alguno en relacidn con las clases y medidas mon&tonas,

por lo que éstas parecen adecuarse a la medida de estruc-



turas algebraicas no complementadas (pseudocomplementa-
das) como las que han sido expuestas m&s arriba, asfi -
como las medidas de probabilidad son propias de la es-
tructura de &dlgebra de Boole, en que la complementacidén

juega un papel determinante.

La dificultad de manejo de las clases mondtonas y
la costumbre de utilizar como estructura bdsica de medi-
da la c¢-algebra han hecho que muchos autores empleen es-
te Gltimo tipo de estructura en desarrollo tedricos y ==
aplicaciones précticas de las medidas monétonas (ver, por

ejemplo, (Sugeno, 1974)).

Los dos enunciados siguientes establecen una inte-
resante relacidn entre las medidas de probabilidad defi-
nidas sobre I y el conjunto de las medidas mond&tonas que
pueden construirse sobre Pa(I), relacibn que serd de uti-

lidad en capitulos posteriores.

Lema 1.1.- "Toda medida mon&tona definida en el es-
pacio (I,Pa(I)) engendra una medida de probabilidad (nica

en el espacio (f,B(I))".
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Demostracidn: Sea m una medida mon&tona en (1, Pa(I))

y definamos la funcién F: R-» [0,1] de acuerdo con:

Vb&(—wro)r F(b) =0
Vb e [0,1] , F(b) = m( [o,b))
Vbe(l,), F(b) =1
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Por las propiedades de m es obvio que F es una
funcién de distribucidn de probabilidad en R que engen-
dra una Gnica medida de probabilidad p tal que:

p(I) = F(1T) - F(07) = 1

Por tanto, p es una medida de probabilidad sobre

(I,B(I)).
Proposicibn 1.4.- "Para toda medida monétona m de-
finida sobre B(I), existe una finica medida de probabili-

dad p sobre B(I) tal que sus restricciones a Pa(I) coin-

ciden".

En efecto, sea m: B(I) > [O,i} una medida mondétona,
y definamos P(A) = m(A), VAEPa(I); el lema anterior nos
asegura que existe una Gnica medida de probabilidad

pn.B(I»[O,l] que evidentemente coincide con m sobre Pa(I).

Puede establecerse asi una relacibén de equivalencia
en el conjunto de las medidas mondtonas definibles en
[O,L]haciendo equivaler aquellas que coincidan sobre Pa(I);
las medidas de probabilidag son, entonces, los representan-

tes canbnicos de las clases de equivalencia resultantes.

Desde el punto de vista del presente trabajo, la pro-
posicibén 1.4 nos permite considerar medidas mon&tonas &
medidas de probabilidad siempre que se trabaje exclusiva-

mente con partes ancladas del intervalo unidad, lo que re-
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sulta util habida cuenta de la identificacibn estructu-

ral entre difusos y partes ancladas. De esta forma, mien-
tras que serd necesario distinguir las medidas de probabi-
lidad y el resto de las medidas monétonas sobre estructu-
ras del referencial X, tal distincibn serd innecesaria --

sobre estructuras de partes de I.

Tambien hay que destacar, como consecuencia de esta
proposicibn, que una funcidén de distribucibén F representa
a la clase de equivalencia de las medidas monétonas que

coinciden con una probabilidad dada.

Aunque los resultados anteriores no son, en general,
extensibles a cualquier o¢-dlgebra de partes de I (porque
no todos sus elementos seré&n expresables en funcibén de -
las partes ancladas del o¢-&lgebra), ello no tendrd trascen-
dencia para nuestros fines porque, como es usual, conside-
raremos el campo de Borel como estructura de medida b&si-

ca en el intervalo unidad.

1.4.2. Medidas sobre conjuntos difusos.

Dos son las estructuras b&sicas a considerar: la
clase mon6tona y la o-dlgebra difusas, asociadas respecti-
vamente a las medidas difusas en general y a las medidas

aditivas en particular.
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Definicibn 1.18- Diremos que MCP(X) es una clase

mon&tona difusa si y solo si:

b) M es cerrada para el limite de sucesiones monétonas.

Nota 6.- Las sucesiones mon&6tonas de conjun-
tos difusos se definen en términos de
inclusidn difusa y su limite se obtie-
ne de forma an&loga al de una sucesibn
mon6tona cldsica, pero empleando la

unidén e interseccibén difusas.

Clases monStonas difusas de interés para esta memoria
son P(X) y R(X). Obsérvese que esta filtima no es cerrada

ni para la unidn ni para la pseudocomplementacién.

Definicibn 1.19.- Medida difusa.-

Dada una clase monbtona M, una medida difusa es una

aplicaci6n m: M — I que verifica:

1) m(X) = 1; m(g) =0
2) Si ACB, con A, B eM, entonces m(A)< m(B).

3) Si{A } € M es una sucesibn mon&tona, lim m(a ) =

m(lim Qn).
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Esta definicibn es una extensidn natural de la
medida monb6tona dada con anterioridad. Las medidas difu-
sas constituyen el marco general de trabajo de capitulos
posteriores, por lo que las condiciones 1,2 y 3 anteriores

son las minimas exigidas 'a las medidas que consideraremos.

Queremos destacar que con respecto a la denominacid®n
de "medida difusa" no hay un acuerdo entre los diferentes
autores que se han ocupado del tema. Asi, mientras para

Sugeno una medida difusa (fuzzy measure) es una medida or-

dinaria de las que hemos denominado monétonas, para otros

autores una medida difusa es un cierto tipo de medida adi-
tiva (Klement, 1980 a). Zadeh da este nombre a las medi-

das procedentes de la integracién ordinaria (Zzadeh, 1968),
Y otros autores abordan el problema desde diferentes pun-

tos de vista (Batle y Trillas, 1979), (Butnariu, 1983),

(Ralescu, 1982).

Por nuestra parte consideramos que la definicién an-
terior abarca el conjunto de las medidas sobre estructuras
difusas que, siendo de interés préctico, se adecuan de for-
ma Sptima a la estructura algebraica usual de las partes
difusas, donde la complementacién y la aditividad no son

condiciones naturales.

Por el contrario, las condiciones 1,2 y 3 de nuestra

definicibén deben considerarse como imprescindibles en ba-
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se a que:

1) La acotacibn es coherente con la eleccibén de
[0,1] como retfculo para la definicién de las
funciones de pertenencia y por otra parte referir

la medida de cada parte difusa a la medida del re-
ferencial (tomada como unidad) es consecuencia del

propio concepto de subconjunto.

2) La monotonia est& de acuerdo con el orden estable-
cido por la relacibén de inclusién y parece una con-

dicibén minima de la subjetividad humana.

3) La continuidad es condicién imprescindible si se
piensa que el reticulo [0,1] es continuo y que ello
trae como consecuencia que la l8gica difusa sea infi-
nitovalorada y continua; es necesario dar una valora-
cibn continua de la continua variabilidad de las

funciones de pertenencia.

Queremos destacar que algunos autores sélo imponen
a las medidas difusas al ser continuas con respecto a las
sucesiones monbtonas crecientes, dejando la continuidad
con respecto a las decrecientes como propiedad adicional.
Aungque este tema se analizar& con detalle en capitulos pos-
teriores, puede afirmarse que tal requerimiento (aunque
elimina algunas precisiones adicionales en la definici®én
de las medidas ordinarias asociadas a las medidas difusas),

no tiene una base algebraica ni topol&gica en el campo di-
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fuso, ya que:

I) Desde un punto de vista algebraico, la unibn y la
interseccibn juegan un papel equivalente y comple-

mentario en las estructuras difusas, y

II) Topologicamente hablando, los s.d. no son "per se"
abiertos ni cerrados, sino que tal cualidad vendria
dada, en todo caso, por la de los subconjuntos ordi-
narios que se les asocien; asi, puede optarse meto-
dologicamente por asignar partes abiertas &6 cerradas
a los s.d., lo que da lugar a problemas de medibili-
dad, respectivamente, con respecto a la interseccidn
6 a la unién de sucesiones monbétonas de s.d., por
lo que tan v&dlido seria exigir la continuidad hacia
abajo como la continuidad hacia arriba a las medidas
difusas; en Gltimo extremo, el grafo ordinario de un
s.d. es un conjunto cerrado en la topologia natural
de XxI, lo que, en todo caso, abundaria en la exigen-
cia de continuidad para sucesiones mon&6tonas decre-

cientes.

De entre las medidas difusas, las medidas de probabi-
lidad juegan un papel central; las definiciones que siguen

se refieren a ellas.

Definicibén 1.20.- Una clase fde s.d. de un referen-

~

cial X es una o-8lgebra difusa si y s6lo si:




1) @el
2) Aef = Ael .

p U
3) (A} RENTE =7 e By E

Esta definicidn reproduce para el campo difuso la
nocién de g¢-&lgebra ordinaria. Fué& dada por Borghi (1972),
e incluye a las estructuras de s.d. medibles de Zadeh (1968).
Klement (1980b) y Klement y Schwyhla (1982) anaden la condi-
cibn de que toda og-&lgebra difusa debe contener a los s.d. -
con f. de p. constante; esta condicibn resulta, a nuestro --
criterio, artificial, ya que ®msponde a problemas de medibi-
lidad y no a cuestiones inherentes a las medidas que tienen
asiento en esta estructura. Por esto adoptaremos la defini-
cidn tradicional. ©No obstante, al final de este apartado se

recogerén explicitamente las definiciones por estos autores.

Definicibn 1.21.- SeaZ una o -dlgebra difusa. Una apli-

cacibén m: 3 —— [0,1] se denomina medida difusa aditiva si y s6-

lo si es una media difusa y

4) vAa, ng m(A) + m(B) = m(AUB) + m(AnB)

Puede probarse que las condiciones 3) (de la definicibn
1.19) y 4) (de la definicibn 1.21) implican la ¢g-aditividad,
lo que inspira el nombre de medida difusa aditiva. Sin em-

bargo, de las cuatro condiciones de su definicibén no puede
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deducirse que la suma de las medidas de un s.d. Y sSu pseu-
docomplementario sea la unidad, por 1lo que tiene sentido dar

la:

Definicibn 1.22.- Una medida difusa aditiva definida

sobre una @3&lgebra difusa ICP(X) es una medida difusa de pro-

babilidad si y s6lo si cumple:
5) Véegl m(A) + m(X) =1

Este tipo de medidas fueron introducidas explicitamen-
te por Borghi (1972) bajo el nombre de "probabilidades fun-
cionales", si bien Zadeh las habia empleado con anterioridad,
construyéndolas mediante integracién ordinaria de s.d. medi-

bles (Zadeh, 1968).

La distincidn entre medidas aditivas y medidas de proba-
bilidad (aditivas y complementadas) no tiene sentido en el
campo ordinario, pero es imprescindible entre medidas difusas
como consecuencia de la estructura de P(X); asif, las medidas
difusas de probabilidad son una subclase propia de las medi-
das difusas aditivas, lo que constituye una de las m&s impor-
tantes diferencias entre la Teorfa de la Medida difusa y la

ordinaria. (Bolanos, 1977).

Puesto que la mayor parte del capitulo 2 estd dedicada

a generalizar los resultados de Klement (1980a) y Klement y
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Schwyla (1982), creemos de interés recoger aqui las defini-

ciones de g-dlgebra y medida difusa dadas por estos autores.

Definici6bn 1.23.- (Klement, 1980a).

Una o-3dlgebra difusa es una clase ACP(X) tal que:

a) A contiene a todo s.d. de f. de p. constante.
b) %aA > XEecA

c) Si {én} C A entonces %éneé
n elN

Definicibn 1.24.-(Klement, 1980a).

Sea A una oc-8lgebra difusa en el sentido de la defini-
cibn anterior. Una medida difusa de probabilidad es una apli

cacibébn m: o, ——>» I tal que:

I) m(g) =0; m(X) =1

II) VA, Bes, m(A) + m(B) = m(AUB) + m(AnB)

ITII) VA } ¢ A mon6tona creciente, m(U AH = sup m(A_)
D henN R n o

Obsérvese que no se exige la continuidad en sucesiones
mon&dtonas decrecientes, lo que por nuestra parte es condicibn

para toda medida difusa.

Finalmente recogemos algunas definiciones y resultados

relativos al concepto de nficleo de Markov (Markoff-kernel),

que serdn de interés en desarrollos posteriores.
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Definicibén 1.25.- (Bauer, 1972)

Dado un espacio medible ordinario (X, 90), un nficleo

de Markov es una aplicacidn K: XxB(I)— [O,Q tal que:

1) VxeX, K(x,.): B(I)— [O,i] es una medida de probabi-
lidad.

2) VBeB(I), K(.,B): x—»[o,i] es o¢-medible (consideran-
do en el espacio imagen la estructura de espacio medi-

ble dada por B(I)).

Definicibn 1.26.- Sea un nficleo de Markov K relativo

a (x,o0). Diremos que es continuo si K(xX,.) es una medida de

probabilidad continua cualquiera que sea xeX.

Supongamos que en (X, o) hay establecida una medida de

probabilidad P. Diremos que K es P-casi continuo si- K(x,.)

es continua para todo xeX, salvo quiz&s en un conjunto de

probabilidad cero.

Proposicith 1l.5.- (Bauer, 1972).

"Sea K un nficleo de Markov relativo a (X, o) y P una
medida de probabilidad definida en (X, o). Considerando el
espacio medible producto (XxI, oxB(I)), la aplicacidn

Q: oxB(I)—> [0,1] dada por:

Vae oxB(I), Q(a) =s K(x,Ax) dp

X

es una medida (ordinaria) de probabilidad".



CAPITULO 2
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CARACTERIZACION DE MEDIDAS DIFUSAS ADITIVAS

2.1. INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es analizar la caracteri-
zacidn de las medidas difusas aditivas que pueden definirse
sobre (X,§ ) (siendo una c-4lgebra difusa de P (X)) por medio
de medidas ordinarias construidas sobre (XxI, o) (siendo o

una c¢-&lgebra ordinaria de P (XxI)).

M&s concretamente, tratamos de poner de manifiesto qué
tipo de medida difusa procede de cada tipo de medida ordina-

ria.

Para obviar problemas relativos a medibilidad, conside-
ramos en la mayor parte de los casos 3= P(X), si bien todos
los resultados son fdcilmente extensibles a o-dlgebras §Y

generadas por una odlgebra yordinaria sobre X, es decir, las

constituidas por los subconjuntos difusos y-medibles.

En el apartado 2.2. se analiza el tipo de medida que se
genera cuando se dota a XxI de estructura de espacio de medi-
da producto a partir de (X,P(X), p) e (I,B(I),1l), donde p es

una medida de probabilidad y 1 la medida de Lebesgue.

Se comprueba que en estas condiciones se obtiene la medi-
da difusa de probabilidad propuesta por Zadeh (1968), es de-

cir:

Vae P(X), P(A) =fX Hp (%) . dp



En el apartado 2.3. se estudia el caso en que
(I,B(I),l) se generaliza a (I,B(I),q), siendo g una medida
monSétona. Bajo estas hipdtesis se comprueba que puedenobte-
nerse medidas difusas aditivas en (X,B(X)) y se caracterizan
las condiciones bajo las que se generan medidas difusas de

probabilidad.

Se aborda directamente el problema en el apartado 2.4.
suponiendo que en (XxI, o(P(X)xB(I))) hay establecida una me
dida de probabilidad donde o(P(X)xB(I)) nota el o-&lgebra

engendrada por la clase P(X)xB(I) = { AxB, AcX, BeB(I)}

En estas condiciones se demuestra que nuevamente se ge-
nera en (X,E(X)) una medida difusa aditiva. Se comprueba
asimismo que la clase de las medidas que pueden Obtenerse
por los procedimientos analizados en los apartados 2.2 y 2.3

quedan englobadas entre las que se Obtienen por este método.

El capitulo termina con el apartado 2.5., en donde se
analiza el problema para una o-&8lgebra engendrada por una
o-4lgebra ordinaria, discutiéndose los casos correspondien-

tes a los espacios I,X y XxI.
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2.2. MEDIDAS DIFUSAS DE PROBABILIDAD GENERADAS A

PARTIR DE LA MEDIDA DE LEBESGUE EN EL INTER-

VALO UNIDAD.

Sean (X,P(X), p) e (I,B(I),1l) dos espacios de medida
ordinarios, con X arbitrario no vacio, p una medida de pro-

babilidad y 1 la medida de Lebesgue.

Al considerar la o-&lgebra P(X), todas las funciones

de X en I son trivialmente medibles e integrables y puede

definirse la aplicacibén my IX-—> I de forma:
X
VEeI®, mg (£) =s f£(x). dp
X
Sea (XxI, ¢ (P(X)xB(I)), mw) el espacio de medida pro-
ducto, donde o(P(X)XB(I)) representa el g-&lgebra producto

y m, es la medida producto de p y 1.

Es bien conocido (ver (Taylor, 1966)) que mw se carac-
teriza de acuerdo con: YAe o (P(X)xB(I)), mw (A) = le(Ax) dp,
donde Ax nota la xX-seccibn vertical de A. (1)

Puesto que todas las funciones de Ix son acotadas y

medibles, puede asegurarse que:

1) 0,€ 4(P(X)xB(I)); CCo(P(X)xB(I)).
2) VEIX, Gr(f) = ((x,y)/%XeX, ¥ = £(x)eI}e olP(X)xB(I)),

(ver Halmos (1974)).

Asi pues, puede afirmarse que Pan(P(X)XB(I)).



Sea fgIX y k“(f) la parte anclada abierta asociada

a ella (proporcidbn 1.3.). De acuerdo con (1), se obtiene:
m, [X16)] =, 2[(&7(£)) ] dp =r,1([0, £(x))) dp =/, £(x) dp,

Y por tanto:

(2)

VE ¢ 1%, m (£) = mw[k’(f)]

Tal resultado es una cono¢ida definicibn alternativa

de la medida producto (Taylor, 1966).

Por la continuidad de 1, mw(Gr(f)) =0 VE eIX, por

lo que también se tiene:

X _ - (3)
I) VEeI®, mg(£) = m, [ (£)]
X _ f
I1) Vfe1?®, my (£) = m, (By)
siendo m” (f) la parte anclada cerrada asociada a f y Bi la

parte anclada asociada a f y a ACX.

Estamos, pues, en condiciones de definir una valoracidn
m de s.d. de la forma:

Vaerx), m@) =mn[k W] = m[m" (4] =74, dpe (g

Es f&cil comprobar que m es una medida difusa de pro-
babilidad (definicibén 1.22) sobre (X,P(X)). Las propieda-
des de m se heredan directamente de las que posee m,como me-
dida ordinaria de probabilidad &, si se prefiere, de las pro

piedades de la integral de Lebesgue.
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De la expresidén (4) cabe deducir, pues, una perfecta
correspondencia entre las medidas definibles en las cuatro
clases del diagrama de la proposicibn 1.3.: medida integral
para IX, medida producto para Oa y C5; y medida difusa de pro-

babilidad para P (X).

Puesto que m y p coinciden sobre P(X), la primera es

una verdadera extensifn de la segunda.

Queda probado el siguiente:

Teorema 2.1.- "Considerada la medida de Lebesgue en

(I, B(I)) toda medida de probabilidad sobre (X, P(X)) se
extiende de forma Ginica a una medida difusa de probabilidad

definida en (X, P(X)) a través de la medida producto en XxI".

Hemos obtenido de esta forma una caracterizacidén ordi-
naria sobre XxI de la primera definicibén de medida de proba-
bilidad de un s.d. dada por Zadeh (1968). Tales medidas que
dan incluidas en las gque nosotros denominamos medidas difu-

sas de probabilidad.

En particular, si X es finito de cardinal N y la proba-

1 5
bilidad p es la uniforme (p(x3) =_— X;eX), la medida m
N

asocia a cada s.d. su cardinal relativo a X, de modo que
puede caracterizarse la tensibén al campo difuso del concep-

to de cardinal de un subconjunto, dada por: VaeP (X),

Card. (A) ==§uA(xi) a través de la medida difusa m:

-~

~



VA€ P(X),

i
m(a) = Cardx(}}) =
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cerradas se tiene:
Veer®™,  m[k"(£]] =/, A[k7(5),] dp =/, x @,EG))) dp

m, [ (£)] =7 A [m ()] dp =7 a0, £()]) ap (7)
En general, no tiene por que cumplirse que V£ gIX,

mAEk (fi] = m, [m (fﬂ ; pPor lo que pueden considerarse dos

valoraciones VA \% WA de IX en [O,{], definidas por:
X o - - - ‘]
Veer®, v, () = m [k (£)] v w (£) = m [m (£)] (8)

Se presentan asi dos alternativas para asignar una va-

loracién a los s.d. por medio de m, , pero ninguna de ellas

conduce, en general, a una medida difusa, pues:

A) XeP(X) estd asociada a flgIX(fl(x):l\deX) y por tanto

v (£1) =a([0,1)) ¢ 1,

B) ge P(X) estd asociada a fogIX(fo(x)= 0VxeX) y enton-

ces wk(fa):)\([0,0]) >0,

de modo que, utilizando vy ) W, se Obtiene, respecti-

vamente, una valoracibn que no asigna valor 1 a

XeP(X) &6 valor 0 a @eP (X) para cualquier i que se con-

sidere.

La proposicibn siguiente nos muestra bajo qué condicio-

nes se obtiene una medida difusa a partir de m



Recordemos que una medida de probabilidad en (R,B)
se dice continua si y s6lo si su funcibn de distribucidn

asociada es continua en el sentido topolégico habitual.

Proposicibn 2.1.- "Sea m': P(X)—s [0,1]definida de

acuerdo con:

VacR(x), m'(B) = w, (V) = m [ )]

Las tres afirmaciones que- siguen.son equivalentes:

(a) (X,P(X),mx) es un espacio de medida difusa

~

(b) VEeIZ, v (£) = w, (f)

3

(c) » es continua".

Demostracibn:

(c) = (b): Es inmediata

(b) = (a): Si se cumple la igualdad de v’ vy w) se tiene:

A

_ _ — A. A _ _
1) m"(¢) = wx(fo) = v, (f,) = 0; m"(X) = w, (fl) = 1

2) mk es mon6tona por ser el resultado de una integracién

3) mA es continua para el limite de sucesiones mon&tonas,

ya que v, lo es para las sucesiones mon6tonas crecien-
tes (Oa(I) es cerrada respecto a la unibn) y W, lo es

para las decrecientes (Ca(I) es cerrada para la inter-

seccibn) .

(a)=>(c): Lo demostraremos mediante el contrarreciproco,



es decir, (no c¢)=(no a).

Si A no es continua, es bien conocido de la teoria
cldsica que tiene que existir codp,lj_tal que A{co,})>0,

pudiendo distinguirse dos casos:

I) ¢,=0. Se tendria entonces:
m* (g) = w (£)= a([0,0] )>0

II) co,e(0,1] . Consideremos la sucesibn mon6tona cre-

ciente de s.d. con f. de p. Ha (X) = co- -2, VxeX,
n
~n

cuyo limite es obviamente el s.d. de f. de p.

~

Asi pues, en ninguno de los casos m? es una medida

difusa.

Nota 1l: Esta proposicidn resulta alin mds fuerte, ya
que es f&cil comprobar, a partir de su definicibn, que mx
verifica la condicién de actividad fuerte cualquiera gque
sea ) ; asi pues, toda medida difusa obtenida a partir de
una probabilidad cortinua sobre I por el procedimiento ante-

riormente expuesto resulta ser una medida difusa aditiva.

Nota 2: Es necesario sehalar que la continuidad mon6-
tona de qx(é de cualquier otra g definida sobre B(I) gque
le sea equivalente en Pa(I)) no implica que X sea una proba-

bilidad continua. Para probar esta aseveracibén, basta con-

”A(x) = c,, VXeX. Se tiene entonces mx(§)>lim mx(én).
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siderar el espacio de medida (I,B(I),Gr), donde ér es la

medida de Dirac asociada a re[0,1):

0 r¢g A
VAeB(I), 6r(A) =
1 re A

Gr es una medida monétona, y, sin embargo, la probabi-
lidad generada por ella no es continua, ya que tiene como

funcibn de distribucibn:

0 si tsr
F_(t) =
r 1 si t sr

A continuacidn vamos a dar dos caracterizaciones de mA

que seré&n de interés.

1) Sea rcontinua y F su funcibén de distribucibn asociada.

Es inmediato que:

VAR (x), m () =w (p) = v () =l a([0,k, () dp =

~ -~

[ F (M () dp = £1([0,F(¥,(x)))) dp, (9)

~ L~

A

lo que expresa m” en 'términos de p y 1.

2) Consideremos la aplicaciénw}: P(X) » P(X) dada por:

VAeP(X), " (B) = B/ ug(x) = F(* (%)) VxeX (10)

-~

: . A g
Es inmediato que § es un endomorfismo entre reticulos

(para las operaciones de unibén e intersecci6én difusa).

De acuerdo con (9) y (10), se tiene:
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VagP(x), m'(a) =/ 1(0,F(u,y(x)))) dp = m(e” () siendo

m la medida difusa construida en el apartado anterior.

Observamos que GN§) es un s.d. cuya f. de p. es la
"deformacidén" de Ha mediante F, punto a punto. Asi pues,
podemos decilr que &A es el resultado de combinar m con una
deformacibébn del intervalo unidad idéntica para cada elemen-

to xeX.

La proposicidn siguiente establece las condiciones ba-
jo las cuales m" es una medida difusa de probabilidad. Es-
te problema ha sido estudiado bajo perspectivas diferentes

por Delgado y Bolanos (1977) y Klement y Schwyhla (1982).

Proposicibn 2.2.- "Sea m* la medida definida con ante-

rioridad y supongamos que A es continua con distribucidn F.
Entonces m es una medida difusa de probabilidad si y sblo
si F es simétrica con respecto a 1/2, es decir, Vae [0,1],

F(a) = 1-F(l-a)".

Demostracidbn:

Suficiencia: Puesto que F es continua, m es una
medida difusa aditiva. Por otra parte,

VAeP(X), m'(a) + m* (B) = m(p}(a)) + m(o™(A)) =

=/ Fluy(x)) dp + 5 F(l-u,(x)) dp = 1 (11)

Puesto que F es simétrica con respecto a 1/2; asi pues,
m) verifica la propiedad de complementariedad y queda proba-

do que es una medida difusa de probabilidad.
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Necesidad: si mx

es una medida difusa de probabili-
dad, se cumple (11) (Végg(x)), lo que equivale a afirmar

que:

VEe1®, F(f (x))+ F(1-f(x))=1 VxeX, 6,
lo que es lo mismo, Va €[0,1] , F(a)+F(l-a)=l
con lo que queda probada la simetria de F con respecto

a l1l/2.

Para distinguir las medidas mondtonas sobre (I,B(I))
(6 solo sobre (I,Pa(I))) que dan lugar a medidas difusas

aditivas en (X, P(X)), introducimos:

Definicibén 2.1.- "Una medida monbtona sobre (I,B(I))

se denomina funcionalmente continua si y s6lo si su medida

de probabilidad generada sobre (I,B(I)) a través de Pa(I)

es continua".

El siguiente teorema resume los resultados anteriormen

te obtenidos.

Teorema 2.2.- "Sea g una medida mondétona sobre (I,B(I))

(6 sobre (I,Pa(I))) y (X,P(X),p) un espacio de probabilidad.

I) Si g es funcionalmente continua, entonces p se extien
de de manera finica a una medida difusa aditiva m? en
(X,?(X)) por medio de la medida producto construida
en (XxI, eg(P(X)xB(I))) a partir de p y la probabilidad

A asociada a (.
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IT) Si y s6lo si la distribucibn F asociada a \Aes

A

simétrica con respecto a 1/2, entonces m"* es una

medida difusa de probabilidad".

Nota 3: La medida mx coincide con p sobre los subcon-
juntos ordinarios del referencial, por lo que se trata de

una verdadera extensifn.

Nota 4: En el proceso seguido para definir mk ha que-
dado de manifiesto que depende fTnicamente de A, una vez fi-
jada p; por tanto, dos medidas mon6tonas y funcionalmente
continuas que coincidan soObre Pa(I) dan lugar a la misma X

Y, en consecuencia, a la misma extensién difusa de p.

El teorema 2.2. generaliza el teorema 2.l1. puesto que
la medida de Lebesgue es una medida monétona (en particular,
sobre [0,{], una probabilidad) funcionalmente continua y si-
métrica. Se pone ademds de manifiesto que la distincién en-
tre las medidas difusas de probabilidad (complementadas) y
las simplemente aditivas tiene su correlato en el campo or-
dinario en la distincifn entre medidas simétricas y no simé-

tricas sobre el intervalo unidad.

N6tese que la forma particular que pueda adoptar la
probabilidad p, definida en las partes de referencial, no

influye en absoluto en nuestros resultados. Puesto que m)
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puede obtenerse combinando la medida de Lebesgue con la
"deformacién" introducida por la distribucién de ), &, 1lo
que es lo mismo, mediante m y el endomorfismo Wﬁ queda cla
ro que es la medida del reticulo y no la del referencial la

que caracteriza el tipo de medida difusa resultante.

Asimismo, se evidencia nuevamente la estrecha relacién que
existe entre las propiedades que se supongan en I y las que
pOsee, como consecuencia, g(x), no s6lo desde el punto de
vista algebraico (como analizamos en el capitulo anterior)
sino tambien por lo que se refiere a las estructuras y tipos

de medidas.

Hasta aqui hemos analizado las medidas difusas que
pueden construirse en (X,P(X)) a partir de una medida de
probabilidad en (X,P(X)) y una medida ordinaria en (I,B(I)).
Como se ha comentado con anterioridad, dichas medidas pue-
den suponerse generadas a partir de que p por medio de una
"deformacibébn" de los valores del intervalo unidad, idéntica
para cada xeX. Un nuevo y mds amplio grupo de medidas difu-
sas aditivas se obtiene al considerar distintas "deformacio-

nes" del [O,i] para los distintos elementos del referencial.

En la seccibn siguiente se analiza c6mo esta ampliacidn
del campo de las medidas difusas coincide con la que provie-
ne de considerar medidas ordinarias directamente sobre ---
Xx[O,i] en lugar de medidas producto generadas por las defi-

nidas sobre X y sobre [O,Q-
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2.4. MEDIDAS DIFUSAS ADITIVAS GENERADAS A PARTIR

DE UNA MEDIDA EN EL PRODUCTO CARTESIANO

En este apartado se desarrolla la relacibdn entre las
medidas difusas aditivas y una cierta clase de medidas or-

dinarias sobre el producto cartesiano XxI.

Generalizamos para medidas monb6tonas el siguiente re-
sultado obtenido recientemente por Klement y Schwyhla (1982)
en un marco conceptual ligeramente distinto al que aqui se

considera.

Teorema 2.3. (Klement y Schwyhla, 1982)

"Sea A la o-3dlgebra difusa generada en X por una ¢-al-
. + .
gebra ordinaria §, y m:ée-m. un funcional. Entonces las --

tres aseveraciones siguientes son equivalentes:

I) m es una medida difusa finita sobre (X, A ).
II) existe una fnica medida finita p sobre (X,§8 ) y un nG-
cleo de Markov K p-casi finicamente determinado y tal

que para todo AcgA

m(A)=/ K(x,[0,%", (x))) dp (x)

-~

III) existe una finica medida finita Q en (Xx[0,1), 9(6xB))

tal que para todo Ael, m(A) = Q[k’(uAﬂ "

Este teorema esg, 16gicamente, v&lido para las definicio

nes de Klement (1980a) de 6-&lgebra y medidas difusas (ver
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definiciones 1.23 y 1.24) y se ha expresado adaptando 1li-

3

geramente la notacibdn original a la nuestra.

Por otra parte, para poder garantizar la continuidad
en sucesiones monb6tonas decrecientes, &stos autores imponen

condiciones adicionales obteniendo la:

Proposicibn 2.3. (Klement y Schwyhla, 1982)

"En las condiciones del teorema anterior, la medida difusa
m ser& continua para sucesiones mondtonas decrecientes si

y s6lo si:

erIX, Q(Gr(f)) = o".

Nuestro objetivo es la obtencibdn de un teorema similar
al 2.3., valido para las definiciones de o-&4lgebra y medi--
da difusas que hemos adoptado. En este sentido, la defi-

nicidn que sigue nos serd de utilidad.

Definicibn 2.2.- Diremos que una medida ordinaria de-
finida sobre (XxI, o), donde o es cualquier #&lgebra de par-

tes de XxI, es verticalmente contfinua si y s6lo si asigna

medida nula a todo elemento de o que sea el grafo de una

funcibébn X en I.

Consideremos un espacio de probabilidad (X,P(X),p) vy

un nficleo de Markov K: XxB(I)—a[O,i] relativo a (X,P(X)).



Si, como antes, notamos o(P(X)xB(I)) el o-&d4lgebra produc-
to, podemos definir una aplicacidbn Vi o(P(X)xB(I))- [Ofﬂ

de la forma:
VAe o(P (X)xB(I)), Vg (B) =/yK(x,a ) dp,
que en virtud de la proposicibn 1.5. es una medida de pro-

babilidad sobre (XxI, o (P(X)xB(I))).

Es claro que PaCc(P(x)xB(I)), por lo que v_ estd defi-

K
nida sobre todas las partes ancladas abiertas. Podemos,
pues, establecer la valoracidn mK: P (K) — [O,i] cComo :
_ - (U = -
V§ eg(x), mK(é) = VK[? ( éﬂ —fK(x,[O,PA(x)))dp, que es

t& definida univocamente.

Se verifican las propiedades:

A) my(¢) = 0, pues [0,H5 (x)) = ¢ ¥xeX.
B) m, es mon&étona, ya qgue si ACB, A,BeP (X), ha de ser

R(x, [0,m,(x)))< Kx, [0,u5(x))), Vxex,

puesto que K(x,.) es una probabilidad sobre (I,B(1)).

C) mK es continua para sucesiones mon&tonas crecientes, por

73

ser K(x,.) una medida de probabilidad ¥xe X, por la con-

tinuidad hacia arriba de la integral Yy por el hecho de
que se haya definido m, a través de las partes ancladas
abiertas, cuyas sucesiones mon&tonas crecientes conver-
gen a partes ancladas abiertas.

D) m, es aditiva, esto es, VA,BeP (X) se cumple:
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mK(A) + mK(?) = mK(§UB) + mK(§ﬂ?).

En efecto, dado que k“es un isomorfismo, tenemos

V“A,ugezx, (kTug) U (k7 (n

1) = )

B k (“éUB

(k™ (M) N (K™ (ug)) = k= (

"anB)
Yy en consecuencia, puesto que vK es una medida ordinaria

de probabilidad, se verifica:
VA,BeP(X), m (d) + m (B) = v [k (u%ﬂ + v [k (u§>] =

- VK[kTUAUBﬂ + VK[kTUAnB{] = m, (AUB) + m, (AnB)

La valoracidbn mK no es, en general, una medida difu-
sa, pues no puede garantizarse gque cumpla mK(X) = 1 ni que
sea continua para sucesiones mondtonas decrecientes si K

es un nficleo de Markov cualquiera.

El teorema siguiente caracteriza el conjunto de nficleos

que dan lugar a medidas difusas aditivas.

Teorema 2.4.- "Dadas las definiciones y el proceso cons-

tructivo anterior, se verifica la equivalencia de las afirma

ciones siguientes:

(1) m, es una medida difusa aditiva

(I1) Vv

g €8 una medida de probabilidad verticalmente conti-

nua.

(III) K es un nficleo de Markov p-casicontinuo".




Demostracidbn:

(I)=(III): Veremos que (no (III)) ==(no (I)).

Si K no es p-casi contfinuo, ha de existir un DeP (X)

tal que p(D) # 0 y VxeD, K(x,.) es discontinua en

HXC[O,{]; podemos distinguir dos casos:

1) H = {1}, VxeD€D, con p(D”) # 0

Entonces es evidente que mK(X) # 1 y por tanto

mK no es medida difusa

2) A {1} , VxeD"CcD, con p(D”) = O.

Sea entonces el s.d. A de f. de p.:

0 si x gD
Ué(x) = Lo si x €D-D” con rerx, r. # 1.
1 si xeD”

y la sucesibn monbétona decreciente {én}néﬁg(X)

caracterizada por:

’

0 si x¢D

Hoo(x) =T +l—rX si x€D-D”, con r_€H r # 1

An BT ! x x' "x

) n
1 si xe D~
%
Es inmediato que lim A_ = A, Sin embargo,

~n
lhan(gn) # mK(g) como puede fdcilmente comprobarse.

Asi pues, tampoco en este caso es m, una medida di-

fusa.
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(III)—=>(II):

Es inmediato ya que si K es p-casi continuo,

Veer®, v [k (£] =/ K([0,£(x)))dp =/ K([0,£(x)] ) dp

= VK[mlfﬂ ; pero Gr (f) = [m(fﬂ —[k’(fﬂ , de donde

v (Gr(£)) = 0,VEeI”.

es verticalmente continua, entonces:

(IT)—>(I): Si vy
VAR (), vie[kTH)] = ve[mT (uy)]

y se verifica:

a) mK(X) = 1, ya que VK[m (flﬂ =1
b) m, es continua para sucesiones monStonas decrecien
lo es para sucesiones mon&tonas de

tes, ya que vK

partes ancladas.

Asi pues, m, es una medida difusa.

De acuerdo con el proceso demostrativo de este teore-

podemos obtener inmediatamente:

ma,
siendo K un nficleo de Markov

Dados K y p,

Corolario 1:
Si K y K° son dos

p-casi continuo, la medida m, es Gnica.

nGicleos de Markov p-casi continuos y tales que K(x,.)=
salvo quizds en un conjunto de medi-

K“(x,.) para todo xeX,
da nula (respecto de p), entonces My = My -
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Corolario 2: Sean FeP(X) con f. de p. fgIX y ACX

f .
cualesquiera. Entonces VK(BA) = mK(F) si y sblo si m, es

una medida difusa (aditiva).

Como consecuencia de todos los resultados anteriores
podemos obtener la siguiente caracterizacién de las medidas

difusas (aditivas).

Teorema 2.5.- "Para cualquier valoracibdn m: g(x)—a[o,g

son equivalentes las siguientes afirmaciones:

I) m es una medida difusa aditiva sobre (X,E(X))

II) Existe una Gnica medida de probabilidad p sobre
(X,P(X)) y un inico nficleo de Markov K p-casi conti-
nuo tal que:

VReP (X), m(R) =/ K(x,[0,", (x)))dp.

III) Existe una Gnica medida ordinaria v en (XxI,P(X)xB(I)),
verticalmente continua, tal que:

VAP (X), m(A) = vk (M )]

Demostracidbn:

(II) —=(III)—=> (I) a consecuencia del teorema 2.4.
(I) —— (II) se sigue directamente del teorema 2.3. sin
mds que tener en cuenta las caracteristicas de las medidas

y o-8lgebras (difusas y ordinarias) que estamos empleando.
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Concretando un poco méds el campo de trabajo, en lo
que sigue analizamos la forma de generar medidas difusas
de probabilidad. Como paso previo introducimos algunas de-

finiciones que serén necesarias.

Definicibn 2.3.- Sea AeP (XxI). Denominaremos conjun-

to simétrico de A, a aquel SAeP(XxI) tal que (x,r)eA si vy

sblo si (x,l—r)sSA.

Definicibn 2.4.- Sea v una medida ordinaria sobre
(XxI, o(P(X)xB(I))). Diremos que Vv es simétrica si y sélo
si:

V(A) = v(S,) VAe o(P(X)xB(I)).

Definicib6n 2.5.- Sea K un nficleo de Markov relativo
a (X,P(X)). Diremos que K es simétrico si y sblo si K(x,.)

es una medida de probabilidad simétrica VxeX (es decir,
con funcibén de distribucibn simétrica respecto a 1/2). Si
P es una medida de probabilidad sobre (X,P(X)), y K(x,.) es
simétrica para todo x, excepto quizd en un conjunto de me-

dida nula, entonces diremos que K es p-casi simétrico.

En estas condiciones, conservando la notacidn del

teorema 2.5., podemos enunciar:
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Teorema 2.6.- "Para cualquier valoracibn m: P(X)—*BLJ]

son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) m es una medida difusa de prdbabilidad

b) v es simétrica y verticalmente continua".

Demostracibn:

(b) — (a): Si v es verticalmente continua, entonces m

es una medida difusa aditiva (teorema 2.5.)

Puesto que K’(“A) es el conjunto simétrico de (XxI)—Em’(UKﬂ ,
VAeP(X), y Vv es simétrica y verticalmente continua, tenemos:
— “ (M = - - = —

VacP(x), m(@) = v[k7(*y)] = v(XxI) - v[m” (uz)]
= 1-v[k” (¥5)] = 1-m (@),

lo que prueba que m es una medida difusa deprobabilidad.

(a) — (b): Realizaremos esta demostracibn en varias etapas:

- Si m es una medida difusa (aditiva), entonces v es
verticalmente continua, de acuerdo con el teorema
2.5,

- Si m es una medida difusa de probabilidad, entonces
Vv es simétrica para todas las partes ancladas, es
decir, VAePa, v(A) = v(SA). En efecto, si m es una

medida difusa de probabilidad,

VAeP(X), m(A) + m(A) = 1

-~ -

Yy por ser verticalmente continua, podemos deducir

que:



VAeP (X), m(a) + m(?) = v[kTUA{] wvm” ()] =1

Por otra parte,

V§g€(x), v[m‘(uAﬂ = v(XxI) - v(S) = 1 -v(S)

L

donde S es el conjunto simétrico de k~ (M resulta enton-

é);
ces inmediatamente que YAeP (X), v[k‘(UAa = v(S), lo que

se extiende sin dificultad a todas las partes ancladas por

la continuidad de v.

- Si v es simétrica para todas las partes ancladas, 1lo
es para todos los miembros de ¢ (P (X)xB(I)) que son verti-
calmente conexos (esto es, cuyas seamones verticales son
intervalos de I).
Para probarlo basta considerar que el conjunto simétri-

co de todo conjunto verticalmente conexo tambié&n es ver-

ticalmente conexo y que, dado Ce o(P(X)xB(I)), pueden de-
finirse los s.d. C', C, SZ y Sg, dados por:
M o4(x) = 0 si {r/(x,r)eCl= ¢
C
1 sup{r/(x,r) ¢C} en otro caso
0 si {r/(x,r)eC}= &
uc—(x) =
- inf{r/(x,r)e C} en otro caso
1 si {r ,)eS }=
~C

sup{r/(x,r)zSC} en otro caso
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] si {r/(x,r)ESC}= &

~C inf{r/(x,r)eSC} en otro caso

Entonces, por la forma de éstos s.d. y la simetria de

Cvy SC’ se verifica:
v[k'(uy)] - 1—v[m’(u§c_)]
v (v-] = 2= g ]
de donde:

v@) = vl g ] - v e = v [ 0gl] v e T] -

= v(SC)

- Si v es simétrica para todos los miembros de o(P (XXB(I))

verticalmente conexos lo es sobre toda ¢ (P(X)xB(I)).

Hay que tener en cuenta que los rectangulos de
P(X)xB(I) son todos ellos unidén disjunta de rectdngulos
verticalmente conexos, lo que garantiza que su medida coin-
cide con la de sus simetricos. A su vez, los elementos
de AP (X)xB(I)) son expresables a través de la unibn, la
interseccibdn y la complementacidn de rectdngulos y es f&-
cil ver que las tres operaciones conservan la simetria y
la equivalencia de la medida de simétricos.

Con ello concluye la demostracidn.
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Por otra parte, también puede enunciarse:

Teorema 2.7.-"Cualquier valoracidén m: P(X)———>DL]J

es una medida difusa de probabilidad si el nficleo K asocia-

do es p-casi continuo y p-casi simétrico’.

Demostracidn:

De acuerdo con el teorema 2.6., m es una medida difu-

sa aditiva si y s6lo si K es p-casi continuo.

Si suponemos ahora que K es p-casi simétrico, enton-

ces:
VAe P (X), m(A) =IXK(x,[0,“A(x)))dp =IXK(X’(1_HA(X)’ i]) dp =
= 1- fXK(x,[O,l-“é(X)__l ydp = 1=/ K(x,[0,45(x))) dp = 1-m(X)

~

lo gue prueba que m es una medida difusa de probabilidad.

Hay que destacar que si m es una medida difusa de pro-
babilidad, no puede probarse, en general, que K sea p-casi
simétrico; el problema surge porque, salvo en el caso fini-

to, no puede asegurarse p({x}) # 0 VxeX.

De todos estos resultados, se deduce gque existe una
relacidn biunivoca entre las medidas difusas (aditivas)
sobre (X,P (X)) y las medidas de probabilidad verticalmente
continuas sobre (XxI,s(P(X)xB(I))). En particular, estén

relacionadas entre si las medidas difusas de probabilidad
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y las medidasverticalmente simé&tricas.

Puesto que cada nficleo de Markov establece una medi-
da de probabilidad en (I,B(I))para cada xeX, medida de
probabilidad que, a través de su distribucibn, equivale a
una "deformacidén" del intervalo unidad, podemos decir que
cualquier medida difusa aditiva sobre (X,P (X)) se genera
a partir de una probabilidad en (X,P(X)) a través de una
familia de "deformaciones" del intervalo unidad cuyos miem-

bros estd&n asociados a los puntos del referencial.

Obviamente, los resultados de apartados anteriores
son casos particulares de é&ste, correspondientes a nficleos

de Markov K tales que K(x,.) es idéntica para todo xeX.

Hay que destacar que hemos obtenido una caracteriza-
cibn mediante medidas ordinarias de las "probabilidades
funcionales" de Borghi (1972) y de las medidas difusas de
Smets (1982). Las primeras se corresponden con las que -
aqul hemos denominado difusas de probabilidad, mientras

que las segundas lo hacen con las medidas difusas aditivas.



2.5. OTRAS ESTRUCTURAS DE MEDIDA

La correspondencia entre medidas ordinarias y difusas
puesta de manifiesto en las secciones anteriores, ha sido
obtenida para los espacios (X,P (X)) y (XxI,o(P(X)xB(I))),
obviando los problemas que puedan presentarse al conside-
rar estructuras de medida distintas de (X,P(X)) y/6 (I,B(I)).
La razbn para elegir estas estructuras "extremas", postpo-
niendo hasta esta seccibn el andlisis de cuestiones relacio-
nadas con la medibilidad, es la conveniencia de separar
conceptualmente la "medibilidad" y la "medida" en un traba_
jo, tal como el presente, orientado al estudio de las propie

dades y construccién de medidas difusas.

Citando el cl&sico texto de Halmas: (1974):

"Es importante hacer énfasis en que el concepto de me-
dibilidad para funciones, como el de medibilidad para conjun
tos, no dependen de los valores nlimericos de una determinada
medida, sino inicamente de las estructuras que se consideran.
Un conjunto o una funcibén es, desde este punto de vista, de-
clarado medible "de fiat"; este concepto es puramente de teo-

ria conjuntista y es completamente independiente de la Teo-

ria de la Medida".

No obstante, desde nuestro punto de vista resulta de

interé&s analizar la influencia gue tiene en la generacibn de
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medidas difusas el considerar estructuras distintas de

(X,P(X)) e (I,B(I)).

2.5.1. Estructuras de medida en el intervalo unidad

La mayoria de los autores consideran siempre el espa-
cio medible (I,B(I)). El hecho de que el campo de Borel
sea la estructura natural de medida en espacios reales, la
necesidad de usar frecuentemente la integracibén para defi-
nir medidas y la conveniencia de respetar la continuidad
del intervalo unidad dada por la propia definicién de subcon

junto difuso parecen razones de peso en esta eleccibn.

Trabajar con estructuras menos finas que B(I) provoca

dos tipos de dificultades:

1) Supuesta establecida una o¢-&lgebra en el referencial X,
se aumenta el nlmero de funciones de IX, y por tanto de

s.d., gue son declaradas medibles.

2) Se pierde la posibilidad de "heredar" la continuidad del

[O,l] a través de las medidas.

Asi pues, sustituir B(I) por una estructura menos fina
provocaria un "aumento del trabajo" y una "disminucién en
las herramientas" con pérdida de la importante propiedad de
la continuidad. Desde los objetivos del presente trabajo,

gran parte de los resultados no tendrifian sentido & interés



para otras estructuras.

En sentido contrario, podria pensarse en sustituir
B(I) pcr una estructura ma&s fina, tal como P(I). Esto
plantearia la necesidad de trabajar con subconjuntos del
intervalo I no Lebesgue-medibles, que carecen de interés
para la medida por su especial estructura (de hecho serian
conjuntos infinitods: de puntos aislados, con un marcado ca-

racter "patoldgico").

2.5.2. Estructuras de medida sobre el referencial X

Por lo que se refiere a X, si es conveniente conside-
rar otras ‘o—&lgebras distintas de P(X), que, por otro lado,
Pueden venir generadas por determinadas clases de subconjun

tos del referencial, de interés pré&ctico & tebrico.

En particular, si X es un espacio real, serd coherente
con las razones apuntadas para el intervalo unidad el consi
derar como estructura el campo de Borel B(X) restringido a
X. La pérdida de medibilidad para s.d. que conlleva este
cambio de P (X) por B(X) afecta s6lo a s.d. irrelevantes des-
de el punto de vista de la medida, cuyos «—-cortes
son conjuntos extravagantes como los arriba mencionados. Una
ventaja adicional es que el g-dlgebra producto generada

en XxI es también la restriccibdn del campo de Borel corres-
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pondiente, considerando siempre (I,B(I)).-

En general, si en lugar de P(X) se tiene una .¢=8l-
gebra y cualquiera sobre X, sabemos (Zadeh, 1968) que la
clase de los difusos Y-B(I)-medibles es una 0¢-dlgebra di

fusa, denominada 6-&lgebra generada.

Todos los resultados de este capitulo son facilmen-

te extensibles a (X,ty) a través de (XxI,o(y xB(I))).

La consideracibdn de una ¢-&8lgebra cualquiera sobre
X provoca el establecimiento de una relacibn de equivalen
cia entre las medidas definibles a partir de P(X) (que
agruparia en cada clase a aquellas que coinciden sobre
la nueva estructura), pero tal relacidn de equivalencia
se establece paralelamente entre las medidas difusas y
las medidas ordinarias del producto cartesiano; asi, la
identificacidn entre las medidas se conserva cualquiera

que sea la estructura inicialmente definida en X.

Desde este punto de vista, hay que destacar que la
unicidad de la medida ordinaria correspondiente a una de-
terminada medida difusa proviene de que el valor de é&sta
sobre un s.d. es idéntico al de la primera sobre las par-

tes ancladas asociadas a la f. de p. del mismo.

2.5.3. Estructuras de medida sobre XxI

Tal como ya se ha analizado, si en XxI se considera
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el e4&lgebra producto o(yxB(I)), toda medida difusa tie-

ne su correlato en una medida ordinaria.

Si la estructura dada sobre XxI es un o-&4lgebra que
no pueda obtenerse como producto, nada puede decirse so-
bre la relacibn existente entre medidas difusas y ordina-
rias. De hecho, Klement y Schwyhla (1982) proponen un con
traejemplo en el que una medida difusa no es expresable a
partir de una medida ordinaria definida en (XxI,g), sien-
do guna eg3&lgebra particular que construyen directamente

sobre el producto cartesiano.

Para comprender este hecho, basta observar que los
axiomas que definen una medida difusa aditiva realmente
relacionan la estructura de medida difusa con una estruc-
tura de medida ordinaria sobre el referencial a través de
B(I); de este modo, no cabe, en general, la posibilidad de
establecer dicha relacifn con g-&lgebras de XxI que no

sean expresables como producto.



CAPITULO 3



CARACTERIZACION DE MEDIDAS DIFUSAS NO ADITIVAS

3.1. INTRODUCCION

La aditividad es una propiedad de las medidas ordi-
narias que se transmite a las medidas para subconjuntos
difusos que son extensibn de aquellas, como se ha anali--
zado en el capitulo anterior. Pero, ademds de considera-
ciones pré&cticas encaminadas a la modelizacién de las va-
loraciones subjetivas, es la propia estructura algebrai-
ca peculiar de las clases de s.d. la que impide conside-
rar la aditividad como una propiedad esencial de sus me-
didas y obliga a ampliar el campo de é&stas al conjunto
de las valoraciones acotadas, mon6tonas y continuas que

se denominan en este trabajo medidas difusas.

Es el objetivo de este capitulo el andlisis de las
relaciones existentes entre medidas mon&tonas ordinarias
sobre el referencial (que llamamos, simplemente, medidas
mon&6tonas) y las medidas que pueden ser definidas en es-
tructuras difusas, asi como las propiedades que se dedu-

cen de estas relaciones.

En el apartado 2.3. se estudian las medidas y valo-
raciones que pueden construirse en (X,P (X)) a partir de
una medida mondtona en (X,P(X)) y de (I,B(I),1l), donde

1l representa la medida de Lebesgue.
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Se comienza generando una medida mondtona sobre
(XxI,P(X)xB(I)), (donde P(X)xB(I) representa la clase
mon6tona de los rectd&ngulos de la forma AxB, 2P (X),

BeB(I)) y analizando las propiedades de tal medida.

En la seccibn 3.2.2. construimos, a partir de la
medida anterior, dos valoraciones (que denominamos inter-
na y externa) sobre P(XxI). En 3.2.3. se estudian sus
restricciones a la clase Pa de las partes ancladas de

XxI.

Con base a estos resultados, en la seccidn 3.2.4.
analizamos las distintas valoraciones y medidas difusas

que pueden establecerse sobre (X,P(X)).

~

Se comprueba que la valoracidn interna produce una
medida difusa, mientras que a partir de la externa se Ob

tiene toda una familia de valoraciones para s.d.

En el apartado 3.3. se discute la relacibn existente
entre las valoraciones y medidas construidas en apartados
anteriores y las gque pueden encontrarse en la literatura
especializada asi como algunas cuestiones de innegable in
terés. Concretamente, en la seccibn 3.3.1. se identifica
la medida difusa interna con la integral de Sugeno, in-

terpretando algunas propiedades de ésta a la luz de aque-

lla.
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Una cuestidn de gran interés es la relativa a la
caracterizacidn de un s.d. mediante su medida difusa in
terna, problema en cierto sentido paralelo al que se plan
tea en Estadistica clésica al intentar caracterizar una
distribucibn mediante valores paramétricos. En el aparta-
do 3.3.2. se analiza este tema, presentando en &l dos mé-
todos que permiten aproximar la f. de p. de un s.d. a par
tir de la informacibn proporcionada por diversos valores
de medida interna; el primero de ellos es el bien conoci-
do enfoque diferencial de Sugeno, mientras que el segun-
do es original y estd inspirado en la teorfia de los momen

tos.

En el apartado 3.3.3. se estudia la valoraci®n exter
na dada en funcidn de las partes ancladas carradas y se
establecen las estrechas relaciones que posee con la medi-

da de posibilidad de Zadeh.

Otra valoracidn externa (que corresponde a las par-
tes ancladas abiertas en su definicibén) es el objeto del
apartado 3.3.4; esta valoracibdn aparece como "dual" de
la medida interna y no habia sido definida con anteriori-
dad. Asimismo, en ese apartado se discuten algunas impor-
tantes relaciones entre los valores de las medidas y valo-

raciones que se consideran y la "forma" de los s.d.

Todas las medidas y valoraciones a las que hemos



aludido en esta introduccidn se generan a partir de g

por medio de la medida de Lebesgue en el intervalo unidad;
una generalizacibn natural se obtiene considerando "defor
maciones" de los valores de dicho intervalo idénticas pa-
ra cada elemento del referencial. La seccibn 3.4. estd

deddicada al andlisis de estas generalizaciones.
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3.2. MEDIDAS DIFUSAS EN (X,P (X)) GENERADAS A PARTIR

DE UNA MEDIDA MONOTONA EN (X,P(X)).

3.2.1. Generacibn de una medida mon&étona para una

clase de recté&ngulos.

Comenzaremos este apartado recogiendo algunas propie-
dades generales de los conjuntos regulares de productos

cartesianos que serdn de interés posteriormente.

Proposicibén 3.1. (ver Halmos (1974)). Sean Uy V

dos espacios arbitrarios y consideremos P (U)xP (V) =

={AxB/ACU,RBCV }

Para cualesquiera rectd@ngulos R,R7¢€P (U)xP (V), con

R — R ‘= - - - - .
UXRV’ R RUxRV se verifica:

1) Cualquier seccidn vertical de R es igual a su proyeccidn

vertical, que coincide con RV'

2) Cualquier seccidn horizontal de R es igual a su proyeccidn

horizontal, que coincide con RU'

3) R = ¢ si y sblo si RU =g 6 RV = g

4) RC€R"si y sdlo si Rd:RU Y RVCRV. Como consecuencia,

R = R7si y sblo si RU = Ra Yy Ry = R&.

5) RUREP (U)xP (V) si y sblo si RU = Ra = (RUR’)U Yy (RUR")V =

= UR’ 6 i - = “ = = -
R,UR, bien (RUR”) ., = RyURZ vy Ry, = RY (RUR7)



Proposicibn 3.2. "Sean U y V dos espacios arbitrarios

y M(U) M(V) sendas clases monbtonas. Entonces M(U)xM (V) =

= (AxB/A€M(U), BEM(V)} es una clase monbtona en UxV".

Demostracibén: Puesto que U, @eM(U) y V,@eM(V), con-

cluimos que UxV, @ €M (U)xM(V).

Sea ahora{R_} una sucesidn mondtona creciente en
nelN
M (U)xM(V) .

De acuerdo con el apartado 4 de la proposicibn an-

terior, {(R_) son sucesiones mondtonas

n U}nd\l Y {(Rn)V}ngIN
crecientes en M(U) y M(V) respectivamente y por tanto

poseen limites respectivos RUeM(U),RVeM(V).

- Sea (x,y)e:an= l;m Rn’ Existe no/(x,y)gRnO ;v

de donde XERU e

en consecuencia xe(Rno%Ie ye(Rn )V’

0

YERV.

Asi pues, l;m RnCRUXRV'

- Si (x,y)eRUva, entonces xeRU ey gRV, lo gue equi-

vale a decir que 3n0, nl/xe(Rn ) tomando

0 U v

n, = méx(no,nl), Yy puesto que las sucesiones son monbtonas

e vye(R_ )
Hy

crecilentes,

(x,y)e (R_ ) x(R
n, U”"'n,

RUvaClJ.I{nRn

V) = {
)V ClnBRn)UX(Rn)& lﬁ? R . Por tanto,



De acuerdo con estas inclusiones, resulta:

1%m Rn = RUxRVeM(U)XM(V)

Una demostracibn andloga puede realizarse para
las sucesiones mondtonas decrecientes, con lo que queda

probado que M(U)xM(V) es una clase mon&tona.

Como P(X) y B(I) son clases monb6tonas, esta propo-
sicibn nos garantiza que P (X)xB(I) es una clase mondto-
na, y asi (XxI,P(X)xB(I)) es un espacio mon6tonamente me-

dible.

Consideremos ahora el espacio de:medida mon&tona
(X,P(X),g) y sea 1 la medida de Lebesgue sobre (I,B(I)).

Podemos definir entonces la valoraci®n:

my: P (X)xB(I) —— [0, 1]

de la forma:
VR = RXxRIeP(X)xB(I), mg(R) = g(Rx)/\l(RI)

que asigna a cada rectdngulo la menor de las medidas de

sus "lados" y estd8 univocamente definida.

Se verifican las propiedades siguientes:
(P.ls) mg(XxI) = 1 por ser g(X) =1y 1(I) =1

(P.2:) mg(¢) = @ como consecuencia del apartado 3 de la

proposicidn 3.1. y de que g(¢) = 0 = 1(g).
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(P.3) mg es mon6tona como consecuencia del apartado

4 de la proposicibén 3.1 y de la monotonia de g y 1.

(P.4) mg es continua para el limite de sucesiones mo-
ndtonas.
En efecto, sea {Rn} C P(X)xB(I) una sucesidn mondtona.

nelN

De acuerdo con la proposicidn 3.2., l%m %gP(X)xB(I) y l;g an

= (l%m(Rn)X)x(l%m(Rn)I); por tanto mg(lﬁm Rn) =

[sim) ] A [Laime) ]

Por la continuidad para sucesiones mon&tonas de g y 1:
m (lim R ) =[lim (g(Rn)X)] A [lirrln(l(Rn)I)] =
= lim l:(g(Rn)X) " (l(Rn)I):, = lin m_(R_).
Asi pues, mg es una medida mondtona sobre (XxI,P(X)xB(I)L con

lo que queda demostrado el:

Teorema 3.1.- "Toda medida mondtona g sobre (X,P (X))

genera una finica medida mon&tona a través de la medida de

Lebesgue en (I,B(I)) y el operador inf.".

Denominaremos a mg medida rectangular asociada a
(6 generada por) g.
A continuacidn analizaremos cémo puede extenderse m

(en consecuencia, g) a una clase m&s amplia que P (X)xB(I)

gue contenga a Pa.
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3.2.2. Valoraciones interna y externa de un subcon-

junto de XxI.

Definicidén 3.1l.- Denominaremos valoracifn interna

(sobre P (XxI)) generada por g a Eg: P(XxI)———a[O,q dada

por:
YAe P (XxI) gg = sup{mg(R): ReP (X)xB(I), RCA}

Denominaremos valoracibn externa (sobre P (XxI)) gene-

rada por g a ﬁé: P(XxI)—————a[Q,l] dada por:
Vaep (XxI), Eg(A) = inf{mg(R): ReP (X)xB(I), ACR}

Obsérvese que ambas valoraciones estén bien definidas,

puesto que mg estd acotada y VAeP (XxI),@CACXXI;

@, XxIeP (X)xB(I).

Proposicidn 3.3. "Para todo ReP (X)xB(I), se cumple:
m (R) = m (R) = m_(R)".
g ) _g( ) g( )
Demostracidn: El resultado se sigue de modo inmedia-

to del hecho de que R es, simultdneamente, el mayor elemen-

to de P(X)xB(I) que estd contenido en R y el menor que lo

contiene.

La afirmacibn reciproca no es cierta, como se discute

més adelante.
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Teorema 3.2.- "Para cualquier g, se verifica que:

(1) (@) = o, Illg(XXI) =1

m

-9

(IT) m_ es monbtona
—g

(ITI) Si X es finito, Eg es continua para el limite de

sucesiones monbtonas.

Demostracidbn:

(I) Es inmediata como consecuencia de la proposicibn 3.3.

y las propiedades de mg.

(II) Es inmediata, ya que cualesquiera que sean A,BeP (XxI)

tales que ACB, se cumple { ReP (X)xB(I)/RCA}I{ReP (X)xB(I)/RCB}

(III) Sea X { xl,xz,...,xﬁ} y notemos J ={1,2,3,...,N}
Consideremos en primer lugar una sucesibn { A_} mond&-
neN
tona creciente, con A = 1lim A = U A
n n n n
Por definicibn:
gg(An) = sup{mg(R): ReP (X)xB(I), RCAn}
mg(A) = sup{mg(R): ReP(X)xB(I), RCA}

Puesto gue AACA, VnelN, por la monotonia de mg:

WA Jo Dgihl == Limm (& . m LA

Sea ahora R = RXXRICA, y construyamos la sucesibn:
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€
K
Se verifica RA:A Vn como facilmente puede comprobarse.

VndN, Rn == RXX(RI’I)I’ con (Rn)I = RI—(XU RX[AXK - (An)x]J ) .

Por otra parte,VKeJ, la sucesibén de las secciones

{(An)X } es creciente y A = H(An)x , de donde:
K neN XKk K
1

€
VKeJd, Ve>0,3nK(s)/Vh>nK(e), AXK—(An)xlqﬁ, y tomando

ng = mgx nK(e),

puede afirmarse que:

N = 1{1& ~(A ). 1% ¢
Vn R l(éil AXK-(An)Xé] )éggi Xe N

Por las propiedades de la medida de Lebesgue y la

definicibén de (Rn)I se Obtiene:

- U
Ve >0, anO/Vn;nO, l[(Rn)ﬂ > l(RI)—l(XKeRX [AXK—(An)Xé] ) >

> l(RI)— €

Queda probado que, VYRCA, 3{R_} /R CA Vn y
n' N non

lim mg(Rn) = mg(R),
(al ser iguales los lados horizontales de todos los Rn Y

de R, ser (Rn)ICR Yy haberse demostrado que l%m l[KRn)ﬂ =

I

= l(RI)).

Puesto que VRCA se puede construir una tal sucesibn

{Rn}’ es claro que:

(A_)

m (A)<1l m
—g g9 n

im
n
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De esta desigualdad y su inversa anterior se con-

cluye la continuidad buscada.

Para el caso de sucesiones mondtonas decrecientes,
puede hacerse una demostracién paralela, sin mds que te-
ner en cuenta que, si{A_} es una sucesifn decreciente,

nelN
entonces A =g1An— Y, por tanto:

1) ACAn Vne IN

2) Cualquiera que sea R contenido en A, existe una sucesibn
decreciente de recté@ngulos de igual base y de lado ver-

tical:

(R_) I:RIU(_XthRX [(AH)XK_AXI;’ ).

Teorema 3.3.- Para cualquier g, se verifica que:

1) m - 0; m =
(1) mg(¢) 0; mg(XxI) 1
(2) Eg es mon&tona

(3) ﬁg es continua para el limite de sucesiones mondétonas

crecientes.

Demostracibn:

(1) Es inmediata puesto que @CR VReP (X)xB(I) y XxI s6lo

estd contenido en XxI.

(2) Es inmediata, ya que cualesquiera que sean A,BeP (XxI),

tales que ACB, se verifica {ReP (X)xB(I)/BCR}C{ReP (X)xB(I)/ACR}
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(3) Cualquiera que sea AcP(XxI), el menor rectdngulo que

siendo A,

% la proyeccidn de A sobre

lo contiene es AXxAI,

X, v A_ el menor boreliano que contiene a la proyeccidbn de

i
A sobre I. Asi pues:

mg(A) = mg(AXxAI) = g(AX)ﬁ\l(AI).

Por la continuidad de g y 1 para sucesiones mon&to-
nas crecientes, la continuidad del operador y el hecho
de que ACB:$AXCBX Yy AICBI, resulta de manera inmediata

que para toda sucesidn creciente

{An}CP(XxI), tal que lim A = A, se cumple lim Eq(An):

3

(A) .

A continuacibén se ofrecen tres contraejemplos que
muestran la imposibilidad de afirmar, con car&cter general
sobre P (XxI), la continuidad para sucesiones mondtonas
crecientes de gg (con X infinito) y la continuidad para
sucesiones monb6tonas decrecientes de ﬁg (tanto para X infi-

nito como finito).

Contraejemplo 3.1.- Sea X = [O,l] y g la extensidn de
la medida de Lebesgue a P(X). Consideremos la sucesifn:
1
A = {(x,r)/xeX, re [O,X][J[}X + —_)”‘1’1] }, n=1,2,...
n + 1
Claramente:
a) a2 A =xx [0,1] ; m () =1

b) m_(A) = mg([l/Z,l] x[0,1/9) = % Vne N.
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Asi pues, l%m XEg(An) # Il‘g(A)'

1
| PR
/2
—
0
1
] l/z
Contraejemplo 3.2.- Sean X,g, Y {An} nelN como en el
anterior y B. = A _ VneN.
n n
Claramente:
a) Bnl B = ¢; mg(B) =0
b) ﬁg(Bn) = mg([O,l)x(O,l]) = 1, VneN, de modo que

Lim ®_ (B ) # @_ (B)
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Contraejemplo 3.3.- Sea X = {xl,xz}, con g(xl)
_ 1

sea A = ({x,1x[0,1] ) U ({x,)%(0,2)).

1 T -- 1

liZ
0 L Lo
X

1 2

Entonces,{An}es mon6tona decreciente

y A = lim An = QAn = {xﬂ-x[o,ﬂ
En este caso es Vne N, mg(An) - mg(Xx[p,lj ) =1
1 L«
pero m_(A) = m_( (x,1x[0,1]) = (5A1) = 5

3.2.3. Valoraciones sobre la clase de partes ancla-

das de xx [0,1] .

Una vez conocidas las propiedades de las valoraciones
interna y externa sobre las partes del producto cartesiano,
resulta de interés analizar las restricciones de ambas va-

loraciones a la clase de las partes ancladas, puesto que

la definicibn de valoraciones y medidas sobre estructu-

ras difusas se realizar8 a través de ellas.



Si el apartado anterior ha puesto ya de manifiesto
una cierta asimetria entre las propiedades de ambas valo-
raciones (al menos en lo que se refiere a referenciales
finitos) frente a la simetria de sus definiciones, en el
presente apartado tal asimetria se reafirma, ya que proba
mos que todas las partes ancladas correspondientes a una -

s X ; c . . ; 4
misma feI® tienen idéntica valoracidn interna (cualquiera

que sea g), propiedad que se pierde para la valoracibn ex-
terna.
Proposicibén 3.4.- "Para todo rectédngulo ReP (X)xB(I),
f
contenido en una parte anclada BAePa, existe un recténgu-
fll

lo anclado R’eRa tal que RCR’CBA .

Demostracibn:

Sea R = RXxRI; el rectd&ngulo anclado R” = RXXRE’ con:
. [O, sup RI) si (sup RI)¢ RI
R
I
[O, sup Rﬂ si (sup RI)aRI
verifica la condicibén propuesta.
#

Esta proposicidn permite asegurar:

f

X
VEe1®, Vaex, mg(BA

B f
) = sup{mg(R), RER_, RCBA}

Por otra parte, es inmediato que para todo ReRa,
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dos:

ACX,

RCBi —— R = R _xR_, R, CX, sup R

- <inf £ (x)

I

X € R
X
(12)

Sea BiePa y definamos la clase de rectdngulos ancla-

£

R ={ReRa/R = Ryx [0, inf f(x))}
xeR
X
. f ; f
Obviamente, VReR , se tiene RCBA 4
Proposiciébn 3.5.- "Cualesquiera que sean g, feIX y

se cumple:

f. _ . fo
Qg(BA) = sup{mg(R). RER}
Demostracibn;

f
Puesto que R es una subclase de la clase de rectén-

gulos anclados contenidos en Bi , es obvio que:

Qg(Bi); sup {mg(R): ReRf}, y, por (12), mg(R)5

gg(Rx)Al([o,inf f(x))),

R
XEeRy

de donde se sigue:

f £
mg(BA) < sup {mg(R): ReR™ }

lo que prueba la proposicién. #

105



106

X

Corolario 1.- "Cualesquiera que sean g, feI®, ACX,
se cumple:
m (Bf) = sup{(g(C)Al[b, inf £(x))): CeP(X)} =
g A c
= sup{g(C)a(inf f(x)): CeP(X)}". (13)

C

La importancia de este corolario radica en que per-
mite expresar la valoracibn interna de una parte anclada
en términos, Gnicamente, de la medida g y de la funcibn de

IX asocilada a ella.

X

Corolario 2.- "Cualesquiera que sean g, feI”,

£, ; S
Vacx, n_lg(BA) = (BX) )

m
—g

Es consecuencia inmediata de la f6rmula (13).

La importancia de este corolario estriba en que nos
asegura la unicidad de la medida sobre s.d. que se obten-
drd a partir de la valoracién interna de las partes ancla-
das, 6, lo que es lo mismo, que la asignacidn de medidas
a los s.d. puede hacerse indistintamente a través de las

partes ancladas abiertas o cerradas.

Teorema 3.4.- "La restriccidn de mg a Pa es una medi-

da mondtona sobre (XxI, Pa)".



Demostracidbn:

Por las propiedades generales de mg’ es inmediato
que s6lo hay que probar su continuidad sobre sucesiones

mon&tonas.

Sea {Bn} una sucesifén monbtona creciente en Py
nelN

B = 1im B = U B ¢P_.
n n n a

Si fneIX es la funcibn asociada a Bn' n=1,2..., es
inmediato que VxeX, fn(x)s fn+l(x)’ y por tanto f (x) =
= l%m fn(X) = sup fn(x) estd definida y es la funcibn aso-

ciada a B.

A partir de este resultado y del corolario 1 anterior
queda probado:

lim mg(Bn) = m_(B).

Mediante una demostracidn andloga se prueba la conti-

nuidad para el caso de sucesiones mondtonas decrecientes.

Como consecuencia de este teorema, denominaremos medi-

da interna sobre (XxI, Pa) a la restricci6n de gg.

Los resultados que siguen se refieren a la restriccién

de la valoracibén exterior a las partes ancladas.

En primer lugar obsavemos que cualquier rectdngulo

que contenga a una parte anclada ha de ser necesariamente
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un recténgulo anclado.

Proposicidn 3.6.- "Cualesquiera que sean g, ACX y

f€IX se tiene:

mg(R) = mg [(Bi)XX[O'igi f(xﬂ] "

Desmotracibén: Es inmediata sin md&s que tener en

cuenta que:

£ f
a) BACRsRa — (BA)XX [0, supf (x) )CR,
X€eX
£ f )
b) B,C(B,) x [0, s £(x)]

o) m_ [(25) x[o, sup £0]] = m [(8p)x[o, sup £(x) )],

por la continuidad de 1 y del operador inf.

X

Corolario 1l.- "Cualquiera gque sean g, feI”, ACX, se

cumple:

5D = [of), ] asue 0xl] "

Es consecuencia inmediata de las propiedades de la

medida de Lebesgue.

Asi pues, la valoracibn externa de una parte anclada

coincide con la medida de un particular rectdngulo anclado
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(el producto cartesiano de sus proyecciones), y por tan-
to sblo depende de la medida (segfin g) de su proyeccidn
horizontal y del superior de la funcibdn que define la par-
te anclada. Puesto que dicha proyeccidn horizontal puede
variar segin el conjunto A que se considere, no puede ob-
tenerse un resultado similar al corolario 2 de la proposi-
cibn 3.5. Por esta razbn, la valoracidn externa daré lu-
gar a diferentes valoraciones sobre s.d. seglin sean las
partes ancladas que se consdideren en la asignacidn, como
se estudia m&s adelante.

También es consecuencia de este hecho el que el teore-
ma que sigue no sea similar al 3.4. anterior, sino que ten-
gamos que restringirnos a los referenciales finitos para

obtener medidas monbtonas externas sobre partes ancladas.

Teorema 3.5.- "Si X es finito, la restriccidn de m

a P_ es una medida mon6tona sobre (XxI, Pa)".

Demostracidn:

Por las propiedades generales de mg (teorema 3.3.),
solo es necesario probar que Hg es continua para sucesio-

nes monbtonas decrecientes.

Sea{Bn} una sucesidn mondtona decreciente. Por
nelN
ser P_ clase mon6tona, lim B = ReP
a n n ar
. . En £
Si se tiene Bn = BA y B = BA’ de acuerdo con el
n
corolario 1 anterior:
mg(B) = g(BX)A sup f (X)

XeX

@) = 5 [8,0,] A [sup 5,000



extensibén de la medida de Lebesgue a P(X). Consideremos

la sucesidn {Bn}n N de partes ancladas caracterizadas por:
€

A = X,VneN, y
0 si x =0
f (x) =<1 si xe(0 l]
n tH
. 1
O S1 XE(H,]J

Obviamente, B = lim B = Xx{O}
n n

=

[ — e e T S S

g !

Por otra parte, ﬁé(Bn) = 1 VneN, mientras que Eg(B) =

Ahora bien, si consideramos la sucesién {B‘}n con
n

elN

An = (0 -J ’ fn = fn, VneN, entonces B”= l%p Bn= g,

11

0
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y, por tanto, nuevamente, ﬁé(B’) =0,
. — -y _ 1
Sin embargo, puesto que mg(Bn) = 5 se cumple
l%m mg(Bn) = mg(B ) s

Este ltimo caso ilustra la trascendencia que tiene
la proyeccidn horizontal de las partes ancladas en la ve-

rificacién o no de la continuidad para sucesiones monétonas.

Como resumen de las propiedades fundamentales de las
valoraciones interna y externa definidas sobre estructuras

ordinarias del producto cartesiano cabe decir:

I.- Si X es finito, la medida interna es una medida mond&to-
na sobre P (XxI), y ambas lo son sobre Pa'
II.- En el caso general, la medida interna es una medida

mond&tona sobre Pa.

IIT.- La medida interna sobre Pa depende de g y de la fun-
cidn frontera superior de cada parte y coincide so-

bre todas las partes ancladas de igual frontera.

IV.- La valoracidn externa sobre Pa depende finicamente de
la medida g de la proyeccién sobre X y del superior
de la funcibn frontera superior. No tiene que coin-

cidir sobre las partes ancladas de igual frontera.
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3.2.4. Valoraciones y medidas sobre P (X)

Por la correspondencia biunivoca existente entre
P(X) vy O, 6 entre P(X) y C,r podemos definir diversas valo-
raciones sobre s.d. a partir de las valoraciones interna y

externa de las partes ancladas.

Consideremos el espacio de medida mondtona (XxI,Pa,@g)

v definimosrm”P(x)——ato,l] mediante:

v - m (8, C
CeP(X), m(C) = Qg & g "

U
donde Ho es la £f. de p. de CyB ¢ la parte anclada abierta

asociada a C. Por las propiedades de Eg’ para esta defini-
cidn puede emplearse cualquier parte anclada asociada a C

(corolario 2 de la proposicibén 3.5.).

Teorema 3.6.- "m es una medida difusa en (X,P(X))".

Demostracibn:
Basta tener en cuenta que:
(I) La parte anclada abierta correspondiente a XeP (X) es

Xx[0,1).

(II) La parte anclada abierta correspondiente a @eP (X) puede

escribirse como Xx[0,0) = g.

(ITI) La relaci6bn de inclusién entre s.d. se conserva en-

tre sus partes ancladas abiertas asociadas.
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(IV) Si{Cn} hegy ©S una sucesién mondtona en P(X) cuyo 1i-
HCh

mite es C, entonces B¢ es una sucesibén monbtona

neN

H .
en Pa cuyo limite es BAE” ACX. En consecuencia:

"Cn be

l%m m (9n) = lim Eg (Bg ) = gg(B

) = m(¢)

Como resultado este teorema, denominaremos a m medida

difusa interna.

Al contrario de lo que ocurre para la medida interna,
el hecho de que la valoracibdn externa no coincida sobre las
partes ancladas correspondientes a una misma funcibén, permi-
te definir diversas valoraciones sobre P(X), dependientes de

un cierto subconjunto ACX.

Consideremos la valoracidn ﬁé,sobre (XxI,Pa). Para
cada AeP (X), podemos definir una valoracién tA: P(X)——e[b,ll

de la siguiente forma:
v 7 (8.C
9;?(X),, tA(?) = mg(BA~),

donde ug es la f. de p. de C y BE? la parte anclada asocia-

da a pCeIX y al ACX.

La dependencia de tA con respecto a A se pone de mani-

fiesto en la siguiente proposici6n.

Proposicibn 3.7.- "Para cualguier medida mon&tona vy

cualquier ACX, se cumple:



VCeP (X), t,(C) = g [ausop (C)] A (sup i, (x))"
- B g xeX g

Demostracidbn:

De acuerdo con las definiciones de t, vy ﬁé se tiene:

A

VCeP (X), t (C) = m_(B c) = g (B ~)J (sup ™ (x)).
& XEX

Recordemos que:

;Q = {(x,r)eXxI/XeA ¥y rsuc(x) 6 xXeA y’r<pc(x)},

(BAg)X = {xeX/3r 4§,g : (x, r)eBKQ}

u
Asi pues, si XeA es (x,O)eBA%'aun cuando uC(x) = 0.

Por el contrario, si XeA y uc(x) , No existe ningln r

0
Mo = u
tal que (X,r)gBA~. Tenemos pues (BA

(@]

)X = AUSop(C), lo que

prueba la proposicidbn.

#
Propiedades destacables de las valoraciones tA son las
siguientes:
(1) VAP (X), tA(X) = 1
En efecto, tA(X) = g (AUSop (X)) A supux(x) = 1AaA1l1l, al
xe X
ser Sop(X) = X
(2) VYaeP (X), ty(#) = 0, puesto que supp,(x) = 0
Xe X g

(3) t, €s monStona VAc¢P (X), puesto que de BCC se deduce que

Sop (B)CSop (C) y que supr(x)< sup C(x)
- - xXeEX <
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(4) VAeP(X), t, es continua para sucesiones mondtonas cre-

A

cientes.

En efecto, sea{Cn} neN Una sucesibn monétona crecien-
E

te de s.d., con limite CeP(X). Se verifica entonces:

(4.a.) {SOp(Cn)}n N constituye una sucesi®6n mon6tona cre-
- €

ciente en X. Como limlb = U

o si x€eSop(C) se cum-
n xn ~ -

ple 0<u_(X) = limu, (%), de modo que ha de existir
c nc,

n, tal que Vh>n (x)>0, esto es,xeSop{Cn}Vn> n

0 0’ Ycp

Asi pues, Sop (C) = l%m(Sop(gn)), Yy, por tanto:
g[AuSOp(g[] = lim (g [NUSOp(Qnﬂ ) .

(4.b,) La sucesién{ sSup u (x)} es creciliente en [b,g, y por

XeX E:rl
tanto:
1im(supuC (x)) = sup(supuc (x)) =
n xeX N n xeX N
= sup(sup“C (x)) = sup(lim¥, (x)) = sup ", (x)
" C c
XX n _ xeX n _n xXeX <

Combinando 4.a.) y 4.b.) queda probada la propiedad

de acuerdo con la proposicién 3.7.

En general, no puede probarse la continuidad de tA

para sucesiones monétonas decrecientes, como ilustra el

contraejemplo que recogemos a continuacidn. Por tanto,

0
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no puede asegurarse que tA sea una medida difusaVa cCX.

Por este motivo, denominaremos a tA valoracidn externa

relativa a A.

Contraejemplo 3.5.- Sea X = [0,1] y g la extensidn de

la medida de Lebesgue a P(X). Consideremos la sucesidn mo-

nétona decreciente de s.d. definida por:

(0 para x = 0
1
1 para xE(O,—————)
UC (X) = ﬁ n + 1
n 1 1
~ 1/4 para xe[ , __)
n + 1 2
0 para Xeﬁ/2,1]

cuyo limite el el s.d. C de £. de p.:

0 para x = 0
Pox) = 1/4 para xe (0,1/2)
) 0 para Xe [l/2,l]
1 m—+ i
| .o l
: || i |
: I |
| I :
! ! i | |
I ! | ! !
! |y ! !
! 1! |
| - | |
: L -
| Ly |
L i
47
|
|
I
|
0 j—
0 s 1
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VACE),l] se tiene:
t,(C) = g[éu(o,l/zﬂ A (1/4) = 1/4.
ta(C) = g[au(0,1/2)]al = g[AU(0,1/2)] 21/2, VneN.
Queremos destacar que la pérdida de la continuidad

para sucesiones mon6tonas decrecientes es consecuencia de

la imposibilidad de intercambiar los operadores inf. y sup.,

dado 1lo cual, y a diferencia de lo que ocurre en 4.b.), no
puede asegurarse inf (sup UC (x)) = sup(inflb (x))
XeX n xXeX _n
. u _
(inf Crl(x) Ug(X)VXEX).

S6lo para el caso particular de referenciales finitos

Yy A = X, puede probarse que se obtiene una medida difusa.

Proposicibn 3.8.- "Si X es finito la valoraci®én difu-

sa externa tX es una medida difusa sobre (X,P(X))".

Demostracibn:

De acuerdo con las propiedades anteriores, s6lo hay

que probar que tX es continua para sucesiones mon&tonas de-

crecilientes.

Sea {gn}neN mon6tona decreciente de s,d,, con limite

g. Es inmediato que VxEX,UC(x) = inuC (x)

o ~Nn
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Por la proposicibn 3.7. se tiene:

t,(C) = g|XuSop(C)| A(supyp,(x)) = supu, (x)
X [ ~] xe X ? X eX 9
t, (C_ ) = g|XUSop(C_)| A(supu, (x)) = supu, (x), y por
X ' 'n [ ~n] . gn %E X gn
tanto t_(C) = sup(infu, (X)). Obviamente
L. xeX gn

t (C) €t (C ) VneN y por tanto ty (C) € limt  (C )

Ahora bien, puesto que X es finito, sup es siempre
Xe X

accesible y, puesto que la sucesibn es decreciente, ha

de existir al menos un erX tal que

supH_ (x) =Y (xo), Vn>NelN. Por tanto,
XeX In ~n

lim(supu |, (x)) = infy . (x,.) =p.(x.) < supu.(x.),
Xe X ?n gn . ? . xe X 9 0
es lo mismo, tx(g); lim tx(gn).
En conclusibn tX(?) = l%mtx(gn) y la proposicibn
estd probada. #

Hay que destacar que t, es independiente de g, cual-

X

quiera que sea el cardinal de X.

El siguiente contraejemplo prueba que, afin en el caso
de X finito, el resultado de esta proposicién no es exten-

sible para A # X.
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Contraejemplo 3.6.- Sea X ={xl,x2,...,xn} Y g

dada por g(B)= Card (B) yp.p(x)

n
Consideremos @#A#X y la sucesibn de s.d. caracteri-

zada por:

uc (xi) ~Ji si XigA
dn &
1/n si xi¢A
y por tanto Sop(C ) = X YneN,

La sucesibn {Cn} es decreciente con limite C dado

nelN
por:
1 sl X.eA
i
uc(xi) =
0 si x_./£A
- i
y es claro que Sop (C) = A # X.
Entonces, tA(gn) = g(X)al = 1, VhelWN, mientras que
tA(C) = g(A)al = g(A)<1 (puesto que A ¥ X).
Para el caso particular A = @, puede definirse:
y (.} = 1 si i =1
on I/n si i # 1
con:
Woxy =)t sti=1
shast R

- 0 si i # 1,



121

y entonces tg(gn) =gX)al=1# tg(g) = gx)al =

= 1/n .

Todos los resultados de esta seccidn pueden resumirse

en el siguiliente:

Teorema 3.7.- "Dado un espacio de medida mon6tona

(X,P(X),g) y considerado el espacio de medida (I,B(I),1l),
existe una @inica medida difusa m sobre (X,P(X)) dependien-
te de g, que denominames medida difusa interna, y una Qnica

familia {tA} de valoraciones acotadas, monb6tonas y mo

AeP (X)
nb6tonamente continuas para sucesiones crecientes, definidas
sobre (X,P (X)) y que llamamos valoraciones difusas externas
A-dependientes. Si X es finito, la valoracidn tX es una me-
dida difusa, independiente de g, que nombramos medida difu-

sa externa".

En la seccidn siguiente se estudian algunas de las pro-
piedades y resultados mds interesantes de todas estas medi-
das y valoraciones difusas, asi como los problemas de medibi-
lidad asociados a la consideraci6n de estructuras de medida

menos finas que P(X) para la definicidn de g.
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3.3. PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS Y VALORACIONES

DIFUSAS GENERADAS A PARTIR DE UNA MEDIDA

MONOTONA.

Esta seccibn estd dedicada a analizar las propiedades
mds relevantes de las medidas y valoraciones difusas cons-
truidas en secciones anteriores, asi como su relacidn con
las medidas que han sido introducidas directamente sobre

(X,P(X)) por diferentes autores.

~

En primer lugar se establece una caracterizacibn de
la medida difusa interna que permite identificarla con la
integral de Sugeno con respecto a una medida mondtona. A
partir de ella se estudian algunas de sus propiedades, asf

como cuestiones relacionadas con la medibilidad.

A continuacibn, se analizan las dos valoraciones exter
nas mas interesantes (la asociada a X y la asociada a ¢),
Su relacidn con la medida de posibilidad de Zadeh y con la

medida difusa interna.

3.3.1.- Medida difusa interna. Relacibn con la inte-

gral de Sugeno.

En la seccifn anterior hemos visto que a partir de
(X,P(X),g) e (I,B(I),1l) se puede definir una medida difusa

m sobre (X,P (X)) que depende de g. La proposici®n siguien-
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te da una caracterizacibén de esta medida de enorme interés

para nuestros propbsitos.

Proposicibn 3.9.- "Para cualquier medida mon&6tona g

Y cualquier CeP (X) se cumple:

m(C) = sup g(C )aa ’
- ae [0,1] [ * J

siendo {Ca}a la familia de los a-cortes de C".

el

Demostracibn:
Por la definicibn de o-cortes, es obvio que

Vae [O,l:] F o < xienéa”g(’()’

y por tanto,

sup g(C )Aaa| € sup g(C IAlInfH (%)) <
ote[O,ﬂ [ ae|:0 l [ X€C¢S

sup [g@) A (infuc(x)):l = m(C)

AP (X) XeA T -

Sea ahora AeP(X).y definamos ay = infUC(X). Es™
xeA T
obvio que ACCa VAeP (X). Se tiene entonces por la mono-
A

tonia de g:

g(A) n (inf u_ (x))g g(C JAa VAP (X)
XeA g R\ B
Finalmente,
m(C) = sup [g A)A(lnfuc(x) € sup [g(c A04]<
AcP (X XeA AeP (X) g
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< zxép[o, 1]@ () A a] .

De las dos desigualdades se sigue la igualdad que

postula la proposicibn.

Corolario.- "Para cualquier medida monétona g sobre

(X,P(X)) se tiene:

VeeR(x),  m(Q) =f H. () eg (L),

donde f nota la integral difusa de Sugeno".

Este resultado y el proceso constructivo de la sec-
cibén anterior demuestran que, paralelamente a lo que ocurre
para las medidas aditivas (Capitulo 2), las medidas difu-
Sas que proceden de la integracibn difusa pueden expresar-
se a través de medidas o valoraciones ordinarias del pro-
ducto cartesiano XxI, y mé&s concretamente, de las partes
ancladas de este producto, y que la integral difusa presu-
pone en su definicibn que se est& considerando la medida
de Lebesgue sobre el intervalo unidad. Este @Gltimo hecho
nos permitird obtener una generalizacibén de las medidas di-
fusas sin md&s que considerar medidas distintas de 1 en

(I,B(I)).

por otra parte queda tambien comprobado que el papel
que juega la integracibn difusa en la extensién de medidas

monStonas sobre (X,P (X)) a (X,P(X)) es similar al que jue-
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ga la integracibn ordinaria para la extensién de medidas

aditivas.

En la literatura pueden encontrarse diversas inter-
pretaciones del significado de la integral de Sugeno. Asi,
por ejemplo, Batle y Trillas (1979) consideran Jque es una
"solucibn de compromiso" 6 un "punto fijo", mientras que
Kandel (1979) la presenta como una "mediana ponderada" &
"esperanza difusa (FEV)". Los resultados anteriores indi-
can, a nuestro juicio, que la integral difusa es tambidn
una medida del "tamano" de los s.d., esto es, un &rea &

superficie ponderada.

Se tiene asi una doble interpretacién de la integral
difusa: de un lado, como valor intermedio o medida de po-
sicibn, y, por otro, como medida de magnitud. De esta for
ma se explica el hecho de que dicha integral sea utiliza-
ble tanto para la construccidn de medidas de entropia como
de energfa. Hay que senalar que esta doble interpretacibn
existe también para las medidas obtenidas por integracidn

ordinaria.

Mds adelante analizaremos con detalle la forma en que
la medida interna refleja el "tamano" de un s.d. Yy su rela-
cibn con una cierta valoracién externa que parece respon--

der a este mismo concepto.

Hasta el momento hemos supuesto que g estd definida



126

sobre la clase monbtona P (X), con respecto a la cual
todos los s.d. son medibles, lo que nos ha permitido la

extensidn de g a una medida difusa sobre (X,E(X)).

Si consideramos un espacio de medida mon&tona (X,M,qg)
cualquiera, la clase M* de los s.d. M-medibles no es, en
general, una clase mon6tona difusa, por lo cual m, que pue-
de construirse por un procedimiento andlogo al anterior
(para cada s.d. de M*), no seria una medida difusa. No obs-
tante, tal problema no se presenta ni cuando M es una ¢-41-
gebra,- ya que entonces M* es una o-4lgebra difusa, ni cuan-

do el referencial X es finito.

Como es natural, esta misma situacibén aparece también
al estudiar la medibilidad e integrabilidad con respecto a
la integral de Sugeno y es por ello por lo gque este autor
Se restringe a medidas monétonas sobre referenciales fini-
tos o sobre g&dlgebras ordinarias, postura que también
adoptaremos nosotros. Sin embargo, en algunos casos préc-
ticos puede ser de interés la consideracién de una clase

monStona cualquiera M, afin sabiendo que m no es una medida

difusa.

La identificacidn de m con la integral de Sugeno per-
mite asegurar para la primera todas las propiedades de la
segunda, que han sido extensamente estudiadas en la litera-

tura. Inversamente, una serie de é&stas resultan m&s com-
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prensibles & mds facilmente demostrables a través de m.

Por ejemplo, para toda g:

I) ‘V’ae[o,]‘:], fxa og(.) = a
Si consideramos AeP (X) con f. de p. uA(x) = a
M A
xeX, entonces: m(A) = supf{ mg(R): RCBg 5 F B
= mg(xX[o,a)) = g(x)al([0,a)) = 1ra = a

IT) Si A y B son medibles y ACB, entonces:

fryx) e g0 0 gl

Esta propiedad se deduce inmediatamente de la monoto-

nia de m.

Del mismo modo, de la continuidad de m se obtendria
inmediatamente la continuidad de la integral para conver-

gencia mond&tona.

ITI) Si A y B son medibles, se verifica

Fun vy (x)) 29 ()2 uy () 0 g vf g(¥) e g(.),

~ ~

m(AUB) 2> m(A)vm(B) se deduce directa e intuitivamente de
que todo rectdngulo contenido en una parte anclada corres-
pondiente a A 6 a B también lo estd en la parte anclada

que corresponde a AUB.

Por razones similares, resulta md&s intuitiva para la
medida interna que para la integraci6én difusa la propiedad

dual:
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III”) Si A y B son medibles, se verifica:

Foa AL ) e g() € fu, () 0 glAfu ;) 0 g (L)

IV) V CeM se cumple:

g(C) = }&C(x) cg(.), donde XC es la funcibn caracteristica
del subconjunto ordinario C. En este caso, puesto que C

considerado como s.d. es un difuso rectangular, es inmedia-

to que:
m(C) = m (Cx[0,1]) = g(C) Al = g(C)

v)V belo,1] y VA medible, se verifica que:

Fovi, x)) e g() = bV (x) 0 g(.)
En efecto, si es B tal que UB = b YxeX, entonces
m(B) = b y sera:
b si m(A)<Db
m(BUA) =
o m(A) si m(A)>b

M
En el primer caso, mg(R)gQﬁRCBgé Yy el superior se

u
%}
superior para la unibn coincide con el superior de m_ de
-\
g

alcanza en Xx[p,@, y en el segundo, 3JIRCB é/mg(R)>b y el

los recté&ngulos contenidos en B

En este punto nos planteamos cudl es la informacién que
sobre un s.d. nos proporciona el conocimiento de su medida

interna. Para responder a esta cuesti®n conviene caracteri-



zar las clases de s.d. con igual medida, dentro de las
cuales puede, a su vez, establecerse una clasificacibn que
depende de los recténgulos para los que se alcanza el supe-
rior de mg. Con ello se trata de aportar nueva luz en la
comprensidn del significado conceptual y de la utilidad de
la medida interna o integral difusa. Dedicamos a este an&-

lisis el apartado siguiente.

3.3.2. Caracterizacidn de las clases de equivalencia

establecidas por la medida interna.

Sea (X,M,g) un espacio de medida monbétona con M ¢-&lge-
bra, y (X,M,m) el espacio de medida difusa donde m es la me-
dida interna generada por g y M la g-dlgebra de s.d. M-medi-

bles.

Para detallar el significado de m y la informacién que
suministra sobre un s.d., analizaremos las clases que esta-

blece la igualdad en medida.

Es obvio que:

A = B si y s6lo si: m(A) = m(B)
~m - 2 -

es una relacibn de equivalencia sobre M. Notemos D la

clase de los s.d. de M que tienen medida ¢ .

129
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Proposicibn 3.10.- "Sea A¢M. Entonces, AeD,si y s6lo

B
- + n
si g(AB)ZBY g(AB)SB .
Demostracidn:
La condicidn suficiente es inmediata a partir de la
propia definicibén de m.
La necesidad la probaremos por reduccidén al absurdo.

Supongamos que m(A) = B

a) Si g(AB)<s, entonces BAg(AB)<B

Por la monotonia de g, g(Aa)sg(AB)nga>s,

y serd ang (A )< B.

Asi pues, para que se cumpla:

B8 = m(A) = sup [g(Aa)Acx]
- ae [0,7]
tiene que ser g(Aa); g8 Va < g , 6, lo que es lo
) + + .
mismo, g(Aa); g Va<p . Puesto que As_é%Aa’ por la continui-
dad de g se tiene g(AB);B, contra la hip&tesis.

b) Si fuese g(A;)>B, entonces existe un >0 tal que

g(AB+€);B+e por la continuidad de g y el hecho de que
. +
lim (A = s
Pero entonces m(f\‘) > [(B+e) /\g(AB +€)] = B+e>B,lo gue

contradice la hip6tesis. #



Puesto que lo anterior es todo lo que puede deducirse
de 3=}m(§), la clase DB resulta, en brincipio, muy extensa.
Para restringir el campo de los s.d. indistinguibles, es,
pues, necesario anadir nueva informaciébn. A la vista de la
proposicibdn anterior, parece 16gico establecer una clasifi-

cacibn dentro de DB de acuerdo con AB.

Es obvio que:

A 5 B sI y s6lo si A,BeD

de equivalencia sobre D

y AB = BB,es una relacidén

B

o valida Vge[0,1].

Consideremos AEDB; el s.d. rectangular de f. de p.:
si xeA
B_ £ &g

0 en otro caso

asociado al rectdngulo anclado Aex[o,g], puede considerarse

como el representante canonico de la clase (segfin =) donde
esté contenida A. Ademds, se cumple:
Proposicibén 3.11.- "Cualquiera que sea AEDB se tiene:

B = m(A)= mg(ABx[O,e]) .

Demostracidbn

mg(ABX[b,@) = g(AB)AB =B , puesto que la proposicibn

131
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anterior garantiza que g(AB)ZB' supuesto AgDB.
~ #

De estos resultados se obtienen dos importantes con-

secuencias:

1) La medida interna de un s.d. A se obtiene siempre como
la medida rectangular mg de un cierto recté&ngulo anclado.
El conocimiento de m(A) =g no permite identificar ni si-

quiera dicho rectd@ngulo, ya que con esa s6la informacibn

no puede fijarse A8

2) Seage [0,1] ¥y C,/CpeM tales que C,&Cy, g(Cy)zB Yy 9(Chgp

Todos los s.d. A tales que A = Cl Y A; = C2 pertenecen a

™

DB Y son equivalentes segfin Obviamente, fijados Cl Yy

B
C2, existe una infinidad de s.d. que verifican las condi-
ciones anteriores; todos ellos tienen como representante

canbnico el rectdngulo Clx[o,g]. (Ver figura)

1

B
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Asi pues, para comenzar la identificacidn de un s.d.
de medida g, es necesario fijar al menos Cl b C2, en las
condiciones anteriores; afin asi s®lo tenemos identificada

la subclase dada por C2 de la relacibn =.
B

Hay que hacer notar que la igualdad en o -cortes débi-
les engendra una nueva relacibdn de equivalencia en cada una

de las clases de la relacibn =.

™

Dados B8, Cl y C2, quedan dos zonas de indeterminacidn
en la £f. de p. de un s.d. de medida B8, que denominaremos 2zo-
na superior e inferior. La aparicidn de dichas zonas resul-

ta clara como consecuencia del proceso constructivo de m.

/3
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De acuerdo con lo que precede, para concretar més
la caracterizacidén de un s.d. es necesario anadir nueva
informacién. Para ello, y desde un punto de vista analiti
co (como integral difusa) de la medida interna, puede em-
plearse el método propuesto por Sugeno en base al concepto
de diferenciacibn como operacibdn inversa de la integracidn.
Nosotros proponemos un método alternativo inspirado en un
enfoque "estadistico" de la cuestidn, a través de la defi-
nicibén de sucesivos "momentos difusos" obtenidos por apli-
cacidn reiterada de la integracidbn difusa. En lo que sigue

se exponen ambas alternativas.

Para definir la funcidén diferencial en la integracidn
difusa (Sugeno, 1974) es necesario definir la integral di-
fusa de un s.d. sobre un subconjunto EeM del referencial X,

de la forma siguiente:

Definici6n 3.9.- "Dado (X,M,g) se define la integral

difusa de un s.d. AeM sobre un EecM como el valor

mp () =fgua () 0 g () =fy [ (%) A xg(xo g(.) = m(ANE) siendo

-~

Xg la funcibn caracteristica de E como subconjunto de X".

A partir de esta definicibén, se establece la valora-

cibn ¢:M—[0,1]de la forma:

VEeM, ¢(E) = mE(A)
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que es una valoracibn monétona de M que evidentemente de-
pende del AecM considerado (no es una medida mon6tona por-
que en general ¢(X) = m(A)<l y tampoco estd garantizada

la continuidad mon6tona).

La diferenciacibn difusa se plantea entonces como la
bisqueda de una funcibn h: XA—a@,l] conocidas g(.) vy
$(.) (y, naturalmente, fijado AeM, de quien depende ¢ (.)),

de modo que se verifique:

VEeM, $(E) =f; h(x) o 9(.),

Sugeno (1974) demuestra que una solucidn para h viene
dada por la funcibn diferencial Dg¢: X—ﬁ[o,g], definida
g-casi para todo por:

R VxeAB, siendo m(A)=g8

D_¢ (x)=
g
“A(x) inAB,

bajo ciertas condiciones estructurales, topolégicas
y analiticas que son verificadas por XCR, M = B (X) Yy g

una medida de Sugeno ( A -medida).

El procedimiento seguido por este autor para la obten-
cidén de Dg¢ es constructivo y no hace referencia al resto
de las posibles soluciones. No obstante, puede probarse -

que también es vdlida cualquier funcién de la forma:
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> B VxeC2eM/g(C2)$8 » CCAg.
h (x) S = B VXEAB_C?_
\=UA(X) VXEKB.

De este modo, una solucibén de un problema de diferen-

ciacibn difusa puede tomar cualquier valor en (B,ﬂ sobre

A;) dado que ¢ (.) coincide necesariamente con g(.) sobre
. +
cualquier elemento de M contenido en AB'

Asi pues, dados g, Cl Y C2' con el significado ya co-
nocido, cualquier solucibén del problema de diferenciacién
(con A = Cl) resuelve la indeterminacién en la zona infe--

B
rior, si bien se mantiene &sta en la zona superior.

Este método requiere:

A) El cumplimiento de condiciones bastante restrictivas, en-
tre las que destacan el gque M sea un o6-ilgébra, que X
sea un espacio de Hausdorff cumpliendo el segundo axio-
ma de separabilidad, la existencia de entornos abiertos
de los conjuntos de M y ciertas propiedades de los con-

juntos g-nulos.

B) El conocimiento de m_(A) para todo EeM tal que EgZA

E '~ B -

El enfoque "estadistico" que proponemos para resolver
el problema de la indeterminacifén se materializa en un pro-

cesoO 1terativo para aproximar la f. de p. del s.d. descono-
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cido mediante funciones escalonadas, obtenidas a partir de

la unibén de s.d. rectangulares.
La idea que subyace en este enfoque es la siguiente:

Fijado (X,M,g) (y por tanto (X,M,m)), dentro de cada

clase de equivalencia DB se establece una neuva relacibn

a partir del g-corte de los s.d. de DB; los s.d. de cada

clase de = son todos aquellos cuya f. de p. toma valores en

B
(0,8) sobre A, vy enB,1] sobre A, -
Se trata de definir una nueva particidn de cada una
de esas clases a través de las medidas sobre subconjuntos

del referencial que corresponden a las zonas de indetermina-

cibn:

a) Para la zona de indeterminacién inferior, se constdera la

medida n?% y se establece la relacidn:
A = B si vy s6lo si A = By mx (A) = myx (B).
 my 2T R Y TR
8
A su vez, cada una de las clases de = puede ser des-
2N
A B8
compuesta mediante la relacifn A 2 B si y s6lo si
1
A = By A = B , donsiderando los B,-cortes,  con
- - B B 1
AB 1 1
B = M
1 = g 8.
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b) Para la zona de indeterminacifn superior, es necesario

considerar la medida m, (que equivale a mAg pats los gla—
mentos de DB y la funci%n diferencia gque vamos a conside-

rar); dado que m, (f) =sﬁ’§gDB, habremos de adoptar la in
tegracibn de 1la f%ncién diferencia (uA—B)(x) :UA(X)—B,
VxeA8 sobre el conjunto Ag para estabzecer nuevas parti--
ciones de las clases de z. Estas nuevas relaciones de
equivalencia se definen sucesivamente, como en el caso an-

terior, por la igualdad en medida y la igualdad en el

a-corte correspondiente.

De este modo, el conocimiento de estas nuevas medidas
Y a—-cortes permite manejar clses de equivalencia (y, parale-
lamente, zonas de indeterminacibn) md&s reducidas. La conti-
nuacibébn indefinida de este :proceso nas: permite obtener una
sucesibn creciente de funciones escalonadas que bajo ciertas

4

condiciones, converge a la f. de p. del s.d. buscado.

A continuacibn detallamos tal proceso:

l.- Como se indicd anteriormente, conocidos g Y A, sb6lo se
B
puede realizar una aproximacién rectangular Al de f. de
P
S1 XeA
" B €
A =
~l(x) 0 en otro caso
2.- Si se conocen ademds los siguientes valores:
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SR N IR T R =j%a<5§(x>-s ) 09(.),
que podemos denominar "momentos de 2° orden" (por conte-
ner la informacidn sobre las dos zonas de indeterminaci®n),

y los conjuntds:ABl y A se puede realizar una

(B + 82)’
aproximacibén "de 2° orden" para A definida por:

B + B si XeA

2 (8+8,)
B si xeA - A
uA_(x) = B (8+8,)
895 .
Bl si xaABl - AB
0 en otro caso

Obsérvese que de este modo las zonas de indeterminacibn
superior e inferior pr imitivas quedan descompuestas en dos
zonas cada una de ellas y la indeterminaci6én global tras es-

ta segunda aproximacibén es menor gue la original.

B+

J§§§§§
N

J L
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3.- Supongamos que a la informacibén anterior se anaden
los valores:

(Mp (X)=81) °g(.)
B

=T _ ° i B =
Bll 'fAB Ha (%) gi(.) 12 fABl-
1

= (M, (x)=-B) eg(.);
B21 - Agygy A TEICI

2
822 = § aces BZ)EIA(X)-(B+82)J09(.)
que podemos denominar "momentos de 3° orden", y los

conjuntas: A , A , A y A H
Bll Bl + 812 B+ 821 B+ 82 +822

la aproximacibn de tercer orden viene dada por:

-

B +B_ +B si X€A
g+8 si XeA g .8 y~ A p,p B
4 (F+E5) (B+E, +755)
B, B si xXeA - A
+ €
21 (B+ %1) (B+82)
<{ B si XCAB— A(8+ %1)
B. + B si xeA,B B - Ay
1 12 (7, + 12) B
é y A P
o1 PR G PAS
Bll si xeABll-Apl
0 en otro caso
N

Repitiendo este proceso tantas veces como la informacién
disponible lo permita, pueden generarse sucesivas apro-

ximaciones para cada una de las cuales la zona de indetermi-
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nacidn global es menor que la correspondiente a la ante-

rior.

Dado que M es una o-8lgebra (lo que permite definir
todas las integrales necesarias), la convergencia del pro-
ceso estd asegurada salvo sobre las imdgenes inversas por
Ha de intervalos no puntuales de I que sean g-nulas & las

-

imdgenes inversas g-nulas de puntos aislados de Im(uA).
Téngase en cuenta que el proceso no se detiene, en teoria,
hasta que una de las integrales es nula, puesto que la in-

tegral de una funcibn estrictamente acotada es también es-—

trictamente acotada por el mismo valor.

Entre las posibilidades que se abren con este enfoque
destaca la definicibn de familias de s.d. parametrizadas
(paralelamente a las distribuciones de probabilidad usuales),
el establecimiento de medidas de semejanza O desemejanza en
funcidén de los sucesivos "momentos" &, desde el punto de
vista préctico, la posibilidad de obtener aproximaciones tan
finas como se desee que se relacionen con la medida g de par-

tida y no sb6lo con cortaduras arbitrarias de I.

3.3.3. Valoraci6bn difusa externa X-dependiente.

Como ya ha sido analizado en la seccibén 3.2., la carac-
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teristica mds relevante de tx es su independencia de la
medida mon6tona g que se considere sobre el referencial.

Puesto que:

VCeP(X),  t,(C) = sup u

X (%) »

X eX 9

para esta valoracibn no hemos de cuestionarnos problemas

de medibilidad.

Si en las secciones precedentes se ha puesto de mani-
fiesto la identificacidn entre la medida interna y la in-
tegral difusa, también la valoracibén difusa tX guarda inte-
resantes relaciones con la medida de posibilidad. Recorde-

mos la definicidn de ésta.

Definici6n 3.10 (Zadeh, 1978). "Dado CegP (X), la valo-
racidn n.: p(x)—>[o,1] definida por: VEeP (X), n,(E) =
sup uc(x), se denomina medida de posibilidad inducida por
xe B 7
Her.

-

Hay que hacer notar que el término "medida" no debe
interpretarse en el sentido de que la posibilidad sea una
medida monbtona, lo que ocurre s6lo en el caso de que X sea
finito como ha sido puesto de manifiesto por Puri y Ralescu

(1982). Mas propiamente, en el caso general habria que de-



nominarla "valoracibn de posibilidad"; sin embargo, conser-
varemos en lo que sigue la expresibdn original "medida de

posibilidad" habitual en la literatura especializada.

De la propia caracterizacidn de tX anteriormente ex-

puesta se deduce la:

Proposicidn 3.12.- "Para cualquier CeP (X) se verifica:

“g(X) = tx(g)"-

Nuestra valoracibdn externa X-dependiente coincide, --

pues, con la posibilidad del referencial, en cada caso.

Esta equivalencia puede generalizarse a cualquier sub-

conjunto del referencial a través de la:

Proposicibn 3.13.- "Dado CeP(X), se verifica:

VEeP (X), n (E) = t, (CNE)".
La demostracibén es inmediata a partir de la definicibn

3.2.0.

Queda asi caracterizada la medida de posibilidad por

la valoracidn externa tX. N6tese que, a diferencia de 1lo
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que ocurre para la medida interna y la integral, no puede
hablarse en este caso de identificacidn ya que la posibili-
dad estd definida para subconjuntos ordinarios del referen-
cial mientras que la valoracidn externa se define para las

partes difusas.

S6lo entendiendo la posibilidad como una valoracién
de s.d. puede llegarse a tal identificacidén. Recordemos,
en este sentido, que dada una "distribucidn de posibilidad"

a través de u con AeP(X), Zadeh define la medida de posi-

A,

bilidad de un s.d. C de la forma:

m, (C) = sup [p.(x)An, (x)
- x eX [9 é ]

[

Si A coincide con X se obtiene:

Proposicibén 3.14.- "WCeP (X), =

Asi pues, la medida de posibilidad, entendida como va-
loracidn difusa asociada a X, se identifica con la valora-
cidn externa X-dependiente. Esta igualdad no se produce,
en general, para las valoraciones difusas A-dependientes,
si A # X, que no son expresables como medidas de posibili-
dad, incluyendo a éstas como un caso muy particular. La
proposicibn 3.13. muestra gue la identificaci6n numérica

para tx incluye a todas las medidas de posibilidad sobre
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subconjuntos ordinarios del referencial.

Si bien el concepto de posibilidad es, en si mismo,
especialmente fecundo desde el punto de vista conceptual,
su caracterizacidn por tX colabora, a nuestro juicio, a la

comprensidn de algunas de sus propiedades mas importantes.

145

En primer lugar, permite concebir la medida de posibi-

lidad como la medida de aquellos recté&ngulos anclados en
XxI cuya base sea el propio referencial 6, lo que es equi-
valente, como la medida de Lebesgue de partes ancladas de
I. A partir de esta interpretacidn, es inmediato obtener

los siguientes resultados para la medida de posibilidad.

Proposici6én 3.15.- “VQEINX),nC(.) es F-aditiva".
Demostracidbn:
Sean E, FeP(X). Se verifica:

1o (EUF) = txfc_:n(EuFﬂ =t [(gnE)u(SnF)] = t, (CNE)vt (CAF) =

= WC(E)VﬂC(F)

Intuitivamente, este resultado equivale a decir que

el rectdngulo anclado minimo gue contiene a la unidn de
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las partes ancladas de (CNE) y (COAF) es el mayor de los

correspondientes a cada uno de estos dos s.d.

En cuanto a la informacidn que la valoracidn propor-
ciona sobre un determinado's.d., cabe decir que es escasa
Yy no permite, como ocurria para la medida interna, obtener
aproximacibn alguna de su f. de p. Podemos definir la re-
lacibdn de equivalencia:

A

<

XE si y solo si tx(ﬁ) = tX(E)

ctll

Y, en todo caso, la subclasificacidn (dentro de cada una

de las clases T (ye [0,1]) de esta relacidn) dada por:
Y

A B si y sblo A, BeT y A = B,

Y Y
Conociday= tX(A) y Ay, la zona de indefinicidn es
todo el conjunto A , donde Ha puede tomar cualquier valor
Y

en [O,Y).

Con respecto a la medida interna, la finica relacidn

que puede siempre establecerse es la desigualdad:

VAP (X), g = m(A)g t, (B) =y

. + A ;
Conocidosy, AB Yy AH' el valor vy limita superiormente

la zona de indeterminaci®n superior, dado lo cual no pue-

de disenarse un proceso recurrente de aproximacibén a la
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f. de p. a partir de la informacidn proporcionada por
tX.
Ahora bien, el conocimiento de la medida de posibili-

dad para todo EeP (X) permite la reconstruccidn de la f.

de p. de un s.d.. Asi, mientras tX(A) aporta s6lo una in-
formacidn muy parcial (la cota minima superior de “A), si
se dispone del valor de nA(E),VEgP(X), puede obtenerse en
cualquier caso Ha de la forma:
_ infn(E)
VxeX, up (x) = erT}i‘

~

como es sabido, procedimiento en cierto modo paralelo al

método diferencial de Sugeno.

3.3.4. Valoracidbn difusa externa @g-dependiente,

De los resultados de la seccibn 3.2.4. conocemos que,

dado un espacio de medida mon6tona (X,P(X),g) la valoracibn

tg definida sobre (X,P (X)) puede caracterizarse como:
VceP (X), tg(qu(SOp(C))/\ (Supy, (x))
- - - XeX =<

y verifica las propiedades de una medida difusa a excepci®n

de la continuidad para sucesiones mon&tonas decrecientes.

Si, en lugar de P(X), se considera una clase mon&tona

cualquiera MCP (X) como estructura para la definicibén de g,
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la valoracibn t, estd definida sobre aquellos s.d. cuyo

g
soporte pertenezca a M, a los que llamaremos s.d. de sopor-
te medible. La clase MO de estos s.d. es cerrada para el
limite de sucesiones mon&étonas crecientes, como puede com-
probarse f&acilmente, pero no ocurre lo mismo, en general,
para sucesiones mondtonas decrecientes. En consecuencia,

no puede afirmarse que M., sea clase mon&6tona difusa.

0
pado (X,M,q), VCEMO, tg(g) puede expresarse directa-

mente por medio de la medida de un cierto rectd&ngulo (al

igual que ocurre con la medida interna y la valoracidn tX).

Es inmediato comprobar que:
t,(C) = m_|Sop(C)x|0,supu, (x , © 1o que es lo mismo:
g (©) g[ P (C)x [0, supu ( ))] q

t4(C) = g(Sop(C))Any (C) = m _[Cox[0,7]], dondey= t (C).

Por lo que se refiere a la informacién de la valora-
cidn tg proporciona sobre un cierto s.d. sb6lo puede afirmar-

se que, si es CeM, y tenemos t_(C) =1, se verifica:

+
a) g(Co) > =
b)y>1-

e

c) g(Cp) =t 6y =rx

Si se establece la relaci6bn de equivalencia en M

dada por: A = B si y sblo si tg(A) = tg(B), cada una de
-~ t ~ ~ —
g

las clases engendradas por ella estd formada por s.d. que
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verifican las condiciones a), b) y c).

En la clase correspondiente a cadare [O,i] segflin

puede definirse una nueva relacidn dada por:

g

(!

B si y sblo si at = Bg y A

& 0

= B’
~ T -

g

con igual valoracién

t |l

que clasifica los conjuntos de ¥0

atendiendo a su soporte.

Asi pues, con el solo conocimiento de 1 = tg(C),

inicamente puede afirmarse que " , verifica las condiciones

g
a), b) y c).
Si se anade el conocimiento de CS = Sop(C) (es decir,
si sabemos a qué clase de = pertenece g), se plantean dos

T
situaciones alternativas dadas por la relacibn entre

4
g(CO) Y 1 °

1) Si g(C;) =1, sblo puede afirmarse que “C(X) = OVXEEE

Y que sup, uc(x);T; con ello la zona de indeterminacidn

XeC0

es todo C;, donde la f. de p. puede, en principio, to-

mar valores en (0,1]) con la condicibén b) anterior.

2) S1i g(CB)>T,entonces =y , lo que significa que la zona

de indeterminacidn de uC corresponde ahora al rectdngu-

~
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lo ch[p,T], esto es, tiene la misma base que en el

caso anterior pero su altura estd limitada porrt .

De cualquier modo, la informacidén asociada a la va-

loracidn tg no nos permite aproximar un s.d.

El mayor interés de tg radica en que tg(C) es,

VCeM la medida del "menor" rectdngulo que "cubre" a C

OI

(en el sentido de que contiene a la parte anclada abier-

ta asociada a uc). De esta forma, tg puede considerarse

~

como "dual" de la medida interna. Recordemos que m(C) es
la medida del "mayor" rect&ngulo "cubierto" por C (en el

sentido de que estd contenido en la parte anclada cerra-

da asociada a ‘E). De este modo, puede entenderse que
tg(.) nos da una valoracidn del "tamano exterior" de un
s.d. mientras que m(.) proporciona una medida de su "tama-

no interior".

A continuacibdn analizamos algunas relaciones entre

t t

gr tx ¥y m.

Proposicidn 3.16.- "Sea (X,M,g) un espacio de medi-

da monbtona, y sea M la clase de los s.d. M-medibles. Se

verifica:
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Demostracibn:

N6tese que, si CeM, entonces CEMO. La verifica-
cién de la proposicién se deduce de la caracterizacidn
de las tres valoraciones m, tg Yy tX a través de la medi-

da rectangular, pues se tiene:

(I) m(C) == mg(csx[o, e])
+
(II) t4(C) =7 = mg(coxﬁ,ﬂ)

(III) t,(C) =v = mg(Xx o,

teniendo en cuenta que, si fuese B>Y , q3= g y que, evi-
+ .
dentemente,CBCCOCX siB# O.
Por otra parte, y dependiendo de cémo sean las
desigualdades anteriores, podemos distinguir varios

casos:

1) B=1t=y . En estas condiciones, C es un s.d. tal

que su f. de p. alcanza su superiory sobre un conjunto
de medida igual o superior ay . Entre tales s.d. se
incluyen X, @ y aaquellos s.d. propios cuyoO soporte
mide (segltin g) al menos su altura y ésta se alcanza
para puntos de X que constituyen un conjunto de medida
(seglin g) al menos igual a B .Si C pertenece a esta ca-
tegoria, también pertenecen a ella los s.d. con la --

misma zona de indeterminacid®n inferior y valor cons--

tante B sobre C

B
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2)B = T<Y. En este caso, g es un s.d. tal que su

medida interna coincide con la medida (segfin g) de

su soporte, que a su vez es estrictamente menor a su
altura. Se incluyen dentro de esta categoria todos
los subconjuntos ordinarios no vacios de medida in-
ferior a la unidad. Si C pertenece a esta categoria,
tambien pertenecen a ella agquellos s.d. que tienen la
misma zona de indeterminacibén superior y f. de p. nula

fuera de C .
B



| ]

| C,—I

3) B<t = Y. En este caso, el s.d.Ctiene una medida del
soporte no inferior a su altura y una medida interna

estrictamente inferior a ambas.

s.d. propios.

Se trata siempre de

153
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4) B<T<y . Son s.d. con medida del soporte estricta-
mente menor a su altura y con medida interna estric-
tamente menor que ambas. Se trata de nuevo de s.d.
propios, si bien se diferencian de los de la catego-

ria anterior por tener f. de p. mas "apuntada'.

De acuerdo con estas consideraciones, concluimos

que:
(I) t ,(.) es un Iindice gque informa sobre la relacibdn
AN d
tX(.)
base-altura (en términos de medida) de un s.d.. Cuanto

mayor sea este cociente, menos "apuntado" serd el s.d.



BN

(IT) m(.) es un indice que informa sobre la posibilidad

g(.)

de aproximar dicho s.d. mediante un s.d. rectangular.
Cuanto mayor es este indice, mds se parecen el "tamano"
interior y exterior y por tanto su funcién de pertenen-

cia es aproximable por una f. de p. rectangular.

e = =
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3.4. MEDIDAS Y VALORACIONES DIFUSAS GENERADAS

A PARTIR DE UNA MEDIDA MONOTONA EN EL IN-

TERVALO UNIDAD.

De forma paralela a la generalizacibn que se rea-
1iz6 en la seccibn 3.2. para medidas difusas aditivas
al considerar un espacio de medida mon&tona (I’Pa(I)’qk)
en lugar de (I,B(I),1l), se estudia en esta seccidn la
influencia de tal modificacibén en las medidas y valora-
ciones difusas no aditivas definidas en el presente ca-

pitulo.

Consideremos, pues, el espacio (X,P(X),g) y un es-
pacio de medida mondétona (I’Pa(I)’qA)’ Como ya se pro-
bd en capitulos anteriores, dy engendra una Gnica medi-

da de probabilidad A sobre (I,B(I)).

En estas condiciones, la generalizacidn de la me-
dida rectangular mg viene dada por la valoracidn mg de-

finida sobre (XxI, P(X)xB(I)) de la forma:

VR = R, XR eP (X)xB(I), mg(R) = g (R )IAM(R]) .

Puede probarse que mg es una medida mon&6tona a par-
tir de la demostracibén del teorema 3.1., ya que @Gnicamen-
te se utiliz6 entonces la monotonia de 1 y su continuidad
para sucesiones mond6tonas, requisitos que verifica cual-

quier A .



Las valoraciones interna y externa generalizadas

A

gé y ﬁé pueden definirse entonces a partir de m_:

VAeP (XxI),

&
Il

sup {mg(R): ReP (X)xB(I), RCA}

=
Il

inf{mé(R): ReP (X)xB(I), ACR}

La proposicidn que sigue caracteriza las restric-
. A —A :
ciones de gg Y mg a Pa. Se supone que A es continua por
motivos de sistematizacidn, ya que en caso contrario las
partes ancladas asociadas a un mismo s.d. tendrian dis-
tinta valoracidn interna dependiendo del conjunto ordi-

nario A que las caracteriza.

Proposicidn 3.17.- "Dados (X,P(X),g) e (I,B(I),)),

con Acontinua, se verifica:

- A, f. .
VB eP_, m_ (By) = sup {g (E)AX[0, izg f(x)): EeP (X))
5 55) = g el A0 £(x))"
Moy o g[ A x] n X[o, i‘;i X))o
Demostracidn:

Se sigue de modo inmediato de las proposiciones

3.5. (corolario 1) y 3.6.

En el apartado 3.2.4. se definieron las medidas

valoraciones m, t t. a partir de m m ; las ge-
Y ’ I} Y X P Oy Y g g

157



neralizaciones respectivas mk, t? Yy tx se obtienen

paralelamente a través de ég Yy m;L Su caracterizacibn

y propiedades bdsicas se desarrollan a continuacién.

3.4.1. Medida interna generalizada.

Sea (X,P(X),g) un espacio de medida mon&tona y
consideremos (I,B(I), ) con Auna medida de probabilidad
continua. Sea F la restriccién a [0,1] de la funcibn
de distribucibén de X y g*: P(X)—P(X) el endomorfismo

(definido en el capitulo 2):

VCeB(X), 6YC) = C” si y s6lo si u,>(x) = Flu,(x)) VxeX.

Es inmediato que:

(I) C, = Cf () VYee[o,1]

(IT) Sea MCP(X) una clase mondtona. Si C es M-medible,

A
entonces 6 (C) tambien es M-medible.

(EIT) (G} = (Ca} si bien no tiene por qué
[0, 1] e [0, 1
darse la igualdad para cada ae{b,ﬂ.

Definicibén 3.11.- Sean (X,P(X),g9) e (I,B(I),\),
con ) continua de probabilidad. La valoracidn

m>‘: g(x)-—_,[o,lj dada por:

VCeP(X), m Ay = m (Bﬂ~

serd denominada medida difusa interna generalizada

(asociada a 1).

15¢
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Proposicibén 3.18. "Para todo s.d. C se verifica

m*(g) = m(e* (c))".

Demostracibn:

Sea CeP(X) y C”= &(9). Por definicibn mA (c) =

~a o~ ~

A LlCI = inf . P =
gg(Bg~) Sup{g(E)AA[O,;QEUg(X))- EeP (X)}

sup{g(E) A F(infu (): EeP (X))} =
XEE <

= su [g(c ) A F(a)], de acuerdo con la proposicidn 3.9.
e (0,057

Ahora bien, por I), fenemos:

sup gg(ca)AF(a)] = sup ][g(cg,(a) )/\F(a)] =

ae 0,1 ae[0,1
= sup o (T, AF(a)] = sup g;(c')/\a = m(C”)
F(a)s[o,lj[ " («] ae [0, © ] ~

en virtud de II),
Asi pues, mA(C) = m(C”),

Por tanto, la medida m? de un s.d. equivale a la me-

dida interna m de su "transformado" o "deformado" mediante

er

Corolario.- "Si) es una medida de probabilidad con-

A

tinua, entonces m” es una medida difusa"
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Demostracibn:

Si eslcontinua, F es continua y estrictamente creciente

{en consecuencia biyectiva) con F(0)=0 y F(1)=1.

En estas condiciones:

Il
I
I

a) mx(x) m(X)
m(g)

c) Si ACB, entonces 6 (A)c g (B) y m*(A) = m(p (R))<m(p (B)) =

m(e (X)) 1 por ser F (1) =1

b) m’ (@) = m(s (F)) 0 por ser F(0) = 0
=m* (B).

d) Ssi es{gn} una sucesidn mondtona de s.d., entonces
nelN

{e(gn)}n es tambié&n monbtona, y la continuidad de F

eIN
nos asegura que l%m(ﬂgn) = e(l%g gn); en consecuencia,
de la continuidad de m para el limite de sucesiones mo-

nb6tonas se deduce idéntica propiedad para m)

A
N6tese que, en general, no se cumple m (C)=F(B) si
m(C)= g, dado que la deformacibn de la f. de p. introduci-
da por F puede provocar que los rectélngulos maximales (en

medida) correspondientes a C y 6(C) no sean homblogos.

Por otra parte, si se considera un espacio de medida
monbétona (X,M,g) con M #P(X), estos resultados siguen sien-
A
do v&lidos, si bien m ha de estar definida sobre una clase

mon6tona de s.d. M-medibles.



Los resultados de este apartado dan lugar al siguien-

te teorema, paralelo al teorema 2.2. del capitulo anterior.

Teorema 3.8.- "Sea g una medida mon&6tona sobre

(I,B(I)) (&6 sobre (I,Pa(I))), y (X,M,g) un espacio de medi-
da monb6tona. Si g es funcionalmente continua, entonces g
se extiende de manera finica a una medida difusa mx sobre
(X,g), (donde M es una cualquiera clase monbtona de s.d.
M-medibles), a partir de la probabilidad ) asociada a g. Las
mx incluyen como caso particular a la medida interna m (pa-

ra g=1)".

3.4.2. Valoragibnes externas generalizadas

Sea g una medida monbtona sobre (X, PK)) y g una medix
da mon6tona funcionalmente continua sobre (I,B(I)) (& sobre

(I,iPa(I))7,.con F estrictamente creciente.

Para cada Ae¢P(X), se puede definir una valorag¢ibn tg de
— H .
f(X)en[O,i]de la forma: Vgeg(x), tg(g) = mg (BAQ), siendo

xla probabilidad asociada a q.

161
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.Proposicidn 3.19.- "Para todo s.d. C y todo AeP (X),

se cumple:

A A i
£, (C) = £, (87 (C))".

Demostracidbn:

Sea CeP(X) y C”= eNg). Por la proposicidn 3.17.:

H H
A =T (B.%) = ¢y anr =
ta(C) = mo(By®) =g [(BA—)X/\ [0,}s<u§PC(x))
€ N

g (AUSOP (C)) A F (sup“C (x)) .

XeX 2
Dado que:
a) Sop (C) = Sop(C”) por ser F(a)=0 si y sblo si a=0.
b) F(supuc(x)) = sup F(uc(x)) = supucix) por la continui-
XeX = xXeX Pt XeX <

dad y monotonia de F, se verifica:

A - - = al e
ty (C) = g(Ausop(CT) A(igiud(x)) = t,(C7),

con lo que la proposicibdn queda probada.

Como ocurre para la medida interna, esta proposicidn
: A : . .
garantiza que tA tiene las mismas propiedades que tA (Vaex) .

A
Asi, tA es acotada, mondtona y continua para sucesiones mo-

A
ndtonas crecientes. Cuando X es finito, tX tambié&n es con-

tinua para sucesiones mon®tonas decrecientes, de modo que

es una medida difusa.
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La igualdad Sop(C) = Sop(ek(c)) garantiza que, consi-

derada una clase monbtona cualquiera M en lugar de P(X), la

A
medibilidad para tA implica la medibilidad para'tA de cual-

quier s.d., ya que, si CeMo, serd C%Mo.

~ ~ ~

3.4.3. Comentarios finales.

A la vista de los resultados del capitulo 2, cabe pen-
sar en la posibilidad de generalizar afin mds los conceptos
de medida interna y valoraciones externas considerando dis-
tintas deformaciones del intervalo unidad para cada elemen-

to del referencial.

Sin embargo, este camino no parece ser tan fructifero
como en el caso de las medidas aditivas por dos razones fun-

damentales:

1) La introduccidbn de medidas monbtonas diferentes para cada
X da lugar a valoraciones que no pueden caracterizarse a.
partir de las ya estudiadas, puesto que se modifica de
forma diferente la familia de los a-cortes de cada s.d..
Asimismo se cambia de modo distinto el conjunto o suce-
sidn de conjuntos para lds que se obtiene el superior de

la funcib6n de pertenencia.

2) La consideracidbn de tales familias x-dependientes de me -
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didas monb6tonas no cubre, en cualquier caso, el amplio
campo de las medidas difusas definibles directamente a

partir de medidas mondtonas sobre estructuras del pro-

ducto cartesdano.

No obstante, estos temas ser&n objeto de investigacio-

nes posteriores.



BIBLIOGRAFIA

1.

ALSINA, C.; TRILLAS, E. y VALVERDE, L. (1983)
On Some Logical Connectives for Fuzzy Sets Theory.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 93,

pp. 15-26.

BANON, G. (1981)
Distinction between Several Subsets of Fuzzy Measures.

Fuzzy Sets and Systems, 5, pp. 291-305.

BATLE, N, y TRILLAS, E. (1979)
Entropy and Fuzzy Integral.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 69

pp. 469-474.

BAUER, H. (1972)

Probability Theory and Elements of Measure Theory. New

York. Holt, Rinehart & Winston.

BOLANOS, M.J. (1977)

Consideraciones sobre las medidas de subconjuntos difu-

sos. Memoria de Licenciatura. Facultad de Ciencias.

Universidad de Granada.

BORGHI, O. (1972)
Sobre una teoria de probabilidad funcional.

Revista de la Unibn Matemdtica Argentina, 26

BUTNARIU, D. (1983)

Additive Fuzzy Measures and Integrals. I.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 93

pp. 436-452.

165



10.

11.

12.

13.

14.

166

CZOGALA, E.; GOTTWALD, S. y PEDRYCZ, W. (1982)
Contribution to Application of Energy Measure of Fuzzy
Sets.

Fuzzy Sets and Systems, g, pp- 205-214.

DELGADO, M. y BOLANOS, M.J. (1977)

Algunas propiedades de la probabilidad funcional. Actas

de las IV Jornadas Luso-Espanola de Matemdticas. Jaca.

DE LUCA, A. y TERMINI, S. (1979)
Entropy and Energy Measures of a Fuzzy Set.

En: Advances in Fuzzy Set Theory and Applications. Eds.

M.M. Gupta, R.K. Ragade y R.R. Yager. North-Holland P.C.

DUBOIS, D. y PRADE, H. (1979)
Outline of Fuzzy Set Theory: An Introduction.

En: Advances in Fuzzy Set Theory and Applications.

Eds. M.M. Gupta, R.K. Ragade y R.R. Yager. North-Holland

P.C.

DUBOIS, D. y PRADE, H. (1980)

Fuzzy Sets and Systems: Theory and Applications. Academic

Press. New York.

DUBREIL, P. y DUBREIL-JACOTIN, M.L. (1965)

Lecciones de dlgebra moderna. 12 edicibén espanola. Rever-

t&. Barcelona.

EMTUZ, H. (1981)
Nonprababilistic Entropies and Indetermination Measures
in the Setting of Fuzzy Sets Theory.

Fuzzy Sets and System, 5, pp, 307-317.




15.

16.

17.

18

19.

20.

21.

GENTILHOMME, Y. (1968)
Les ensembles flous en linguistique.

Cahiers de Linguistique Théorique et Appliqués, 5,

pp. 47-63.

GOGUEN, J. (1967)
L-Fuzzy Sets.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 18,

pp. ‘145-174.

GRATTAN-GUINESS, I. (1975)
Fuzzy Membership Mepped onto Interval and Many-valued
Quantities.

Z. Math. Logik Grundlag. Math., 22, pp. 149-160.

HALMOS, P.R. (1974)

Measure Theory. Graduate Texts in Mayhematics, n° 18,

2@ edicibn. Springer-Verlag. New-York.

HIROTA, K. (1981)

Concepts of Probabilistic Sets.

Fuzzy Sets and Systems, 5, pp. 31-46.

HOHLE, U. (1983)
Fuzzy Measures as Extensions of Stochastic Measures.

Journal of Mathematical Analysis and Application, 92,

pp. 372-380.

KANDEL, A. (1979)

On Fuzzy Statistics.

En: Advances in Fuzzy Theory and Applications. Eds. M.M.

Gupta, R.K. Ragade y R.R. Yager. North-Holland P.C.

167



22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

KAUFMANN, A. (1982)

Introduccidn a la teoria de los subconjuntos borrosos:

Elementos tebricos de base. 1% edicibdn espanola de la

francesa de 1977 (12

KHALILI, S. (1979)
Fuzzy Measures and Mappings.

Journal of Mathematical Analysis and Applications; 68,

pp. 9292-99.

KLEMENT, E.P. (1980a)
Characterization of Finite Fuzzy Measures Using Markoff-
-kernels.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 75,

pp. 330-339.

KLEMENT, E.P. (1980Db)
Fuzzy c¢&lgebras and Fuzzy Measurable Functions.

Fuzzy Sets and Systems, 4, pp. 83-93.

KLEMENT, E.P.; SHCYHLA, W. y LOWEN, R. (1981)
Fuzzy -Probability Measures.

Fuzzy Sets and Systems, 5, pp. 21-30.

KLEMENT, E.P. (1982)
A Theory of Fuzzy Measures: A Survey.

En: Fuzzy Information and Decision Processes. Eds. M.M.

Gupta y E. S&nchez. North-Holland P.C.

KLEMENT, E.P. y SCHWYHLA, W. (1982)

edicidbn en 1973). C.E.C.S.A. México.

168

Correspondence between Fuzzy Measures and Classical Measures.

Fuzzy Sets and Systems, 7, pp. 57-70.




29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

169

KNOPFMACHER, J. (1975)
On Measures of Fuzzynes.

Journal of Mathematical Analysis and Applications; 49,

pPp. 529-534.

KRUSE, R. (1982)
A Note on A-additive Fuzzy Measures (short communication).

Fuzzy Sets and Systems, 8, pp. 219-222.

NAHMIAS, S. (1978)

Fuzzy Variables.

Fuzzy Sets and Systems, i, pp. 97-110

NEGOITA, C.V. y RALESCU, D.A. (1975)

Application of Fuzzy Sets to System Analysis. Birkaeuser.

Basel.

OVCHINNIKOV, S.V. (1980)
Involutions in Fuzzy Sets Theory

Stochastica, IV, pp. 227-231.

OVCHINNIKOV, S.V. (1983)
General negations in Fuzzy Set Theory.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 92,

pp. 234-239.

PURI, M.L. y RALESCU, D. (1982)

A Possibility Measure is not a Fuzzy Measure. (short commu-

nication).

Fuzzy Sets and Systems,7, pp. 311-313.




36.

37.

38.

39,

40.

41.

42.

170

RALESCU, D. y ADAMS, G. (1980)
The Fuzzy Integral

Journal of Mathematical Analysis and Applications,75,

pp. 562-570.

RALESCU, D. (1982)
Toward a General Theory of Fuzzy Variablles.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 86,

pp. 176-193.

SANCHEZ, E. (1979)
Medical Diagnosis and Composite Fuzzy Relations

En: Advances in Fuzzy Set Theory and Applications. Eds.

M.M. Gupta, R.K. Ragade y R.R. Yager. North-Holland P.C.

SEIF, A. y AGUILAR-MARTIN, J. (1980)
Multi-group Classification Using Fuzzy Correlation

Fuzzy Sets and Systems,3, pp. 109-122.

SMETS, Ph (1981)
Medical Diagnosis: Fuzzy Sets and Degrees of Belief.

Fuzzy Sets and Systems,5, pp. 259-266.

SMETS, Ph. (1982)
Probability of a Fuzzy Event: An Axiomatic Approach.

Fuzzy Sets and Systems,7, 153-164

SUAREZ, F. (1983)

Familias de integrales difusas y medidas de entropia rela-

cionadas.

Tesis Doctoral. Departamento de Matem&ticas. Universidad

de Oviedo.



43.

44,

45.

46.

47 .

48.

49.

50.

SUGENO, M. (1974)

Theory of Fuzzy Integrals and Its Applications. Tesis

Doctoral.

Tokyo Institute of Technology.

TAYLOR, S.J. (1966)
‘
Introduction to Measure and Integration. Cambridge Uni-

versity Press.

TRILLAS, E. y RIERA, T. (1978)
Entropies in Finite Fuzzy Sets

Information Sciences, 15, pp. 159-168.

TRILLAS, E. (1979)
Sobre funciones de negacidn en la teoria de conjuntos di-
fusos.

Stochastica, III, pp. 47-60.

TRILLAS, E. (1980)

Conjuntos borrosos. Vicens-Vives. Barcelona

TRILLAS, E.; ALSINA, C. y VALVERDE, L. (1982)
Do We Need Max, Min and 1l-j in Fuzzy Set Theory?.

En: Fuzzy Set and Possibility Theory. Ed. R.R. Yager.

Pergamon.

VILA, M.A. y DELGADO, M. (1983)
On Medical Diagnosis Using Possibility Measures.

Fuzzy Sets and Systems, 10, pp. 211-222.

WANG, P.Z. (1982)

Fuzzy Contactability an Fuzzy Variables

Fuzzy Sets and Systems,8, pp. 81-92

171



SIS

52.

53.

54.

55

56.

557/ -

172

WANG, Z.X. (1982)
The Structure of Fuzzy Lebesgue Measure

En: Fuzzy Information and Decision Processes. Eds. M.M.

Gupta y E. S&nchez. North-Holland, P.C.

ZADEH, L.A. (1965)
Fuzzy Sets.

Information and Control,8, pp. 338-353.

ZADEH, L.A. (1968)
Probability Measures of Fuzzy Events.

Journal of Mathematical Analysis and Applications~,23,

pp. 421-427.

ZADEH, L.A. (1971a)
Quantitative Fuzzy Semantics.

Information Sciences,3, pp. 159-176.

ZADEH, L.A. (1971Db)
Similarity Relations and Fuzzy Orderings.

Information Sciences,3, pp 177-200

ZADEH, L.A. (1975)

The Concept of a Linguistic Variable and Its Application

to Approximate Reasoning.

Information Sciences; parte 1: 8, pp. 199-243; parte 2:

8, pp. 301-357; parte 3: 9, pp 43-80.

ZADEH, L.A. (1978)

Fuzzy Sets as a Basis for a Theory of -Possibility.

Fuzzy Sets and Systems,l, :pp. 3-28.




	0000
	0001
	0002
	0003
	0004
	0005
	0006
	0007
	0008
	0009
	0010
	0011
	0012
	0013
	0014
	0015
	0016
	0017
	0018
	0019
	0020
	0021
	0022
	0023
	0024
	0025
	0026
	0027
	0028
	0029
	0030
	0031
	0032
	0033
	0034
	0035
	0036
	0037
	0038
	0039
	0040
	0041
	0042
	0043
	0044
	0045
	0046
	0047
	0048
	0049
	0050
	0051
	0052
	0053
	0054
	0055
	0056
	0057
	0058
	0059
	0060
	0061
	0062
	0063
	0064
	0065
	0066
	0067
	0068
	0069
	0070
	0071
	0072
	0073
	0074
	0075
	0076
	0077
	0078
	0079
	0080
	0081
	0082
	0083
	0084
	0085
	0086
	0087
	0088
	0089
	0090
	0091
	0092
	0093
	0094
	0095
	0096
	0097
	0098
	0099
	0100
	0101
	0102
	0103
	0104
	0105
	0106
	0107
	0108
	0109
	0110
	0111
	0112
	0113
	0114
	0115
	0116
	0117
	0118
	0119
	0120
	0121
	0122
	0123
	0124
	0125
	0126
	0127
	0128
	0129
	0130
	0131
	0132
	0133
	0134
	0135
	0136
	0137
	0138
	0139
	0140
	0141
	0142
	0143
	0144
	0145
	0146
	0147
	0148
	0149
	0150
	0151
	0152
	0153
	0154
	0155
	0156
	0157
	0158
	0159
	0160
	0161
	0162
	0163
	0164
	0165
	0166
	0167
	0168
	0169
	0170
	0171
	0172
	0173
	0174
	0175
	0176
	0177
	0178
	0179
	0180
	0181

