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PROLOGO.

Entre los grandes descubrimientos modernos que han con-
tribuido poderosamente 4 la perfeccion de las ciencias natu-
rales, y que hacen honor al entendimiento humano ; merece
un lugar distinguido el de los calculos Diferencial & Integral.
En efecto, si se comparan las obras de los Gedmetras ante-
riores 4 este descubrimiento admirable, con las publicadas
posteriormente ; se advierte una diferencia tan notable, que
admira 4 los inteligentes , y hasta 4 los menos apasionados a
la novedad. Los problemas que aquellos Gedmetras conside-
raban como sublimes y dificiles, y cuya resolucion exigia el
uso de varios métodos particulares , por lo comun largos y
penosos ; se reputan hoy faciles y comunes; y se resuelven
con suma generalidad, elegancia y sencillez por medio de los
nuevos calculos. Otros verdaderamente sublimes y delicados,
que los referidos Gedmetras 6 no se atreviéron 4 resolver,
6 que abandonaron despues de largos ¢ inutiles esfuerzos; que-
dan ya resueltos completamente con el poderoso auxilio de
los nuevos calculos. Con estos se han vencido obstaculos re-
putados superiores a las fuerzas del espiritu humano , como
hemos visto en el problema de los tres cuerpos; de la prece-
sion de los equinoxios ; y de otros varios de la Mecanica y
de la- Astronomia-fisica : con estos han hecho progresos rapi-
dos y admirables las ciencias fisico-matemadticas : y con estos
solamente se puede caminar con acierto en el estudio de estas
ciencias. Por estas consideraciones , y por saber que apenas
teniamos en nuestro idioma los principios de estos importan-
tes calculos por un método que seguramente no es el ‘mejor;
me determiné 4 reunir en un tratado lo mejor y mas impor-
tante que sobre dichos calculos se ha escrito en varios idio-
mas, y 4 manifestar al mismo tiempo sus principales aplica-
a
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ciones 4 la anilisis y 4 Tac cienciac ficicn-maecuudticas. Entibié-
me al principio lo dificil de la empresa, que miraba como su-
priive {4 aaie ~ranacimientos y fiierzas 1y por lo mismo difert
su execucion, hasta que familiarizado con este género de tra-
bajo, y viendo la utilidad y ahorro de tiempo que debia re-
sultar 4 los que se dedicasen al estudio de estas ciencias, me
resolvi 4 escribir las presentes Instituciones.

Los inventores del calculo diferencial explicdron sus prin-

. .. . N /7 .
cipios metafisicos por dos métodos muy. diversos, de lo que

naciéron largas disputas poco favotables al progreso de dicho
cilculo, y agenas al parecer de las ciencias exactas. Newson,
el primero que le invento (1); le di6 el nombre de calculo de

Jas fluxiones , y le explico por los principios del movimiento,

por el método de las primeras y ultimas razones de las can-
tidades que nacen y se desvanecen (2), demostrado despues
largamente , € ilustrado con variedad de aplicaciones por el
docto escoces Maclaurin ((3): pero casi al mismo tiempo in-
ventd tambien el calculo. diferencial en Alemania el célebre
Leibnitz (4),y le fundd en la consideracion de las cantida-
des infinitamente pequeiias de varios drdenes 6 método de
los infinitamente pequeiios, explicado € ilustrado con multi-
tud de aplicaciones por el Marques del Hospital (5 ), y pos-
teriormente por el ilustre Leonardo Euler (6), y otros Ged-
metras. En ambos métodos brilla el talento original de :sus
autores ; en ambos hay cosas preciosas.; pero tambien hay lu-
‘nares muy notables. El principal que se descubre en el de las
fluxiones, es el apoyarse en la extraia teoria del movimien-
to , siendo un ramo puramente de analisis ; sus demostracio-
nes son ademaslargas y fastidiosas : y su aplicacion’ dificil y

(1) Commercium epistolicum. : o
(2) Philosophie naturalis , principia mathematica. Lib. 1.° scccion 1.2 :
“ (3) A treatise of fluxions in two books. By Colin Maclaurin , ¢c. Edimburs
g0 1742, o - : :
(4) Commercium epistolicum.
© (5) Analyse des infinimens petits y &e. Par Mr. Le Marquis de I Hospi-
2al y &c. Paris 1699. ,
. (6) Institutiones calculi differentialis y &c. Auctore Leonardo Eulero, Peters-
l]l‘go 1755. . ‘ : o . N t‘:."K;
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embarazosa: 4 pesar deésto, tiene ventajas conocidas, pues
se funda sobre principios evidentes , como se puede ver en la
citada obra de Maclaurin ; y encierra la verdadera metafisi-
ca del célculo diferencial, como presto verémos. Al contra-
rio, las demostraciones del método de los infinitamente pe-
quefios son muy sencillas y breves; y su aplicacion suma-
mente ficil; pero tiene el defecto capital de fundarse. en las
nociones vagas ¢ imperfectas de las cantidades infinitamente

© pequefias; nociones que carecen de la exdctitud y evidencia

que caracterizan las ciéncias matematicas. ‘ _

El método de las tltimas razones de las cantidades que
se desvanecen empleado sintéticamente por Newfon para de-
mostrar el de las fluxiones; es el que I’ Alembert 1lamo Me-
todo de los limites , con el qual demostrd los principios del
calculo diferencial 'y algunas de sus aplicaciones de un modo
geométrico y muy sencillo, tratando analiticamente dicho
método, y substituyendo el cilculo algebraico de las diferen-
cias 4 los principios del movimiento (1). Fue inventado este
excelente método por los Gedmetras de la antigiiedad ; y lo
empléo Archimedes para demostrar varias proposiciones de la
Geometria sublime, las quales le diéron en parte la reputa-
cion que ha conservado en todos tiempos aquel gran Gedme-
tra (2). Sus principios son evidentes y sencillos ; y si en to-
das sus demostraciones y aplicaciones , no es. tan breve co-
mo el de los infinitamente pequefios ; le excede siempre en
claridad, elegancia y evidencia: ademas tiene este método
sobre los otros la ventaja de que todas sus aplicaciones se
pueden hacer por medio de unsolo principio muy general y
elegante; esto es, por medio del admirable teorema de Zay-
Jor (3). Por esto pues he preferido el método de los limites
para explicar el cdlculo diferencial , y hacer sus aplicaciones;
pareciéndome superior 4 quantos se conocen para este efecto,

(x) Encyclopedic on Dictionaire raisonné des sciencies , &re. Tomo 4.°, pig. 985
¥ siguientes.

(2)  Archimedes opera, &rc. Per Is. Barrow, exprofessorem, &e. Londres 1675,

(3) Methodus incrementorum directa & inversa. Auctore Brook Taylor , ¢re.
Londres 171 5
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como lo juzgd Mr. Cousin, empledindolo continuamente en
sus lecciones ( 1). ,
~ El sabio Landen, Gedmetra ingles, publicé posterior-
mente una obra sobre el calculo diferencial (2), enla que ex-
plicé sus principios por un método puramente analitico , em-
pleando unicamente las cantidades finitas. Hizolo con el fin
de que su método se substituyese al de las fluxiones seguido
constantemente en su pais 4 pesar de tener varios inconvenien-
tes. Pero aunque el método de Landen deba preferirse al de
las fluxiones, por la mayor propiedad de sus principios ; es
por 1o menos tan dificil y embarazoso en las aplicaciones co-
mo el que pretende desterrar, y muy inferior al de los limites.
Quando empecé 4 escribir estas Instituciones por el méto-
do de los limites , solamente conocia los expuestos principios
del calculo diferencial 5 pero concluida ya la parte primera de
este y sus aplicaciones, Hegd 4 mis manos una obra muy pro-
funda y original del célebre Mr. de Lagrange (3), donde
explica los principios del referido calculo por un método ana-
litico , prescindiendo de toda consideracion sobre las cantida-
des infinitamente pequefias, fluxiones y limites , segun lo ha-
bia hecho antes en una memoria que presentd a la Academia
Real de Berlin, y se imprimi6 en el tomo del afio 1772. Ex-
pone brevemente este autor los diferentes aspectos con que
los Gedmetras han considerado al calculo diferencial (4); y
hace de paso algunas objeciones a los principales métodos em-
pleados hasta entonces para explicar los principios de dicho
calculo. Pero aunque los asertos de este sabio Gedmetra son
muy respetables ; debo sin embargo decir, que las razones ale-
gadas contra el método de los limites , me parecen muy dé-
biles, y se pueden destruir con facilidad. Creo tambien que la

P (1) Legons de Caleul Differentiel et de Caleul Intégral. Par Mr. Cousin, .
aris 1777.
(2) 7%/35 residual analysis , a new branch of the algebric. art. By John Lan=
denn. Londres 1764,

(3) Théoric des fonctions analytiques o &c. Par J. L. Lagrange , de I' Insti-
tut natbnal. Paris 1797,

(4) Piginas 2. 0.

Cs]

teoria de las funciones analiticas es muy semejante al método
de los limites , y que la principal diferencia consiste en que en
aquella se demuestra el teorema de Zaylor por medio de con-
sideraciones puramente algebrdicas , aunque por un camino
mucho mas largo que el que se sigue en el referido méto-
do. Pero al mismo tiempo es preciso confesar que en toda

esta excelente obra, brilla el genio fecundo de su autor, y

se manifiestan sus profundos conocimientos en las ciencias
‘matemiticas. He seguido en algunas aplicaciones del cdlculo
diferencial el método general y elegante con que aplica el
teorema de Zuaylor; y recomiendo mucho la lectura de di-
cha obra 4 los que deseen adquirir grandes conocimientos
en la analisis y en las ciencias fisico-matematicas.

Pocos meses antes que Mr. de Lagrange diese 4 luz su
obra publicé Lacroixz el primer tomo de su Calculo Dife-
rencial ¢ Integral (1), el qual contiene el cdlculo diferencial,
y sus aplicaciones principales 4 la analisis y 4 la geometria.
Funda este autor dicho calculo sobre los principios estable-
cidos por Mr. de Lagrange en la citada memoria, y lo tra-
ta con mucha extension y claridad : pero al mismo tiempo
manifiesta que hace algun aprecio del método de los limi-
tes, y del de los infinitamente pequeiios, exponiendo bre-
vemente estos métodos y algunas de sus aplicaciones, y dan-
do 4 conocer la analogia que existe entre el de los limites
y lateoria de las funciones analiticas (2). Dicho tomo pri-
mero, juntamente con el segundo publicado en 1798, for-
man un tratado muy completo de los cdlculos diferencial é
integral; y me ha sido muy util la lectura del tomo prime-
ro para algunas aplicaciones del calculo diferencial que he
hecho en estas Instituciones.

He dividido la teoria del calculo diferencial en dos par-
tes; y despues de explicar la primera, que llamo principios
de dicho calculo, paso inmediatamente 4 manifestar sus apli-

() Traité du Caleul Differentiel et du Calcul Intégral, par S. F. Lacroix.
Paris 1797.

(2) Pag. 189.. 1955 ¥ 419w 427
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caciones principales 2 la andlisis y 4 la geometria : por este
medio evito el fastidio que causa 4 toda clase de lectores, y
particularmente a los principiantes , el estudio de largas teo-
rias sin aplicaciones ; y les animo 4 continuar el de la parte
mas sublime del referido cdlculo, manifestandoles la facili-
~dad con que se resuelven muchos problemas importantes,
considerados en otro tiempo como muy sublimes y dificiles.
He hecho todas las aplicaciones del calculo diferencial por
medio de un principio muy general y elegante, esto es, por
medio del excelente teorema de Ziaylor : pero al mismo
tiempo manifiesto otras sendas que conducen al mismo re-
sultado, ya sea por medio de consideraciones particulares so-
bre los limites de las razones entre las diferencias de las can-
tidades ; 6 ya deduciendo dichos resultados por medio del
referido teorema aplicado de diferentes modos.

Mi parcialidad al método de los limites para demostrar
el cilculo diferencial , y manifestar sus aplicaciones, no me
dispensaba de dar 4 conocer dicho cilculo fundado en la con-
sideracion de las cantidades infinitamente pequefias ; porque
la mayor parte de las obras que se han escrito sobre estos
calculos los tratan por el método de los infinitamente pe-
queilos ; los resultados que se obtienen por este método son
identicamente los mismos que se encuentran por el de los
limites, 6 por qualquiera otro; y finalmente, es preciso con-
venir en que el referido método lleva ventaja 4 todos los
demas, en quanto 4 la brevedad con que demuestra la teo-
ria de los calculos diferencial é integral , y la facilidad que
proporciona en todas las aplicaciones de estos calculos. Por
estas razones no solamente expongo los principios del cdl-
culo diferencial segun el método de los infinitamente peque-
fios, y el modo con que se aplica 4 la tedrica de las lineas
curvas, sino que tambien manifiesto del modo mas eviden-
te con algunos exemplos, que los supuestos que se hacen
en las aplicaciones de dicho calculo son conformes 4 los que
se hacen en la teoria para diferenciar las cantidades , de cu-
ya conformidad depende la exctitud de los resultados; que
las operaciones analiticas de este método, tanto en la parte

L7]

tedrica como en las aplicaciones, 501} é'n el fondo las mis-
mas que se practican en el de los limites; que la diferen-
cia de estos dos métodos consiste Unicamente en Ias expre-
siones y en la metafisica particu/lar de cada uno de e.ll'os- 5y
por consiguiente que ambos métodos deben necesariamente
conducir 4 un mismo resultado. Esta comparacion prictica
del método de los infinitamente pequefios con el de los li-
mites me parece muy propia para dar una idea clara de 4m-
bos métodos , y para manifestar que, segun dixe antes, su
diferencia consiste tnicamente en los principios metafisicos
sobre los quales se funda cada uno de ellos.

En todas las aplicaciones del calculo diferencial supongo
ticitamente que se conocen los principios tedricos del ramo
que se trata; y como no hay obra algung en nuestro idio-
ma que ensefie la tedrica de las superficies curvas y de las
curvas de doble curvatura, he juzgado 4 proposito dar los
principios teoricos de dichas supetficies y curvas, siguiendo
las ideas de Euler, Clairaut y Monge.

Antes de aplicar el calculo diferencial 4 la mecdnica me
ha parecido conveniente exponer brevemente los primeros
principios de esta ciencia, y demostrar las proposiciones re-
lativas al movimiento uniformemente acclerado por un mé-
todo mas claro y geométrico que el que se sigue comun-
mente.

He tenido presentes para escribir estas Instituciones lag
principales obras de los cilculos diferencial ¢ integral que
se han publicado en las naciones cultas; y he tomado de
cada una de ellas lo que me ha parecido mejor segun
el plan que me habia formado ; pero he puesto particular
cuidado en coordinarlo todo de modo que formase un tra-
tado regular , signiendo siempre el mismo método , érden y
estilo. He procurado, y tal vez habré conseguido , simplifi-
car 6 mejorar las demostraciones de algunas proposiciones
importantes , y conciliar la claridad con la concision , indi-
cando solamente los principios, y dando por sentadas todas
las proposiciones de la analisis aigebraica,, geometria y tri-
gonometria que debe saber el que se dedica al estudio de
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los calculos diferencial é integral. Si este primer fruto de
mis estudios en las ciencias matemdticas y fisico-matematicas
mcreciese algun aprecio entre los sabios, sera un estimulo
poderoso para continuar mis tareas, y completar esta obra
con la publicacion del calculo integral.

TABLA
DC I&S mateﬂas que contfene este thnO primerq.

CAPITULO L

.DEL METODO DE LOS LIMITES.

De las funciones de las cantidades , y de sus diferentes espe=
CLESurierrrrreveummsrscsnras srenessnnees sassensaseussnesscestesensspsntinssssssesnnsesss DAGe T — 2
De los limites de las cantidades variables, de las razones de las can-~
tidades, y de sus funciones. Se explica lo que significa la expre-
SION — crviueinrrisrerei s e e s 2 = O
o

Proposiciones importantes del método de los limites, y conseqlien-
cias que de ellas derivan : estas proposiciones son la basa del
método de las fluxiones y del célculo diferepcial......... vaen 8 — II

CAPITULO IL
DEL CALCULO DE LAS DIFERENCIAS.

Cdomo se expresan las diferencias de las cantidades, y sus potencias.
Del modo de hallar la diferencia de una funcion qualquiera de
una cantidad variable ... SO e e II — 14

De las diferencias de las funciones de dos cantidades variables in-
dependientes. Qué se entiende por diferencias parciales.... 14 — 16

Del caso en que entre las dos cantidades variables existe una re-
lacion qualquiera; y d: las razones de las diferencias de dichas
cantidades, en el supuesto de que tengan ciertos valores deter-

minados........oueuveune. T O U SO 16 — 17
De las diferencias segundas, terceras, &c. de las cantidades y de
sus funciones, y del origen de estas diferencias. ........... 17 — 18

Del modo de hallar la diferencia segunda , tercera, &c. de una fun-
cion de una cantidad variable, 6 de dos variables independien-
CS et e e 18 — 19

Proposiciones importantes del célculo de las diferencias, y uso de
estas proposiciones para hallar el término general, y la suma ge-
neral de una serie algebraica qualquiera........ esereaeens s 19 — 23

CAPITULO IIL
DE LOS PRINCIPIOS DEL CALCULO DIFERENCIAL.

De los limites de las razones de la diferencia de una funcion de
una cantidad variable, y la diferencia de dicha variable....... 23 — 24



[ 10]

De los limites de las razones de las diferencias de dos cantidades
variables, en el supuesto de que entre estas variables existe una
relacion qualquiera......oooveviiniee. teerreeintesrbrratataeeen errerrenens 25 — 26

Cdmo se determina dicho limite en el caso particular en que por
la substitucion de ciertos valores determinados de las variables,

. . . (e}
se reduce 4 la expresion indeterminada —...cceiviieninnn 26 — 27

(o}

Proposiciones importantes del célculo diferencial ; y reglas que de
cllas se deducen para determinar los limites de las razones de
las diferencias de las cantidades, sin necesidad de conocer dichas
QIferenCIas. ovveevessierssrinsssssssnsss vttt sassinns 27 = 32

De los limites de las razones de las diferencias de las cantidades
EranSCENdENTES. . ccovrerererrremmisnsersmsnieins st snntests ety 32 == 34

De los limites de las razones entre las diferencias segundas, terce-
ras, &c. de las cantidades y sus funciones. Exposicion de un teo-
rema por madio del qual se determinan sucesivamente dichos li-
mites sin necesidad de hallar las diferencias......ccooueverennnen, 34 — 37

dy

° dx

presion indeterminada = sin necesidad de conocer la razon de

Del modo de determinar el limite quando se reduce 4 la ex-

1as diferencias. o emmesmmersrinmsensssrornnniessasssssimiuesimsnnnin. 37 = 39

CAPITULO 1V.

APLICACIONES DE 1L0S PRINCIPIOS DEL CALCULO DIFERENCIAL
A LA ANALISIS, Y A LA GEOMETRIA.

Del modo de transformar las jfunciones en series.

Del teorema de Taplor, y de su uso para transformar en serie una
funcion qualquiera de una variable , quando esta variable ad-
quiere un incremento arbitrario qualquiera. Manifi¢stase la de-
pendencia reciproca que existe en los coeficientes de los térmi- -

nos sucesivos de dicha serie......... e snens 4O — 42
Uso del teorema de Taylor para hallar las diferencias de un orden

qualquiera de una funcion de una variable.....cooriiois 42 — 44
De la serie que representa una funcion qualquiera de una canti-

dad variable........... e rereeree e e vreit srsssenisnnines SRS . 45

De la transformacion en serie, de una funcion f(x==4%) en su-
puesto de que la variable x tenga ciertos valores determinados.
Casos particulares en que la scrie no se puede suponer que pro-
cede segun las potencias sucesivas de Ao 45 — 40

Del modo de transformar una funcion qualquiera de una canti-
dad variable en una serie ordenada segun las potencias sucesivas
de dicha variable. Casos particulares en que la funcion propues-

L]

ta no se puede transformar en una serie ordenada del referido

8L e [« TR TU OO OEORRP TP ST P S NPT 46 — g0
De los mdximos y minimos <valores de una funcion de una <varia-
Blococieeeaiiiiiiiisiininnas vreresenasearane o veeessresesessseniss crrsseiene e 50 — 56

Resolucion de algunos problemas de méximos y minimos....... §6 — 6o

De las funciones que en ciertos casos particulares se presentan baxo las

. . o o0
Jormas indeterminadas — , ——, 0X%®, y 0 = 0.
o]

Reglas particulares para determinar el valor de una funcion de una

. . . - Pé O .
variable, quando dicha funcion se reduce 4 —. Excepciones de
Q

ESEAS TEELAS.cvurrsirerirscressrrsesscncs st s .. 6o — 04
Regla general aplicable 4 todos los casos. Aplicaciones de estas re-
glas 4 algunos exemplos.......... rerrnnens verrsnsatssensisinsnansansan .64 — 63

Los valores de las funciones que en ciertos casos particulares se¢ re-
7 00] z . .
ducen & ——, oX®, 0 00— 0; se determinan por los mismos

o

métodos que las que se reducen & — ...ommimenserenes s 68 — 71
o

CAPITULO V.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DEL CALCULO DIFERENCIAL A LA
TEORICA DE LAS LINEAS CURVAS.

De las tangentes, subtangentes, normales y subnormales de las lineas
- curvas.

Expresiones generales de estas lineas; equaciones de la tangente y
de lanormal, y expresion de la tangente del dngulo que la cur-
va ¢ su tangente hace con el exe de las abscisas y con el de las
Ordenadas.. e vusecrierismeinisnsusenntirssns i e s e 71— 73

Aplicacion del teorema de Taylor para determinar los valores res-
DECtivos de estas iNeas....uvimiininiiisins ssieinicssnisntsnenes 73 == 78

el limite de la razon de la diferencia del arco de una curva, 4
la diferencia de la abscisa ¢ de la ordenada correspondiente. 75 — 76

Problemas relativos 4 las tangentes y normales de las lineas cur-

;L bt e eessenanssnasanns SR 76 — 83
De las asimptotas rectilineas de las lineas curvas, y de las mixi-
mas y minimas abscisas y ordenadas..........ccorvennnne v wne 03 — 87

De los puntos miiltiplos de las lincas curvas.

Difgrentes grados de multiplicidad de los puntos; método para de-



[ 2]
terminar dicho grado..mmmcrcinncecneeissiisirssnsssnississivenns 87 = o1

Puntos conjugados: estos puntos resultan de los ramos invisibles
de las curvas. Como s¢ conoce si una curva los tiene... 91 — 93

De los puntos de inflexion y de retroceso.

Los puntos de inflexion se determinan por el método de miximos
y minimos. Reglas para conocer si una curva los tiene, y en qué
lugares de su curso se hallan; aplicacion 4 varios exemplos. 93 — 96

Los puntos de retroceso se dividen en dos especies. Método para
determinar estos puntos, y para distinguir 4 qué especie perte-
necen; aplicacion 4 algunos exemplos....cc.vmmreveree cvnane... 96 — 98

De la curvatura de las lineas en sus diferentes puntos; del radio de
curvatura; y de las evolutas.

Teoria del contacto de los circulos con las curvas, y de las evo-

lutas: consequiencias de esta teoria para determinar el radio de
curvatura......... v et ettt e, o 98 — 102
Meétodo sencillo para determinar ¢l radio de curvatura por medio
del teorema de Zaylor. Ildstrase esta doctrina con algunos exem-
PlOSe i e sressienennes. 102 — 106
Expdnese la teoria de los contactos de las lineas curvas por un

método analitico muy general y elegante....ooiernnn.. 106 —— 109
Aplicacion de esta teoria para determinar las tangentes de las curvas;
los circulos osculadores; y los radios de estos circulos..... 109 — 113

Del contacto de las paribolas, con una curva qualquiera. 113 — 115
De los coeficientes diferenciales de las superficies curwilineas; de las
superfictes de los sélidos de revolucion ; y de las solideces de es-

tOS..........-.... LR L R R P S Y T T R I T ) IIS — 117
CAPITULO VL
DEL CALCULO DIFERENCIAL EN GENERAL..

Uso de las substituciones y transformaciones para diferenciar las

CANEIAAAES. eeieeerie e et e evteranas e 118 — 121
Diferenciacion de las funciones de dos cantidades variables inde-
pendientes......ccoeiinniiniriiininnan. bt corasennen 121 — 123

Teorema de Taylor relativamente § las funciones de dos cantida-
des variables: propiedad importante de los coeficientes diferen-
ciales de varios ordenes; aplicacion de dicho teorema para ha-
llar con mucha brevedad la diferencia de una funcion de dos va-
riables......... G b e treresseennre et areneas ceverenes 128 — 127

Otras propiedades de las diferenciales de varios drdenes.. 127 — 129

Diferenciacion de las funciones que contienen tres, ¢ un mayor

[ 13 ]

ndmero de variables...comnieiieininns e 1 R .1
De la diferenciacion de las equaciones............ ovnssms i 131 — 134
Diferentes supuestos que se pueden hacer relativamente 4 la varia-

bilidad de las dos variables, y resultados que les corresponden:

transformaciones relativas & dichos supuestos............. 134 — 158
Expresion de los coeficientes diferenciales en el supuesto de que
una funcion de las dos variables varia uniformemente...... 138 — 139

Condiciones que deben verificarse para que una equacion diferen-
cial propuesta,, provenga de la diferenciacion de una equacion o
relacion primitiva entre dos cantidades variables............ 139 — 142

Aplicacion de la doctrxqa antec.edente.a las funciones d1fe,renczales:
propiedad de las funciones dlferenqxa{es que se refieren 4 una re-
lacion entre las dos variables; manifiéstase que esta propiedad no
se verifica en las demas funciones:............ ............ e 142 — 144

Transformaciones de las funcioqes.c.hferencmles, relativas 4 los dife-
rentes supuestos sobre la variabilidad de x € y........ corsasansserenaeen 144

Las cantidades constantes, y las funciones irracionales y transcen-
dentes que una equacion incluye; se pueden hacer desaparecer
por medio de la diferenciacion............ s, 144 — 146

Determinacion de los coeficientes d.lferencmles en el supuesto de que
dos equaciones expresen la relacion entre tres variables. 146 — 149

Observacion importante relativa 4 las equaciones diferenciales de
segundo orden. .. vevrevinnnns s e TTTRTTTT - 149 — 150

Diferenciacion de las equaciones que contlenen tres variables: eli-

" minacion de las cantidades constantes, y de las funciones arbi-
TLALIAS o veorrrnessesaesess et srsss e st st ssnsssssisiscnes 160 — 162

De las equaciones de condicion que deben werificarse para que una fun-
cion sea la diferencial de otraﬂf710107z...........................,.... . 153 — 158

Propicdades notables de las funciones homogeneas............. 158 — 160

Del céleulo diferencial fundado en las consideraciones de las canti-
dades infinitamente pequefas de varios Ordenes, 0 método de los
infinitamente PeqUENOS...c.vmiirsimiineierisis i, PR 161 — 163

Aplicaciones del cdlculo diferencial segun el método de los infini-
tamente pequefios. Manifiéstase con algunos exemplos la a,nalogla
que cxiste entre este método y el de los limites......... 104 — 167

CAPITULO VIL

CONTINUACION DE. LAS APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL
A LA ANALISIS Y A LA GEOMETRIA.

Método general para transformar en series qualesquiera funciones

explicitas ¢ IMPlICItas oovmeevnnicianannnninn. et e - 16‘7 — 173
Uso de este método en los casos en que el teorema de Taylor no ¢
puede transformar en serie la funcion /(% == A)werernn. 17§ — 176

Formula general para transformar en una seric ordenada segun las



[ 14 ]

potencias de x, ¢l valor de y dado por la equacion y — % xf
; et eibe Srieirsseereeereseenraettstieaans crere et tuertaee eererre s tnrnns e 176 — 178
Otra formula general para hallar la serie que expresa el valor de
una funcion qualquiera de y, dada esta cantidad por la misma
equacion. Por medio de esta serie se halla la anomalia verdade-

ra, dada 1a medide..eo oo ce oo 178 — 181
Exposicion del método inverso de las series segun Newton : uso
del método de los coeficientes indeterminados............... 181 — 183

Uso de las formulas generales antecedentes para resolver los pro-
blemas relativos al método inverso de las series : superioridad de
estas formulas sobre los otros métodos........o.oremnn... 183 — 18¢

Transformacion en series de las funciones de dos cantidades varia-
bles............ e e et be s ebens e . 185 — 186

De los maximos y minimos de las funciones de dos cantidades varia-
DIES oucuviin viriicticnresre e e e 186 — 189

De las funciones de dos cantidades wvariables que en ciertos casos par-

. - . . . o [o'e}
ticulares se reducen 4 las expresiones indeterminadas — , =5 O X o,
o]

Y 00 == CO.uiiuiiiins rririniineenannane. frtt st e e e eae 189 — 191
Uso del cdleulo diferencial para hallar por aproximacion las raices de
LaS CQUACIONES uvvvvvvs vevirereerirsrrs s seessesssieesae st sovssseeseessensses 191 — 104

Continuacion de las aplicaciones del cilculo diferencial & la tedrica de las
lineas cur-vas.

Consideracion de las coordenadas polares de las lineas curvas: Ia
equacion de una curva relativamente 4 sus coordenadas rectan-
gulares, se puede transformar en la que corresponde 4 las pola-
(L PO e e et 194 — 197

De las tangentes, subtangentes, normales, &c. de las lineas cur-
vas referidas 4 las coordenadas Polares...........reeeerer .. 197 — 200

CAPITULO VIIL

PRINCIPIOS DE LA TEORICA DE LAS SUPERFICIES CURVAS , Y DE LAS
CURVAS DE DOBLE CURVATURA; Y APLICACION DEL CALCULO
DIFERENCIAL A ESTA TEORICA.

Equaciones de Ia linea recta y del plano: expresiones de los 4ngu-
los que hace un plano dado con los de las coordenadas. 200 — 20 5

Equaciones de las proyecciones de una recta dada; de un plano
perpendicular 4 dicha recta; y de la esfera. Expresion del coseno
del dngulo que forman dos rectas dadas que se cortan en un pun-
to, y del coseno del dngulo que hacen dos planos dados. 205 — 210

Equacion general de las superficies de segundo drden. Diferentes
equaciones de una superficie curva, relativas 4 las diferentes si-

[ 15 ]
tuaciones de los exes y del origen de las coordenadas....... 210 — 216
Transformacion de la equacion general de las superficies d? segun-
do drden correspondiente 4 la mudanza del origen de las coor- o
denadas, y de la direccion de los eXeS...ooonnnnns .1........8217ﬁ—iezsx
Equaciones particulares que se deducen de la gene.téx 5 Y ugersc ;
que les corresponden. Asimptotas de las superficies curvas, y

1 )
coordenadas polares de estas superficies.......... e 2;;85 :11-225
i ; equaciones de esta -
as curvas de doble curvatura; eq
Or\lfgsn ! ettt s esiasnsen e 22§ — 226

/ . . r 4. .
Aplicacion del cdlculo diferencial & la teérica de las superficies cureas,
y de las curvas de doble curvatura.

Expresiones generales de la diferencia de la ordenada de una su-
perficie curva: equaciones del plano tangente y de la normal en

un punto de una superficie curva......... ST et 226 — 231
Teoria general del contacto de las superficies: diferentes ordenes

....... — 233

de 105 COMEACLOS.ceviiriviiremiarinraiiescntniteniet cbraasins e 231 33

De las esferas osculatrices ;. c}el radio de curvatura de una seccion
qualquiera de una superficie, y de las secciones de la maxima y
Minima CUrvatlra. ... eeeeeenecresens eerererereeeareeeeeoeerarats e 233 — 230

De las mdximas y minimas ordenadas de una superficie curva. 256 — 237

Aplicacion del célculo diferencial 4 las curvas de doble curva-
TULQereerrerererererannereene oo reererrarernaaaeeans vererveesanes veveiensnninnienes 287 — 241

CAPITULO IX
APLICACION DEL CALCULO DIFERENCIAL A LA MECANICA,

Del movimiento uniforme, y uniformemente acelerado: formulas
que expresan las diferentes relaciones entre el tiempo , la veloci-
dad, el espacio, la fuerza agelerat}‘lz, y la MAaSA.ouscvernevens 242 — 247

De la composicion y resolucion, © fiescomposmlon de los movi-
mientos uniformes, ¢ de las velocidades.....coovvirvriecnniens 247 — 249

De la composicion y descomposicion de los movimientos unifor-
memente acelerados, O de las fuerzas aceleratrices............. 249 — 250

Del movimiento rectilineo en general: relacion entre el tiempo,
la velocidad, el espacio, y la fuerza aceleratriz, en un movi-

miento variable qualquicra.......eieieinieninnen. ST 250 == 252
Demuéstranse estas relaciones con mucha generalidad, elegancia y
sencillez,, por medio del teorema de Taylor.............. e 282 — 254

Del movimiento curvilineo : refiérese este movimiento 4 los rectili-
neos. De la curva que describen los proyectiles en ¢l vacuo. 254 — 245

Composicion y descomposicion de las fuerzas y velocidades en el
movimiento curvilineo. Equaciones generales del movimiento de
UL CUCTPO.crusceranas criirrrcniessessmmssrasens sinsessassensasssrmmssssnannenens 2§ § ~— 200



L 16 ]

Del movimiento causado por una fuerza central: determinase Ia ex-
presion de esta fuerza en el movimiento circular. ............ 260 — 201

De la fuerza central ¢n virtud de la qual describen los planetas sus
orbitas respectivas: determinase la naturaleza 6 expresion de esta
fuerza por medio de las dos primeras leyes de Kepler; y por
medio de la tercera.. .ooiiinvien et e e 261 — 263

De las masas de los planetas que tienen algun satélite: determinase
la de Japiter por medio de su quarto satélite....oumeinrerninmnrnes vonne 203

INSTITUCIONES

DEL CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL.

CAPITULO L

Del método de los limifes.

I. En algunos ramos de las ciencias matemdticas, como son la
Arismética, el Algebra &c., se supone que las cantidades tienen un
valor fixo y determinado ; unas como a, b, ¢ &e¢. son dadas © cenoci-
das; y otras como x, ¥,z &c. se llaman incignitas , y el objeto prin-
cipal de dichas ciencias es determinar las relaciones que dichas canti-
dades tienen entre si, supcniéndolas sujetas & ciertas condiciones ; pe-
ro en los célculos de que vamos 4 tratar se supone que ciertas canti-
dades como x, y, z &c. varian 0 pueden variar continuamente, y que
por esta razon se llaman wariables ; y otras como a, b, ¢ &c. conser-
van siempre el mismo valor en el curso de las operaciones , y se lla-
man constantes. La naturaleza de la qliestion que se trata hari cono-
cer las cantidades que se deben considerar como variables , y las que
se deben mirar como constantes.

2. Toda expresion analitica , compuesta de un modo qualquiera
de una ¢ muchas cantidades variables y de cantidades constantes , se
Hama funcion de dichas variables y de constantes , ¢ simplemente fun-
cion de las variables que contiene.

. . ar —b
Asi las expresiones ax—bx?, ax? — 124 (c—ua3), — &c. son fun-
Y

ciones de la variable x; y ax — xy, axy — bV ()? —ax), 3
- cx {y

loson de x € y.

Si las expresiones ax — bx®, ax — xy las representdsemos respecti-
vamente por z y 2, de manera que z=—ax —bx®, uz—ax—uay, di-
riamos que z es funcion de v, yzde x € y.

Muchas veces sucede que no se conocen inmediatamente las fun-
ciones z O # , y que para determinarlas es necesario practicar algunas
operaciones ; como, por exemplo, si z y # fuesen dadas por las equa-
ciones z° ~=ax’3z? 4+ bxz—-cx == 0, 143 —4=ay® = bxit = cxiy 4 dx*r = o.
En este caso z es funcion de v, yu de & € y; pero estas funciones se
llaman dmplicitas para distinguirlas de las antecedentes, que se ilaman
explicitas.

Las funciones se dividen tambien en enferas y fraccionarias ; en
aquellas los exponentes de las variables son positivos en todos sus
terminos, y o debe haber en ellas denominador alguno, 4 menos
de componerse tinicamente de cantidades constantes ; y en las otras
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alguna de las variables estd G puede estar en alguno de los denomi-
nadores.

3. Quando todos los términos de una funcion entera de dos @
mas variables son de una misma dimension 7 ; la funcion se llama ho-
mogénea y de dimension 7; y si en una funcion traccionaria, cuyos
términos se han reducido 4 un denominador comun, es este una fun-
cion homogénea de dimension 7 y el numerador de dimension 7; di-
cha funcion fraccionaria se llama homogénea y de dimension n—m.
Hemos de advertir que en las dimensiones de los varios términos no
se cuentan las de las cantidades constantes. Por exemplo, si a, b, ¢ &c.
son cantidades constantes , ax3—bys —-cxy?—+fx*V (x?~-2xy ) es una
art— 2 y4=by V(2 —ay)

eV (& +3")
es tambien homogénea, y su dimension ==3— 1==2. Si m fuese =1,

ax® —by*

funcion homogénea de dimension 3;y la funcion

, la funcion se llama de dimension nula; y si

COnRIo €n 2
! (aVa® — 2y )

m>n, la dimension de la funcion serd megativa; por exemplo, la
dimension de la funcion ——‘:—t:y—- es— 3.
atm-by'y
4. Para representar de un modo general una funcion qualquie-
ra de una cantidad variable;la escribirémos dentro de un paréntesis,
anteponiéndole la letra ¢ caracteristica f. Asi la expresion f(x) re-
presentard una funcion qualquiera de x, sea Ia que fuere.

Del mismo modo representarémos por f(a, ¥ ) una funcion qual-
quicra de las variables independientes x €y 5 por f («,7,2 ) una fun-
cion qualquiera de las variables independientes x, 7, 2; y asi de las
demas funciones.

5. Una cantidad variable, que decrece indefinidamente, lo puede
hacer de dos modos diferentes, que considerarémos sucesivamente.

i® Una cantidad variable , que disminuye continuamente de un
modo arbitrario, ¢ segun una ley dada, puede llegar en muchos ca-
sos no solamente 4 ser cero, sino tambien negativa; pues aunque una
cantidad luego que llega 4 ser cero cesa de existir, conviene muchas
veces considerarla como nula ¢ cero para determinar el valor de otras
cantidades que dependen de aquella, y que en este supuesto suelen
tener un valor determinado ; y para otros muchos fines que seria lar-
go explicar. La doctrina de las lineas curvas es una prueba continua
de esta verdad , que manifestarémos con un exemplo.

Sca la curva representada en la fig. 35 la conchoide de Nicomedes;
A el origen de las abscisas AP, que llamarémos x; PM una ordena-
da qualquiera y ; serd su equacion x%*=(by )* (a*—)* ) 5 la qual
manifiesta cvidentemente que la abscisa a no solamente puede decre-
cer y llegar 4 ser cero, sino tambien pasar al otro lado del punto A
respecto del punto D, 6 ser negativa, pues en ambos casos los valo-
res de y serdn reales. Si suponemos x==o en dicha equacion, se re-
ducird 4 (b-+y )* (a®—y? )=o, que tiene quatro raices, 4 saber,

DE LOS LIMITES. »
J

&, —a,—b,—Db; la primera pertenece al punto F del ramo superior
C’' FC de la curva; la segunda al punto f del ramo inferior ; y las dos
raices iguales —/,— 4 indican el punto E, que aunque pertenece 4 la
curva propuesta estd separado de su curso. (Véase el niim. 149.) El
cero se puede considerar en este caso como el origen comun de las
cantidades positivas y negativas. Pasemos ahora 4 considerar otro mo-
do con que las cantidades pueden decrecer indefinidamente, del qual
resultard otro respeto con que se puede considerar el cero.

2?  Supongamos que a sea una cantidad constante, y x una varia-

ble que aumente continuamente segun el dorden de los niimeros na-
i . . . a

turales 1, 2, 3, 4, § &c. al infinito; la fraccion — decrecerd conti-
T

nuamente , y podra llegar 4 ser menor que qualquiera cantidad asig-
nable ¢ dada; pero jamas llegard 4 ser nula 0 cero. Lo mismo suce-
deria si en vez de suponer que x aumenta segun el drden natural
de los niimeros 1, 2, 3, 4, 5§ &c., supusiésemos que creciere indefinida-
mente de otro modo qualquiera hasta que pudiese llegar 4 ser ma-
yor que una cantidad dada. He aqui pues otro modo con que una
cantidad decrece, acercindose mas y mas 4 cero, sin que jamas pue-
da llegar 4 ser nula, el qual pertenece particularmente ai método de
los limites ; y por lo mismo considerarémos en adelante de este modo
las cantidades variables que decrecen sin fin. Esto entendido:

) 6. S‘z' una cantidad varia acercandose continuamente i otra cantidad
6 expresion , de manera que la diferencia entre esta Y aquella pueda le-
gar a Ser menor que qualquiera cantidad dada, por pequeiia que sea
sin_que jamas pueda legar & serle igual ; dicha cantidad ¢ e.m‘presio;;
se lama el limite de la otra. Si suponemos, por exemplo, que la can-

- d a
tidad 6 razon — i i i A

— decrece indefinidamente acercindose 4 cero del
modo que acabamos de decir; serd o el limite de la cantidad & ra-

a - s .

zon —. Ast, cero es el limite de las cantidades é razones que decrecen
indefinidamente, 6 sin fin; y este es el otro respeto con que se puede
mirar el cero.

Al contrario : si suponemos que x disminuye continuamente hasta
que lleg;‘ue a ser menor que qualquiera cantidad dada ; la cantidad &
razon — A i a

; Crecera continuamente , y podrd llegar 4 ser mayor que
qualquicra cantidad por grande que sea ; pero como & jamas puede
llegar 4 i d imi ‘ d
: gar 4 ier igual 4 su limite cero, tampoco — podra llegar 4 ser
igual 4 %, Por 1o que 1 ion = & ( haci :

. ue la expresion — - =
- q presion — & ( haciendo a=1 ): se pue-

de ot . ’ .
cenc?xgzile\}ierf?(liﬁ como una especie de limite de las cantidades que cre-
ldamente, O sin fin; y sirve para denotar que la cantidad
A 2
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que representa, crece sin fin, y pucde legar a ser mayor que qualquicra
cantidad dada por grande que sed.

. .1 .
7. Hemos dicho que la expresion — se puede considerar como
o]

una especie de limite de las cantidades que crecen sin fin; porque 4
la verdal no se pucde considerar este limite qual le hemos definido
( miim. 6. ); esto es, que no se puede suponer que una cantidad que
crece sin fin llegard 4 un valor tal, que la diferencia entre dicho va-

lor y —:- serd menor que una cantidad dada por pequefia que sea; an-
tes al contrario, por denotar -;— una cantidad que crece sin fin, de
modo que puede llegar & ser mayor que qualquiera cantidad dada, se
sigue que una cantidad, por grande que sea, jamas se puede suponer
que se acerca & %, de modo que su diferencia sea igual 4 una can-
tidad dada K, por grande que esta sea ; porque si esto fuese posi-
ble, llamando @ dicha cantidad, tendriamos a—}-—[{:%, cuya equa-
cion manifiesta que la cantidad que % representa , solo puede cre-
cer hasta llegar & ser igual 4 a+ K, lo qual es contra lo supuesto.
8. Algunos autores llaman 4 la expresion —g— cantidad infinita, y
al cero © % cantidad infinitamente pequeiia. Pero esta definicion es su-

mamente imperfecta, y enteramente opuesta 4 la idea que tenemos
de la cantidald. Esta por su naturaleza es siempre finita y capaz de
aumento y de diminucion, y por consiguiente en el instante que se
supone infinita 0 cero cesa de existir. Cero ni es cantidad, ni pue-
de tener valor alguno;y segun acabamos de ver, solo se puede con-
siderar 6 como el origen de las cantidades positivas y negativas, O
como el limite de las cantidades O razones que decrecen indefini-

7 . . . I
damente, J sin fin. Del mismo modo la expresion — no es una can-
Q

tidad, sino un signo para denotar las cantidades O razones que cre-

cen sin fin ; de manera que si en virtud de algun supuesto particu-

lar una cantidad variable ¢ una funcion quaiquiera se transforma
I

en —, no dirémos que dicha variable ¢ funcion es en este supues+
Q
to infinita, sino que crece indefinidamente, y puede Ilegar & ser ma-
yor que qualquicra cantidad dada por grande que sea. Sin embargo
se suele decir que dicha expresion es igual al infinito, y se repre-
. I . .
senta tambien por oo ; de manera que — = oo = infinito; pero por
o
el infinito mo hemos de entender una cantidad realmente infinita , sino
una cantidad que crece indgfinidamente , y que por lo misino puede He-

DE LOS LIMITES. 5

gar 4 ser mayor que qualquiera cantidad dada por grande que sea; ¢
bien sea el limite de las cantidades que crecen indefinidamente , 6 sin
fin; y en este sentido le considerarémos siempre en estas Institu-
ciones.

Para ilustrar lo que acabamos de decir acerca del infinito, su-
pondrémos que en el trifngulo ABC ( fig. 1), el dngalo B y el
Iado AB permanecen constantes , mientras que el dngulo BAC y
el lado BC aumentan continuamente; y tirese A D paralela 4 BC.
Tendrémos sen. C, 6 su igual sen. ( B4=BAC): AB:: sen. BAC,
. . AB. sen. BAC R dente . ,
:BC= o (BB ACS Sentado esto, es evidente que quanto mayor
sea el dngulo BAC, tanto mayor serd el lado BC, el qual pucde
crecer indefinidamente ; de manera que si en lugar del dngulo BAC
substituimos su linite BAD, en la expresion antecedente de BC
resultard el Iimite de esta cantidad. Pero como B—+ BAD=—=180°,

- .. AB sen. BAD , .
serd su seno—o, y por consiguiente B(C=—=-——-————, 0 hacien-

Q
I .
do AB sen. BAD—1, BC—=— ; cuyo resultado manifiesta, que
O
quando el dngulo BAC crece acercindose 4 su limite BAD;el la-
do BC crece indefinidamente , y puede llegar 4 ser mayor que qual-

quiera cantidad dada por grande que sea.

. . . a
Si reducimos la fraccion —
aq—
, a x 2® &3 . . .
f4 ————=—=1- — — — -+ — -+ &c. continuada indefinidamente;
a—2x a a a

4 una serie de monomios ; se-

. ’ a
y suponiendo x==a, tendrémos — == 1~ I+ 1 =1~ &¢., cuya equa-
o

. . . a . 7 .
cion manifiesta que la expresion — es igual & la suma de la serie
(¢]

I—1—I-1~-1- &c. , la qual crece indefinidamente, y por consi-
guiente puede llegar 4 ser mayor que qualquiera cantidad dada por
grande que sea. '

10. Aunque las cantidades & razones, consideradas en general, pue-
den aumentar ¢ disminuir indefinidamente ¢ sin fin , y tienen por li-

. I . . ,
mites — y cero; las funciones de las cantidades suelen tener por li-
o

mites cantidades finitas y determinadas; esto sucede quando una fun-
cion en su forma actual, 6 en otra que se le puede dar, se compo-
ne de una parte constante, y de otra variable que disminuye conti-
nuamente acercindose 4 su limite cero, en cuyo caso la parte cons-
tante es el limite de dicha funcion.

,Si supoinemos, por exemplo, que a es una cantidad constante, y
x € y dos variables que decrecen continuamente acercandose al limi-
te o; a serd evidentemente el limite de las funciones a—ux, a—+).
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. azx
La funcion

en la qual se supone que « aumenta indefini-

b
a--z
damente, tiene tambien por limite a; el qual se descubre ficilmente
7 a:
1dole la forma a — ; i
dar Aalorma @ — ——-; pues es evidente que quanto mayor

2z

fuere x, tanto menor seri

7. 2 S que jamas pueda llegar 4 ser ce-

ro; por consiguiente o seri el limite de la funcion ,
e ax a~=x

, 0 de su igual .
a=——x a=z

y a el de

(1 —

I X

A : ‘o . 1 1
Si tuviésemos la progresion geométrica decreciente 1 y =y =y —

2 b L4
I 2 4 8
— &c., y tomamos la suma de un néimero qualquiera x de sus

9

terminos ; quanto mayor sea este niimero, tanto mas se acercari dj-
cha suma 4 Yaler 2, a cuya .cantidad se podra acercar quanto se qui-
siere sin que jamas pueda igualarla ; y por consiguiente serd 2 el li-
mite de la suma de dicha progresion.

Esto se puede tambien manifestar considerando Ia suma gene-

I

ral 2 — de Ia referida progresion; pues es evidente, que quan-

2 %=1

to mayor sea x, tanto menor serd la fraccion

—~— » la qual puede

llegar 4 ser menor que qualquiera cantidad por pequeiia que sea, pe-
I

ro jamas serd = o ; serd pues o el limite de , ¥ 2 el de la fun-
I

, . I I
» 0 el de la suma de la progresion 1 —, —, 5
2 4

cion 2 —
1 . .

— &c. que dicha funcion representa.
I

11. Sien el circulo ABDEFG ( fig. 2. ) inscribimos un poligo-
no qualquiera ABDEFG, quanto mayor fuére el nimero de sus la-
dos, tanto mas su circunferencia y su”superficie se acercarin 4 con-
fundirse respectivamente con la circunferencia y superficie del circu-
lo; de manera que las diferencias respectivas podrin ser menores que
qualesquiera cantidades dadas, pero jamas seran nulas. Lo mismo di-
rémos de la circunferencia y superficie del poligono circunscrito
HIKLMN ; de donde concluirémos gue la circunferencia del circu-
lo es el limite de las circunferencias de los poligonos que se le pueden
inscribir y circunscribir ; y su superficie es tambien el Lmite de las St=
perficies de los mismos poligonos.

La funcion incluye dos limites distintos ; uno para quan-

do la variable x decrece continuamente acercindose 4 su limite o,
y otro relativo al supuesto de que la misma variable aumenta acer-
, . s e I
cindose continuamente al limite —. En el primer caso la funcion
o ‘

’ . . a . . -
propuesta se acercara quanto se quisiere 4 — sin que jamas llegue 4
c

DE LOS LIMITES. 7

a

serle igual, y por consiguiente — serd su limite. En el segundo caso

b2
. . x 7
transformarémos dicha funcion en ——-——,la qual se acercard tanto
’ S+
mas 4 - quanto mas se acercare X 4 su limite = de manera que

b 5 i .
la diferencia entre ——— y = podra ser menor que qualquiera
U

- b ” - . : -
cantidad dada; y por lo mismo — serd el limite de la funcion pro-

puesta.

12. S1 suponemos que <, €, v &c.son cantidades constantes po-
sitivas, a, b, ¢ &c. constantes positivas 0 negativas, y que la varia-
ble x decrece indefinidamente , acercandose a su limite cero, en la

serie ax” — bxc = cx” = &c., setd o el limite de la suma de di-
cha serie; por consiguiente, si en el mismo supuesto tuviésemos la
funcion 4 —+ ax” ~+ b i o+ &, representando 4 una can-
tidad qualquiera que no incluye x, seria 4 su limite.

Tambien es evidente que si x aumenta sin fin en la serie

ot

X
e - &, serd igualmente A el limite de A -+ —=
£ y o
X & X
b c
- -+ — —+ &c.

13. De estos principios se infiere, que si tuviésemos una serie or-

denada relativamente 4 las potencias de x, comenzando por la me-
nor como ax. -+ bxc +— cx” —~+ &c., en la qual es a<llb<y< &c.,
y supusiésemos que x decrece indefinidamente ; el primer término
ax” llegard 4 ser mayor que la suma de todos los demas. En efecto,
dando 4 la serie propuesta la forma x” ( tz—f—bxé—“ o’ & ),
verémos claramente , que si x disminuye indefinidamente , Ia expre-
sion ba + e’ e & llegard 4 ser menor que la cantidad da-
da a; por consiguiente, llamando % el valor de x, en este caso ten-
drémos a = bA " o= o " - &e. ,y ak’ > b e R - &
Del mismo modo probariamos que el término b llegard tam-
bien 4 ser mayor que la suma ¢a” - dx’ =+ &c. de todos los que le
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siguen; y en general que x decreciendo indefinidamente ; un térming
. Lot ¢ ¥ P

qualquiera de la serie ax —bx — X' — &0 lggard & ser mayor

gre la suma de todos los que le siguen.
14. Si en vez de suponer que las varias potencias de x van au-

. o € ¥ .
mentando en la serie ax —+bx —+ ca” - &c., y que x decrece in-

definidamente ; se supone que estas potencias disminuyen continua-
mente ; de modo que a>C>7> &c., y que x aumenta sin fin,

, . eye . , . o
demostrarémos con igual facilidad que ¢l primer término ax  llegard
4 ser mayor que la suma de todos los demas. Para ello le darémos

o b .
esta forma & (a—+ -+ -+ &c. ), la qual mani-

rd_——C 2

fiesta evidentemente que creciendo x indefinidamente ,

ot—G
x

c s 7 . -
e ———— ~ &c. llegard 4 ser menor que la cantidad dada a; y si
5T A
llamamos % el valor de x que la hace tal, tendrémos a >
c o € ¥
-+ ——— = &, ¥y ak >bh -k’ 4= &e
Y
Del mismo modo probariamos que en este mismo supuesto #n

Pl G

término qualquicra de la serie ax -+ bx 4 o - e llegard a4
ser mayor qie la suma de todos los que le sigue.

15. De la definicion que hemos dado del limite de una canti-
dad (mim. 6.) se sigue que:

1% Dos cantidades que son ¢l limite de una misma cantidad 6 fun-
cion , son necesariamente iguales. Pues si entre dichas cantidades hu-
biese alguna diferencia &, la cantidad ¢ funcion, de la qual son li-
mite, no podria acercarse 4 una de ellas mas que de la misma di-
ferencia £, lo qual es contra dicha definicion.

2% Si dos cantidades 6 funciones que warian, acercdndose continna-
mente d sus limites respectivos , conservan Siempre una razon constan-
te como de a 4 by esta razon sera tambien la de los limites de di-
chas cantidades ¢ funciones : cuya proposicion es evidente por si misma.

16, Si a es limite de dos cantidades variables X,y ,y bel de otras
dos wariables z ,u; y se supone que mientras estas wariables se acer-
can 4 sus limites respectivos a, b, sea siempre u= 6 >y, y X= 0
> z, los limites a, b seran iguales.

Pues siendo siempre en el primer caso #==y,y z = ¥, csta pro-
posicion no es otra cosa en dicho caso que la del nim. 15 puesta

en otros términos.

L u x
En el segundo caso supondrémos — —1—+4a, — = I ~= €,
N4 z

siendo o, & cantidades variables positivas, cuyos valores respectivos

DE LOS LIMITES. - 9
en el limite son «' €'; y para conocer la razon de los limites ha-

Fe ’ . 7 . ’ » b
rémos x é y iguales 4 a; y z, u iguales & b,y tendrémos — =— g
a
' . ¢ ltado imposible , 4 de ser o
+ e,y o = ~+ &', resultado imposible,, & menos de ser o

— o == €'; harémos pues este supuesto , y tendrémos del mismo modo

que en el caso antecedente a=— b. ‘

~ Estas tres proposiciones forman la base del método de los Iimi-
tes empleado por los antiguos Matemiticos , entre los quales se dis-
tinguio Archimedes : por su medio descubrio este célebre Geometra
varias verdades importantes de la Geometria clemental y prictica,
y resolvig los problemas mas famosos de dicha ciencia, los quales le
diéron una fama inmortal, y le han merecido en todos tiempos los
mayores elogios. El camino que generalmente sigue para demostrar
sus proposiciones consiste en comparar la cantidad cuyo valor quie-
re determinar, 4 otra cantidad cuyo valor es conocido, cuyas canti-
dades son 4 un mismo tiempo los limites de otras ; y luego, por me-
dio de las proposiciones antecedentes y del método de exiucion, con-
cluye que dichos limites 0 son iguales, 0 tienen entre si una razon
dada. Los lectores que desearen conocer los descubrimientos que hi-
zo Archimedes por medio de estos principios pueden leer sus obras
publicadas ¢ ilustradas por el Doctor Barcw (1); y sobre todo el
excelente tratado de la Esfera y del Cilindro : nosotros nos cefiiré-
mos por ahora & manifestar su uso para demostrar dos teoremas de
la Geometria elemental. : ‘

17.  Supongamos que HIKLMN ( fig. 2 ) sea un policono re-
gular circunscrito 4 un circulo ABDEFG , y NOP un triingulo
rectangulo cuya base IVP sea igual 4 la circunferencia de dicho cir-
culo, y la altura PO igual al radio CE : esto supuesto, la superficie
del poligono HIKLMN es igual 4 la de un tridngulo cuya base
sea igual 4 la circunferencia de dicho poligono, y la altura igual al
radio CE ; y como la circunferencia del circulo es el limite de Ia
del poligono, la superficic de este serd mayor que la del tridngu-
lo NOP ; pero aumentando el ndmero de los lados, la diferencia
entre ambas superficies llegard 4 ser menor que qualquiera cantidad
dada, por pequefia que sea, y por consiguicnte el tridngulo NOP
serd el limite del referido poligoino; pero la superficie del circulo es
tamwbien el limite de la del poligono: luego serd tambien igual 4 la
de dicho triangulo, y por consiguiente igual al producto del radio CE
multiplicado por la mitad de su circunferencia.

Esto se puede: demostrar mas breve y ficilmente representando
las cantidades por medio de los signos algebriicos del modo siguien-
te. Llamemos a la circunferencia del circulo ABDEFG , cuyo ra-

I Archi 3 J % 09 . o>
VOE' zn 4“:; himedis oge{d é’c 'per 1.‘r. Barrow , exprofessorem ¢c. Londres 1675 , un
B



10 CAP. I. DEL METODO

dio CE—1r; y siendo esta circunferencia el limite de la del poli.go-
no HIKLM N , podrémos representar la de este por -+, sien-

do x una cantidad variable que decrece indefinidamente, acercdndo-
a2

se 4 su limite cero; y su superficie serd = r , cuyo limite es
a

r = ; pero la superficie del circulo es tambien el limite de la de di-

z H . a
cho poligono : luego (n.15.) serd dicha superficic = r — = al pro-

ducto del radio por la mitad de la circunferencia.”

1S. Sea ADF (fig. 5) un semicirculo cuyo didmctro AF = a;
AHTF una semielipse,, cuyo exe mayor—a, y el menor=b; ABDEF
un poligono inscrito en el circulo; y baxando las perpendiculares BK,
DC &c. al didmetro AF que encuentra la clipse en los puntos G,
H &c.; inscribase en ella el poligono correspondiente AG HIF. Sen-
tado esto, tendrémos por las propiedades del circulo y de la elipse
KB:KG::a:b::CD:CH,y por consiguniente Kb + CD.: KG
— CH ::a:b; de donde inferirémos que el tridgngulo ABK es al
tridngulo AGK; ¢l trapecio KBDC al trapecio AGHC;y en ge-
neral el poligono inscrito en el circulo al poligono correspondiente
inscrito en la elipse, como @ es 4 b ;y como csta razon se conserva
constantemente mientras que aumentando indefinidamente el nime-
ro de los lados de dichos poligonos, se acercan estos 4 sus limites res-
pectivos ; concluirémos ( nim. 1 §.) que serd tambien a : b la razon
de dichos limites, esto es, la del circulo ADF 4 la elipse AHF.

19. Si a es limite de dos cantidades wariables X 7L,y b de la
wariable Y 5 y se supone que mnientras estas tres canfidades se acer-

can 4 sus limites respectivos sea siempre Z>Y > X, los limifes a, b
z 4 .
serdn iguales. Porque si suponemos — == I ~= &, —~ = 1 = €,y

y bt ’ rd » . .

substituimos en lugar de las cantidades variables sus limites , inferi-
a , b ,

. : —_— ! — .
rémos del mismo modo que en el n. 16. =14, — =1+ ¢

y que estas equaciones no pueden verificarse 4 menos de ser o' —o==C(,
y por consiguiente @ =b. ) . .

Si una de las cantidades X & Z fuese constante é igual al limi-
te de la otra, tendriamos Z>Y > a, 0 a>Y > X, y por con-
siguiente a = b. . )

Esta proposicion es mas sencilla que la del ndm. 16. , por cuya
razon la emplearémos en su lugar en las aplicaciones del calculo
Diferencial y del calculo Integral. . . ;

0. Si supomemos que a es el limite de la cantidad wvariable X, y
b el de Y > X ;y que mientras estas cantidades se acercan a Sus li-
mites respectivos , su diferencia XY — X decrece continuamente hasta le-

ar 4 ser menor que qualquiera cantidad dada por pequeiia que Sed
los limites a, b serdn iguales. Porque si hubiese entre cllos una c.h-
ferencia & ; la diferencia Y — X, que decrece continuamente, Ja-

DE LOS LIMITES. Iz

mas llegaria 4 ser menor que la cantidad dada &, lo qual es con-
tra el supuesto.

Sobre estas dos proposiciones fundarémos la mayor parte de las
aplicaciones de los calculos Diferencial é Integral : por lo ccmun se
pueden emplear ambas en un mismo caso, y conducen al mismo
resultado, por caminos igualmente directos y seguros, conforme lo
manifestarémos en las aplicaciones de dichos cilculos.

21. Las dos proposiciones ( ndm. 15. ), aunque sumamente sen-
cillas , son la base de toda la Geometria transcendente. En ellas se
fundan igualmente el método que Newfon llama de las primeras y
dltimas razones (1) ; el de las fluxiones (2); y otros descubrimien-
tos modernos. Y finalmente, combindndolas con el cilculo de las
diferencias, manifestc Mr. 4’ Alembert (5) la verdadera metafisica
de los cilculos diferencial é integral, fundandoles de este modo so-
bre principios simples € incontestables , y evitando las ideas vagas y
obscuras de las cantidades infinitas € infinitamente pequefias de que
hacen uso Leinitz (4), el Marques del Hospital (§) y otros autores
para demostrar dichos. cilculos ; como tambien la consideracion del
movimiento empleada por Newton , Maclaurin (6) y otros, la qual
es enteramente extraha a la Andlisis y 4 la Geometria; lo que ma-
nifestarémos luego que hayamos establecido los principios el cdlcu-

lo de las Diferencias.
CAPITULO IL
Del cdleulo de las diferencias.

22 S i una cantidad wvariable x awmenta ¢ disminuye , y llega &
Ser X == K la cantidad indeterminada K, de la qual "ha awmentado
6 aisminuido , se Jloma el incremento , la diferencia finita, ¢ simple-
mente la diferencia de dicha wariable. Del mismo modo s/ warian-
do 'y llega @ ser y == h, la cantidad indeterminada h se lama la
diferencia de y , cuyas diferencias serdn positivas & negativas, segun
% € y hubiesen "aumentado ¢ disminuido.” Pero como muchas veces
se ofrece considerar en un mismo problema- las diferencias de mu-
chas variables y de sus funciones, 4 fin de expresarlas con mas sen-
cillez y guardar uniformidad , se hace uso' de un signo general A
anteponiéndole 4 la variable cuya diferencia se ‘quiere expresar : asi
en luggr de == £ se suele escribir == Ax, y.en lugar de ==/, == Ay;
cuyo signo tiene ademas la ventaja de manifestar iimediatamente ¢l
origen x O y de dichas diferencias.

(1) Princ. mat. de la Fil. Nat. lib. 1 , Sece I.
) Id ik, 2, sec. o. T
€)) Encz'flopz’a'izz metéd. \
E4)) Commzrcium Epistolicum, R
) Analisis de los infinitamente pegucesios, -
" (6) Tratado de- las; fluzioies, :I’”i S
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23. Puesto que las’ cantidades constantes no aumentan ni dismi-
nuyen, y que C€ero no es cantidad ; /a dy‘}rencia de una cantidad
constante 0 de o es cero.

Por consiguiente la diferencia de una cantidad variable , y la di-

ferencia de la swma de dicha variable y una constante qualquiera son
jguales : por exemplo A (x==a)=Ax.

24. Las varias potencias ( Ax )*, (Ax )3, (Ax)* & de Ia
diferencia de una cantidad variable x, se expresan mas sencillamente

2 . 3 S . .
por Ax , Ax &c.; y para que estas expresiones no se tomen por las
. o NS ) E . ‘

o~ . . -, 3 4 T 2

diferencias respectivas de’ & ,x ;& &c., se denotan estas por Ax ,
3 4 : :

Ax,Ax &

25 Problema 19 Suponiendo que en una funcion qualquiera f(x) de
la wariable x, que representarémos tambien por y; X waria y se trans-
Jorma en X == AX; hallar la diferencia de la funcion. ‘

Resolucion. Es evidente que si x se transtorma en x == Ax, la
fancion 7 variard y se transformard en [ (x == Ax ), representando
esta expresion la misma funcion de x == Ax, que 6 /(x)lo es
de x : por consiguiente , haciendo para abreviar f(x=xdn)=y,
y restando 7 de esta nueva funcion, resultard Ay ¢ la diferencia de
la funcion propuesta. G R :

L O DU
Exemplo 1° Sea la funicion propuesta & == ax ~+ b=y =F();
2

serd f(xx=Ax)=y =(x=0x) —+a (x=xdx) 4+ b,y
2 2 2

Ay—=ypy —y—=x = 20Ax —= Ax. —4= ax == adxy —+ b — x
—ax — b === (a—+ 2x) Ax == Ax .. L g
) y 7 ) 14 ) L g > N ARG . “< . ”

Exemplo 22 Sea y = ax ; serdy =f(x == Ax) = a(x == Ax) ]
y desenvolviendo esta expresion por medio de la formula del bino-

n—1 U2
x>

. , s n 2% 1 oy
mio- de Newton , tendrémos ' = a (& == nx Ax =1

2 , N I =2 95 vom 3. IR L e e
Ax FEp— . x" % Ax -4 &c.) , de donde inferiré-
: . 2 g e T N .
. 7 I 7 e T B2 2 n—1
mos Ay =g (= nx Ax +n — X Ax == n .
; - "
VFY 2 75— 3 - . ) - ]
Z N l O’S oz ¢ d L, oakAr (Z( v
59 = ; mos ¥ = et
xemplo 5° Sea y - tendrémo V= P
bax pAax’ o | bax 0 baat
&+ —_ = &c. ). Ay—a(x ———F—
(ba2y  (b+z) )y Ay ( G+ ()
= &ec.). '

Exemplo 4° Si fuese y = V/(aw — %" )= x° (a—x)®,serig )

DE LAS DIFERENCIAS. 13
s . I, . .
—(x*x Ax )% . (a—x=x Ax )? 5 pero sl consideramos ¢ — x como
un solo término , tendrémos por la formula del binomio de New-
I

L i Ax A 2?
ton(a.—xxAx)'::(n—x) = —_

1 3
2(a—ua )% 18(11——-.@)%
A2} . r % .. Az
= — ;——&c.;ycomo(xi&x) —x° == ~
16 (a—=z)* o 2w E
A’ A . % Ax
—_— — — &, serd Y = [ (a—n) = —
847 1622 2(a—ua )%
Az® 1 Az Ax® A}
S — az&c.](xi — — — = —— — & )
8(a—a)* 2872 8 a* 162+
1 L .
. L % 12 a2
= (a—2x) = — . Ax — - Aa® = &
2(a—73)2 8(a=—ua)*
I
(a—2a )2 1
- T — i I — &c. L ==
2472 422 (a~—2x)72
(a—x)5
a—2x)%
-— — =+ &¢.

8at

( reduciendo 4 un comun denominador los coeficientes de Ax y sus

. i x (a—22)Ax 2t At
potencias ) x* (@ — & ) = — ——— —+&e.,
T 272 (a—5 )% 8x* (a—=a )’
. . (a—22) Ax a* At
de donde inferirémos Ay === - - —— — =+ &e¢.
. I - 222 (a=—2x) % 8v* (a—u )7
Exemplo 5° Sea y el log. natural 6 Neperiano de & ; serd ¥ = log.
- DAY o . A%
(x=Ax)=log. o (1= — |=lg.x=xlg (1= — |,y
; X ; x
, . . Az ax A FNE
or consiguiente Ay=—=/log.(1 == e —_—— — &e. (1
P g y=log.(1==— - (0

- En el sistema de los logaritmos de Neper el modulo es == 1; pero

si se pidiese la diferencia Ay relativa 4 otro sistema qualquiera, cuyo

L . . : Ax Axt Ax?
médulo = M , seria Ay == M (== —_—— = — &c.).
o & 2a° ga’
: . ' x . xx Dy & Ay
Exerplo 62 Si fuese y == a , seria y' =a —a .a ; pe-
L ®A ’ PO
ro a

X { N R ,‘3' : "o :
‘— 1= Ax.log. a4+ il (log.a)" = -éi—,(log.a)?-}-&c. :
2 ‘ : 2.5 : ‘

' : N &) T3 e
luego y' = a (1= Ax.log.a-—;—-f-}— (log.a) = £ (log.a)’ 4+ &c.),
; : 2.3

(1) Véase Euler Introd: in Anal. infinit. t. 1, pig. 89, 92 ; ¥ Lagrange Théorie des
Jonctions analitizues., pig. 18, 19, 20. o -
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g Ax® A

y &y =a" (8. lg. a == (Iog.a)? = = (Iog.a)? -+ &c.)
2 . 2

Exemplo 7° Sea y = sen. x, serd y' = sen. (xat Ax ) = sen. x

¢os. Ax == cos. x sen. Ax; pero suponiendo el radio — 1, es cos. Ax

Art Axt Az} A8
= —— — &c.; sen. Ax— Ax — + — &ec.:
2 2.3 .4 . 2.3 2.3.4.5
, Ax® Ax?
luego y' = sen. x == Lx cos. x — sen. X == cos. x + &c. ;¥
2 2
Ax® Al
LAy == == Ax 0S. X — —— Sen. X == —— 05 x. - &C.
2 2. 3
Exemplo 82 Si fuese y = cos. x, seria y’ = cos. ( x == Ax ) = cos. x
Axt Ax?
€0S. Ax == sen. x Sen. Ax — ¢0S. X == Ax sen. x — cos. x ==
2. 3

. .. Aax?
sen. x == &e., de donde infeririamos Ay == = Ax sen. x —

.3
= - sen. x =+ &c. (1)

2

26. Estos exemplos manifiestan que
12 La diferencia de una funcion de una wariable es igual al agre-
gado de las diferencias de cada uno de sus términos.

2% La diferencia del producto de una cantidad constante multipli=
cada por una wvariable , es igual 4 la cantidad constante multiplicada
por la diferencia de la wvariable : por exemplo A .ay = any.

3° Siy es una funcion qualquiera £(x) de una wariable x , y
substituimos e ella X 2= OX en lugar de x , podrémos suponer £ (x == LX)
=y =y -~ AAX 4 BAX® 4+ CAXS + Daxt + &c. , y por consi
guiente Ay == y' — y = ALX + BAX® o CAX3 4+ DAX4 + &o.
representando A, B, C, D &c. funciones indeterminadas de x.

27. Las funciones y, A, B, C &c. tienen entre si una depen-
dencia reciproca ; de manera que deduciendo A de la funcion pri-
mitiva y , B se deriva de A por una operacion semejante, y del
mismo modo se deduce C de B &c.; pero como para manifestar
como se derivan sucesivamente unas de otras estas funciones nos se-
ria forzoso el empefiarnos en cilculos prolixos, lo reservarémos pa-
ra ‘quando tratemos del cilculo Diferencial, por medio del qual se
demuestra esta proposicion con suma brevedad y sencillez.

28.  Supongamos que z sea una funcion qualquiera f'(x,7) de
dos cantidades variables independientes x é y : en este supuesto z
puede variar por tres causas: 12 por la variacion sola de a, que se
transforma en x == Ax: 2? porque y solamente varia, y se’ transfor-
ma en y + 4y : 3% en consequiencia de variar 4 un mismo tiempo
ambas cantidades x € y. En el primero y segundo caso las diferen-
cias de z que resultan se llaman parciales Yy se expresan respectiva-

(1) Euler, pig. 99 Lagrange, pdg. 22, 25, 24.
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Az ) ’ .
mente por L= Ax, — Ly ; yen el tercer caso resultard la dife-
- Ax Ay

rencia Az. ) .

Como en los dos primeros casos solamente varia en la funcion 2
una de las cantidades x ¢ y, su diferencia se hallard en virtud del
problema antecedente; y por lo que toca al tercero, si llamamos z’
la funcion f (& == 4x,y -+ Ay ) que resulta substituyendo en z,
X -+ Axpor x,yy - Ly por y,la diferencia de z 0 Az sera igual
az — =z ‘ . ) .

Suponemos para mayor claridad y sencillez que las dos variables
x € y aumentan & un mismo tiempo ; pues en caso que alguna de
ellas disminuya, bastara hacer preceder su dxfegen,cm del signo —.

Exemplo 1° Sea z = ax —+ by —~+ cxy, serd 2 == a (x + Ax)
b (D) 4o (T BT) (§ o By ) = av & by 4 cay
(a4 ¢p) Ax =+ (b~cx) Ay + chxldy,y Az—z' — z=(a —+ cy)
Ax 4 (b~ cx ) Ay 4= chxdy. )

Exemplo 22 Seaz=a(y—b)*—x (x—a)?,seriz' =a(y+ Ly —b)?
—(v~+2Lx) (v+20x —a)yY=a(y—>b)y —x(x—a)®
—(3a% —gav +a*) &x 422 (y—b) Loy + (220 — g0 ) Ax?
—+ afy® — Ax?; de donde inferirémos Az (—2z' — z) = — ( 3a?
—gqax +a*) Ax +2a(y—b) Ly + (20— gv) Ax? 4 aldy?
— Aad,

Exemplo 3° Si fuese z == x* — ayx® -+ by3, seria 2’ = (& ~= Ax )+
—a(r+2y) (F+ 02 ) b (y-+ 2Ly ) =t — aya® + bys
- 2v (20 —ay ) Ax —+ (8by? —ax® ) Ay -+ (6x% — ay ) LAt
— 20VAXAY = 3DYLY? - 4TAXZ — AAXEPLY —= DAY o= Aat y
por comsiguiente Az == 28 (2% —ay ) Lx ~+ (gby® — ax?) Ay
+ (6x* — wy ) AX® — 20XDXAY — 3hyLY? = 4VLXS — ALY
= DAY~ At

29. De estos exemplos se infiere que

1% La diferencia de una funcion de dos wvariables es igual 3 la di-
Jerencia de cada uno de sus términos.

2% Siendo z una funcion qualquiera £( X,y de dos wariables in-
dependientes X éy , y A, B, C &e. funcicnes indeterminadas de las mis-
mas wvariables ; se puede suponer z' — f(x 4+ Ax, y + Ay )=z
~+ AAX == BAy 4+ CAX" -~ DAXAY == EAY2 =905 y Az == AAX
= BAy 4= CAX® Daxay 4+ EAy? o= &

- 3% Si en la expresion antecedente de Lz hacemos Ay == o, resul-

- ; . . . .o . bz
tard la diferencia de z relativa G la variacion de X; y serd — A%
AV
= AAX 4~ CAX® 4= FAX3 o= d5c. 5 Y Si en dicha expresion se supone
. A
AX == o, resultard -A—Z- Ay = BAy ++ ELy? + e
: ¥

39. Los coeficientes A, B, C, D &c. de las varias potencias y
productos de 4x y Ay en la diferencia de una funcion z de dos va-
riable$ independientes , tienen del mismo modo que en la diferencia
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de una funcion de una variable ( ndm. 27. ) una dependencia reci-
proca : de manera, que conociendo la funcion z; 4 y B sc derivan
dez;C, D, Ede 4y B &c. por medio de¢ operaciones semejantes,
lo que manifestarémos en el cdlculo Diferencial quando considere-
.mos las funciones de dos cantidades variables.

31. Si entre las cantidades variables © € y 11L1bie§e una_relacion
expresada por la equacion z =/ (%, y ) = 5; ¥ seria funcion de y,
y reciprocamente y funcion de x; de donde se sigue, que si x, por
exemplo , varia y se transforma en x 4= Ax, y variard necesariamen-
tc ; de manera que llamaado Ay el incremento o diferencia que re-
sulta en ¥ en virtud de la diferencia Ax que x adquiere, los nue-
vos valores x = Ax, éy -+ Ay, de x &y deberdn necesariamente sa-
tisfacer 2 la equacion z = o, tendrémos pues z' = f (v + Ax,
¥y -+ Ay)=—o, 0z~ Aix 4 By + Chxiy —+ Day? 4+~ &c.
—o; y como por el supussto esz=o, sera rambien AAx 4 By
+ CLxAy 4+ DAy? 4 &c = o, 0 Az ==0, cuya equacion expre-
sard la relacion eatre Ax y Ay ; de donde inferirémos, que esta re-
lacion se hallard tomando la diferencia de =z como si las variables x é y
fuesen independientes, y haciendo luego Az =o. .

Si, por exemplo, la relacion entre x € y tuese dada por la equa-
ciona(y —b0) —x(x—a)*=—o; la equacion (A)...... — ( 37
— gqax —a®) Lx—=2a (y — b ) Dy + (24——-3x)0Ax2+ a Ay
— A3 = o expresaria la razon G relacion entre las diferencias Ax y

Ly 5 de modo que seria (A ) i s
Ay
g0° — 4av =4 a4’ == (38 — 22 ) Av — @ Ay = Ax®
— : . Y sila re-
Ax 24 (y—10b) )
lacion entre las mismas variables fuese dada por la equacion x+ — gyx®
—+ by3 = o, la relacion entre sus diferencias seria expresada por ( B )...
2v (22 —ay) Ax =+ (s> —ax®) By =+ (68 — ay) Ax?
— 2axAx Ly = 3by Ay 2 4= 4xLX3 — alX®Ly 4 bAy ¥+ LAyt o,
de cuya equacion se puede inferir ( B' Juvcrrorrseeseiscissitrsesenisinnersisssinssi,

Ay
20 (ay — 28° ) — ( 62° — ay ) Ax ~ 2av0y — 3by ._Az_ AY e 47 AX®
x

Ay
ar gby* — ax’
A s
+ AT AY ——b 4 Ay* — Ax?
Ax

. En general dada la relacion entre x éy

por una equacion qualquiera, y siendo 4, B, C &c. funciones inde-
terminadas de x €y, la relacion entre las diferencias £y, Ax se po-
drd expresar por ( C)eviivnee ALx ~+ Bhy + CAx* 4+ Dhxdy

A
mEAY 2 e FAXS -G Ax® Ay 4+ &C. =0, y la razon T‘Z-por (Cc)....

A
A~+ CAzx 4+ DAy + E Y

— T e

Ay == FAZ® - GAxAy - Ge.

———
—

. A% B :
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. Ay
2. En estos tres exemplos hemos deducido la razon —- entre

Ias diferencias de x y de 7, de la equacion que expresa la relacion
entre estas diferencias , prescindiendo de los valores particulares que
se pueden dar 4 & 0 & ». Quando se ofrece determinar dicha razon

suponiendo que v 0 y tienen ciertos valores determinados; suele su-
Ax

ceder que la substitucion de estos valores hacen infinita la razon —
>
la qual sin embargo debe ser finita. Supongamos por cxemplo que

siendo dada la relacion entre & é y por la equacion a ( y —4 )®
. Ay . .
— & (x—a)*=o se pida Ia razon —— entre sus diferencias, en el
Z

supuesto de x = a. La equacion a ( y —b)* —x (x —a)*=o

manifiesta que quando x=—a, y es igual & b; por consiguiente subs-
‘ . . . Av

tituyendo estos valores en la equacion (A"), la reducirdn 4 — =005
. X

pero es evidente que en ¢l supuesto de x =a € y =0, el coeficien-

te de Ax yel de &y en la equacion (4 ) son cero : esta equacion

. ay ’
se reduce 4 alby? — alx® — Lx®=— o,y la razon —, serd dada

. : ay \* Az
por la equacion del segundo grado (—A—;) =1+ — No es pues

- de extrafar que en el supuesto de x = a, la equacion (A') nos dé

Ay . . o
un valor falso de — » buesto que en dicha equacion el conseqliente
X9

de la razon 4y : Ax es la cantidad 24 (¥ — b)), que por el supues-
to de ser ¥ — a2 no debe existir. Si dada la equacion x* — aya?
- by3 == o entre x ¢ y, y la equacion ( B ) entre sus diferencias, se

. - A.y . . N
pidiese la razon - suponiendo x == o ; como en este caso seria tam-

bien y = o, la equacion (B) se reduciria 4 bAy3 — abyLx? - Ax*
R AY-S I a Ay Ax
—o0,04 —

— — = —— cquacion de tercer grado, cuya

b Ax A
resolucion dara los valores de

—— - La equacion ( B ) nos hubiera da-
r

. Ay . '
do — = co por la misma razon que en el exemplo antecedente.
. x

33. El camino que hemos seguido para hallar la diferencia de
una funcion de dos cantidades variables manifiesta el que se debe se-
guir para hallar la de una funcion de tres 0 mas variables |, por lo
que sin detenernos mas en este asunto pasarémos a considerar las di-
terencias de un orden superior.

34. Para maaifestar como se originan estas diferencias supondré-
mos que haciendo variar sucesivamente una funcion de una ¢ mu-

. 4 , ! 7" Iv
chas variables , que llamarémos z, sean z', 2°, =, z V &ec. los valo-
res consecutivos de z quando aumenta, y'z, "z, Mz, & quan-
o

et
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. Iv
do disminuye; de manera que &ec.” 'z, "z, "2, 'z, 2, 2/, 2", 2,

v . (o .
2!V &ec. forme una serie de términos sucesivos. Es constante que

v
(nim. 28.) 2 —z = Az, 2 -2 = A7, 2 —2 =0 2

g — A &e s 3 — 2= Az, 'z — "z = A"z, "z — 'z
— A"z &c. ; sabemos igualmente ( niim. 29. ) que Az — Az == A
(z — =z ), serd pues Az’ — Oz = AAZ.

35. Esta diferencia de la diferencia de una funcion z de una ¢
muchas variables se llama la diferencia segunda de z , 'y se representa
mas sencillamente por A%z.

Por consiguiente Az — LAz == A%z, Az’ — Az = 4%/, Az"

— A= A%, ATV — pg = A2 &c.; Dz — DNz — A%z,
Ay e Ng— A, Nz — A2 = A*'2, &e.

36. Si restamos la diferencia segunda de z, de la diferencia se-
gunda de z', tendrémos A’z — A’z = A? (2' —z )= ALz

La diferencia segunda de la diferencia de z se llama la diferen-
cia tercera de z , y se denota por A3z;y siguiendo el mismo orden,
la diferencia quarta se denota por A%z, la diferencia quinta por ASz,

y en general la diferencia n por Az,

Luego A%z — A%z — A3z, A%z — A% = A3/, A%2" — A%
= N &c.; A%y — A%z == A¥z, A¥Z — A¥z2 = A¥z &c.; ¥
del mismo modo A3z — Az — A4z, Az — Az = A4 & ;
Ay — A¥z — A¥z, A¥z — A3z — L4z &eo; L7 — L4Z
LSz, &e.

37. Es claro que si la diferencia Az fuese = o ; seria 2 = 2.

38. Si z fuese funcion de una sola variable x, hallariamos 2/
substituyendo en lugar de &, &' = x + Lx; Az, substituyendo en
Lz, &= x + Lx enlugar de x; y Ax' = Ax -+ A’x en lugar
de Ax; A%z, substituyendo en A’z por x , ' = & —+ A%, por AX,
AX == Ax + A%x; y por Ay, A%y = L%x 4 Ay &e. ,
 39. Sien una funcion z de dos variables independientes ¢ ¥ subs-
tituimos en lugar de x, &’ == x =+ Ax, y en lugarde y, ¥ =y —+ 4,
resultard 2’ ; substituyendo en Az, ¥ == & =+ Ax por x, ) =y -+ L7
por y, Ax' = Ax —= A%x por Ax,y Ay = Ay -4 A%y por Ay, re-
sultard Az ; si substituimos en A%z, x' = x = Ax en lugar de & , )
— y + £y en lugar de y, Ax' = Ax —+ A’x en lugar de Ax, Ay
=="Ay + A% en lugar de Ay, A% = A%r -+ A3x en lugar de A%%;
y A% = A%+ A% en lugar de A%y, resultard Az'; y asi en adelante.

40. Con la mira de simplificar los cdlculos se suele suponer que
una de las cantidades variables varfa uniformemente; ¢ lo que es lo
mismo , que su diferencia primera es constante, y esta sirve de tér-
mino de comparacion , al qual se refieren las diferencias de las de-
mas_cantidades. Nosotros supondrémos Ax constante en los calculos
siguientes. S
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41. Problema 3° Dada una funcion qualquiera de X ; hallar sus
diferencias segunda , tercera d5c. ‘

Resolucion. Una vez que suponemos Ax constante ; si llamamos
y la funcion propuesta, y substituimos en su diferencia 4y, & -+ Ax
en lugar de x; resultara ( ndm. 28) &sy', de la qual restando 4y,
se tendrd ( ndm. 34. ) A?y. Substituyendo en A% por x, X —+ A%,
tendrémos A% , y restando A%y, resultard ( nim. 30. ) A% 5y asi en
adelante.

7 , , ) Py
Sea por exemplo y = ax ; serd (nim.25.) Ay =a (nx
17— 1 2 n— I Boem 2 flewm D 3
Lx 41 7 ax’ 4 &c);

2
x Lx ~+n .
2 2 .3
y restando esta cantidad de la que resulta substituyendo en ella x 4 Ax
2

. - [7 qu—
en lugar de x , y reduciendo tendrémos Ay —=a[n(n—1)x

1 — . .
_sz dn(n— 1) (n— 2.) x N —+ &c. ]; haciendo la mis-
ma operacion con esta cantidad que con la antecedente, hallarémos
N3 3

Ay —a[n(n—1)(n—2)x Ax?’-i——z——n(n——x)(n-—z)
(n—3) % axt 4 &c. ]; y del mismo modo se hallardn las
demas diferencias.

42. Problema 40 Dada una funcion de dos wvariables independien-

tes x ¢y, que Hamarémos z ; hallar las diferencias segunda , terce-

ra {sc.

Resolucion. Si substituimos en Az, x—+=Ax en lugar de x; y -+ Ay,
en lugar de 7; y &y + A% en lugar de Ay ; resultard (niim. 39.)
Az’ ; de la qual, restando 4z, tendrémos A’z ( ntim. 35. ). Substi-
tuyendo en A’z por X, X ~= AX ; por y, y - Ly; por Ay, Ly —+ A%y,
y por A%, A% -+ Ay, resultard Az’ ; de la qual, si quitamos A%z,
la resta serd A3z ;y asi de las demas diferencias. .

Exemplo. Seaz =y (a~x), serd Az == (a~=x ~= Ax ) Ay
= yox, 02 = (a4 x 200 ) (LY + A% ) ~+ () -+ Ly) Ax
=(a4 04308 ) Ay + (a4 X =200 ) L%+ yox, y A’z
(=02 — Az ) == 2828y + (a—+x 4 280 ) A%y ; L2 = 24x
(&y+oy)+ (a4 v+ 308 ) (LAY + Ay ) =208x8) + (a
+ x4 5Ax ) A =4 (a4 x -+ 38x) A%,y A%z = 3AxL% -+ (a
+ x — 3Ax ) A3y &c.

Los problemas que hemos resuelto, aunque sencillos, manifiestan
como se deben resolver otros mas complicados, y que toda la difi-
cultad de estos se reducird 4 que los calculos seran mas largos.

43. La serie de equaciones ( nim. 34.) dan 2’ = Az’ + 2, 2’

=Az2,2=A0z4+2, z2=~Az2+"2, "2 =A"2, +="2 "2

— IV IV . .y . o e
= A "z 4" "z &c. ; de donde inferirémos haciendo las substituciones
v

z + &c. );
() ' A v : .
2= Az e A"z e AT 2 & = A (‘2 "2 =TT &)

convenientes "z == A"z + A" z 4 &e. = A ("z +
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2= Az 4= Az A2+ AV 2 - &e. = A (2 "24+"2 4+ T
~+ &ec. ), &c., esto es,

S
Un término qualquz ra de la serie &c.,  'z,"z,"z,'z, z, 2,

Z' &c. es igual 4 la diferencia de la mma de todos - los que le Pre‘
ceden.

44. La misma serie de equaciones, y las del ndm. g5. y siguien-
tes, dan 2 == 2+ L2, Lz = Az + Az, A2 = AT ~ A3z.,
Ddr! = Ly, 4= Nz &y 2 — 2 4+ A2, Az /= Az 4 A
L2 = Ay - A3 &y 2 =2+ A, A = Lz 4 L%, A
— Az 4 A%z & 2=+ L2, A2 = A2 4 L, &,

Iv ,
z° " =z 4 Az &c. ; &ec., y substituyendo por z',2", 2" &c., y

sus dlféanCHS , los Valores correspondlemes en z y sus diferencias,

tendrémos 2° =z 4= 202 - A2, 2/ == 2 - 30Z + 302 + Az,
v : .

2" =z 4= 40% = L2 = 403z 4 A%z ; del mismo modo "halla-

. \ 4 ”
rianos = == 2z = §AZ == 10AZ —+ I0A3Z —+ §A%%Z —+ Az &c.;
y observando que los cocficientes de las diferencias sucesivas. de z son
7— I R | 7n—2 R ..
n,n , B . &c., denotando 7 el numero de tér-
2 2

minos que preceden un termmo qualquiera en la serie z,2’, 2", 2",
zp &e. ; concluirémos que

Si Uamamos Z un término qualquiera de la serie z, z', 2", 2", 2"V &c.;

v n el mimero de los términos que le preceden; serd Z — z -+ n Lz

n-— n-—i n-— 2 n-—:1 ne—a2 11—3

I
+n——— A’Z—4n . A3z 4-n . .
2 3 2 - 3 4

D4z 4 &c
45. Siz fuese funcion de una sola variable X,y substltuyesemos
sucesivamente en clla x + Ax, X + 2Ax, X —+ ”ALL &c. en lugar
de x; resultaria 2, 2", 2" &c. (n 34 yq.o), de manera que llaman-
do Z un término unIqUhra dela sericz, 2, 2",z &, ynel
ndmero de los términos que le preceden, hallariamos Z substituyen-
do en z, & + nLx por x : de estoy del teorema precedente infe-
rirémos que
Si en una funcion qualquicra £( x) de una wariable X, qzte repre—
sentarémos tambien por y; Se. subsm‘u) ¢ X —~ DAX en lztgnr de X ; se-
oo nN—1I n—1I Il—-?.
rd f(x+n;ﬁ.x),__,y+ngky+n — Ay -1 — =
Ady 4 &e. :
46.  Sca AMC (ﬁg .) una curva qualquiera referida 4 los exes
AD, AH ; AP, una .1bsusa que llamarémos x ; PM, la ordenada

7/
cor respondientd y=f( %) 5 P un intérvalo constante é=#4; PP’
= PP =PrP= &c. ==:Lx, la- diferencia arbitraria de x; ¥
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PP — k—nAx, representando 7 un ntimero entero 6 fraccmm-

n!
I‘lO 51 por los puntos P ,P',P'.. P se retiran las ordenadas 5/,

Yy e X seray._f( +Ar) y”:f(x—l—zélr) .....
n—1 n— 2
Y — f(x—{—nAv) }/—{—n/_\y—r—n DA% = - o
Aly - ccc ; v transformanc do esta equacmn enf (x-+k)=y
nAv — A% A’y nAL — A HAY — O
+1zAx——— - AX . — —~ NAX . — . .
Av 2 - Ax 2 - 3
A3 Ay k—aAx Ay k— Ax k— 2A%
22 &e =y h— 4k . — =k . .
axd & 2 3
2y 0 .
—— &ec. , concluirémos que :
X

Si en una funcion qualquiera £ (x) ="y de la wvariable x, que cre=

ce uniformemente, se substituye X == K en lugar de X; serd £ (X~ k)

. K “Ay - k(k—nx) Ay -~ (k—Az) (/\—‘Al)
=y n = . i A K 2 3 .
Ay’ B : - .
*Z;-—i—&c

47. Hemos supuesto iguales los intervalos PP', P'P" &c., 6 lo
que es lo mismo AX constante ; porque este supuesto simplifica los.
cilculos, y da 4 la formula anteadune la forma conveniente para el
uso-que de ella harémos en el calculo diferencial; pero en otras oca-
siones. conviene suponer ,guales los intervalos mM ymM ' &c., o lo
que es lo mismo Ay constante : ambos supuestos conducnan al mis-
nio resultado, v solo se d.be dar la pnfuuncm al que facilita mas
las operaciones, 0 es mas conveniente a las miras que se lievan. Pero
no se pueden supoaer constantes’ a4 un mismo ticmpo Ax, MRAVE
porque sicnido eneste caso iguales entre si- PP, P/pP" &e. iguals
mente que mM m M &c., los tridngulos anM , MM &c se-
¥in iguales y semejantes ; los 4angulos M, M’ , Z\/I” &c. serdn tam-
bien’ wuahs por consiguiente la linea A}IC serd recta, vy /()= —
no seria una funcion qualqmera de x segun hemos suouesto, sino
una. funcion determinada de Ia forma a —+ bu.

48 De la serie de equaciones (ntdm. 44.) 2 _._z-+-[\z, 2l =

+2Az—;—A2z -z’ _z+3/\z+2/§’L+A3Z zIV-.._z-;-_IAz,

(/_\.z—o—y.\%—i—/h‘*z &ec.; se mﬁeuz—;—-z 2% = L%,z 2]

-z :3z+3Az+A’z z-+-z —+ 2" —+—z :4~+6Az,-L-4Az.
v

-+ A7, 2 - 2 2 e +z. “__5z+loAz+IoA‘z+5A3

= Dtz y en general

Liamando S la suma de un migmero n de términos de lcz sw ie z,Z,
n-—i n—1i ne— 2"

"/ —
2',z", z .‘&c.‘;semS._nz—kn—————v , Az -+~ n
2

2 3.
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fl—7T n— 2 n=— ne—x e 2 N )
L%~ e, . 3 A3z —+n - . 3 .
n—4 2 3 4 2 3 4
Aty - &,

49. La misma serie de equaciones da Az — 2/ — z, A%z = 2/
—z—20z2=2z" — 22 42z, 32 = 2" — 3 A%z gAz —z == 2"
' ’ ‘. . . v
— 32"+ 52/ —z; del misimo modo hallariamos A4z =z" " — 42" —+ 6"

. 14 Iv . '

— 42 4z, Dz2=2 — 2z 102" — 102" 4+ 52 — z, yen
n (n—1x) C(n—1) (mn—2) n—y

general Az — z —nz n Z

—_n—

. . 2 2
n—2 (n—3) 0).
—_— 77 - &e. (@)
3
. VA P 5 - . .« . IV-
so. Si alguna de las diferencias de la serie z, 2', 2", 2", 2"~ &e.
fuese constante, las diferencias siguientes serian nulas ( ndm. 23. ), y
las expresiones de Z (( nlim. 44. ) y de § se compondrian de un ni-

mero limitado de términos ; por consiguiente las equaciones Z = z
. n——1I 7% I n—I

AL A=t ——— L% - &, S—nz 47 JAY ) .

N ;

1 =2

2 2
A%z ~+= &c., pueden servir de formulas generales para hallar

el ?‘e’rmz’no general , y la suma gemeral de una serie algebrdica qual-
quiera. : '

‘Eaemplo 12 Supongamos que se nos pida el término general, y
la suma general de la serie algebrdica 3, 5, 10, 18, 29, 43, 6o &c. ;
compardndola 4 la serie z, z', 2", " &c. , tendrémos z =3, 2/ = g,
z'=—i1o&c., Dz= (2 —2z)=2, &%= (2 —2z' +2)=3,
A3z = o, A%z == o &c.; y substituyendo estos valores en las formu-

: . s n—1I
las generales, resultard el término general Z =— g§ == 27 =~ 37 -

2
v %+ gn° n—1 17—
= 3 =+ ———,y la suma general §'= 3n = 21 -+ 3n—.

”n—2 n'— n’
== g1 —

2
Exemplo 2° Sea 1, 4, 9, 16, 25, 36 &c. la serie propuesta ; se-
tiz=—1,2'm=4,2' =9 & ; A= 3g, A’z= 2, Adzy las dife-
rencias siguientes nulas ; tendrémos pues el término general Z — 1
n—1

+ g 2 ——— =127+ 2> =(1-+n )%, y la suma general
2 K

Bn—1 n—1 n—2 n—-gn'—4-20}

S=#n—~+ g —— =21 . == .
‘ . 20 : 2

. 3 6 '
Exemplo 3° Si fuese 1, 2, 6, 17, 39, 76, 132 &c. la serie propues-

ta;seriaz —=1, 2 =2, 2’ — , 2'=17; bz==1, APz =3,

(ﬂl)l Iﬁg expresiones Bl (=1 ) , (n=2) &c. denotan ¢l nimero de aceutos
fu{ 4R . .
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Adp == 4, DMz =—o, Az =0 {izc_,I por con:i_g_ulien'ti,_—ézl térmi«
) —= 4n ; . 3 - I

sn 34 , ¥ la suma general S=—#n —+# ?l?r —+ g7 n: -,
n—2 ¢ n—1 7—2 n—g 31z+5n’—3n'3+n4 : H

—_— 4 . . = 5 .
? "Sea dada la seri 6 &c. de 1
Exemplo 4° Sea dada la serie 1, 8, 27, 64”, 125, 216 &c. de los
ntmeros cibicos; tendrémos z — 1,2 ' — § , 2 =27, 2" = 64 &ec.;
Liz =7, A% =12, A%z =6, A*z y las diferencias siguientes = o;
7n-—1I

no general Z seria == I — 7~ 37

de donde inferirémos el término general Z =—= 1 =~ 71 — 121

2
n 2 2T = g g =3 = (1 =7 )3,y lasuma
2 3 7 —1 on n—1 n—12 -t 6n i
general §' = #n - 7n +1 : 3 2

7—2 f—3 7t 213 4= it

. . .

3 -4 . 4 el e e e

s1. El método inverso de las diferencias tiene por objeto el de-
terminar las funciones de las cantidades variables por medio de las
diferencias de las variables, y es uno de los ramos mas dificiles de
las Matemiticas puras; por cuyo motivo dexarémos para otra oca—
sion el considerar dicho calculo y algunas de sus aplicaciones; y aho-

’

ra pasarémos & tratar del calculo diferencial.
CAPITULO IIL
De los principios del calculo diferencial,

£2. Ll./z'ﬂzase calculo diferencial el que enseiia 4 hallar los limites de
las razomes entre las diferencias de las cantidades wariables. Asi 1os que
tuviesen presentes los principios que hemos dado del célculo de las
diferencias, y lo que hemos dicho sobre los limites de las cantidades;
comprehenderdn ficilmente 1la naturaleza del cilculo diferencial, cu-
yo. objeto es resolver este problema general : dada la razon dv las
cantidades variables , hallar el limite de la razon entre sus diferencias.
Problema que puede resolverse en todos los casos, sea la que fuere
la naturaleza de las cantidades que se consideren ; conforme vamos 4
manifestar, dividiéndole para mayor drden y facilidad en otros pro-
blemas particulares. © : ‘ n o
53 Problema 1. Dada una funcion qualquiera £ (x) de la wa-
riable X, que llamarémos y ; hallar el limite de la razon entre sus dife-
rencias Ly, AX.

. Resolucion. Sea la que fuere Ia funcion propuesta y ; su diferen-
€2 &y se puede representar ( nim. 26.) por AAx - BAx? - CAxs

= DAx* -~ &c. 5 y por consiguicnte Ia razon -21— por 4 + BAx
o , Xy
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= CAX? 4= DAx¥ =4 &c. ; de manera, que haciendo BAx ~= CAx?
= DAox? 4 &e. = == __A+X

Esto supuesto; como la dxfeuncm Ax es factor comun de todos los
términos de X ; si suponemos que dicha diferencia dl%n‘luuye con-
tmmmente acercandose 4 su limite cero; X disminuird tambien, y
se acercard continuamente & cero ; por consiguiente, haciendo decre—
cer contmuamente Ax, la razon A = X podm acercarse quanto se
quisicre & A, sin que jamas llegue 4 igualarla : luego { nim. 6.) 4

Ay
cs ¢l limite de 4= X, ¢ de Ia razon —: "de donde se deduce
it o4

esta regla eneral ‘Hillese- la razon entre las difor encias de y y de x,
} }’

¥ haciendo en ella Ax=—o , Se tendrd el limite.

En los exemplos sigujentes - supondremos posmva Ia dferen-‘
cia Aw. ‘.

Av
Ewmplo 1° Sea J=a® —-l—ax—-l-[; 11 ‘razon. — entre Ias dxfe-
. X
rencias de y y de X sera (num 25. ) a4 2% + Ax, Yy haciendo
Ay
Ax = o, resultard a -+ 2x, limite de la razon ——; por manera que
: X

Ay
szzz‘e de 'ZT'~G+2T’

Ay Ax Az . .
§4. Los limites de las razones T &c. entre ‘las di-
ary L..‘)’ X
dy

ferencias de las cantidades, se representan respectivamente por —
x
dx dz dy
— = &c. ; pero hemos, de advertir que la expresion n
(ty ar axy
represenfa. la razon de una cantidad.dy 4 otra C'\ntxdqd a’eromo se

2

no

podria creer ; pues las expresiones @y , dx no las c,onslderamos como
dx

cantidades , sino como signos que puestos baxo las formas —

‘ .. Ay Ax i Y

denotan los limites de las razones —~ - entre las. dlferencus de
, 4 > >

L TR Ay
x y de y : asi'en el exemplo antecedente escribirémos —.- en lu-

= a- 2x.

. .ot Ay . dy
gar de limite de — , y tendrémos

° Az om T Ay -
Exemplo 29 St fuere y = ax ; seria (n. 25.) ——=a (nx
%4

7 -1 13 e 2 N 71— I 7 —2

7L .
——7 x DX —= 1 . x 3Ax2—i—&c.);y
N 2 i . o f :- o - }. »2 . 3 A
‘ . . ody 7n—1
por consiguiente —— =mnax .
ax Ay ’ b
Exemplo Sea — la razon — ser iguald a (———-—-—
P 3 }l ;-i— S Ax g @m-a)
bAw dy ’ ab

— &c el lumte i .

(b-i-x)‘ ) ¥ e Hmie = dvs T (b )

— ==X, por
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. Ay a——2x
Exemplo 4° Seay=—V/(ax —x*): tendrémos = -
Ax 2 ax — %" )2
a‘Ax dy a—2x %)
—_— wa—|—-&c.;yd: —
8(av—a" )t T 2 (ax—2a°" )2 .
. . Ay 1 Ax Az
Exemplo §° Si fuese y ::1 log. x5 serid —— = ———= -i--;—;;—

-

. . y I
— &c. ; y por consiguiente —— = —
X

Ewngplo 69 Si y fuese 1gual qa tendrlamos —’%—__. a (log.a

+-—(log a) &), y—— =a 1004
Q — — iferencia
Ewmplo 79 Sea y = sen. w: ; serd la razon — de la diferer
. , T Ax Ax®
del seno 4 la del arco igual & cos. x — — sen. & — — 3 cos. &
. . 1 dy :
-+ &c. ; y por comsiguiente su limite —— == cos. x'.
. ’ . Ay Ax
Exemplo 82 Si fuese y = cos. x'j seria —— == — sen. & — —
Ax® S dy
€0S. X —- sen. & - &c. , y por consiguiente —— = — sen. ¥ .
" v

55 Problema I Dada la relacion entre las cantidades wariables
X ¢y, por una equacion qualquiera ; determinar el limite de la razon

Ay

\) ,
—~ entre sus diferencias.
"

Resolucion. Sea la que fuere la equacion que expresa la relacion

s Ay . .
entre ¥ € 7, la razon — de sus diferencias (ndm. 31.) se puede ex-
kA

Ay
A= CAx == DAy 4= E -~ Ay 4+ FAz® o= Gre.

presar por — , 0 hacienda

B
CAzx = DAy 4= E —A‘;Ay +FAx =0,

=+ X : esto

B B

supuesto, discurriendo del mismo modo que en el problema ante-

cedente, echaremos de ver, que como todos los términos de X tie-
nen por factores Ax ¢ A)f ; sl suponemos que estas diferencias de-
crecen contmuamente acercandose 2 o ; X decreceri 1gualmenre , Y
llegard 4 ser menor que qualquiera cantidad dada por pequeila que

sera el limite de =+ X, 0 de Ia

5¢a 5 por conmgmente

Ay , dy — A
razon ——; de manera que serd = 5> de donde se de-
N v

. Ay . .
duce esta regla general. Hdillese la razon v de las diferencias , y
x

despreciando los términos que tuvieren por Jactores Lx 6 Ly, se tene
dra el limite.
D
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Exemplo 1° Sea dada la relacion entre & € y por la equacion
Ay .
2 — (e 2 = ¢ 1d X — 2 1
a(y—b)y —x(x—a) o : la razon —— de las diferencias
Ay

, 307 — 4av == a” == (323" — 24 ) A¥ — 2 Ay = Ax®
) ser4 igual 4 il
.31.) serd igus .
(n bo) ¢ g 20 (Y —b) ’
y despreciando los términos multiplicados por Ax 6 por Ay, ten-
, P . . 3 3% —— gax == a’
drémos el limite de dicha razon, ¢ = = 4
dx 2a(y—15)
Exemplo 2° Si la equacion a* — ayx® —~ by3 == o expresase la re-
. : . ,
lacion entre x € y, tendriamos (DN 31. uvvririnnn ST
ay 27 (ay —22° ) — (627 —ay) Ax - 2482y — e, dy
— = — s
CAx 30" ax v
2x (ap — 22" )
P ax’® -

56. De aqui podemos inferir :

1% Que la razon i:—j— se transforma en su limite —%— » quando Ax y
Ly son cero. Por consiguiente, sila razon % incluyese y' 0 X' 5 en
su limite %— serig (nim. 37. )y =y, ¥ == x.

29 Que el calculo diferencial ensefia @ determinar los walores de las
razones de las diferencias de las cantidades wvariables , quando estas di-
Sferencias se suponen iguales d cero @y esta definicion que del cdlculo
diferencial da el célebre Leonardo Euler (1) es muy exicta.

57. Aqui hemos de hacer una observacion analoga 4 la que hi-
cimos ( n. 32.) relativamente 4 las razones de las diferencias quan-
do x 0 y tienen ciertos valores particulares; y es que puede suceder

. . o b .
que la substitucion de dichos valores reduzca el limite —— a la
X

. . o . ‘
forma indeterminada — . Por exemplo, si siendoa (y —#)* —x
o]

o d 2°— gar4=a’
(x—a)=—o,y 2 =3 ki
. dx 2a(y—~14)

ty
—— en el supuesto de ser x = a; como en este caso es y = b, ha-

, se pidiese el wvalor de

&

. dy o . . .
lariamos —— = —, cuya equacion nada nos ensefia, sino que la
. (o]

ax

. Ay .
expresion general de la razon — dada por la equacion (A4 ),de
. - x ' :

: ~ . L. dy o
la qual hemos hecho uso para deducir el limite —, no conviene
de ningun modo al supuesto de x = a, segun hemos visto (n. 32. )

. . Ay \2 Ax
Haciendo pues uso de la equacion (T) == I -~ ——, correspon-

(1) Tustitutionss Calewli Differentialise
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2 4y \? :
diente 4 este supuesto , tendrémos (——dr ) == 1 : equacion de segun~

dy . . ady 28 (ay — 22%)
—_— == 1. € =
do grado que da —- 1. Si fues —

gby" — ax®
como en el segundo exemplo; y quisiéramos hallar su valor quando

#—o; como en este supuesto y es tambien o, tendriamos por la

(o]
misma razon que en el exemplo antecedente — ; pero va-

x| o
., . Ay 3 a Ay
liéndonos de la equacion de tercero grado — - - =
Ax . . . dy \3 a dy
— — = relativa al caso actual, inferirémos { —) — — —o,
b dz b dv
) . dy , dy
cuya equacion da tres valores del limite ——sa saber , =o,
g v
d a dy a ) .
——dy = —y = > En general, suponiendo que la equa-
v av

cion (C)(n. 31.) expresa la relacion entre las diferencias Ax, Ay;

si ciertos valores particulares de & y de y reducen @ cero 4 y B;
dicha equacion se reducird 4 CAx? ~ DAxAy —+ EAy® 4 I'Ax*

- GAx*Ay -+ &c. = o, de la qual inferirémos E (—j—:—)z -+D —2%—

4y \? b
+C—1—FAx—1—GAy-l—-&c.:o,y(a)........E(—‘-i-;—) ~+ D ——

-+ C=—o . Si dichos valores de x y de y reduxesen 4 o, no sola-
mente A y B, sino tambien C, D, E; la equacion ( C) se redu-
ciria 4 FAx3 -+ GAx?Ly - HAxAY? - IAy? 4 KAx* + &c. = o,

A 3 A 2 A
6 I (J—) - H(_Z-) - G Fo KAy 4+ &c = o
Ax a¥ ax :
o A . .
y el limite de la razon -z{— seria dado por la equacion (b ).umine

d & \2 d
I(-—;%—)g—i«H(—%—) —i—G—d)i;-—{—F:o;&c.
¢8. Yaque (ndm.23,25.) A.ayesiguald aldy,y A(y==a)

. . ‘. . ALa A
= Ay si y fuese funcion de la variable x, seria A(‘y —a 2 y
X Ax
A(rxa) Ay .. d.ay dy d{(y*xa)
= : por consiguiente —a
y . Ax Ax P g dx dv y dx
y

[l

dv
59. De la equacion ( ndim. 26.) Ay = AAx + BAx? 4 CAx?
Ax 1 ;

. z P dx
~+ &ec., se infiere = , cuyo limite —— es

Ay A~ BAx 4+ CA® = Cre. dy
igual § — ; { i ;Y 4 -
gual & —: pero (ndm. §3.) 4 es igual § —; Iuego W =5
dx
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. dy . X
Y v dz

. , . dx .
; de donde concluirémos , que el limite o oStd en
o | y

l{y d
. .. y
razon inversa del limite —-

Go. Sea y una funcion qualquiera de x,y = una funcion qualquie-

ra de y; si suponemos Ay = AAx —+ BAx? +- CAx3 + &c., Az

— A Ay + B'Ay? 4+ C'Ay3 4 &c., siendo A, B, C &c. funciones
indeterminadas de x, y 4', B, C’ &c. funciones indeterminadas de

3 dy dz " N

; tendrémos ( ndm. §3. —— =4, —— A’, y por consiguien-
dz dy : . ’ )

te X —— = AxA'. Pero substituyendo por Ay su valor en la
,zy ax

expresion de Az, se tranformard €SEA EIl.. Siveieeroreiveesrerersersarersssesessennne

Lz —= AALrxy 4+~ ABAx?> - A CiLxs ~+ &e.
—+ B'A*Ax?* +— 2B’ ABAx3 - &c.

-+ &c. -+ &e. ~+ &c.
. dz . dz dy dz
de donde se infiere — == A'A , y por consiguiente —— x ——— — ;
dx 4y dx dv
. .. 1 dy
y como en virtud de la proposicion antecedente es T =
x X
, . dz dx dz ——
serd tambien — 1 — =— . A dy
day dy dx
© 61. Los resultados antecedentes manifiestan que en los productos

y dx dz
dx ’ dy > dx

expresiones dx , dy , dz &-c. las mismas operaciones que si representa-

sen qualesquiera cantidades.

¥ divisiones de los lmmites dyc. se pueden hacer con las

dy

Asisiyes =f(x), vy —— = 4; ne habra inconveniente al-'
X

dy
guno en suponer dy = Adx,y dx = -

62. La expresion Adx o su igual dy se llama comunmente la dJi-
Serencial primera, 0 simplemente la diferencial de la funcion y;y dx
la diferencial de la variable x. (1) Nosotros admitirémos esta deno-
minacion por ser generalmente recibida, y porque aunque las dife-

renciales consideradas en cllas mismas son de poca ¢ ninguna utili-

dad en el método que nos proponemos seguir en estas Instituciones,

soa utiles en quanto conducen inmediatamente al conocimiento de-

los limites de las razones de las diferencias de las cantidades varia-
bles, cuyo conocimiento es el objeto del célculo diferencial y el fL.IIl-
dameato de sus aplicaciones. Ademas, la consideracion de las dife-
renciales facilita las operaciones, y ahorra muchas palabras.

(2> Los ingleses las laisan fluxiones.
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‘63" La diferericial de un monomio qualquiera a4x sc expresa por
R ' . n Som - E . .
d.ax ;'y lade un polinomio ax -+ by~ — &c., por 4 (axw

w : (1 . .
by 4= &e.) P ) . breviar ol
64. Al limite “4» , le llamaremos tambien para abreviar el coe-

' . L dx )
ficiente diferencial de la funcion y de la variable «x : i el ;Qeﬁ-

ciente diferencial de la funcion x de la variable y; &c.

Es evidente que el coeficiente diferencial de una ﬁ}nfzx'on y de la
variable x, es igual 4 la diferencial 4y de la funcion dividida por la
diferencial dx de dicha variable. . o

6s. Diferenciar una funcion de una cantxda.d varlgble, es hallar_ su
diferencial o el limite de la razon entre sus ghfel:en'cms: ,la operacion
por medio de la qual se determina la diferencial o dx_cho .hmlte., se lla-
ma diferenciacion : y la equacion que resulta , equacion diferencial. )

Diferenciando por exemplo la funcion v/ (ax — a* ) que llamaré-

ay

mos y ; resultard (ndm. 54.) Ia equacion diferencial —— =,
(4 — 2 (4 (a—22)dx b
—, 8 dy = ——————.
2V (aw — 27’ 7 2V (ar — &)

66. Sea y una funcion qualquiera de x, compuesta de diferentes
términos A, B, C &c.: serd (ndm. 26.) Ay == 2.4 + LB —+ 2C
—+ &c.; y haclendo 2.4 = A'bx + A"Ax* 4 &e.; LB = Bix
4 B"Ax% - &c.; AC=C'Ax + C"Lx® + &e., &c; inferirémos

o e ;
A} = A+ B +C + &+ (4" +B"+C"'+&c.) bz + &

x A dA

y (nim. 53.) — = A —+ B 4+ C' + &c. : pero 4’ = —, B
g ax K9
B, dC dy d4 4B dc
= — = 1 — =
v’ ¢ dv &e. Hego dx dx + dx ~+ dx -+ &e.,

y dy = dA + dB + dC -+ &c. ; cuyo resultado manifiesta que la 4i-
Jerencial de una funcion qualquiera de una cantidad ~variable , es jgual
d la suma de las diferenciales de cada uno de sus términos.

. . dy d.a? d.ax
Si fuese por exemplo ¥y = x? + ax + b, seria —=— S
d. 2" . d.ax v o a
y como (nim. §4.) ST, —— =4 substituyendo ten-
. dy “ . ’
drémos —2x —+a, y dy = 2xdx — adx.
ax

67. Puesto que siendo y =— AB, es A&y — ALB - BAA
~+ AAAB ; si Ay B fuesen funciones de x, haciendo 4.4 — A'ax
+ A'0x% - &e., AB—= B Ax 4+ B'Ax® 4+ &c. ; teundrémos

Dy —= AB'Ax + AB"Ax* + &c.
-+ B8A'Lx + BA" A% 4 &
- A'B'Ax? + &c.

d4d

. . . dy ]
de donde inferirémos — = ADB'+ BA'; y como A = — B
k . ay
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dB , , dB d4 \ .
= ——, serd — ‘=A'7:+B7’ Y &y = AdB -~ BdA : de

donde concluirémos que la diferencial del producto de dos funciones de
una cantidad variable; es igual d la_suma de las dos expresiones que re-
sultan multiplicando cada una de las funciones por la diferencial de la otra,

68. Si y fuese = ABC, siendo A, B, C funciones de x , hacien-
do AB igual 4 una variable z, tendrémos y = zC, y & = zdC
—+ Cdz ; pero siendo z.== AB, serd dz — AdB + BdA, y substitu-
yendo estos valores en la equacion antecedente, se transformari en dy
= ABAC + ACAB ~+~ BC4A. Del mismo modo probariamos , que
siendoy = A. B.C.D . &c.,seriady =B.C.D.&e 44
~+~A4.C.D.&.dB+A.B.D.&cdC+ A .B.C. &c. 4D
—+ &c. ; de donde inferirémos generalmente, que la diferencial de una
Juncion de una cantidad wvariable compuesta de un mimero qualquiera de
Jactores A, B, C &c.; es igual 4 la suma de los productos que resultan,
multiplicando la diferencial de cada uno de los factores , por todos los
demas.

A
69. Seay = = serd ):149 =4,y ydB ~~ By =44 ; de don-

d4d — — dB
B . Bi4—A4IB

= = 5 ; cuyo resultado nos

ensefia , que para diferenciar una fraccion qualquicra , se debe multipli-

car el denominador por la diferencial del numerador , y el mumerador por

de inferirémos dy —

la diferencial del denominador , y restando este producto del primero , se

dividird la resta por el quadrado del denominador.
Tambien podriamos transformar la equacion propuesta en y

— 4B ', y tendriamos &y = B ‘4A — AB” '4B = il — 4dB

B’
lo mismo que antes.

70. Sea y una funcion qualquiera de x , y z otra funcion de x § y:.

si suponemos (ndm. 31.) Az == AAx =4~ BAy 4 CAx?® 4 Daxby
A
= EAy? = &c., tendrémos % =4+ B _gi’_ = CAx —= DAy
. c‘ x

dz
= &c., y (nim. 535, 56.)7:A+B—g—; por donde se ve,

. . . iz
que en este supuesto el coeficiente diferencial —:1—— se puede represen-
dy . . . .
tar por 4+ B — siendo A y B funciones indeterminadas de x € .

71.  Aunque la regla ndm. 5. es la mas general y directa que se
puede dar para hallar los limites de las razones entre las diferencias
de las cantidades variables , no es ni con mucho la mas sencilla. Quan-
do las cantidades que se quieren diferenciar son complicadas, las ra-
zones de sus diferencias lo son mucho mas, y su determinacion em-
peiia en cilculos prolixos ; esto nos obliga 4 exponer algunas reglas
particulares fundadas en los resultados de la regla general, y en lo
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dicho en los néimeros antecedentes ; por medio de las quales se deter-
minan ficilmente dichos limites, sin hallar de antemano las razones
de las diferencias; cuya circunstancia las hace sumamente ttiles.

. 7
72, Por decontado, & causa de que siendo (niim. 4. )y —ax ,

) n—1 - 5 T
es _,___;y — nax ; podemos establecer,. que para hallar el cogficien-

¥ . .
te diferencial de una potencia qualquiera de una cantidad variahle , se

~ debe multiplicar la wvariable por su exponente , y disminuir este de una

. . dy
unidad. Asi si quisiéramos determinar el limite ——en el supuesto de
I

axr

z e g . ) I . ..
ser y — V/x =« , multiplicariamos x por su exponente -7 dismi-

. dad dri dy 1 —1 1
5 riamos = —X =
nuyéndole de una unidad, ten - - Ve

3
z —_—2 .
Si fuese y — ax3 — bx —+¢x - &c., hallariamos -
j s \ e . e avy ar 3
derando sucesivamente cada término; serd pues — = 3a8% — —

p —_—
b — 2cx ° o &

Si se nos ofreciese diferenciar la funcion (ax?* — ba® == cx 3

I —
-+ &c. )’z — 7 ; hariamos ax® — bx" — cx 3 -+ &c. ===z, y ten-
. I

. 7% ; 71 1
driamosy =2z , dy —=wnz  dz;y como dz = (2a0x — — bx *
2

— L b4 —
— 30x 4 -+ &c. ) dx, serd subsltlmyendo ay = (ax® — bx® 4 cx 3

1 z

— I I - _—
-+ &c.) (2ax — — bx * — gex * - &e. ) dx : por donde se

ve que para hallar la diferencial de un polinomio elevado & una potencia

qualguiera ; se dcbe multiplicar el polinomio por su exponente , disminuir

este de una unidad , y mulfiplicar el resultado por la diferencial del po-

. 3 s o. 1 . . I — X

linomio : asi si fuese y = (ax — x®)*, seria dy —= — (av—a®) 7

d.(ax —a%);ycomod. (ax — x*) esigual 4 (a — 22 ) dv, ten-
: dy

driamos dy :—i— (ax —a*) *(a—2x)dx,y — = -z— (ax

a— 2K

X
Tz .
—x*) "(a—a2x)= lo mismo que por la regla ge-

. L’
2 (ax — a® )z

neral (ndm. gg.).

Si y fuese igual 4 — fa (nd ‘
. oty fuese igual & ——— seria (ndm. 69.) dy = R —
S_i—i—.‘v)d.ux—axd.(_/:-—+—-:r) [+ 2d)a—ar]de abdx T
(boa) _' (ba-x)* T (o) am-

bien se puede en este exemplo hallar la diferencial dy , multiplicando

: —1 . .
cada uno de los factores ax, (b ~~x)  por ladiferencial del otro,
¥ juntando los dos resultados (niim. 67.): de este modo tendrémos
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) U X —2 adx axdy
- x —ax (b x dr — —_
dy=adx (b+x) ax (b —+x) e Ty
ablx

— ( reduciendo & un comun denominador ) Ty ; cuyos resulta-

x)*

dos son los mismos que hallamos (nim. 54.).
Seaa (y—b) —x(x—a)* = o. Como y es funcion de x,
dy

’

—(x—a)* — zx(x—a):o,p

tendrémos 2a (y — b)) —
2a(y—1b) jj — 3% =~ 4ax — a* == o ; de donde se infiere -
gx® — gax +

2a(y—b) . dy
Si fuese a% — aya? —+ by® == o; tendriamos 4x3 — 2qyx — ax® —

dy . dy 22 (ay — 22°) ,
- 5by? — == o; de donde se infiere — = ~—— ., lo mismo
dx v ' gby" — aa’®

s lo mismo que en el nim. 3.

que por la regla general (ndm. §5.).

73. Sin multiplicar mas los exemplos, podemos afirmar que por
medio de las reglas antecedentes, y de lo dicho ( niim. 6o. y sig.)
se pueden diferenciar las funciones algebrdicas explicitas ¢ implicitas
de una cantidad variable por mas complicadas que sean: en otra oca-
sion las aplicarémos 4 algunos casos dificiles, y manifestarémos el uso
de las substituciones y transformaciones para abreviar y simplificar los
cdlculos. La tnica dificultad que se encuentra en su aplicacion, es
quando ciertos valores particulares de x reducen el coeficiente dife-

. d o] . . ) .
rencial 7{2’— 4 — ; pues como no se conoce la relacion entre las dife-
X o

rencias Lx, Ay, no se puede determinar su limite en virtud de lo
dicho ( ntdm. §7.); pero algunas observaciones que harémos sobre los
limites de las razones de las diferencias segundas, terceras &c., de las

cantidades, nos proporcionardn un método facilisimo para hallar el va-
dy . . 7 . .

lor de — sin recurrir 4 la equacion que expresa la relacion de las
X

diferencias.
* 74. Los limites de las razones de las diferencias de las cantidades
transcendentes se determinan del mismo modo que los de las canti-
dades algebriicas, observando algunas reglas particulares que vamos

4 declarar.

dy I dzx

Sea y = log. x, serd (niim. §4.) — =7 dy = —; cuyo
resultado nos ensefia, que la diferencial del logaritme de una cantidad
wariable es igual & la diferencial de dicha cantidad dividida por la mis-
ma cantidad, Por exemplo, si quisiéramos diferenciar log. (ax — x?),
d.(ar — 2%) (a — 2x) dx

le hariamos — 7, y tendriamos dy — — <
d’V ar —x ar — X

I . -
La expresion ——=—, ¢s relativa (ndm. 24.) al sistema de
ar T

Neper, en el qual el mddulo es = 1. En otro sistema qualquiera cu-
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, Ay M . -
yo mdédulo = M, sera —=_ Asi siendo en las tablas ordina-

rias calculadas por el sistema de Brigs M = o, 43429 &ec. ; tendrémos
d.log.x 0, 43429 &e.

relativamente 4 los logaritmos de dichas tablas = - .
[

dx :
75. La equacion 4y = — da dx = xdy = x d . log. x; esto es,

la diferencial de una cantidad wvariable es igual al producto de la can-
tidad multiplicada por la diferencial de su logaritmo.

Aunque esta proposicion puede emplearse para diferenciar toda
suerte de cantidades, solo se aplica con ventaja 4 las exponenciales;
por cuya razon harémos tinicamente uso de ella en la diferenciacion

de estas cantidades. Si, por exemplo, se nos pidiese la diferencial de

-

& . T . x x x

a ; haciendo s — y, tendrémos dy —=a d.log.a = a 4. x log.
x . . . dy x .

a4 = a dx log. a; de donde inferirémos — = log. a; lo mis-

mo que hallamos en el nim. g4.
76. Hemos visto (ndim. 54.) que si y representa el seno del ar-

dy . dy
CoO X5 e —— = cos. x; y que siendo y = cos. x, —— = — sen. x,
X X
. , d
y COIMO Sen. Ver. & = I — COS. &'; Sl SUPONEmos y = sen. Ver. X, sera —dz-
X
d(1 — cos. x) ..
=— = sen. x. Por consiguiente
X

19 El coseno de un arco qualquiera, es el limite de la razon de la
diferencia del seno 4 la del arco.

2% El seno tomado negativamente es el limite de la razon entre las
diferencias del coseno y del arco.

3% El limite de la razon de la diferencia del seno <verso a la del ar-

co, es igual al seno. :

Si y fuese igual 4 ; haciendo cos. ¥ = z, tendriamos p

Cos. ¥
— —

z ,dy =—2z dz,dzx==—sen. xdx; por consiguiente, dy

sen. xdw dy sen. x

Il

Il

.

1 —— Py
cos. > & Y dx cos. “ ¥

, ’ sen. %
Sea y = tang. x : 4 causa de tang. x =

o serd (ndm. 69.) dy

cos. v d.sen. ¥ — sen. & d.cos. & _ (cos.” & = sen &) dw dv dy

Il

cos.* &, cos.” x costw y dx
S—— I
e

— Por consiguiente, la diferencial de la tangente de un arco,

es igual a la diferencial del arco dividida por el quadrado del coseno; 6
bien, la razon de la unidad al quadrado del coserro de un arco, es el

limite de la razon de la diferencia de la tangente, a la diferencia del arco.

. s &
Si fuese y = cotang. x =
: : 8

——— seria dy 5

E
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sen.a d . cos.x— cos.a d.sen. & (sen® w = cos” a)dy dx &
, sen.” & - sen” — sen a0 y .
] —1I . R . .
= _— Y De donde inferirémos, que la diferencial de la cotangente
sen.” &

de un arco, es igual & la diferencial del arco tomada negativamente y
dividida por el quadrado del’seno; 6 que larazon de la unidad al qua-
drado del seno tomada negativamente , ¢S el limite de la razon entre Ig
diferencia de la cotangente y la diferencia del arco.

Finalmente, si fuese y = sec. x'; 4 causa de sec. v =

sen. a.dv dy
— 5¢C. X tang. xdx sy ¥ ——1—— - S¢C. ¥ tﬂﬂg. X
dx

I
—, tens
cos. ¥

driamos &y = -

o COfs ¥
Do : I .

y si fuese y = cosec. x; Por ser COSEC. X == ———-, SCII dy =

) cos. vdw dy sl 2 .

— Y~ cosec. & cot. xdy, y —— == — cosec. ¥ cot. x. De
sen,” & dam

donde resulta, que la diferencial de la secante es igual a la diferencial
del arco multiplicada por el producto de la secante y de la tangente: vy

que la diferencial de-la cosecanté,l es igual a la del arco tomada nega-

tivamente, y multiplicada por la cosecante y por la cotangente.
77.  Reuniendo los resultados que acabamos de hallar relativos 4 las

lineas trigonométricas, tendrémos:

dr R rdz T ' T
y = sen. =, _— = C0S. & — = = .
7 ) dv . ay cos.x V{(1—3y")
Ay : Jx I I
= c0s. T, S = —sen, % _—— _— -
> v dy sen. & V{(1—)
dy dzx 1 I
) — sen. ver. ¥, — == sen. & ° —_—— = -
7 dx ) ) ‘ ay Seil, & Vv (2 —2%)
: C ey I ' de donde j __ 2o, X _ I
= tang. %, _——— nferird {m==cos (= - = -
dv cos.t w inferirémos ) 4y . sec. x P
. oAy R { dx . i —
5 — cot. &, —_ — — = —sny(=— | =
dx sen.” @ dy cosec.” I+
Cody ax I r
) = 8eC. & — = 8¢C. & tang. & _—— =
7 ’ dv ° ay sec. v tang v gV (¥ —1)
dy . R T s D
) = CO§EC. &y - I = COSeC. X cob. —_—— o -
P e , J Ly cosec. v cot.x - gV (T —1)

78.  Por medio de estas reglas bastante ficiles para saberlas de me-
moria; y de lo demostrado (ndim. Go.y sig.) se pueden sicmpre ha-
lar, los limites-de las razomes de las diferencias de las cauuda’deé de
‘qualquiera naturaleza que sean; pero no las gplicamos por ahora & al-
‘gunas fusiciones complicadas, por ser nuestro intento exponer solamen-
te en este capitulo los principios del cilculo diferencial. ) )

Las mismas reglas sirven para determinar las diferenciales 6 los li-
.mites de las razones entre las diferencias segundas, terceras &e. de las
cautidades variables, conforme verémos muy cn breve.
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. ;e Ay ‘ .
79. Del mismo modo que el Iimite de la razon —Z—entrc»las di-

. dy Lo
ferencias de y y de «x, se representa por ——; los limites de las razo-

oAty Ay Ay
nes NN RN ‘ 7
funcion y, al quadrado, cubo &c. de la: diferencia de la variable x, se

d*p diy Ay

expresan res eCtiVﬁnlCntC or
P P P dvr 0 dad 7 dat

llamarémos respectivamente dichos limites el coeficiente de la diferen-

cial segunda, tercera, quarta &c. de la funcion que ¥ representa.
8o. Problema. Suponiendo y = (x), y AX constanie; determinar
Aty aly ’ h

&ec. de la diferencia segunda, tercera &c. de la

&ec.; y para abreviar

los limites de las razones —=, ——= {oc.
Ax ax?
. Aty A
Resolucion. Hallense las razones — —A—y; &c. por los métodos

dados; y haciendo en ellas Ax = o, se tendrin sus limites ==,
ay’ . dx®

i
-

da’ , .
Exemplo. Sea y = ax’ ; serd (nim. 41.) % = a(n(n—1)
—0 — T 3
% +12(72—I)(71—2)xn 3 Ax &c.),%’;—:a(n
-

(n-—-— 1) (n—2) AL (n—1)(n—2) (n—3) x

. v 3 I a
Ax 4= &c.) &c., y haciendo Ax = o tendrémos —7'—{}—:em (n—1)
. 2 Jy " —_ axt
x ,W:an(nwl)(n—z) % &
Pero este modo de resolver el problema tiene el inconveniente
R . . .
que hemos expuesto (ntim. 71.); inconveniente que es tanto mayor,
quanto mayor es el orden de las diferencias; por cuya razon, sin apli-
carlo 4 otros exemplos, pasarémos & manifestar el teorema siguiente
g ’ . - L ad ’ . ’
el qual nos facilitara determinar los coeficientes de la diferencial se-

gunda, tercera &c. de y, p?lr los mismos métodos, y con la misma
facilidad que se determina Ty—

X
8r. Seay=f(x),y Ay = Aix 2
3 =/ (x), — ~+ BAz® 4+ CAx? -+ &c;
sera 7/;&2)/ = AL AAx + A, BAx* 4 &c., 6 haciendo A4 — A’Aa.:
+ A'Ax? 4= &e., AB = B'Axyx 4 B'Ax? ++ &c¢., &c.; y teniendo
presente que Ax es constante; tendrémos A%y = A Ax? 8
&, ++— BlAxd - &e. ’ 7 T A

de donde se infiere —2 — A ! D = A (nd
= e ey T 4 (i 53
+ B'Ax + &e.

Pero siendo —— = A+ BA & o ' g
— = Lr+&e, y—=d + ALy + &c;

3 ({7’ id Ax
et e =4,y

— oy e . . dy
— =4, 6 substituyendo por 4 su igual —
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d dy : . dy
dx A ‘ ouient d’y dx {
= 1€ —_— 3
— , Y por consiguiente —= ——; lucgo

’s . A: H ;
El limite de la razon zf;— de la diferencia segunda de la funcion de

una variable, al quadrado de la diferencia de la wvariable ; es igual al

dy

. Tdx L, dy :
limite de la razon ———— entre la diferencia de —— y la diferencia de
x; ¢ bien el coeficiente de la diferencial segunda de la funcion de una
wvariable x que llamarémos y es igual al coeficiente diferencial de -:—}y{—

82. Este teorema se puede generalizar muchisimo; pues si supo-
nemos para simplificar 4° = B’ = X, y hacemos A4’ = A1Ax
- A22x? 4+ &c., y AX = X'bx 4+ X"Ax* + &c.; tendrémos

L3y = AA AR ++~ AXDLXE = &Koo = A1603 4= A28 - &
=+ XAxt 4 &e.
. . dy . d’y ALl
y por consiguiente — = A1. Pero siendo 4'=——, y = A1
dx’ &y dx® Ax
d.
: , dA’ ax® dy
2 A1 . " - jaman .AI ll.le O = cieveirnrisen
+ 4 Ar:—“ &e., Sel dv dv. ’ g a3
d’y Dy
de® - : ' . Aty T’
= — mismo m hallariamos — = -
dv Del ”-!‘11 o modo dxt v’ y en ge
d »
d, ——
d" A" . 4. .
neral = . Cuyo resultado nos indica que el coeficiente

72 o
da dx

de la difirencial el orden n de una funcion de una wariable, es igual al
cocficiente difirencial de la funcion que expresa el cogficiente de la diferen-
cial del rden n — 1 de dicha funcion.

La expresion A'dx?, 0 su igual 4%, se llama la diferencial se-
gunda de la funcion y; d'y, la diferencial tercera; 4%, la diferencial
guarta &c.

83. Siendo dy = Adx, y dA= A'dx; si suponemos dx constan-
te; tendrémos ddy = dAdv = A'dx* = d*y. Por donde se ve que la
diferencial segunda de y, es igual 4 la diferencial de la diferencial de y.
Del mismo modo probariamos que 4%y es igual & dd® ; esto es, que
la diferencial tercera de 'y, es igual d la diferencial de su diferencial se-

I

72 17—
ginda; y en general, que d y = ad ¥ )
Las expresiones dx*, dx¥ &c. representan respectivamente la po-

tencia segunda, tercera &c. de ax.

84. Con esto se hallarin facilmente los limites de las razones de

las diferencias de un Orden qualquiera, determinando sucesivamente

. dy
- periano==1 : serd (nim. 14.) —— = ; —e ;
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dy d*y
: e Loy &y, A\ &y ar
los coeficientes diferenciales — (= — ), — (= —

&e., 6 las diferenciales 4y, déy (= ddy), d3y (= dd’) &c. por los
métodos declarados (ndm. 72. y sig.)-

. n
Exemplo 1° Supongamos que siendo y = ax , queramos hallar
&y . Ay , dy n—1
22 limite de la razon —: tendrémos desde luego —— = #ax H
dx’ a? ; dx
d*y d.nas” " ”w-—2 A’y

igui = = 7 — 1) ax — e
por consiguiente —= — n (1 ) > Y =5

n—2
d. 72— 1) av =3 i
— n ( _ ) s =n(n—1)(n—2)ax 7, lomismo que
X

hallamos por la regla general (nim. 8o.).

X . .
Exemplo 2° Sea y = ¢ , siendo ¢ el mimero cuyo logaritmo e~
x dy x Ay

X
—e ; &

dz® da’
por donde se ve que la funcion ¢ tiene la propiedad singular de repro-
ducirse en todas sus diferenciales. En adelante llamarémos siempre e
el ntimero cuyo logaritmo natural 6 Neperiano es la unidad ; y cu-
yo valor no pasando de siete decimales es 2,718 2818.

Exenplo 22 Sea dada la relacion entre x € or la equacion «x
J P q ¥4

‘ dy .. d
- ax —4~b=o: sera]+-xT+a:o, Y por con&gmente—;—
ax R4
o = L 0,0x LS -+ 2 D i i
C - = A — —_— =0 - ; ——
-+ dx dx® ’ da* dv T ody? = dx’ 2
d’y . Ay dy . .,
——=—o0,0x———+ 3 —==o: &c; de donde inferirémos, 1°
da dx? dzx ?
ay a-—+y 20 &y 2 ody _ 2(a-p) o 4 3
de v T A T v dv x° 29 e T
4y 6(a+3)
—_— = —, &c.
ax® H

85. Supongamos que siendo dada una equacion qualquiera entre x

¢ y, se represente la relacion entre sus diferencias por la equacion (C)

, , {1’?) A , Ay
(ndm. g1.):serd (ndm. §5.) — = — —, 6B 4—o
. - ax B dx -
siecndo 4 y B funciones indeterminadas de x y de y; por consiguien-

1

te , como y es funcion de x ; si suponemos ( ndim. 7o.) = 4
by dB a v
y 4 _ y . . .
- A )Y — — B + B — diferenciando la equacion B
; X

dv
dv , . &y i ;
~— = A =o, resultard la equacion B ——d‘; -+ ——;y (B'+ B" & )

dx dx

dy o d’y iy*
-+-A’-+—A”—;,;—:o,o(a) ........ B—;;——k—B"—%;-i—(A’(—i—-B’)
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dy

S A’ = o. Sentado esto , si ciertos valores particulares de x re-

duxesen 4 cero 4 y Bj; el limite
dy ar

no seria dado por la equacion

B — —+ A =o, sino por la equacion (nim. 57.) (a ).,
dy* dy . .

E — - D — -+ C=o: pero es evidente que la equacion B"
ar N

d’vz "y ' l{’)’ ’ Vd

— + (A" +B") — A" = o 4 la qual se reduce en este caso
» 15

la equacion (a") debe ser idénticamente la misma que la equacion (a),
pucs ambas equaciones son de segundo grado, y expresan la relacion

entre el limite
dr

de considerar como constante en la diferenciacion 4 causa de que el

3 © € y; y observando que el limite —— se pue
X

, . A’y
término B — desaparece por el supuesto de B —o, concluirémos,
(4K

que si algunos walores particulares de x, reduxesen & cero A y B, y

.. dy _ o . R . dv
por consiguiente ik diferenciando la equacion B —d—— ~+ A= o,
X

. dy .
considerando — como constante, resultard una equacion de segundo gra-
& 1

. dy . .
do , la qual dard los wvalores de —— correspondientes 4 los de x.
ux
Exemplo. Sea a (y —b)* —x (¥ —a)*=o la equacion propues-

ta: serd 2a(y—1b) ’

— — 3%° +4av —a®=o; y como en el su-

puestode v =—=a, es A == — 52® 4~ 4ax — a* = o, B==2a(y — b)
dy

o . . . .
— = diferenciarémos la equacion antecedente, tratan-
ay (]?,
do como constante —
({)’ [Zi'l’ [TX%
2a . — 6x +4a == o, que en el supuesto de x = 4 da

o0,y

, v resultard la equacion de segundo grado

dax dx
d’y dy .
: e - — /
=1,y —— ==*1, lo mismo que hallamos (niim. 57.) por el

ax®
otro método.
86. Si los valores particulares de x reduxesen 4 cero, no solamen-

. . . dy .
te A,y B, sino tambien C, D, E; el limite —— no seria dado por Ia
x

equacion B — - 4 = o, ni por la equacion (a),sino por la equa-
. dy dv® ay

cion (b)) I — 4+ H—4 G =

X axv ax

ro discurriendo del mismo modo que en ¢l caso antecedente hallaré-

mos, que diferenciando la equacion (a) considerando como constan-

+I'=o,(nim. §7.); pe-

dy .
te —, resultard una equacion de tercero grado, la qual expresan-

. - _y s ” 4
do como Ia equacion (b)) la relacion entre ——» & € y; serd preci-
A
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samente 1a misma que (b), y por consiguiente dard los valores de
2 que corresponden & este caso particular.

- Supongamos que la relacion entre x € y sea dada por la equacion

, ay
a% — aya? 4 by = o; tendrémos ( 34y — ax® ) — + 403 — 2ay

o

= o, de cuya equacion no se puede inferir el valor de en el su-

an
puesto de & = o ; pues como en cste caso es tambien y = o, serd A
= 4a% — 2pxv = 0; y B=3by* — ax®> = o; por esta razon la dife-

como constante ; y resultara la equacion de
d’ dv

renciarémos tratando
: dy 4¥ -y

do grado — (6by — — 2aq% ) + 12x% — 2y — 2ax —— =0

segundo g T (6Ly o ) Ly . y

. LA . 2 —_— .
G (@) e Oby —— — 4ax —— 4 120 — 20y = 0; la qual tampoco

dx

. . . dy
puede dar el coeficiente diferencial —> 4 causa de C = 120% — 24y

ax
=0, D=—ygaxv=o,y E =0by = o. Serd pucs necesario diferen-

. . dy . ay’
ciarla tratando siempre como constante — Y hallarémos 654 —_—
dy dy . s (],‘ys ﬂ_b’ axr
—_— 4 —— 248 — 20 —— =0, O (D) wvees. 6/ —— — Ga 24%
. 4a + 24 dx ’ ( ) A’ ¢ iv + 24

4d.’L' [

. o oy , HLTS a
= o que se reduce haciendo x = o, y dividiendo por 6/ 4 — — -
l{)’ - . .. . . ay
— = 0; equacion idénticamente la misma que hallamos en el ni-
ax
Ay

mero §7.,y que por consiguiente da los mismos valores — =0

dy a dy

dv b’ dx

— a
— ~.
dy

ax
comzo constante , hasta encontrar t:na equa=

87. En general : la equacion B

d

-+ A = o, se debe diferenciar su-

cesivamente considerando

ax
cion tal, que alguna de las cantidades C, D, E {rc. 10 se desvanezca;

. . . . ., dy
Y tesolviendo dicha equacion , se hallardn los walores de —— gue corres-
; UX
ponden & los de x.
CAPITULO 1IV.

APLICACIONES DE LOS PRINCIPIOS DEL CALCULO DIFERENCIAL A LA
¢ . ; ANALISIS, Y A LA GEOMETRIA.

Del modo de transformar las funciones en series.
S8. En el cdlculo de las diferencias hemos observado ( ndim. 26.)

que st en una funcion qualquiera /' (a') == y se substituye & == A%
por &, la nueva funcion f (& == Ax ) =} que resulta de esta subs-
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titucion , se podri representar por y — AAx == BAx® == CAx?
~+ DAx* + &c.; cuya proposicion inferimos tnicamente por analo-
gia en virtud de los exemplos anteriores, suponiendo que la funcion
5 de x = Ax se desenvolviese en una serie ordenada respecto 4 las
potencias sucesivas de Ax, conforme lo hicimos en dichos exemplos,
Tambien insinuamos que las funciones y, 4, B, C &c. tenian en-
tre si una mutua dependencia; de manera que A se deducia de y;
B de A; Cde B; &c.; por medio de operaciones semejantes ; y pro-
metimos manifestarlo quando tratasemos del cdlculo diferencial. Aho-
ra vamos 4 cumplir nuestra promesa por medio del teorema siguien-
te , el qual manifestard la verdad de ambas proposiciones.

89. Hemos demostrado en el ndm. 46., que si en una funcion
qualquiera / (%) = de la variable x que crece uniformemente, se
substituye en su lugar & = &; serd f(x —+ k) =y &k %

o . 2
ok k Ax . A}: Ny
2 Ax 2.3
cion debe verificarse , sea el que fuere el valor del incremento arbi-

. . &y
trario Ax; por lo que, si suponemos Ax —o ; las razones ——,
x

Ay Ay

(k— Azx) (k — 242) Ay
v R &ec.; cuya equa-

= o &c. , se transformarin respectivamente ( nim. §6.) en sus
X X

. dy dy &y _— :
limites , &c ; cada uno de los términos & — Ax, %

dx de* 7 dad
— 241 &c. serd = k, y dicha equacion se transformard en f (v +£)
L dy kK &y K
—}/_i_d:v +dx:'2+dx3-2.3
Si en vez de suponer en la substitucion x -k, hubiésemos su-
puesto & — k; todas las potencias impares de k serian negativas en
la equacion antecedente ; &> y las demas potencias pares serian po=
. . .. N dy d’y k*
sitivas, y por consiguiente f (x — 4 )=y — ks —— . —
By k3 dx dx

- =5 ~+ &c. ; de donde concluirémos que
% 2.3

Si en una funcion qualquiera £ (x) =y de una wariable x, que
wvaria uniformemente ; se substifuye x ==K en lugar de x5 sera f (x==K)
dy &y k*® &y K}
— K - —. - . -+ &ec.
dx dx 2 dx3 2.8
Este excelente teorema, conocido con el nombre de Taylor su
inventor (1), es uno de los mas triles de todas las Matemiricas ; y
tal vez no habrd otro del qual se hagan tantas y tan importantes
aplicaciones.
Exemplo 19 Supongamos que siendo f (v ) = y = & — ¥, 8¢
nos pida la funcion que resulta substituyendo x — 1 en lugar de x.

-+ &¢.

—y==

I—

(1) Methodus Increment. theor. IIL. corol. I1.

DEL CALCULO DIFERENCIAL. 41
7 {{y d:fv &y
I S L — z L — _—
Ya que y = X — v, Sera T 2% I, T — 2, o o &c¢. ;

R

transformari en f (X =4=1)=a% —& 4= 28 — I =1 = &% 23y
asi x? 4= x es la funcion que se pide.

; = 1 ; y substituyendo estos valores en lIa formula antecedente, se

# dy #7—1 d*y
Ewemplo 22 Sea y = & ; setd — = » T = (n—1)
ax ay
”—2 Ay 12— '
x o = (n—1)(n—2)x S &e.; cuyos valores trans-
X , . n n
forman la formula general en f (o ==£%), 6 (v ==4k) = x ==
7 — 1 n—1 P —2 77— 1 7——2 77—
nx k—+n x B=x=n . w3

Q

B4 &c.;

. 2 2 3
por donde se ve que de la férmula que expresa el teorema de Tay-
lor se deduce inmediatamente la del binomio de Newfon.

Si n fuese un ndimero entero positivo, la serie antecedente se

terminard 4 causa de los coeficientes # — 1,7 — 2,72 —3 &c.; y la
7

Gltima diferencial

— serd igual 4 la cantidad constante z (7 — 1)
dz

. . b
(n—2) (17— 3 ) 2x1. Substituyendo en lugar de & s
Tt

tendrémos considerando solamente el signo inferior f (x — k) =

(x‘ b )n . xn 12%‘?)_ I bx n—1 ——2 ba*
x— = — 71 . 7 x .
Kb b + 2 (x+b)*
7n—I —2 n—g b’ . lr \n
—_. . x . —— &3y como (& ——
2 3 (a4+b) -+ 2y o O( x4b
. ( e )n 5 27 an ( b)_” 21 =" i
=|- = —x R serax («x B
XA b (x_*_ b )n ’ ( -+ ) o
nax®h ‘ n—1 x®p2 2n
_ - ) _ s qe e g N
o, - Gy &c. , ¢ dividiendo por x , y ha-
. m i 2 7z
ciendo —n=m,(x+5) =—=xa i mmr)e b
“+b 2 (w45)°

m(n—1) (me=2) S

~+ &c. 5 cuya serie se terminard si m fuere un

2.8 (x—a4=56)}
nimero entero negativo.
Pl d i ?
Exzmplo 3° Seay — log. x ; seri L=, 4 —- L D
2 e dz x dz* 27 dad
= —- &c., y por consiguiente / (v ==4)=log. (x == k) =log. x
k K &
H—— = &
% 28" 323 )
Exemplo 4° Si fuesey == a ; seria —=a log. a, il =a
(log.a), 22 — 7 i N
» = = a (log. )’ &c. ; de donde inferirémos /(& = %)

F
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xxk z x oo 3
= a —a *=halog.a+—a (log.a)* ==

T k: k
+&c=a (1=xhlog. a-+ — (log. a)* == Y (log.a)s

-+ &c. ). .
; ;
Exemplo §0 Sea y = sen. & ; sera —— == C0s. X, d’: — — sen.z,

&y . ’ v .
Y — — cos. x, &c.; y substituyendo estos valores en la formula,

da?
v k;
tendrémos sen. (x == k) =sen. x =+ k cos. ¥ — — sen. ¥ FF ——
2 2.3
cos. x -+ &c.
o —_ P dy dy
Exemplo 6° Sea y = cos. x'; tendrémos — — — sen. X , — =
dx At
d?y kz
— €08, ¥, —= T=Sen. X, &c.,y (x == k) ==cos.x == ksen.x — —
;k’ 2
€0S. X == sen. x -, Xc.
2 . 3
go. Sila cantidad % fuese muy pequefia; 4 causa de los coeficien-
. dy k? d*y - i3 dy
tes k, B2, k3 &c., la serie y = & . — = == _
dx 2 dx 2.3 A}

-+ &c. seria muy convergente,y por consiguiente sus primeros tér-
. . A

minos darian un valor muy aproximado de /(& ==#%). Esto hace

que ¢l teorema de Taylor es de un uso continuo y sumamente 1itil

en los métodos de aproximacion.

1. Si substituimos en la formula general Ax en lugar de %
F(x=x=k)se transformard en f ( x £ Ax )=y  (nim. 25.), y ten-
d’y 4’y

dy dz* 2 dz?
DX == Ax? o=

ax 2 2.3
dy &y

. o —

drémos ' = y = Lxd3 &, 7 )

dy i.': A.'S
v——y:Ay:i———}——/_\.x—i— ® Axpr
dx 2.3

2 .
que si suponemos Ax positiva, y hacemos como en el nim. 26. ¥
= y + ALx + BAx® 4 Coxd & by = Abx 4~ BLX ==

Lx% 4= &c. : por lo

d’y dA
' » , - dy dx® dv
CAx3 =+ &e.; tendrémos A= — B= —_— = C =
x .
Ay dB
dxd dg . . ' .
= &c., cuyas equaciones manifiestan la dependencia re-

2. 3 3 . .

_ciproca de las funciones y, 4, B, C &c. que insinuamos (ndm. 27.),

y-¢l modo de deducir sucesivamente unas de otras en virtud de ope-
- 2

raciones anélogas. dy

2

dx Axt ==

o . o _ dy
g2. Por medio de la formula Ay == -—d-;Ax—i- -

at (log.a)s.
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&y

e
dal

Axd = &e.; se hallard con mucha brevedad la diferencia de

9
2.3

una funcion qualquiera de una variable.

x
- Exemplo 1° Sea}’:\/(ﬂx—x‘):(qx—xz)’:seré_ﬁ’:_:

: (2-0(50
— — —— —_——F
2 &y — 1 2 2
(ax — 27 )% s dat (ax —-x’)% (ax — a&° );
a* ’
, —_— e AX—2"
— 3 L — 4, — tlz . .
— = ~ , &c.; ysubstituyendo es-
(av —2a°)" 4 (ax—2" )"
3 . (a—22)A;
tos valores en la formula antecedente, tendrémos Ay === —— ) r!
ﬂz A.‘l‘z - 22 \Z
_ - &e. 2 (av—2a™)
8(av—az")?
, dy b4 a4’y —_— 5
Exemplo 22 Seay — log. x; setd — = —, —— = ! el
. dx x dx® 2 7 ap?
= —-, &c., cuyos valores transforman la formula general en Ay
Ar Ax® 23
= e 8T &
x 21" ga’ :

Exemplo 3° Si quisiéramos hallar la diferencia de y =4 , ftens

. ly % d’y x &y x
driamos —— =a log.a, —= =a (log.a)?, —5 =a (lo-
gar.a )*, &c.; y substituyendo estos valores, hallarémos Ay = 4"

(= &xlog. o+ : (log.a ) = —j—fg— (log. a )’ + &ec.).

2

. dy a
Exemplo 4° Sea y = sen. x; serd —— = c05. X, —2 = —sen. x
o dx >’ T
_ —— L] . =
== gg}s. x &c. ; y por consiguiente Ay = == Ax €0s. X — il
sen. x T — cos. ¥ —= &c. ’
Exemplo o Si fue ja -2 ki
: ;; §- S fuese y = €08. X, Seria —— =—Sen.&x', —— = — co-
By £ da?
oo Y _ ) . 29T
sen. x , — = sen. x, &c. ; de donde infeririamos LAy === Ax sen. x
At Az
- COos. X == - sen. x ~+~ &c.
R . 2 z
93. Si suponemos £ = dx en la serie y == & k- LA
oy p dz dz* | 2
—_. -+ &ec.; . . d’x Ay
o c.; se transformard en y == dy == —— 4 ——
2 2. 3

=~ &ec.; de donde inferirémos que

Si en una 7 o
Juncion qualquiera £ (x) =y, de x, se substituye x
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. ) &y
~+ dx en lugar de x; serd f (X =4 dx ) =y =~ dy -+ -—.;L -+
d:)’ . - ) ’
= &e. '

2 .

Ssea por exemplo y == ax* - bad ; setd dy = ((2ax = 3bx* ) dx,
d*y = ((2a == Gbx ) dx* , a3y = Gbdx3 ;5 y por consiguiente f ( &~ dx)
—— aa? = b’ - ( 2ax = 3bx* ) da - (a - 3bx ) dx* —- bdxd =4
(&~ dv P b (= dx )35 como serd facil verificarlo elevando
x - dv 4 las potencias indicadas, y ordenando el resultado relativa-
mente 4 las potencias sucesivas de dx.

’ IZ'V d:’y 2 (py
v = =yt — A —
]%4. De la formula f (# =k ) =y — k+—%. — -

~+ &c. ; inferirémos que

23 . . . .
Si en una funcion qualquiera ¥ de x se substituye sucesivamen-

te x + Ax, X —+ 24x, x =+ 3Ax &c. en lugar de x; llamando ¥,
Az

. , dy
y", " &e. las funciones que resultan, serd y' ==y == Ax —
ar 2

dy 4027 d’y
7
. . = 20x .
Azt + 2.3 da? + & ) 7+ dx -+ 2 da’® +
8 Ax? Ay " dy 9Ax? &’y 27 A3

- . = Ax . .
2.3 * ~+ & s J J=+3 dy -+ 2 da’® + 2.3
Py ,
27 4 &ec., &c.; y como en este supuesto ( ndm. 49. ) ' —y == Ay,

da’

§ — 2y e y= Ly, ¥y — 3 23—y = L%, &c.; haciendo las

&y A dy

substituciones correspondientes , y reduciendo, tendrémos Ay = Ax

dy Ax® A’y Aa’ Ay 4y
: . -+ &c., A% = Lx* .
v -+ 2 Todat -+ 2.3 da? ? 7 e -+
a3y 7 Azt dly - 3 By gAx* d*y
3 C., Ay = Ax .
Lx3 L == Rt ~+ &c. , &Y o -
Axs A&’y ’
e — -+ &¢.

Por medio de estas formulas generales se hallarin con suma fa-
cilidad las diferencias segunda , tercera &c. de una funcion de una
variable. ) ' '

Supongamos, por exemplo, que se nos pida la diferencia terce-

dy

7 . . — s v

rade ax ; haciendo esta funcion =y, tendrémos ( ndm. 8o. —
C n—g dv ’

—an(n—1) (n—2)x ,—d;;_.zm(n—-l)(n——-z)

(n—3) X 4, &c., y substituyendo, Ady=—a (n(n—1)(n—2)
8 — : : n—*
x 3L\.x3+—‘:’—n(n-—-1)(n—2)(n—-g)a Lxt—+&e.).
Las diferencias que en estos exemplos hemos hallado por medio
L . . ,
de simples substituciones son las mismas que inferimos en los niime-

ros 25. ¥ 41., suponiendo tcitamente que se conocia la teoria de las
series.
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. dy k* d’y k3 diy
05. Sienlaserxey——-/c—z_——k—:-.dx:—- —— .dx;.;_&c_,
’, d_y .’C: dz.y ﬂ«‘;
hacemos & = «, se transformard en y — & —— == —. —= — —

3 . .
42 —+ &c.; y como esta cantidad resulta substituyendo eny, x
) dx3 . /
— x = o en lugar de x, concluirémos que

Si en una funcion y de X, se supone X = o; lamando A la canti-

B dy x* d’y X3 d3y
dad gue resulta , serd A =y — X ~— T T T T e

+ &c. Sea por exemplo, y = ax® -+ bx + ¢; serd = 2ax + b,

2 i; qav .
47 = 24, 22— , &c., cuyos valores transforman la equacion an-
dz* dx?3
tecedente en A = ax? —+ bx + ¢ — 2ax* — bx + ax® =¢; de don-
de inferirémos, que haciendo x = o en la funcion ax? + bx <+ ¢,
se reduce a c.

. dy 2 dw &3 d'y
-y — X — — —— — .
96. De la equacion 4 =y — + — .= T T
-+ &c., se infiere, que si representamos por y una funcion qualquicra
dy x* d*y <3 diy
:seray = —_——_—— == . —— — &C., eapre=
de x: serdy = A + X - — e > CXp

sando A el wvalor de la funcion propuesta, quando X = o.

97. Si haciendo x 1gual & una cantidad constante, ¢ en las expre-
d dv dy

siones ¥, &c. , se transforman respectivamente en las

dv > dvt’ dod’
cantidades constantes finitas ¢ cero G, H, I, &ec.; serd [ (g=4)
k2 k3 ' .,
= G=x tH + — I = — K + &c.; por consiguiente, el segundo

2 2

-3
miembro de esta equacion, serd la cantidad que resulta substituyendo en
f(x)=1y, g =k por x.

, d d’y
Exemplo. Sea y = ax3 — bx?; serd — = sax? — 2bx, —= = Gax
Ay dy v dx
- 20, = 6a, —5 =0 &c.; y haciendox =g, y = ag3 — bg?
A X
dy A’y d'y .
= — = qq0? — 2bo = H, —— = 6ag —2b =1, — = 6a
’ dx 3 S g ? d.rz © R ? :’{.T3
- d*y e . .
= I, — = o= L, &c.; cuyos valores substituidos en la serie G
- 4

s kH + &ec. la transforman en ag3 — bg? = ((3a0® — 2bg) k + (3ag
— b)) k* = ak3, cantidad que es, como se ve, igual 4 la que resulta
substituyendo g == £ por x, en ax3 — ba?,

98. Si alguna de las cantidades G, H, I &c. fuese infinita; seria
sefial de que la funcion propuesta no se podria desenvolver en una se-

tic de la forma G = AH + — I = &c.; esto es, segun las poten-
2

c1as sucesivas de £, en el supuesto de x igual 4 g == %; en cuyo caso
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dicha funcion incluird necesariamente cantidades irracionales , transcen-
dentes © fraccionarias. Sea, por exemplo, y = a = V(x=b); se-

, dy I d’y I
n——* x ) T — F—, &c.; y comoen el
v 2 (o — byT 43 4(r—b)F
dy d

y e oo .

supuesto de & = b, es =, — =, &ec. ; inferirémos que si
X ay

en la funcion propuesta se substituye b + £ en lugar de «x, no po-

drd desenvolverse en una serie ordenada segun las potencias sucesivas

de £; lo qual es evidente por si mismo; pues en este supuesto dicha

funcion es = g == V k.

b .., .
: ol quistéramos hallar la funcion
@ — 2

que resulta substituyendo 2 + % en lugar de x ; tendriamos -
25 d’y 65 . . x
= &ec., y haciendo x = a, seria y = G

Exemplo 22 Si siendo y =

T (a—a)? oart T (a—2a)’
dy e e . b
=, — = H =00, &c.; de donde infeririamos que la funcion - que

ax
resulta haciendo x — 2 = £ en la funcion

forma G = tH + &c.

99. En estos casos particulares en que el teorema de Taylor no
puede dar la expresion de una funcion de x, quando x se transfor-
ma en X =+ £ en el supuesto de x = 4 una cantidad constante g; se
podra hallar dicha expresion haciendo la substitucion de g+ kenla
funcion propuesta, y las reducciones que ocasiona; y si la funcion de £,
que resulta, incluyese algun polinomio irracional, se desenvolvers este
respecto de & por los métodos conocidos.

Los dos exemplos antecedentes no tienen dificultad alguna; pero
; ' . . Iy dy
si fuese y = (a — x) v/ (a® — 4?), las diferenciales o &,
ax X
serian infinitas en el supuesto de ¥ = a4 ; mas substituyendo a -+ £

en lugar de x, tendrémos y =— % v/ (2ak + B2) = — IS (22 + k)%,
y elevando 2z + % 4 la potencia TI y multiplicando por — & resulta-

i —3 8
14 y = — (2a)° ki-——:—(za) k + &ec.

Este método se puede emplear solamente quando la funcion de x
es explicita; en otra ocasion darémos un método general para resol-
ver esta dificultad; el qual se aplica igualmente 4 las funciones im-
plicitas.

100. Supongamos que haciendo ¥ = o en la férmula S (x+ k)

=5k dy +_f’_ - dy k3 d’y
=7, —-

— r
. no puede tener la

(VB

.; las expresion
d.r°+z.3 dx;—;—&c, presiones ¥,

dx
dy d d’y . .
o a2 o » &c. se transformen respectivamente en las cantidades
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finitas 6 cero A, A', A", A", &c.; tendrémos [ (k) = A+ A%

111 . , X _ .
2 2 b & y haciendo kA = x,serd f (x) =y = 4
2 2.
/ A
+ Ax + o 2 &, luego
2 2.5 . ) _
Si haciendo X = o en una funcion qualquiera £ (x) =y de X, y

dy d’y dly |
; ; ; : - ., resultan las canti-
en sus cogfisientes diferenciales ——, —, —= &rec., fan I
) . , i 1 . s - —
dades respectivas finitas 6 cero A, A, A", A" &re; sera £ (x) =y
A At
— A+ A'x + ——x’+—2——3-x3 +€}"C.
2 . . s .
Este teorema que se puede cousiderar como un corolario del de
Taylor, es sumamente Gtil para desenvolver una funcion de x, en
b . .
una serie de la forma K + Bx + Cx? -+ Dx3¥ + &c., con tal que
¢ . i/ 1 - . . . .
ninguna de las cantidades 4, A, A", A" &c. sea m.ﬁmta, cuya con
version es un recurso indispensable en muchas ocasiones, y particu-
Jarmente en el cilculo integral, quando se trata de integrar por apro-

xlmacion. )
o
Exemplo 1° Sea f (x) =y =+ (a = x); serd —=

1?
¥ 2(ax x)%

*+r

3 + .
o= dr =3 ~, &c. ; y haciendo x = o, ten-
4 4Caza)t W 8 (axa)

d = §
v - 4 —
v ?da? 4‘;%

= A" &c.; y substituyendo estos valores en la formula an-

d’y —1 — dv
- > dxd

drémos y = Va = 4, 1
2012
*3

——
—

8a? 1 z x
, - ,
tecedente, tendrémos y = v (ax=x)=a = T ;.
243 2.44
— &c.

3

[SE

2.8 a \/ ; 2) . Ay Lpopecn
vemplo 20 Seay = a-+ bx 4 cx®);setd — = ,
Eleﬂ'{p 02 }, ( d.’(. ({Z -+ 17.1: e ‘,:L,Z )'%

&Sy (30 —gac)(Lb—+cx)

d’_')’ AC %b:

» &c. 5 y ha-

: — Y ’ 3 243
av’ (4 =4 by =4~ ca™)? dx (a4 = bx == ca”)? ]
I ac— b 7/
——, A

al

. 7 — .i. — i —
ciendo x = o, tendrémos 4 = a°, A’ = , A =

2a

R

b (5° — gac)

5
8a?
bx (4ac — B*) &° b (b* ~— gac) a?
. —— —- - -+ &ec.
. 2a2 2.4a° 4. 4a° .
Exemplo 3° Si quisiéramos convertir en serie el logaritmo de a =+ x,
d + 1 d’y

. : LA —
hariamos log. (a == x) — 7, y tendriamos T T o =

x
, &c.; por consiguiente y =V (a+bx +ca?)=a?

[l
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—1 dy *2 . ..
—, —— = , &ec.; de donde inferirtamos 4 — log. a
(axa) da’ (axax) !
g

I ; — I e * 2 .
A — , A' = ——, A" = ——, &c.; y substituyendo, log.
— z a3 ) y 2 g

112 a

v at a’

(a = x) =log. a = — v

Exemplo. 4° Supongamos que se nos ofrezca convertir en serie Ia

—+ &c.

. x . x . dy x
funcion a . Haciendo y =— a , tendrémos —=a log. a, —
x By 2 x dz
2 — 3 . TOT111e —_
a (log. a)?, —5 = a (log. a)3, &c.; por consiguiente A4 = g

1, 4 =log. a, A" = (log. a)*, A" = (log. a)?, &c., yy
. a® 23
4 =1 -+ x log. a +T (log. a)* =+ -21.3_ (log. a)? + &e.

01l

4 2
- Exemplo g0 Sea y = sen. x'; serd ::1 == cos. x, :: = — sen. g,
% = — cos. &, &c.; de donde inférirémos Ad=o , A =1, 4
—o, A" = — 1, AIV = o, gAV = 1, &c.; y substituyendo y
— sen. X = X — - hd — &e.

2.3 2.3.4.5%
Esta equacion expresa el valor del seno en una serie ordenada se-
gun las potencias del arco. Si quisiéramos al contrario el valor del
arco expresado por una serie ordenada segun las potencias del seno;

llamariamos y el arco, y su seno x, y tendriamos (ndm. 77.) —‘;};-

—_ I &y x dy I - 22" :I:,;

— (1 — xz)% dv? T (1 — xz)% ded T (1 — 2 )% > dxt

= 2T m‘;,. s il . (3 + 24w + 847 , &c.; y haciendo v = o,
(1 — a®)7? dz’ (1 — #°)? :

. Iv v
hallariamos 4 — o, A' =1, A" —= o0, A" —m= 1, A" =0, 4

3 .9 af
-+ AR + &c.
2.3 2.3.4-.5

== 3.3, &c.; y por consiguiente y — x -
send y sent y
—= sen. ¥ -+ - -+ &c.
. 2. 3 2.4. 5 ’ I
Si suponemos el arco y = 30°, su seno x seri — —, ¥ ten-
-3

I I
drémos arco de 30° == — - — <+ 3 — = o
3.2.5.% 2 2.3(2) 2.3.4-502) P
— —+ &c.; 0 llamando A4 el primer término —

2.3.4.5.?.7(2)7 i
de esta serie, B el segundo, D el tercero, &c.; serd arco de 30°

I A4 2.2 83 .g2C
— 4 - 3:3°% 5557 L & y finalmente e/ ar-
2 2.3 4.5 6.7 54
- - L] r x
¢o de 180°, O la semicircunferencia del circulo, == 6 (—2— -+
g.g.%B.—*—s.s.% +7.7.§D ;—i‘-&c)-——-n 1413 & <3
4-5 6.7 8.9 2’
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. dy dy

Exemplo 6° Si fuese y = cos. ¥, seria —— == — sen. x, T
diy aty . . S

== — €0S. &, —=- == sen. ¥, ——- == COS. %, OCICVa y por consiguien-

ted=1, A =0, d'=—1,4"=0,4 =1, &, ycos. w

z® 2t

=1 - — — &e. .
2 2.3 .4 . 3 ;
Exemplo 72 Sea y el arco cuya tangente == x; serd (nim. 77 )
dy 1 . d:)’ 22 d{y _ ’ 2 — 6z° dty
dw — f A (1 =a*) " da’d T (r==2°) 7 dat
2.3.4(x—2%) Ay 2.3.4(1 — 102" 4 52}) . :
:_,—_ Tk o T (G KDY » & ’I(j,e donde
- . - "o {7 A —
inferirémos A —= o, A —m1, A" —=o0, 4" —m — 2, A = o,
T 223 2.9.42a° '
A" =2.3.4,&,yy=8—— -+ &c. = tang. y
tang.? » tang.’ ¥ .23 2.3:4-5
_— - — &c. Si hacemos y — 4¢°, su tangente se-
p -+ Y 45 g
I I I
ri = 1, y tendrémos arco de 45° = 1 — — - — — 3 -+ &cC.

El célebre Leibnitz fue el primero que hallo esta serie.

1o1. Si alguna de las cantidades 4, A', 4" &c. fuese infinita; se-
ria sefial de que la funcion propuesta no puede convertirse en una
serie de la forma K -+ Bx — Cx* + D«% 4 &c.; y dicha fun-
cion incluird necesariamente cantidades fraccionarias, irracionales ¢
transcendentes. '

En muchos de estos casos se podra sin embargo transformar la
funcion propuesta en una seriec de monomios, dividiéndola en dos
factores; el uno monomio, y que se separa; el otro polinomio que
se supone == y, y se desenvuelve en una serie de la forma K —+ Bx
~+ Cx? - Dx® — &c. por el método antecedente; la qual se mul-
tiplica por el factor monomio que se separd, y resulta una serie de
monomios igual 4 la funcion propuesta. Esto se verd mas claramen-
te en los dos exemplos siguientes.

Exemplo 1° Sea v/(ar == x?) la funcion propuesta; llaméndola y
. dy 4= 2% d’y —a® .
tendrémos = —, —— = —, &¢.; y hacien-
dx 2 (ax &= a® )2 dx 4 (ax = a*)?
dow = o,serd 4d=o0, A=, 4 = =, &c.; de donde in-
ferirémos que la funcion v/(ax == x*) no se puede convertir en una
serie de la forma K —+ Bx ~- Ca? 4+ Dx? —+ &c.; pero dédndole la

I I z
2 . 2’
forma x° (a == x)”, y haciendo (2 = x)* = y, tendrémos (nd-
mer & x) 5 ‘ il il
0100) (2 %= x) = o’ = — — — == — — &,
2a2 2. 448" 4. 4a4af
Yy por consiguiente x” (2 = x)" = V/(ax == a?) = a'a° =
X
s . 242
—_— — == - — &c
2 .41’17 4 -4612

G
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. . a4 bx . -
Exemplo 2° La funcion — no puede convertirse en una .
a7 = ca?
rie K 4+ Bx -+ Cx? ~+ Dx3% + &c.; pero si la transformamos ep
b 1 == b , d_y b e
S y hacemos y == Z =, tendrémos — = il
2 e ex S ax Cr - cx)t?

:L. -
d'y 2¢ (ac — b) d}y 2.8¢ (b—ac)

— &ec.; de donde inferi.

dx’® (1 =) . Yodd (1 = cx)t 4 ’ ' Il
- - 1 —_— i

émos A—a, A —=b — ac, A ac ((lé‘—-—b),A = 2.4

a 4 bx
2 (b —ac),&c,—— =a-+ (b —a)x—+ ¢ (ac—5b) g
’ 31+m' e I a -+ by
2 : . _
—+ ¢ (b — ac) x3 4 &c., y por consiguiente S o =
a-+ by a b — ac : 3z 2 3
= ——— — (b —ac)x + (b —a) x ~ &
x%-f—cxz x? 2z

102. Bastan por ahora estas aplicaciones : en otra ocasion las con-
tinuarémos y darémos un metodo analitico independiente del cdlculo
diferencial , el qual se aplica igualmente 4 las funciones implicitas sean
los que fuceren los exponentes de la variable en la serie. Ahora termi-
narémos este asunto demostrando el teorema antecedente indepen-
dientemente del de Taylor.

Sea ¥ una funcion de x que se puede convertir en una serie de la
forma K + By 4+ Cx* + Da® + &c. ; siendo K, B, C &c. constan

dy

tes indeterminadas; serd —= B = 2Cx¢ = 3Dx?* 4= 4 Ex3 + &,
2, 2‘ ’ 113’;'

St 20 4 6Dx + 12Ex? 4= &¢., - = 6D + 24Ex + &e. &
ax’

s’
y coino estas equaciones deben verificarse, sea el que fuere el valor

- > d}' 112}’
de x, harémos x = o, y tendrémos y == K, — = B, = 2(,

d’y

; d.li: )
—— = 6D &c.; pero hemos supuesto (niim. 100.) que quando x
ar dv . dy PREERY "

—o,ey=A,—=4,—F=4", — = A", &c.; luego K

dy dx d
Al Al ..
, D —= ——, &c., y por consiguiente y

— A, B=A4,C=

A 2 A 2.
= A+ dx—+ X% x% 4 &ec.
2

2.3

De¢ los mdximos y minimos de las funciones de una cantidad
variable.

103.  Quando una funcion /' (x) =y de la variable x es tal, que
haciendo variar continuamente x; sea creciendo ¢ decreciendo, s
halla entre los valores que resultan, alguno que sea mayor O menof
que los valores que le preceden, y que le siguen m,chdmtz}mdente,‘ di-
cho valor se llama urz mdxinoe O wurz minimo ; un- maximo.si fuere ma
yor que los que le preceden y que le siguen inmediatamente; y uﬂ‘
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minimo, si fuese menor. Por exemplo : haciendo variar x en la fun-
cion 1 -+ 8x — x® =y, sc halla el valor y =17 correqundient.e ax
= 4, mayor que los valores que le preceden , y que le siguen inme-
diatamente ; esto es , mayor que las cantidades que resultan substitu-
yendo en lugar de & otras cantidades menores y mayores que 4; ¥
por esta razon, el valor 17 se llama iz mdximo de la funcion 1 + 8x
— a%; 0 se dice que dicha funcion es un mdximo quando x =4, en
CUYO €aso €s y = 17. ;

Del mismo modo, si la ordenada PM de la curva CMC ( fig. 4.
¥ 6.), es mayor 0 menor que las ordenadas adyacentes 'P'M, IF'M';
dicha ordenada se llama un maximo en el primer caso (fig. 5.); y
un minimo en el segundo ( fig. 6.).

104. A fin de aclarar esta difinicion , nos parece conveniente ad-
vertir, que para que una cantidad sea un miximo ¢ un minimo; no
es necesario que todos los valores que le preceden y le siguen sean
menores 0 mayores que ella; pues basta que lo sean los que la pre-
ceden y siguen inmediatamente. Por exemplo : aunque la ordenada
pme de la curva CMC ( fig. 7.) es mayor que PM, esta ordenada se-
rd sin embargo un maximo, si las ordenadas adyacentes p'm , p'm’
son menores que LM ; asi la tnica condicion que se necesita para
que el valor G de y correspondiente 4 x = g, sea un miximo o un
minimo , es que substituyendo en lugar de x las cantidades g+ k,

g — k, siendo £ una cantidad tan pequefia como se quisiere ; los dos

valores de ¥ que resulten, sean 4mbos menores o mayores que G. De
aqui inferirémos varias conseqtiencias.

105. 1% Una funcion de X puede tener muchos mdximos y minimos.
Esto se ve evidentemente en la fig. 8., en la qual las ordenadas PM
mayores que las que las preceden y siguen inmediatamente son maxi-
mos; y las ordenadas pim, menores que las adyacentes 4 uno y otro
lado, son minimos.

106. 2% Si mientras que X crece 6 decrece continuamente ; £ (x) au-
menta 0 disminuye sin_fin ; esta funcion no temdrd mdxhno ni minio
alguno : tal es por exemplo la funcion ax3®— bx.

Yo7. g% 8Py es un mdxime § un minimo quando x — g; ay lo serd
tainbien e el mismo supuesto.

108. 41 Ei el wismo supuesto de ser y un miximo 6 un minimo quan=
do X = g; — y serd al contrario un minimo ¢ un miximo. Por exems
plo: siendo un miximo la funcion 1 ~+ 8y — 22 — 7 quando x == 4
(ndm. 103.); serd un minimo Ia funcion x* — S — 1 — —yenel
mismo supuesto, ’ ) '

100. Supongamo§ que el valor G de la funcion y correspondiente 4
X =g, seaun miximo J un minimo : este valor serd mayor que los
dos que resultan substituyendo g == £ en lugar de x, siendo 4 una can-
tidad tan pequena como se quisiere ; ¢ menor que dichos valores se-
gun sca G un méximo ¢ un minimo 5 y como las cantidades que re-
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sultan ( ndimero 97.) de esta substitucion, son G == AH - =
3 2

k . . \

-+ — K + &c., tendrémos necesariamente quando G fuese un mj.
2.3 IS k3

ximo , la condicion G > G == AH + — I== - K+ & ;5

B ERERS
quando G sea un minimo, G<G-'_:I<H+—2- I= -——3-](-&- &c; ¢

2
. oa k? k3
bien en el caso del méximo = AH + - I== — K+ &e. <o (1),

. k* k3 -~
y en el del minimo == AH —+ — I== — K —+ &c. > o. Pero (ni-

-3

mero 13. ) la cantidad arbitrari:} k se puede tomar tan pequefia, que
el primer término kH de la serie antecedente sea mayor que la suma
de todos los demas ; luego @ causa del doble signo == que tiene di-
cho término ; las condiciones antecedentes del miximo y del mini-

L‘{y
— ) =o; luego
Quando la funcion y es un mdximo 6 un winimo 5 su cogficiente di-

mo no podrin verificarse , & menos de ser A (=

. dy . . .
ferencial ——1—— es mecesariaimente igual a cero.
ax

110. Por consiguiente, si una funcion'y de la wariable x es suscep-
tible de un wvalor maximo 6 wanimo = G ; el wvalor g de X que le corres-

. dy
ponde , serd una raiz de la equacion —— = o.

111. Puesto que en el miximo y en el minimo es H— o ; seri
, 3

, . &
necesariamente — I ==

K -+ &c. << o en el miximo, y >o

2 2.3 . IS
en el minimo. Por lo que, como el término —— I se puede suponer
2

mayor que la suma de todos los demas (ndm. 13.), inferirémos que

si elwvalor de 1 6 de su igual e
ximo, y positivo en el sinino.
k3

Si fuese I — o, la condicion del miximo seria == —— K +

2. 3
K+ .. & - k#
L == &c. < o, y la del minimo == —— K + -0 L

2.3 L2 .4

2.2.4

. E b -
~= &c. > o; las quales no pueden verificarse 4 menos de ser K

&Ly
. 4‘1.13 d:V d;y . ) .
ninio, 60 —— = 03 ——— lo serd igualmente.
dx* dx’ o
: : . . . . — 9
112. Del mismo modo probariamos, que si L = —

no des-

—

1 Luas expresiones A> o, A <o, significan que la cantidad A es positioa en ¢
primer caso, y ngativa en el segundo. B :

Y s . .
, 720 €8 ¢eros Sera 71(’g(lfl"c.10 en el mi-

o, de donde inferirémos , que si en el indxino 6 en el mr
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aparece , serf esta cantidad negativa en el maximo y positiva en el
LDy

minimo : que si L desaparece ; M =—=, desaparecerd tambien &e.

De donde concluirémos generalmente
19 Que ¢l walor g de X correspondiente al mdximo ¢ al minimo , re-
dy  d¥y
o Tdw
rc. 3 y el primero de estos coeficientes que no desaparece , es una canti-
dad negativa en el mdximo, y positiva en el minimo. Y rfciprocameme,
ay

dx . .
ce G cero un minero impar de coeficientes diferenciales Zy , jy dv

X X dx’
e 3 el wvalor correspondiente G de y serd un MmaAxiine O un Mminiingo, se-
gun fuese negativo 6 positivo el primero de los cosficientes que 1o des-
aparece.

. . . , . : dy
duce & cero un nimero impar de cogficientes diferenciales ——,

— o, redu-

que si uno de los walores g de X sacado de la equacion

> >

. . . dy .
2% Si una de las raices x = g de la equacion —— =0 reduce a4 ce-
X
. - v . . . dV d: d:)’
ro un mitmero par de coeficientes diferenciales 1‘ , y T drc.s el
N dx ax” X’

cwalor correspondiente de la funcion y no serd un mdximo ni un miniio.
Esto hace ver que la proposicion inversa de la del ntim. 109 no
N dy

v
—o, la funcion y es un miximo ¢ un minimo ; pues para ello es
necesario ademas que se verifiquen las condiciones que acabamos de
expresar.

Muaclaurin, célebre matematico Escocés, fue el primero que hizo
estas observaciones importantes (1).

113 Si y es un miximo o un minimo quando x == g ; sus poten-
cias sucesivas y2, y3, y* &c. serdn ignalmente méximos 6 minimos en
el mismo supuesto. Pero si y fuese negativa »*, y*, y las demas po-
tencias pares serdn minimos ¢ mdximos: esto es, minlmos si — y fue-
se un maximo; y mdaximos si — y fuese un minimo ; pues siendo,
por exemplo, — y un minimo quando & = g, serd (nén. 108.) 7 un
miximo en el mismo supucsto, y por consiguiente lo serdn tambien
==y rt=((—y)*, &

114. En el supuesto de ser y un miximo ¢ un minimo, serd

es verdadera: es decir, que no se puede afirmar que quando es

un minimo ¢ un miximo, y reciprocamente.
R - . dy .

115. St el el valor g de x sacado de la equacion —— =0, hi-

ax

., . . . . . d;“qy
ciese infinito alguno de los coeficientes diferenciales

L N

a
—, —5, &c. 3
Py dw

. o e , .
A Treatise of fluvions &re. nim. 226 v siguientes ; 8§58 3 859.
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la funcion propuesta no se podria desenvolver en una serie de la for-
K k3 -
ma G == (H 4 — 2= —— K+ &c.enelsupuestode v =g ==
2 2.3
( ndm. ¢8.), y por consiguiente no podria aplicarse 4 una fun-
cion semejante lo que hemos demostrado en los nlmeros 109. y si.
guientes. .
Para averiguar en este caso si al valor g de x corresponde efecti-
vamente un mdaxlmo 0 un minimo; se substituirdn cucesivamente ep
lugar de x, ¢ — A, & =~k ; y suponiendo que las canridades que re-

sultan son ‘G, G, G'; si siendo £ tan pequeia como se quisiere, lag

cantidades ‘G, y G" son ambas reales y menores que G, serit (n. 104.)
esta cantidad un médximo; y un minimo si ‘G y G’ fuesen ambas rea-
les y mayores que G; pero si estas condiciones no se verifican, G no
serd ni un maximo ni un minimo.

Pero hemos de advertir que rard vez se ofrecerd valerse de este

recurso ; pues por lo comun sucede que quando alguno de los coefi-
: Ay e .
= 5 &e. es infinito; la funcion 4 Ia qual
ax ax’
pertenscen se puede transformar en otra racional y entera por medio
de lo dicho (ndim. 113. ) ; y luego se aplicard 4 la fancion transfor-
mada lo demostrado respeto de estas funciones, conforme verémos
muy en breve.

115. Lo dicho en los ndmeros antecedentes manifiesta lo que se
debe practicar para averiguar si una funcion qualquiera f () =y
de una variable x, tiene algun méximo 0 minimo ; y los valores de

cientes diferenciales

‘ . Ay
x que les corresponden. Desde luego se formaid la equacion — =0

X
(ndm. 1r10.), y suponiendo que ¥ == ¢ es una de sus raices realcs,
" o
si el nimero de los cozficientes diferenciales {::: , i: , d) , &c.,
ayv - dw ay?
que se reducen 4 cero substituyendo g por x, es impar, siendo al mis-
mo tiempo real y finito el primero que no desaparece ; el valor de y
torrespondiente 4 ¥ = ¢, serd un maximo 0 un minimo (nvm. 112.)
segun fuere negativo o positivo el valor de dicho coeficiente diferen-
cial. Pero si el ntimero de los coeficientes que se desvanecen por el su-
puesto de & == g es par; 0 si siendo impar dicho ndmero, el primero
de los coeficientes que no se desvanece es una cantidad imaginaria; el
valor correspondiente de ¥ no serd ni un miximo ni un minimo.

Practicando pues lo mismo con las demas raices de la equacion

dy . 7oA .. .
——==0; sc conocerin todos los miximos y minimos de la funcion
ady

propuesta , y los valores dz & que les corresponden.

117. Si la funcion propuesta incluyese cantidades irracionales ¢
fraccionarias , puede suceder que la primera de las diferenciales que
no desaparece por el supuesto de & == g sea infinita: en cste caso se
le dard 4 la funcion propuesta la forma racicnal eutera; pero si esto
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no se pudiese conseguir (lo que sucederd rara vez ), se practicard lo

dicho (ndm. 115. ). ' -
Exgmplo 1° Sea 1 + Sx — x* la funcion propuesta. Haciéndola

dy tf:}’ . 'y
4 —n — T e ac —
= 7, tendrémos — 8 — 2x, — = 2, y haciendo — =38

— ov=o, v=4; de donde inferirémos (4 causa de scr negativo el
valor de if_) , que la funcion propuesta es un maximo quando x
da®

Ve 7’ A >
= 4; y como este valozr hace y — 17, serd 17 un miximo valor de

la funcion 1 + 8xv — «

- . "2 2 —_— e
Exemplo 2° Sea la funcion propuesta ¥3 — 3ax -+ 34%% - b=y:
id 2, 2 —Gx — Ga, 22 =6; la cqua-

= ga? — Gax -+ 34*, ——5 = 0¥ — a, == =063 la equs
ax . K N .
cion gx? — Gax + 34> =0, 6 (& — a )* == o, tienc dos raices igna-

les x—a, x—a, y como este valor de x reduce a cero un ni-

7
sera

dy . . . .
mero par de limites — —> concluirémos que la funcion pro-
aw ax

puesta no tiene mdximo ni minimo alguno.

x ..
Exemplo 3° Si la funcion propucsta fuese ———— ; haciéndola

I-=ua
. dy 1 — 2 ay 6x — 223
— y tendriamos —— == —— - = —_ — &c. ;
7 dx (tet27) 7 da® (1~2°) "’ 3y
. T — 2 ar )
haciendo — (= — o, losdos valores v =1, v =— 13
(v =+ 2a%) dw
. Ay — 4 1 4
el primero transforma —— en —5 - — — ¥ el segundo en e
dx”
I . . . . X
= —; de donde inferirémos (nim. 111.) que la funcion ——=
2 1 N
es un maximo quando ¥ = 1, y un minimo quando » = — 1.
o 3, ., % v 2 'y
Exemplo 42 Sea y = Va® =&’ serd — = —, — = —..
wv 013 ax
2 c e dy . 8*
—, &c.: si hicieramos — = o, hallariamos x — <, cuyo valor
3 w
9‘1.3 3

d'y Ay

nada significa por reducir 4 cero todas las diferenciales

de* 7 dad
&e. ; pero haciendo uso de la observacion nim. 113, verémos, que

S

!

2\3
M e - s 3 . ’,
sLa” es un maximo ¢ un minimo (& )’ = a° lo serd igualmente; haié-
, ay ate .
mos pues y — a® y tendrémos = 2, = 2, &c.: la equacion
@ ax”
dy FTALY . . .
—=2x=—odax=o, ycomo —- es una cantidad positiva, in-
i ax’

O ; .. 3 -
ferirémos que la funcion v/ %% es un min’mo quanco x == o.

Exemplo §9 Sifuese V(v — a)® = (v —a) la funcion propues-
v 5 3 &t
= (xr—a =T e
ax 3 ) T

ta; haciéndola =y tendrémos
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10 co1 5 3 ‘
, &ec., y haciendo = (x — a)” = o; x = a; pero como en

o (v—a)® o V0L dy

este supuesto es infinito el limite ——» 1o se puede asegurar que 4 x
= a corresponde un miximo ¢ un minimo. Si para saberlo con cer-
teza practicdsemos lo dicho (ndm. 115.), hallariamos que quando »
—a, y noes un miximo ni un minimo. Pero en este exemplo, co-
mo en el antecedente , se puede dar 4 la funcion propuesta la forma

5
racional ; pues si (& — a)’ es un méximo ¢ un minimo, lo serd tam-
bien (x — a)%; y como esta cantidad no tieue ningun miximo ni
minimo, tampoco le tendrd Ia funcion propuesta.
118.  Apliquemos los principios antecedentes 4 la resolucion de al-
gunos problemas.

Problema 1° Diwidir la linea AB (fig. 9.) en un punto C, de
manera gue el rectangulo AC x CB sea el mayor posible.

Resolucion. Llamemos a la linea 4B, y x la distancia AC; BC
setd —a —x, y el rectingulo ACX CB = ax — a®; y como este
rectangulo debe ser el mayor posible ¢ un miximo, haciéndole igual
, .. dy . a AB
4y tendrémos —— = a — 2x = o, equacion que da v =—=—j
4 cuyo valor corresponde en efecto un miximo 4 causa de que
tZ:y
dz’
lo AC x CB serd el mayor posible quando el printo C esté en medio de AB.

— — 2 cs una cantidad negativa; por consiguiente, el rectdiugu-

Problema 2° Dados dos nilmeros gualesquiera a, b, hallar ofro ni-
mero tal gue restado de a y de'b, el producto de las restas sea el menor
posible.

Resolucion. Si llamamos v el ndmero que buscamos, las restas se-
rina—=x, b —x, y su producto ab — (a + b ) x —+ x®. Haclen-

— —a —b

do pues y == ab — (a + b ) x 4+ x*, tendrémos .

a-+b d’y
r COMO ——— 2 €5
’ ) dx®

- 2x — o, de donde inferirémos x —
2

una cantidad positiva, podemos asegurar que el niimero que se pide

a-+b a—1b b—a a—b\?
es , y que el producto . = — ( ) de las
2 2 2 2

restas es con efecto el menor posible. Sea, por exemplo, a = 10,
a4 b a— b\2
> de las restas,

igual 4 — 4; asi qualquiera otro nimero que s¢ reste de 1o y de

yb=06, serd — 8, y el producto — (

8 el producto de las restas serd mayor que — 4.
Problema 3° Determinar en que puntos tiene la elipse ADBEA su
mayor , y su menor ordenada (fig. 10.) y su mayor y menor abscisa.
Resolucion. Llamando el exe mayor AB, a; el menor DE, b;
la abscisa AP, x; y la ordenada “correspondiente PM , y; serd J
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P . dy b a— 2% dy
:i—\/(zlx——xz),'”—'::t—' T d‘Z::.....
a e ax ?  a(ax—2)2 v
b . . dy Cq . a
“ _: y hacjendo —— =0, tendrémos & = —; cuyo valor
4 (av — 2° )"

. - I*y 2b ) S . s
transforma ‘—iz— en o= — ; de donde concluirémos (nim. 116.), que
ax a . .

a : , A .
quando x = — == AC, la ordenada es un maximo y un minimo.
2

Para hallar el valor de la ordenada en el miximo y en el minimo,
5
substituirémos por x su valor en y = == — v/ (ax — &?), y resul-
b @ b

tardy — =+ —;estoes, y — —=CD — miximo, y=— — =
2 ’ 2 2

CE = minimo; J bien como el signo inferior pertenece & las or-
Ce e b

denadas de la semielipse inferior AEB, — — = CE se puede con-
2

siderar como un miximo de dicha semielipse. Para determinar la ma-
. , dz a . " 1 z
yor y la mehor abscisa, harémos — =t 2(av—a )2 _ @

54 b . _ g, *
29 a— 2%
@ - 2T

—o, y tendrémos ¥y ==o, cuyo valor substituido en Ia
equacion de la curva, da x == o, x = a: la abscisa x = o es un mi-
nimo ¢ la menor; y la abscisa ¥ = a4 — AB es un maximo 0 la

mayor.
La mayor y la menor ordenadas se pueden hallar mas ficilmen-

. . . b
te en virtud de lo dicho (ndm.113.);pues si — v (ax — x* )
@ 2
¢s un miximo 6 un minimo; lo serd igualmente su quadrado — ( ax
a8

— «* ), y tambien (nim. 107.) ax — x* ; haciendo pues esta fun-

cion igual 4 una nueva variable z ( para distinguirla de la ordenada
. dz d’z dz

Y ), tendrémos A2, Y = = — 2 la equacion - =
— — 2 4 ' tximo .

a—2x=o dax= —» a cuyo valor corresponde un maximo, por

2

ser negativo el de —— 3 LV
e — ; serd _— _— ax1
dg ¢ — 3 pues — (ax =« 1;) un méiximo
u - H H 7 -
quando x == —, y por consiguiente ( ntim. 108. ) — — vV (ax —a*)
un minimo en el mismo supuesto. Substituyendo el valor 2 de a3
2

b
yy—=— —.
0 b - . e 2
Problema 4° Hallar un mimero que dividido por su logaritmo , el

?uoczqnte Sea menor que el de ofro mimero qualquiera dividido por el
ofaritmo que le corresponde.

hallariamos los mismos valores que antes y =2
) 2

el

Resolucion. Llamando x el niimero que se busca, sera

H

OFe &
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quociente que debe ser un minimo ; y haciéndole = y, tendrémos

7 log.x — 1 i 2 — log. & . log. o — 1
Y — £ — ‘,‘y_ - A la equacion ————==o,da
dx (log. 2 )" ax” 2 (log. v )} (log. x )* ,d‘y

log. x = 1,0 (nim. 84. ) x ==¢; y como en este supuesto es =

T .. :
— —, inferirémos que quando x —¢, la funcion es un' mi-

P 9

og. .
nimo , y por consiguiente que e = (no pasando de sicte decimales )
2,7182818 es el nimero pedido.

Aunque el ntimero 2,7182818 lo hemos determinado en el su-
puesto de los logaritmos natumles , 0 Neperianos, es sin embargo el
mismo que se hallaria suponiendo otro sistema qualquiera de loga-
ritmos : pues como el logaritmo de un ndmero qualquiera £ en otro
sistema , cuyo modulo es a, es igual 4 a log. v, entendiendo por

. . 7 . . & i
log. x el logaritmo Neperiano de x; serd en dicho sistema ———1 !

alog. &
cantidad que debe ser un minimo ; y -como esta cantidad es un

minimo ( ntim. 1o07. ) quando lo es , el resultado serd-el mis-

og. x
mo en ambos sistemas. Sicndo, por exemplo, 0,4542945 el logaritmo

de 2,7182518 en las tablas ordinarias , ¢ en el sistema de Brigs; la

. 2,7182818 27182818

cantidad e -

0,4341945 4343045
otro ntimero qualquiera dividido por el logaritmo que le correspon
de en dichas tablas. ‘

Lo dicho en este exemplo debe entenderse solamente de los ni-
meros cuyos logaritmos son positivos ; pues entre los niimeros cuyos
logaritmos son negativos no hay minimo alguno, y por consiguiente
ningun quociente menor que todos los demas. o

Problema 9 Determinar el rectdngulo mayor que se puede inscribir
en un circilo dado FABED (fig. 11.). :

Rosolscion. Sea ABED el rectingulo que se pide; su diagonal AE
serd un didgmetro del circulo FBE; llamindola a y & uno de los la-
dos AB del rectingulo , el otro lado BE serd = V(e —2at),y
la superficie del recringulo ABxBE = x vV (a* — 2% ), cuya cantl:
dad, 6 ( ndm. 113.) su quadrado a* (a® — x* ) debe ser un mini-

serd menor que el quociente de

mo; harémos pues y = a? ( a> — x* ), y tendrémos —— = 2’ =
dW . ay 2 v
qx3,y — = 24% — 12x* : la equacion — 2% — 43— o da
ax” 2 li:ﬁ/ dx . . -
¥=o, XT= ——, Y COmo —— s una cantidad negativa en el su
2 X
a , ) z
puesto de x = - = AB; y 0 el rectingulo ABED serd un ma-
2

ximo en este supuesto. Substituyendo este valor de x en la equacion

. . , a .
BE =V (& —a?), la transformard en BE = =T de donde -
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ferirémos AB — BE,y por’consiguiente, que -el rectingnln mayor
que se puede inscribir en un circulo dado es un quadrado.

2

: ) ay
El valor ¥ — o da un minimo 4 causa de — = 2
ax

{

Problema 6° ; Qudl es el arco cuyo semo es un maximo 6 un mi-
nimo ? .

Resolucion. Sea x este arco, € ¥ su seno ; tendrémos y = sen. x,
dy . ) dz}' . ) P
—— = C08. X, y = == — Sen. &. Si llamamos 7 la semicircunfe-
ax ar” d}’
rencia ; la equacion cos. x (:—d— — o da los valores siguientes
X
7 37 57 7T a7 o
dex, = —, &= =—— , &= =— &c. ; los arcos — , —= ,—5—-—,
2 2 2 2 2 2
o, , , p B
&c. tienen el seno miximo ¢ = 1 4 causa de —— = —1;y
p o 37 57 o ..
a los arcos — — T T T corresponde el seno mini-

mo, é — — I.
Problema 7% Dado un punto B en el exe de la parabola AC ( fig. 12.);
determinar el punto M tal , que la linea BM sea la mas corta de to-
das las que se pueden tirar del punto B d la paradbola.
Resolucion. Bixese desde el punto M la perpendicular MP al exe
AB;y llamando AB,a; PB, x; yp el parametro del exe princi-
pal AD; seri AP—=a —x, PM=V (pa— px), y BM =

‘/( PBY +(PM) =V (a® +pa—px), cuya cantidad, G su
quadrado, debe ser un minimo. Haciendo pues y = a* — px —+ pq,

tendrémos la equacion
2 ax

et — I
=2 —p=—o,quedax=—p; ¥y
COMO — == inferiré 1 ! ;

—— — — 2, lnleriremos que a v = 7 corresponde en efec-

to un minimo ; tomando pues BP igual 4 la mitad del parametro,
y tirando la ordenada PM, el punto M serd el que se pide. Pero
. bl . 7 I

st la linea BP es igual 4 — 7> Ja BM es normal en el punto M

» Ve -
(véase el nim. 135.) : luego entre todas las lineas que se pueden ti-

rar a la pardbola desde un punto dado B en el exe, la normal es la
menor.

Problema 8° Dividir la cantidad a en dos partes tales , que el pro=

ducto de la potencia m de la primera, multiplicada por la potencia n

de la segunda , sea el 1
) nayor de todos los productos semeiantes
dan_formar. 7 g g se pue

Resolucion. Sea a una parte de a, la otra serd a —x; y el pro-

ducto Ax1 S m " i
» Cuyo maximo se busca, x (a— x ) . Haciéndole =, ten.

P2 d —
dren‘lOS _dl- ol 7nxnl T s X
X

I k23
(a—x) — aux"” (a—x) = ( ma
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’ ' . ome—1 M= I . : )
—_—MmE — nxX ) w (a=—uw) — o, cuya equacion da ma —
97— I , ma
— o, (a—x) —o0; 0x =
ma metn
’ A ”
x—o,x =a;al valor -~ de x, corresponde un maximo 4 cau-
m 7 .

-1
ML —NX ==0, X

o &y ) )
sa de que substituido en ——, resulta una cantidad negativa; y 4

cada uno de los otros dos valores, corresponde un minimo == o en
el supuesto de ser pares los exponentes 7z, 1, de las potencias.

De las funciones que en ciertos casos particulares se presentan
. . [¢] Q0
baxo las formas indeterminadas —, — ,0X®,y®w—w.
[e) o0
- 119. Quando una funcion de una variable x es fraccionaria, sue-

le suceder que substituyendo en lugar de « ciertos valores particula-
res , el numerador y el denominador se reducen 4 cero, y por consi-

Al

. . . . . . o N
guiente dicha funcion a4 la expresion indeterminada — : tal es, por
= o]

. a~—3 .
exemplo, la funcion ~———en el supuesto de x = a. Estas funciones
a—2x

tienen sin embargo un valor determinado, el qual puede ser cero, fi-

mito G infinito; pues es evidente que no habiendo en ellas mas canti-

dad variable que x, si esta se supone igual 4 una cantidad determi-

nada , su funcion lo serd igualmente : por exemplo; dividiendo el
2 2

numerador y el denominador de la funcion por el denomina-

a4 %
dor a — x , se reduce 4 a -+ x, cuya cantidad es igual & 2a en el su-

0‘2_-‘3"2 .

se re-

puesto de x=—a; por consiguiente, aunque la funcion —

, © . , . ,
duce 4 — quando x = ¢ ticne en este caso un valor determinado €
o

igual 4 2a.
120. Si se observa con cuidado una funcion qualquiera que se re-

7 o z
duce 4 — en el supuesto de x == a; se vera que su numerador y de-
o N
pominador desaparecen & un mismo tiempo , & causa de que en su
forma actual o en otra que se les 'puede dar, tienen un factor co-
n .. . " . ¢
mun (x—a) , que reduciéndose & cero quando x—=a, reduce igual-
mente 4 cero dicho numerador y denominador. Por lo que, quando
. Bd o
una funcion se reduce 4 — en el supuesto de x=a; s¢ podra ha-
o

. n
llar su valor, buscando ¢l factor (& — a) comun al numerador ¥
denominador, y suprimiéndole en ambos.

Si se nos pidiese, por exemplo, ¢l valor de la funcion..e
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{(‘3-——-6.’52——“:3"4"“3

, ©
- , que se reduce & — quando ¥ == a; la trans-
b(a — za8 —=a ) ] o
(a42) (z—a)
b(x—a)

.. , a=+2x 24 —
(x — a)?*, se reduciria 2 — =—,—en el supuesto de x=—=ua.

; y suprimiendo el factor comun

formariamos en

Pero ademas de ser muy embarazoso este método aun en los ca-
sos comunes, seria impracticable en algunos complicados , particular-

“mente quando la funcion propuesta incluyese cantidades irracionales

x

6 transcendentes; como, por exemplo, la funcion que

o 11—+ log. &
se reduce 4 — en el supuesto de x == 1 ; por cuya razon, abandonan-
(o]

do enteramente dicho método, vamos 4 dar otro general y sencillo
fundado en el calculo diferencial, el qual se aplica con la misma fa-
cilidad 4 toda suerte de funciones.

121. Hemos visto ( ntim. 85.) que quando ciertos valores parti-

. . .y W A
culares de & y de y reducen el coeficiente diferencial —— = — —

, O ; . . . ‘.1'° B
4 —;se puede determinar su valor diferenciando sucesivamente las
C

. dy
equaciones B — + A=o,(Ca), (b), &c hasta llegar 4 una
s

equacion en la qual alguno de los coeficientes C, D, E &c. no se
reduzca 4 cero.

: ~ . . A
Podemos pues suponer que una funcion qualquiera = de una va-
. P4 o ’
riable x que en el supuesto de x —a se reduce & —, representa el li-
o]

mite — de la razon entre las diferencias de dos cantidades varia-

p . . . 4 4 o D

bles x € y ; por consiguiente , haciendo —Zy—— =50 B J — 4,
N ] A X . axr

y considerando que 4 y B son solamente funciones de x, se deter-

.z dy . . .
minard el valor de — 0 de la funcion propuesta, diferenciando

avw

sucesivamente A y B; 0 lo que es lo mismo, el numerador y el de-

nominador de dicha funcion , hasta encontrar con alguno de los co-

fei . . a4 ' B
eficientes diferenciales , , que no desaparezca por el su-
dz" da"
o d" A4 4B ,
puesto de x == a, en cuyo caso — : — serd el valor que s
dw dx

busca.

Esta es la regla que por lo comun se da para determinar el va-
lor de una funcion qualquiera de una variable x, que en ciertos ca-

M 7 O .
sos particulares se reduce 4 — . Pero como dicha regla se suele de-
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ducir indirectamente de algunas consideraciones particulares, ¥ prin-
cipalmente suponiendo la funcion propuesta —§~ igual al coeficiente
diferencial —:Z—- conforme acabamos de hacer ; nos parece mejor to-

mar un rumbo que nos conducird directamente 4 la referida regla;
luego afadir algunas observaciones indispensables para hacer mas

ficil su aplicacion, y darle toda la generalidad que se le supone.
122. Sean y =f (), z= F(« )dos funciones de x, que se

, y
reducen a cero quando x == a; y llamemos € el valor de = en es-
zZ

te supuesto : si substituimos en y y en z, & — L en lugar de x, ten-

dy dy & iy
Vd /£ - .
X ndm. 89. x+k)= ko ——, — _
drémos ( 9/ ( )=y —; P N
k3 dz d’z k* d’z
&c. Flx—a=t)—z 4= k- R ;
2.8 -+ Y ( ) dx dz* 2 =+ dx3
k3 .
—~ &c. ; y considerando que y y z desaparecen quando & == a;
2 . 3 dy d:}’
-+ — , — = Gre.
(x-+k) dx dx*® 2 haciend
serd en este €asQ ———— ==~ - FE— 5y haciendo
‘ Fla+h) — — . — =&
dx dz* 2
dy
», ( X ) , C dz d . R
= o, tendrémos Tz 0° T & sde manera que si am-
dx
. . . dy dz ,
bos coeficientes diferenciales ——> —— nose reduxesen 4 cero por
K azx
el supuesto de x —=a, s¢ conoceria el valor € de -y—; pero si los
zZ
. . . . . f(r-k
dos coeficientes diferenciales desapareciesen, seria EAS DN
d:y d;y k F (x +/{)
p g -;—3" . — = G, Fe d:
w v 3 . "y z
; v haciendo k=0, — : . Del
d*z d*z k 3 Y ? dx* av®
e rfn . — G
dx? dx? 3 P
. d . f= . .’ . l ﬁ . d-f . 1 .y
mismo modo Infeririamos , que si los coeficientes diferenciales —=,
X
d’z . - . ’ d;.y
- desapareciesen por el supuesto de x == a; € seria igual 4 —.
x” FE
az . b
—syen gene;ral s que para hallar el wvalor € de una funcion =
gue se reduce a — quando X = a, se diferenciarin sucesivamente el

numerador y el denominador, hasta encontrar con alguno de los coefi-

n o
d z

. . . y
cientes diferenciales —

— que no desaparezca por el supuesto
dx dx '
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d“Y an
de x = a: entonces serd 6 = ———: — 5 y este valor serd cero,
L dx dx X
si fuese ——— el coeficiente diferencial que no desaparcce 5 infinito , i
Q

dx
n
fuese ST dicho coeficiente 5 y jfinito , si ambas diferenciales subsis-
i
X

tiesen en el mismo supuesto. . .

123. Tal vez sc podria temer que todos los coeficientes  dife-

. d,v ) d:"}’ {IZ :l’z R « e N R

renciales —, —, &<, , ——, &c. al infinito, desaparccie-
dx dzx” dx dx

. . O
sen por el supuesto de x==a, €N CUyoO Caso seria siempre € = =

dy

Pero esto no puede suceder : pues siendo /(v —+4) =y + —

: k* . . . . dy
k 4 4y . — = &c.; si todos los coeficientes diferenciales
2 da’® 2 ) axv
d’y

- &ec. , fuesen cero quando x = a; seria f(a—+ k) == o, sea el
N

que fuere el valor de %, lo qual es evidentemente imposible.
124. Antes de aplicar la regla antecedente 4 algunos exemplos,
observarémos

’

o . ¥ . . dy
12 Que la funcion propuesta = y sus expresiones sucesivas —— :
dz A’y 4z z dz
de ’ dat T do?
ticando para ello las operaciones necesarias ; con lo que se facilita-
rdn las diferenciaciones siguientes en algunos casos complicados , y

, &c. se deben simplificar quanto sea posible, prac-

. . J . .
particularmente quando — incluyese cantidades transcendentes.
Z
. . 7
22 Que si el exponente # de Ia potencia (x — a) del factor

comun de y y de z, que se reduce 4 cero quando x==a, fuese

. . . . dy dz d’y d’z
un ndmero fraccionario;las diferenciales , ; ——, —; &C.
. dx dr da® daz®

tomadas de dos en dos, serian, 0 cero, ¢ infinitas; en cuyo caso, si

Y 0 z no tuviesen otro factor de la forma x — a que el comun

7 . dy dz d’y d*z ,
X —a) ; las expresiones — : e &ec. , 0 se redu-
( ) ? p dr dv ’ dat dvt ? ? ¢ redu

.. ” . » co z
cirian todas 4 la forma indeterminada — ; ¢ empezando por re-
. co

-

. , O . . o . ..
.ducirse & —, Ilegarian 4 ser — al cabo de m diferenciaciones,
o o%e}

representando s el nidmero entero inmediatamente mayor que 7,y
por consiguiente no se podria determinar G por medio de dicha re-
gla. Pero ( ndm. ¢8. ) como en este caso particular las funciones

J (a1, F(a-1), no pueden desenvolverse en scrics orde-

nadas segun las potencias cntcras de £ tampoco se puedc suponer
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d &y K

.__?_k_;. > . — e e
fCasky _  _ax a2 igui
o = — P ., ¥ por consiguiente no
t(a < ¢ < .

—_—k o —— + Ge.

dx dx* 2

conviene al caso actual la referida regla deducida de esta hipdtesis,
Por lo que, para determinar el valor € de 2 en este caso particular,
serd necesario hacer desaparecer los radxcales de los factores que se
reducen 4 cero quando x == a; ya sea elevando la equacion € =2
4 la potencia que el radical indica, 6 por medio de alguna otra opez-
racion ; y luego se aplicaré la referida regla 4 la funcion libre de los

radicales.

Pero si no se quisiere practicar con la funcion propuesta Ia ope-
racion necesaria para hacer desaparecer los radicales, ya sea por su
dificultad , ¢ porque la funcion en su nueva forma parezca demasia-
do complicada ; se podrd_ determinar € por el mctodo siguiente, el
qual se funda en los mismos principios que el antecedente ; pero
presentados con mayor generalidad, y que por lo mismo no admite

excepcion alguna.

f(=)
125. Sea como antes € el valor de la funcion —:: e ) quan-
dox — a, en cuyo supuesto s¢ transforma dicha funcion en —: : subs-

ntuyendo a -+ k en lugar de x; las funciones f (a=+% ), F( a-+k)
se podran descnvolver en series ascendientes de la forma Ax ~+ BK
-+ &c., Ak —+ BA ~+ &c. , representando r, 5, &e., ', 8, &,

qualesquiera nimeros cuyo valor aumenta progresivamente ; y serd

f(a==k) __ AK 4 Bk + G

F(ask) A’kr—l— B’kf-l-ér:.

: . . /(@
hacemos &= o; su primer miembro se transformard en i
a

4C;y aunque el segundo, en su forma actual se reduce igualmen-

. Sentado esto, si en esta equacion

igual

te que Z— 4 — ; se le puede dar otra que no tenga este inconvenien-
!

te, supnmlendo el factor comun & quando fuere ¥’ — o' <r; yk
(a—+k)

pe—

uese 7’ r. En el primer caso, tendrémos
mfer, > r p TS

ac " Bt o+
'

§mm
A’ =~ Bk =t Gre.

, v haciendo £ ==o, resultari quando r’ <1

A
C=o;y6= — quando r' =r; y en el segundo, esto es, quan
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A4 B,k"_r -+ Cre.

1l —r

P i '
do# >r,serd = = , ¥ haciendo k= o,

z Ak = B T 4 e
tendrémos & — oo ; de donde inferirémos esta regla general. Substi-

tizyase en Y a = Kk en lygar de x, y formense los primeros términos
z

ro . . s
AKS AK  de las series antecedentes que rvesultan ; suprimase luego en

r
Ak : o . ' , .
el factor comun K G K, y haciendo K = o, resultard C, éel

AR
walor de la funcion propuesta — qzmndo X — a
Es de advertir que quando r' = r, bastard para haH'u €, supri-

mir el factor comun & -

126. La prictica de la regla nlim. r22., es por lo comun mas fi-
cil que la de la que acabamos de manifestar; pero esta tiene la ven-
taja de ser general; y que en algunos casos comphcwdos se juzgard
tal vez mas fcil su uso que el de aquella. Vamos & ilustrar toda esta
doctrina con algunos exemplos.

; . . a® —x
Exemplo 12 ;Qual es el valor de la fraccion ———— quando x

. . . p dy
= 4? Haciendo 4> — x> =y, y a — x = z, tendrémos - =2,
r

dz . , 1y .d~

L — _ 1, y suponiendo ¥ = a, serd € — —— .

dx dx dax
. At — ot

por consiguiente en el supuesto de ¥ = a, es — = 2a.

Exemplo 22 Si se nos pidiese el valor de la fraccion

= 2a;

a® — ax

— en el
a —— ar

SUpUCStO de X = a, hariamos a’ - ax :}’, a — \/ax —_— Zy y
) dz

I a N
— = \/T , ¥ haciendo ¥ = g,

. ly
tendriamos — — — 4,
ax
dy dz

—

dv. =~ da
Exemplo 3° La funcion propuesta es

— 24; asi 2a es el valor que se pide.
& — V( a® — ')
= » Y se pi-
de su valor € quando ¥ = o. Tendrémos y == a — V/(a* — a?)
»

dv x d
— a2 Y z dv dz
L= X%, jonna) = 2x, y - . —

dx V(a* —2*) > dx ax T odv T av(a® —a?)
— — ! :
= (quando x ; cuya cantidad es el valor que se pide.

Exemplo 4° Sea * _ Ia funcion cuyo val
‘/( yo valor se quiere deter-

mmar en el supuesto de x = 1. Haciendo )/ =log. v,y z = (1

) d I 7
- x) , tendrémos —— — - = ! LI
dx x dz

. ——

2 (1 — .r)é >z dx
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1
2 (1 —2)2 H iré -
( ik y 6= o; de donde inferirémos que quando x = 1

x
log. ®

- es Cero.
V(1 — ) . 90° — &
Exemplo §° La funcion propuesta es -

la funcion
, ¥ se pide su va-

cot. v
lor quando el arco ¥ = 9o°. Tendrémos y — 9o° — x, Z = cot. x,
dy dz 1 dy dz . haci
—_— = — I = — - : = sen.” x; acien-
dx > dx sena  dv dx 3y

do v = 90°, € = 1 = al radio = §7°,295 &c.; y este es el va-
lor que se pide. ’
Exemplo 6° La suma general de la serie x, 2x%, 3v¥, 404, &e.
n+1I n-i 2

x—(n-+1)2 —t— T ,
€s : ¢quéal es su valor quando x = 1? Ya

(1 —=a)
N o= I 7%= 2

quey=x —(n4+ 1) = nx , vz = (1 — a)

y 7 1 dz

, d
fseré-—j——::1—-(7z+1)’xn+1z(n—|-2)x s = —
'S

ax
n 7 - X
dy dz I— (1) v +n(n—2)x
Y . — ;Y CO-
. —— ’
dx ax —2 (1 —a) ¥

2(1 — ),y
. S ;
mo esta cantidad se reduce 4 —- substituyendo 1 en lugar de x; volve-
(¢}

. ;g . , dy , nm—1
rémos 4 diferenciar, y tendrémos = (= 1)*x “+ 1
e

n  dz Ay a4z
- 0\ e —g FYoo4r .
(1) (- 2) 0, —iT 2, Y g T e
n

n I
Ce— (1) A (n 1) (n2)0

-, cuya cantidad se reduce &
2 R

...... ' I

n* 4 n ’ T e e e ' Y ..

——— por el supuesto de x = 1; de donde inferirémos, que }a si-
2 ‘ o n -4 n

ma general de la progresion aritmietica 1, 2, 3, 4y e 12€5 ———

1 — sen, a4 =t C0S. ¥

Exemplo 72 Pidese el valor de suponiendo el

sen., ¥ =+ c0s. & — I

arco x de 9o grados. Si hacemos 1 — sen. & —+ €OS. 2 = 7, sen. ¥
N e . P dy - - az
- COS. % — 1 == %, tendrémos —— == — C€OS. ¥ —— SC0. X, —F
. : : dv | - dv
dy dz COS. T == sen. ¥

= COS. & —— Sen, X — — ==
co U S ,‘,:‘,LY.;I.I‘_..;dJ : . .
puesto de & == 9o’ €§ Sem. X == 1,y COS. & — O, la cantidad an-

teced:nte) serd -em este supuesto igual 4 1 asi quando x = 90" la fun-

—; y como en el su-
SEN. & = CO8. & :

cion propuzsta es. igual 4, ‘la unidad. _ .
El factor comun del numsrador y denominador, que en este ca-

so se reduce 4 .cero, por el supuesto de & = 9o°, €S V(1 — sen. a)

el qual aungue no se descubie en la forma actual de la funcion pro-
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puesta, se manifestara dindole la forma conveniente; pues siendo cos. x
=/ (1 —sen.? x) = V/[(1 + sen. x) (1 — sen. x )] dicha fun-
1 —sen, v == V[ (1 4~ sen. ) (1 — sen. x )]
V(r —sen, &) (1 —sen )] — (1 —sen. )

[V(t —sen. &) = V(1 + sen. 2Y]V(1 —sen. x)
T [V(1 == sen. ) — V(1 —sen. &) ] V(1 —sen. v)
V(1 = sen. x) 4= V(1 4 sen. x)
. . . V(1 -=sen. 2) — V(1 — sen. &)
valor es igual 4 la unidad suponiendo & — 90", O sen. ¥ = I.

cion se puede transformar en

, la qual, suprimiendo

dicho factor comun, se reduce & » cuyo

xr — X

Exemplo 82 Sea Ia funcion cuyo valor se quiere de-

I — 3~ log. x
. ’ X
terminar en el supuesto de ¥ == 1. Tendrémos y = x — «x, z

1

dy x dz
=1 — x + log. x, — = x (log. x 4 1) — 1,
L dv dx

~~ —; y como las dos tiltimas expresiones desaparecen en el supues-

el §

. « . Ay x /1
to de x = 1, las diferenciarémos de nuevo, y serd —= = (-—)
X &

X 2 d’z I . A
- (log. * =+ 1), — = — = y haciendo » = 1, tendré-

d*y d’z 2

mos 6 = —— T —— = — 2; yeste ¢ el valor de la fun-

cion propuesta quando x =— 1.
V(¥ —a’)
V(z—a)l . :
diese su valor quando x == a; hariamos y = (x> — a®*), z= (&
e k3

¢ . 4y i d L
— a ) ; y tendriamos — = gx (x®—a?)’, £ :—_..;5_@:_4)2’

. dx
d’y

dz®

Exemplo 9° Si fuese la funcion propucsta, y se pi-
3

3»75: d’z 3

. L7 gt T T
(a° —a*)® iy 4(x —a)?
dz

X
todas las demas son infinitas ; y por consiguiente no se puede deter-

=3(2*—a*) + , &c.; y ha-

. . . . dy
ciendo x = a, las dos primeras diferenciales — desaparecen, y
X

minar € por este medio. Serd pues necesario recurrir 4 alguno de los

dos expedientes propuestos ( ndm. 124, 125 ). En virtud del prime-

) V(a? ——a®)s PR

ro, harémos €= X2 — 200 y serd 62 — (v ) ¢t =
: ) 1/(.17-—4)’ > (.’L‘—{l); ’y —_—
2% —a’ a® —at

o — o = (por e primer exemplo) 2a; y finalmente G

3
T .
—-()24) ; v este es el valor que se pide.
sub ltf"a_ aplicar Ia regla general ndm. 125. 4 la funcion propuesta,
stitutremos en su numerador , y en su denominador @ — £ en lugar
2
(2ak + k*)° L. i
T » ¥ suprimiendo el factor co-
k(

de x, y se transformari en
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3 3 3

7z z . ’
nun k" ;en ( 22+ %), y haciendo A= o, resultard € == ( 24 )’, lo mis-
mo que por el método antecedente.

Exemplo 10° Si la funcion propuesta fllese wwemeerininnissssinssssnnene,
2t — gar® == 7'y — 247 — 247 V (200 — a%)

i - uisiéram i
2t — 2ax — a4 22V (248 — 2°) » Y g os determinar

su valor por la regla niim. 122. en el supuesto de x = a; seria nece-
sario para obtenerle diferenciar quatro veces su numerador y su de-
nominador , y hallariamos € = — ga : pero si hacemos uso de la re~
gla general nim. 125., substituirémos a -+ % por x en la funcion pro-

puesta , y reduciendo se transformard en ... ueeeiiniieinninn,
203 o 257k — ukP = B3 = 247V (8% + 20ak)

5

. 2 2 P — z

—21:2-!-/{2—{-211\/(/12—112)2 > pero 24 \/((l +2£I/()._.2a
I

1 3 i k * k3 gkt . 3
(a+2k) =20 (& +—F——F+—F——F+ &) = 24 +
. a° 24" 28 84"
S K
20%k — ak?® 4+ k3 — -—Z—-—L—&C.; y2aV (= k)= 20 (a = — —
k* i 4 oo 2
— — &c. ) = 24* — k* — — — &e¢.; y por consiguiente, substi-
811«3 4 ‘ akt

tuyendo estos valores en la expresion antecedente se reducira 4 —

= — ga: valor de la funcion propuesta, quando x = a.

Si para transformar en series los radicales V/(a =+ 2x), V/(a® — x?),
' 3 x* %}

: I z z :
se tienc presente la férmula (2 == x)" =4 = — — — =
2a% 8at 164
xt . e
S & la aplicacion de Ia regla general parecerd tal vez

0 .7
1204+

en este exemplo mas facil que la del ndm. 122.

. . Yoo ‘ :
127. El valor € de una funcion —, cuyo numerador y denomi-
nador son infinitos, en el supuesto de & = a, se determina del mis-

mo modo que si ambos fuesen cero en el mismo supuesto: pues si
; I .

Lo}

<

» . . z
transformamos — en — ; tendrémos, quando x = a, — =
zZ X

v i

y por consiguiente se determinard € aplicando & esta funcion, 6 &

. R - so- N .
su igual —, los métodos declarados niim. 122. y siguientes.
z :

7

Si se pidiese por exemplo, el valor de en el supuesto de
0g. ¥ - —1
. n X ly n
x = o ; harlamos y =& , z =log. &, y tendriamos —— = n¥x ;
dz i dy dz n « . .
L= 2 —=nv ,y 6= wx;de donde concluiriamos,
dy ) vr da ’

que 21 valos dv la funcion propuesta es infinito, quando lo es el de .
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128. La funcion propuesta puede componerse del producto de dos
factores A, B tales, que quando x = a, sea A=o,B=w,y
por consiguiente A X B = o X w: pero s transformamos 4 x B

I I , A o .

—, 4 ———— o0, serd — — — r .
en —, & causa de 3 - s - —, y por consi

B "B
guicnte se podrd determinar el valor de esta funcion por los méto-
dos antecedentes.

Supongamos , por exemplo, que representando = la semicircunfe-
rencia del circulo cuyo radio = 1, se pida el valor de la funcion

Ty
(x — x) x tang. —, quando x = 1. Como en este supucsto,

7

T . ,
tang. — = tang. — = 0, la funcion propuesta se reduce 4 o X w0 ;
2

» I T
pero 4 causa de — = cot. —; la podemos transformar en

tang.

aN

I —x .
—, cuyo numerador y denominador desaparecen quando x

aY

cotang.
2 7 Wx ‘ 7’
— 1: harémos pues 1 — x =y, cotang. — = z, y tendrémos
2

d dz T dy dz
2= — (ndmero 77.) — Yy —

dz ? 4w

, TR dx dx
2 sen.

2
Tz .7
2 sen.” ——
2 . 2 2 .
== ~—————— = (haciendo ¥ == 1) —— = —; cuya cantidad
a iz a
es el valor que se pide.

2 sen.”

129. Finalmente, si siendo 4, B, C, D, funciones de x; B y
o

. . A
D desapareciesen en el supuesto de x == a; la funcion - =
5
tendria la forma oo — oo; pero reduciéndola 2 un comun denominador,

AD - BC s r 7 © .
T la qual se reducird 4 — en el mismo
(o]

supuesto. En este caso, se puede determinar € aplicando el método
AD —CB
5> O la regla general

3 . A c
nim. 125. 4 la funcion propuesta & — 5 ¢ bero como esta forma

se transformari en

nim. r22. 4 la funcion transformada

es mas sencilla que aquella, el segundo método es por o comun mas

ficil y breve que el primero, conforme se verd en los dos exemplos
siguientes.
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I

Exemplo 1° ; Qual es el valor de — s quando r=1?

r—1 log. x
12 Es evidente, que en este supuesto la funcion propuesta se re-
vlog v —a ~4 1

duce 4 0 — co; pero si la transformamos en se~
?
(¥ — 1) log. &

]
rd = — en el mismo supuesto: harémos pues x log. x — x = 1

_}/,(m-—-l)log x =

~— log. dz. v —1 + loo. x dy dz log. x
'_g"dx—— g'~’yd.v'd.1:— 1 ’
I — —— = log.
T

o]
cuya cantidad se reduce &4 — quando x = 1; sera pues necesario

4y
z, y tendrémos —— =1 log.x —

I

d’y I &z 1 13
continuar la diferenciacion, y hallaremos —_— =, e
dz? x dz*® x* x
g d’y d’z x 1
=Y i =TT = (en el supuesto de x = 1)
I . o X ) 4
—; de donde inferirémos, que quando x = 1, es —
2 & —1 log. &

2

292  Si substituimos 1 —= % por x en la ﬁmmon propuesta, y con-
k-

sideramos que log. (1 4= A) = k& — — + — — &c.; se transfor-
i
, Ik I P Ge ..
mard en —— — Ea— =~ —¢— Y suprimiendo

ke e e — — e,
2 3
Id I -
el factor comun 4%, resultard (nim. 125.) € = - lIo mismo que

por el otro método.
S

I
Exemplo 2° Sea —— —
27 2x tang. 7x

re determinar quando v = o. Como en este supuesto los dos tér-

la funcion cuyo valor se quie-

minos de dicha funcion son infinitos; los reducirémos 4 un comun
tang. 73 — 7

———, cuyo numerador y deno-
22° tang. 7x

minador desaparecen quando x = o. Si quisiéramos determinar el va-
lor de esta funcion por medio de la regla nim. 122., seria necesario

denominador, y tendrémos

diferenciar tres veces su numerador y su denominador, lo qual nos
empefiaria en cilculos prolixos: pero empleando el método 'general
ndm. 124., !

substituirémos % en lugar de x en la funcion

o 3/\3

per— teniendo presente que tang. wk = =k - —
& tang. 7 -
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, 1 X L
- &c.; se tranformard en —-— — T T e
2k% -4 -+ ¢
3
x* k4 . 2’ k* ,
2k - 27 ot e, — 2k7 -+ e

' 3 ’ — 3 ;v suprimiendo el factor co-

47 K® : 4kt == G

444 4= = Gre.

3., - .
mun %+, tendrémos & = ——; yestees el valor de la funcion pro-

puesta quando x = o.

CAPITULO V.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DEL CALCULO DIFERENCIAL A LA
TEORICA DE LAS LINEAS CURVAS.

De las tangentes , subtangentes , normales y subnormales de las lineas
curwas.

130. Sea AMC (fig. 15. y 14.) una curva qmlqméra referida 4
Tos exes AD, AH pcxpendxcuhres entre si; A, el origen de las coor-
denadas; AP =x, AP = dos abscmas a las quales correspon-
den las ordenadas PM =y, PM =y'; MT, una tangcente en el pun-
to M; MB, una paralelaa 4D ; y tirese por los puntos M, M’ la cuer-
da MM', prolongandola Insta que encuentre el exe AD en un pun-
to S: serd MB = PP = &, (ntm. 25.), y BM' =y —y = &y.
Esto supuesto ; segun la curva AC fuese concava ¢ convexi hdacia el
exe AD ; la linea PS serd mayor 6 menor que la subtangente PT,
y por consiguiente la razon de PS4 PM , mayor ¢ menor que la
de PT 4 PM : pero si suponemos que el punto M’ se acerque con-
tinuamente al punto M, el punto § se acercard tambien continua-
mente al punto 7', y la razon PS:PM, a la razon PT : PM ; por
marera, que la primera de estas razones, serd siempre mayor ¢ me-
nor que la segunda, pero su diferencia podrd llegar & ser menor que
qualquiera cantidad dada por pequefia que sea; luego (ntm. 6.) la
razon PT: PM, es el limite de la razon PS : PM = MB : BM

Ar Ax dw
= ; y por lo mismo tendrémos PT : y = limite de = ;
LY Ay a
luego - ‘

La razon de la subtangerte de un punto qualquiera M de mz/z liizea
curva, dla ordenada correspondicnte 5 es el limite de la razon ——\~— e I
v

diferencia de Za absczsa a Zcz dzferemm de la ordenada. De dorude \mfe-

rir (,ﬂ'lOS
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12 Que la subtangente PT correspondiente 4 un punto qualquie-
dx
ra M de una curva, es =y »
It

29 Si tiramos la normal M N, resultarin los tridngulos seme)'mtes

I) N7 I
TPM, MPN,quedanPT:PM:.PM.J’N__( LA
dy . 5
-7 7;'— (num 59. ) "'@“"

£ dx
3% Ladistancia A7 del origen A de las coordenadus al punto T

dz
donde la tangente encuentra ¢l exe 4D, es =y — — x; y la dis-
d’l
tancia AN comprehendida entre el origen 4 y la normal, es =«
dy
+ }l 1 M

4° Si desde un punto qualquiera M de una curva, se tira la or-

denada PM ; y se toman las lineas PT, PN respectivamente igua-
dx

lesd y —, 7 ————' la recta TM sera tangente, y INM normal en

day

el punto M.
§¢ Los tridngulos rectingulos TPM NPM, dan MT —........

Vi« Ty = Viar | (Y = Vi ()

yMN-—\/}’ +}/2’—> —'}/\/x +(dﬁ’> .

ax

6% Si por dos puntos E, G de la tangente y de la normal corres-
pondientes 4 un punto qualquiera M de una curva ( fig. 27 ), se ba-
xan las perpendiculares EB, GF al exe AD ; tcndrémos 1B : BE
:: TP: PM —Zf-:x,ny FG::NP: PM: 1; de
, Y NF=FG — Sentado esto,

si tomamos en A el origen de las coordenadas de la tangente y de

la normal, y llamamos las abscisas respectivas AB, AF, z; y las
ordenadas correspondientes BE, FG, u ; serda IB = AT + AB =y

d: d

—;;-—-x-i—z NF=AN — AF =y —— 4+ x —2z; y por consi-
.

gulente, = u
dz dy

—, 6 (2—x)—=u—y yladclanormalMN _}'-——-+x
ay a dy
——z...u—;—-,o(u-y)—-...x—-z.

7° Sien la equacion (2 —x) -;;— =u —y de la tangente MT,

S

P
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hacemos z = o ; tendrémos la distancia AI comprehendida entre el

origen Ay el punto I donde la tangente encuentra el exe de las orde-
dy

nadas — 7 -
8° El tridngulo rectingulo TPM (fig. 15.y 14.), da PT: PM

.:11:tang. PTM; y PM: PT::1:tang. PMT; de donde inferiré-
rmM dy rr dx

mos, tang. PTM:—T::———,ytang.PMT._, L — %

por consiguiente , 11 tangente del dngulo PTM que la curva ¢ su tan-

gente forma con el exe de las abscisas, es igual al coeficiente diferencial

4
—-;—- ; y la tangente del 4ngulo PMT que la curva ¢ su tangente ha-
ax

dzx

ce con la ordenada, es igual 4 b
#
02 Luego si una curva tuviese algunos puntos, cuyas tangentes fue-

dy
sen paralelas al exe de las abscisas ; seria en ellos —— =0y si la

tangente fuese paralela 4 las ordenadas en ciertos puntos de una linea
dx

curva; serd cero en dichos puntos , y reciprocamente.

102 Luego si la ordenada y es un méiximo ¢ un minimo en cier-
tos puntos de una linea curva (ndm. 109.); serd en ellos la _tangen-
te paralela al exe de las abscisas : y si la abscisa & es un méximo &
un minimo ; la tangente en los puntos corlespondlentes de la curva
sera pqmlela al exe de las ordenadas.

11° Si al paso que la abscisa x crece (fig. 15. y 16.), la orde-

A

nada y dlsmmuye ; la diferencia Ay sera negatwq ; las razones
Ax dy- dx dx dy Ax

sus limites —— , — las expresiones
Ay ; dv 7 dy y P j’

subtangente 'y de la subnormal, serin tambien negatxvas ; y por con-

siguiente , estas lineas, y la tangente y normal correspondientes, cae-
rin 4 un lado opuesto al que supusimos en la construccion anteceden-
te respecto del punto P.

Los valores respectlvos de la subtangente, subnormal, tangen—
te, &c. correspondientes 4 un punto qualquiera M de una 'linea cur-
va (fig. 15. ¥ 14 ); se pueden tambien determinar con mucha sen-
cillez, por medio del admirable teorema de Ta) lor.

En efecto; siendo por los tridngulos semejantes M'BM, MDPS,

yAx dv I Ay
.PS————;—,y(num 91)/‘)/'—'&1?————*-——[1” — 4+ &c.;
. v ax
serd P§ — - - . Puro es ev1dente , que 4 medi-
dy Ax A7y .
-+ . — 4 e
dz da”

da que la recta PP = Auw decrece; ¢l punto M se acerca continua-
mente al punto M, y ¢l punto S al punto T; de manera que ¢l pri-
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mero de estos dos puntos se confundird con el segundo, quando el
punto P’ se confunda con el punto P; esto es, quando Lx sea cero,
Haciendo pues Ax = o en la expresion de PS, se transformard ep

11.1; ’ YRS .
Pl — —-i;———:(nﬁm. 59.) 7 > ; de do§de sera facil deducir Jog
dr

valores respectivos de la subnormal PN, de la tangente MT', &c.

131. En todo lo dicho hasta aqui hemos supuesto que las coorde-
nadas x, é y fuesen perpendiculares entre si. Quando dichas coordena-
das hiciesen un dngulo dado HAD ( fig. 17.), la expresion de la
subtangente PT, la de la distancia A7, y la equacion de la tangen-
te TM serian las mismas que acabamos de hallar. (

Por lo que toca al valor de la tangente 7M , y al de los dngulos
MTID, PMT, que esta linea hace respectivamente con el exe de las
abscisas, y con el de las ordenadas; se determinarin por medio del
tridngulo MPT, en el qual se conocen los lados PM, PT, y el an-
gulo comprehendido MPT suplemento del angulo dado HAD ; y
una vez conocido el dngulo PMT, se conocerdn en el tridngulo
PMN , el lado PM y los dngulos adyacentes MPN, y PMN com-
plemento de PMT ; serd pues facil calcular la normal MV, la sub-
normal PN, la distancia AN == x ~~ PN, y la equacion de la
‘normal. .

132. Si despues de tiradas las tangentes. TMm , T M ( fig. 18.
¥ 19.), suponemos que la abscisa AP crece; los puntos M, m se
acercarin continuamente 4 M’, y el punto T al punto 77: por con-
siguiente , segun la curva AC fuese concava 0 convexi hicia el exe

j . dy e e,
AD ; Ia razon P'm: PT, 6 su igual PM: PT = —— disminuiri
- X

O aumentard : y reciprocamente , en el supuesto de que la abscisa

x de una curva crece ; sera esta concava O convexi hicia el exe de

dy

las abscisas, segun disminuya ¢ aumente el coeficiente diferencial
&
Por consiguiente , quando la abscisa x crece (fig. 15.7 14.), los
. dy ‘
dngulos iguales PMT, PNM cuya tangente es == ——, aumen-

“tan ¢ disminuyen segun fuere la curva cdncava ¢ convexd hicia el
exe AD.
. , . Ay .
133. Si suponemos que el limite — crece con la abscisa x ; la ra-
dx

d
a2 )
d . T A . . .
zon —, O su limite —=-sera una cantidad positiva : pero si
Ax ax
dy d?

. . 'y .
disminuye mientras que x crece; —=- seri una cantidad nega-

dx d
; e >
tiva: de donde inferirémos, que segun el valor de —=- correspon-
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diente 4 un punto M de una curva (fig. 18y 19.), fuese nega-
tivo O positivo ; serd esta concava 0 convexi hacia el exe AD in-

mediatamente antes y despues del punto M. Esta proposicion se pue-

de demostrar ficilmente por medio del teorema de Taylor (ntim. 89.):
Ve A dy A 1 dy Ax? o 1 day'A:,\}
pues siendo BM' = Ly — malwalere: e
—+ &c., v 4 causa de los tridngulos semejantes TPJ\‘{‘, MBm, Bm
d , 1 dy I by
— Ax ; serd BM' — Bn— — — AX? 4= — — Ax3 -+ &e.;
dx 2 dx 6 dv
por donde se vé que si sc supone Ax tan pequeina como sea menes-
2

d

te ( ra que el término — —2- Ax? sea mayor que la su-
er (ndm 13.) para q — e O yor q
ma de todos los que le siguen; BM’'— Bm sera una cantidad posi-

1]

. . k4 . s . . . .
tiva, silo fuere ——» yasea Ax positiva O negativa; por consiguien-
k4

te, inmediatamente antes y despues del punto M ( fig. 19. ), la cur-

. va estard al otro lado de la tangente 7Mm respecto del exe AD, y

presentard 4 este su convexidad : pero si el valor del coeficiente di-

. A’y . R .

ferencial - correspondiente al punto M fuese negativo, lo seria
axv

igualmente el de BM' — Bm al uno y otro lado del punto M
(fig. 18.); por consiguiente , la curva estard en este caso entre la
tangente 1Mmy el exe AD inmediatamente antes y despues del pun-
to M, y por lo mismo serd concava respecto de dicho exe.

134. Siendo el arco MEM' (fig. 15 y I4.), mayor que su cuer-

MEM!
da MM’, la razon ——j%;—- de la diferencia del arco AM 4 la di-

ferencia de la abscisa correspondiente AP; serd mayor que la razon
MM

MB
to mas el punto M’ se acercare al punto M, tanto mas la cuerda

de la cuerda MM’'4 MB, 0 que su igual -5+ pero quan-

MM’ se acercard 4 confundirse Mfon el arco MEM', y por consi-
EM/
4 la segunda ——: de manera que su diferencia llegard & ser menor

I)

guiente tanto mas la primera de estas razones, se acercari
que una cantidad dada por pequefia que sea; de donde concluirémos
(mim. 20.) que el limite —JI‘%— de la segunda de estas razones, se-
rd igual al limite de la primera; luego
La razon S 4e la tangente G la subtangente de un punto qual-
M/ .
g el diferen=

cia del arco AM, 4 la diferencia de la abscisa correspondiente AP,
De donde se infiere

quiera M de una curva, es el lmite de la razon
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12 Que si llamamos A el arco AM de una curva qualquiera AC
, 44 __ MT _ MN __ - S
serd - = GF = T & ¥ TR
s . a4 MT P
2% Dividiendo la equacion —— = —pp—» bor Ia equacion — =
PM ) ia & ., , i MT  MN
= tendrémos ——: —— 6 ( nim. 6o.) 5 = P =

esto es, la razon de la tangente 4 la ordenada , 6 de la normal |, dla
subnormal de una linea curwva , es el limite de la razon de la dsz en-
cia del arco, d la dz/erencm p’e la ordenada.

3% El tridngulo rectingulo PMN da1 : sen. PNM: cos. PNM::

I MN 14
MN PM: PN ; de donde se infiere —— — Y
M 2\7 i4 en. PNM Pa dr
- or consi u1ente nam. D
cos. PNM rN dy 3 P g ( 59 )Sen PNM
dx dy
= sen. PMT—--—-—, y €os. PNM: cos. PMT—_JZ

4% Silacurva ABE fuese un circulo (fig. 20.7) cuyo radio CM
=—r; la normal MN seria—r, PM —séh. A, AP —sen. v. 4,

PN = cos. 4 a; por con oA MY

—cos. A—=r —x; onsiguiente -

y co . P g e = T
A4 d4 ¢ -t d4 __ MN roo

d(r — v) T Tix o sen. A 4 dy ™ PN T cos. a7 Cuyas

equacxones manifiestan , 1% gue la razon del wdzo al seno de un arco,
es el limire (ie la razon de ln diferencia del arco 4 la diferencia del se-
no werso ; 29 que la misina razon del radio al seno tomada negativa-
mente 2 es el limite de la razon entre las diferencias del arco y del cose-
no; g% y que la razon del radio al coseno de wn arco, es el limite de la
razon de la diferencia del arco 4 la difercncia del seno.

5% Suponiendo el radio 7 — 1 en las expresiones antecedentes ; ten:

d(I——'b) dx

, dy
drémos —— = cos. —=—sen. 4,y 7 — sen. A: cu-

d4 iA ,
yas equaciones maniﬁestan lo mismo que hallamos en otro lugar
(ntim. 76.

6° Si las coordenadas x, ¥, fuesen funciones .de otra Vamable ¢

z{y
(como suele suceder en la Mecénica); seria (ndim. 6o.) —- == —
dx dA dA d d ar
) = : ; y substituyendo estos valores en’la equacion
dr dx de de
dA

. dy . dA
= V(1 + <_Z__> , 5¢ transformard en —— == e

dw dx
dv \? ( dy >2
’ < dt ) + de )
155. Pama tirar una tangente, ¢ una normal & un punto qualquie-
A de una curva (Jig. 15 y 14.), basta conocer el valor de la

e

e
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subtangente PT', y el de la subnormal PV que le corresponden; por
cuya razon nos pxopondremos desde luego este
Problema Duada la relacion entre las coordenadas X € y de una cur-
5 deter mzmn el walor de la subtangente, y el de la subnormal , cor-
respondze;ztes i uno qualquiera M de sus puntos.

Resolucion. Héllense por los métodos declarados (ndm. 71. y sig.)
dx d

£ a1 (1:'}7 7 ..._.._‘L__
los limites — ; y subtituy éndoles en las expresioncs y o

dy ]
¥ _i_. (ndm. 130. s resultardn respectivamente los valores de la sub-

tangunte , y de la subnormal.
Exemplo 19 Sea y* = ax la equacion que expresa la relacion gie
Ve y

by
las coordenadas, como en la parabola vulgar (fig. 15.); sera 2y -

ﬂ’y a dy a 1{.1:
— a, de donde inferirémos y — = — PN = — = ”
[
2
— 2 , vy PT—= 2l - 2x ; 451 en la pardabola ordinaria, la subtan-

gente es igual al duplo de la abscisa, y la.subnormal constante ¢ igual

4 la mitad del parametro.
Lq'equacion de la tangente TM serd (nim. 130.) if_z_z:_"__)_

— u — y, 0 substituyendo por »* su valor ax y reduciendo, a (z+x)

a(e—y)
— =x—z,0 alu—y)

— oyu; v la de la normal MV,

=2y (¥=2)
Si quisiéramos averiguar hdcia qué lado estd la concavidad de la

r 1
. . . . d a a® B
curva, diferenciariamos la equacion ——=— = ————,y halla-
£ 2y 2
d’y 1 . .
riamos — == ; de donde infeririamos ( nim. 133. )
v 4% x

que la pardbola AC es concava en todos sus puntos hicia el exe prin-
c1pal AD.

'Si contdsemos las abscisas x en la linea AD perpendicular al exe
principal AH ( fig. 14.) ; 1a equauon de Ia pambola AMC seria y

2 dy dy 223
= —: de donde mferlmmos —_ —_—,
T a dax Tdv a”

dv
dy 2

Ewmplo 2° Sea ABF ( fig. 20.) un circulo cuyo radio AC = q,

y Ael origen de las coordenadas. Serd su equacxon yr=2axv — 22,y

t/ . {bl a—3x :I'x n -
= 2q0— 2X; = , = , PT =
) dv B dy a—x

- 2:11-——.@2 . ..
, vy PN =a—x = PC; de donde inferiré-

—
—

B a4 ~—
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mos , que en el circulo todas las normales parten del centro, y son

por consiguiente iguales al radio. Esto resulta igualmente de la equa-
. , dy* .
cion ( nim. 130.) MN =y vV (1+ 7) ; pues substituyendo por
aq—2 ‘

Iy
— su valor , se transforma en MN = vV ()* -+ a* — 2g%

x ¥ .
~ x* ) = (substituyendo por y*> su valor ) Va* = == a. El valor
positivo pertenece & las normales que estan encima del didmetro 4K
segun hemos supuesto (ntim. 130.) ; y el valor negativo, 4 las nor-
males que estan debaxo de AE.

Si x fuese mayor que a; los valores antecedentes de PN,y PT
serian negativ,os » ¥ por consiguiente tendrian estas lineas una situa-

cion opuesta 4 la que supusimos ( niim. 130. ).
e I
Quando x es igual 4 4C =a; la subnormal PN es cero, lo qual

2a° — a* a

= — = oo,

a—a Q
y asi debe ser; pues siendo en este caso la tangente paralela 4 la
iinea de las abscisas AE, no la encontrari nunca, J lo que es lo
’ q

es evidente de suyo; y la subtangente PT =

mismo ( ndm. 9. ) solo la encontrard 4 una distancia infinita del

punto V.
. . dy .
Finalmente substituyendo por —— su valor ; la equacion de Ia
ax

tangente TM serd (2 —x) (a—x )=uy —y*, y substituyendo el
valor de »?, vy reduciendo, z (¢—x ) =uy —ax; y la equacion de
la normal NM, (u—y) (a—x ) =xy —yz, 0 haciendo las reduc-
ciones correspondientes # (a—x )=y (a—z).

Exemplo 3.° La equacion general de las curvas de segundo drden

. (Ve , d)‘ b ’
es > = ax® —+ bx; diferenciindola tendrémos y —— =ar—+— =34
X 2
dx R dax :
la subnormal ; > = , ¥ la subtangente y 5 = =4 >
¢
ax® 4= bx ax - e ax_i_.:.
— b b
ax -+ —

2
Exemplo 4.° Sea AMC ( fig. 21.) la curva llamada logaritmica,

cuya equacion, suponiendo el mddulo = a, es x = a log. y : scrd
( ndm. 74. ) i =2 id =2 Pr= -?—:a,yPN:—}-J-—:
dy dx a v a
asi, la subtangente de la logaritmica es constante ¢ igual al modulo;y
como este es igual 4 la unidad en el sistema Neperiano , serd = 1
la subtangente de la logaritmica construida en virtud de este sis-

tema.

dy y dy 1 &Y
La acion — = —, da — == :d
equ dx a’ a dx a
ferirémos ( ndm. 133. ) que la logaritmica BC es en toda su ex«

tension convexi hicia el exe 4D.

e donde in-

—
dzt
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Exemplo 5.° La equacion y# = x representa las parébplas dc; tod.os
los grados, expresando 7 un mfxmero positivo entero O fraccm.narlo;
y el parimetro=1;7Y las hypérbolas de todos los grados referidas 4
sus asimptotas ; si dicho ndmero es negativo, y la potenciaigual a la

. . , dz . n—I dy _ be
unidad : diferencidndola tendrémos - =" = T
' Ly
serd pues la subtangentc y - —mny =mnx,y lasubnormal y -
2 ——n n——2 . ‘
4 — % »__, Sinfuese = — 1, la curva de que trata-

—
—

n n
mos seria la hypérbola seccion cdnica, y la subtangente PT ( fig. 22.
— _x— — AP, esto es (nim. 130.) igual 4 la abscisa AP to-
mada al otro lado de P respecto de A. Quando n=2 la curva es
1a pardbola vulgar, y los valores de la subtangente y de la subnor-
mal, los mismos que en el exemplo 1.° '
Exemplo 6.° Si la relacion de las coordenadas fuese dada por la
. dy
equacion a (y—b) —x (% — a)? = o; seria ( niim.535.) —
3.1:’——4:1.@‘-—!—012 dx 2a(y—14) LU
) = — — ; por consiguien<
dy 3" = 4a% —+ a
2ay (¥ —1F)
33" — 44% - &’

S,

2a (y—15)

te, la subtangente =
(g2 — gar 4 a”)

, ¥ la subnormal = ..iees

24 —b)

I 56.( g Si en los valores de la subtangente, subnormal, &c. perte-
necientes 4 un punto qualquiera de una linea curva, se substituye
en lugar de x el valor que corresponde 4 un punto determinado de
la curva; resultardn los correspondientes de la subtangente, subnor-
mal , &ec. relativos 4 dicho punto. Por exemplo, si quisiéramos
determinar la subtangente PT (fig. 20.) perteneciente al punto M

. . 1 1 e
del circulo 4BE, cuya abscisa AP =— 4C= — a; substituiria-
2

. o, 2ax — '
mos este valor en la expresion general ( nim. 135.) de
a —x
. . 3a 2a 1
la subtangente , y tendriamos PT = —, y AT = ~—a=a
. 2 2 2

' . . ré o
= AC. Pero si alguno de estos valores particulares reduxese & — los
dy dz °
de ,
‘ dv " dy
emplear, para determinarlas , alguno de los métodos declarados nui-
meros 122. y siguientes. -
Por exemplo;si en la curva cuya equacion es a (y — b4 )> — x

(x—a)>=o (fig. 23), quisiéramos hallar la subtangente del pun-

to determinado M, al qual corresponde la abscisa A1’ = a; como
o

en este caso es y =5 ; la expresion de PT se reducird 4 — : pero

; PT,y PN serian indeterminadas , y seria necesario

%
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dy - 1 dx
—_—1I

e » luego — Ly

PT = = b; cuyo resultado manifiesta, que al punto M corresponden

—
fo—

i

en este supuesto ( num. §7.)

dos subtangentes iguales 4 la ordenada PM =5, las quales caen §

lados opuestos respecto del punto P. : T

137. Hemos dicho ( ndm. 135.) que para determinar la posicion
de [a tangente y de la normal en un punto qualquiera M de una
curva, basta determinar la subtangente y la subnormal que le corres-
ponden. Hay sin embargo un caso particular , en el qual la posicion
de aquellas lineas no se puede determinar por medio del valor de
estas; y es quando el exe de las abscisas corta la curva en el punto

p. Ay . . '
M, y el limite — tiene un valor finito ; pues siendo en este caso
ax
PM =o, igualmente que PT y PN (fig- 24.); los puntos P, T,
N se confunden con el punto M, y por consiguiente no pueden

estos puntos fixar la situacion de la tangente, ni la de la normal. Pe-

. . e . , d
ro si substituimos en las equaciones ( ndm. 130.,6°)(z — x ) __dy—
dy Y %,
=u—y,(n—y)—— =% —2 los valores de x, y

ax dx

— Corres-
pondientes al punto M, resultard la equacion de la tangente ME,

y la de la normal MG, y por su medio sera ficil construir estas

lineas.
Sea por exemplo, y = ax — a? la equacion de la curva CMH:
’, d.y :
tendrémos en el punto M, donde y —mo;x=—o0, — = a — 2%

. dx
= a; y substituyendo estos valores en las equaciones antecedentes, la

primera correspondiente & ME se transformard en az =u, y la se-
gunda ('que pertenece 4 MG ), en u = — —Z—: tomarémos pues las
lineas MB =1, MF=a;y las perpendiculares BE =4 ,’FVG =1
y tirando ME, MG, serd la primera de estas lineas tangente , y la

segunda normal , en el punto M.

. . ({.’&'z tiy: ’
. Si en las expresiones ‘/1 : \/1 —— ( nu-
138. Sie p es y + + == ( mid-

dy de,

mero 130., §°) de MI', MN, substituimos por y, —,¥ e

dz
sus valores sacados de la equacion de una curva AC ( fig. 15y 14- %
resultarén los de MT, y MN pertenccientes 4 un punto qualquic

ra M de AC.

I T .

A LA TEORICA DE LAS LINEAS CURVAS. 81

P P4
- 2 —— s —
Siendo, por exemplo,en la pardbola j* = ax ;sera —— —

ds — 2 MT= y\/1+f2’T=‘/4 X - 4x% ,y MN =
Ay a . A

Vie 2o =V =
14 - ax —+ .
d P 4 .

139. Si quisiéramos determinar los puntos de una linea curva,
donde la tangente es paralela al exe de las abscisas ; y los puntos en

que su tangentc es paralela al exe de las ordenadas; diferenciariamos

. . . : dy
su equacion , y suponiendo igual & cero el valor de —— Y el de
dx . , . . ¥
— resultaran dos equaciones, que combinadas con la de Ia curva,
by

dari la primera los valores de & y de y correspondientes 4 los pun-
tos en los quales la tangente es paralela 4 la linea de las abscisas
( ndm.rg0., 9% ); y la segunda los que corresponden & los puntos
donde la tangente es paralela 2 las ordenaslas.

. b .
Exemplo. Sea dada la equacion y* = — ( ax == x®) pertenecien-
a

dy bt :'-—"'F-'-x
4 . ” z e i
te 4 la elipse, y 4 Ia hypérbola. Tendrémos —— —= — . —————
dx > V(ax 5= 2% ) , ,d'” 4 v :
> = = , ¢ igualando 4 cero estos

L= 2(Z=w

. a .
valores ; las dos eeﬂ&:xones — mx=o,ar == ¥* =0 ; la prime-
2
. a .
ra da para la elipe x = —, y substituyendo este valor en la
b

equacion de la curva, resultari- y = == —; por consiguiente, en
2

Ia elipse la tangente es paralela al exe de las abscisas en los puntos
M, M' (fig. 25.) extremos del exe menor. .
Respecto de la hypérbola ( fig. 26.) la misma equacion da x =

— — 3y como & este valor de & corresponden los valores imagina-
. IR, ; . .
rios y = =bV — — : inferirémos que la hypérbola no tiene en nin-

4
guno de sus puntos la tangente paralela al exe de las abscisas.

La segunda equacion da, respecto de la elipse x ==o, x = a;
y para la hypérbola x == o, x = — a4, 4 cuyos valores corresporde en
ambas curvas y = o ; de donde inferirémos que en la elipse y en
la hypérbola, la tangente es paralela 4 las ordenadas en los puntos
A, C extremos del exe mayor. -
140. Problema 2° Dado un punto E en el plano de una curva

AMC (fig. 27.) ; determinar los ; g
les la recta,EM)es tangente. punios M. de la curva , en los qua
L
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Resolucion. Llamemos g la abscisa AB, y I la ordenada BE cor-
respondientes al punto E de la tangente EAM, y substituyéndolas
por z y u en la equacion general (nim. 130., 6% ) de la tangente,

. o dy .
se transformard en (g— &) —== I —y; cuya equacion combina-

da con la de la curva AMC, dard los Yalpres de las coordenadas x

é y correspondientes 4 los puntos M.

Si el punto B cayese 4 la izquierda del punto A4 ( fig. 28.),
£ seria negativa; y si el punto E estuviese debaxo de AD , subs-
tituiriamos — /2 por 1.

Exemplo 12 Sea la curva CAC una pardbola. Su equacion es y?

. . . dy a .
= ax; de donde inferirémos =Y observando- que ¢ es ne-
. ; a(g -2y .
gativa, tendrémos y — b == ————, O substituyendo »* por ax;

v 2 ‘
Y* — 2hy = ag, cuya equacion da y = == v (ke —+ag) : to-
mando pues en el exe de las ordenadas las distancias AF = h =+

‘/lzz t-ag, AF' = h—V (h* +ag ), las paralelass FM, F'M
al exe de las abscisas determinardn los puntos de contacto M.
Tambien podemos substituir en la .equacion 2y (y—h ) =a
(g —+=x),ax en lugar de y*, y se transformard en 2y = a (v — g),
y construyendo la linea MGH representada "por esta equacion, los
puntos M, M donde encuentra I_,a,pmjﬁbo}a CAC satisfaran 4 un

mismo tiempo 4 dicha equacion y & y*=ax, y serdn por consi-
guiente los que se buscan. : »

La linea MGH' se construye ficilmente determinando las dis-
tancias AG =gy AH —— —-;—E%—,Udlonde corta el exe de las abs-
cisas, y el de las' ordenadas. - . : }

Exeinplo 22 Sea AMD un circulo cuyo radio CA = a ( fig- 29. ).
La equacion (ndim. 135.) de su tangente serd z (4 — & ) =1y — ax,
6 substituyendo /i por u,y —g por z; ky - ga=x (g-+a):la
recta MGM representada por esta equacion cortard el circulo en los
puntos de contacto M, M. ‘

141. Problema 3° Dado un punto E en el plano de una curva
CAC (fig. 30.), determinar los puntos M donde las normales EM
la cortan. -

" Resolucion. Seah como antes g vy k& las coordenadas AF, FE del
punto dado E § y substitdyanse por z y u en la equacion de la

) - ) . e . 2y .
rormal, la qual se transformard en (2 —y ) ——=x—g;ycom

bindndola con la de la curva CAC, serd facil determinar los pun-
tos M ; ya sea por medio de los valores de x ¢ de y que resulta-
ren; 0 por la construccion de alguna linea recta o curva. :
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Supongamos , por exemplo , que la curva CAC sea una paribo-

. dy @
la : tendrémos substituyendo por——su valor - (h~y) =
ax 2

, . > . .
(v —g ), © substituyendo —porx,y haciendo las reduccio-

nes correspondientes , resultard la equacion de tercer grado y3 —

a 3%
a(g— - )7 =
respondientes 4 los puntos M.

Tambicn se puede construir la curva representada por la equa-
a ah

cion a(h—yp)=2r(x—g), 0y — (g———z-)y::-—z—, y
sus intersecciones con la pardbola CAC serdn los puntos M que se
buscan.

Si el punto E estuviese en el exe AD ( fig, 31.), seria b ==o,

, cuyas raices reales serdn las ordenadas cor-

y la equacion de tercer grado se reduciria 4 y® —a (g — —:— '—o,
cuya raiz y = o manifiesta que el exe de las abscisas es perpendicu-
lar 4 la curva en el origen A de las coordenadas. Y finalmente, si
ademas fuese g :% , todas tres raices serian — o, y por consi-

guicnte los puntos M, M se confundirian con el punto A.

142. Problema 4° Dada la equacion de una curva; determinar los.
puntos en los quales las tangentes scn paralelas @ una linca doda de
posizion, 6 que forma un dngulo con el exe de las abscisas cuya tangen-
te es — t.

Resolucion. Ya que las tangentes de la curva deben ser paralelas 2

. . . dy
la linea dada de posicion, tendrémos ( nim. 130., 82) ——=t;cu-
ya equacion, juntamente con la de la curva, dard los valores de las
cobrdenadas que corresponden 4 los puntos que se buscan.

Sea, por exemplo, la curva propuesta una parabola ( fig. 52.):

r d}' a . a
sera —_ — eriré - =
— > ¢, de donde inferirémos y — YA = AP
— a
= ‘

El punto M que esti debaxo de AD corresponde al caso en
que # fuese negativa. .
. Si la curva propuesta fuese un circulo ( fig. 55 ) : tendriamos
Iy a—z , )
—— = p =14, 0y =a~-—x;ytrazando la linca MCM , que
€Sta equacion represunta , encontrard el circulo en los purntos de
contacto M, M que sc buscan.

143. Las asimptotas rectilineas de las lincas curvas, paralclas 4




84 CAP. V. APLICACION DEL CALCULO DIFERENCIAL

las abscisas G 4 las ordenadas, se determinan ficilmente sin el auxi-
lio del calculo diferencial.

Supongamos que la linea BE ( fig. 54.), paralela al exe AD de
las abscisas, sea una asimptota de la curva AMC: quanto mas cre-
ciere la abscisa AP, tanto mas la ordenada PM se acercara 2 su li-
mite PE = AB ; de manera que quando x fuese infinita , serd y —
AB. Por consiguiente, si haciendo x infinita , en la equacion de la
curva AC, resulta la ordenada y igual 4 una cantidad finita AB; Ia
recta BE, tirada por el punto B paralelamente 4 .AD , serd unma
asimptota de dicha curva. '

Es evidente, que si AB fuese == o, el mismo exe AD ( fig. 35.)
seria una asimptota de la curva propuesta.

Del mismo modo demostrariamos , que si suponiendo y infinita
en la equacion de una curva AMC ( fig. 56.), resulta la abscisa x
igual 4 una cantidad finita AB; la recta BE paralela al exe de las
ordenadas 4 H, serd una asimptota de la curva AC, la qual se con-
fundird con el exe 4H ( fig. 57.) quando AB fuese = o.

Exemplo 1° Sea C' FC (fig. 35.) la curva llamada conchoide supe-
rior, ycfc la corzc/zgz’de zz'i_zf'er{or. Haciendo == x infinita en su equa-
cion x% — Sk fﬂ 2 , serd y2 =o,0 ==y =—o; de don-
de irferirémos que el exe de las abscisas D' AD es asimptota de los
dos ramos FC, FC' de la conchoide superior; y de los dos ramos
J¢, /¢ de la conchoide inferior.

: : . :
Exemplo 2° Sea y> — A S N equacion de la cur-
T=a a
I~ -

va C'AT (fig. 54.) : haciendo x infinita, resulta 3> = 54%, éy =
== b; de donde inferirémos que la curva propuesta tiene por asimp-
totas las rectas BE, B'E’ paralelas 4 la linea de las abscisas, situa-
das 1a una encima, y la otra debaxo de dicha linea 4 una distancia 4B
= AB — ). Las mismas rectas B¢, B'¢’ continuadas al otro lado del
exe BB’ son igualmente asimptotas de los ramos FG, F' G’ de la
curva que caen del lado de las abscisas neg?tivas.

Exemplo 3° Si en la equacion y* — — : . de la cisoide AMC
(fig. 36.); hacemos y = o, tendrémos x == a; y por consiguien-
te, la paralcla EBE' al exe AH de las ordenadas, es asimptota de
los dos ramos AC, AC’ de la cisoide.

144. Por lo que toca 4 las asimptotas obliquas 4 los exes de las
coordenadas, el cdlculo diferencial las determina con la mayor faci-
lidad. Ea efecto, es evidente que si la curva AC ( _fig. 58. ¥ 59-)
tiene una asimptota BF obliqua al exe 4D ; 4 medida que las co-
ordenalas x , é y aumentan, los puntos 7', I donde la tangente MT
encuentra sus exes, se acercan continuamente 4 sus limites respectl-
vos, B, E sin que puedan jamas alcanzarles : por consiguiente, pard
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conocer si una curva AC, cuya equacion es dada, tiene alguna asimp-

tota BF, y en caso que la tenga, determinar su posicion, se deter-
' a ’ ),y AI=

minarén los valores AT =y ek x(ndm. 130.,3%), ¥ =y

- 2 enx6en y por medio de la equacion dada de la curva,
dx

y si haciendo & G y = oo resultan los limites finitos 4B, BE, la rec-
ta BE serid una asimptota de la curva AC. )

Si en el supuesto de & G ¥ = o, solamente una de las lineas AT,
6 AI tuviese un limite finito AB & AE, siendo la otra infinita; la
asimptota BE seria paralela al exe c}e lz}s ordenadas , 0 al de las
abscisas ; pero si ambas lineas fuesen infinitas, la curva 4C no ten-
dri asimptota alguna. ‘

Finalmente : si sucediese que los dos limites AB, AE fuesen ce-
ro (fig. 40.); la asimptota pasaria por el origen 4 de las coorde-
nadas ; pero como en este caso solo se conoce el punto 4 de su

direccion; para fixarla, harémos ¥ ¢ y = oo en la expresion de ~
igual 4 la tangente del dngulo MT D, y resultard la tangente del
angulo F4.D que la asimptota forma con el exe de las abscisas.
Exemplo 1° Sea la curva CAC una hybérbola ‘ordinaria ( fig. 38. ).
Suponiendo en 4 el origen de las coordenadas, y llamando a el pri-

. , b dy
mer semiexe, b el segundo, tendrémos y* =— (2ax + 2% ), —
a ”
b (a42) dv. a’y* _ ar e a” " dv
— 2y > VT T T (ar) - aax T aw Y
B lar+2?) dx azx a
_— , AT — y —x = = s Al = y
a’y Ay a=zx a
— 1
dy bz b

-_—— = — ==

ax ay
a
(’:‘ -+ I )

sultan los limites AB=ua,y AE ==/ ; de donde inferirémos, que
la hypérbola CAC tiene dos asimptotas BF', BF' que parten del
centro B, y encuentran el exe de las ordenadas en los puntos K, E,
el uno encima, y el otro debaxo del exe de las abscisas , 2 una distan-
cia del punto 4 =/ = al segundo semiexe.

x
; ¥ haciendo x infinita , re-

Si el origen A de las coordenadas estuviese en cl centro ([fg. 40. );
ty

. ba® dy bx dy bat
seria y* = — b, — =,y — = ——, ¥ =
) dz ATy ax a’y dxv

a’y’ dx a’v® — Bt a* dy
: — v = Al — ——— =— — Al —y—x —

v 0 7 ay bz z’ I=y dw
a’y® — it ab . . . ,
= - =% ———— Y haciendo x infinita, resultari

a’y V(a'—a

AB=o, Al == == o : por consiguiente, la curva propuesta ticne
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dos asimptotas que pasan por el origen A4 ; la una encima, y la otra
debaxo del exe A4D.

Para determinar sus posiciones respectivas, harémos x infinita en
dy b b

==+ —, y resultard la tangente del é&n-

B aV(I—%)

b
gulo FAD = = —; tomando pues las lineas GE', iguales al se-

v a’y

a
gundo semiexe b, las rectas AE', AE serin las asimptotas de Ja hy-
pérbola CAC.
Exemplo 22 Sea 5" ==« , la equacion propuesta, la qual supo-

niendo # positiva, representa las pardbolas de todos los grados: serd

dx 712—1 dy I dx dy » z"
—=n , = —nr,x ———=-—I=
dy 4 > dx nyn—l » 7 dy ? dx n n
/dx '\7—( -4 ad—v — e I
)dy X == 7z—-1)a,y—xdx =x (1t ————13)3 7
ny n

como estas cantidades son infinitas en el supuesto de serlo x, inferi-
rémos que las paribolas de qualesquiera grado que sean no tienen
asimptota alguna.

Exemplo 5° Si la equacion de la curva propuesta fuese y3 = x*

. dy 2ax =4 9a” dx ?
(a-+ x) (fig. 41.): seria p— —, s 37
> dx 8y dy 248~ 81" ’
ody  _ av g’} dx 297 dx
= - , = -, — — X = ...
£ . 3y dy 248 == 3% dy
ax — a .. a dy
T — Cuyo limi -—_— A ; —
. — ( cuyo limite es 3 AB); yy — «x -
-+~ 3
z Poj
99" — 242" == g2} ax® . .
Yo == substituyendo en esta expresion por y*

su valor en x, y haciendo «x infinita, resultard el limite AL. Pero
este se puede hallar mas ficilmente observando, que si se supone x
infinita en la equacion propuesta; serd 3 — &%, y ¥ = ¥; y por

. . ax a .
consiguiente — = — == AE. Tirando, pues, por los puntos B,

3y
E la recta FF', serd ?zlsimptota del ramo 4C de la curva que esta
del lado de las coordenadas positivas, y del ramo 4 C' correspondien-
te 4 las coordenadas negativas.

145. Las mdximas y minimas ordenadas ¢ abscisas de una curva
cuya equacion se conoce; se determinan por el métolo de miximos
y minimos, conforme hicimos en el nim. 118, respecto de la elipse

ADBE ( fig. 10.).
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Si quisiéramos aplicarle ahora 4 la curva cuya cquacion es x?y
dy

. . 31 ~2 - -
— 2qy> — a*x = o (fig. 4> )5 tendriamos A% —— —= 20) — 4y

. NA
s iy 1" — 2% , ”
b v 2. Para hallar los miximos y mi-

2 - —
— (1

- O — e T2
2 dv &° — gay

it

dx ) . ,
nimos de la ordenada, harémos csta expresion =— © (ndm. 116.), y

(2 . . .
tendrémos & — ——, cuyo valor substituido en la equacion de la cur-

29

L = FG
va, la transforma en 8y = — as, que da y = — — = , ¥
@

por consiguiente ¥ = — 4 = AF. La ordenada PG == — — ¢
un méximo del ramo AC’ de la curva que estid del lado de las co-
ordenadas negativas: pues si diferenciamos la equacion que contiene

P hallarémos despues de hechas las substituciones correspondien-

dx ,dzy I . . a

tes, —— —= ——; Cuya expresion manifiesta que y == — — ¢s un
dx* 3a o 2 _

minimo; y por consiguiente (ndm. 108.) un miximo de la parte

AC' de la curva cuyas ordenadas son negativas.

Para determinar los méximos y minimos de Ia abscisa, harémos
dv a* — qay ;

— o, y tendrémos y = cuyo valor transfor-

dy T at— 2y 4a : .

ma la equacion de la curva en x% — 843y — o, la qual tiene dos
raices reales, x — o0, ¥ == 24 == AB, y les corresponden las orde-
nadas respectivas y = o, ¥ = & = BE: la abscisa v —= o es un
maximo relativamente al ramo C'AC’ de la curva que cae del lado
de las abscisas negativas; y la abscisa AB — 2a un .minimo respec-
to del ramo CEC que pertenece 4 las abscisas positivas; como lo

. 4 4 A’z

manifiestan los valores correspondientes — —, y —— de —T-

o .

146. Los puntos D, E de una curva donde la ordenada es un
méximo ¢ un minimo ( fig. 10.), se llaman los lmmites de las orde-
nadas, ¢ de la curvaen la direccion de la ordenada; y los puntos A,
B pertenecientes al maximo ¢ minimo de la abscisa, son los lunites
de las abscisas, ¢ de la curva en la direccion de la abscisa.

En la fig. 42. los puntos 4, y B son limites de la curva en la direc-
cion de la abscisa; y el punto G, un limite en la direccion de la orde-
nada. :

De los puntos mitltiplos de las lineas curoas.

147. Todo punto de una linea curva es sencillo & miiltiplo: el pun-
to M de una curva ( fig. 40.) es sencillo, quando pertenece 4 uno
solo de sus ramos ; y el punto M (fig. 25 7 45 ), comun 4 muchos
ramos de una curva , se’ llama punto miltiplo. El punto muiltiplo M
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fig. 23 ), comun & dos ramos de una curva, se llama punto dy-
plos triplo (fig. 45.) si pertenece 4 tres ramos de la curva, &c. De
donde se infiere

19 Toda recta ( exceptuamos las tangentes ) que pasa por un pun-
to miltiplo de una linea curva; la encuentra en dicho punto un ng-
mero de veces igual al que expresa el grado de multiplicidad del pun-
to. La recta HAF , por exemplo (fig. 43. ), encuentra tres veces,
O en tres puntos, la curva en el punto triplo M ; uno correspondien-
te al ramo BC, otro al ramo B'C’, y otro al ramo BAB'.

29 Al punto multiplo M de una curva ( fig. 25. % 45.), corres-
ponde un nimero de tangentes y de subtangentes igual al niimero
que expresa su multiplicidad: por exemplo, la curva CBC' (fig. 23. )
tiene en el punto duplo M dos tangentes M1, M1, y las dos sub-
tangentes correspondientes PT°, PI”; la primera, perteneciente 4 uno
de los ramos MC, y la segunda, al otro ramo MC". ‘

d

3% Por consiguiente, el limite

tendrd necesariamente dos va-
X

lores en el punto duplo M; uno (ndim. 130.) correspondiente al
dngulo MTD que la tangente en el punto M del ramo MC forma
con el exe AD de las abscisas ; y el otro correspondiente al ingulo
MI'A que la tangente M1’ hace con el mismo exe. En el punto
, L[’)‘ . 7’ 7
triplo tendrd —— tres valores , correspondientes 2 los tres angulos
axv

que las tangentes respectivas de los tres ramos que pasan por dicho
punto forman con el exe 4D : &e.

40
equacion de segundo grado ; en el punto triplo, por una equacion
de tercer grado ; y en general, representando # el grado de la mul-
tiplicidad de un punto; la equacion que expresa el valor del limite

‘ T .
Luego en el punto duplo, el limite ——» serd dado por una
a

-—Zy—- relativo 4 dicho punto, sera del grado .
£
De donde se sigue; que si la equacion (ndm. 31.) (C) ceevvvrienr
ALx -+ BLAy == CAx? +~ DAxAy + EAp? 4= &c. = o expresa la
. . . dy
relacion entre las diferencias de las coordenadas de una curva, y ——
A P . . . @
=—— el limite de Ia razon de dichas diferencias ; los valores de

x y de y correspondientes al punto duplo, harin d=—=o0,B=o,

c. 4 . . p dy
el limite —;}-’— serd dado por la equacion (ndm. 57.) () e E —=
X X
d . .
~ D -:j—’- —~~ C = o: los que corresponden al punto triplo, reduci-
k2

d .
rin 4 cero 4,B,C,D,E, y —d“l;- serd dado por la equacion (b) ...

dy? dy dy . -
I preaien H T G -t I = o; &c. Y reciprocamente ; si cier-
x4

=

B

g - —

i
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to valor de la abscisa a,.y el correspondicente de la ordenada y, ha-
! . E o
= = el punto

n cuyo caso serd
cen desaparecer 4, y B, en cuy —

indicado por estos valores de las coordenada.s seré. mﬁlti;})lo: é’saber,
duplo si solamente desaparecen 4,y B ; triplo si se reducen 4 cero
A, B, C, D, E; y en general, el grado de multiplicidad de di-
cho punto serd el mismo que el grado de la equacion que expresa

;. dy
el valor del limite —

§° Una linea curva tiene tantos puntos muiltiplos, como valores

diferentes de & que con los correspondientes de y reducen el limite
ay o

— 4 — . Por valores diferentes de x entendemos, 1?9 los valores des-

X o]

iguales ; 29 los valores iguales y de signos difc;reptes; 3° y los valo-

res iguales y de mismo signo, pertenecientes 4 diferentes ordenadas.
148. En virtud de estos principios, sera facil conocer, si una cur-

va dada tiene puntos mltiplos; y en caso que los tenga, qual es el

grado de multiplicidad de cada uno de ellos, y los valores de v y de

# que les corresponden. Para conseguirlo, representando por f'(a, )
i . ’ dy . .
— o la equacion de la curva, y por B — =+ A = o su diferencial;
ax

harémos A4 = o, B=o, y substituirémos en la equacion f(x, y)
— o los valores de « y los correspondientes de y que dan estas equa-
ciones: la curva propuesta tendrd un niimero de puntos multiplos
igual al de los valores de & que con los correspondientes de y satis-
facen & la equacion f(x, y) =o.

Para conocer el grado de multiplicidad de uno qualquiera de di-

. . . dv .
chos puntos ; diferenciarémos la equacion B—— —~ 4 =—=o, consi-

a¥

derando —%— como constante , y substituirémos en la equacion (a)
que resultare el valor de x y el de y: si alguno de los coeficientes
C, D, E, no desaparece; el punto serd duplo; pero si todos tres
se reducen 4 cero; el limite -Z}T serd dado por una equacion de un

grado superior al segundo ; y por consiguiente, el punto de que se
trata ser mas que duplo. En este caso diferenciarémos la equacion (a),
y resultard la equacion (b); y si los valores de & y de y no satis-
facen 4 esta equacion , el punto serd triplo; pero mas que triplo si
todas las cantidades 7, G, H, I desaparecen.

En general; las equaciones (a), (b), &c., se deben diferenciar
. . fo. Ay
sucesivamente , considerando como constante el limite —-—j‘—-—, hasta en-
axv
contrar con una que no se desvanezca enteramente, substituyendo en
ella el valor de x, y el correspondiente de y; y el grado de multi-
- p 7 . . .
plicidad del punto , ‘serd igual al grado de dicha equacion.
M
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Exemplo 19 Sea a (y — b ) — x (x — a)? = o la equacion de
, d
la curva propuesta ( fig. 25. ). Serd 2a (y — &) :; — 5 X% = gax
— a*=—= o, y por consiguiente 4 = — 33 + 4ax — a* = — (3% —a)
(x —a)=o, B—=2z2a (y — b)=—o: la segunda de estas equacio-

. a
nes day—2»,,y la primerax —=a, x —= —; y como de estos va-

lores solo & — a, é y = b satisfacen 4 la equacion de la curva; in-
ferirémos que esta solo tiene un punto miltiplo M correspondiente
ix—a,ey=>h

. . . d
Diferenciando la equacion 2a (y — ) -:;—— — 322 =+ 4ax — a* =o,
K4

dy .

tratando como constante — resulta Ia equacion de segundo grado
d)": X

24— — 6x -+ 4a=— o, la qual, por el supuesto de x =a, se re-
£

2

;@ ..
duce 4 -—d—y?;- = 1: de donde concluirémos que el punto M es duplo.
x

Exemplo 2° Si la equacion de la curva fuese y*x ~ x% — a® == o
. ly dy .

tendriamos 24y —— )% - 22y +2*—— =0, O & (2y =+ x)
({9’ ax . . r .
——+ ¥% 4 2xy = o; y por consiguiente las tres equaciones 4 =y*
£
~2xy —o, B=ux (2 +x) =o0, y2°x + &% — a® = o. La pri-
mera da los dos valores y =o, y = — 2x, de los quales ¥ = o no
satisface 4 1a equacion propuesta. Substituyendo — 2x por y en la se-
gunda equacion, se transforma en — 3x* == o, que da x = o; y como
este valor tampoco satisface 4 la equacion y*x + x%y — a¥=o, in-
ferirémos que la curva representada por esta equacion (fig. 44.) no
tiene punto alguno mdltiplo.

Exemplo 3° Sea la equacion de la curva propuesta a* — ayx?

. dy
+by3=—o (fig. 45. )+ sera ( 5by* — ax?) —— - 4%% — 240y =05
y tendrémos las tres equaciones 4x3 — 2axy = o0, 3by* — ax®=o,

. a '\,
x4 — ayx® - by3 —o. La primeradax —o, y x === ‘/(—2-),
cuyos valores , substituidos en la segunda la transforman respectiva-
ay
mente en y == o, 3by* — — o; y como los valores x == o, y
2

= o satisfacen 4 la equacion tercera, podemos afirmar que la curva
. . . pd O e
propuesta tiene un punto mtltiplo M, correspondiente 4 & —o ¢

. . a’y _
y == o; esto es en el origen. La equacion gfy* — — =0, day=o
aZ

€y= ; pero como el segundo de estos valores, juntamente con

13 . , .
elde x === V—-‘—b— , no satisface 4 la equacion de la curva pro-
12 , ’
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puesta; inferirémos que esta no tiene mas punto multiplo que el del

origen. Para conocer el grado de multiplicidad , diferenciarémos la

2y 2 8 ‘considerando i
i - - x3 — 2axy = o ‘consider
equacion ( gby* — ax®) —— -+ 4% 2axy . —
. . d’y

como constante , y resultard la equacion Gby—d—t;,— — 44X —— =
124% — 2ay = o, la qual se desvanece por el supuesto dex=—o, ¢
j — o: serd pues necesario volverla & diferenciar , y tendrémos G6F

3 J; . )
L 6 + 24x — o; cuya equacion, 4 causa de ¥ = o,
Az’ dx

o Y 4 I '
se reduce 4 6b—— — 647— = o; y por consiguiente el punto M
da’ %

sera triplo. : _

Exemplo 4° Si la equacion de la curva fuese y* — 24%® — gax?®

. 3 b 2, YV

~at=o (fig. 45.); tendriamos gy —— — 4ay —-
= o,y por consiguiente las tres equaciones — 12ax* =0, 4% —4a’
—o, y* — 24%y® — 4ax® + a*==o. De la primera se infiere x = o;
y de la segunda y==o,y=a, y=-—a; y como los des wltimos
valores de y , satisfacen con el de x 4 la tercera equacion ; inferiré-
mos que la curva propuesta tiene dos puntos multiplos M, M’ por
los quales pasa el exe de las ordenadas ; el uno encima de la linca
de las abscisas 4D, 4 una distancia AM —a; y el otro debaxo de
dicha linea y 4 la misma distancia.

Estos dos puntos son duplos ; pues si diferenciamos la equacion

— 12ax®

. dy p .
que encierra ——; resultard la equacion de segundo grado ( 12y* —
z X
Iy c
4az)—{——; — 24ax = o, que en ¢l supuesto de x ==o, é y===¢
ax 2 .
7 .y e -,
se reduce a —T ==*o0,7 manifiesta que cada una de las lineas M7,
v

M'T" paralelas al exe de las abscisas, es tangente comun de los dos
ramos correspondientes MC, MB, M C', M'B en los puntos M, M.

149. Los puntos multiplos de las lineas curvas, ofrecen una mul-
titud prodigiosa de variedades, que los estrechos limites de este tra-
tado no nos permiten describir. Nos contentarémos tihicamente con

7

observar , que si la equacion que da el limite

correspondiente
ax

al punto muiltiplo, tuviese raices imaginarias; cada una de estas rai-
ces indicaria un ramo invisible de la curva, o que el ramo de la cur-
va que le corresponde se reduce 4 un solo punto: por lo que, si to-

. . .. dy . .
das las raices de la equacion que da el limite ———-{ fuesen imagina-
ax

r13s 5 todos los ramos de la curva que indica el punto multiplo se-
rian invisibles ; cada uno de ellos se reduciria 4 un solo punto; y la
reunion O coincidencia de todos estas puntos formaria el punto mul-
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tiplo. El punto formado de este modo se llama conjigado, © aislado;
y aunque es invisible y estd apartado del curso de la curva, le per-
tenece sin embargo , puesto que las coordenadas que determinan su
posicion tienen entre si la relacion expresada por la equacion de la
curva.

El polo E de la conchoyde ( fig. 54.), es un punto conjugado,
suponiendo AE (=4) > Af (=a). A laverdad. ¢l que eximine
la curva independientemente de su equacion, tendrd alguna dificul-
tad en persuadirse que el punto E solo y fuera del curso de la cur-
va le pertenezca : pero esta dificultad se desvanece enteramente quan-
do se considera la equacion a%? = (b -+ y)* (4> — »*) de dicha
curva ; pues si para conocer en que puntos la encuentra el exe de
las ordenadas , hacemos v — o, tendrémos la equacion ( & =+ y )* (a®
— y%) — o que tiene quatro raices y = a, y = —a, y=—b
y=— —b; la primera indica el punto F', la segunda el punto f
y las dos raices iguales y = —14, y = — b, el punto E, que por
consiguiente es uno de los puntos de la curva.

150. Para aclarar lo que acabamos de decir sobre los puntos: con-
jugados , nos propondrémos indagar, si la curva cuya cquacion es
ay* — x% -~ bx? = o, tiene algun punto nu’lltipl?i ( fig. 46.). Para

.

b4
b

ello, diferenciando su equacion , tendrémos 2a4y — — 3x% —+ 2%
ax
—— o, y por consiguiente las tres equaciones 24y =o, — 31* + 2/x
= o0, ay> — x3 = bx® = o. La primera da y =—o; y la segunda
2b

XxX=—_=¢, ¥ =

; y como los valores x == o, y = o, satisfacen

» * . . - s ’,

4 la tercera equacion ; inferirémos que el origen A de las coordena-

das es un punto multiplo de la curva propuesta. ‘ ,
Para conocer el grado de su multiplicidad , diferenciarémos la equa-

. dy 2 p dy
cion 24y — — 3¥% + 2bx == o, y resultard 20— — 6x -+ 2b
) K4 dy’. : . al
——oj; Oyaque x = o, 2a-(—i’—.— ~ 2b = o; asi el punto 4 sera
o
‘ . dy a .
duplo: pero como las dos raices — == v — - de la equacion
X

antecedente son imaginarias ; los dos ramos que forman el punto mil-
tiplo serdn invisibles , y por consiguiente dicho punto corjugado 0
aislado.

La equacion de la curva CBC' manifiesta igualmente que el pun-
to A, aunque invisible y apartado del resto de la curva, no dexa
por esto de pertenecerle ; pues si hacemos ¥ = o, dicha equacion s¢
reduce § — x3 - bx?=——o, cuyas tres raices ¥ ——o, ¥ ==0, ¥ =/
manifiestan que el exe de las abscisas 4D , encuentra dos veces Ia
curva en el origen 4, y una en B.

151. Las curvas que tienen puntos conjugados resultan comun-
mente de otras'curvas cuyas equaciones son mas gencrales, haciendo
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algun'sﬁpyuesto con las cantidades constantes que 7dichas Squacion‘es in-
cluyen : asi, la curva cuya equacion s ay® — X% - bx_ =o,es un
caso_ particular de la curva regresentada por la equacion a4y* — a3
A= (b —0c) &%= boex =o (fig- 47 ) la qual se compone de una
oval situada al lado de las abscisas negativas, cuyo didmetro AE = ¢;
y de dos ramos BC, BC' que se extienden al/ mtim_to de} lado. de las
abscisas positivas , y parten de un punto B 4 la distancia AB = b
del origen A. Pues si suponemos ¢ == o en la equacion de esta cur-
va; se transforma en @y — a8~ ba?==o; y la figura oval 4E se
reduce 4 un solo punto conjugado A (fig. 46. ).

De los puntos dz inflexiony dz retroceso.

152. Los puntos de inflexion de las lineas curvas se dgterminan
por los mismos principios que las mayores y menores abscisas y or-
denadas ; esto es, por el método de méximos y minimos: y dife-
rentes autores que han escrito sobre este método, empleando tinica-
mente la teSrica de las lineas curvas; han hablado al mismo tiempo
de los puntos de inflexion. Pero como nosotros hemos tratado anali-
ticamente el método de miximos y minimos ; nos parece mas con-
forme al buen orden y & la claridad , hablar separadamente de los
referidos puntos. , ,

" Sca I un punto de inflexion de la curva CIC ( fig. 48 v 40.),
y IM, IM' dos arcos tomados 4 uno y otro lado del punto [: si el
uno IM de estos arcos es concavo hicia el exe AD (fig. 48.), el
otro arco IM’ serd convex(; y si IM fuere convexd hicia AD
(fig. 49.); IM’ serd cdncavo: por consiguiente , supeniendo que

la abscisa AP = a crece ; el limite —%— disminuird (nim. 132.) en
el primer caso, y aumentard en el segﬁndo hasta 'q"ue cl punto M se
confunda con el punto de inflexion I, pilsado el qual ——%— aumen-
tard en el primer caso, y disminuird en el segundo. ‘

Y reciprocamente ; si creciendo la abscisa AP de una curva CI0,
el limite % disminuye hasta cierto punto I, pasado el qual aur‘nezita;

¢ crece hasta el punto I, y decrece pasado este punto; el arco IM

serd concavo hicia el exe AD en el primer caso ( fig. 48.) y el ar-

/ LA, . . Ve

co IMA convexd ; y en el segundo caso ( fig. 49.) el arco IM serd

convex0 hicia el exe AD, y el arco IM’ concavo; y por consi-
guiente I, un punto de inflexion; luego
. dy ,oa . .

El lonite o5 un maximo 0 un nuiime, en el punto de inflexion

ax ~

7

. ' hd ) - " Pd -
I de una curva. Y reciprocamente; 7 S un maAxing,, 6 un mini-
X
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mo en un punto I de una curva habrd necesariamente inflexion en di-

¢ho punto. De donde inferirémos V
. {b‘

Y odw

: da
dy . . ,
(ndm. 81.) —= =o Pero no se puede inferir reciprocamente, que

t—— "
—

129 Que en el punto de inflexion serd (ndim. 109.)

. , . . Vy . - A .
si en un punto de una linea curva es — =0, hay inflexion en di-
, I

cho punto: pues esta equacion puede verificarse (nim. 112.) sin que

sea un maximo 6 un minimo; y por consiguiente, sin que el
ks

punto correspondiente de la curva sea un punto de inflexion.

Asi Ia regla que se halla en diferentes tratados de Matematicas
para hallar los puntos de inflexion de una linea curva; esto es, que
para determinar dichos puntos, se debe diferenciar dos veces la equa-

2

. dy : p
cion de la curva, y hacer —— = 0; supone que la curva 4 la qual
ax

se aplica tiene efectivamente uno 6 muchos puntos de inflexion; y
aun en este supuesto es insuficiente dicha regla en muchos casos.
Si por exemplo, la curva propuesta tuviese un solo punto de in-

. y e . ”
flexion, y la equacion —= =0, dos 0 mas raices; habra segura-

2

mente, entre estas, una correspondiente al punto de inflexlon, pero
no se sabri qual es.

2% Si el valor g de x, correspondiente 4 un punto de una curva;
: iy ,
—5 > &, ydum
. . . s e i dy ,
cantidad real y finita el primer limite que no desaparece ; —— serd

X

. , . .. d’y
reduce 4 cero un nimero impar de limites —>

(ntim. 112.) un miximo 6 un minimo en dicho punto, y por con-

siguiente habra en él inflexion. Pero si el nimero de coeficientes di-

d*y

. 9 ..
ferenciales que desaparecen ( comenzando por 7) fuese par, O si
siendo impar este nimero, el primer limite que no desaparece fue-

. . .. dy , . ;.
se una cantidad imaginaria; —7— no serd un maximo ni un minimo,
. k4

y por consiguiente no habrd inflexion en el punto de que se trata.
143 Problema. Dada la equacion de una curva; determinar siesta
tiene puntos de inflexion, y en que lugares de su curso se hallan.

’ - > _/) », 7
Resolucion. Hallese el limite ——, y exdminese por el método de
. . X
miximos y minimos si ticne algun miximo ¢ minimo: la curva pro-
puesta tendrd tantos puntos de inflexion, como miximos ¢ minimos

s Ay P . . . )
el limite ——; los valores de x y de y, correspondientes & los md-
av
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ximos y minimos, serdn igualmente los que corresponden 4 los pun-
tos de inflexion; y por consiguiente se conocera la posicion de dichos

puntos. ; “bola clibi
Exemplo 19 Sea la curya propuesta una parabola cubica, cuya equa-

_ z3 dy a®
cion es y3 = a’x (fig. 40.)iserdy —max, y ——==——3"; Sl esta

.3
5

. P e , s g . ‘~2 te
cantidad es un maximo ¢ un minimo, lo serd tambien x* en el mis

. . c ‘
mo caso (ndm. 113, y 114.); y COMO x* €5 un minimo quando x

Y ser4d un miximo ¢ un minimo en el mismo supuesto, y
dx

—_— O,

por consiguiente el origen de las coordenadas sera un punto de in-

flexion de la curva CAC.

Exemplo 2° Si fuese y == a -+ (& — 4) la equacion de Ia cur-

. Ay 3 . ’ .
va (fig. §1.); seria —— = —, cuya cantidad serd un ma

5 (v —a)

ximo & un minimo, si lo fuese (¥ — a)?. Substituyendo pues esta
dz

funcion 4 la primera, y suponiéndola = z, tendrémos — =2 (x
2 dz o
Z .
— — 2: la equacion — =2 (¥ —a)=o,dax =ua;
a), y ——= = 2 la equacion —= ( )=o, ;
d:z . . . ’
Yy como —— es una cantidad finita, la funcion (& — a)?*, ¢ la fun-
a”
o dy

3

cion —— = serda un maximo ¢ un minimo, en el su-
5 (v —a) ' e

puesto de x — 2 = y; de donde inferirémos que el punto I, corres-

pondiente 4 las coordenadas iguales AP — PI — aes un punto de

inflexion. Observarémos de paso que la ordenada PI, correspondien-

te al punto de inflexion I se confunde con la tangente de la curva

en el mismo punto; pues quando x == «, la tangente (nim. 130.,

dz X —a §
8%) > (= s ) ) del 4ngulo que la tangente de la curva

forma con la ordenada, es cero.
Exemplo 3¢ Si la equacion de la curva CAC ( fig. 52.), cuyos

puntos de inflexion se quieren determinar, fuese y — 1 — a*; se-
xi i 3 A » 4 dy
d.’l' 4 s dxz d:y I ’X' E) de 24‘T’ d.’L"k 24')
y haciendo — 12x% (= ) =o, tendrémos x = o, cuyo valor
ax
tl'4' .

y . . _—
una cantidad finita: por consiguien-
dz* b

& )
reduce 4 cero T};—, siendo
. K4

dy . ..
te — 4x3 — —~ Do es un méximo ni un minimo, y la curva pro-

puesta no tiene ningun punto de inflexion.
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La ordenada AM correspondiente 4 Ia abscisa ¥ = o, €s un mj.

. pody dy dy
Ximo; pues en este supuesto los limites TR T desaparccen,
y jf; es una cantidad negativa (ndm. 112.).

Exemplo 4° Sea y = ax® — x* la equacion de la curva propues-
ta (fig. 55.); serd —(j-:—-:': 3ax? — 4a3, d:; = Gax — 122%, '-f?i_'
= 6a — 24x, &c. La equacion 6ax — 1202 (= jy — o daxx

a - dy ’ .
=o,y¥= —; Jy como, en ambos supuestos, —=- s una canti-
dad real y finita; '%— serd un méximo ¢ un minimo quando x = o,
y quando x = . de donde nferirémos que la curva CAC tiene

2

dos inflexiones, una en el origen. 4, y otra en el punto I corres-

. , . a4
pondiente 4 la abscisa AP — —.
2

154. Quando dos arcos R4, RC de una linea curva que se to-
can en el punto R, y tienen por consiguiente una tangente comun
RE, se tzrminan en el punto de contacto R ; se llama este punto
de retroceso (fig. 54- ¥ 55.), y se distingue en dos especies. El pun-
to R ecs de la primera especie ( fig. 54 ), quando los arcos R M, RM

. - ’ A
que se terminan en ¢él, se vuelven reciprocamente sus convexlidades;
pero quando las convexidades de ambos arcos caen hécia un mismo
lado (fig. 55.); el punto de retroceso R, es de la segunda especie.
De esta dctinicion se sigue
(o] 1 7 .
1% Que un punto de retroceso R de una linea curva, es un pun-

. Loy s dy ,
to duplo (ndm. 147.), y por consiguiente el limite —— sera dado
X

por una equacion de segundo grado: pero como el dngulo RBD que
la tangente en el punto R hace con el exe de las abscisas, es comun
4 los ramos RM , RC, las dos raices de dicha equacion serdn iguales.

2% Y reciprocamente, si las dos raices de la equacion que da el

valor del limite —— pertencciente & un punto duplo R, son iguales;
x
y que ademas los dos ramos de la curva se terminan en R, sera este

un punto de retroceso.
Para distinguir si este punto, es de la primera ¢ de la segunda

. . , ady . : .
especie; se determinari —=5 Y si los dos valores de esta expresion,
£

. . . . .3 V4
en las inmediaciones del punto R, fuesen de signo contrario (ndim.
153.); el retroceso serd de la primera especie ( fig. 54.); pero siam-
bos valores tuviesen el mismo signo, ¢l punto de retroccso R, pet-

tenecerd 4 la segunda especie (fig. 55.)- ,
—~ a3 s1.°
Exemplo 19 Sea la curva CAC la segunda paribola ctibica, cuyd
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equacion, suponiendo el pardmetro = 1, €s y? = x® (fig. 46.): ten-
. dv . . 2

, V ly .
drémos 2y —— — 3% = 0, y 2 — — 6x = o. Esta equacion
dx dx d dy

. . . Ly
en el supuesto de & = o, tiene dos raices iguales —— — o, —
av X

= o; y como los dos ramos AC, AC de la curva, estan del lado

de las abscisas positivas, y quando x == o es tambien ¥ == o; infe-
rirémos que el origen A de las coordenadas es un punto de retro-
ceso, cuya tangente comun es el exe AD de las abscisas.

La equacion y = == V/&? de la curva, manifiesta que el retro-
. . . . . d’y

ceso es de la primera especie; y lo mismo indica la expresion de —=:
endo Lo — 3 3 F g dy 3 @

pues siendp —— = = = — a”, serd —— == ——, ¥ por
4% {_‘72

consiguiente, 4 causa de ser de signo diferente los dos valores de —=
axy

el punto de retroceso A serd de la primera especie.

Excmplo 22 Hemos visto (ndm. 148. ex. 47) que la curva, cuya
equacion es (y* — a*)* = 4aa3 (fig. 45.), tiene dos puntos mul-
tiplos M, M’ correspondientes 4 x — o, ¢ y === a; y queen ca-
da uno de ellos, en M por exemplo, la linea M T paralela al exe 4D,
es tangente comun de los dos ramos MC, MB de la curva. Por lo
que; si observamos ademas, que estos ramos, y los analogos M'C',
M'B del punto M se terminan respectivamelite en los puntos M, y
M’ (conforme lo manifiesta la equacion de la curva) ; inferirémos que
en ambos puntos hay retroceso.

Para averiguar 4 que especie pertenece el punto M; observaré-

i 3

. 5 3 a
mos que la equacion propuestada 3> — 2> — == 2a"x", ¥ 2 =+
b3 dzx
s 3% A ( 2 ) 59" d \?
= a’x —_— —_ o= i 4
- 2V o) == 7 despreciando (—:{-;—) por
. 4%
ser su valor sumamente pequefio en las inmediaciones del punto M,
X
, dy 34> Vv :
— . gVa A’y
SerA —— = &= —— — == — . El valor =

o I3 dx?
v 43%° 4 \/ x (a* == 24 zx") §
3Va

—— correspondiente al ramo MC es siempre positivo,
4‘/.@' (a® =4 245:;)

y por conmgme[‘l}e convexd este ramo hdicia el exe 4D : e! otro va-
lor — — 3V

—— pertenece al ramo MB, y manifiesta que
4 x(a" — 245.?:?)
es concavo hacia el mismo exe; de donde concluirémos que el retro-
ceso en el punto M es de la primera especie.
Lo mismo hallariamos relativamente al punto inferior M.
Exemplo 32 Si la equacion de la curva propuesta fuese (y — x?)?
N
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. : 4
= x5 (fig. 47.): tendriamos y — x* = == 1, —i—: 2 == S

~w

- : 2
x, cuyas dos raices son cero, en el supuesto de serlo x; y como los
dos ramos de la curva no pasan al lado de las abscisas negativas, y
que ademas quando x == o, es tambien y = o; inferirémos del mis-
mo modo que en el exemplo primero, que el origen A de las coor-
denadas es un punto de retroceso, y que el exe AD de las abscisas
es tangente comun de los dos ramos de la curva que le forman.
. . . li_y 3 d:
Diferenciando la equacion —— =2 -+ 5 x, tendrémos —2
X 2 2

%
15 %

g . ]
= 2 == T X" ; cuya equacion manifiesta que el ramo AC, al qual

15 3 dy .

corresponde el valor 2 —+ — x* de —-» tiene su convexidad vuel-

x 2

‘. d’y
ta hicia el exe AD; y el ramo AIC', en el qual es - =2 -

15 1 . ‘s . x .
—= x%, es tambien convexd hicia el mismo exe, desde el origen 4
4

hasta el punto de inflexion I correspondiente 4 la abscisa AP —
15 . . e
a® = o; y por consiguien-

8 \2 )
(—-— dada por la equacion 2 —
s : 4 )
te el punto de retroceso 4, es de la segunda especie.

De la curvatura de las lineas en sus dy}rentes puntos : del
radio de la curvatura ; y de las evolutas.

155. Si suponemos que un punto A (fig. 58.) se mueve cons-
tantemente hicia otro punto B; la linea B, que el punto A descri-
be en su movimiento, serd recta: pero si el punto 4 mudase 4 ca-
da instante la direccion de su movimiento (f2¢. 59.), de manera que
en el punto A, fuese Aa; en el punto inmediato B, Bb;en el pun-
to siguiente C, Cv; &c; la linea ABCDE serd curva, y las lineas
Aa, Bb, Cc, &c., seran respectivamente tangentes en los puntos 4,
B, C, &c. De donde se sigue; que quanto mas se apartare el pe-
quefio arco 4B de la tangente Aa, tanto mayor serd su curvatura;
y como una curva se aparta mas ¢ menos de la tangente, en sus di-
ferentes puntos 4, B, C, &c., la curvatura de una linea varia tam-
bien continuamente. El circulo es la sola linea curva que se aparta
igualmente de la tangente en todos sus puntos, y que por lo mis-
mo tiene en todos ellos la misma curvatura; pero los diferentes cir-
culos; esto es, los circulos trazados con diferentes radios se apartan
mas ¢ menos de la tangente comun, y tienen por lo mismo distin-
tas curvaturas.

156. Sean Ac, A, A", &c. (fig. 60.) diferentes arcos de cir-
culo trazados respectivamente con los radios AC, AC', AC’, &c,
los quales estan en una misma recta 4D perpendicular & 4AB: el ar-
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co A, trazado con el radio AC, se apartard mas de la tangente co-
mun AB que el arco Ac cuyo radio es. AC, y menos que el arco
A¢" que tiene por radio AC"; por co‘nSIgulente,.l(z curvatura de un
circulo es tanto mayor, quanto menor fuere su radio; O estd em razon
inversa del radio. ] . .

157. Como la carvatura es uniforme en un mismo circulo, y se
puede variar 4 arbitrio haciendo el radio mayor ¢ menor; la curva-
tura de las lineas se refiere 4 la de los circulos.

158. Si dos arcos de circulo Bb, Bc (fig. 61. y 62.) tocan la
curva ABD en un punto B; la curvattira del circulo Bec que est2
entre la curva y el circulo Bb, se acercard mas 3 la curvatura de
la curva en el punto B, que la curvatura del otro circulo Bb: y
como la curvatura de los circulos se puede variar al infinito; si su-
ponemos que el circulo Bc esté tan Intimamente unido 2 la curva
en el punto B, que ningun otro circulo pueda pasar entre ¢l y la
curva BD; la curvatura del circulo Bec serd la misma que la de la
curva 4 ABD en el punto B. .

159. Elcirculo Be que tiene en el punto B la misma curvatura que
la curva ABD se llama circulo de curvatura, 6 circulo osculador ; su
radio BC, radio de curvatura ; y el centro C, centro de curvatura
de la linea ABD en el punto B.

Es evidente 1° que el radio de curvatura en un punto B, es
perpendicular 4 la curva, 0 4 su tangente, en B; y por consiguien-
te se confunde con su normal.

29 La curvatura en un punto B de una curva es mayor ¢ me-
nor que la curvatura en un otro punto D, segun el radio de cur-
vatura del punto B fuere menor 0 mayor que el radio de curvatu-
ra del punto D.

’160. Si, suponemos que una curva qualquiera GCE (ﬁg 65)
concava hicia un mismo lado, esté envuelta con un hilo AGCE,
estando uno de los extremos fixo en E, y el otro extremo A en la
linea GI tangente en el extremo G de la curva, sobre la qual tiene
tirante la parte G4 del hilo; y que el punto A4 se mueva de A4 hi-
cia M desenvolviendo continuamente la curva GCE, y teniendo siem-
pre tirante el hilo; el punto A4 trazard con su movimiento una cur-
va AMF. La curva GCE se llama la evoluta de la curva AMF;
las porciones desenvueltas AG, MC, M'C', &c. del hilo, los ra-
dios de la evoluta. De donde resulta

o - . .
12 Que el arco CC’ de la evoluta comprehendido entre dos radios

CM, C'M', es igual 4 la diferencia de estos radios.

2 La curvatura de la linea AMF disminuye continuamente des-
de A4 hicia F (ntim. 146.).

3° Sidesde el punto C, como centro, y con el radio CM de Ia
evgluta , trazamos un arco de circulo MK ; y desde un punto qual-
quiera M’ de la curva tiramos el radio correspondiente M'C’ que
lo encuentre en un punto ¢ ; el radio. M'C' = MC + CC'= C¢ + CC’
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serd mayor que la linea C'c; por consiguiente , la curva MF estarf
entre el circulo MK y la tangente M1.

4% Un arco de circulo ML, trazado con el radioc MS > MC, y
que toca la curva MIF en el punto M, estd entre la curva y su tan-
gente. Pues si tiramos por el punto S el radio M'C’ de la evoluta
que encuentre el circulo ML en b; 4 causa de C'S + SC > C'C,
serd CS+~SM(=C'h)>C'C+CM(=CM ),y por consi-

guiente el circulo ML esti entre MT y MF.
’ Esto se debe entender en las inmediaciones del punto M ; pues
el arco ML despues de pasar entre la curva y su tangente hasta cier-
ta distancia del punto M puede cortar aquella en un punto L.
Es tambien cierto ( ndm. 156. ), que un circulo trazado con un
radio menor que AC, y que toca la tangente M1 en el punto M,
no puede pasar entre esta y el circulo MK.

§¢  Luego ningun circulo de los que tocan la curva AMF, en
el punto M, puede pasar entre la curva MF y el circulo MK tra-
zado del punto C con el radio CM de la evoluta; y por cousiguien-
te (ntim. 138.) ¢l circulo MK es el circulo de curvatura; el radio
M de la evoluta, el radio de curvatura; y el punto C, el centro
de curvatura de la curva AMF en el punto M.

62 Si continuamos el circulo de curvatura MK al otro lado del
punto M ; serd ficil probar, por los principios antecedentes, que el
arco MN' estd entre la curva y la tangente ; y por consiguiente, el
circulo de curvatura NMAK, tocay corta la curva en el punto M.

7% La curvatura de una curva AZF en sus diferentes puntos, es-
td en razon inversa del radio de curvatura.

161, Sea AMI" (fig. 65 ) una curva qualquicra; AD el exe de
las abscisas ; M, M'C’ dos radios de curvatura que se encuentran en
8; McK, el circulo de curvatura del vunto M; Mb, 0Q, dos ar-
cos de circulo trazados del punto § con los radios M, y SG = 1;
y Hamemos z el dngulo ANM ; y A, el arco AM : el angulo OSQ se-
rd igual 8 DBS — DNS — ABM' — ANM — A. ANM — 1z,
y como el radio SO es = 1, serd tambien ¢l arco CQ == Az. Hsto
supuesto ; es constante que quanto mas cerca esté el punto M’ del
punto M, tanto mas cerca estara el punto .5 del centro de curvatu-
ra €', y taato mas se acercard el arco MA' (= A4 ) de la curva,

i confundirse con el arco Mb: por consiguiente, 4 medida que el

0Q Az
punto M' se aproxime al punto M, la razon I = g se acer

Il . Vd OQ s 7 . 1
cara continuamente a la razon —I 0 4 su igual i de manera que -
4

la diferencia de estas dos razores llegard a ser menor que qualquie-
.. 1

ra cantidad dada ; Iuego (ntim. 20.) el limite ——— de la segunda
¥

~ . z .
de estas dos razones serd igual al limite —- de la primera. Luego
/e",".d{ RN A
Pt G E N

7,
Y 1
et d -

J § g
N &
b - 4\‘.‘
A
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La razon de la unidad al radio de curvatura ; es el limite de Ia

7

12,071 22 entre la diferencia del dngulo ANM que la normal ace con
AA - .
el exe de las abscisas , y la diferencia del arco AM de la curva. Por con-

siguicnte i -
1°  Si llamamos R el radio de curvatura de un punto qualquiera
‘ I dz dAd
de una linea curva, serd — = —=, ¥ R = ol
Ve -
29 Si consideramos el arco 4, y el dngulo z, como funciones
i = " Pero (ndm. 150, 82) sien
de la abscisa x; serd —— = ——1: ——. .130, 8¢
dx , dy 1 i
‘ — — é prn — cot. z; de donde infe-
do tang. z = B serd —- — ;
dz
4y dv dz d’y .
iré i — = — = = — — sen.? z ==
rirémos ( nim. 77.) e T
o d'y da* dA dy o At
( - —_ e - —
(nim. 134, 3°) — == X 7> 7 — — —
. d‘4; af’.‘,v , . . dA ('_Zy: \% ,
_——— = ubstituyendo por —— su valor ( 1 == — )" (ni-
d’ T dat ] 0s ) P dx ( n'.t"} (

dy® \3
(1 =+ —
. dy’®
ero 124.), tendrémos finalmente R — — ]

7

ay
dx*®

3% Si prolongamos la ordenada PM (fig. 64.) hasta que en-
cuentre en I la CI paralela al exe AD; tendrémos MV : MP : PN
- : dy® \L dv
::MC: MI:IC, 6 (ntim. 150. ) y (1 —i—-i;)‘:y DY —— i —

dv* \3 dz y®
(1+ e I+ —
ay . . - ax
3 : M1 : IC; de donde inferirémos MI — — - ,
(1}7 (l P d"}'
y a3 e
2 I T 2
I Cdx dx ( da” ) ax
7 - d’y :
da®

4° Sila curva AT fuese convexh hicia el exe 4D ( fig. 65.);
el angulo ANM — z disminuiria mientras x crece (ndm. 132.);
Az seria negativa, y las expresiones antecedentes del radio de cur-
vatura serian de signo diferente : de donde inferirémos que el radio
de curvatura en vez de caer al mismo lado que el exe AD de las
abscisas respecto del punto M como en la fig. 64., caeria hicia el la-
do opuesto. Asi la expresion general del radio de curvatura es R

. 4y DN iviendo el s
—_— e e D ——— T T I M e SIrvienao ¢l si -
da3 dx* -+ ( —+ dz? ) dz® gno su

perior quando la curva fuese concava ( Jig. 64.) respecto del exe
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de las abscisas; y el inferior quando fuere convexi ( fig. 64.).

162. El radio de curvatura MC ( fig. 66. ),y las lincas MI, CJ,
se pueden determinar con mucha elegancia y sencillez por medio del
teorema de Zaylor.

Para ello supondrémos que desde el punto C', y con el radio
MC' > MC se describa el arco MM 'K’ que corta la curva AMF
en un punto M’ (ndm. 16o., 4% );y que se tiren la M'P'I para-
lelad MP, que prolongada encuentra en m la tangente TMm ; y la
C'I’ paralela 4 4D. Esto supuesto, es evidente que quanto mas se
acercare el punto M’ al punto M, tanto mas se acercara el punto
C’ al centro de curvatura C, y la linea M'I"4 MI: de manera, que
las lineas MC’, M 1', llegarin 4 ser respectivamente iguales 4 MC,
MI, quando el punto M'se confunda con el punto M, 6 el punto
P’ con el punto P ; esto es, quando sea Ax (= PP’ ) =o. Pero

. dy 1 4
( nim. 133. ) siendo Bm = —— Ax, mM = — (— d): AX? 4
1 4 v dy* zoax .
- z}: Axs 4= &e. ), (Mm )* = Ax? 4= —5——- Ax? , y por la propie-
3 dY x
dad del circulo ( Mm )> == mM x2M'I'; serd M'I' = — .ceiviia
dy*®
I~ —
da” . e .
- = ; por consiguiente , haciendo Ax = o,
a” I ’p
--:9;- — — Ax -4 &c
dx g d= dy*
I == D
[1X , .r
resultara M1 = — 53 Y 4 causa de los triangulos seme-
dv” dv
jantes MPN , MIC que dan MP : PN: MN ,0 y: y—= :y (14
4y \L j k
1)‘ )2 :: MI: CI: MC, tendrémos finalmente CI = — ..cccviree
ax”
4 dy® dy® \}
(1 — ) (1 +—
dx dz dx
: y y MC=— — - .
d’y dy
dx*® da*®

163. Si la curva AMF fuese convexi hicia el exe 4D; la dis-
tancia mM seria positiva,y por lo mismo lo serian tambien las ex-
presiones de MC, M1,y CL .

164. Conociendo pues la curva AMF, G su equacion ; serd fa-

cil hallar el radio de curvatura correspondiente 4 uno qualquiera M

. .o dy  dy

de sus puntos, determinando los limites —
axv

—> Y substituyén-

/, d) z dz)’ I3 ’, P d
dolos en la formula == ( 1 =+ — ) Po—=, que aplicarémos & al-
X ax”

gunos exemplos 4 fin de hacer su uso familiar.

Exemplo 1° Sea la curva propuesta un circulo cuyo radio AC=
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a (fig- 67 ). Serd su equacion y* = 2% — &%, de la qual 1znfer1re_
dy d a-—z a—2x d’y

——

mos 2)/——(-;—::24—-2x, = p— T T =

ax 4 ( 2a2— 2° )*

X’
EITTTTTTYYT

3 a4t — 2ax 4= 2° \}
=(1 ;
248 = ¥

5 dz?

2 3 a3 . .
( I > =~ —————, v por consiguiente R = — (1 -~

3
(2ax — 2" )

dx® dx? . .
vatura en el circulo, es constantemente igual al radio del circulo, lo

qual reduce la evoluta & un punto tnico €', centro de dicho circu-
lo. Esto es evidente de suyo.

Exemplo 2° Si la curva AMF ( Jfig. 64.) fuese una pardbola vul-

2 A o ‘ .
>‘ . 22— cuyo resultado manifiesta, que el radio de cur-

L. acion seria 9* — ax, de la qual se infiere Y =2
gar ; su equacio yr=ax, 19 dv a2y 2
e p 4 a® dy: a®

y — . y —_ = I + —_ — 1 + el }, R —_ LXYTRIYYY
dz*? 2y* dz 4 av @

a® \1

3 (1 __..> 23 .-

4y ( -+ 47 (49° 4= a’ )i (4ox - a° )

— — -

a* 24° 2.2°

Para hallar el punto G, donde el extremo G de la evoluta GE
toca la linea de las abscisas 4D ; harémos x = o, y resultard R —
21 = AG.

Si quisiéramos comparar la curvatura en el origen A, 4 la cur-
vatura en el punto A/, suponiendo que la abscisa correspondiente
AP es igual & 3 4 ; substituiriamos esta cantidad por x en la ex-
presion del radio 4de curvatura , y resultaria este = 4a = MC; y co-
mo en el origen 4 es AG = % , concluirémos ( nim. 156. ) que

7 4 a
la curvatura en 4, es 4 la curvaturaen M, como 42 es & —:: 8: 1.

2
Exemplo 32 Sea AMF una elipse, ¢ una hypérbola cuyo semiexe
mavor 4B =a, y el semiexe menor BF =15 (fig. 68.¥ 69.). Su
cquacion comun, suponiendo en A el origen de las coordenadas , es

bZ
2 ——(a3= X
2 r— 4 e A2\ . . d}‘ a” ( )
»* = — (2axFx*); por consiguiente — — —
ax B
i ( a = '\:‘) 2 — 5 b 2
2 - d ai - - — ( aF=x )
1 y dat — .,
(ax ¢ r’)_i — i3 z
AX g (zavz=a™) (zav 5= 2 )
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b:
—(a==x)?
ba dr* a’ ( -+ )

. ( dy* 3
. : 2 I + B : Tevesne
’ d.'b‘: 4% F & ’ da® LLXTTTTY

2
( zax E2’ )¢

b 3 .
2ax F x* + — (aFx )* \>
@3
, v finalmente R = wovvinnnnernnnnnas

243 _Z._z.r:
(2av =2+ — (a= x) )t
I{

ba .

. p &*
Si suponemos & = o, tendrémos R == 4% = — : de donde in-
Fel

ferirémos que la distancia AG del origen de la clipse, 0 de la hy-
pérbola, al origen de sus cvolutas es igual 4 la tercera proporcional
al semiexe mayor y semiexe menor; 6 lo que es lo mismo , igual 4
la mitad del parimetro del exe mayor.

Tambien manifiesta la expresion antecedente del radio de curva-
tura, que en la elipse AFD el radio de curvarura MC crece conti-

1 .
nuameite desde x = o hasta x = a, 0 desde el punto A hasta el pun-

to F,en el qual R = FE = (;

. . b
cuyo punto, siendo ¥ =24, R es como en A igual a — ; por con-
a

5 y decrece desde F hasta Djen

siguicnte , la evoluta GEG' se compone de dos ramos iguales y se-
mejantes GE , G'E situados de un mismo modo respecto de los exes,
y que se encuentran en el punto E del exe menor prolongado, 4
una distancia FE del punto I, igual 4 la mitad del parimetro de
dicho exe.

Exemplo 4° Si la curva propuesta AMF ( fig. 70.) fuese la ci-
cloyde 5 llamando FP, x; PM, y; el radio F/B del circulo gene-
rador a; y el arco F'H, z; serd su equacion y — z —+ v (2ax—a*);

. i dz a—2x L .
de la qual se infiere — = ,0 substituyendo por
k2 v "
. ‘ ( 2aw —2a°)>
dz a dy 24— X
— su valor ( ndim. 134.,4° ) > —— = -
o a5 NS 2 \2
o (2ax —2°)* ‘ ( 2ax — 2" )2r
20 — % \% —1 1 dy I —_ —I
= — V=(2ax —1) ; —/ =—(2ax — I
( x ( ) ?dat 2 ( )
—_— a dv® 20— ( av* )v} _
— 2ax =— — == [ —r | =
X a 3 AR z -+ dz® :

v (ra—2)°
3

(2 Yoyare =R S (L) iy = o

3 7

25 2a—ux )
— x )= 2V (4a® — 2ax )= al duplo de la cuerda HL.
Quando el punto M se confunde con el punto 4 ; Ia cuerda HL

es cero; y quando el punto M cae en F, HL es igual al didmetro
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FL,y R = 2FL; de donde inferirémos, que el otigen 4 de la
cicloyde lo es igualmente de su evoluta, y que esta encuentra el exe
FL en un punto E, cuya distancia EL 4 la base 4D, es igual al
didgmetro del circulo generador. ,

- 165. Para hallar la equacion de la evoluta GCE ( fig. 64.) de

una curva qualquiera AF; llamarémos z la abscisa AK; u, la or-
dy ( dy*
I

- . dz dx®
denada KC;y tendrémos z = AP - PK =% — — s
dy* ey
I + drz . . dxl .
#, = MI — MP —= — 5 7Y eliminando las variables

x &y por medio de estas dos equaciones y la de Ia curva AF, re-
sultari una equacion entre z y # la qual serd por consiguiente la de
Ia evoluta GCE.

Si se toma el origen de las coordenadas en el punto G; y se su-

pone = ¢ la distancia conocida 4G ; la abscisa GK =z, serd ¥ —
Ay dy*

da dxz » ’ . .
= — ¢; y asi lo supondrémos en los exemplos si-
dx*® |

guicntes. ;
, a
Exemplo 1° Sea la curva AMEF una paribola: serd =2
dy* dx 29
= A = Y s T 4°
av* 4y’ ’ ds’ =1+ 4’ “dy - F =7
dy ’ dy* 2 - :
(14— dx
y dx dx* 29° a @
Ay _—7-:—_—2x-—;:dedon-
daz* _ '
. . a ' )
de inferirémos z == & = 2% ~= — — ¢ == g2 (nlim. 164.), u
s 3 2 .
— s ¢, 1647 . z
== e =——,y substituyendo S en lugar de x
a

tendrémos finalmente #? —

:. . .
z
. 2% cuya equacion manifiesta, que

la evoluta de la pardbola ordinaria, es una segunda paribola cithica, la
qual se compone de dos ramos iguales GE, GE' que parten del orz:ge;z G
de las coordenadas, en cuyo punto forman un retroceso de la primera es-
pecie (ndm. 154. exemp. 1°).

Exemplq 2° Sila curva AMF fuese la cicloyde (fig. 70.); las ex-
presiones d¢ AK = z, y KC = u, serian diferentes, 4 causa de
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que en esta curva se toma ordinariamente por exe de las abscisas el
didmetro FL del circulo generador.

Para hallar en este caso la equacion de la evoluta ACE, trazaré-
mos sobre la linea AQ, igual y paralela 8 LE — LF, el semicir-
culo. ANQ, y tirarémos CO paralela & AL; y observando (n. 164.
exemp. 4°) que ¢ €5 Cero ;d.(lp = AL — MP — LnH — HP;

ly

T
pK =Ml = — d,vdx ;u=KC=0CI — IK=CI —

dx:' . N
, dy dy’* ) -
O+ aE)
LP — — — LP = 2 (24 —x) = LP =

dy

.

dx® ,
olP — ILP—LP = A0;z2= AK= Ap + pK = LunH — HP
dy*

I'—i--;:;‘ ~ : 1 .
= InH — HP 2 (2ax — x*)° = LnH -~ HP,

2

y
as*
6 4 causa de LP = A0, z = An'N -+ NO = CO; cuyo resul-

tado manifiesta, que /2 evoluta ACE es una semicicloyde de todo pun-
to igual 4 AMF , cuyo <vértice estd en el punto A, y la base QE es pa-

ralela ¢ AL. V

Como el radio de curvatura en el punto 4, es cero; un arco qual-
quiera AC de la cicloyde ACH sera igual al radio carrespondiente
MC, ¢ al daplo de la cuerda AN = LH; y por consigujente-la se-
micicloyde ACE, ser igual & EF, 0 igual al duplo del didmetro FL
del circulo generador. : o

166. La teoria de los circulos osculadores ¢ de curvatura, y-de
1as evolutas; se puede exponer de un modo distinto del anteceden-
te, y que seguramente agradard 4 los Lectores apasionados al méto-
do analitico. - - : : s C

Sea AMF (fig. 71.) una curva qualquiera referida 4 los exes
AD, AH perpendiculares entre si; BMG, una curva coenocida re-
ferida 4 los mismos exes; la abscisa AP relativa a la curva AMF, x;
la ordenada correspondiente PM, y; la abscisa Ap de la curva cono-
cida z; y la ordenada correspondiente pim , 1. Sentado esto, si se Su-
pone que estas dos curvas tienen un punto comun M ; haciendo z =
‘AP — x, resultard y = PM = y; por lo que, si substituimos
en la equacion de la curva AMF, x —+ & en Jugar de x; y en la
equacion de la curva BMG, z ~+ % en lugar de z, tendrémos re-

) dy dy &
lativamente al punto comun M, PM’' =y = ——= k =+ —=

=+ &:., echarémos de ver; que si los coeficientes de k&, y de 4% no
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Ay 34 .‘ ) du du I's
—_— &c. (nim. 89.), P'm' — u —
i (1 9), ke
Dy K . R , dy du
—_— &c.; v M'm —= PM' — Pwm — _.--...>
-+ dz? 6 + Y dx dz k
‘ d’y d’u ) k* ( d’y d’u ) s &
-+ ('d_f — ) T\ T ) 5 T s en cuya se

rie, la cantidad arbitraria 2 — PP, puede ser tan pequefia como se
quisiere. De donde se infiere ) '
1% Que Ia curva BMG , -se acercari tanto mas 4 la curva pro-
puesta en las inmediaciones del punto M ; quantos mas términos su-
. . . . . du
cesivos de la serie antecedente desaparecieren. Asi, si fuese — =
' z

dy . . . !
- la distancia M 'm' entre las-dos curvas seria menor que sl 0o se

verificase esta igualdad ; y por consiguiente la curva BMG estard mas

cerca de la curva propuesta en las inmediaciones del punto M.
° : du dy .
22 Que en el supuesto de ser —— = ——; ninguna otra curva
z x ‘

trazada por el punto M, podrd pasar entre las curvas MEF, MG, &

menos que llamando ¢, £ sus coordenadas, se verifique relativamen-

. . d| d
te al punto M la cendicion L =2
de, dzx

En efecto; si llamamos D la distancia del punto M’ al punto en

o . . , d
que la nueva curva corta la linea P'M ; serdi D = ( > )

k dz‘}' dzﬁ kz . . ., d.r dC&
=) T+ &ec.; y la distancia M'm' se reducird en
, [ dy d*u'\ k* '
el supuesto actual a (-——-— — — = &c.: i
p — =) T + &c.: por lo que, siem-

. o dy dp .
pre que la expresion —— — —— no sea nula; haciendo decrecer 1a

K qael
cantidad arbitraria k — PP', la distancia D llegard 4 ser mayor (ni-
mero 13.) que la distancia M'm'; y quando esto se verifique relati-
vamente 4 cierto valor determinado de 4; se verificard con mayor ra-

Zzon para todos los valores de & menores que aquel. Luego la nueva

curva no podrd pasar entre MF, y MG, 4 menos de que la expre-

. dy daB . d ]
sion - — sea == o, O que di sea — :jl
3% Si fuese al mismo tiempo 4 s Y AL seria
Mo — (,py _ S\ B dz dx dz’ dvt ’
=\ =)+ &c.; y comparando este valor al de
D — ( dv _ _z_]ﬁ__) koo i)_!_ 48 \ K &y B k3
dv do, dv | /2 -+ (d:c’ - dcc3) 6

desaparecen 4 : : .
4parceen a un mismo: tiempo, se podrd tomar -4 bastante pequeiia
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para que la distancia D sea mayor que Mm'. Luego en el supuesto
actual, la nueva curva no podrd pasar entre MF, y MG, 4 no ser

que relativamente al punto comun M, se verifiquen las equaciones
dp dy &R dw

da — dv ’ da® T dxz«. ) . . du dy d*u
Del mismo modo probariamos, que si fuese — =
d*y du A’y z ® =

= Y T = la nueva curva no podrd pasar entre MF
" ; z qax . d 1{5’ ’Z:B dz

MG ; 4 menos de que sea tambien = y — = 2. > ¥
8 By da dx da dx’

S =5y asi en adelante.
o o .

167. Como la curva conocida BMG, se acerca tanto mas 4
~la propuesta AMF en las inmediaciones del punto comun M, quan-

” . . . du dzy
tos mis términos sucesivos de la serie —_ k == (-——,—
u k* . dax dz . dx
“ ) — 4 &c. == M'm’ desaparecen; el contacto de dichas cur-
2

2
vas en el punto M se divide en varios Ordenes.

)

El contacto es de primer érden, quando relativamente al punto M

. . du - ady
se verifica la equacion — = —.
dz dz .
Si siendo iguales los coeficientes diferenciales de primer drden
du. . dv . : , . du d’y
~——, —; lo son tambien los de segundo orden ——, —, el con-
dz dx : dz dx

tacto se llama de segundo Grden, it osculacion; y en general el Orden
del contacto es igual al drden de los coeficientes diferenciales del dl-
timo término que desaparece en.la expresada serie. ) )
163. Si en la expresion Mm' == (-‘-i—f)—- — du) Ll -+ -j!;- -
D k3 . dv” dz,“ Sz ax
=) 5+ &c. relativa al contacto de primer Srden; suponemos &

- . . .. d'y
tan pequefla como sea necesario para’ que el primer término (

dz*
d'y k* -

— ——=) - sea mayor que la suma de todos los demas (ntim. 13.);
Z 2 .

la distancia M'm’ conservari el mismo signo, ya sea & positiva 0 ne-
gativa, y por consiguiente la curva BMG caerd hicia un mismo la-
do respecto de la curva AMF inmediatamente antes y despues del
punto de contacto M. )
Pero'si el contacto en el punto M fuese de segundo Jrden; Ia
di . M . <d3y ' d3u> k3 ('d‘ffy d“‘u) k“’y
istancia M'm’ seria = (—= — —~ ) — 3 +\ % T ) T
—+ &c., la qual muda de signo al mismo tiempo que %: de donde
inferirémos que la curva BMG pasard en el punto M, del uno al
otro lado respecto de la curva AMF; y por consiguiente que toca-
rd y cortard esta curva enel punto M, del mismo modo que la tan-
gente toca y corta una curva en el punto de inflexion. '
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En general, en los contactos de un Orden impar, la curva BMG
caerd hacia un mismo lado respecto de la curva AMFEF mmedlatg-
mente antes y despues del punto M ; pero en los contactos de un Or-
den par, tocard y cortara la curva AMEF en dicho punto. o

Hablando rigorosamente, las curvas AMF, BMG, solo coinci-
den en el punto comun M, en el qual las ordenadas y, u, corres-
pondientes 4 la_misma abscisa AP son iguales ; y la igualdad respec-
tiva de los coeficientes diferenciales de primero, segundo, &c. drden
de estas ordenadas, no las hace coincidir en otros puntos aunque se
supongan tan inmediatos & M como se quiera: pero si hace que se
acerquen continuamente inmediatamente antes y despues del punto M;

‘de modo que otra curva qualquiera trazada por dicho punto, ¢n la

ual no se verifique la misma igualdad, no podrd pasar entre las re-
?eridas curvas.

Esta es la idea exicta que se debe formar de los diferentes gra-
dos de contacto 1 osculacion de las curvas, que en el método de los
infinitamente pequefios se consideran como coincidencias mas 0 me-
nos rigorosas, ¢ de mayor ¢ menor extension.

169. Supongamos desde luego que la linea conocida BMG sea una
recta que corta en B el exe de las abscisas ( fig. 72.), y en E el
de las ordenadas. Llamando a la distancia AE; y & la tangente del

dngulo GBD que forma con el exe de las abscisas ; serd su equacion

. du
# — a -+ bz; de donde se infiere — = b. Sentado esto; como

az

en el punto comun M, es z == x, y # = y; serd en dicho punto

du dy

—

a -+ bx = y; por lo que, si suponemos que sea tambien —,
‘7_'?’ iy 2z ax

It .
, 4=y — x—, y la equacion de la recta
dv dx iy
N

tendrémos b —

BMG se transformard enu =y =+ (2 — x )—;—- , representando

x é y las coordenadas determinadas AP, PM del punto comun M.

La recta BMG representada por la equacion antecedente tiene la
propiedad, que ninguna otra recta tirada por el punto M podri pa-
sar entre ella y la curva AMF, y por consiguiente serd tangente en
el punto M de dicha curva, Pues si suponemos que sea # — g —-
ha la equacion de otra recta trazada por el punto M; serd en dicho
punto « = x, B =y, y por lo mismo g - hx = y; y para que

esta recta pueda pasar entre ME', y MG, es preciso (ndm. 166., 29)
g dy

Ve v
que sea —— = ——: tendrémos pues, /2 = —— Yy =y — «

dv

dz
y como estos valores son idénticamente los mismos que los de 4, y
a, dicha recta coincidird necesariainente con BMG.

Luego 1a recta BMG representada por la equacion # = y - (=

.
?

dy -
—x) —~ serd rangente en el punto M de la curva AMF, deter-

minado por las coordenadas AP = x, y PM = J: cuya conclu~
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sion concuerda perfectamente con lo demostrado en el nin. 130., por
un camino muy distinto del antecedente.

Por consiguiente, la cantidad £, esto es la tangente del dngulo
MBD que la tangente en el pun;o M de la curva AMF hace con
¢l exe de las abscisas es igual & 79-:-, lo mismo que en el n. 130., 8°

Si hacemos # — o, en la equacion de la tangente BMG; ten-

. — — Y . .
drémos z —= 4B = — alas x), en cuya expresion el signo
dx

negativo antepuesto al paréntesis indica solamente que el punto B cae

del lado opuesto al de las abscisas positivas; por consiguiente la dis-
tancia BA tomada de B hicia D serd = -5;— — x; y la subtangen-

—

d.‘&" . dx
te BP — —;y-— =r lo mismo que antes (ndim. 130., 1°): de
v ¢
dx /

donde sera facil inferir las conclusiones del ndim. 130.

170. Supongamos ahora que la curva cenocida BMG ( fig. 75)
sea un circulo cuyo centro esté en C. Llamando « la distancia 4K
del origen A de las coordenadas, al punto K donde la perpendicu-
lar CK al exe AD encuentra dicho exe: la distancia 0 perpendicu-
lar CK, b; y r el radio CM ; serd su equacion (@ — z)* — (# =+ b)?
— %, de donde se infiere u (= pm) = — b += V(> — (a —

du a—z

2 ’ J—

2))5 ¥ dz — V[r —(a—2z)] ,
to M comun 4 la curva AMF y al circulo BMG, es 2 = x, ¥

. Sentado esto; como en el pun-

. du . .
u — y; si suponemos que el valor de - correspondiente 4 dicho
. dy . N . .
punto, sea igual al de ——; tendrémos para determinar las cantida-
X7

des ay b que fixan la posicion del centro C, las dos equaciones — &

. 2 — 27— i = & .
-t \/[_7' (a x) ]""‘ Vs V[t — (a— )] ax A ¥

La segunda de estas equaciones da v/ [r* — (a — 2 )’ ] = 7

azx
de donde inferirémos elevando al quadrado, y haciendo las operacio=
d
r—-
axy .
———: ¥ como de la pri-

V(+r)
mera s¢ inficce V[P* — (6 —2)*] ==y -~ biserd y == b = om

‘nes -correspondientes 4 — x =
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- — . 3 ¥ por ConSIgUICnLE @ T2 & =+ werinrsiaranens

& y
dax \/(I -+ ax”

4y

,
dx ¥ )
2 > y b _— -7 -+ day* °
Vv e V(1 -+ —3—)
(r-+ dv? ax

Si suponemos que la recta EMT sea tangente de Ia curva AMF

en el punto M, comun 4 dicha curvay al circulo BMG; 4 causa de

du dy

ser en este punto —— = , dicha recta serd tambien tangente
Z

x

del circulo BMG en el mismo punto ; por consiguiente su radio MC
sera perpendicular 4 la curva AMF O 4 su tangente ET en el pun-
to M: y como esto se verifica independientemente del valor del ra-
dio MC = r, concluirémos, que la normal ML en cl punto M de
una curva qualquiera AMF, es el lugar de los centros de todos los
circulos que pasando por el punto M , tienen por tangente comun
la tangente EMT de la curva AMI en el expresado punto.

Si por el punto M trazamos otro circulo igual en magnitud al
circulo BMG ; dicho circulo no podrd pasar entre BMG y la cur-
va AMF.

Pues para que esto pudiese verificarse ; seria preciso que Illaman-

do «, y B las coordenadas del nuevo circulo ( ntim. 166 ; 2°); se
verificase tambien respecto del punto comun M la condicion 2

d do
= —:i—. De donde resulta que la tangente EMT de la curva AMEF,

lo seria igualmente de dicho circulo; su centro estaria en la normal
ML ; y como por el supuesto, su radio es igual al del circulo BMG;
dicho centro se confundiria con el punto C, y por consiguiente el
referido circulo, con el circulo BMG. /

171. Como en todos los circulos que pasan per el punto M y

. . . du
tienen su centro en la normal ML se verifica la equacion - =
2

atrnp

dy . . , .
— habra entre dichos circulos uno BMG de un radio determina-
do Mf tal, que relativamente al punto M cumplird con la condi-
. 1 a?
cion — — 22

dz? dz*

g . . d —
En efecto, diferenciando la equacion = Sl
- dz V[r'—(a—2z)"]
hallada arriba, tendrémos y iy ~ - -
z" '2 — — 2 *advrrIeNcen, LLEY 1]
Camzy - [ —C(a—2)]
=— -; y como en el punto comun

[1‘:--(4—-::)’]3’ [r—(a—2y7
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»*

Mesz—x, serd en virtud de dicha condicion —

[:r’--(n-—x):]}‘
— _’_1_5_’_ , v substituyendo en lugar de [7* — (a2 — =)’ ]7 su valor

3 .
- que se infiere de las equaciones V[r*—(a—x)]
dy* \
(14— dy
dx rT
— v o,
— 2Tt a—x e —, halladas antes, resultari...
Za 7y
— vV (1 — ~
dy* \1 dy* >%
—_— I =~ ——
( 1=+ dx* a7y _ ( dz*
_ r — yr= : d’y :
dz*®
Substituyendo este valor de r en las expresiones de a y de b,
dy ay® ay*
— (1~ — I = —=
. dx dx* b= dx*
tendrémos @ = & — o Yh==y
dz* dx’

El circulo BMG determinado en magnitud y posicion por los
valores de 7, a, y b que acabamos de hallar ; tiene la propiedad, que
ningun otro circulo trazado por el punto M, puede pasar entre ¢l
y la curva AMF inmediatamente antes y despues del punto M.

Pues si llamamos «, B, las coordenadas de otro circulo trazgdo
por el punto M; 7', su radio; y £, h las cantidades anilogas 4 4,
b ; serd su equacion p— — h —+ v [ -;B(g —a )], c,lze don-

. . - —_ gL— 4 . - ¥ )
de inferiremos = = UG —ary [ — (g — )]
Sentado esto ; pira que este circulo pueda pasar entre BMG , y la

curva AMF; es necesario ( niim. 166., 3% ) que rela‘tii;ramentdez al
' . d dy ’ v
punto M se verifique las dos equaciones —— = ——, —= = -5

y como en dicho puntoes a =x,y 2 —y; tendrémos para deter-

minar g, %, 7', las tres equaciones — 7 —+ \/l_[r’2 — (g —d-zx 2]
g —x dy 1 y

=V = — = = %:dnglas
[ —=Cemayd g
quales siendo idénticamente las mismas que las que encontramos pa-
ra determinar a, b, r: los valores de g, 7, r' que .den_ , seran pre-
cisamente los mismos que los de a4, b, r; y por consiguliente el nue-
vo circulo se confundird con BMG. )

Luego el circulo BMG sera ( ndm. 158.) el circulo de curvatu-
ra, 1 osculador de la curva AMZI en el punto M;y por copsiguien-
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te el radio de curvatura MC correspondiente 4 dicho punto seri —
' dy* \%

I —pe
( -+ dx? )

ti:t’}’

; precisamente el mismo que hallamos antes (n. 161.),

ot

dx”
Siendo IC=PK=AK —-AP=a — x; y MI = MP + PI

=y b ; substituyendo por a, y b, sus valores respectivos tendré-

dy dy dy®
— (1 + — I+
dw dx® da? .
mos IC =— ; y Yy MI=— - , lo mismo que
dy dy
da* dx®

en el nimero citado.
172. Como las tres constantes arbitrarias a, b, r que conticne Ja
equacion general del circulo, estan determinadas por las tres condi-

ciones expresadas; 4 saber que pase por el punto M de la curva AME;
du dy A u Ay

: sea — — ——; inferirémos que en general el
Y que se dz dv ? y dz* dx® 9 gener

circulo no puede tener con una curva qualquiera AA/J" un contacto
de un drden superior al segundo: y que ¢l circulo osculador BMG
toca y corta ( nim. 168.) en el punto M Ila curva AMF.
Hemos dicho en gemeral ; pues puede suceder que los valores par-
ticulares de a € y correspondientes 4 un punto determinado M re-

, . &y Du .

duzcan a4 cero la expresion —5 — 5 » € cuyo caso el contacto se-
T z .

ra (ndm. 167, ) de tercer orden; de quarto orden, si en virtud

. d .

o+ — 7y asi en adelante.

173. Es evidente que las lineas 4K, KC que determinan la po-
sicion del centro de curvatura C correspondiente al punto A de la
curva AMEF ; varian con la abscisa AP de dicho punto ; y por con-
siguiente serdn las coordenadas de la curva que es el lugar de todos
los centros de curvatura de la curva AMF'; esto es (ndm. 160.)
las coordenadas de la evoluta ECL (fig. 74.); y tendrémos AK

de dichos valores particulares fuese

dy dy* dy
dv (r+ I2* T+
’ i dx’
—a=x - : KC=b—=—y —
&y Y 7 & b
dx? da®

mismo que en el nim. 165.

174. Si la curva conocida 4 la qual se quiere comparar la propucs-
ta, fuese una paribola BMG ( fig. 75.) cuyo exe principal es Ia li-
nea BK paralela & AH ; seria su equacion # == a —- bz — cz?; en
la qual las constantes arbitrarias a, y b que determinan la posicion
del vértice B pueden ser positivas & negativas , y ¢ representa la ra-
zon de la unidad al parametro.

P
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. . , du d*u : Dy
Diferencidndola tendrémos —— = b+~ 202, — = 2¢, —
dz dz dz3

— o, &c.; y como en el punto comun M, esz==x, y u=y;

. . du dy

si suponemos que sea tambien el valor de —— igualal de ——; ten-
2 v

drémos para determinar las constantes @, y b, las .dos equaciones

4y dy
G=bx o=y, b420x= —; que dan b= —— —2cx, y
4,), dax (I’t

= 2.

A=y — X
'}, dv

En este caco la tangente de la curva EMF en el punto M, lo
serd igualmente de la pardbola BMG ; y como las expresiones de a,
y de b incluyen la constante indeterminada ¢ igual 4 la unidad di-
vidida por el pardmetro ; inferirémos que se podrdn trazar por el pun-
to M una infinidad de pardbolas como BMG que toquen en dicho
punto la curva EMF ¢ su tangente.

Pero si ademas se verificase relativamente al punto M la condi-

. d*u dy . 1 dy b dy d’y

cion _ ; S¢ria ¢ /= — ~ - —_— LA Rpeonsi
dz* de* ’ 2 dat )’ dx dat » ¥ 4
dy 2> dy

— — —
dx + 2 da’

Por consiguiente como en este supuesto, las tres constantes arbi-
trarias a, b, ¢ , que contiene la equacion general de la paribola BMG,

y fixan su posicion y la magnitud de su parimetro; estan determi-

dy Ay

nadas por los valores particulares de x, 7, ——, —=, correspon-
a! .

dientes al punto M ; inferirémos ; 1° que solamente en la pardbola
BMG determinada en magnitud y posicion por los valores de 4,

b, ¢, que acabamos de hallar se verificarn relativamente al punto
M1 ones - — @28 — 22 5 por lo mismo ( ni-

las equaciones —— = ——, —=— = —=; ¥ P

ero 166.) que serd imposible trazar per el referido_punto otra pa-
ribola que pase entre BMG , y la curva propuesta EMFE.

29 Que la pardbola vulgar del mismo modo que el circulo; no
puede tener en general con una curva qualquiera EMF un contac-
to superior al de segundo Orden.

Si se prolonga el exe principal BXK hasta que encuentre en el
. v , Z)
punto C el exe 4D de las abscisas ; serd AC — — —> BC—a —
bz

— : y substituyendo por a, #, ¢ sus valores respectivos, tendrémos

P dy . ( dy >z
dx dx

_'AC:x-—- o y BC=y -

o

-~

dx* da®
175. Si supusiéramos que la curva conocida fuese una pardbo fa
cibica; como su equacion gencral incluye una constante mas, qu €
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fa de la paribola vulgar, se podria cumplir con una condicion mas;
. . du d’y . .
esto es con la condicion —= = —=-: de donde infeririamos, que
la paribola ctibica puede tener en general un contacto de tercer Ot-
den con una curva qualqmera.
En general el érden del contacto que una parabola puede tener con

una curva qualquiera ; es igual al orden de la pardbola.

D los coeficientes diferenciales de las superficies curvilineas;
de las superficies de los sdlidos de revolucion ; y de las
solideces de estos.

176. Hemos probado en el nim. 134., que siel arco 4AM de una
curva (fig. 76. ), se representa por A, y se considera como funcion

2z

dy
— = V(1 7{—> Veamos ahora

qual es la expresion del coeficiente diferencial de la superficie APM

‘que llamarémos s, considerada igualmente como funcion de .
Para efccttlar}o, tirarémos la ordenada P'M’, la cuerda MM, y
la My paralela & PP = Ax; el espacio PMuM'P’ terminado por
la curva M2i’ serd la diferencia As de la superficie APM; y el tra-
pecio PP'MM’, terminado por la cuerda MM’ serd igual & (y

Ay

" ” - - -
— ) Ax. Sentado esto, 4 medida que la diferencia Ax decrece; Ia

superficie del trapecio PMM'P’ se acerca continuamente 4 la super-

. Lo ay ) As
ficie As; O la razon y —> 4 la razon — de manera que la
v

de la abscisa AP — x, serd

diferencia de estas dos razones llegari por ditimo 4 ser menor que

qualquiera cantidad por pequefia que sea: por consiguiente (ndim. 20,)
d.

sus limites respectivos y, y —

seran iguales, vy tendré b
. an g » ¥ tendremos —— =

- . . . ("L
cuyo resultado nos ensefia, que el cogficiente diferencial de la superfi-
ciz APM , considerada como funcion de la abscisa AP ; es igual 4 la or-
denada correspondiente PM.,

1 Asi; aunque en ciertas curvas, como por exemplo en el circu-
qr, 51% se puede determinar la expresion algebriica y finita de la lon-
ig]x gbsch u;l;rco AM, 6 de la superficie A1' M, correspondientes 4

; s¢ pueden conocer, sin embargo los coeficientes di-

ferenciales de dichas expresiones.
. . . d4
El coeficiente diferencial —— de un arco A de circulo cuyo ra-

dio es 7, le hallamos yaigual 4

sen. A (ndm. 134.); ¢ substituyen-
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(. dd
do en lugar de sen. A4 su valor v/ (2rx — 2® ), tendrémos —
r X

igual 4 e S : y si llamamos s la funcion de x que expresa
21y — X
" la superficie APM, y r ¢l radio; serd en virtud de lo que acaba-
ds ; .
mos de demostrar, —— =y = V' (2rx — x*).

177. Imaginemos que la curva AME ( fig. 76.) dé una vuelta
al rededor del exe A1 de las abscisas; y llamemos § la superficie
que describe el arco AM = A: la superficie descrita por el arco MM’
serd la diferencia de S'; v la cuerda MM’ describira un cono trun-
cado, cuya superficie, llamando = la razon del radio 4 la circunfe-

rencia, es @ (- -—éi-) XMM' == (y+ f—j—) V(Ax? + 097

Esto supuesto ; si consideramos la superficie S como funcion de la
abscisa x ; echarémos de ver , que quanto mas se acerquen Ax, y
Ay 4 su limite comun cero, tanto mas se acercard la superficie des-
crita por la cuerda MM', & la superficie AS descrita por el arco

. . Ay Agy? ,

MaM’; o la expresion @ (y =+ ——> V(1 + T) , a la expre-

. AS . . 2 ..'l' .

sion ——; y que la diferencia de estas dos expresiones, puede llegar
x

4 ser menor que una cantidad dada por pequefia que sea; de donde
y . dy’ .
concluirémos (ndim. 20.) que el limite =y V(1 —+ —d———> de la prime-
: . e

ra, serd igual al limite — de la segunda.
X

<

.2
Como V(1 + —d)—-) es igual 4 —df—; serd tambien —— = = Tty
dx dx dx dx
178. Llamemos ¢ la funcion de x que expresa la solidez del cuer-
po engendrado por el espacio 4P M en su revolucion al rededor del
exe AD+ la solidez del cuerpo engendrado por el espacio PMM'P,

terminado por el arco MaM', serd — La 5 y la del cono truncado,
% [N, .}

engendrado por el trapecio PMM'P', igual 4 Z(PM + PMx
2

Y A Vi Lpr T .2 a7
I'M —+ 1'M'" )% — — ()® 4+ yLy +~ — ) Lx. Pero esta so-
2 3 .
. ’ , ’ . a An”
lilez se acercard tanto mas 4 A, G la expresion — (p? +y Ay + —-5——),
Ag 2

rd

a

; quanto mas se accrcaren Ax, y Ay 4 su limite cero; de

v

modo que su diferencia puede llegar 4 ser menor que qualquiera can

tidad dada por pequefia que sea: luego sus limites serdn iguales, ¥
/

o @
2

por consiguiente —— = — »*, igual 4 la superficie del circulo que

describe 1a ordenada PM en su movimiento de revolucion.

179. Todos estos limites de razones, ¢ coeficientes diferenciales,
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se pueden tambien detgrfninar, de un modo muy directo y elegante
por medio de la proposicion nim. 19., segun alli insinnamos; y aho-
ra vamos 4 manifestar, empledndola para hallar el del arco 4, y el
de Ia superficie s ; considerando siempre 4, y 5, como funciones de
la abscisa x.

Sea el arco AM— A, y la recta TMin tangente en el punto M:
1 ‘izy A 2
x

, dy ,
tendrémos ( nim. 133.) mm = —— AX; mM' = = (-.-
. . gr .
— &c.) (segun fuere el arco MaM'’ cdncavo 6 convexd hicia ADY;

2 dxt
2

d
Mmn = dx V(1 -+ —(—f;——), y la cuerda MM’ =V (Ax® — Ay?).

Esto supuesto, es constante, que mientras Ax, y Ay decrecen acer-
cindose 4 su limite comun cero; el arco MaM' == L A, es siempre
mayor que su cuerda MM’ , y menor que la suma de las rectas Mm,
y mM'; por consiguiente, dividiendo por Ax, tendrémos siempre

ay® diy AAd 2
\/(I+._j)_;>_—;<_L_LAx+&C,)>—ZT>\/(I+ Ai:)

ax Ax® Az

H
2 axv
y como la primera y tercera de estas expresiones tienen por limite
. dr’ . 2
comun la cantidad v/( 1 7—) concluirémos ( ndm. 19. ), que es-
ax
A

te limite serd igual al de la expresion intermedia —; esto es, 4
N3

dA . d4
— ; tendrémos pues lo misn 3 1 nu Q —
— €mos | 0 10 que en el nim. 134., —— = vV (1

dy*
da’® >.

130.  Si llamamos s la superficie APM ( fig. 77.); el espacio
PMM'P serd = As; el rectingulo PmM'P' = (y -+ &y ) Axsy
el rectingulo PMnP’' — yLx. Sentado esto, es evidente que mien-
tras Lx, y Ay decrecen , acercandose 4 su limite comun cero ; el
rectangulo PmM'P" es siempre mayor que el espacio PMM'I”'; y
este,, que el rectingulo PMnP: por consiguiente, dividiendo por

, . As
Lx tendrémos siempre y — Ay > =7 de donde concluiré-

ds

mos (ndm. 19.), que los limites y, y — son iguales ; y tendrémos

d’.f

lo mismo que antes ( ntim. 176.) =.
dx :
181. He aqui las principales aplicaciones de los principios del ¢4l

AU i) oy p .
culo diferencial 4 la Anilisis y 4 la Geometria: hemos evitado de in-

‘tento en ellas, el empeiarnos en algunos casos complicados ; porque

nos ha parecido mejor reservarlos para quando hayamos tratado mas
4 fondo el cilculo diferencial ; y tambien reservamos para entonces
algunas aplicaciones que nos proponemos hacer de este cileulo 4 la
teorica de las superficies curvas, y 4 la Mecénica. )
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CAPITULO VL

D2l cilculo dg%refzcial en gencral.

182. ‘La doctrina que expondrémos en este capitulo, se debe
considerar como la continuacion de la que contiene el capitulo IIL:
y para no tener que recurrir continuamente 4 dicho capitulo, supondré-
mos que el Lector tiene presente quanto en €l hemos expuesto.

Esto entendido , comencemos por manifestar, con varios exem-
plos, el uso de las substituciones y transformaciones que facilitan la
diferenciacion de las cantidades, y que empleamos ya de paso en otro

Tugar (ndm. 72. y 76.).

—+ V(202 — x%)]% Si su-

X

3
Exemplo 1° Sea y = ‘/[ax —
b

ponemos J= =% V/( 2cx — x*) = u; la funcion propuesta se
v

transformard en y = (ax — z -+ # )}, y tendrémos 4y = ..ciiviiin
2 ady — dz - du 2bdx (c—2a)dx

— z=— Ay — ——————; y substitu-
3 (av—z-+u)t’ Srg ’ V(2ca— 27 ) Y
yendo por z, #, y sus diferenciales , sus valores en x, y 4%, resul-
d 4511’.’2: 2 ( C——2 ) dv
2adx = - — .
3.1"\%/:0“ V( 2z —2a%)

tard dy = .

3
3\/513; — b__ + Vv (2cx — a*)
xz

\3/

X

Exemplo 2.° Sea y = . Haciendo v/( 1 =+ x*)

T V(1 4+ 2°)
x

——, (z+z)y=x, (v+2) H+7y

=z, tendrémos y = —
-
dv — g (dv 4+ dz)

(dx +dz) =dx,y dy = : pcrd como 4z = ..

X~z

xdy xdy -, (x=-z)dv
= serd dv == dz = ax 4 dz ) =
V(L at) z -+ » 7 ( )
(z—2a)dy
xdx . z T
; y substituyendo, dy = T , multiplicando el nume-
zZ X

rador y el denominador por z — x, y observando que 2* —a*=1,
(z—2x) dx (14227 )dx
z T (V(1427)

Exemplo 3.° Si fuese y = log. ( & ~ Vu?~2*); hariamos & -+

tendrémos finalmente dy = — 2xdx.
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e . d
Va? 4+a* =z, y tendriamos y = log. z, dy = Z, dr = dx 4

<

xdx V(a 42" ) dv A= ady zdx

V(a = a%) V(@ ety 0 ¥ POr consi
X

Va4 a™)

guiente a’j = TS
log. ( 2V — 1=V T — 27 )
Exemplo 42 Sea y = og. (& /1.4. —)

V— 1

. Harémos x vV —1

log. = , dz '
dy =

V—1 4 zV -1

xdx dxV( 1 —2%) Ve 1 — zdx dezV— 1

doV/— 1 — e = V(r—a') — V=) ¢

y substituyendo este valor de dz , dy =

— ,dz =
,~_—

+V(1—a?)=z, y tendrémos y =

dz

V{(1—=za°)
Exemplo §° Sea e{' = log. log.dx. Harémos log. * = =, y tendrémos
z i)

, dz =

, ¥ por consiguiente dy = ...

<

y=log.z,dy =
dx

x log. =

. . n .
Exemplo 6.° Si fuese y = (log. x ) ; hariamos log. » =z, y
. 7 7 =1 . dx
tendriamos y = z , dy = nz dz ; y como dz = , seria
&

Y -7
, . n (log. x dx
substituyendo dy = ) -
. : X
V{(1ader®) or
Exemplo 7.° Sea ¥y = log. lend
plo 7 Y g Ve —2 /) Haclendo v/( 1
) =2,V (1a?) — =, serc’t}/:-i log. —i-} = =
. : 2 4 2
az dn A
(log.z—log.u), ydy= — —. Pero dz = S
2z 21 V{(r )
dx adr ‘v
dx = z dy = ——— —_—r = —
’ Vit aa®) ’ V{i—+at) r= V(I+x:):P0r
consiguiente , substituyendo , resultard dy = a s

2V(1mat)

dy dw

2V (1 42°) - V(14 2a*)

V(i a) V{1 —2)
. Haré /
V(ima)—vii—w) Haremos\, (1

)+ V(i—a)=z,V(1+a)=V(i=x) =z, y tendeé-

Exemplo 8.° Sea y = log.

z ; 7 .
mos y = log. —=log.z — log. u, dy = dz iz
< 22 pan ?
Az — dx _ dx dV(T —= 2 ) — dev( 14 2)
2V(1+2) 2V(1—ux) 2V(1—27) -
— udx g dx du oo
Ty Git T ~ —_— i lae
W(r—a’) 2V(X=+2a) (1 —w) 2V (1 ) syha



120 CAP, VI. DEL CALCULO DIFERENCIAL
— (-2 Y dy

ciendo las substituciones correspondientes dy — Y RS 3y ob-
servando que #® -+ 2* == 4, Y 24 T=2%, tendrémos finalmente dy =
dx
T s V(1 —z%) ) S
” . m 1)
Exemplo 9.° Sea y = log. [ (a+ x) (b+x) (c+.o;) 1.
Transformando esta equacion en y = n log. ( a ==& ) - m log,
, dy 7 ”
(b-|—x)-+-p log. ¢ + & ), tendrémos —— = ———— —~ ———
e L y reduciendo estas fracciones 4 un comun denominador....,
e i .
dy (- mamp) &® = [ (b4)+m (a—c~p (a=tb) ] ¥ == nbc ==mac=-pal,
dv 23 = (A b A= 0) 2% = (ab == ac = bc) v = abe

. dy
Es evidente que esta expresion de — e de la forma.....ne
Alx® o Bla =+ (! )
23 == Ax® == B+ C . - .
tores que componen la funcion propuesta, son las raices de la equa-
cion 23 4 Av* + By = C=o;yse echa de ver que si el ntimero

; 7 que los términos constantes a, b, ¢ de los fac-

. dy . .
de factores fuese mayor, la expresion de — que resultaria , seria
andloga 4 la antecedente , pero de un orden mas eIevadq/: de mane-
ra, que toda funcion de la forma de la propuesta , tendrd por coefi-
ks . . . . - 1 ’ _
ciente diferencial una fraccion racional; € igualando 4 cero su deno

- V4 2 .
minador , resultard una equacion cuyas raices seran los términos cons-
tantes de los factores que componen dicha funcion.

x . .
Exemplo 10° Sea y =2 , representando z una funcion qualquie-

ra de x. Si tomamos el logaritmo de ambos miembros de esta equa-

k4 dy vdx s
cion, tendrémos log. y = log.z =« log.z, - = —+ A

o~
o~

xdz r  adz

log.z,yd)':::y( — +dvlog.z) =z — —-dx log. 2 )-
Tambien serd en virtud de lo demostrado ( ndm. 73. ), &y =
" 4 dx log. z. ).

z 4 .log. :zd.xlog.z_i ( .

M z M x — «.‘4
Exemplo 11° Si fuese y = a : hariamos z —u,y tendriamos ¥
@ af wxdz g ] . .
— 4, dy=aduloga, di=z (—;——-—}—-civx log. z ), y por consie

xdz

~+ dx log. z) lég. a.

z.
guiente dy — a ( -
Exemplo 129 Sea y el arco cuyo seno €s 22v/( 1 — at ), yque

3 = — a* ). Harémos
expresarémos de este modo y = A . sen. 22V (1 — x* ) Htiz

axV/ (1 —a%)=2, Y tendrémos y = 4. sen. 2, dy = 7—(——;»—;—7

st

EN GENERAL. : .
2 d.
( ndm. 77. ) = pero como dz = 2dxV/ (1 —x*) — — =
2(1 —22° ) dv 2 N . V(1 —2a%) i
7 5> y V(1 —2%)=1— 2x*; haciendo estas substitu-
I—2 , 2dv
ciones, resultard dy = —
. ‘/( [ —X ) . ‘/Cl+x)
. Exemplo 13.° Finalmente sea y el arco”cuya tangente es T
' . V(i) V(it—x
ry—.4. . .
y que expresarémos por y = A4 . tang =) Hacxenr:io vV(r

+~x)=z,y V(1 —x)=u, tendrémos y = 4 . tang. —, dy =

z

4d.—

1 udz — zdu dz dz J dz g
—. z = — Y= —
z* w +z¢ 2V(1 4= %) 2z 2 ? HEZ
I
w
ndy zdx (1° 4= 2% )de ..
P p— —_ = ——— ; y por consiguiente dy =
. 2z 21 24z
dx dzx

tuz  2V( 1—2a%)

Basten estos exemplos para manifestar lo que se debe practicar
para hallar la diferencial de una funcion qualquiera de una cantidad
variable.

. Hemos determinado solamente la diferencial primera de la fun-
cion y : porque como las diferenciales segunda, tercera, &c. se de-
terminan por las mismas reglas, y absolutamente del mismo modo
que la diferencial primera; quando se sepa hallar esta; no puede ha-
ber dificultad alguna en determinar aquellas. Pasemos ahora 4 con-
siderar las funciones de dos cantidades variables.

183. Para diferenciar estas funciones recordarémos que ( ntim. 29.)
si z representa una funcion qualquiera f( &,y ) de dos variables ‘in-
dependientes x € y ; su diferencia Az se puede suponer = ALx —+

BAy -~ CAx* 4+ DAxAy + ELy* + &c. ; la diferencia parcial —Zﬁ-

Ax, esto es, la diferencia de z, en el supuesto de que solamente
x varia, se puede expresar por AAx - CAx* + &c.; y la otra-
diferencia parcial —zf- Ay, por BAy - EAy* 4~ &e. ; siendo A, B -
C, &ec. funciones inﬁeterminadas de x € y. Esto entendido ; si com-
paramos la diferencia -E—i—- Ax, 4 la diferencia 2x que la produce;

Az
Lx
: Ax
Ia razon ~————
Ax

, . Az
( que expresarémos mas sencillamente por ),
dz

serd igual & A4 + CAx + &c., y su limite — = 4. Del mismo

X

dz

. . A ) T
moJo hallariamos -—5—- =B+ Eoy+&ec.,y = B; y multipli-

dy
Q
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cando respectivamente por dx , y 4y, -—5:—- de=— Adx,y -—jidy =
Bdy. Estas expresiones se llaman las diferenciales parciales de z; I
primera —(—E—dx, O su ig:al Adx, es relativa al supuesto de x sola
variable ; y la segunda - dy , 0 Bdy, relativa al supuesto de que so-

lamente varia y.
dz

184. La expresion , 0 su igual 4, representa el limite de la

Az . Y. . . .
razon — de la diferencia parcial de z 4 la diferencia Ax que Ia
x

prcduce; y es el coeficiente diferencial de z relativo & x : y el li-.

. az 4 . . . . i
mite —, 0 B, es el coeficiente diferencial de z relativo 4 y. De
ay .

donde se se sigue

12 Que la diferencial de una funcion z de dos variables x ¢ y,
L. L. . . dz dz

se compone de dos términos G diferenciales parciales -T—dx , —Z—-dy;”
axr ay

la primera relativa al supuesto de x sola variable; y la segunda, con-

siderando solamente y como variable: de manera, que si represen-
{ o
tamos por 4z la diferencial de z, serd dz = —
dz = Adx + Bdy.
2° Que si en la expresion Adx + Bdy de la diferencial de z, se
supone 4y = o; resultard la diferencial Adx relativad x;y si en di-
cha expresion se hace dx = o ; resultard Ia diferencial Bdy relativa i y.
3° Que para hallar la diferencial de z; se diferenciard esta fun-
cion por las reglas dadas (ndm. 72. y sig.); primero relativamente
4 una de las variables x por exemplo; y luego relativamente 4 Ia
otra variable y: la suma de los dos resultados serd la diferencial que
se busca.

dz
ax —_— 3
dx + dy d}l ? O

x , dz dx dz xdy
Exemplo 1° Sea z == — : sera dx = , Ay = — ——;
dx » dy J
e . dx ady. dx — xdy
Y- por consiguiente dz = — fv =2 —
» Yy ¥ p ‘
- 7 m , az "M one— 'z
Exemplo 2° Sea z = x'y : serd — dx = ny x dx, pre ay
v Iy

n Y} ——— 1 — 7 M — 1
= mx y &,y dz = nymxn g+ ma ¥ ay. o
7n
Exemplo 32 Si fuese z = '\/(x}l + 3?); seria 0 = ay - 17,
ydx == (v = 29) dy

7 - K.
nz

nz  'dz = ydx + xdy + 2dy, y dz-=

pAdr - (wm 29) dy

n fne—x
ﬂ\/(-@y +3%)

Al
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. . ¥
Exemplo 47 Sea z un arco cuya tangente es —, y que se expre-
. . K2

& , v z
sa por z = 4 . tang. — . Harémos 5 =% Y tendrémos z = A4 .
¥

du o
tang. #, dz == ————; pero como por el exemplo 1%, es du — ...
T ydi - xdy Ju ydv — xdy
— , serd substituyendo este valor y el de #, dz = ~——x
: 2 . A )

v

No creemos necesario continuar estos exemplos; pues se echa de
ver que la diferenciacion de las funciones de dos cantidades variables,
se reduce enteramente 2 la de las que solo contienen una.

dz .
185. Del mismo modo que —;——dx expresa la diferencial de =z

. , ) dz . c‘L, A= i
relativa 4 x; y —4dy la relativa 4 y; —{——dx representa la dife-
. 2z dy . ’ d’z . ax . . dz
rencial de — relativa 4 x; dy, la diferencial de —— rela-
dz dxdy dx
", , - d'z dz . ,
tiva 4 y; ——dx, la de relativa 2 x; &e.
dydx : dy

d'z d’z d’z
——, &c. son los ientes di-
e ey sl B vyl coeficientes di

ferenciales de segundo Orden; y representan respectivamente lo mis-

Las expresiones

dz dz dz
d.— 4. .
dx dx z{{v

c.
mo que ————, 5 T &

186. Es evidente que la diferencial de una funcion qualquiera
J(x) de una cantidad variable v, es otra funcion de x multiplicada
por Jx. Esta nueva funcion se expresa por f”(x); de manera que
d.[f(x) = dxf'(x). Del mismo modo; la diferencial de f/(x),
se expresa por duf”’(x); la de f"(x), por duf" (x); &e.

187. Supongamos que en una funcion qualquiera f(x, y) de «
€ 7, que llamarémos z, se considere solamente x como variable, y
se substituya & — 4 en lugar de x; f(x, ») se transformari en
f(x ==k, ); y en virtud de lo demostrado (3m’1m. 39.) serd f(x ==

a

dz k* d*z k3

kyy) =2 44 — + — -+ —+ &ec. Al contra-
T 2

rio, si en dicha funcion considerdsemos y sola como variable, y subs-

dz* 2.3 dad

. - . dz

tituyesemos en su lugar y —+ fi;seria f(x, y - k) = 2z - h p
K Az BT d : 4y

-, — e —+ &c. Sentado esto; si en la equacion

2 dy 2.3 d}
dz .
[ak, )=z szT -+ &c., se substituye y = % en lugar de

Y; el primer miembro se transformari en J(x =4k, 3 + h); esto
es en la nueva funcion que resulta substituyendo x + £ en lugar de
X, €Y =k en lugar de y, en la funcion / (a, 7). Para substituir
¥ -+ kb en lugar dey en el segundo miembro de dicha equacion, ob-
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d:

, . , . 2
servarémos que el primer término z se transforma en z —- h—
y
B dz B3 d’z dz dz d’z :,
— -+ -+ &c.; —, en -+ B —— - —
2 dy’ 2.3 4y dz dx dzxdy 2
&z . & d’z *z ] Az & diz Bz
. = en 1 Coy —m0 €N —
dxdy* e &GS T da’ dx*dy T )

~+ &c.; &c.; y substituyendo estos valores resultard (a) f("c
dz dz k*  dz d’z
-)—k,_y-}—h)::z.—i—kT-i-h

ly -+ —2— da® -+ dxdy .
B dz k3 &z K’k &z kh* &’z i3
+ dy* —+ 2.8 dad + 2 datdy =+ 2 dzdy’ + 2.3
&z
yEing &c., de donde se concluye que

Si en una funcion qualquiera £ (x, y) de las cantidades wvariables
X €y, que llamarémos z; se substituye X —= K en lugar de X, y y

h en lugar de y; la funcion £ (x == K, y — h) que resultare serd
K dz + h dz 2 diz kh d*z h* d*z

=z —
+ : dy + 2 dx* -+ dxdy -+ 2 dy*

dx
- &c. \

Este es el teorema de Taylor relativamente 4 las funciones de dos
cantidades variables.

188. Tambien se puede hallar la serie que expresa el valor de f
(x == k,y =+ 1), substituyendo & = k& por x en la equacion f (x,
d . .
y=h) = z = h—dz— —+ &c.; y para hacer esta substitucion en el
2y

M s dz
segundo miembro observarémos que z se transforma en 2 - k——
ax
Kk d'z B Lz dz dz &z K
-+ — — + & ; -+ h—
2 dx . 2.8 da? dy dy dydx S 2
Az + & d’z d’z 3 d’z & A’z Az +
—_— C.; en C.; —,en—-
dya’x" 4 dy: ’ d}’z -+ a’y"d:v -+ 4 djv'; ) d},i
&ec.; &ec.; y haciendo estas substituciones hallarémos (b) ... f(x
. 2 ) 2

dz dz B diz d'z
Ry b)) =2 4 h— 4 k— + — — Ik -+

({'}' dx 2 dy d_yd.‘l.‘ :
K dz o A3 Az Wk dz hi? Az k3 d’z
2 dvt 2.3 ay -+ 2 dyldx + 2 dyds® =+ 2.3 4

~ &c. .

189. Es evidente que el segundo miembro de esta equacion, Yy
el de la equacion (a) deben ser idénticos; pues ‘ambos expresan la
misma funcion f (& = k, y =4 i) desenvuelta en una serie ascen-
diente, ordenada relativamente 4 las potencias y productos de las can-
tidades &, 4. Comparando pues em ellos los términos afectos de un

EN GENERAL. o 12 5

mismo producto de las potencias de k, y de &, resultard esta serie
de equaciones S :

A’z d*z

dxdy - dydx v .

Az d*z dn—l-mz dn+mz

dvdy . dyixs py en general ———— = ———.

dz __ dz dx dy dy dw .

dvdy®  dyldw ~
&e. &e. J

. d'z dz . . .
La primera = de estas equaciones manifiesta

u’n:dy dydzx .

Qute si una funcion z:de}dos variables’ independientes x € y, se di-

Jerencia dos <veces, primero relativamente a X,y luego relativamente 4 y;

la funcion que resulte serd iaénticamente la inisma que resultaria empe-
zando por diferenciar relativamente &y, y luego respecto d X.

P 1 . f \/( 2) . dz v

r exemplo. si fuese z = V/(xy = 3*); seria = -

O,e P : o - ‘}, i dx 2V (ay + )’
d*z 1 y(x=+29) 2y .

Y = o ~- = —. Invir-
ax: o . . R . B RN ’

Lo ameee 4w + %) 4w +0"y g

tiendo ahora el Jdrden de las diferenciaciones, tendrémos -

Coa e 2y . Az ____ 1 (& 4= 290y

T Y T T e o e SR

4Cay +9°)

xy o qs e
- —, resultando idéatico con el antecedente.
4 (xy=+y° )j ' - dz dz
19o. Si suponemos como antes dz = y dx ~ y dy = Adx
T4 &y 1y
, dz . dz Cdz -dA4- - Az dB
Bdy;sera — — A4 — B = = :
=+ DBdys ax > dy 7 dzdy dy ’ dyix dx
d*z .o, &z, dd  dB
y como — es igual 2 ; serd fambien — — ——; de don-
xdy dydx o S dy dx =

de concluirémos , .

Que si Adx -+ Bdy representa la diferencial de una funcion z de
dos wariables independientes X, € y; el cogficiente diferencial de A rela-
tivo d y, serd igual al coeficiente diferencial de B relativo d x.

Sea por exemplo z = V/(y -+ 7*). Serd dp = 20 ) D

2V(2y ~+9°)
4d=————, B = —————; y segun acabamos de ver —
2V (ay +3°)° B wW(ay+9°) Y seg dy
— y o

B syt
Fyo x dx — zd
La diferencial de arco tang. — es 2 - ~: serd pues 4 = ..
y 2 2t
Y — dA T 2,-3

? - ’ —_— — jomsvms

Y 43t YAt dy o it ety T
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L& —g - dB =1 227 ot =yt .
(yz +xz): ’ Y POI‘

: ; = e — =
(0 + 2"y de » (o =+t )
i

consiguiente - = &
[4X

191. Las otras equaciones de la serie antecedente, son una conse.

qliencia necesaria de la primera. Pues siendo en virtud de la notacion

dz__fif._h R S ' Az dz
4 85.) “_ o mismo qu ik “ lo mi
num 1 . ) —_—— € ’ &
( 5 dxu_y 2 q d.t"({y ’ y 1{'3&{.1: b o mis
i t d z d;z g diz P d-f .
mo que ———; tendrémos ——— = . Pero dife
W Zaw * 8 Ao dy Tedpds " L cro dilerenciando
. d'z A’z . , , . Dz
la equacion —— = relativamente 4 x, serd tambien —
dya.?: d’.‘l‘xl:y d]’dﬁ.‘"
diz I d’z Az &z
= ————; luego = = .
dzdydx ’ & dx*dy dzadydy dyda®
A2 dz A2 dz
: . . : diz dy : dy
Es tambien cierto que —— (= = - —
(1’_}' dx 11_’)&1’.‘0 Ll'.'l‘.l_’}’
d’z . s .o diz d*z .
—————: y como diferenciando la equacion —— — relativa-
dydzdy : dxdy dydx
, I &z diz - , dz diz
mente 4 y, resulta - = ; ser§ —— = = ...
Az /s dx.iy® dydzdy ’ Ayidx dydxdy
dxdy* ’

Procediendo del mismo modo se hallarin las expresiories equiva-
lentes de los coeficientes diferenciales de los Ordenes superiores: y se
comprehenderd sin dificultad que los que contiene cada una de las
columnas verticales de la tabla siguiente, son idénticas.

Fzy Dz | dz s dt P | &e.
dvdy | deidy | dy'de | ddddy | detdy? dady’
d’z dz | dz d*z dtz d*z
dydzx | dedydx | dydady | de’dydx | dvdydedy | dydzdy®
dz Az d*z d*z diz
dydx® | dudy® | dydyda® | dady’ds | dy*dady
' d*z dz diz
dyda’ dyda®dy | dyldx
dtz
dydvdydzx ’
Tdtz
R

“En general, dos coeficientes diferentiales de un misno Grden son idén-
ticos , quando sus denominadores contienen un mismo uiimero de factores
dx, y dy; de qualquier modo que estos factores esten combinados.
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192. Si en la equacion (a) (ndm. 187.) suponemos k = Ax, y
dz

h— Oy; se transformard en f (% == A%, y =4 Ay) ==z 4+ Ax
dz axt d'z Az d’z Ay d'z & dx
Ay - alienarneriie sl ST SN = -+ — > + &c.; y

como. f (x = Ax, y == Ly) es = z' (ndm. 28.), inferirémos Az

dz A dz At d’z AzA dz Aﬁy: d*z
M Tt e Ay T T o
&ec.

Comparando esta expresion de Az, con la-supuesta AAx <+ BAy

+ U

< CAx? —+ DAxAy + ELy* 4 &c. (ndm. 29.); tendrémos A

dz dz : 1 d*z d’z 1 dx
= , B— , C = — — -

dx dy : 2 dv” dxdy 2 dy
&ec.; por donde se ve la dependencia reciproca que existe entre los
coeficientes 4, B, C, &c., y que indicamos en el niim. 3o.: de ma-
nera, que 4 y B se deducen de z; C, D, y Ede 4y B; &
por medio de operaciones semejantes; esto es, por medio de las di-
terenciaciones sucesivas. '

3 - —

Sea, por exemplo, z = ax —= by =4 cxy. Serd — = a 4 ¢y,
dz d’z d’z d*z dx ‘
—_— =) X, —— =, —/ == 0, —=~T . ‘ con-
dy. - + 6%, dady £ dx* T oAyt ©» &C: » ¥ por con
siguiente 82 == (@ — ¢¢) Ax —+ (b =+ cx) Ay == cAxAy.

Exemplo 22 Si fuese z == a (y — b)* — x(x — a)®: seria
dz '

— —_— 2 —_— — ~2 ~
— = (x a) — 2x(x a) = 3% 4ax — a2,
dz’ ) d’z Az d’z
= 2a — b)), —4 = —6x — = —6 =
dy ¢ ) dx® o 4 T 6, dyt T
4’z Az , ” . .. ]
2a, — o, — o, &c.; de donde infeririamos Az — —

dxdy a3
(32% — gqax —+a*) Ax 424 (y — b) Ly + (24 — 3x) Ax? 4=

aby? — Axs,

Exemplo 3° Finalmente ; sea 2= x* — ayx? - bys. Seri —
— 3 d’z N d’z dtz d
=4 — 2w, —— = 02X — 20y, —— T o24W, —— = 24,

dat

d’z _ 2a A’z _ : dz b2 2 d’z
dody — Yy g, = T 24, =37 —axt, = = Gby,
dz d*z &z

o = 6b, o = O T = O &c.; y por consiguiente Az=

220 (2 — a@y) Ax + (3by* — ax*) By + (6x* — ay) Lx® —
20X DXLy 4 3byLDY* + 4 DX — aDAXPDy + DAY 4+ Axt; cuyos
resultados son los mismos que hallamos en el ndm. 28., por un mé-
todo mucho mas largo y penoso.

. , d e ’
193. Sea z una funcion de x € y; y dz= -—i—z-dr -t : ay.
: ' ~ . T . ax iy :
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. dz -

. : e e - . -, dz -
Como los coeficientes dxferencxales—;—-, “son funciones de. Ias

dz .

= d__..._

&y T

mismas variables , sera a’

{—-{z—- ax = —-———dy y por consiguiente, . onsLdelando ax , y ay co-
'ax
o e 25 =22 tendrémos 4’z =— i
mo constantes , y que EE'—Z@ , tendrémo =—
d*z
- dxdy —+. ——-d] .
[2 ’Ltl'}
D1fc.rcnc1ando los coeficientes diferenciales de- la equacion ante-.
diz Az Bz d g L
cedente , dvt T da? a7 dedy — "
dz d’ diz diz
—_———dx S — Ay, 4. = — dx —+ ———-dy untan-
drdydx d + dxdy® 7 dy* a’_y’dx d Y’
do estos resultados inferirémos 4%z — 03 3 — dy dx*dy + 3
“dz v )
dxdy® - — dy3 ,
dxdr® 4 dy? 28
Continuando las diferenciaciones hallarémos que en general dz
n
dz dz 7o I n(in—1) dz n—2
= dx” —n I———dx Ay =+ " ——dx &
v ‘ dx dy D g dv dy*
. dnz o, n
= &Covviare = — dy .

dy

, ‘ ) ’ . 1 ’ ‘ ’
La analogia que existe entre esta expresion de 4z, y la poten-

cia 7 del binomio dx =+ dy , salta 4 la vista : pues es evidente que sien-

n(n—1) 7

ax- — zd]" . &c.’; si mul-

—_—x
do esta A" e 1A% dy ==

2

. o . , . 7 . » . I
tiplicamos su primer término dx , por el coeficiente diferencial ani-

dz , . - I ‘. ’
logo — ; el segundo término ndx  dy, por el coeficiente andlo-
— : ‘ nax. :
LA : , .

de dicha diferencial.
. « . 7% .
De la expresion antecedente de 4'z , se infiere ; que fodos los

términos de la diferencial de un Orden qualquiera de z, son homogentos

relativamente & dx , y dy ; y de una dimension igual al nimero que

expresa el érden de dicha diferencial.
. 194. Si en la expresion de fi( & m= A%, § == Ly, se reducen

; &c., resultarin respectivamente los términos sucesiyos

EN GENERAL. 129
4 un comun denominador los términos homogéneos relativamente %
Ax, y Ay ; se transformard en

z
dz dz
(——-Ax—}--—-Ay)
ik Ax? = 2 = AxA dzzAz
+ (= o B8 g )
d A3z
. 3 2 3
S (W 809 o 3 i XAy =5 i Aty T2 0%)
-+ &c.

y substituyendo en esta expresion dx por Ax, y dy por Ay; las can-
tidades contenidas en los paréntesis, se transformarin en las diferen=
ciales sucesivas de z.

De donde concluirémos, que si en una funcion qualquiera £ (x, y)

= z, Se substituye en lugar de X, X 4= dx ; y en lugar dey, vy

d*z diz

w dy ; tendréimos £ (X +dx, y+dy) =z +dz +

+&c»

2

Por donde se vé, que el teorema niim. 93, relatlvo a Ias fun-
ciones de una cantidad variable ; se verifica igualmente en las fun-
ciones de dos variables.

195. Las funciones que contienen tres, ¢ un ndmero mayor de
cantidades variables, se diferencian por los mismos prll]CIPIOS que
las funciones de dos vax1ab1f=s pero 2 medida que el ndmero de las
variables es mayor; los céilculos son mas complicados ; por cuyo mo-
tivo nos detendrémos muy poco en esta materia.

Sea € una funcion qualquiera f( x, ¥, z, érc.) de las variables in-
dependientes x, ¥, z, &c.; y sean A, B , C, D, &c. funciones
indeterminadas de las mismas variables. Podrémos suponer A€ = AAx
~+ BAy +~ CLz + &c. DAax? 4 EAxly —+ FAy? 4 GAxAz -

. . . AC
HAz? 4+ IAyAz —= &c. + &c. 5 y las diferencias parciales — Ax
; X

A€ AC
= ALx + DAx? 4 &c., - Ly == BAy + FAy® + &c. - 4z
<

= Coz + HAz? + &ec., &e. Esto supuesto ; si comparamos la di«
AL
ferencia parcial — Awvde €, 4 la diferencia Ax que la produce; ten-

AL pelss
dremos——;—..../l-*—-DAx—i—&c T"‘A y————dr:Ad’x
N X

Del mismo modo halhremos

dy = B4y, ———dz = Cdz, &c.

Estas expresiones son las dlferencxales parcmles de €; y su suma

ds
compone la diferencial total ; de manera que 46 = —;—-dx +
g

d¢
dy ~+ ——dz + &c. == Adx + Bdy + Cdz + &c.

Con esto serd ficil hallar la diferencial de €, diferenciando suce-
R
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sivamente esta funcion relativamente 4 cada una de las’ variables que

contiene , y tomando la suma de los resultados.
nmb d6 m b #—g -

Sea , por exemplo, € =xy z : serd — de—mny z x dx,

b moe— d¢ nm b—1

———JC y = mx'z )'m Izi)/ , — dz=—bxy z dz ; y por consis
ay dz

b on—1 n b me—1 nombe—1
guicnte a6 = ny oz x| dv e mxzy dy + bxy z  dz
z
e . . .
Si fuese € = —‘-/-(-ti:y_)- : hariamos x? 4= y*>=—u, y tendriamos
z —% ac oz — i de . —%z de _
C—=yeu ,—:{;—i}/__eu Ay, ——dz = yu e dz, — du_.f
. _3 e . . .
- }'ezu *du, du— 2xdx = 2ydy; de donde infeririamos substi-
2 z

e dz
V(a*+3")
& (atdy — pudv)

PYTLXITERYTRY FYRRL AT, )

tuyendo por #, y du sus valores, A=

z % . z
(2= y Jedv—e (vede=pdy) ye dz
- V{(a2®43%)

P L]
(a4 9° D% . (st 5"
196. Supongamos que & sea funcion de las tres variables x, 7, 23

y que dG sea = Adx + Bdy + Cdz . Adx —+ Bdy serd la diferencial
de C, considerando solamente como variables x € y;y en virtud del

_ dA dB X ; .
teorema niim. 190., —— = — tambien serd Adx —+ Cdz la di«
dy v

ferencial de € considerando solamente como variables x, y z; y por

- dAd dc B
consiguiente —— =— : y finalmente, 4 causa de ser Bdy -+ Ciz

b dz dx 4B JAC
la diferencial de € relativamente Y, Y %; tendremos — = 7;'-

de donde concluirémos que

Si Adx = Bdy —+ Cdz es la diferencial de una funcion qualqu{z‘Bem
dA «

de tres cantidades variables X, y, z; serd mecesariamente preae
daA dC. dB dC 4 :
dz — dx ° J dz — d
Asi; siendo en el primero de los dos exemplos antecedentes...
m b g — 1 n b -1 nom b—1 . .
ny z x Ax - mx 2 y Ay +~bxy z dz , la diferencial de
n om b , m b on—1 n b ome—1 nom b—1,
xyz;serda A—=mwny zx , B—mxzy ,C=bxy 2 ,
. . dA b n—1m—1x 44
de donde inferirémos —— == mnz x ¥ >
dy dz

——
——

erigssescconsuraissl

M =1 b—1 dB bme—m1 n——1 dB nm—1 b—1
by x 2 ) —— = nimzy x y—— —bmxy Z

AC M b I 1l 4ac B b1 om—1 ‘
—_— — = ; por donde s¢
— nby % x s Y 5 mbx z Yy H Y

EN GENERAL. ' 13 r

‘ b Ml d4 ¢ yoLs .
ve , que Mk x ¥ (= =) es idénticamente la misma can-
T 4B

. b .
tidad que nmz y x (= — )y del mismo modo se mani-

fiesta la identidad de las otras dos equaciones.
. Estas equaciones idénticas se llaman tambien eguaciones de cone
dicion.
Si en vez de tres cantidades variables, la funcion € tuviese qua-
tro; hallariamos seis equaciones de condicion: y en general , el 7ii-
tero de estas equaciones serd igual al miimero de <veces que los térmi-
nos Adx =+ Bdy =+ Cdz —~ &c. de la diferencial , se pueden combinar
de dos en dos. :
197. Por lo que toca 4 las diferenciales segunda, tercera, &e.,
de G; se deducirdn sucesivamente unas de otras, del mismo modo
que en las funciones de dos variables ; y se hallard entre la expre-

. 7 . . .

sion de 4 G, y Ja potencia # del polinomio dx — dy —+ dz + &c. la
misma analogia que observamos entre la diferencial del orden # de
una funcion de x é y (nmim. 193.), y la potencia # del binomio

. 7 . , . .

dx =~ dy. La expresion de 4 & manifestard que todos sus términos
son homogéneos relativamente 4 dx, dy, dz, &c., y de dimension
n: y finalmente, si en la. expresion de €', se supone Ax = dx,

Ay —=dy, LAz —=—dz, &c., se transformari en € 4 JC —+ A + &ec.;
2

de donde inferirémos en general, que si en una funcion qualquiera
f(x, v, z, &c.) de las variables independientes x , y, z, &c. que
Hamarémos G 5 se substituye X == dx en lugar de x ; y =+ dy en lugar
dey; z+ dzen lugar dez 5 &re. serd £ (x ++dx, y=~dy, z -

a€ 43¢
-+ &c.

dz, é?’*v)zﬁ-i-dé +-—2—+

2. 3
De la dﬁrmciﬂdon de las equaciones.

198. Supongamos que representando z una funcion de dos canti-
dades variables x € y, la relacion entre estas cantidades sea dada por
Iq equacion z = o; y serd funcion de x; y reciprocamente x fun-
cion de y; y si ademas suponemos que ANx — BAy 4+ Clat
+ DAxLy == EAy* + &e. sea la diferencia de z considera do x é
7 como independientes, laequacion Aax + B "y + .45% + DAx Ay
+ BELy? o 8fc. = o, expresaid la relacion entre las diferencias 2,
Y £7. Sentado esto; si consideramos y como funcion de x, tendré-

, As
' & A+ Coix+ D2y + E— 2y + &c.
A Ax dy
mos — = — =
JRAY B Y dr
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__g_’ A+B%L=o5 y Adx —- Bdy = o; pero (ndm. 183.) co--
” ,

dz dz . . 7 . .
mo A — y B= — inferirémos , que si y fuese una funcion
implicita de X dada por una equacion qualquiera z = o ; el limite
dy

se hallard diferenciando z como si las wariables x & y fuesen inde-

pte;{zdzentes , & igualando a cero el resultado.
Sea por eXs.mplo la funcion y dada por la equacion a (y — b)?
—ax(x— a)>==o: sera, en virtud de esta regla, 2a(y—b)dy

—dv(x —a)—a2x (x —a)dx=—o; de donde inferirémos, ha-
cano las reducciones necesarlas 2a(y — b )~—- — 5X% = 4ax —
» dy 32" — 4a% + a’
—o0,0 —
& g dx 2a(y—70)

Como la funcion » es dada por una equacion de segundo grado,

tendri necesariamente dos valores ; y substituyéndoles en la equacion

g . ’ . Ly
diferencial, resultaran los correspondientes de - Los dos valores
: X

x . , . da
deysonb=(x—a) ‘/T; y substituyéndoles , tendrémos —%‘-

gx* — gax <+ a’ 3% —a

2Vax
2a(x —a) ‘/—
dy

Es evidente que estos valores de

o
——

son los mismos que resul-

K4

tarian diferenciando la equacion y = b == (x —a) ‘/———-

Finalmente , eliminando y por medio de la equacion propuesta
dy g2® — gax + a°

de — resultard una equacion de segundo gra-
y dx 22(y —b) ? q > 58 5

do relativamente al limite —%—, la qual dard los dos valores de dicho
limite que hallamos antes. : -

Si la funcion y fuese dada por la equacion »3 — gaxy + &% = 0;
seria gy%dy —gaxd}/ — gaydx + 3x%dx = o; de. donde mfernlamos
(* —ar)——————ay-{-x —=o0,0 @ il

dx 9 —az
La funcion y tendrd en este caso tres valores; y subst1tuyendo-

ll

dy
les en la expresion de — resultardn otros tantos de este coeficien:
X

te diferencial. Tambien se pueden determinar estos valores ehmman-
do y por medio de la equacion propuesta, y de la equacion ( ke
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ax ) j-)—’— —ay + x* = o, y resolviendo la equacwn de tercer grado
dy
que resulta relativamente 4 —

dy
En general ; el coeficiente di iferencial T , tendrd tamtos evalores ,

quantos tuviere la funcion 'y en la equacion que la expresa.
199. La equacion z=o, de la qual se ‘deduce la equacion dife-
(»_y g
rencial Adx + Bdy=o0, 6 A+B—— = o, s¢ Al‘lama la ‘equacion
primitiva.

200. Si se

— o, consideran-
do —?— como una nueva variable ; 0 la equacxon Adx + Bdy = o, tra-
tandorcomo una nueva variable 4y ; resultard una equacion de la qual
se inferird la expresion de 4%y, o la del limite —{%—

Siendo , por cxemplo 93 — gaxy + x3 = o;y yzdy — axdy —
aydx + x%dx = o ; tmdremos (dxmenuando esta equacion relativa-
mente 4 las tres variables x, ¥, 47, ), }'Zdz/ —+= 2}'d} — axd® ] —

dy?
adyde — adydx + 2xdx* = o, o} ()f — aa)-—— + Yo = 24 —
2%X == O.
' ay— 2°
Substituyendo en esta equacion por , su valor ———— , se
dx . 9 —ax
Ie d’y ay—=& 2 Y
transformard en ()* 4+ ax ) — 2 (——-——)—- 24 (-———-)
(}’ -+ ) dz® 4 5 — ax ; Y —ax —+

. , . Ay
2x = o, y reduciendo 4 un comun denominador (y* — ax )3 7}—-
x
-+ 20y% — Gax®y* —+ 2x% -+ 2a%xy == o ; pero siendo la funcion zxy*
— Gax?y* 4= 2xty = (y® — 3axy -+ x3) 24y, serd esta cantidad nu-

la en virtud de Ia equacion propuesta ; por con31guxente tendrémos
d: 3

( 3 3 y 2a ’l_y
— ax B —— - 248y = - — .
Ve ¢ ) + ) =0°57% da® (' —ax)t
a3
Del mismo modo se hallaran los cocficientes dlferenaales ——f-,
d“ ax
dat ? ¢

201.  Sea siempre z == o la equacion que expresa la rela cion de
las variables x é y; vy (d2).... Adv 4 Bdy = o, su diferencial. Co-
mo A4, y B se deben considerar como funciones de x ¢ 75 si dife-
1enc1amos esta equacmn considerando ¥ como funcion de x, tendré-

aB
-i-————d] '+ Bdry — o, 0

dA4 dB dB
) _d-_ -t —;{__«;— - D ’ y ";zy—' — E ’ (d"Z')u.........-uu

. d4
hacxendo —=C
, =



134 CAP. VI. DEL CALCULO DIFERENCIAL
Cix* = Ddxdy ~~.Edy® == Bd’y = o. Diferenciando de nuevo esty

SR X ] ac dD ‘ iD
equacion, hallarémos 2% o —— dx*dy A~ — dx?dy 4= —
ax Ay az dy

dE - dE
dxd’y + Ddxd®y = —— dx&® o= —= d&y* =~ 2By -+ if?
X X
dxd@, -+ _‘f_g. dyd®y -+ Bd3y — o ; por donde se manifiesta que la di-

ferencial tercera de la equacion z = o, serd de la forma (4°2) ...,
Fix® + Gdx*dy - Haxdy® + lay® + ( Kdx —+ Ldy ) a® -+ Bdy
=—o: y del mismo modo se hallarin las formas respectivas de las
equaciones diterenciales de un orden superior.

7 Como todas estas equaciones son homogéneas relativamente 4 lag
potencias de dv, y 4 las diferenciales sucesivas de y y sus potencias; y
que ademas consideramos y como funcion de x: dividiendo la primera
por dx , la segunda por dx®, la tercera por Jx3 &c. tendrémos 4

dy dy dy* d'w dy
tB—=o0,C+D——4-E—4-B——=0, F4+G—
dx dx dx dz® ax
d:v 11’3}1

- - —o, &
ar” da?

o dy? dy K
H—— = I — 4 (K+ L—

dzx” dz? ax

La primera de estas equaciones da inmediatamente el valor del

T .o dy c e s
¢oeficiente diferencial —— en x € 75y substituyéndole en la segun-
ax

. 4y . . .
da, dard esta el valor de —=syast de las demas equaciones. Final-
A kY i

mente ; combinando estos valores con la equacion primitiva z = o;
se podrd eliminar una de las variables v ¢ y; y quedardn expresados
dichos valores en funciones de la otra variable.

202. Si en vez de considerar y como funcion de x en Ia equacion
2 = o; mirdsemos x como funcion de y; tendriamos (dz) ..........
Bdy ~+ Adv = o. Para hallar la diferencial segunda, diterenciaré-
mos esta equacion, considerando 4y como constante, y 4x como va-
riable; y haciendo los mismos supuestos que en el nimero anteceden-
te, serd (4°z) .o Edy? 4= Ddydx - Cdx® +4- Ad’x = o. Com-
parando esta equacion con su correspondiente en dicho nimero; ve-
rémos que los tres primeros términos son los mismos en ambas equa-
ciones, y ‘que solo los dltimos términos By, Aa*x, son diferentes.
Pero siendo en ambos casos Adx =+ By —= 0,0 4 == — B%;
si substituimos en aquella equacion — -—;—1—- 4*x, en lugar de 4%,

resultard la que acabamos de hallar relativa al supuesto de x funcion

de 7, ¢ de dy constante: de donde inferirémos
Que si en una equacion diferencial de segundo drden, hallada en o
supuesto de ser y funcion de X; 6 lo que es lo mismo, en el de ser dX

. d .
constante ; se substituye la expresion — —a}i— d*x en lugar de d%y; la
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equacion que resulfare , sera la que pertencce al supuesto de ser x fun-
cion de y, 0 dy constante.

203. Para determinar con mas generalidad las relaciones que exfs-
ten entre.los coeficientes diferenciales de y, y de x relativos 4 am-
bos supuestos ; volvamos 4 considerar las diferencias Ay — AL x -
BAx? + CAx3 + &c., A= AlLx + A Lx* + &e., LB = BAx
v B'Lx? == &c. ; y tomando la diferencia segunda de y consideran-
do tambien Ax como variable, hallarémos A%y — AA%x + AALx
- DAANx 4= 2BAxA?x +— ABAX? 4 &c. = AL%*0 ++ A AX? —pe
A'Dxd 4 & + A'DxA%x + &+ 2BAx A x 4= B'Axd 4 &,

Ay A
A+ &e; = =d— + A4 + (4" + B') Az —+ (4 + 2B)
Az .. d’y d
— Ax -+ &c. -+ &c.; y tomando los limites, —— :A-—-—i+ A
Lx , das? da’? ?
dy
0Ad—— — : per = —— = =
da? dz? pero Cdx ? y dax ’ dx »
dy
4.—=
1 dz._dy dy d'x . . .
Uego —————— = —== — ————; luego suponiendo <variables dmbas
di . . d*y dy d’x
iferencias Ay, AX; la expresion o T oo o denota el limite
» X ‘ 2 e
’ “dy ‘ * * '
dx

. . dy .
——— dela razon de la diferencia de — ¢ la diferencia de x. De
donde se sigue

2 ,-

o L . . : A’y , L. Az
1°  Si se supone Ax constante; la razon ——, y su limite ——
J dy Azt dx®

serd cero: LI | dx dy .
4 cero; y por consiguiente ———— = —=; lo mismo que en

el nim. 81. :
lo M
2° Sien vez de suponer Ax constante, se supone esta diferencia

. A
variable, y Ay constante; la razon —Aii-', y su limite L2 serdn ce=
X ax’ .

d
d.= o
ro; de donde resulta A S
H - o~ o estoes, que Ia ex-
resi b L= imi '
de on — —- ——- denota el limite de la razon de la diferencia de

——» 4 la de x en el supuesto de ser Ay constante. Luego si en una
equacion diferencial de segundo Jrden, hallada en el supuesto de ser

Lx, 6 lo que es lIo mismo dx constante; se substituye la expresion

- dy  dx I d’y ., dy
Y 7 o0 lugar de —aT3 0 ——d’x enlugar de 4% ; resulta-
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rd la equacxon correspondiente al supuesto de Ay, O 4y constante:
Ax, 0 dx variable : cuya conclusion es la misma que la del nvime-

10 qntecedente
Si en .una equacion diferencial de segundo Orden, relativa g

o. ‘.
d’y dy  dy
supuesto de dx constante ; se substxtu;e la expresion T T T
k2 X X
a
en lugar de ——y-—, o d% — -———af x, en lugar £y ; resultard la equa-
”L l

cion correspondiente al supuesto de considerarse como variables dm-
bas diferenciales 4y, .
Poér exemplo; haciendo esta substitucion en la equacion Cdx? +

Ddauz’)f ~+ Edy? + Bd’y — o (nlm. 201.), se transformard en
Cix® —+ Ddxdy -+ Edy? 4+ Bd’y — B -—1{1—— d*x — o; O substity-

, su valor A, dado pox la equacion Adx -+

dy
yendo por — B -

a4

Bdy =0, tendrémos Cdx? = Ddxdy -+ Edy*> -~ Ba’y + Adx
£=-0; cuya equacion -resulta evidentemente diferenciando Adx -+
Bdy == o, tratando como variables @mbas diferenciales dx, dy.

Esta equacion tiene la ventaja de dar igualmente la que corres-
ponde al supuesto de dx constante; y la que pertencce -al supuesto de
dy constante: en el pmner caso, basta hacer 4°x = o, y en el se-
gundo d%y — o. .

204. Si suponemos AA = AiAx 4 A283? 4 & la equa-
cion A% —= AA%*x + AAx? 4+ A Lx3 + &e. &c., dard con-

siderando como variables dmbas diferencias Ay, Ax; Aly == AL
e A AxL% 4 & A4 24 Lx0 - Ainxd 4 &e —+ &c,
Al Sx Alx &y
..__’;_ A_~+nA’——+A1+&c + &e. —;-&c.,d,
Ay T - o
‘B d*x Ay D &
__A nA’———~+AI YAI"“-—-——-—-A———--—-“A'
('l’ 3 11’1‘3
o substltuy rendo por A y. A" sus valores respectivos, tendremos ﬁ-
a’y dy dx
d( . :
B .d4ar dat - dr At d3y dy
nalmente A¢ = —- — v dx
3, a*y . d*z
"‘_dr — 5= = 3 ( ) y por consmul’nte, la ulnv
da’ dz®  da® dx da® &y
ma expresion denota el limite de la razon de la diferencia de —
iy dx ;
- = , & la dlﬁ:rencu de x. De donde inferirémos
dv  dx® 7 Ay
4 : , (Z.’U (I d; i
12 Si suponemos Ax, 0 dx constante; serd — = -

lo mismo que en otro lugar (ndm. 82.): pero si'se supone 4y cons:
11’,}:‘ a~w

v ( dx ax ) . dy dx dy ( F3 )z_
tante, tendrémos - —— ——m * 3T\
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por donde se manifiesta, que el segundo miembro de esta equncxon
11"1' i*
denota el limite de la razon entre las diferencias de y [if .y
X ax”
de x.
22 Si en una equacion diferencial de tercer drden, hallada en
. d*p dy d*x
el supuesto de ser dx constante ; se substituye — —————, en
i X X Ko
I d dy diy dy dx dy d'x dy d*x
J . : B - Q B a
ugar dae dut ’ y dx’? dv  dx? It dat +35 dr daz® cn

d'gy o, . -
lugar de —= resultara la equacion perteneciente al supuesto de
(A'.)

considerar ambas diferenciales dx , dy como variables.

Sea, por exemplo, xy =~ ay —+ bx ~- ¢ == o la equacion que ex-
presa la relacion de las cantidades variables & é y. Diferencidndola,

dY
considerando 4x como constante , tendrémos (& = a ) i
A’y dy d*y
b:o,(x—+-(1) + 2 — "‘O’y<x+a)7§7+?’dv°:0;
de donde mfememos ( haciendo en esta equacion las substituciones
d*y dy AL

correspondientes ) , que la equacion (v+a) S =

g 2 h—&- 4v<">>_+_ b 1
O At Ayt 30 da® N7 — a o) — -8

que pertenece al supuesto de ser 4v y dy variables. En efecto ; di-

-

. ‘ . d
ferenciando la equacion (x—+-a) -% ~+ 7 =+~ b — o en este su-
ax

. &y dy & dy
uesto , hallarémos (& -2 ( — =
p ( ) da? de  dx? + 2 dvy ©s ¥
volviendo 4 diferenciar, y haciendo las reducciones correspondien-
d3y dy dx 4y dx dy Py \2
tes X —t=a -3 2 (22
? ( ) dx  di’? T At dyt —+3 dx dx*® ) )

o By

Tamblen se puede eliminar a por medxo de las dos equamones

dy d*
(x+a)——+ 2 ——=o, (x—-l—-(l) ” + 3 2 =0 y se

d‘n
dw dy (d} y

hallard 2 — — =) =osy haciendo las substituciones

correspondientes al supuesto de dy, y dx variables, y reduciendo, re-

{ {1z ({ o ’ ) 2
sultard la equacion 2 “ ( o A )... 3 BN _
dzx dx? dx 43 dx’® I dx

i
77) —=o; la misma que resultaria si climinisemos a por medio
de las dos equaciones que acabamos de hallar, diferenciando la equa-
dy
cion (¥4a) —y4-b—o > tratando como variables 4y y dx.
S
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3% Si en una equacion diferencial de tercer Orden relativa al gy.

. dy  d'z &
‘ ante ; ibstituye — —— —— en lu it
puesto de dx constante ; se st 3 s gar de =

dy dx dy (a”x
-7 dx da’ + 3 dx da®

resultare serd la que corresponde al supuesto de ser dy constante.

2 d’y .
) en lugar de — la equacion que
X

Haciendo , por exemplo , estas substituciones en la equacion
d»v (I"zy ( dz»y

— Y
2 d.‘l‘"

dv  da? 4

2 o g dy .
) — o, dividiendo por — ¥ reduciendo; ten-
X

, & dPx \2 .
drémos 2 —-— 3 (m*) = o; cuya equacion es la que correspon-
ax 3

de al supuesto de que y varia uniformemente, 6 de que dy es cons-

. . . dx
tante. En efecto ; diferenciando la equacion (y -5 — X
‘ iy
, d'x dx
a = o en este supuesto; hallarémos (7 =42 —= 2 — =y
d'x dx .. 4
(y=+b) 3 =05y eliminando 4, y multiplicando por
day
dy* dix ( &z >2
e -3 = Oo.
dat ? 2 dz? 2 da? ©
205. Para facilitar las diferenciaciones sucesivas supondrémos los
dy
(= .
dp dx dg

. . . dy
coeficientes diferenciales — =7 = =y,

ax dx ax
dy )
4 d( dzx

dx

los niimeros antecedentes, sera

— r, &c.; y en virtud de lo demostrado en

1?2 Quando ambas diferenciales dx y 4y se consideran como va-

. d’y dy d'z d'y dy dx dy &'z
rialles, g = — — -, = — - 3= —
dx dx  dx da’ dx  dal dx®  ax

d d*x \2
-+ 3'—))—'(_;> , &e.

dv dx

. . . dy ds
29 Si solamente se considera dx como variable; ¢ = — e e
dy dx b (dENe o dx  o%
= — - c.
4 dx  dz? + 3 dx ( dz? ) ? &'y
(¢ J——
3° Y finalmente, quando se trate dx como constante ; g = =
. diy 3
T=T

206. En vez de suponer que una de las cantidades variables %,
0 y varla uniformemente, 6 lo que es lo mismo, que una de las

diferenciales dx J 4y es constante : podemos imaginar que una fun-
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cion z de estas variables crece uniformemente, 0 que dz es cons-
tante ; en cuyo caso las dos diferenciales dx y dy dependerin de dz.

Si suponemos, por exemplo, que la curva AMF ( fig. 77.) ex-
presa la relacion entrex (== AP é y (= PM), y que el espacio
APM = s crece uniformemente ; su diferencia As, J su diferen-
cial ds = ydx (ndm. 176.), se deberd considerar como constante, y
las diferencias, o diferenciales de x € y, dependerdn de la diferen-
cia arbitraria As, 6 de la diferencial dbs. _

Para hallar en este caso los coeficientes diferenciales g, r, &c.,
diferenciarémos sucesivamente la equacion ydx = ds, y serd yi*x <~
dxdy = o , ya%x% —= 2dyd*x 4= dxd*y =— o, &c.; de donde inferiré-

d’x 1 dy dr I dy : dy dy t dy

mos — == — — —_———

dx* y dv T odad T v dax’ - ;— dv dv* Ty dat

— —

== &c. ; y substituyendo estos valores en las expresiones

Yy ax .

antecedentes de g, y de r correspondientes al supuesto de dx, y

v . , dy I’ 4y
riables , se transformaran en ¢ — —= —_——_—, r= —

dy va R q — + PR e

' d- d* 1 dy} .
2227 — 2, &c. cuyos valores son relativos al supues-
¥y dx  dx” ¥ da?

to de ydx constante.

207. Supongamos ahora que el arco AM = z de la misma curva

crece uniformemente : su diferencia Az, J su diferencial dz —
. . , .. drd’s == dy dy
V/(dx® -~ dy® ) seréd constante; y por consiguiente

, d'x dv  dy - q | v( dxl’ -+ &)
0,0 — TS —m— — substitu St ) ae: -
6 — — = Y yendo este valor en la expre
sion de g relativa al supuesto de dx y dy variables; tendrémos en
) : dv®
el supuesto actual de V/( dx® 4 dy* ) constante , g = (1+ —-
d’y . , dv
—= 3 ¥ del mismo modo se hallarén r, &e.
208. Como una equacion diferencial de segundo drden C -~
({_y u!yz d‘y d'z
D E— B—— A — o hallada en el supues
w tEgs b A 0 ada en el supuesto

de ser variables dx,y dy;solo puede expresar la relacion que exls-
te entre las variables x € y, y sus coeficientes diferenciales de pri-
mero y segundo Orden p, g: se sigue, que dicha equacion se podrd
reducir 4 que solo incluya las cantidades variables x,7,p, 4.

Si substituimos , por exemplo, en la equacion antecedente , p en
2 2

dy 0% X
lugar —_ —_
gar de —— 5 ¥ en lugar de - su valor g =+ p e
- d*: 4’ .
mara en C—+ Dp - Ep* +~B (g +p—(;—-r—) + A4 -(-1—; —o. Pero sien-
T x dx

do Adx -~ Bdy = 0,6 A+ Bp = o ; seré tambien (A+Bp)

, s transfor-

dx®
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— o;y por consiguiente la equacion transformada se reduce 4 € 4
Dp + Ep* 4~ Bg=—=o, que como se ve solo incluye las cantidades
variables x, ¥, p, 4.

Por lo que; quando una equacion diferencial de segundo érden, en
la qual se supone que ambas diferenciales d?( , 7 dy son wariables ; g
se puede reducir d que solo incluya las mqrqules X, Y, P, q; inferiré
mos que no puede resultar de la diferenciacion de una equacion entre
las Jdos cantidades variables X € y.

2 3

. &’x
209. Supongamos ahora que se nos proponga la equacion 4 —-

L ody . da’

At B———4+ M=o, enla qual 4, B, y M contienen solamen-
d . d*y d'z

te x, y, y p. Substituyendo en lugar de — su valor ¢ + P
aq g

relativo al supuesto de ser dv, y dy variaBles, se transformard en
(4-+Bp) %— —+ Bg -+~ M = o; de donde resulta, que para que
la equacivn Apr(,imzumz tincluya solamente las wariables X,y ,p, q; 0 pa-
ra que dicha cquacion provenga de una equacion primitiva entre X ¢y;
es necesario gue (A - Bp ) '?ml sea=o, 0 que sea Adx ~= Bdy = o;

cuya condicion puede verificarse por tres causas.

1*  Porque la equacion propuesta es la diferencial de la equacion

Adx + Biy = o, como lo era en el exemplo antecedente.

a

. , dy .
2? Quando 4 es igual 4 — B —"» en cuyo caso la equacion

Adx 4= Bdy = o, es efectivamente idéntica. Esto se verifica en la

. dy d'x d’y dy? Ay .
cuacion X —x —x = o : pues sien-
€4 ol -y dv  dx® 4 da’® da? + dw P ~
dy .
do A=y —, y B = —xay; es tambien Adxv - Bdy = xydy —
X

xydy — o. ,

" 3% Quando la diferencial de la equacion Adx —- Bdy = o, ¢sal
parecer distinta de la equacion propuesta; pero sin embargo con-
cuerda con ella.

. . A% dy
§ga , por exemplo, la equacion propuesta x3 — XY
av”

.2

-9 +a® =o. Serdi A= a3, B=ua?y, y Adxy —+- Bd] =

dy®

; . . . d’x
234 -+ a¥ydy =o, O xdx -+ ypdy = o ; cuya diferencial x — -

(i:jyv ({Tz . . &

—~ s+ I1=oc¢s al parecer diferente de la equacion pro-

R4 v

puesta. Pero st suponemos que adv - ydy = o, es la diferencial de
la egnicion ¢* —a® —)* == o; aiadiendo esta equacion 4 su diferen
cial svgunda € que acabamos’ de hallar ) multiplicada por a*, resulta-
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&z dy*

— —+ A%

dx dx*

r4 la equacion x3 ~+ a* — »*==o0, que COmo s¢ ve

es la propuesta.

a1o. Los tres casos que acabamos de considerar en los quales se
verifica la condicion Adx 4 Bdy —o,y que en cada uno de cllos
existe una equacion primitiva entre a € y, que satistace .d la pro-
puesta ; se distinguen en que la equacion pr/ilmmva es mas general
en upos que en otros , Como lo manifestarémos en el calculo in-
tegral.

211. La condicion Adx — Bdy no se verifica en la equacion

b
y oy
~~x—o0, 0 Xx==o0, y por consigulente y = o ; cuyo resultado ma-

X

d*x d’y dy . o .
23 —— 4 3 —— -6y —— = o : pues siendo 4 =13,y B =3,
da’ ax ax : 4 « :'V dayt
‘ia a3dx 34y—o0 ; cuya diferencial x3 —— —= y? — i —
sera XNCax —= yiay 5 cuy e ¥ T -+ 3} e
p dy dy*
— gx* = o restada de la propuesta, dard 6xy —_— = 2y? — —
d )2 l.’yft’ . . e X g .
—o,d7" 1) — 2% —— = ¥ =0, ¥y sacando la raiz quadra-
dax” x .
. d’y - . ] 7 . : . . , n .
da y — — X = o Pero esta equacion no puede verificarse junta-
ax , dv

b . e {3 .
mente con §¥ —— X3 == o; pues si eliminamos 0 tendrémos

P o ody . - » , o
2 -+ x3 = o, O 3* + x* = o : diferenciando esta nueva equacion,
J oy . ‘ a ~ x sw
resulta y —+ x == o, y substituyendo por —— su valor —, —

X

nifiesta que la equacion propuesta no puede provenir de la diferen-
clacion de una equacion primitiva entre las variables x é .

212. Una equacion diferencial de tercer drden expresa unica-

mente la relacion que existe entre las variables x ¢ y, y los coefi-
cientes diferenciales p, g, 7 : por consiguiente, haciendo en una qual-
quiera de estas equaciones las substituciones convenientes , relativas
al supuesto que se¢.hace respecto 4 la variabilidad de dx y 4y ( nd-
mero 204. ) ; se debe transformar en otra que solo incluya dichas
variables ¥, p, ¢, ». Quando esta transformacion no se pueda hacer,
inferirémos que la equacion propuesta no puede resultar de la dife-
renciacion de una equacion primitiva entre x & 7.
- Tomando una equacion de tercer orden de una forma general,
y haciendo en ella las substituciones convenientes; se hallardn las
condiciones andlogas. 4 las del nimero antecedente, que deben veri-
ficarse para que dicha equacion pueda resultar de la diferenciacion de
una relacion primitiva entre v € y.

213. En general : para que una equacion que tncluye las diferen-
clales , 6 cogficieutes diferenciales de tin érden qualquiera de dos waria-
bles x ¢y, pueda derivar de una equacion primitiva cutre estas wa-
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riables ; es wnecesario , que haciendo las substituciones convenientes rely-
tivas al supuesto hecho respecto d la wariabilidad de dx y dy ; se trans-
Jorme en otra que incluya dinicamente X, v, p, q, r, &

214. Como en los niimeros antecedentes hemos supucsto siem-
pre que existia una relacion entre las variables x € y, y por consi-
guiente que y era funcion de x, 0 x funcion de ¥ ; podemos apli-
car las conclusiones de dichos ntimeros 4 las funciones diferenciales,
en las quales se supone ticitamente que y es funcion de x, 6 ¢
funcion de y. Asi, para que una funcion diferencial de un JSrden
qualquiera, y de dimension nula ( la dimension debe entenderse re-
lativamente & dx, dy, d*xc, d% , &c ) pueda referirse 4 una relacion
entre & € y; es necesario que haciendo las substituciones relativas
al supuesto hecho sobre la variabilidad de dx, y 47 ; se transforme
en otra que incluya tnicamente x, 3, p, g, r, &c.

Tal es la funcion diferencial > en la qual se su-

aydydy — yd’y
pone dx constante. Pues substituyendo pdx por dy ; y en lugar de

4% , su valor gdx* relativo 4 este supuesto ; se transforma en ...
:v:pl +y2

DY —Irq
Lo mismo sucede en la funcion

2t dvda® 4= ydy’ '
en el supuesto de

ded’y — dyd’x
ser variables ambas diferenciales v, dy. Pues substituyendo pdx en

lugar de 4y; y en lugar de 4% su valor gdv® -~ pd®r correspon-

; . 2°p -+ ap’
diente a este supuesto se transforma en _

vd’x - ad'y

. . . 7 .
215. Haciendo las mismas substituciones en la funcion

dx
(+ ) —= 4+ x4

3

drvdy

se transforma en »la qual, ademas dex, p, ¢,

2

contiene la expresion (y —=ap) » que solo puede desaparecer en

dz*

el caso particular de y + axp —o, 6 ydx -+ xdy = o. De donde se
sigue que no se puede considerar en general ¥ como funcion de x;
6 x como funcion de y, en la funcion diferencial propuesta.

216. Una funcion diferencial, en la qual se consideran como va-
riables ambas diferenciales dx, y dy;y que por medio de las subs-
tituciones relativas & este supuesto se transforma en otra que solo
incluye x, y, p, q, r, &c. ; tiene la propiedad de conservar siem-
pre el mismo valor ; yasea suponiendo 4x constante , 6 4y, 1i otra
diferencial qualquiera.

Por exemplo : suponiendo 4x constante en la funcion...........
2l dvda® == pdy’ 2*dyds® = pdy? 2°p + yp’ o<
—— - S -

dvd’y — dyd’z ? Y AuP :

; se reduce 3 =
’ dvd’y g
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‘ L, AR aegdy® . .
niendo 4y constante, se reduce 4 ————; . substituyendo
gdx®

pdx por dy,y por — d*x su valor —— relativo 4 este supuesto,

7

. 3
20 4= . .
Fx.. Finalmente, si su-

tendrémos el mismo valor que antes

. e 7 .
ponenios ydx constante ; substituirémos en la funcion propuesta por
a’xdy

d*x, y dy sus valores respectivos (niim. 206.) — - , gdx? —
dv* . ; ]
: correspondientes 4 este supuesto, y se transformard en ...
»
dydyt 4= pdy’ a'p ~+ yp’

e ; 0 en —-——— substituyendo pdx por dy.
7‘ X . 7/ . . . .
No sucede asi con las formulas diferenciales que no admiten di-
cha transformacion ; pues estas dan distintos valores relativos 4 los

diferentes supuestos que se pueden hacer respecto 4 la variabilidad

de dx y dy. ) .
Si suponemos, por exemplo, dv constante en la formula diferen-
. 1WPx = xd® , adly x , gd'z
cial = *2_, se reduce 4 i TS
dxdy dxdy dxdy jf

quando se supone 4y constante ; cuyos valores solamente pueden ser
iguales en el caso particular de x = — 2,6 de xdy =+ ydx = o.
217. Para manifestar con mayor evidzncia esta diferencia de va-
lores, supondrémos que entre x € y existe la relacion y = x , Cl-
ya diferencial es dy — nx dx. Sentado esto ; si suponemos dx

L 7n—2 .
constante , tendrémos 4% —= n(n —1)x dz* ; 'y substituyen—

. ray - -
do estos valores en la expresion — relativa 4 este supuesto, se

drdy
transforma en # — 1. Supongamos ahora 4y constante en la diferen-
. 27— I L n—1 17— 2
cial de dy = nx dx, y tendrémos nx Brxtnn—i)x
(1 —n)ds?® .
~———————; y substituyendo por y, dy, dx

vd’x

dx* =o, ¢ d?’x = -

sus valores respectivos en la expresion
—n

correspondiente & este

axay

. Finalmente : si suponemos ydv
72
1] —

. . . 2. X
constante ; multiplicando por x la equacion dy = nx dx , ten-

stipuesto, s¢ transforma en

’ n . .
drémos xdy = nx drx = nydx : por consiguiente , xd*y — dxdy = o,
. dxdy . -~
Ay — — , y substituyendo en la formula propuesta este va-
x . d.’h(y
lor de 4% ; y por d%x, su valor correspondiente — , se trans-

: . ) ¥
formard en — 2. Por donde se ve, que la formula propuesta , nos
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1 —u

ha dado los tres valores distintos # —1, , — 2, correspon-

71

dientes 4 los supuestos dx constante, Ay constante , ydx constante,
218. Los medios indicados (nim. 203 y siguientes. ) para trans-
formar una equacion en la qual una de las diferenciales dx, o dy
se considera como constante , en la que resultaria cousiderando otra
diferencial como constante, 0 ambas difcrenciales como variables ; se
aplica naturalmente 4 las funciones difer iiuies; pues en ambos ca-

SOs se supone que ¥ es funcion de a; o & fancion de y.

Supongamos, por exemplo, que siendo yua coustante en la fun-
pd’y - dy°

cion T ; se quiera transformar en la que corresponde al su-
adady

puesto de V/( da® == dy* ) constante. Como en ¢l primer supuesto

i ’ .
es 4y = qdx® — —; transformarémos la fuicion propuesta en ...
pgdat . ; dav® A’y .
- . v substituvendo por g su valor ( 1 + —— } —— relativo
wdudy v ) por 4 ( ) dw? da’
al supuesto de v/( dx* 4+ dy* ) constante, tendrémos la funcion que

o (de’ 4= v ) dy

se pide

:t';x'x;z{))
Si quisiéramos transformar la funcion propuesta, en lIa que pet-

tenece al supuesto de dx constante; substituiriamos -3{2:— en lugar de
_yri:y X

rdydx

En general , para transformar una funcion ¢ equacion diferencial
qualquicra en la qual se considera como constante cierta diferencial,
en la que corresponde al supuesto de ser constante otra diferencial
qualquiera : se debe transformar la funcion propuesta por medio de
lus substituciones convenicntes en una funcion de x, y, dv, 4y, ¢,
r, &c.; y substituyendo por g, r, &c. los valores relativos al su-
puesto actual, resultard la funcion transformada que se busca.

219. Las cantidades constantes que contienen las egtmcioncs ; de_s‘
aparccen sucesivamente por medio de las diferenciaciones , del mis-
mo modo que las de las funciones.

* Quando una de dichas constantes se halla sola en un término, 0
multiplicada por otra constante; la diferenciacion la hace desaparecer
inmediatamente : pero quando se halla afecta de algun factor varia-
ble , desaparece por medio de la eliminacion : de manera, que en
uno y otro caso se¢ puede hacer desaparecer una constante en cada
diferenciacion.

Diferenciando, por exemplo, la equacion &y = ay =+ bx ~+¢c=0

g, y tendriamos

( nim. 204. ) ; desaparece la constante ¢ que se halla sola, y resulta

a . P .
(x+4a) —;i- —+7 b =0 : volviendo 4 diferenciar_tratando dx

. . 4y &y
como constante , desaparecerd b,y tendrémos (x—a) —= 2
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. . &y d’y
= o, cuya diferencial es ( ¥ 4+ a ) —- -+ 3 —— == o. La constante

103 ;
qx dx
a4, no desaparcce en la tltima diferenciacion por hallarse multipli-

d

J . .
——* pero es evidente que se puede eli-

cada por la cantidad variable

minar por medio de las dos ultimas equaciones; y efectudndolo re-
a’y \? .
m) — o libre de toda cons-

L . dy  d'y
sultard Ia equacion 2 — 3
de  da’

tante.

En general, si la equacion primitiva incluyese un mizmero n de cons-
tantes ; se podran hacer desaparecer todas ellus dijerenciando n <veces, y
eliminando quando fuere necesario.

220. Del mismo modo se pueden hacer desaparecer las funcicnes
irracionales, y transcendentes que una equacion incluye: ya sean fun-
ciones de x é y, 0 de los coeficientes diferenciales p, ¢, r, &c.

Sea por exemplo la equacion xy -+ A4 . tang. z + a == o, re-

presentado z una funcion qualquiera de x € y. Diferenciandola, ten-
dz

drémos xdy - ydx —- —— o == o; cuya equacion no incluye la

cantidad transcendente A4 tang. z.
Exemplo 2° Si la equacion propuesta fuese y? == y(ax — x? )’}
. 7 I
— b = oj seria 2ydy ~+ dy (ax — x*) —|-—3—y( ax — x* ) (adx
2

X
)(ax-——xzf = o;
2

b—y ;
———, tendrémos la equa-

o 2.’X,‘dx) o o, 6 2}/d}; — (d'y —— %_y(d{l‘v — 2.1;[1'_1;)

ax — &°
3
y substituyendo por (ax — x*) su valor
) 29 adw — 22d.
cion 2y%dy == (dy == 2 Loz = 2l

axr — x°

y
) (b — p*) = o que no inclu-
ye la cantidad irracional (ax — xz)g.

’ ) . - :
Exemplo 3° Sea u™ — log. z == o la equacion propuesta, repre-
sentando z, y # funciones racionales de x é y. Diferencidndola ten-
I

x —

r ——I dz " d
drémos —u" au —o0, O > imi
—_— —o0, 0 — — = -
0s — - y 0 — — o, y eliminan
do - 1 nudz _ N . . .
ou”, log. 2 — —— = o. Diferenciando esta equacion, conside-

rando como variables dz, y du, desaparecera la cantidad transcenden-
te log. z, y resultard una equacion diferencial de segundo drden,
! _

libre de esta cantidad, y de Ia irracional #" .
T

. . . L1 e d:
Tambien se puede diferenciar la equacion —u"  dig — —
%

T

= o,

z
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2(1'1:2 —-d(ii)

I

, 1 I, I I .
y se hallard —u* Py d-— | — —1 )u
n 7n 72

—

%
—_— 1

. ndz , .
— o; y substituyendo por " -su igual - resultara la mismg

equacion que por cl otro camino.

. dy dy
Exenplo 4° Sea z 10g. —— —~4= #t—— =0 (z, y u representan

. . dy e s
lo mismo que antes). Haciendo —— =277 dividiendo por z, ten-
. u dp u n
drémos log.p—{-—-;p::o,—;——-}—--:—dp—i—pd —)=o; a-

ya equacion no incluye la cantidad transcendente log. p.

. dy dy dy
: Q . tang. — —+ z log. — —_
Exemplo §° Finalmente, sea 4 . tang. —— ~+ log. — +u —
— 0, 6 A.tang. p + z log. p =+ up — o. La primera diferencia-
c d d
cion hard desaparecer A . tang. p, y tendrémos T;%}—— P Ay
?
,oge e gs d ’
Az log. p + 4 (up) = o, 0 dividiendo por dz, T(-——%_-—)- “+
z2dp’ i.u . z {1 F
.._f'— —+ log. p + : . f —o0; y finalmente, diferenciando esta equa-
z az

cion, desaparecerd log. p, y resultard una equacion de tercer orden

libre de las cantidades transcendentes. :

En general, cada diferenciacion hard desaparecer una cantidad irra-
cional, 6 transcendente; ya sea inmediatamente , ¢ por medio de la eli-
minacion.

221. Quando dos equaciones U/ == o, V' == o, expresan la rela-
cion de las tres cantidades variables ¥, y, z; se puede considerar una
qualquiera de ellas como independiente, y las otras dos como funcio-
nes implicitas de esta.

Supongamos que la variable independiente sea x; y que se trans-
forme en x -+~ Ax: las otras dos variables y, z, adquiriran los in-
crementos respectivos Ay, Az, dependientes del incremento arbitra-
rio Ax; y substituyendo en las equaciones propuestas & —— AX por
X,y == Ay por ¥, y z -+ Lz por z, resultardn dos nuevas equa-
ciones, por medio de las quales serd ficil determinar las diferencias

’ - db dO 11()
3 . S . . o
A)’ y Az I endfelno pUCS (I]Ulll 195 ) _z{-.-'— Ax -+ dy A}’ l dz

: d v

Lz +4= & = & =0, y —— A% = —— Ay 4+ —— L2+
av a@y [224

&c. 4+ &c. = o: pero como ¥, y z son funciones implicitas de %,

para comparar las diferencias de y, y de z 4 la diferencia Ax que las

produce, dividirémos por esta las equaciones antecedentes, y tendre-
au dU Ay dU Az av

mos &e. &e. == o, —
dx -+ dy  Ax + dz X Az + -+ ? dx
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ATV Ay dV Az
~+

&c. -+ &c. — o3 ;o
D br A T —+ ; v tomando los limites,

dU b AU dz v AV dy v dz
- o0
dv + dy dx dz  dv ’dx -+ dy dx -+ dz  ax
== o; cuyas equaciones dardn los valores de los coeficientes diferen-
. d dz . .
ciales —;{2-}-, ——en funciones de x, ¥, z; y combinando estos valo-
X X
res con las equaciones propuestas, se podran eliminar y, y z, y que-
, dy  dz ‘ ‘
daran —,
dz dx
Sean por exemplo las equaciones propuestas z} - 3ayx — b{cz
. ., , dz
= 0, »3 =+ gczx¥ — a*h = c. Diferenciindolas, tendrémos z* —
d dz . ax
== ¢z == o; de la primera se

funciones de x sola.

+ax-—£’-+a —=o 2-—(9)—-}-0.76‘
Az Yy =057 dz daz

k4

— ax

. dz dx
infiere — de la segunda
dz z? — Y g dx

——
— g ette sEeseNE

2
—_ —_cz
‘s dx

; v comparando estos valores, resultard la equacion
(%

dy

d , dy
— Ccayx = zF]zTy— ~+ ¢z?, la qual dard el valor de 1
x axv

en x, y, z; y substituyéndole en qualquiera de las dos equaciones

cax?

X

’ z . .
antecedentes, resultard el de — Finalmente, combinando estos va-
X

lores con las equaciones propuestas, se podran eliminar z ¢ y, y que-
daran estos valores funciones de x.
222. Como las variables z é y son funciones implicitas de x; U,

lo serd igualmente; y su coeficiente diferencial relativo 4 x, no se
aU

podra representar en este caso por ——3 Ppues esta expresion denota
X

el coeficiente diferencial de U relativo 4 las x que contiene explici-

tamente (ntim. 184.); G el coeficiente diferencial de U/ relativo 4 x,

en e} supuesto de que las variables x, y, z sean independientes. Pa-

ra distinguir pues el coeficiente diferencial de U, en el supuesto ac-

‘ e g , AU . s p .
tual, del otro; le escribirémos asi D , indicando los paréntesis,

»
que se suponen variar en I/, no solamente las x que contiene expli-
citamente, sino tambien las demas variables que se consideran como
funciones de x; esto es, z é y; y lo mismo debe entenderse quan-
do U contenga un ndmero mayor de funciones implicitas de x.
. . dU
Por exemplo: siendo U = 23 —= zayx — be?*; serd = 3
d(U) , Az dy v
= —_ 20X —— .
Y " T T 3
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. . . Y . dy - &y

- 224, Los coeficientes diferenciales de segundo drden —= =
aw aa”

se determinardn diferenciando las equaciones que contienen los de
primer Jrden, considerando estos como nuevas funciones implicitas

de x; y dx como constante.

3

dz dy
Asi; siendo en el exemplo antecedente z,’—;;— T av e
2 P @ - C tendrémos z? 4= —+- 222
— X Z == 0O; g :
o, YV ir -+ 2 ? dx* ds®
&y dy 2 4 dy ki dz |
X — 20— =0 —_— 2y — C¥ = 20—
—— (1K e —+= o » YY) D -+ 2y o - o P
. dy dz ,oproe
== o; y substituyendo por ——> Y — sus valores, sera facil deter-
. X ax
. (i:y d’z . M
minar los de —=, y — en funciones de «, y, z: y del mismo
dx” X

modo se hallardn los coeficientes diferenciales de tercero, quarto, &c,
Orden.

Si en vez de suponer que x es la variable independiente, se su-
pone que to es ¥ 0 z; se podrd hacer 4y, 0 dz constante; y para trans-
formar las equaciones halladas en el primer supuesto, en las que cor-

, : 2 . . d:y ‘d’z,
responden & los otros, se substituirdn por —= Y o los valores que
) ¥ v .
corresponden & dichos supuestos (ntim. 203.).

Para transformar, por exemplo, las equaciones antecedentes, en

las que pertenecen al supuesto de ser y la variable independiente, ¢
g betituird dy d'x d’y dz dy «
; se substituird — ~ por — - —

. constante; s¢ su e SR d

—— por —— ; v haciendo las reducciones correspondientes, resulta-
da® P dx?

ran las equaciones que se buscan.

Finalmente : si se consideran como variables las tres diferenciales

dy

> . N , o (1.1? X

dx, dy, dz; y z, ¢ y como funciones de x; tendrémos ——T——:‘-
dz av
qA.—

“d’y dy d'x dx d’z dz  d'z del mi

— - bt —_ — m mo-
da? dv  dx®’ Y dv dx* - dv  dv’ y ae 1smo

do se hallarin los coeficientes diferenciales relativos al supuesto de
ser x, y z funciones de y; 0 x € y funciones de z. '
224. Aqui debemos observar, del mismo modo que en el niime-
ro 2¢8., que si en una equacion diferencial de segundo drden que
contiene tres cantidades variables; de las quales dos se consideran co-
: ; . A 4 dy
L ‘ dy e .
mo funciones de la tercera; se supone =l =4 &e.
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dz
P d.—
Z
dz_ =7, —— = q', &c. ; debe transformarse en una equacion

que solo contenga las cantidades variables X575 %5 P, 7.9, q; to-
mando los coeficientes diferenciales ¢, y ¢ conforme al supuesto he-
cho relativamente 4 la variabilidad de dx, dy, dz (nim. 203.).

diz 2

Substituyendo, por exemplo, en la equacion z° — -+ 2z

dr®

d’y. iy ;
e ax__..,Jf -+ 20— = o, hallada en el supuesto de dv constante,
azx” X
. dy d’y , dz . d’z
] . en el de —— or —— or ——
p en lugar de > q - s PP —>Y 4P —— e

transformard en z?q =+ 2zp'? =+ axq -+ 2ap = o; la qual solo con-
tiene las referidas cantidades.

Esta observacion se puede generalizar y extender 4 las equacio-
nes de un drden mas elevado, y que contienen un nmimero qualquie-
ra de variables dependientes; y tambien 4 las formulas diferenciales.

224. Supongamos que #, y v representen dos funciones de z € y;
y que la relacion entre las variables x, », z sea dada por las equa-
ciones @ + bx -+ u — o, 4 + bx + @ = o. Diferenciindolas dos
veces, considerando dx como constante, tendrémos d* = o, d*v = o;
cuyas equaciones solo contendrdn z, é », y sus diferenciales de pri-
nmero y segundo drden. De donde se sigue: que las eguaciones dife-
renciales que solo contiener dos cantidades «variables, y cuyas diferencia-
les son dambas wariables , pueden resultar de equaciones priinitivas que con-
tienen tres cvariables.

Si por medio de las dos equaciones 4%z = o, a*v — o, se eli-
minase una constante, U otra cantidad qualquiera; resultaria uia so-
a equacion entre z, y, dz, dy, d°z, d*y, la qual seria evidente-

nente derivada de las dos equaciones propuestas.

. dy d°z dz* dz
226. La equacion 44— + B— 4+ C—+ + D——+ E=o
dy* dy* dy ay

(4, B, &c. son funciones de z € ), en la qual no se verifica Ia con-
dicion “ddy + Bdz = o, y que por lo miszio (nim. 2c9.) no pue-
de provenir de una equacion primitiva entre z ¢ y; puede siempre
referirse al caso en que z € y sean funciones implicitas de la varia-
ble indepertiente x; y dz, Jdy, d*z, d° se consideren como las di-
farenciales de las mismas variables relativamente & x: pues si supo-

— = — f.
““p’ "‘"})3

nemos 4x constante, y hacemos como antes -
ax

ﬂny P d X

v, da“z . . . g

tendrémos g = —=> g = ——=; por consiguiente , multiplicando Ia
. [

equacion propuesta por 4y*, y haciendo estas substitucioncs, se trans-

forma en Ag + B + Cp” + Dpp’ + Ep*> = o, cuya cquacion so-

10 contiene las cantidades variables 77, z; y los coeficientes diferen-

ciales de primero y segundo drden p, p'; g, 4.
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-

. d’y d’z dz
Sea, por exemplo, la equacion y3—+ + 23— + Gz
p q )/ dj" ({y.' ({y

que segun vimos (nim. 211.) no cumple con la condicion Ady +

dz = o. Si suponemos que z € y son funciones implicitas de la
variable independiente x, dicha equacion puede derivar de las dos
equaciones z#* - Falke 4bx = o, 2* =~ y* = a: pues si diferencia-
mos dos veces la primera, considerando dx como constante, tendré-
mos z3d%z -+ p3d%y + 52°dz? + gy®dy* = o; y diterenciando la se-
gunda, zdz — ydy =o; O elevdndola & la segunda potencia z?4z?
— ozydzdy -+ y*dy* = o; finalmente, eliminando z%4z® + y%dy*, y
dividiendo por 4y*, resultard la equacion propuesta.

De donde inferirémos, gute aunque una equacion diferencial de se-
gundo Orden entre dos wvariables z, é y, no cumpla con la condicion
Ady + Bdz = o; no se puede por esto concluir que dicha equacion es
absurda, 6 que mada significa : solamente se puede asegurar , que la re-
ferida equacion no pucde derivar de una relacion primitiva entre z ¢ y;
¥ que para satisfucerla es mecesario supomer que estas wvariables son fun-
ciones implicitas de otra wariable independicnte.

227. Quando una sola equacion {/ = o, expresa la relacion de las
tres cantidades variables v, y, z; dos qualesquiera de ellas se pueden
considerar como independientes, y la tercera serd una funcion impli-
cita de aquellas. Sean x € y las variables independientes: z serd fun-
cion de dmbas variables; y quando una qualquiera de ellas, x por
exemplo, varie y adquiera un incremento ¢ diferencia Ax; z varia-
£ L.

Ax

En este supuesto la equacion U = o expresara la relacion de las

dos cantidades variables x, y z, de las quales la segunda es una fun-

= o,

r4 y adquirird la diferencia correspondiente

. . ;e . « . - a
cion implicita de la primera, y por consiguiente tendrémos —
k4

i dz . , . e
—f;—- — =0 ( ntim. 198.), cuya equacion dard el coeficiente dife-
dz 3

rencial de z relativo & x.
Del mismo modo ; diferenciando la equacion U = o, en el su-

. . , . au
puesto de y sola variable y z funcion de y , resultard la equacion —
dU  dz . ., . 4
Saloraters — o; de donde se inferira el valor del coeficiente dife-
az .
. dz
rencial .
dy

Si se multiplica por dx la primera de las equaciones anteceden-

; 14
tes, y la segunda por 4y, y se toma la suma; tendrémos [—d— dx ==
x
au au dz dr -+
—_— x
dy =+ dz dz
auv au
e e —
luego —- + dy ~+

dz dz
d_}'): o, pero—;;— dx +-—‘Zy—d)’__d2~:
au

dz

dy
dz = o: de donde se infiere, quela

EN GENERAL. . I 5 1

equacion I = o se puede diferenciar considerando U como funcion de
tres variables independientes &, y, z. Pero es necesario tener presente,

L . . . . . . AU

que la tiltima equacion diferencial equivale & las dos equaciones ——
aU  dz au AU dz . . dx
—=o, —— — o: pues si se substituye por

dz  dx dy dz  dy
. dz dz , . . ’
dz su valor —— . dx + —— dy ; 4 causa de la independencia de las va-
K ay . , . . ’
riables x é ¥, ¢ de sus diferenciales dx , dy , serda necesario igualar &

cero las cantidades que estas diferenciales multiplican ; de donde re-
sultarin dichas dos equaciones.

. . . , d’z d’z
228. Los coeficientes diferenciales de segundo drden = T
ax 47
y los de los Ordenes superiores , se determinarin diferenciando las
. dU au  dz o dU — dU  dz . .
equaciones —o — o:ysien vir-
quacio w TR @ * dy dz  dy y
tud de la notacion nim. 222., representamos la primera de estas equa-
. d(U) 4(U) .
ciones por —o, y la segunda por ——— = o; estas equacio-

nes contendrin, del mismo modo que la propuesta, las tres variables

x, 7,2,y se podrin diferenciar del mismo modo que aquella.
4(U)

an

dri considerar como funcion de x y z, siendo z funcion de x sola,
FUy , dU SU ds PU de? AU
o

2 3
dvt dx* == dvdz  dx = Azt dat + dz

Diferenciando primero — o, relativamente & x ; U se po-

y tendrémos

d’z . . . . . ,
— = o. Diferenciando luego la misma equacion relativamente 4 y,
K

AU

.0 la equacion — — o relativamente 4 v, y teniendo presente
. - ay . .
. d’z dz . .
( ndim. 189.) que = , tendrémos el mismo resultado
dxdy dydx ,
&Uy , dU FU  dx U dz U dz
O : O.
dydv dydx -+ Aydz  dx + dy + dydx
. . SO : .
Finalmente ; la equacion: , diferenciada relativamente a4y, da
« 0
@Oy AT N U de &FU dz dU  dz p
; - 2 - —— ~=—=o: Pca
dy* ’ dy* dydz  dv dz*  dy® + dz  dy® ¢

ro como z es una funcion implicita de x é ¥, en la equacion U = ¢;

U lo serd igualmente , y por consiguiente tendrémos (ndm. 193.)
F Uy U U
dz(U):————,—)—dxz-f-z[( ) <
: dz® dzdy dy*
au au (U
o ) Y2 Jos resultados

dv 7 dvdy T d
dz dz
que acabamos de hallar; dz en lugar de - dx = b dy;y 4z
x ¢

dy*=o; y en efec-

to, si se substituyen por
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-

dx ‘ dzz dz N .
en lugar de — dv® ~ 2 ——- dudy + e dy*, se hallard la misma
ar A

(1’3—'({}' dU
. . . . dU
equacion que resultaria diferenciando la equacion —— dx —- — gy
au . dx i d
+— dz = o, considerando z como funcion de las variables inde-
z .

pendientes de w, éy; y por lo mismo dv, y dy como constantes,
229. Como la equacion U == o tiene dos diferenciales primeras

au) d() T . ;
~ =0,y — — o ; se podran eliminar dos cantidades cons-
£ Y

tantes por medio de estas tres equaciones, y la eqguacion que resul-

tare expresard la relacion de las variables x, 7, z, y de los coefi-

. dz - dz . .
cientes diferenciales — T independientemente de las constan-
£ dy

tes eliminadas.
Si 4 las tres equaciones antecedentes se afladen las de segundo or-
&y &y & U)
den dvt T s dedy 7 dy
ciones, por medio de las quales se podrin climinar cinco constantes;
y lo mismo dirémos de un mayor ndmero de equaciones.

250. Por medio de la equacion U = o entre las tres variables x,
¥, z; y de sus diferenciales , no solamente se pueden eliminar can-
tidades constantes, sino tambien funciones de las variables indepen-
dientes cuya forma no se conoce.

. , X X
Sea por exemplo la equacion z ==/ { — ), expresando f{ —
. . . x J. Jy
una funcion indeterminada de — de qualquiera naturaleza que sea.
. ¥
. X s ~ .
Si hacemos — = #, tendrémos z =/ (1) , dz = duyf’ (1) (n. 186.),
y

dx xd du I du T .
diy = — fj, — —, — — — —: pero siendo dz =
d 7 d. 7 “ d 7 z’dy 7 d
b4 z x xdy , dz L
dx d:(———-—- ) "(u), setda — == —f'(u
dz -+ dy 4 v ¥ f ( )’ dz B f( )’
dz r e . y , dz,
' = — — f'(#), y eliminando f’ (#) resultard x = arenes
dy Y dx
dz . . . . x
J—— ==o, cuya equacion conviene igualmente 4 z = ik z =
v
x x , .
sen. —, z = log. PR en general 4 quantas funciones se pueden
b x

imaginar de —.

Pasando de las diferenciales de primer drden 4 las del segundo,
resulta un ndmero mayor de equaciones, por medio de las quales
se podrin eliminar en muchos casos dos funciones indeterminadas.
Pero este y otros asuntos los rescrvamos para e/ ¢ilculo integral con
el qual tienen una relacion inmediata.

= o, resultaran seis equa--
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D¢ las equaciones de condicion que deben wriﬁmrse para que
una fzmoz’on sea la dg‘ermcid/ de ofra funcion.

231. En el nim. 190. hemos demostrado, que si Adx <= Bdy
es la diferencial de una funcion z de dos variables independientes x,

. . . dA4 ey L .
é y; el coeficiente diferencial — e idénticamente el mismo que
aB (34

—- De donde inferirémos , que si en una funcion diferencial Adx

x . : . dA dB - . :

- Bdy, no se werifica la equacion —— = ——; dicha funcion no se-
X - N

rd la diferencial de una funcion de dos wariables independientes x, ¢ y.

Sea por exemplo la funcion diferencial xydx —+ x*dy. Sera A
d dB ..
= xy, B—= a*, —— = ¥, Yy —— == 2; por consigulente la fun-
. iy £
cion propuesta no puede ser la diferencial de una funcion de x € j.
Tambien inferirémos de lo demostrado ; ( niim. 196.); que si

en una funcion diferencial Adx —+ Bdy —+ Cdz, no se verifican las
. tenti dd 4B dd __ dC dB __ dC
tres equaciones idénticas —— = ——, ——=——, y — = p»
la funcion propuesta no podra ser la diferencial de una funcion pri-
mitiva de las tres variables independientes x, y, z.
En general: sila funcion diferencial Adx -+ Bdy + Cdz 4+ &c.

n(n—r1) .
—= de estas equaciones de con-

tuviese n variables ; resultarian

2
dicion que deberian verificarse para que dicha funcion fuese la diferen-
cial de una funcion primitiva de n wvariables indepenaientes x, y, z, &c.
232. Sea Gdx -+ Hdy una funcion diferencial de-primer drden
que contiene dos variables independientes x € y, y que llamarémos z.
Diferenciandola suponiendo constantes dx , y 4y, hallarémos 4z —

aG daG dH H dG dG
—dx? —dx —dydx + —dy® = ——dr*? —_—
Ax + dy d.%d_}’ + az 4 + dy 4 dx ax® + dy +
dH

T 4H .
—;—) axdy -+ —;{;—dy’. Sentado esto ; supongamos que se quiera ave-

riguar si una funcion propuesta de segundo Orden Idx® + Kdxdy +-
Ldy* es la diferencial de una funcion de primer orden considerando

como constantes dx y d4y. Comparandola con dz , tendrémos las tres
. aG dG dH dH . .
equaciones J —=—, K—= — ~ —, y L = —. Diferenciando
. dx dy dx dy
la primera relativamente 4 y, y la segunda relativamente 4 x; 4 cau-
sa de GG 4G odrémos eliminar G tendré K i
= rémos elimi = —
Tl il podré n > ¥ tendrémos —- 5

-+ ——-. Para eliminar H, diferenciarémos esta equacion relativa-
\%
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&$H d’L
su valor —:—= qUE se encuen-
ax

mente 4 y ; y substituyendo por

2 dy

. dH . .
tra diferenciando dos veces la equacion L = — relativamente 4 x;

4
ltard 1 con d dici &K al d*L deb
ke condicion — — qu .
resultara Ia equacion de co dndy P =t e que debe ve

rificarse para que la funcion Idx® « Kdxdy -~ Ldy® sea la diferen-

cial de una funcion de primer orden.
Sea por exemplo 3x%dx* —+ 2y*xvdxdy -+ 2x%ydy? 1a funcion pro-

puesta. Compardndola con la antecedente , serd I = 3a*, K = 2yx,
a1 4K d*L

L — 2x%, _(7))-2_.:__—0,——-:4)', — =4 de donde resulta Ia

dzdy
equacion idéntica 4y =4y, y por consiguiente que la funcion pro-
puesta cs la diferencial de una funcion de primer drden. En efecto,
dicha funcion es la diferencial de a3dx ~+ x%y%dy.

La funcion x3dx? + x%ydxdy —=y3dy*, no puede ser la diferen-
cial de una funcion de primer orden, por no ser idéntica la equa-
cion 21 == 6y -+ 6x que de ella resulta. :

Del mismo modo podriamos hallar las equaciones de condicion
relativas 4 las funciones de los ordenes superiores en el supuesto de
considerar como constantes dx , y dy; y tambien las que pertene-
cen al supuesto de tratar como variables estas diferenciales: pero
no seguirémos estos métodos particulares, porque nos parece mejor
emplear ¢l método general siguiente, el qual se aplica 4 las funcio-
nes de todos los drdenes, y que contienen un ntimero qualquiera de
variables.

. o y ) e «
233. Supongamos que cstas variables sean x, y, =, &c. de las

. . (1}' 4, dy
quales x varia uniformemente; y ——=p, ! = q., L —r &
dv d f’ / [I‘[ 7 dx ax dx
y =7, — = q, — = ', &c.; &c. Esto supuesto, sea ‘G una
z ' R X

funcion diferencial que contiene las variables x, y, z, &c., y los

coeficientes diferenciales p, ¢, , &c.p', ¢, 1, &c. 5 sila diferen-

e . . dr
ciamos y dividimos por la diferencial constante v ; 4 causa de ——
d"/ + o

EN GENERAL. 155
.o, d
tserd B —— i
dy
ae a¢ a/¢ da*e d*¢ &
£ — 5 c.
p T Pt s T T T ]
— e, a4, 4, de e e
——n s C. — 00 0IROTS
+ dzdy r+ z{p’dyq + dy'dy T arldy + e
L —+ &ec.
X ae de
.__..d._-.—-; o = Ltaauree
dx dy dp
are i a’e a*e + a'¢ - de s &
B P r - &ec.
{dxdp + dy + dydpP+ dp* 1 dgdp drdp
— ae o die IR Tt
r $
T an b I T T T e j
~+ &c.
dae X dre de
& - T d. flﬁ’ D._.—;?—.....
ar'e a’e -+ e + are + da*¢ aie &
—r .
dg Tl T T T G 1T o ST C]
—— ae " ave d*e 4%, & T e
dzdg dp'dg + dg'dy e drldg § e
+ &e.
da¢ X d¢
4. .
dp + dv dg
. . e are 1 '
Del mismo se hallaria E = = -+ d.—: pero
; - dr dyg dx dr
quando se llegue al coeficiente F de la dltima diferencial parcial Z'is;
. , ; ¢
como ‘G no incluye s, serd F=—.
¥

Reuniendo estos resultados; y observando que los que pertene-

cen 4 los coeficientes B’, C’, &c. son semejantes ; formarémos estas
series de equaciones

=, == s, la expresion '}{I.Td,‘: contendrd las nuevas variables s, B — ;v i %_ , B = 72_ 1. _z% .
f:/c+d/cp+ d/€q+d/€r+df€s+&c. =2 x g o= &e.
LT L S I I 727 ve Wk
YRS T e R Sl g+ o P s & D= PR 4 dg D=+ i
l & L R R LN R
Hagamos para simplificar { Adw + Bdy + Cdp + Ddq + Edr + Fds + & o :;/qc dw | dr e :% aw O
—i;— A6 =€, yds :{I + B'dz+C'dp'+D'dg+ E'dr'+ F'ds+ &e. — —

L -+ &e. La funcion ‘G se puede eliminar en cada una de estas series de equa-
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ciones. Considerémos desde Iuego las que conticne la primera relati.
va 4 la variable y. Diferenciando y dividiendo por 4x la segunda equa.

cion de esta serie, y restindola de la primera, resultard B — .;T Ac
—_ - d;: 2. IZG : afadiendo 4 este resultado la diferencial Segunda
de la tercera equaciogl dividida por dx*, tendrémos B — ‘-::?.dc_*_
d; D = d.is ds'_[jii: &e. '

; .
Si la funcion € solo fuese de segundo oOrden;’ € 1o seria del pri-

mero , y por consiguiente solo incluiria el coeficiente diferencial p;

R 13 . V . . '

——, Seria == o en este supuesto ; y por lo mismo tendriamos rela-
q

I
———,—dz.D = O.
ax” . )
Si € fuese de tercer Srden; ‘€ lo seria del segundo, & incluiria

solamente los coeficientes diferenciales p, ¢g: y por consiguiente Ia
I
BE=o,
da? _
En general ; relativamente 4 la variable y tendrémos la equacion de

condicion B — ——4C 4+ ——d?D — —— #5E o —— 4+ F — &c. =o,
: l dz da’? dz?

ax S
Como la serie de equaciones perteneciente 4 la variable z, esse-

. ) . I I
equacion de condicion seria B — -—d——dC-l- -FdzD -
T X2

mejante 4 la de la variable y ; es evidente que relativamente 4 dicha

. ) 7 - e T I I
variable tendrémos la equacion B’ — - dC' —+ —= "D’ — ...
1 ax X3

a*F' — &c. == o: y en general se echa de ver, qne

I
3 /
dz? B -

4
para cada una de las wariables que contiene la funcion G, habrd una
‘de estas equaciones de condicion ; excepto para la wvariable cuya diferen-
ciul primera se supome constante con la mira de sz’ﬂwlj]‘z"car los calculos, y
que en nuestro caso es X.

: . ) &
Las equaciones antecedentes significan lo mismo que —

g% I de 1 de x d

d. az. —_— 43, 4. — &c. =o.
de 1 e i e _

— —d. ar. — &e.—=o C.
dz de. . dp!. -+ dx* dy &e ’ & :

234. Tales son las equaciones de condicion que deben verificarse
para que una funcion Cdx de un Jrden qualquiera, y que contiene
un ndmero qualquiera de variables x, ¥, z, &c., sea la diferencial
de una funcion ‘G del Orden inmediatamente inferior, en el supues
to de que x varie uniformemente. Por lo que ; quando se quiera ave:
riguar si una funcion propuesta Cdx es la diferencial de una funcion 4

. ;- . .« . I
tivamente 4 la variable y la equacion de condicion B — ——dC+
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. . dy dp
Grden inmediatamente inferior s despues de haber hecho =P —=q
A X

&rc., dc. , se formardn los coeficientes diferenciales parciales B (= —(E—),
__de ,_dé’>c,_d6>@qé‘. .dyb
C(M-EIT),&C.B(._—&— s (__d—P,— » Orco, dc.; y sisubs-
tituidos en las equaciones de condicion antecedentes , las reducen d cero,
la funcion propuesta serd efectivamente la diferencial de una funcion del
orden inmediatamente inferior : pero si todos los términos de estas equa-
giones no Se destruyen en virtud de dicha substitucion ; la funcion pro-
puesta no serd la diferencial de una funcion del orden inmediatamente in-
Jerior. o -
Sea por exemplo 6y*dxdy =~ 6xydy® == 3xy*d’y la funcion pro-
puesta. Transformdndola en 3dx* (2°p =~ 2xyp® ~+~1y%7 ), y omi-
tiendo el factor constante gdx*, harémos 29%p —- 2xyp® 4 x3°q — G,
y tendrémos B == 4yp — 2xp® =~ 2xyq , C = 2y* + 49p , D = xy?,

- 2 ! 12D — "o
—:{Td(]:: 8pp =k 4P == 4379, —— D = 43/p = 22p -;;— 274 cu-
yos valores cumplen con la condicion B — 740 -+ -;;-;JZZD =o,

y por consiguiente la funcion propuesta sera la diferencial de una
funcion de primer orden. Dicha funcion es en efecto la diferencial
de (y% 4= 3vy%p ) du.
Sirva de segundo exemplo la funcion Idx? = Kdxdy —— Ld)? +-
Mi?y = (I Kp —+ Lp* + My ) dx*. Faciendo I -~ fp - Lp* 4
dc dr di ar M T

My =G, tendrémos = Do —— PP e —— g
1 c, ° dy dy + dy p+ dy g dy 27 dp
= K-+ 2Lp, —;—- — M ; y substituyendo estas cantidades cn la equa-
aq
. de 1 4 1 e 3 dr
cion —— — a. g —d2. — o, se transformard en —
~ ay Sdv o dp da® dg dy
AK dL aM b

- I
+—:1},_P+—Zy—1)z+7y-q—?—d(R+2lp)+7§_d2'M_o'

Como esta equacion debe ser idéntica ; despues de efectuadas las di-
ferenciaciones indicadas se igualardn 4 cero las cantidades que no in-

cluyen p, y las que multiplican p, p®, ¢, y resultardn las quatro
: ar AR I a*mM dL M

~+ — —=o0, — — =0, ———

dy dw dx dady dy dy®

equaciones

2

dM .

= o,y L — —— =o, que a4 causa de que la segunda y la tercera,
ay

son upa conseqiiencia inmediata de la quarta, se reducen solamen-

. . . &M dI 4K , dM
te 4 dos esencialmente distintas e -+ - —o, L — z
X N oY

dy % :
29¢. Sea’Cdx la diferencial de “C; 4 causa de Cdx — 4C, ser
Cdx*la diferencial segunda de la funcion "€, y tendrémos relativa-

dzx

- O.

, . . I I
mente 4 la variable y las dos equaciones () w.. B — ——dC
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1 I aeg 1 J¢
D — BE = —d+F — &c.=o — a. R
“ d e & a a T T
dre I d'e ) )
4. — - — 3. — &c. == o: pero de la serie de equaciones
ayg ax r d€ I I X
m. 233. se infiere =C— AD - A*E — —— 43
del num. 233. se in & - - = &F
- dle 1 I ds I
— =D ——dE 4+ —4°F — &c.,—=E ——
- &c., = D - + == &e., 7 E — AF
e

+ &, —= F — &c.; y substituyendo estos valores en la equa-
»
cion antecedente se transforma en
2 3 4
e O — — ——*E — —— &3F .= o.
(b) C. — dD+d¢»’ = ABF 4 &c. = o

Las equaciones (a), y (b) seran idénticas siempre que la fun-
cion Gdx* sea la diferencial segunda de una funcion qualquiera.

Siendo por exemplo C= 2y® 4+ 4x3p, y D =—=uxy* en la funcion
diferencial Gy?dxdy == Oxydy® == 3xy*d*y ; serd dD = y*dx — 2xydy;

- . 2 L ase s
y por consiguiente la equacion C — — @D = o serd idéntica igual-
k4

I ¢ '
1 —— —— PRI, 2 — . 1
mente que la equacion B —dC + —a*’D=o; y la funcion

propuesta la diferencial segunda de una funcion primitiva. Esta fun-
cion es xy3.

236. Si €4v3 es la diferencial tercera de ura funcion qualquiers,
'€dx® serd su diferencial segunda; por consiguiente tendrémos la equa-
. d'e 2 y a'e - 3 2 a'e 4 43 d'¢
cion — . . —_——B.

dp dx dg da’ dr da’ ds

ae die .
— , —, &c. sus valores respectivos resulta-
dap " 4

’ . 6
r la equacion (¢) ... D —-—i—a’E ~+= -:l—z-dZF—- &c. = o, que se-
¥ X3

—+ &c.= o,

y substituyendo por

ra idéntica del mismo modo que las equaciones (a), (b), en el su-
puesto de ser €4x3 la diferencial tercera de una funcion qualquiera.

Del mismo modo se hallaran las demas equaciones que deben ser
idénticas quande la funcion propuesta sea la diferencial quarta, quin-
ta, &c. de otra funcion.

Las equaciones (a), (b), (c), se refieren vinicamente 4 la varia-
ble y: pero se echa de ver, que 4 cada una de las otras variables
(excepto la que crece uniformemente) corresponde un ntimero igual
de equaciones semejantes 4 las antecedentes.

237. Si V representa una funcion homogénea de dimension 7 de
las variables x, y, &c.; y se substituye ax en lugar de x; ay en lu-

7 7 , .
gar de y; &c.; Vse transformard en 4 V, ¢ haciendo a = 1 =+ £,
k22 (1N — I
en (1 -~V =V(1 4 nk+4 @D g ~+ &c.). Pero como en
: 2
este supuesto, x se transformaen x —kx; y, en y - ky; &c.; Vse
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v av
¢ransformard tambien (nim. 187.) en V" + — kx == -—{;—ky + &c.

I (i:V 2 2 A-V 2 (i 2,2
Y Gy 2 ——k2xy 4= ——k%? + &c.) +~ &c.: por
-+ — (d.r’ k2x? == iy Y o g ) ; P
consiguicnte , igualando estos dos resultados, y comparando las can-

tidades afectas de una misma potencia de la indeterminada &, resultarg

14 v
_‘f_.x..;.-—d—yq— &e. =nlV"
Ly

ax

av iV v, N
A% e 2 e XY = —— P = & =n(n =~ 1)V

Y 2y 7 dy* y ( )

&ec. \
 Ia primera de estas equaciones manifiesta una propiedad notable de

las funciones homogéneas, la qual nos serd muy titil en el célculo in-
tegral; y las demas son consequencias de aquella.
3

Py , 9 .'lV )
‘Sea por exemplo V== (a3 4 xy®): serd n=— :“3;‘ (w2
1 : 3 z ) .
7 " 2 _— Y 3 12 . Y7 7
= p?) (502 -y ),___dy = - (x® =+ xp*)” x 2xy; y en virtud de

. . ; 3 7 3
dicha propiedad deberd ser — (a3 -+ xy?)* (3% =2 ) & = — (w3
3 3 S .
-+ ay®)” % 28)° = (x3 4 xp*). En efecto el primer miembro
2 A i o
de la equacion.amecedentc se puede transformar en — (w3 +ay?)”
a 2

(303 o= ap? - 2% ) = —%— (23 4= ay? )

L
. x4 p)? . Ir av
Si V fuese = ¢ ———; tendriamos 7 =— — —, _—
iy’ 2 da
I I
—4 — 9 I 1 —3 —3 —1 — v — Gy
g3x Ty (x-—i—-}/)z—i—-;—.x y C(x+y) ‘= : s
224 (o - 9)*
av — gy — 6x . — 57 — Gy
— = —; ¥ por consiguiente et
¥ 2wyt (w + 3)° 20%9° (w97
— gy - B , 19 Co+o)? . . :
icd deberd ser — — X . La identidad de es-

33
3 % 2 X'y
22793 (& = 9)*

tas dos cantidades se reconocerd inmediatamente haciendo en la pri-

mera las reducciones correspondientes.

. . . v av -
Si 1 fuese = o, tendriamos X -l—Ty —+= &c. = o; y supo=-
axy y
. . . av v y
niendo V funcion solamente de x € y, ==
X y X
az’ =+ x , . dv 2a2y" e abx’y 4 93 AV
Sea V' — — 2. tendrémos = n . s =
27 = bay dx (Y =bxy)” . dy.
242’y 4 abx’ o ay® ..
— " : POL CONSIGUIENTE werrmmrerssrassstsrmmmssrerinneasssissrsssns
(9" =+ byx)? :
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(2axp® = aba’y = 9)) & — (2a2°y ~ aba’ + 29" )y

- (9 = by )’ . y
lor de —— dividido por el de ——, igual & — —.

es igual 4 cero; y el va-

238. Supongamos J funcion de x € y de dimension 7, y AV = Adx

4 Bdy. A causa de Ax + By =#V, serd d(Ax + B.)=n(Adx + Bdy);
dA
de donde se infiere efectuando la diferenciacion indicada —— X+ 4B

dx
dB dA dA dB
:—_:(n —— I)A, —;;—}/—i—-jy—%'_.(ﬂ-—- I)B PCIO-—AE""-—-—I’:—;

dA dA dB iB
— -—_—y = —_— — —_—y = (R -
luego —— =~ 5 (n—1)4d,y > X~ ——) ( 1)

B; luego A, B, y en general todas las diferenciales parciales de una
funcion homogénea de la dimension qualquiera #; son funciones ho-
mogéneas de la dimension # — 1.

239. Sean A, B funciones homogéneas de dimension 7 — 15y

. . M 4 44 dA
Adx <~ Bdy la diferencial de una funcion V. Serd ——x -~ =

dB dB d
(n—1)4d, — %‘-i-—-z;—y::(n — 1) B, ¢ (4 causa de - =
dA4 dB d4 dB
—-——‘fj) — Xy = (n— 1) 4, y X e s y=(n—1)B;
de donde se infiere multiplicando la primera equacion por dx, la se-

dA dA
gunda por &y, y juntindolas 7 ( Adx - Bdy) =« (—-i—— dx == -—{y—dy)
d dB ax ‘
= Adx =y de—',- —;y—dy) ~+ By = xdA —~ Adx -+ yiB

— Bdy = 4(Ax ~+ By): luego si A, y B son funciones hoinogéneas
de dimensionn — 1,y Adx = Bdy una diferencial exdcta; serd n (Adx
~ Bdy) ==d(Ax + By).

240. He aqui todo quanto nos hemos propuesto exponer del cal-
culo diferencial en estas Instituciones: le hemos fundado constante-
mente en las consideraciones de los limites de las cantidades o de sus
razones, parcciéndonos este método el mas elegante, riguroso y sen-
cillo que se puede emplear en la parte metafisica del cilculo diferen-
cial, y de sus aplicaciones. Los Mateméticos antiguos, y particular-
mente Archimedes, cuya exictitud y rigor geométrico han sido tan
justamente admirados, le empledron continuamente; y al método de
los limites debe seguramente aquel Geometra la mayor parte de los
descubrimientos que hizo en la Geometria, y que hiciéron su nom-
bre inmortal (1).

Sin-embargo ; casi todos los tratados del célculo diferencial que
se han escrito desde que Newton y Lebnitz le inventaron ; se fun

it

(1) Vianse sus-obras, y primz'paz’mmte: su ticelente tratado de la Esfera y del Cilindro.
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dan sobre principios diferentes. Los Matemdticos Ingleses, siguiendo
4 Nouwton, le llaman Método de las fluxiones ; y establecen sus prin-
cipios sobre las consideraciones del movimiento ; en igual que los Geg-
metras del continente , siguiendo las ideas de Leibnitz , le llaman mé-
todo de los infinitamente pequefios, y le fundan en la consideracion
de las cantidades infinitas € infinitamente pequefias. Del método de
las fluxiones, solo dirémos que los lectores que desearen conocerle,
le hallardn explicado muy por menor en el excelente tratado de Ma-
claurin : y por lo que toca al de los infinitamente pequefios , vamos
4 dar una idea sucinta de él; y luego manifestarémos con algunas
aplicaciones 4 la tedrica de las lineas curvas, la causa de ser sus re-
sultados los mismos que se hallan por el método que hemos seguido
constantemente en-estas Instituciones.

241. La primera hypdtesis que se hace en el cilculo diferencial
considerado como el método de los infinitamente pequeflos, es que
las cantidades variables x, y , &c., crecen por incrementos ¢ diferen-
cias infinitamente pequefias dx, 4y, &ec., 4 las quales llaman dife-
renciales , y se deben considerar como nulas respecto de las cantida-
des finitas : de manera que estas diferenciales solo se pueden compa-
rar entre si. De aqui resulta que las cantidades (dx )*, dudy, (ar)?,
son infinitamente menores que dx, O dy: pues siendo 1:4x::dx:
( dx)?; la cantidad (dx )? serd infinitamente pequeia respecto de dx.
Por esta razon se llaman estas cantidades infinitamente pequeiias de se-
gundo érden; y deben considerarse como nulas respecto de las de pri-
mer Jrden 4x , dy. Por la misma razon, las cantidades (dx )3, o
simplemente dx3, dy3, dx?dy, &c. se llaman infinitamente pequeiias de
tercer 6rden, y se deben despreciar relativamente 4 las de segundo
‘orden.

En general ; una cantidad infinitamente pequeiia de un irden qual-
quiera , es infinitamente pequeiia respecto de otra cantidad infinitamente
pequeiia de un Grden menos elevado ; y por lo mismo la primera de es-
tas cantidades se debe considerar como mula , relativamente d la segunda.
-~ Estos supuestos dan una facilidad suma para hallar las diferencia-
les de qualesquiera funciones: pues es evidente, que despues de ha-
ber substituido & ~~ dx, 4 & ; ¥y == dy & y ; &c. en una funcion qual-
quiera ; al tiempo de transformar en serie la funcion que resulta, so-
Io se deben conservar los términos afectos de dx, 4y, &c., despre-
ciando los demas como infinitamente pequefios respecto de aquellos.
Por exemplo si la funcion propuesta fuese ay; haciéndola igual 4 =z
tendrémos z —+ dz = (x == dx ) (y - dy ) = ay =+ ydx ~+ xdy -~
dxdy , 6 dz — ydx — xdy < dxdy ; y despreciando la cantidad dxdy
por ser infinitamente pequefia relativamente 4 las demas, resulta 4z
O d.xy=—ydx -4~ xdy.

Por medio de esta formula se puede hallar la diferencial de una
funcion algebriica qualquiera. Si por exemplo hacemos y = x ; serd
»dy = dx , y ‘por consiguiente & . x* = 2xdx ; decl mismo modo se ha-

X
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laria haciendo y == &%, d. x3 = 3x*dx;y en general siendo # un nd-
mero entero positivo, 4. =" .

Ta diferencial de &~ en el supuesto de ser # un niimero qualquie-
ra, se puede hallar directamente por medio de la formula del bino-
mio de Newton: pues si hacemos y — =« , tendrémos ¥ -+ dy =

73 == I 1 —1x 1 —2

7.
(x..;_dx)"::xz-i-nx ax == n— X dx? + &c., de donde
2

. . 7% — I 77— I 7 — 2 .
se inflere dy —nx A% = n———=% dx* 4~ &c.; y desprecian-

do los términos multiplicados por 4x?, dx3; &c. como infinitamente
. . 7 72 — 1
pequefios respecto del primero, resulta dy—=d4d.x —=nx dx.

En general; si y es una funcion qualquiera de X ; y Suponemos que x
adquiere el incremento infinitamente pequeito dx ; el incremento corres
pondiente dy serd en virtud de lo dicho (mim. 91.) igual & Adx +
Bdx? 4 Cdx3 + &c., (representando A, B, C, &c. las mismas fun-
ciones que en aquel mimero ), y suprimiendo los términos afectos de las

cantidades infinitamente pequeiias de segundo , fercero, dc. orden 5 que-
. dy
dard dy — Adx, yT::A.
ax

242. Supongamos que siendo dada una relacion qualquiera entre
x € y; adquieran estas cantidades los incrementos infinitamente pe-

quefios respectivos dx, dy; es constante que la relacion de estos in--

crementos se podrd expresar por la equacion Adv —+ Bdy —+ Cda?
— Ddxdy + Edy* + &c. = o, siendo 4, B, C, &e. funciones in-
determinadas de x é y, del mismo modo que en el nim. 31.; por
consiguiente despreciando las cantidades infinitamente pequenas de se-
gundo drden, y las de los ordenes superiores , serd Adx —- Bdy =o,
A
y dx
hallamos por el método de los limites, y debe necesariamente set

A R .
== Estos resultados son idénticamente los mismos que

asi; pues como las operaciones que se hacen en dmbos métodos pa-
dy .

ra hallar T , son en el fondo Jas mismas; deben forzosamente con-
X

ducir 4 un mismo resultado.

243. El método de los infinitamente pequefios facilita igualmen-
te la diferenciacion de las funciones transcendentes. En las funciones
circulares por exemplo, se considera el arco infinitamente pequeiio,
como igual 4 su seno o & su tangente ; y el coseno, como igual al
radio ; de donde resulta, que si tuese y = sen. x, seria y — dy =
sen. (& 4 dx ) = sen. & €os. 4x = €os. X sen. dx = sen. x ~+ dx €os. 3

.. dy . ‘
por consiguiente , dy ==dx c0s. X, y —— == €0S. X; lo mismo queé
ax

por el método de los limites. Del mismo modo hallariamos la dife-
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rencial de cos. x . y en general la de una funcion qualquiera.

244. Otro supuesto del método de los infinitamente pequeilos es,
que las cantidades infinitamente pequefias 0 diferenciales dx, dy , &c.
tienen sus diferenciales respectivas d?x, 4%, &c. las quales se con-
sideran como infinitamente pequefias respecto de las primeras, y se
llaman las diferenciales segundas de x, y , d-c.: por consiguiente , es-
tas diferenciales son infinitamente pequefias de segundo orden; y por
lo mismo homogéneas con dx?, ay*, dxdy , &c.

Las diferenciales segundas 4%x, 4%, &c. tienen por diferenciales
dsx, dy, &c. las quales son las diferenciales terceras de «, y, &c.
¢ infinitamente pequefias de tercer drden ; y asi continuando al in-
finito.

De aqui se infiere ; que las diferenciales segundas se hallardn con-
siderando las diferenciales primeras como nuevas variables, y dife-
rencidndolas del mismo modo que se diferencian las variables x, y, &c.

para determinar las diferenciales primeras. Por exemplo, si fuese y
7 . %I . . . .
— x :seria dy —nx dx; y diferenciando esta equacion consi=

derando dx, dy, como nuevas variables, hallarémos 4y —=n(n—1)

13— 2 7= . . . .
X AxX® = nx d?x. Si se supone constante la diferencial prime-

ta dv; la diferencial segunda 4?x serd — o, y por consiguiente d%
’ 13— 2 .
=n(n—1)x dx®; y si en vez de suponer dx constante , se

supone que lo es dy; serd n(n—1 )xn Mat e n AP =o,
lo mismo que en el nim. 217.

245. Basta lo dicho para manifestar los principios en que se fun-
da el cilculo diferencial considerado como el método de los infinita-
mente pequefios ; y las operaciones que en €l se practican para dife-
renciar las funciones de las cantidades variables. Por poco que se re-
flexione sobre estas operaciones, se verd que ((segun observamos an-
tes) en el fondo son las mismas que las que prescribe el método de
los limites, y por consiguiente deben ser los mismos los resultados en
4mbos métodos. Pero en la metafisica de dichos métodos, hay una
diferencia muy notable: el que seguimos en estas Instituciones, se
funda sobre principios simples é incontestables, quales son la consi-
deracion de las diferencias de las cantidades variables, y los limites
de sus razones; en igual que el otro se funda en las nociones vagas
é imperfectas de las cantidades infinitamente pequefias de las quales
es imposible formar idea exicta; y por lo mismo las demostraciones
de dicho método carecen de la exfctitud y rigor que caracterizan las
Ciencias matematicas.

_ Los lectores qué¢ desearen conocer por menor el cileulo diferen-
cial y sus aplicaciones segun el método de los infinitamente pequer
fios, lo lograrin en el estudio del andlisis de los infinitamente peque-
fios del Marques del Hospital.
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246. En las aplicaciones del célculo diferencial por el método de
los infinitamente pequefios ; se hacen algunos supuestos andlogos 4 los
de dicho célculo: asi para aplicarle 4 las liqeas curvas, se supone que
una qualquiera AMd ( fig. 78.) de estas lineas, es un poligono de
una infinidad de lados infinitamente pequeios Aa, ab, bM, &c.; los
quales son los elementos 6 diferenciales de la curva ; y que l1a prolon-
gacion de uno qualquiera de el!os M forma la tangente M1 en el
punto M: ¢ que un arco infinitamente pequefio MM de una cur-
va qualquiera AMF (_fig. 76.) se confunde con Ja cuerda correspon-
diente MM : que la superficie AP'M' comprehendida cntre la abs-
cisa AP, la ordenada correspondiente P'M', y la porcion AMM’
de la curva; se compone de una infinidad de trapecios infinitamen-
te pequefios como MPP'M’, los quales son las diferenciales de di-
cha superficie : &c. Estos supuestos facilitan mucho las aplicaciones
del célculo diferencial, y simplifican los cdlculos: pues si suponemos
por exemplo , que desde los extremos M, ¢ del lado infinitamente
pequefio Me de la curva AMd (fig. 78.) se baxan las perpendicula-
res MP, cp, al exe AB de las abscisas, y se tira la Mm paralela &
dicho exe ; llamando AP, x; PM, y; serd Pp el incremento infi-
nitamente pequefio ¢ diferencial dx de la abscisa ; mc la diferencial
dy de la ordenada, y los tridngulos semejantes cmM , MPT dan

dy:idv:iy: 4 la subfangente PT = y—;—. Pero como por mas pe-

ty
- quefio que se suponga el arco MaM' (fig. 76.) de una curva, ja
mas se confundirid exActamente con la cuerda correspondiente MAM';
la parte PS del exe de las abscisas comprehendida entre el punto P
y el punto S de la cuerda MM’ prolongada, jamas llegard 4 ser exic-
tamente igual 4 la subtangente PT : asi, 4 primera vista este modo
de determinar la subtangente , mas parece una aproximacion, que
un método rigoroso. Mas el supuesto que se hace en el cdlculo para
determinar la diferencial dy; esto es, que se deben despreciar los tér-
minos que multiplican las cantidades infinitamente pequehnas de se-
gundo orden, y de los drdenes superiores dx*, dx?, &c,; reducien-
do 4 cero la diferencia 7§ entre la linea PS, y la subtangente PT;
corrige el error que resulta de suponer la curva AMF un poligono
de una infinidad de lados infinitamente pequefios como MM '; y por
consiguiente justifica dicho supuesto. En efecto: si suponemos AP
—x, PM—=y, PP = Ax, nM'== Ly ; y—%:A,%%:
B, &c., tendrémos Ay = AALx + BAx? 4+ CAx3 + &c., y en vit-
tud de los tridngulos semejantes M'nM, MPS, PS ..o
J
A 4 Baxr 4+ CAx® + G .
(= Ax), es una cantidad infinitamente pequefia; O lo que es lo mis-
mo (ndm. 241.), que Ax, Ax?, &c. se consideren como nulas re-
lativamente 4 la cantidad finita 4 ; la expresion de P.S se reducira

. - ) E /
. Pero si al mismo tiempo se supone que PP
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' dx ., ‘ 1 .
5 2 = -2 =—y—; MS scconfundiri con MT, y por consi-
4 dy dy o
‘ ‘ d { cdv
i y 4 igual 4 .
guiente PT serd 1g %

Lo mismo se puede demostrar de este otro modo. En el méto-
do de los infinitamente pequefios, se supone que M'n: nM:: MDP :
PT; pero en la realidad el primer término de csta proporcion de-
be ser la lnea mm; por consiguiente se desprecia la parte M'm —
( ndm. 133.) BAx® + Con’ —+ &c.: pero si al mismo tiempo se su-
poue que la diferencia PP’ de la abscisa es una cantidad infinitamen-
te pequefia dx ; la cantidad M ' = Bdx* - Cdx3 - &e. serd infi-
nitamente pequefia de segundo drden, y por lo mismo se debe con-
siderar como nula relativamente 4 la de primer orden dy = nM : por
consiguiente el supuesto de ser PP’ una cantidad infinitamente pe-
quefia, permite el de poder despreciar M ‘m, O tomar M'n por mn
en la proporcion expresada arriba. _

247. La observacion que hicimos antes (ndm. 245.7) relativamen-
te 4 las operaciones analiticas del método de los infinitamente pe-
quefios, y de los limites, se verifica igualmente en sus aplicaciones:
es decir, que las operaciones que se practican en las aplicaciones de
ambos métodos, son en el fondo las mismas, y solo se diferencian
en las expresiones, y en la metafisica particular de cada uno de ellos.
Por exemplo ; en la aplicacion del método de los limites, diriamos,

. . . ¥
ue quanto menor fuese Ax en la expresion ' - -
q quan i P o A BAxv 4= CART A= e

de PS ( fig. 76.), tanto mas se acercard el punto M’ al punto M,
y el punto S al punto T ; de manera, que la linea PS§ serd igual

a su limite PT quando fuese Ax ——o: pero en este supuesto, la
. ;3 o d . dv

xpresion antecedente se reduce 4 — 0 y——; luego = .

exp = }dy,.gP[ 7

Comparando este método para determinar la subtangente PT,
con el de los infinitamente pequeos; se verd evidentemente que la
operacion se reduce en ambos métodos 4 hallar la expresion de PS5,
y suponer en ella BAx - CAx® 4= &c. == o : en el método de los
limites porque la cantidad BAx —+ CAx? —+ &c. debe efectivamente
ser igual 4 cero para determinar el limite PT de PS; y en el delos
infinitamente pequefios, porque dicha cantidad se debe considerar co-
mo nula relativamente 4 la cantidad finita A, :

Por consiguiente : siendo una misma la operacion que se practica
‘para determinar la subtangente I’T en ¢l método de los limites, y
en el de los infinitamente pequefios ; el resultado debe necesariamen-
te ser el mismo, y asi vemos que ambos métodos conducen 4 la

dx .

chuacion‘ PT:}/T. , ; ,
5 ‘
248, Para determinar la diferencial de la superficic APM por el
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método de los infinitamente pequeios ( fig. 76.); se supone que di-
cha superficie se compone de una-infinidad de trapecios Infinitamente
pequefos como PMM'P’; cada uno de los quales es Ia dx.fcrencxal de
Ia superficie que le precede ; de modo que-dicho trapecio es la di-
ferencial de la superficie APM ; y,desprec1qndo h}ego el tridngulo
MnM', queda el rectangulo PMnP por la Eilferencml de APM: por
consiguiente, llamando s esta supetficie, serd ds — PMnP’ = ydx ¢

—— —7. Es evidente que en este €aso, se desprecia la superficie

MaM'n ; pero como al mismo tiempo se supone que la linea Mn =
dx es infinitamente pequefia; 4 causa de ser #M' = dy = Adx +
Bdx? 4= Cdx? + &c., el rectaingulo MmM'n ( fig. 77.) serd igual §
la cantidad infinitamente pequeiia de segundo orden Adx? —+ Bix®
~ &c. y por consiguiente la superficie MM 7 seri rambien infinita-
mente pequeiia de segundo orden; pero en el cdlculo diferencial se
desprecian estas cantidades respecto de las de primer Grden como ydx;
luego el supuesto de ser Mn — dx una cantidad mfx.mtamen/te peque-
fia, justifica el de considerar como nula la superficie MM'7; y por
lo mismo serd exicto el resultado hallado en virtud de estos dos su-
puestos. o . o ‘
En este exemplo, sera facil manifestar del mismo modo que en

el antccedente ; que la operacion que en €l se practica para determi-
) S

nar la diferencial de la superficie APM, 0 la expresion , €S en

el fondo la misma que la del método de los limites (km’lmb. 176.),

y se reduce 4 suponer — o la superficie MM #: cuyo supuesto se ha-
: ) ) . As

de la razon —syen
x

ce en dicho método para hallar el limite —

el de los infinitamente pequefos, porque dicha superficic es una can-

tidad infinitamente pequefia de seg}mdo orden; y por lo mismo nu-

la, relativamente 4 la de primer Grden ya’.}': asi vemos que ambos
: . C . . s ds

métodos conducen 4 un mismo resultado —— =j.

249. Estos exemplos manifiestan suficientemente, que los supues-
tos que se hacen en las aplicaciones del merqdo de los infinitamente
pequefios & las lineas curvas, son conformes 4 los de las operaciones
analiticas que se practican para hallar las dlfcr.enc.lal_es; de'. cuya con-
formidad nace la de las operaciones en-la aplicacion de dicho méto-
do, con las del método de los limites-, y por consiguiente la exdc-
titud de sus resultados. _ .

La misma identidad de operaciones se verifica en las demas apli-
caciones del método de los infinitamente pequefios; y como estas
aplicaciones, particularmente las de@las ciencias fisico-matematicas, sue-
len ser mas sencillas empleando dicho método, que qualquicra otro
conocido; no vemos inconveniente alguno en que se emplee con 1as
precauciones necesarias ; haciendo en las” aplicaciones los supuestos
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correspondientes 4 los de las operaciones analiticas, en cuyo caso sus

operaciones seran las mismas que se practicarian en el m'et(.)do de

los limites ; y por consiguiente, sus re's’ultados, serdn ’tambzen _los

mismos que se hallarian empleando dicho método 6 qualquiera

otro. el SR . LT
CAPITULO VIL

Continuacion ~de las aplicaciones del cdleulo diferencial
a la Analisis y 4 la Geometria. ' '

En los capitulos IV. y V. de estas Instituciones omitimos de in-
tento varias aplicaciones del cdlculo diferencial, porque exigian ma-
yores conogimientos de dicho cileulo, que los que se. podian adqui-
rir en los principios que contiene el capitulo 1II. : ahora que he-
mos tratado el referido cdlculo con la extension . suficiénte , cumpli-
rémos nuestra promesa (nim. 181. ) de continuar sus aplicaciones;
y seguirémos en ellas el drden establecido en aquellos capitulos.

Continuacion de las -aplicaciones del - cdlculo: diferencial
o a la doctrina de las series. :

T
Sy '

250. En el ndm. 100. enseflamos 4 transformat una funcion qual-
quiera y de x en una serie de la forma X ~+ Bx —+ Ca® 4 Das - &e.;
en el supuesto de que la funcion propuesta pueda adquirir esta for-
ma : pero luego advertimos ( hém.1ol.y 102. ) que quando alguna
delas cantidades A4, A, 4", &ec. fuese infinita en el supuesto de
x = o, como sucede en la funcion 8/( ax == x® ); seria esto una se-
fial segura de que dicha forma no conviene 4 la funcion propuesta;
y ofrecimos dar un ‘método. analitico - para convertir. en seric una
funcion qualquiera implicita ¢ explicita de una .variable. .
U251, Quando el supuesto de x'== o hace infinito alguno‘de los

. e e dy dy . ,
coeficientes difereticiales %, —d—;'&c. en la funcion propuesta; sue-
. &4 x

le ser muy dificil hallar la forma de la serie quc expresa dicha fun-
cion. Esto sucede principalmente en las funciones implicitas ; como,
por exemplo, si se quisiesen transformar en series las funciones de x
que expresan las raices de la equacion ay3 — a3y — ax¥=—o; vea-
mos pues como se puede resolver esta dificultad.

252. Sea la que fuere la forma que se busca de una serie en que
se desenvuelve una funcion de «; si dicha-serie se compone tnica-

mente de términos monomios relativamente 4 x, se podrd expresar

o 8
por Ax == Bx 4 Cv’ o & s representando los exponentes o,
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B, & qualesquiera” nlimeros : pero como quando se desenvuel.
ve una funcion en serie, la mira principal suele ser el hallar un v,.
lIor aproximado de dlcha funcion ; es necesario que la serie que la
expresa sea convergente, y por consiguiente que el valor de x sea ¢
muy pequeflo, 6 muy grande. En el primer caso es evidente que
los exponentes <, B, v &c. deben ir aumentando sucesivamente des.
de el primero y menor a, de modo que todos ellos sean posmvos
O que empezando por ser negativos lleguen a ser positivos en vir-
tud ‘del aumento progresivo; y al- contrario en segundo-caso , dichos
exponentes -deben ir disminuyendo desde el prlmu‘o y mayor a,de
manera que O rodos ellos sean negatlvos 0 que lieguen & scrlo en
virtud de su diminucion. La serie seri ascendxcute en el pmmel ca-
so; y descendiente en el segundo.

- 253. Los Gedmetras han, 1mag1nado varios metodos para deter-

minar [a forma dela serie convercrente Ax e BvB 4 CrY &
Newton , €l pumero que resolvxo este problema, inventd para ello
el paralelogramo analitico que el Abate de Gua simplificd reducién-
dole 4 un tridngulo (1) : Taplor dic una construccion geométrica
semejante al paraleldgramo analftico ‘(2) ; y finalmente , Mr. de La.
grange ha inventado un método analitico muy elegante y sencﬂlo,
que se: puede exponer del: modo sxguxente. E R C O U Vi

Sea ay3 — w3y, — ax® = o la.equacion cuyas raices se quieren
. et 3
determinar por medxo de series convercentes; y Ax” —+ Bx -

. 2B a 4365,
Cx” -+ Dx 3 &e = — y una de sus raices. Subsntuyendol

en la equac1on propuesta se transformara S RN (=) R
2B

-+ 3z'zA32
o= 2{?—%—3

aA% + mAzBr g =2f

o o tg
- &e, = AxT T8,
o~ ﬁ—!- '
Bx~ 5_ Cx — &c. — ax?=— o ;y como esta equacion
debe-ser idéntica, es necesario disponer sus términos de modo, que

los que esten- afectos ‘de- una misma potencia de a’, s¢hallen en una
misma columna. Supongamos primero que X sea una - ‘;amadad muy

8
pequetia ; la serie Ax" 4 Bx" " 4= &c. serd ascendiente, y por con-
siguiente la equacion (&) se deberd ordenar de modo que el expo-
nente 2 sea ‘una cantldad posmva. S1 la ordenamos como sxgue

A3vc -+-3:zﬂ’Bx +3a.4C| - 3a+23+gaA‘D|

et 3f4-&e. =0

+30AB*|¥. 4 6aABC|x
+ abB?
ax? -——Ax“ — B« oc+B+3 _ Cx¢+25+3—-&c.

E—]

(1) Memorias de Ta Academia de lus Ciencias de Paris,
(2)  Methodus Iucremientorum Prop, IX. -
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y comparamos los exponentes de x en las dos primeras columnas,

tendrémos para determinar e y 2 las dos equaciones ga == 3, 34 —- 3

—=a-+ 3, quedan a=1, yB=1; y como estos valores hacen
necesariamente iguales los exponentes ‘de x en las columnas que si-
guen , inferirémos que se puede suponer efectivamente a—=1==§
en d1cha serie. Para determinar los coeficientes 4, B, C, &c., for-
marémos las equaciones ad® —a=o, 3ad*’B — 4 — o, 3a4C
+ 30.A4AB* — B=o, &c.: de la prlmera mfememos Ad =1,y

. I
substituyendo este valor en la segunda, dara B == —; cuyos valo-

24

res substituidos en la tercera dara C=o; y del mismo modo se ha-
I I

lard D = — ——, E—=——, &c. ; y finalmente substituyendo
8143 2434 a
todos estos valores en la seric Ax" + Bx” -+ &c. =y, infe-
x* xt g

- &c. es una de las

r.lreln S qu¢e =X _—
0s que jy -+ 3a 8143

raices de la equacion propuesta.

En la equacion aA3~4~a—o, ¢ A> — 1 == o, hemos tomado
solamente la raiz 4 = 1, porque las otras dos raxces son imagi-
narias.

Supongamos ahora que x es una cantidad muy grande ; la serie

Ax” 4 Bx" ~+ &c. , serd en este caso descendiente, y por con-
siguiente 8 negativa; y para que esta condicion se venﬁque ordena-
rémos la equacion (&) de este modo.

243a*

o 4~ P ud e = 23 o et ot 9 f3 4=
Ax" "3 By 3= Cuw 8 Dx*T8 3+&C.:o;
a-
-+ ax? — a A3’ — 3aA2Bxs f_ 3a.AC| 30 28
2 _&C-
— 3a4B

de donde inferirémos & 4+ 3=3, ¢« L4 3=—=ga, Ga==o0, y
= — 3; y comparando los coeficientes; 4 —=—a, B = — a‘i,

- - 4
C= — 347, D == — 124", &c.; por consiguiente y == — g — -

g4’ 124'° , . .
— — —=—— — &c., serd otra raiz de la equacion propuesta.

La condicion de que B sea una cantidad negativa se verifica
igualmente ordenando la equacion (€) de este otro modo.

adx®” 3aA’Bx3“+ + 30 ACl 3er2f 4 304D .0
+ ga.AB*|* -+ 6aABC|x® +&c.==0;
+ aB3 |
Az TR gt R b — DTS e
— ax3

Y
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_ . 3 9 .
que da g =a—-3, Ga==>=; f+—-=3,0Pfp=— L5 g
2
. 1 , a
—1—o0,0A4d= ~ ;3B—B—a—=o,0 B=— ,C==
3 51? ﬂ4 ﬂz . ’
T a5 D=—, &5y substituyendo estos valores, 4 causa del
doble signo resultardn estas dos series descendientes.
3 5
z z 4
x a Sa a
P o — — — = — — &c.
. 2 2 7 2
a 8
3
. 2 a 34 at
J = +—2-+—_T+ 2t3+&c.;

x z
a 8x
las quales solo se diferencian en los signos de algunos de sus tér-
minos.
Reuniendo todos estos resultados concluirémos que la equacion
propuesta ay3 — x% — ax3 = o, tiene las quatro raices:
2’ - .5

: at x
y=r+ sa T 814 -+ 243a* + &e.
. at g4’ 124"°
JE—l— = e — — &ec.
3 £
x a 2a at
)=t — = — — &ec.
a° 2 8at 2%
5
— x% a 34’ 4 .
)=yt &ec.; de las quales Ia primera
a 8x '

es relativa al supuesto de ser x una cantidad muy pequefia; y las
otras tres, al de que x sea una cantidad muy grande.
254. Sirvade segundo exemplo la equacion y3 —a*y ++ aay —x3=o.

Suponiendo como antesy = Ax" —+ Bx" 4 + O - -+ DT

~+ &c. , y substituyendo este valor de 7, tendrémos la equacion...(6)..

Asx®” e 3A23x3“ e —— 3Asz3x+ 2‘G--}-- &Co = rvrierrar
—+ 3A4B2x°° b

»

-+ &ec.

a2 Ax” — A Ba” 8 2Cx” 2 &c. +adx” i ~ aBx

o = 2841 .
~+aCx —= &c. — x3 == o ; la qual suponiendo x muy pe-

queha se puede ordenar de este modo.

a1

-3 -+
atAx ~- 2*Bx" € -+ a”CxaH_ 24 = o G° ~+ 66

-+ &ec.
o 3 A &= I a1 = 5ok 1
— adx — aBx - Fx ~+&c. {=q;

— A3 —_ &C.J
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comparando los exponentes respectivos de x en las dos primeras co-
lumnas , resultard e« =3, 2=1;y como estos valores hacen iguales
los exponentes de x en las columnas siguientes, inferirémos que di-
chos valores convienen efectivamente & la serie supuesta. Para de-
terminar los coeficientes 4, B, C, &c., formarémos las equaciones
e A-+1—=0,a*B—ad=o,a*C—aB—=o, &c.,quedan 4 =—

I I I 2 .
—, B=—="7 C=— —,&.,6=——, &c; y por consi-
. ' . . 23 at ' 25
guiente tendrémos la serie ascendiente — — = = — e
22° g a a
— =0 — &c. =.
Disponiendo los términos de la equacion (€) de este modo
A3 e SAZBxsc'- +8 - 34°C] R 2 &
= 5AdB*| " ]
o a2+ B g & 2B ?=—o; ycom-
—a*Ax —a’Bx — a*Cx — &ec.
o —t=I =B 41
-+ adx —~- aBx -+ &c.

parando los exponentes de & en las dos primeras columnas, tendré-
mos a — o, 3= 1; y como estos valores satisfacen 4 la condicion
de ser iguales los exponentes respectivos de x en cada una de las
columnas siguientes; el drden de la equacion antecedente es exicto.
Haciendo pues igual 4 cero la suma de los coeficientes de cada una
de las potencias de x, tendrémos A3 —a*’Ad =0, d==%a, B=

I { S§==1 6475
— (= == — = V) E—=———, &c.; or con-
—+ 2’C -+ 8a ’ 165 12848 7 23 Y P °
siguiente 4 causa del doble signo las dos series ascendientes.
x 73 ozt
—_—— &ec.
a 2 8a -+ 16a° 1284} -+
x x® ga? 652t
—a = — —+ ; — - &c.
2 84 165° 1284°
No hemos hecho uso de la raiz A—o en la equacion.43—a*4 =—o;
. . . 23 at
porque esta raiz daria la setie¢ — —— — ——— &e. que hallamos antes.
a

Estas tres series son las raices de la equacion propuesta en el su-
puesto de que x es una cantidad muy pequefia: para hallar les que
corresponden al supuesto_de ser x una cantidad muy grande, dis-
pondrémos la equacion (€) de este modo:

Az +3A1Bx3d+ﬂ+ 5A°C| a2l 34° D g4 3
+ B3
—3 +ad” T & and+B+! -{-a(?a:a-’-zﬁ—kx -l-&C-r:O'
8
—a*dx” — @B + &)
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Los exponentes de z en las dos primeras columnas dan « — I,
B=—1; y como en virtud de estos valores es ga — 23 — - 3
+1=a, ga+3B=a-+28-+1=a—+ R, &c; la disposicion
1 Orden antecedente puede verificarse, y tendrémos A3 — 1 — o,

. a a’ &
sA*B4+ad—o, &.,04=1, B:—?, C:?’D:T’
1
&c., y por consiguiente
a’ a?

a
J=x — — -+

— &ec.
ax 812*

3 3
La seric antecedente es la dnica raiz de la equacion prepuesta
en el supuesto de ser x una cantidad muy grande, 4 causa de que
4 la equacion (&) no se le puede dar una disposicion distinta de
las antecedentes, de modo que dicha equacion sea al mismo tiem-

po idéntica. Si por exemplo quisiéramos probar de disponerla de
este modo

-+ -+ B
adx” " 4 aBx" 8 T aC’gca-Mﬁ'hI -+ &e.

. —o0; veriamos
a o~ B ’
—_— 3 — a%Ax — a*Bx —_ &c.}

<

que esta disposicion no puede verificarse 4 causa de que el expo-

nente gz de x en el término A32%%, no puede igualarse con al-
guno en las columnas antecedentes, y por consiguiente no hay lu-
gar alguno donde se pueda colocar dicho término; y lo mismo di-
rémos de las demas combinaciones que se podrian probar.

Asi la funcion y tiene solamente estos quatro valores en la equa-
<ion propuesta.

at a’ 229 gx’®
y — “z — 43 — ﬂ‘* T teresasee ™ as — 49 ) — &Cc
x  at 74} s92*
=4 ——— — )
7 2 8a 16a° -+ 1284} ~+ &e
x x* oxl 6ox*
e/ ] —
¥ + Tttt e e+ &
a a* 3
/=X - — e —— &c.;
3% 81x

los tres primeros, relativos al supuesto de ser x una cantidad muy
pequena; y el quarto, al de que « es una cantidad muy grande.
255, Para determinar los coeficientes 4, B, C, &c. suele ser
necesario resolver una equacion de un grado superior al primero;
ast en los exemplos antecedentes hemos encontrado , para determi-
nar el coeficiente 4, las equaciones 43 — 1 —o, ad* — 1 = o0, &¢.;
cuya resolucion no ofrece dificultad alguna por ser de dos términos.
Quando se encuentran equaciones mas complicadas que las antece-
dentes ¢ de un drden superior, se procurarin resolver exActamen-
te O por aproximacion, y se debe tener particular cuidado en to-
mar solamente las raices reales ( como lo hicimos en la equacion

=t —ax -+ B* | ~~2BC| ~+ &e.
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A3 — 1=—0), desechando las imaginarias., a c.ausa_de.que las series
que resultarian de estas raices serian tambien imaginarias. ‘

256. Si la funcion y fuese explicita, y no se pudiese convertir
en seriec por medio del teorema de Taylor, a causa de ser infinita
alguna de las cantidades (m’lrp. 101. ) A, A, A", &c,; se podri
conseguir el objeto por el método antecedente (en el supuesto de
que la serie se componga Unicamente de terminos monomios ) , for-
mando una equacion entre x € y, y haciendo desaparecer las canti-
dades irracionales ¢ fraccionarias.

Por excmplo ; si la funcion propuesta fuese v/( ax == a2 ) ; ha-
ciéndola = y serd y* —ax = x*, 0 »* " ax &= x* = o ; y suponien-
do y = Ax" = Bx” -8 —t Cx°;+ ? = &S , tegldrémos Iazec_llla;
) 2
cion (&) e A2 - 2 ABx™ T 4 2ACK™ T 4 24D TS

2¢ 4= 3
- &c. +B2x2m+28—+-2BCx ¥ - &e. — ax = x*=o, la qual
se debe ordenar de modo que cada uno de sus términos se destru-

ya por si mismo. Disponiéndola de este modo

20~ 3 2028 2023 _
Ax'” 4= 2 ABx -+ 2AClx -+ 2ADlx 3 &c,}
— ax = x* m- B? ‘ - 2 BC l -+ &c.
I 7’
tendrémos-a —— , =1, A* —a=—o, 0 ( tomando solamente cl
. .. 2 3 I I
signo positivo ) d=a , B==%= —p, (=~ —, D=
1 242 8(&‘ 1 I )
—, &c. ; y por comsiguiente V(ax£2x?) =y =—a*x" = ..
164°
3 5 7
AL % x . ;
—_—— — == — — &c.; lo mismo que en el nidmero
22° 84 16a°
citado.

La serie antecedente pertenece al supuesto de ser x una canti-
dad muy pequefia, 6 4 lo menos menor que 4. Para hallar la que
corresponde al supuesto de x> a, ordenarémos la equacion () del
modo siguiente

2 -+

A e 2AB~x“+B —+ 2ACIJ¢m ﬁ-+- 2ADlxw 3ﬁ+ &c.y

yserfia—=1,B—=—1, A—==+1,24B —a=o0,24C + B?
=—o, &c. En la equacion 4* — == 1 desecharémos el signo negati-
vo 4 causa de que los valores de 4 que de él resultarian serian ima-
ginarios : y tomando como antes solamente el valor positivo de A,

—=o;



174 CAP. VII. CONTINUACION DE LAS APLICACIONES

2 3

. . a a a : o
tendrémos A =1, B=—, C::-~-8—, D =—, &ec. ; y por con-
: 2
. . \/ 2 a a® al &
— =X — — — &c.
siguiente V' (ax -+ x*)=y —+ e e c

Tomamos solamente el signo -+~ en la funcion propuesta, por la
misma razon que en la equacion A® ——==1 ; esto es, para evitar
las cantidades imaginarias : pues es evidente que lo seria la funcion

\/( ax — 2% ), en el supuesto actual de x > a.
a - b . ..
— la funcion propuesta. Haciéndola =y,

% I .'U’Z -t [xI o
’ z .
serd yX =~ ¢yx — a— bx — o ; y substituyendo Ax -~ Bx

-+ o - 3f c
- Cx” 25-—;— Dx” 73 - &ec. en lugar de y tendrémos la equa-

: @i @t} o~ 243
cion (€) wuvrerren. Ax -~ Bx +Cx" T T &

o~ 7 o ==’ o~ 23 = §
cAx ~+ ¢Bx R ‘

Ordenandola de este modo

Exemplo 2° Sea

N

a o~ f

- &C.—a — bx = o.

a2 o4 3 ot 22 o 3
Ax 7 = Bx Y e Cx Y &
o e B o= § } = o; resulta
— -— bx ~ ¢Bx -+ &c.

e e §
-+ cAx

a,-__—_—-—z-,B::I,A:a,B:b—ac,C-_-—-c(b‘—-ac),D:c’
b — ac I
(b—ac), &e.;y i i = ! — —c(b—a)x®

2
2" ez x z*

(e X

3
¢ (b —ac) x —&c.; lo mismo que en otro lugar (n. 1o1.).
Para hallar la serie descendiente correspondiente al supuesto de
ser " una cantidad muy grande en la funcion propuesta; dispondré-
mos la equacion (G) como sigue

o w § a==f--f oL 26 = §
- cdx - cBx ~ ¢Cx —+ &ec.
— bx —a L:o,yten-
@~} e B
~+ Ax ~- Bx —+ &c.J
, b ac— b ac—"b
drémos a "_"".—--3—, B:—I,A:—,B:—;—, C=———
2 c ‘_z s
ac —— b .. a -+ by b
D = —> &c. ; y por consiguiente : : =y=-—
X v %7
ac b ac — b ac — b
—— — — = — — &c.
clat 3’ P

.257- Hemos supuesto que la serie en que se transforma la fun-
cion propuesta se compone tnicamente de términos monomios re-
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{ativamente & x; 6 lo que es lo mismo, pueda tener la forma Ax®

-+ Bxﬁ —_+ Cx” -+ &ec. , siendo a, B , v, &c. qualesquiera nu-
meros : 4 causa de que hay algunas funciones que no se pueden des-
envolver en una serie semejante. Tal es por exemplo la funcion
log. x ; en la qual saldrian vanos quantos medios se empleasen para
desenvolverla en una serie de la referida forma. -

258. Quando en una funcion de la variable x se substituye x—+ £
por x,y el teorema de ZTaylor no puede desenvolver la nueva fun-
cion en una serie ascendiente respecto de £, en el supuesto de x —
4 una cantidad constante g ( nim. 99.); se podr:} conseguir este
objeto por el método antecedente; 6 por el del nim. ro1. quando
la funcion fuese explicita. En efecto; la substitucion de g+ ken
Iugar de x transformara la funpxon propuesta en una c'zmtldad que
se podrd considerar como funcion de 4; y por consiguicnte se po-
dri transformar en una serie ascendiente de términos monomios res-
pecto de %, por el método antecedente ; 6 por el expuesto en el
niimero citado. :

Supongamos por exemplo que (a —x ) V( x° —a*)=y, sea
la funcion propuesta ( ndim. 99. ). Los coeficientes diferenciales —
d’y : ;

b

- ——, &¢. , serdn infinitos en el supuesto de x =4 ; y por lo mis-

dax*
mo, el teorema de Taylor no puede aplicarse 4 este caso particu-

lar. Pero substituyendo a —-% en lugar de x, se tranformard en —
>

3 3
7 2 2 3
kB (2a 4+ %) =y; yseparando ( ntim. 101. ) el factor — &, serd
u I I

por el teorema de Twylor (2a—+k)" = ( 2a)* — _'i? — &ec.;
. - 3 2( 2a )2 \
y finalmente multiplicando esta serie por — £, tendrémos y = —
1o K
(2a)" k' — ——— - &e.
2(2/1)5

Si quisiéramos aplicar 4 la funcion propuesta el método general
expuesto en los niimeros antecedentes ; transformariamos la equacion

3 % .
— k' (2a+%) =y, eny* —2ak3 —k* =0 ; y suponiendo y =

A BE T ot T & » hallariamos siguiendo dicho

. . . 3
método en el caso de ser la serie ascendiente a ==, B =1, 4* —

’
2
2a, 24B =1, &c.; y tomando solamente ¢l signo negativo 4 cau-
. I

sa de tenerle la funcion de %, tendriamos 4 = — (22)* B = —
- 3 5

I .. ) 5 K

——» &c.; y por consiguiente y == — ( 24 - = &e
2( 2/;.)2 2( 2a)2

lo mismo que por el otro método. :




ot 43 AR+ 40 B P 4 O P e -6 A1 6 B2 KT g,

- 2(14—4a3A/c“— 4a3Bkd+B—4a3Ck“+ 23-——&0. - 242.4/1”—-442_43&”* *8 —8&.
+ at :
e o 40 A3 4+ &e. 4+ &e. ]
o — 4k — 822 AL T T — &c. — 2021 — &c. — &. ?:: °s
~+ a3k
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259. Si la funcion propuesta fuese implicita, y no se le pudiese
aplicar el teorema de Zaylor ; se substituird g — 4 por x, y consi-
derando y como funcion de £, se podra resolver en una serie ascen-
diente respecto de £ por el referido método general.

Sea por exemplo la funcion propuesta de x dada por la equacion

2,2 : Y c dy 4Y°'% — &}

4 — 2x%? == g3x = o; diferencidndola tendrémos —=— —;
ax ‘.;y — 4%y

y como en el supuesto de x == a, es y = == g, el coeficiente dife-

.. A < oo . .
rencial —— serd infinito en dicho supuesto, y por consiguiente el teo-

rema de Zaylor no puede desenvolver la funcion propuesta en una se-
rie ascendiente respecto de 4 quando x == 4. Substituirémos pues
a 4 k por x en la equacion propuesta, y se transformari en 3+ —
2(a® 4 22k + k*) y* +4 a% + a3k == o0; y como quando kes = o; y

es = == a; supondrémos y = a —+ Ak ~+ B oty &e.,

(prescindiendo por ahora del doble signo == que podremos reponer
despues ) ; y substituyendo tendrémos

y haciendo las reducciones correspondientes % ,
40 APK 4= 6 BT e ke, o 40 3B o o, — 4ar ABRT
— 3d3k — 8 AT — &, — 207k — &c. — &e. = o, cuya equa-
cion en el supuesto de ser £ una cantidad muy pequefia, se puede or-
denar de este modo:

422 A7 + 4aA3k3u + &e.
— 3a%k - 4a’ABkm+B—. &e. !} = o; de donde se infiere & = —:—-,
—8a2 4k T = &)

— —_ _— 5 . ,
=, A=%=—— B= -2, &c; y restituyendo 4 a el do-
2 2

. ¢ . . v gak
ble signo, tendrémos las dos series ascendientes y = == a == B

5k *
— e &C-

260. Supongamos que # represente una funcion de las cantidades
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variables x, 7, %, &c. que se quiere desenvolver en una serie_orde-
nada relativamente 4 las potencias suces1vas de una .de estas variables,
de x por exemplo. Es evidente, que si en Ia !/f/‘uncmn # hacemos va-
riar solamente x; y llamamos 4, A', A", A", &c. los valores res-

du d’u du —_— e £
pectivos de #, ——, —=» = &c. quando x == o; sera (n. 100.)

-+ &ec.

’ //i 1t
p— A+ Ax+ A - —+ A" -

Fsto entendido ; supongamos que siendo dada la equacion y =z
—+ xY, representando ¥ una funcion qualquiera de y; se quiera de-
terminar el valor de esta variable, en z y &, por medio de una se-
rie ordenada relativamente 4 las potencias sucesivas de x.

Es evidente que quando x = o, €5 ¥ == Z; y por consiguiente

tendrémos desde luego 4 — z. Diferenciando Ia equacion propues-

. , , dy v ty hacien-
ta relativamente 4 x, hallarémos —— = gt il 1ac13n
Z o . of . y
dox = o, -fj—’—- — Y; pero en este supuesto es y = z; luego —=
T . ;
— Z — A, representando Z la misma funcion de z, que ¥ lo es de y.
. . dy dY dy ,
Si diferenciamos la equacion ——= Y+x Sarrtiormt tendrémos

. v 4 FY dyt  dY
4 d »c( AN,

Ty ds dy*  da’ dy

d’y .
c== ) ; y haciendo x = o,
i b X 1 spectivos Z z rela
y substituyendo por ——, —-, sus valores respectiv »—— ek

ax iy
4 dZ d.zZ*

a4y
ivos 4 i——F==2Z =
tivos 4 este supt:iestzg, resultar - . =

» ¥ por con-

iguiente A" — .
S18 dz

. . . , @y a’Yy [ dy \? Yy
Continuando en diferenciar serd —— = 3— — ) 43—
ar da? Céy dx dy

=2 x (&c.); y haciendo x = o, ¥ las substituciones que cor-

dz* . . , 4°Z Az \?
responden 4 este supuesto, resultard A" = 3Z* —— + 6Z

dz dz
,» &c.; y substituyen-

ar. Zs

——

= o
Del mismo modo hallariamos A" = —
do estos valores en la formula general, tendrémos finalmente y —= 2z
wt d.Z? & 4.2
XL - — = -
2 dz 2.3 dz

. dy dy &y
261. 0
61. Los valores respectivos de 0 e

puesto de ¥ == o, se pueden tambien hallar del modo siguiente.

-+ &c.

&c. en el su—

Diferenciando la equacion propuesta relativamente 4 x, hallamos
d_y dY dy . o . . e
—— =Y x—. ——, y si se diferencia relativamente 4 z se ha-
¢ v

Z
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dY  dy T ay
— 1 4= x ——.——; de donde resultard eliminando —— y
dz ay dz dy ’

. dy dy d
reduciendo, — == Y ——: pero quando ¥ == o, €s y == z, y__-’;
. dz dz . dz

= 1; luego 4' = Z.

178

-

1lara

¢ g . . dy dy . ,
Si diferenciamos la equacion —— = Y - relativamente 4 x, ten-
axv ¢

; d’y Ay dy Ay dy . dy
mos — = — . -+ Y —=—; y substituyend -
drémo da’ dy dv dz dzdy y y O por o

. , dy dy Yy dY [ dy \?
su igual ¥ — or ——, su valor ¥ —= .
) u g dz yP dzdv dz* ~+= dy dz quc se
d:y dY

~—=2) —
[ dr \2 o dy . ax’ dy
y -+ Y3 —; cuyo segundo miembro en el supuestode ¥ = o
z z ({Z . . -, B d . Z:

se transforma en 22 ——» Y por consiguiente serd A = .

. az

J o
(129

halla diferenciando la misma equacion relativamente 4 z,

Del mismo modo hallariamos A", 4", &e.
Sea por exemplo ¥ = — sen. y. La equacion propuesta; serd y =z

- ] ——CO0S. 22
— x.sen.y, y tendrémos Z = — sen. 2, Z* = sen. 2* == ———

2
d.2° 4. 23
, &c.; —— = sen. 2%, ——

2

— 3 s¢n. - §€n. 3%

73 — — sen. 23 —

4 as az”
—_— '—Z— (SGD. Z — 5 SCIL SZ), &C, Yy por COllSlnglentC]’ — T — X sen.

:v :v)
2 e —— SEN. 2%~
2

2.3

Si se supone que z representa la anomalia 1media de un Planeta;
v, la anomalia excéntrica; y x, la excentricidad de su orbita; la equa-
cion propuesta z — y -+ & sen. y expresard la relacion entre dmbas
anomalias: por consiguiente, conociendo la anomalia media, y la ex-
centricidad, se hallard ficilmente la anomalia excéntrica por medio
de la serie antecedente.

262. Supongamos ahora que siendo siempre y = % —+ x¥ la equa-
cion propuesta, se nos pida el valor de una funcion qualquiera de y,
que llamarémos %, por medio de una serie que proceda segun las po-
tencias sucesivas de x.

Haciendo v — o, tendrémos desde luego y = z: por consiguien-
te; si representamos por & la misma funcion de z que # lo es de 7,

(sen. z — g sen. 3z) — &c.

serd en este supuesto # = & — 4.
. , du du dy
Como # es funcion de y, serd (nim. Go.) = . —. Pe-
dx dy dx
: i
ro quando ¥ = o, es y = z, # = €, y (ndm. 260.) — = Z;
., du fels ) d
tendrémos pues en este supuesto =Z — = A.
X az
. , du d*u dy \2 du A’y
Tambien serd —— — — ( ) ~~ —— ——; y como en el su-
dx* dy® dx dy da”
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d’y d.zZ* , .
puesto de x — o 5 —F:—T—’ tendrémos substituyendo este
av z . du 4
: i s al mismo supuesto —— =—= Z? ‘
valor y los demas correspondiente P dx* dz*

de
. ad.z* —
(4 d.2? dz 4
-t . = = A".
dz dz dz
. . . p du Bu [ dy \3
Continuando en diferenciar, tendrémos —- — - ...
2 > 3 dx dy? dx
d'u dy dy du d’y ,
p ) L — . Pero en el supuesto de x == o
I dy? dx dx*

4 S z{y d.’li;
@y 4.7 d'y

, €S

& .z . ..
; haciendo estas substituciones y las

’ —

dvt T dz dz? dz* & 3e 2
. . e u d ({ C
demas relativas al mismo supuesto resultard —- = Z3 —- -3
e da? dz’?
NA
&.2Z3 ar. dz
dz’® dz*

dz*

d.zZ dc
dz dz

— AH/

}
l

de

as.Z4 -

e mm— &c. ; y subs-

tituyendo estos valores de A, A', &c. en la formula general (nd-
i.7° 2
’, dc 2’ dz
mero 260.) se transformard en 2 =G — xZ—1—- -+ — y
az 2 2

g

a3 < dz
-+ - ~+ &e. :
> -3 4= , : (o
263.  Tambien podriamos hallar la serie antecedente por el méto-

Del mismo modo hallariamos A" =

do de los cocficientes indeterminados, del modo siguiente.

. . . . . , du
La diferencial de la funcion # relativamente &4 x, 0 —— es =
du dy . , , du du dy ax
—— . ——, y relativamente a z, O —— . ; de donde se
dy dx dz dy dz
du (I'y
. .. du d dv  dz .
infiere eliminando , dy = p . Substituyendo este valor
X an
4 dz
ty . dy dy
de — en I : —_— ; :
— a equacion —— = Y — que hallamos antes; y por ¥ su
. Y—z , du du
igual resultara la equacion (1) ...(y — Y —o.
gual 2=, quacion (1) ... (7 — 2) = — &7

Sentado esto supondrémos la funcion # = A = Bx -+ (x? =~ Dx?

-+ &c.; representando A, B, C, &c. funciones indeterminadas de z;
0 ya que quando x = o, es y = z, y por consiguiente # =— €, su-
pondrémos u# = € 4+ Bv -+ Cx?® + Dax3 + &c , (teniendo presen-
te que 6 es la misma funcion de z, que u lo es de y) y tendrémos
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du du de dB P

= B + 2Cx ~+ 3Dx* 4 &c., 2= xS e

dxz dz dz dz dz
-+ a3 -+ &c.

dz ) .
Substituyendo estos valores en la equacion (1), y por  su igual
2t d.Z° . ,

% = X2 =4~ — —— - &c. que hallamos arriba, resultard Ia equa

L L A 4z & &2 de dB

cion idéntica (xZ + — + — + &c.) (—-—— -+

2 dz 2.3 dz dz dz

c - ¢
v %2 —— = &c.) — Bx — 2Cx? — 3Dx% — &c. = o,
dz

e 1 d.2° dg I a.Z3 dc x3 -t &C —
Z—|x + — —. 22 o — — r—=0
0 z + 2 dz dz 2. dz* dz
—_— dB 1 4.Z° 4B
B +Z p—_
az 2 dz dz
-— 2 dac
¢ -z
dz
. ¥ 1 dB 1 A& 4.2
De dondese infiere B=Z —, C=— (Z +——-———),
dz 2 dz 2 dz  dz
I dac 1 d.Z° dB I d*.ZF 4
=L (z ~ ), &
D 3 ( dz+2 dz dz+2.3 dz’ dz ’&C’Y
. . dB  dC )
substituyendo sucesivamente por — > —— &ec. sus valores tendré«
. . ¥4 z
d€
1 a¢ i 4.z I 4.z d
. Z
mos finalmente C =— (22 ): —_—— D=
2 (Z dz* + dz dz 2 dz ’
@ 7=
X dz . s
—r 3 , &c.; y por consiguiente
d€ e
, , 4.27 @ . 23—
v e x dz %3 dz
=€+ xZ— 4 — —+ : ~+- &e.
dz 2 dz 2.3 dz
Supongamos por exemplo que siendo como antes ¥ — — sen. J,

se nos pida el valor de cos. y.
La equacion propuesta serd y —z — x sen. ¥, y # == €0s. y: por
d

consiguiente tendrémos Z — — sen. z, & = cos. z, —— = —sen. Zy
z
46 I — COs. 22 de
Z?—sen. 2, &c., Z — — sen. z> = , Z? — — sel.
dz 2 dz
— 2 sen. z == sen, 2z dc — 4.COS. 22 == COS. 42
23 = - 3 3 ’st — sen. z¢ —= 2% 5 s
zZ

’. ) 4 ’
&c.; y haciendo las diferenciaciones indicadas y substituyendo resultal‘;a
.2 X

COS. ¥ = COS. Z —+ —j—- (r —cos. 22) — —ﬂﬁ— (cos. z — cos. 32) + ‘3
2.,
(cos. 2z — cos. 42) — &c.
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Esta serie sirve para determinar la anomalia fverdadem por media
de la anomalia media. y
Exemplo 2° Seay ==z =+ Xy fa equacioil propuesta ; y suponga-
mos que s¢ quiera determinar el valor de y .

m 7 . .

Ln este caso tendrémos Y::()i' ,U==) 5y por conage{wnte Z=
. Mot 3~ I

—_— sk

, £ — nz s —

gm = — I
%

" n d€ . n—I
Z ’C:Z"‘;’:f‘"nz

[ .

nz " e , 23 -%E— —n , &c. Substituyendo estos valo-
res en la formula aneral, y efectuando las diferenciaciones indicadas
tendrémos ] | ‘
u, 36 }/":zn—k angt T —E—-n (em—+n—1)z

m=t=17—3
. n(3m+n_1)(3m+n—2)z3 -+ &c.

2110 wie 1 w——— 2

2.3

2 d. 2" 3
264. Las formulas generales y = z ~= X2 = — ;
: de
: e R A
dz . Z’ ’ K zZ &
;U= — c. .
— - &e.; u=C o 2Z—— - -——— - &c., son su

mamente dtiles para resolver los problemas relativos al método in-
verso de las series; la primera quando se bu§ca snnplemc?nte el valor
de la incognita; y la segunda quanc}o se quiere determinar el valor
de una funcion qualquiera de dicha incognita. Pero antes de manifes-
tar su uso en la resolucion de estos problemas, nos parece ttil expo-
ner los principios de dicho método, siguiendo las ideas de Newton,
quien fue el primer Gedmetra que los resolvid procediendo de un mo-
do muy natural y elegante (1). ‘

265. Supongamos que Z re‘presentey el seno de ung arco x : seri
(ndm. 100.) y = x — -+ — — — &c;
2.3 2.8.4-5% .. 2:83:.4-5.6.7
y por consiguiente si se considera como conocido el ‘valor del arco a,
se conocerd inmediatamente el de su seno y por medio de la serie que
forma el segundo miembro de la equacion antecedente. Esto enten-
dido, el método inverso de las series consiste en invertir la natura-
leza de las cantidades; esto es en considerar el seno y.-como conoci-.
do, y determinar el valor del arco incognito x por medio del de y
en dicha equacion. Lo que se logrard eliminando sucesivamente las
potencias x%, x5, &c. de x del modo siguiente.
Si elevamos la equsicion propuesta 4 la tercera potengcia tendrémos
.5 . , 3 -5
Pt e 5 &, 6 dividiendo por 6, L=
2 120 : 6 6 12

(1) Commercium Epistolicum.
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rga’

S

. — &c. Sumando esta equacion con la propuesta resultars 7
2Q

¥’ I I 13
f*‘?:““"(—"“'“" ”5*‘( i

12 120 720 5040
. . . 93
ciendo las reducciones correspondientes y —— == —

— &ec.
Para hacer que x¥ desaparezca de esta equacion, elevarémos [

3%’ a7,

—_——
40 56

o

7 . . y X
propuesta & la quinta potencia, y hallarémos y$ == x5 — jé—— -+ &e.;

de donde inferirémos 2~ =37 _ ¥ & :
e donde inferirémo = — . ien-
‘ fire o - — -+ &¢., y por consiguien
>’ 32 ' 1 1 g7
te y == — = :x-—( —————)x7 &eo = v — 2
7 6 40 16 56 i o 112
—+ &ec. -
. . gy’ a7 K 4
Del mismo .modo hallariamos —2>— — 3% _ Xc., ¥+ A4
, 112 112 6 40
5y ~ .. } 4
o =x— &ec.; &c., .y por consiguiente v = y 3—;— 2
i 40
557 5 39’ 3.5
-+ + &e. =y A4 —— -+ &c. La ley

.3 2.4. 2.4.6.7
que siguen los diferentes términos de essta serie se manifiesta suficien-
temente para poderla continuar quanto se tenga por conveniente; y.
es la misma que hallamos en el ndm. 1co.

266. Si la potencia de la incdgnita en el primer término de la se-
rie fuese superior & la primera; seria ficil determinar las potencias su-
cesivas 4 las quales se deberia elevar la equacion propuesta para eli-
minar sucesivamente los otros términos.

Si por exemplo la equacion propuesta fuese y = ax* - bx3 = ot
~+ &c.; tendriamos que elevarla 4 la potencia -~ para eliminar el tér-
2

mino bx3; 4 la segunda potencia para eliminar el término cat; &ec.

267. Finalmente si el primer término de la serie fuese constante
como en la equacion y = %k —+ ax — bx’ = a3 4 ex* —+ &c.; ha-
riamos y — k ==z, y tendriamos z == ax —- bx’ - cx3 + ext 4 &c.
por consiguiente z* = a*x* —+ 2abx =+ (b® 4 2ac) a* 4 &e., 2
= a'x’ ~4= 3a°bx% +4= &c., z¢ = g4a+ 4= &c. ; y haciendo las substitu-

. . . - . z
ciones y reducciones correspondientes hallarémos sucesivamente —

a

b ac — 2b* a*e — 2abc — b3 z b
-——~Zz’—'—'< Pa— x‘+( )x4+&c.,—-———z.2

a’ a “3 4 “3
25 — ac /- abe == a’e :
—+ ( . )z’3 = ( - ; )x"' ~+ &c.; y finalmente
& a
"z b 26 — ac b3 — wabc =~ a’e
= b () (e
a a3 a’ . 27

268, Este resultado se puede tambien hallar por el método de los

) x? — &e. y ha-
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cocficientes indeterminados sup’oniendo v = dz + Bz? 4= Cz3 o
Dz# + &ec. Paraello se elevard esta equacion a la segunda, tercerg,
quarta , &e. potcncia; y _subsutuyendo los zvalorez rcspef:‘}rlvos& de a2,
x3, at, &c. en la equacion z — ax = bt = cx® == ext c., se
transformard en una equacion identica, la qual dara los valores de los
coeficientes 4, B, C, D, &c. X - oL .
" Pero este método tiene el grande inconveniente de exigir de an-
temano el conocimiento de la tforma de la serie que se I)Ll§c3:1. El.l el
exemplo antecedente se puede suponer & = Az —+ Bz* + (,z., + &c.;
pero hay una infinidad de casos en que no se puede hacer este su;
puesto : si por exemplo la equacion propuesta fuese y = ax* -(;— bx,
—+ ¢t 4 &c. no se podria suponer ¥ = Ay = By* + (y* + &, &
causa de que segun verémos mas adelante, la scrie que cxpresa el

. E
valor de x no tiene la forma antecedente, sino esta Ay — By —=

‘Cy% —+ &c. Por esta razon , y por la de ser muy conocido este méto-
do, no nos detendrémos en explicarle. ‘ )

269, Para manifestar el uso de las fgirmulas generales ( ndm. 264.)
en los problemas relativos al método inverso de las series, supondre-
mos como antes , que siendo = == ax = ba* == cx3 == ext 4= &e., se
quiera determinar el valor de z en . )

Para comparar esta equacion con y = z —+ &Y, la darémos esta

I . 4,
forma & = —— — — (bx® o cxd et 4 &), y serdy =x, 2
a
z 1 .
=, ¥ = — — , Y = bx? o= a3 = oxt - &y, L= bz? - 23
@ o A
ezt o &e., 2% = bzt == 2bczS 4= &e., 23 = D325 4~ &e., ——

d.*zs dz

= 4b*2% == 10brz® 4+~ &c.,y - = sobizt 4+ &ec., &c.; y substitu-

dz’
yendo estos valores en la formula general y — z + 22 + &c., es-
. z , ’ z 1 b,
cribiendo — en lugar de z, se transformard en ¥ = — — —( —2z
2] a a @
: ¢ ¢ I 26° sk I
-+ =23 — 2t &) A — |2 2t &) — —
al at a a’ at a
53 , z b 20 — ac
2t & ;00 = — — —2% = | — 23—
at a 4l @
f 8b} — gabc - a’r .
( - z# - &c.; lo mismo cabalmente que hallamos
@
ar:tes.

Exemplo 20 Sea y = ax® 4= bx3 = cat = ex$ -+ &c. la equacion
propuesta : y supongamos que se pida el valor de x.

Para compararla 4 la equacion y =z ~+ 2", harémos 2> =¢ , y
. 3 g
z T . v
se transformard en y = a¢ ~ bo == co® 46 - &c. G en ¢ = — —
5

<k

- I 3 2
< 2 Z o, . . ‘.
"y (06" —-¢5% - e0 + &c.), y por consiguiente serd ¥y =— ¢ , 2 =
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1 3 2 — e}
o a,Z——bz,_i..gz,Z—{_ez, -;—&c.,zt__a?,g._zz,zz
— )

2]
2 % 7 dg z 2 de
== 5?23 4= 2bcz = &e., 23 = b¥z ~+ &c. = y L— =
gz ’ “

dz

1 3
— (b2 =0z 4 ex? = &),
2 de dz

a?. 23—
dz .
&e.), ———— = 602> + &c., &e. s y substituyendo estos va-
. 1€
lores en la formula general # = € ~=aZ —Ei—- + &, ¥ 2 en lugar
z @

b¢ 5 z%
:——2— sz:+6bCZ2+

1 3
A L :
, A I
de z, tendrémos ¢° = x = 2 _~__<1,_3’_+c,2’._ A
z 24 a 3 a

. 3 e “

I v > by’
&C.)—l-";—;(—s—bz = b +&C.)-—
. a

2 3 a’ a°

-

z

- &c., 0 x =

N

I
5* b e 56" — qac 3 <2b’—3abc+a’e

24’

)}'2 -+ &c.

270. Este exemplo manifiesta evidentemente la superioridad del
método actual sobre el de las eliminaciones sucesivas, y sobre el de
los coeficientes indeterminados. Este, segun observamos tiene el in-
conveniente de que para emplearle es necesario conocer la forma de
Ia serie: y aunque el método de las eliminaciones sucesivas da & co-
nocer dicha forma; como en el exemplo presente la incognita x es-
t4 elevada 4 la segunda potencia en el primer término de la serie
ax?® -+ bx® + cx* 4+ &ec. que forma el segundo miembro de la equacion
propuesta ; despues de eliminadas x3, x*, &c. seria necesario para ha-
llar x sacar la raiz quadrada de la serie que resultare en virtud de
estas eliminaciones : cuya operacion es bastante embarazosa. El mé-
todo actual reune todas las ventajas; pues no solamente da 4 conocer
la forma de la serie, sino tambien el valor de una funcion qualquie-
ra de la incognita : es mucho mas breve que los antecedentes, y s¢
aplica con igual facilidad 4 muchos casos en que los demas métodos
serian impracticables, conforme se verd en el exemplo siguiente.

Exemplo 3° Sea z =y — A (a sen. my =+ b sen. ny + &c.) la equa-
cion propuesta, por medio de la qual se quiere determinar el valor
de ¥ en z. ‘

Si la damos esta forma y = z + A ( a scn. 7y + b sen. 1y + &¢.),
y la comparamos con y ==z —+ x¥; serd x = A, ¥ = a sen. 7y ~+ b
sen. #y -+ &c., Z == asen. mz ~+ b sen. nz + &c., Z* = a® sen.?

z
mz — 2ab sen. mz sen. nz -+ b? sen.* nz —+ &c. —i—;?—- = 2 (ma® sen.
T COS. Mm% — abim sen. 1z Cos. mz - abi sen. mz COS. 71z~ ib® sen.

#nz c0s. nz — &c.); pero 2 sen. mz Cos. Mz == Seil. 2% , 2 SeN. 7% COS.
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n1z, = Sen. 2HZ, 2 COS. Mz SeN. L == sei. (m—+n)z — sen. (m — n) z,

2 sen. mz cos. nz = sen. (7 - n)z - sen. (m — n)z, luego -

— ma® sen. 2mz — ( m—=n) ab sen. (m == n)z — (m —n)ab sen.

(m —n)z - nb®sen. 21z ~+ &c.; y por consiguiente '
B - oo, A

y =z —+ A (asen. mz -+ b sen. nz =+ &c.) ~ — (ma* sen. 2mz ==

(m—+n)absen (m—+n)z— (m —mn)absen. (m —n)z —+ nb*

sen. 2nz + &¢. ) + & ) .

271 Para desenvolver en series las funciones de dos cantidades va-
riables , harémos con la formula general (a) (ntm. 187.) un racio-
cinio semejante al que hicimos con la formula f(rxa4b)=y +

dy P dy
k dz + 2 dx”
nes de una sola variable. - . o v ) .

- En efecto; si suponemos que haciendo x = o éy ==o en dicha
dz dz d’z d’z d'z -

2 2 9 P &Co
dx dy dx® dxdy ay’. i
se transforman respectivamente en las cantidades finitas 6 cero 4, B,

k

C,D,E, F, &c; serd f (k, h)= A+ kB 4+ hC 4 —D -~

khE —h—-F -~ &ec.; y como las cantidades %, % son indetermina<
; :

—~ &c. (ndm. 100.) para desenvolver las funcio-

formula general, las funciones z, , ,

das, haciendo k==« ,y k =y, tendrémos )
z=f(x,7)=A+3B+yC+—D+yE+-"—F+&.

” , dz 13 w=—1
Sea por exemplo z = (a + x +¥) :sera—(—{——:n(a—i—x—i—)’)
X
dz a’z 7 —2 d’z 4z
= — =n(n—1)(a+x = =—, &c;
B ( )( +7) il a0
) . . , 7 1 — I
y haciendo x == o0 é y = o, tendrémos A=a , B=ma =C,
N = 2 . .
D=nn—1)a — E = F, &c.; y por consigulente T =
7" n 77— 1 7" — I 23 w2
(a+2x+4y) —a —+mna X =1 y+=n(n—1)a
a® M e 2 #ne—2 9
—-+n(n—1)a xy+n(n—1)a 4 &
2

272 Si alguna de las cantidades 4, B, C, &c. fucse infinita; se-
~ia una sefial segura de que la funcion propuesta no se podria desen-
volver en una seri¢ de la forma 4 -+ By = Cy 4 &c.; y lo mismo
dirémos del caso en que todas las cantidades A, B, G, & fucsen
nulas.

273.  Tambien pucde suceder que z sea una funcion implicita de
las variables x é ¥ dada por una 0 mas equacioucs. v

_ Estos diferentes casos exigen consideraciones particulares que fos
limites en que nos hemos propuesto circunscribir esta obia no nos

Al
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permiten hacer. Ademas, sucede por lo comun, que las funciones de
dos ¢ mas cantidades variables, se desenvuelven solamente respecto
4 una de las variables que contienen, suponiendo constantes todas lag
demas: por consiguiente, en este supuesto se deben considerar comg
funciones de una sola variable, y sc podrin desenvolver en series por
los métodos declarados ( nim. xoo. y sig. ) relativamente 4 estas fun-
ciones.

D los mdximos y minimos de las funciones de dos cantidades
variables.

274. Los mdximos y minimos valores de una funcion de dos can-
tidades variables , se pueden determinar por dos métodos distintos:
19 Considerando sucesivamente una de las cantidades como variable

la otra como constante. 20 Haciendo variar 4 un mismo tiempo
dmbas cantidades y empleando la formula general (a) ndm. 187. No-
sotros expondrémos dnicamente el segundo método , por ser mas na-
tural, elegante y facil que el primero.

Sea z una funcion de dos cantidades variables x € y, la qual es
un méximo ¢ un minimo quando x == a, é y = /. Si substituimos

x =+ k en lugar de x, y y -+ & en lugar de y; se transformari en
P dz iy dz kP dz 9 d’z B dz
Z 1 h
—+ dx dy -+ dx’® -+ dxdy -+ 2 dy* ’
do esto: supongamos que los valores a, b de x € y relativos al ma-
dz dz d'z

-+ &c. Senta-

ximo J al minimo transformen las funciones z, — . =
D d'z d’z . e 4y v

, ——, &c. respectivamente en 4, B,C, D, E, F, &c.; es
dxdy ay* ’ i ’

evidente que por la naturaleza del mdximo y del minimo (ndm. 103.),
la cantidad 4, serd mayor que 4 = AB ~+ hC - —E— (k2D — 2khE
- 1 F) =+ &c. en el maximo, y menor en el minimo; y por con-
siguiente AB -+ hC -+ —:— (k*D —+ 2khE —+ h*F) —+ &c. serd una

cantidad negativa en el maximo, y positiva en el minimo; ya sean
positivas © negativas las cantidades arbitrarias £, %, y tan pequeiias
como se quisiere. De donde inferirémos por un razonamiento ani-
logo al del ntim. 109., que esta condicion no puede verificarse 4 me-
nos de ser B==o,y C=o; asi quando la funcion z es un mixi-
dz dz
—o,——=—o0; ypor
dx dy
consiguiente estas equaciones dardn los valores respectivos 4, b, de

mo ¢ un minimo , serd necesariamente

x € y correspondientes al miaximo ¢ al minimo.
En este caso la expresion Bk —- Ch == = { DR == &) = &,y
2
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se reduce 4 _Z_ ( D#* == 2Ekh —+ Fh*) =+ &c.; y para que el valor

A de z correspondiente 4 x —a é y =1, sea un méximo 6 un mi-
nimo , serd necesario que la cantidad DA®+ 2Ekh + Fh?* sea siem-
pre negativa en el méiximo, y positiva en el minimo, independien-

temente de los signos y valores que se pueden dar 4 ﬁ/g/, y h.
. . 2 2
Pero si transformamos dicha cantidad en D (& - _3_) b2 (F
E? ' . R L
— =) ( que para abreviar llamarémos v ), echarémos de ver;

que como las cantidades ( & -+ —%—)2, h*, son siempre positivas , ¥
no podré serlo igualmente 4 menos de ser D >o, F— —%— >o0;
G lo que es lo mismo D > o, DF— E*> o.

Por la misma razon , la cantidad  no podrd ser siempre negati-
va, sin que lo sean tambien D, y F — 5 de donde resultan las

condiciones D < o, DF — E* > o. Por consiguiente

19 Para que la cantidad 4 sea un miximo G un minimo ; es ne-
cesario que se verifique la_condicion DF — E*> o, en cuyo caso A
serd un miximo O un minimo segun fuere D << 6 > o.

o r ot = . .

2° En el miximo y en el minimo, las cantidades D, F tienen
siempre un mismo signo ; esto es negativo en el miximo, y positivo
en el minimo.

© §i una de las cantidades D, F, J todas dos fuesen — o, sin
que lo fuese al mismo tiempo E ; .4 no seria ni un miximo ni un
minimo.

El célebre Leonardo Euler en su cilculo diferencial (1) dice que
si las cantidades D, F son ambas positivas ¢ negativas, habri se-
guramente un miximo ¢ un minimo : un minimo en el primer ca-
so; y un miximo en el segundo. Pero Mr. de Lagrange hizo ver en
las Memorias de Turin (2) que esta condicion no bastaba para asegu-
rar la existencia del maximo 6 del minimo ; y que en ambos casos
era necesario ademas que (segun acabamos de demostrar ) se verifi-
case la condicion DF — E? > o.

M 7, . ll’z

275. Si los valores a, b de x é y, dados por las equaciones
dz . . dx
==o, —=o, reduxesen 4 cero los cocficientes diferenciales de se-

o d’z a’z d’z
.gundo orden —-,
dx

: sin que desapareciesen al mismo
dedy ° dyt T T q pare

tiempo los de tercer Grden ; la cantidad 4 no seria un maximo niun
minimo. Pero si los coeficientes diferenciales de tercer orden desapa-
reciesen al mismo tiempo que los del segundo ; la-cantidad 4 ,seria un

(1) Parte segunda cap. IX,
(2) Tomo 1. pdg.-18.
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miximo 6 un minimo con tal que la suma de los términos de quarto &¢-

den en la cantidad 7 , sea siempre positiva O negativa, independiente-

mente de los signos de Ay /2; y sean estas cantidades tan pequefias como
se quisiere. Si representamos por L,M,N,QO, P, los valores respec-
dz dtz d*z dtz dtz
det 0 dvidy 7 dvidyt 7 dwdy’ 7 dyt
nos de quarto Orden suprimiendo el denominador comun 24, seri
Lkt = 4 MFE3E = ONK*I? = 4Ckh® — Pht; y transformindola en L

: la suma de los térmi-

tivos de

) 2 Mkh \2 20kl \2 2 M* 20?
, 2 252 A
(B4 — )-{—P(h-—i— > >+2/LIZ(JN—— 7 ——-—P-),
inferirémos que dicha suma serd siempre una cantidad positiva, si
. . 2 M* 20 .
lo son las cantidades L, P, 3N — 7 — —p > ¥ una canti-

dad negativa, siempre que lo sean estas cantidades. Por consiguien-

te multiplicando por L Ia tercera, concluirémos

~ Que para que en ¢l supuesto actual, A4 sea un méximo ¢ un mi-

nimo, debe necesarigmente verificarse en ambos casos la condicion
2 LO*

5LN — 2 M> — —;

P << o; y en el minimo L >0, P>o.

> o;y ademas debe ser en el miximo L <o,

Por donde se ve; que 4 las condiciones L <o, P << o, dadas

por Mr. Euler para el miximo;y L >o, P> o, para el minimo;
2LO?
J)

276. Por los mismos principios se hallarin las condiciones relati-
vas 4 los maximos y minimos de las funciones que contienen tres o
mas variables. Pero 4 fin de no extendernos demasiado omitirémos
lIa coasideracion de estas funciones; y terminarémos este asunto apli-
cando dichos principios 4 la resolucion de los dos problemas siguientes.

Problema 1° Dividir la cantidad dada a en tres partes tales que su
producto sea el mayor posible 6 un mdaximo.

Si llamamos x una de dichas partes, € y otra; la tercera serd
a—x—y;ysu producto xy (@ — x — y ): por consiguiente se-

se debe afiadir en ambos casos la condicion 3LV — 2M?* — > o.

réz:xy(zz—vx—y), :y(zz—-zx—}/),-%;:-:x(a-

dx
az &Iz . &z -
2 — %), — = — 2, ——— T2 — 2K — 2), — = — 2X;
4 )’ dz* 7 dvdy @ s ay* - . Y
dz dz '
haciendo — =—=y(a—2x —y)=o —x(a—oy—x)—o
c —=7( yI)=os (@ — 2y —x)=0,
) ' a a .
Tos factores @ — 2% — ¥, @ — 2y — danx::———-,}':—s—-;de
S - 3
: . . 2a . a 24
“dondeinferirdmos D = — —, E = — —, F—=— .

Es evidente que estos valores cumplen con la condicion DF —
2 q B E . - d
E? > o; y como por otra parte es D << o, concluirémos que el pro=
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oA : a
ducto xy (@ —x—1 ) es un mMAaximo quando x ==y = Yy : esto es
cantidad dada a son igua-
3

’ pd A JU— a
les ; y que el producto maximo A es = .

quando las tres partes en que se divide la

27 \

Problema 2° Hallar las maximas y minimas ordenadas de una es-

fora, suponiendo en el centro el origen de las coordenadas. ‘
Si llamamos 7 el radio de la esfera, su equacion serd en este su-

: 2 2 ‘afi dz dz
puesto 2> =1 — &* — )% de donde se infiere z —=—u, Z-dj;—
d'z dz )2 4’z - dz  dz Az
— — —_— ) =—1,% —0,%——
— _'y ’ z d."b‘: + ( dx ? d.’l{({y ﬂ")} dr ? dy-
dz \?
-+ - — I.
4y
. dz . x dz N d 0
ciones — —= — — == 0O = — —=o,danx=o,
Las equaciones —- - s - , ,
éy = o ; y substituyendo estos valores en las demas equacioines tendré-

I I
mosz:ir:A,D:q—_—r—,E:o, F:z—r—; cuyos va-

Jores cumplen con la condicion DF — E* > o. Por consiguiente 4
causa del doble signo de D, concluirémos que la ordenada z es un
miximo y un minimo en el origen O centro: un maximo =7, y un

minimo — — 1.

De las funciones de dos cantidades variables , que en ciertos

casos particulares se reducen 4 las expresiones

. . o co
indeterminadas ——, —5=, O X @,y 0 — co. b

277.  Quando una funcion fraccionaria contiene dos cantidades va-
. . O
riables ; puede reducirse 4 la forma indeterminada — de dos modos:

1% Suponiendo un valor determinado & una sola de las variables;

22 Dando 4 ambas variables ciertos valores conocidos. En el primer
caso se podrd determinar el valor de la funcion propuesta relativamen-
te 4 la variable que se supone igual 4 una cantidad dada, por los mé-
todos declarados ( adm. 119. y sig.”) relativamente 4 las funciones de
una sola variable ; y entonces el valor de dicha funcion dependerd
tnicamente del que se dé 4 la otra variable. Tal es por exemplo la

a® —

; . I4 o N
funcion — z, la qual se reduce & — en el supuesto de
y(a—=z) o
. N C . . , [ZZ — R:: L . .
= a. Pero como en este caso ( mim. 126. )es —— =24, serd tam-
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2a

bien z = » ¥ por consiguiente conociendo el valor de y, se co-

nocera inmediatamente el correspondiente de z.

278.  En el segundo caso, el valor de la funcion propuesta podri
ser determinado o indeterminado segun fuere la naturaleza de dicha
funcion.

Para conocer en este caso si la funcion propuesta es efectivamen-
te indeterminada ; G si tiene un valor determinado; supondrémos que

- 7’ I O
los valores respectivos de v € ¥, que la reducen 4 — son a, b:y

substituyendo @+ % en lugar de x, y b+ % en lugar de y, orde-
narémos el numerador y el denominador segun las potencias Y pro-
ductos de las cantidades indeterminadas %, 4. Hecho esto ; si hacien-
do las reducciones correspondientes resulta en el numerador & en el
denominador algun término independiente de % y de 4 ; la funcion
ropuesta tendrd un valor determinado que se conoceri inmediata-
mente haciendo 2==o, =0 ; pero si todos los términos del nu-
merador y del denominador estuviesen afectos de 2 & de & ; la fun-
cion propuesta seria indeterminada; y en este caso se procederi con-
forme manifestarémos en los exemplos siguientes.
Ay — ay’
(a—2) (b —VF —3))
se quiere determinar en el supuesto de x — 4, éy—=o.
Es evidente que en este supuesto la funcion propuesta se redu-

Exemplo 1° Sea » 1a funcion cuyo valor

rd o - 3 .
ce & — : pero s substituimos 7 4~ £ en lugar de &, y % en lugar de
o a*h* — kB (a° == 24k 4~ k) A (2a=k)

—k(b—=VF—F) b— (5 — )
desenvolviendo el binomio que incluye el radical , y reduciendo, en

i

Y, se transformard en -,
2

2a -+ k ) . .
R cuya cantidad haciendo A==o, k= o, se redu-
— = —— &,
7 -t PYE -+

ce & 4ab; y por consiguiente este es el valor de la funcion propues-
ta en el supuesto de x == 4, € y = o.
¢(a—2)(b—p)

(a—a)' 4+ (b—y)

Exemplo 22 Se pide el valor de la funcion

el supitesto de x —=a é y = b. o
Como estos valores reducen la funcion propuesta 4 — , substi-
o

tuirémos a -+ % en lugar de %, y b =~ & en lugar de 7, con lo que se
<
A causa de ser arbitrarias las cantidades %, / ; si suponemos i = £k

transformari en

la expresion antecedente se reduciri 4 , la qual siendo in-

I
7 P
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dependiente de %, h, expresard ¢l valor de la funcion propuesta en
el supuesto de x = a, é y = b. Pero como la cantidad £ es indeter-
minada ; serd tambien indeterminado el valor de la funcion propues-

ta en dicho supuesto. Finalmente; si observamos que el mayor valor
c

3 ¢ . pd
de que es susceptible la expresion — € —, correspondiente 4

3 -+ B
g=1; y el menor es — el qual corresponde 4 # = — 1; conclui-
’ 2 c(a—2)(b—y) .
(a—a) +(—p)
* , . ¢
ne una infinidad de valores comprehendidos entre los limites — ¥
c

— te—

rémos que en el referido supuesto la funcion

2
Exemplo 3° La funcion propuesta es ~——
: -
lor quando x ==a, éy = &, en cuyo caso se reduce 4 —.

o
Substituyendo a2 -+ % por &, y b =~F pory, se transformari en
h . B
— y haciendo 2= Bk, en ————
2ak - k¥ . B ) 28 -+~ k ) ] .
expresion se reduce & —, que a causa de la cantidad arbitraria £,
2a

(=9

;3 y se pide su va-

. Haciendo 2 — o en esta

es susceptible de todos los valores imaginables; y por consiguiente

lo serd tambien la funcion propuesta en el supuesto de x =—=a, é y = .

Exemplo 4° Sirva de tltimo exemplo la funcion......... coosrsernarana: o

7 n

(a— )y —(a—r)w—+(r—y)a

(a0 —a)(a—2)(x —v) .
minar en el supuesto dex —a, ¢ y —a.

Substituyendo a + ken lugarde x, y a =% en lugar de y; z se

n 7 n

—k(a+b)+h(a+hk)4+(h—1t)a

ki (h— 4)
do los binomios del numerador; haciendo las reducciones correspon-
e ., [/ G ey s

dientes, y dividiendo por & (k—1), se reducird 4 z=n——a
R - ¥ 7 — 2

==z cuyo valor se quiere deter-

; y desenvolvien-

transforma en

2
-7 a3 (k4 ) =+ &ec. ; 7y finalmente haciendo Z y
2 Hoem I 732

# nulas tendrémos z —=mn a : por donde se manifiesta, que
NI N2
a .

2
el valor de la funcion propuesta quandox =a =y, es n

Uso del cdleulo diferencial para hallar por aproximacion las
raices de las equaciones.

279. El teorema.de Taylor que nos ha sido tan 1til en todas las
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s n

minar por aproximacion las raices de las equaciones.

Sea f(x)=o una equacion qualquiera entre la incognita x
‘cantidades conocidas ; y @ una cantidad que se acerca al verdadero va-
lor de x; de manera que la diferencia entre a, y & sea una cantidad
muy pequefia £; serd f (x)=f(a-+k)=o. ,

Sentado esto si suponemos que los valores respectivos de f(x),

d.f(x d . f () ' )

{15 )‘-;\ = &c. quando x = a,sean 4, B, C, &c., y

se substituye a =~k en lugar de x; f (x) se transformard (mim: 97.)

en f(a+t)= A+ *B+ —:—-C’—f—&c, y como_por el supuesto,

esf(a — k) = o serd tambien A -+ B —+ —2——C+ &c. = 0; 0 des-
.. k. , .

preciando-los términos — C + &c. & causa de ser £ una cantidad muy

, . . A
pequeia , tendrémos con corta diferencia A 4= iB —=o, k= — 5
4

aplicaciones del cilculo diferencial; nos servird igualmente para deter-

x==a——. o
yr=—a—3 : C ‘
Para .continuar la aproximacion , supondrémos @ — — =— a’, x
. con ia.ap p B
=— 4 4~k ; y representando por A’, B’, las cantidades andlogas 4
A ) d.f(x)
A, B; esto es los valores respectivos de f(x), ——cn el su-
. puesto de x == a’; tendrémos de¢l mismo modo que antes A’ £'B'
\ Al , A A A )
:O’k:—_BT’Yx:a—_ET’ a— — — -~ ¥ conti

nuando del mismo modo, se hallard un valor de x tan aproximado
al verdadero como se quisiere. ,
280. Las cantidades A’, B’, se suclen hallar mas ficilmente de

. &
este otro modo. Llamemos K la funcion 4 —+ AB =~ —;—-—C -+ &c.;
A4 . . .
y hagamos — — =10,k =b + K. Es evidente que si se substituye

en K, b + & en lugar de £, resultard la misma cantidad /(a =+ 5+ k)
que resultaria substituyendo en f(x ), a'+ k=0a—+ b4k en lu-

gar de x : pero en este supuestof (x) se transforma en A’ + B’k
dK &K K

+ &c., y K en K+ —#%' 4+ —— —— - &c. suponicndo que en
dk dk 2

estas cantidades se haya substituido 4 en lugar de %; por consiguien-
te 4 causa de que los dos primeros términos de K se desvanecen pot
2 ,

b5 )
D+ &c,yB
3

, b y
el supuesto de k=5 ; tendrémos 4’ = —2—(, —+=

= B —~ bC + &c. o
Exemplo 19 Sea x% — 2x — § = o la equacion propuesta: hacien-

. . ‘ cd.f(x) " . .
do el primer miembro =—; (x), serd —~ —=g3x*—2; y (0

2.

-dx

mo el valor 2 satisface con corta diferencia 4 dicha equacion ; har¢-
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mos 2 =2, y tendrémos A= — 1, B=10: por consiguiente k
— . —o0,1; yx=2, 1 con corta diferencia.

IO
Para hallar un valor de x mas proximo al verdadero, harémos

4@ — 2, 1; y substituyendo hallarémos A’ = 9, 261 — 4,2 — §

61
—o0,061; B'=— 13,25 —2==11,23; K = — =—0,0054;

1123

y x = 2,0040.

Si se quisiese continuar aun mas la aproximacion, se haria 2" =
2,0046, y se operaria como antes.

Para hallar las cantidades A', B’ por el otro método, continua-
rémos en diferenciar la equacion propuesta, y hallarémos C— 12,
D—=6,E—o0o—F=G, &c., y haciendo / == o, o1, tendrémos

b b3
A (=—CA+——D)=o0,06+4 0,001 ==0,061; y B'= 10
2 2.3
~+1,2-0,03=1I,23,cuyos valores son precisamente los mismos
que hallamos antes.

Exemplo 2° Si la equacion propuesta fuese & — 100 =0, la trans-
formariamos en a log. x — log. 100 =—=o, G ya que en las tablas or-
dinarias log. 100 =2, en x log. ¥ — 2 — o. La simple inspeccion de
la equacion propuesta manifiesta que el valor de & es mayor que g,
y menor que 4; por lo que le supondrémos = g, ¢ =—a; y tenien-

4 d.log. x o, C é}’ L
do presente (nvim. 74. ) que en dichas tablas es g ¥ __ o,434298c.

- b

) _ d.f(x) dx ¥
tendrémos f(x) = x log. x — 2, — = log. x + 0, 43429 &c.;
y haciendo x=—=a=13,5; serd 4=1,90424 — 2= — 0,09576;
B =—o0, 54407 0, 43429 =0,97836; kA = 9327; =o0,00788; y

x =3, 59788.
Si quisiéramos continuar la aproximacion, hariamos a' = g, §979;

6 b=o,0979, y procederiamos como en el exemplo antecedente.
Exemplo 3° La equacion propuesta es x sen. X == 1, 2§ ; y se pi-

de el valor del arco x en el supuesto del radio — 1. o
Como el arco de 10" en partes del radio es=—o, 174533 ; dos &

tres tentativas bastardn para asegurarse que el arco x estd entre 70 y 80°.
Si le suponemos — 75", serd a=—=7,5 X o, 17?1533‘: 1,300; Yy

X

z — - 'f(' '
4 causa de f (x) ==x sen. x — 1, 25 ; tendrémos ———~ = sen. x

xcos. xv; A=1,309Xsen. 75° — 1,25 =0, o144 ; B =sen. 74°
"’*'I’SOQXCOS-75°:1,3047;},;(.1_5‘»1_' 144

— — 0,0110%.
130 ’ 3

Este valor de k es en partes del radio ; reduciéndole en grados 4
razon de o, 017443 cada grado, serd k = — 37. 51”., y por consiguien-
te x == 74°. 22'. 9", con cortisima diferencia.

Bb
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281. Sien vez de una sola equacion, tuviésemos las dos equacio-
nes z —o, # —=o, entre las incognitas v, €y ; y supusiésemos que
las cantidades a, b, se acercan & los valores respectivos de v € y: ha-

riamos x == a ~+ k, y = b ~+ I ; y suponiendo que quando x =a, ¢
dz dz du du

- resiones & , ——, —, &c¢.; 1, —, — , &c.
J b, las exXp > T & B 3 » T T 0 y S¢

transformen respectivamente en 4, B, C; &c.; A', B', C’, &c.; des-
preciando los términos afectos de dos 6 mas dimensiones en £, y %
por ser estas cantidades muy pequeias tendriamos para determinar %
y & las dos equaciones de primer grado .4 -+ Bk +Ch=—=o, A+
B'k4+C'h=o0: y en el caso de que esta aproximacion no se juz-
gase suficiente , se supondria a =k =2a', b+ h="F, x = d + &,
€y =10>"—+h'; y substituyendo estos valores de x é y en las equa-
clones z == o, # = o, resultardn dos equaciones de primer grado ana-
logas 4 las antecedentes, las quales darin los valores respectivos de
las nuevas correcciones &', &'

J & .

Sean por exemplo & — 120 — o0, y — 248 == o las equaciones

propuestas, y supongamos que habiendo hecho algunas tentativas, re-
sulte que el valor de x se acerca mucho 4 ¢; y el de y 4 3.

Transformando para mayor facilidad dichas equaciones en y log.

a = log. 120 =2, 0792, ¥ log. y ==log. 248 == 2, 394§ s harémos

z=y log.x —2,0792; u=—=xlog.y——2,3045; a=§; b=yg;

y observando que en estos cilculos nos servimos de las tablas ordi-

. , dz 9 dz du
narias ; tendrémos T o433 = log. x; — = log. 5
ay x

dx
T 043435 A=o0,0177; B=o0,2606; C=0,699; A’
— —0,0089; B'==o0,4771; C'=o0,7258; y las dos equaciones
©,0177 — 0,2606k == 0,690k = 0; — 0,0089 =+ o, 4771k =~
0,7238k = o, de las quales se infiere k == o0, 13; h=—=0,074;y por
consiguiente ¥ =5, 13; €y = 2, 926. '

Continuacion de las aplicaciones del cdleulo diferencial 4 la
tedrica de las lineas curvas.

282. En las aplicaciones que en el capitulo V. hemos hecho del
cilculo diferencial 4 la teorica de las lineas curvas, hemos conside-
rado estas lineas relativamente 4 sus coordenadas perpendiculares, 4
causa de que hablando generalmente la equacion de una curva refe-
rida 4 dos exes perpendiculares entre si, es mas sencilla que la que
resulta expresando la naturaléza de dicha curva de un otro modo
qualquiera. Sin embargo ; hay algunas curvas transcendentes las qua-
les se refieren naturalmente a4 sus coordenadas polares; y por otra
parte conviene muchas veces -considerar las cutvas algebrdicas relati-
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vamente 4 estas coordenadas : asi en la Mecinica y en la Astronomia
se refieren comunmente las secciones conicas 4 las coordenadas pola-
res , tomando el origen de las coordenadas en .el foco ; cuyo origen
se llama ¢/ polo. Por estas razones nos ha parecido conveniente consi'-
derar algunas curvas que se refieren a las co9rdenadas polares ; y aplis
car al mismo tiempo el cilculo diferencial & estas curvas.

Si suponemos que mientras que la linea AB" prolongada indefini-
damente ( fig. 79.), se mueve uniformemente al rededor del centro
A del circulo BNCB ; el punto movil M se mueva en dicha linea
con una velocidad uniforme y tal que ande el radio 4B en el mis-
mo tiempo que este radio describe el circulo BNCD ; el punto M
describira con su movimiento la curva espiral AMDB que invento
Conon de Siracusa (1), la qual se llama comunmente la es]]iral de 41‘-
chimedes , 4 causa de que este célebre Gedmetra descubrid sus prin-
cipales propiedades. ) . .

283, Si por un punto qualquiera M de la espiral , se tira el ra-
dio AN; 4 causa de la uniformidad de los dos movimientos que des-
criben esta curva, la razon del arco BV 4 la circunferencia BNCB,
serd igual 4 la de AM al radio AN o AB. Por consiguiente , lla-
mando el arco BN, z; AM, u; =, la razon del radio 4 la circun-
ferencia; y suponiendo AB — 1 ; tendrémos z : @ ::u: 1; de don-

z
de se infiere # — —.

a

284. El punto mdvil M, que en la primera revolucion de Ia li-
nea AB, describe la porcion AMEB de la espiral ; describira en la
segunda revolucion, la continuacion BM'B’ de dicha curva; y co-
mo los movimientos se pueden continuar indefinidamente ; la espi-
ral AMDB &c. dard un ntimero indefinito de vueltas al rededor del
punto A , alejindose continuamente de este punto ; de manera, que
la distancia de dicho punto 4 un punto qualquiera de la curva serd
al radio AB— 1, como el arco z andado por el punto B desde el
principio del movimiento , & la‘circunferencia BNCB = = : por con-
siguiente la equacion de la espiral AMDB &c. continuada indefini-

z

damente es 1 — —.

a
285. Las variables z, # de esta equacion se llaman las coordena-
das polares : el centro A del circulo BNCB, es el polo; AM, el ra-
dio wector , y se considera como la ordenada de la curva; y el arco
BN, como la abscisa.
286. La espiral de Archimedes , es un caso particular de las curvas re-

. 7 7
presentadas por la equacion # = az dando 4 # todos los valores po-

. . I . .
sibles. Si se supone # = —; y se toma por ordenada la distancia
2

(1) Archimedes per Barrow ; pag. 42 9 sige
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MN (fig. 80.) del punto M de la curva, al circulo BNCB; I
equacion #* = a®z, 6 (haciendo a®> == p) u* == pz, serd la de Iz ¢s-
piral parabilica BMAE. ‘ ) ‘

287. Haciendo #n = — 1, resultard la equacion uz=a, la qual
pertenece 4 la espiral hyperbiolica AME ( fig. 81.).

288. Si 7 es un niimero positivo ; las espirales representadas por

n ,
la equacion # = az tienen su origen en el punto A4 ( fig. 79. y 8o. D
pero quando # es negativa, el origen de las espirales (fig. 81.) es-
ta una distancia infinita del punto 4; y 4 medida que el arco BN =z
crece, el radio vector AM —u disminuye continuamente ; de mo-
do que 4 cada revolucion del punto B, el punto M se va acercan-
do al centro A sin que jamas llegue 4 confundirse con dicho centro.

289. Si la relacion entre las coordenadas z, y u fuese expresada
por la equacion z = log. #; la curva AME ( fig. 82.) seria /a es-
piral logaritmica.

2go. Conociendo la equacion de una curva relativamente 4 las
coordenadas rectangulares; se puede transformar en la que pertenece
4 las coordenadas polares: y reciprocamente, conociendo la equacion
de una curva referida & sus coordenadas polares ; se puede hallar Ia
relacion de sus coordenadas rectangulares x , é ¥, ¢ una equacion di-
ferencial de primer Orden entre estas coordenadas, y sus diferencia-
les dx, y dy.
~ Supongamos que el punto 4 ( fig. 79.) sea el origen de las coor-
denadas rectangulares AP =x, PM =y, y llamemos m el arco BD
comprehendido entre el origen B del arco z, y el punto D donde el
exe AD de las abscisas corta el circulo BND’B: serd prescindien-
do de los signosu:\/(.x2+y2),DN:z—7n, x—= AM cos. ND'
=ucos.(z—m),éy=AMsen. ND'=usen. (z—m); y substi-
tuyendo los dos tltimos valores en la equacion que expresa la rela-
cion de las coordenadas x € y , se transformari en otra que contendra
solamente las variables z , y #; y por consiguiente expresari la rela-
cion de las coordenadas polares.

291.  Si se supone que el exe 4D de las abscisas pasa por el ori-
gen B del arco z (fig. 83.); serd m =o, y por consiguiente x =u
cos. z, € y = u sen. z.

Supongamos por exemplo que la curva, DMD' sea una elipse cu-
yo semiexe mayor ED = a; el menor EF = p; la excentricidad AE
‘=¢; la abscisa AP = ; y la ordenada PM = y. Serd su equacion

2

b .
¥?=——(b*— x*+ 2¢ex ); y substituyendo los valores antecedentes
@ 2

de x € y, se transformard en #® sen.?z = (b* — u?cos.>z + 20u

a
cos. 2), la qual expresa la relacion de las coordenadas polares BN =z,
y AM = un.

Esta equacion se puede reducir 4 una forma mucho mas sencilla;
pues si en lugar de a* se substituye su igual 4%+ ¢?, y se tienc pre-
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sente que sen.> % - €os.> z = 1;s¢ transformara en b%u —+ e®u? sen.? z —
bt 2
b+ + ab?eu cos. z, y substituyendo 1 — cos.* z en 2lugar de sen?z, en
(b + ¢ )u* 6 au® = b* + 2b*en cos. Z + ¢*u® cos.? z; y finalmente sa-
cando la raiz quadrada tendrémos au = b% €14 X C0S. Z, O 1§ s
b’.’

@ — € COSe 2

292. De las equaciones & == # €oS. Z, ¥y == # sen. Z, se infiere cos.
e all , sen. z :: 2 5y substituyendo estos valores en una equacion
 u %

qualquiera que contenga solamente #, y lqs Senos y cosenos del. ar-
co z; se transformard en otra entre las vamalzﬂes 112, x, € ¥ y/elnm-
nando # por medio de la equacion # = \/(ﬂf —=»*), resultard la re-
lacion de las coordenadas rectangulares x, ¢ y. ]
- 293. Pero si la equacion de la curva relan_vamente a las coorgie-
nadas polares incluyese el arco z; ho se po.drm hallar una equacion
algebrdica entre x, € y; pues no existe relacion alguna algebriica en-
tre un arco z, y su seno O su coseno: pero se puede llallxlr,xlnal equa-
cion diferencial que incluya solamente las coo_rdenadas x ¢y, y sus
diferenciales dx y dy. R S

En efecto; si diferenciamos las equaciones # = ¥/(a* =+ »*), «x
rdr -+ 3dy
V(a* -!-—:r‘;_)- ?
dx = du.cos. (z — m) — udzsen. (z — m), dy = q’zt sen. (z — )

-+ udz COS. (z —m); y eliminando 4z por medio de las: dos tlti-
dy cds. (z — m) — da sen. (2 — m)

=1 cos. (z —m), y = u sen. (z — m); tendrémos du ==

mas equaciones, resulta 4z = » , ¥ subs-
tituyendo por #, cos. (z — ) y sen. (z — m) sus valores respec-
. zdy — ydx
tivos, dz = ———.
2ty

294.. Por medio de esta equacion, y de las que expresan los va-
lores respectivos de du, u, x, € ¥; Sera.facd elimirnar de la equacion
de la curva y de su diferencial, las cantidades #, sen. (z — m), cos.
(z —m), du, y dz; y luego despues la variable z por medio de las
dos equaciones que resultan. ' . |

Sea por exemplo la curva propuesta la espiral de Archimedes ( fi-
gura 79.). Tendrémos 7y ==z, y wdu = dz; y substituyendo en

esta equacion por 4z, y du, sus valores respectivos, se transformarg

ady — ydx .
en w(xdy = ydy) = Vi lIa qual solo contiene las coorde-

nadas rectangulares & € , y sus diferenciales dx, dy.

Si la tltima equacion hubiese incluido ¢l arco z; le hubiéramos
eliminado por medio de dicha equacion, y de la propuesta 7u = z.
295. Para determinar los valeres respectivos de Ia tangente, sub-
tangente, normal, y subnormal en las cuivas referidas 4 las coorde-
nadas polares ; transformarémos las formulas del nim. 130, relativas
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& las coordenadas rectangulares, en las que corresponden 4 las coor.
denadas polares, substituyendo en dichas formulas los valores de o,
7,dx, y dy que hallamos antes. Haciendo estas substituciones en I3

formula y

4y
du cos. (z — m) — udz sen. (z — m)

dts sen. (z — m) == udz cos. {z— m)
296. Como la posicion del exe AD de las abscisas es arbitraria;

podemos simplificar muchisimo esta expresion de PT suponiendo di-

cho exe perpendicular al radio vector AM ( fig. 8.4.), cl qual en est
caso se confunde con la ordenada PM; y serd sen. )(z. -(—l m) ::bxf:

z

du

cos. (z —'m) —o, y por consiguiente PT 6 AT — — u*

En este mismo supuesto serd la 'tangente: ™ :‘/( AM )*-+ (AT

d: 2
—uvV/ (1 -+ (——ﬁ) ); y la tangente del dngulo AMT que la tan-
gente en el punto M forma con el radio vector — — =

.

du
Con la misma facilidad hallariamos las expresiones de la subnor=

mal, y de la normal.

Sea por exemplo AMB la espiral de Archimedes cuya equacion
- dz

z , dz . . ’
esu:——-.Sera-d—-:vz',yAT:—u2 — — uz igual & la

longitudeel arco ZQEF trazado con el radiouvector AM.

La tangente MT seti = u(1 +122?) = — /(1 ~+ 2z*); y Ia
tangente del angulo AMT, igual 4 — z — al ;rco NDB.

En la espiral parabolica, cuya equacion es #®> = pz (fig. 8o. )

— ;u s AT — — o :‘ — — 2uz = al duplo del
arco I'G trazado con el radio 4F == MN; y la tangente del dngu-

lo AMT, igual & — 2z = al duplo del arco BN.

Si Iz curva AME ( fig. 81.) fuese la espiral hyperbdlica seria #z

@
—— — — —_— . -
—a,—— = ——, y AT =a = BC: por donde s ve, que la sub

tangente de la espiral hyperbilica es constante ¢ igual al arco BC.
La tangente del 4ngulo AMT, se hallarda del mismo modo que
en la espiral de Archimedes, igual al arco BNV.

N . Z
tendrémos — =

~ Finalmente, siendo z = log. # la equacion de la espiral logarit-
. , . ) dz
mica ABME ( fig. 82.); tendrémos suponiendo el mddulo = a, ——

a
= —; AT == — au; y la tangente del dngulo AMT, igual & — a:.

4

cuyo resultado manifiesta que en todes los puntos de esta curva, la

X 7,
de la subtangente, tendrémos PT = u sen. (z — m)
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tangente forma un mismo z.'mgvulo con ,el radio vector; y que la tan-
gente de dicho 4ngulo es igual al mddulo. .

297. Para hallar la expresion del r.adl,o de curvatura relativamen-
te 4 las coordenadas polares, diferenciarémos las equaciones 4y — du
sen. (z — m) udz cos. (z — m), dx = du cos. (z — m) — iz
sen. (z — m) considerando dz como constante, y tendrémos

diy = d°u sen. (z — m) == 2414z oS, (z — m) — udz? sen. (z — m)
A*x == d’u Cos. (z — m) — 2dudz sen. (z — m) — udz® cos. (2 — m)

bl
observando que sen. (z — m)® — cos. (z — m)* =1, serd da*
Y- dy? = du® - udt, y dud’y — dydix = 2dutdz — udzd®u + utdz3.
Sentado esto; como en esta transformaf:lqn, consideramos ampas
diferenciales dx, dy como variables; substituirémos en la expresion
a

(-2 )i | 4
1 . .
dx* . d’y dy d'x
' —
(ndm. 161.) — o del radio de curvatura, — ——
) ‘ A
a T
(ntim. 203.) en lugar de —d—}:— ; y multiplicando el numerador y el de-
' (dv® =+ dy* )%

nominador por 4x3, tendrémos la férmula — correspon-

’ dxd’y — dyd’x
diente al supuesto de dx, y dy variables; y substituyendo los valo-
; Y ,

(di® == n*dz*)*

res que acabamos de hallar, se transformard en

du® 3
+ 1?
(G +

— ; expresion del radio de curvatura relativa-

udzd’u — 2407 dz — u’dz}

u .
mente 4 las coordenadas polares, en el supuesto de que la variable z
varie uniformemente. , o , ‘
- Esta'exptesion no incluye €l arco BD'"= m, 1o qual se podia des-
de luego: prever;-pues'es evidente que el valor del radio de curva-
tura ¢s independicnté de la posicion arbitraria del exe D.AD'.

208, Si llamamos s la superficie del sector ADMA ( fig. 85.),
y desde el polo A4 ¢omo centro, y con los radios AM = u, AM’
= u — Au, describimocs los arcos Mm, M'm'; sertd AMM'A = As,
Nn = Dz, Mm = ulbz,y M'm' = (v — Lu) bz Sentado esto,
es evidenté que mientras Az, y Au decrecen continuamente. acercin-

. oo utAz “
dose 4 su limite comun cero; el sector AMm — ——, es siempre ma=
. - 2

yor que la superficie 4s, y esta, mayor que la del sector AM'm/
___(u'— Ay)az

2

; de manera que dividiendo por Az, tendrémos siem-

T—



200 CAP. VIII. DE LAS SUPERFICIES CURVAS,

_ u* As (v ~— Au)® . . - ;
pre — > — > - , y por consiguiente (nim. 19.) serj
ds u?

dz 2z

Con igual facilidad se hallaria el coeficiente diferencial del arco DM
considerado como funcion de z.

CAPITULO VIIL

Principios de la tedrica de las superficies curvas, y de las
- curvas de doble curvatura; y aplicacion del cdlculo
diferencial d esta tedrica.

.A.ntes de empezar la tedrica de las superficies curvas que nos pro-
ponemos exponer en este capitulo, debemos prevenir 4 nuestros lec-
tores,, que para su inteligencia, es necesario el conocimiento de los
principios de la tedrica de las lineas curvas y de las varias propieda-
des de los planos, y que les serd muy util la lectura del ensayo de
Geometria sobre los planos y sobre las superficies curvas de Lg-
croix (1). o ‘ _

299. Del mismo modo que un punto qualquiera M de una linea
curva plana ( fig. 13.), se determina comunmente por medio de dos
coordenadas perpendiculares AP, PM cuyo origen se supone en un
punto fixo A: la posicion de un punto qualquiera de una curva de
doble curvatura, o de una superficie curva, 0 en general de un pun-
to qualquiera Z del espacio ( fig. 86.) se determina por medio de
tres’ coordenadas perpendiculares AP, PM, y MZ.

Para ello, en el plano CAB que supondrémos ser el de la lami-
na, se toma un punto fixo 4 para el origen de las coordenadas; y
tirando las lineas 4B, CAc perpendiculares entre si; se proyecta des-
de luego el punto Z sobre el plano CAB, y despues se refiere la pro-
yeccion M al origen A, por medio de, las .coordenadas perpendicula-
res AP, y PM. Esto viene 4 ser lo mismo que referir el punto Z
4 los tres planos CAB, DAB, CAD perpendiculares entre si; y que
pasan por el origen 4; pues es claro que las coordenadas PM, AP,
aunque estan situadas en el plano CAB, representan las distancias res=
pectivas ZZ', ZZ" del punto Z & los planos DAB, CAD; de ma-
nera que si suponemos que Z' y Z" sean las proyecciones respecti-
vas del punto Z sobre los planos. DAB, CAD , sera evidentemente
PM—=2ZZ',y AP = ZZ". ‘ o

Los planos CAB, DAB, CAD; se llaman los planos de las coor=
denadas.

(1) Essais de Geometrie sur les plans et léi swifaces courbes.
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Las intersecciones comunes AB, AC, AD de los tres planos CAB,
DAB,CAD , se llaman los exes de las coordenadas respectivas que
les son paralelas : asi, llamando AP ,x; PM, y;y MZ, z; 4B,
serd el exe de las x5 AC, el de las y;y AD, el de las 2.

Del mismo medo , los planos CAB , DAB, CAD de las coor-
denadas toman sus denominaciones respectivas de las mismas coorde-
nadas : el plano CAB que conticne x € y, se llama el plano de
las x é y; el plano DAB donde estan las coordenadas AP =x,y
PZ' = ZM — 2z, se denomina el plano de las x , y z ; finalmente,
refiriendo la proyeccion Z" del punto Z sobre el plano CAD, 2
los exes AC, AD por medio de las coordenadas AF — MZ =z,
y FZ"—= PM =y, le llamarémos el plano de los y, y z.

200. Es evidente , 1° Que en todos los puntos del exe AB de
las x,es y—o, yz=o; que las coordenadas x, y z son nulas
en todos los puntos del exe AT de las y ; como lo son igualmente
x é y relativamente al exe AD de las z.

2% Que la coordenada z es nula en todos los puntos del plano
CAB de las x é y, y tiene un valor determinado relativamente 4
los de un plano qualquiera paralelo al primero ; de manera, que la
equacion z =¢; suponiéndola sola, y sin que haya determinacion al-
guna relativamente 4 las otras dos coordenadas x € y; representa un
plano trazado paralelamente 4 CAB 4 una distancia de este — o.

3° Que en todos los puntos del plano DAB de las x,y z, es
y —o;y que la equacion y = b pertenece 4 un plano paralelo el pri-
mero, del qual estd 4 una distancia = 4.

4° Y finalmente, que relativamente al plano CAD, es x = o;
y que x — a es la equacion de un plano paralelo 4 CAD , traza-
do 4 una distancia = a.

gor. Si se supone que las equaciones z ==o, y = b se verifican
4 un mismo tiempo ; representardn una recta trazada paralelamente
al exe AB de las x, por el punto del plano CAD cuyas coordena-
das son ¢, y b; y como dichas equaciones representan igualmente
todos los puntos comunes 4 los dos planos respectivamente parale-
los 4 CAB, y DAB, representados por las equaciones z = ¢, y = b;
dicha recta sera la interseccion comun de todos estos planos.

Las tres equaciones z=c¢,y =Fh,x=—a, reunidas; esto es en
el supuesto de que se verifiquen 4 un mismo tiempo ; pertenc-
cen al punto tnico donde se cortan los tres planos respectivamente
pglralelos 2 CAB, DAB, CAD , representados por dichas equa-
ciones.

go2. Propongimonos ahora una equacion entre dos de las tres
cantidades variables x,y, y z, por exemplo y = ax. Desde luego
verémos que esta equacion pertenece 4 una recta AN trazada por el
punto A4 en el plano C4B, la qual forma con el exe AB de las x
un dngulo NAB cuya tangente es = a. Pcro dicha equacion perte-
nece igualmente al plano DAN descrito por la recta AN movién-

Cce
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dose paralelamente 4 si misma en la direccion AD del exe de las 2
pues es claro, que si desde un punto qualquiera Z de dicho plano
se tiran las perpendiculares ZM , ZZ' 4 los planos CAB, DAB
y desde el punto M, la MP perpendicular al exe AB ; ser ZZ”
— MP —y —ax. Es evidente que el dngulo N.AB mide la incli-
nacion del plano DAN respecto del plano D.AB. |

Las equaciones z = bx, z =cy ; nos darian resultados anilogos 4
los antecedentes relativamente 4 los planos DAB, CAD.

303. Supongamos que se quiera indagar que superficie represen- -

ta la equacion z — ax - by. Haciendo x == o , tendrémos z = by;
de donde inferirémos que la recta AN’ ( fig. §7.) trazada por el
origen A en el plano CAD (en el qual es siempre x = o) y re-
presentada por esta equacion, contiene todos los puntos comunes 4
la superficie expresada por la equacion z — ax —+ by, y al plano
CAD ; 6 lo que es lo mismo, que la recta AN’ es la intersec-

cion de la superficie representada por la equacion propuesta, y del
plano CAD:. ’ :

. . ) 2
Haciendo 2z = o, resulta ax == by =—o0,0 y = — — a, cuyp

equacion pertenece 4 una recta AN trazada por el origen A4 en el
plano CAB debaxo del exe 4B, la qual serd la interseccion de di-
cho plano y de la superficie representada por la equacion z = ax
“+ by. S ‘

Ahora pues, si suponemos que ‘el dngulo CAN' se mueva para-
lelamente al plano CAD , de manera que el vértice 4 esté siem-
pre en la recta AN, y el lado AC en el plano CAB; la recta AN'
describird un plano N’AN ; y quando el vértice A4 llegue &2 un pun-
to qualquiera M’, y el punto M’ al punto Z, sertd ZM 6 z =

M'Q—bxAQ=b(PM-+PM )=b (y+—x) =ax+1y; y
por consiguiente z = ax — by serd la equacion de dicho plano.

 go4. Finalmente, si la equacion propuesta fuese z = ax -+ by
~ d; perteneceria 4 un plano O'EO paralelo al plano N ‘AN repre-
sentado por la equacion z = ax —+ by, el qual corta el exe de las
z en un puuto E cuya distancia al origen 4 es = 4. Pues si pro-
longamos. la ordenada MZ del plano IN'AN , hasta que encuentre
su paralelo en Z’, serd ZZ'=d,yz = Z'M = ZM —+ d = ax
A )
He aqui la equacion de un plano situado de un modo qualquie-

ra relativamente 4 tres exes perpendiculares entre si, y representa Ia

equacion general de primer grado entre tres cantidades variables &,
Y,y z: pues siendo esta equacion de Ia forma ax - By 4= yz -0

« e . o g
— o; dividiéndola por ¥, y haciendo — — =a, — —_;—:b, y —
¥
»o’ . ,
— = d, se transformard en z == ax =~ by + d. Por donde se ve
5 3 ( .
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que el coeficiente de la variable z no hace mas general dicha equa-
cion (y lo mismo se debe entender de uno qualquiiera de los coefi-
cientes de x é y en el supuesto de que se conserven los otros dos);
sin embargo le conservarémos 4 fin de que las formulas que de ella
se deduzcan sean mas simétricas, y representarémos por ax —- by ==
¢z 4 4 = o la equacion de un plano qualquiera; pero tendrémos
presente,, que en todos los resultados se podrd suponer una de las
quatro constantes a, &, ¢, 4, igual 4 la unidad, 6 determinarla por
medio de condiciones particulares.

305. Conociendo pues la equacion ax - by 4=cz=d=o de un
plano qualquiera, serd ficil determinar su posicion relativamente 4
tres exes perpendiculares entre si. En efecto, haciendo desde lucgo
z = o, la equacion ax -+ by -~ 4 = o que resulta pertencce 4 la
interseccion del plano propuesto con el plano CAB ( fig. §8.), la
qual es una recta EF que corta el exe de las x en un punto E,y

. d
el de las » en un punto F, de manera que AE = — — Y AF
d .
7 .
Haciendo despues x = o en la equacion propuesta, se reduce &
by 4 cz 4~ A4 == o,y representa la interseccion G del plano deter-
minado por la equacion propuesta, y del plano CAD de las z ¢ 7,

la qual encuentra el exe AD de las z prolongado debaxo del plano

—

. . d

CAB, en un punto G cuya.distancia al punto 4 es = —. Por con-
. -

siguiente , el plano EFG cuya posicion fixan los puntos E, I, G de
¢ d

modo que AE es = — —, AF:—T’ y AG =— —,esel que
a [

la equacion propuesta representa. ‘

306. Para determinar la inclinacion del plano propuesto respecto
del plano CAB, supondrémos que desde uno qualquiera Z de sus
puntos se tiren las coordenadas ZM , MP prolongando esta hasta
que encuentre la interseccion EF en I, y desde el punto M la MH
perpendicular 4 EI ; la recta ZH serd tambien perpendicular & EI,
y por consiguiente el dngulo ZHM mide la inclinacion que se quie-

. . . , d
re determinar. Sentado esto, sicndo AE = — — , y AF = — -5 se-

’
a
7 a a b
ia tang. AEF— 7 sen. AEF — —‘—/-(—a-;-_l—:—b;-)—,COS. AEF= e _:;'5',
d & -t d
EP:x—i—;, PI=EP xtang. PEI= z :_—-, y Ml = e

AT e by mt=d cz . , : c
_— — = de donde se inficre 4 causa de sef IMH =

b
AEF , MH = IM cos. IMH — —F , v tang. ZHM =
zZM V(a5 Y@ =0y o
i = - . De aqui serd ficil inferir cos. ZHM =
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14

V(a® 45 4=c")

7

Del mismo modo hallariamos que el angulo de inclinacion del 

plan?/ propuesto relativamente al plano DAB, tiene por tangente
a® -+ b z b
A ) "/)(, pzor ;oseno O ; y relativamente al

a’ = h) a
plano CAD , — - por tangente , y oy por
coseno.

go7. Si suponemos c¢=—=o en la equacion tang. ZHM =— — ...,

V(a4 5°)
[4
propuesta se reducird 4 ax =+ by 4~ 4 == o : de donde inferirémos
que esta equacion representa un plano qualquiera perpendicular al

plano CAB. _

Con igual facilidad demostrariamos que la equacion ax - ¢z -~
d=o, representa un plano qualquiera perpendicular 4 DAB; y la
equacion by - ¢z -~d = o, un plano perpendicular 4 CAD.

308. Si se pidiese la equacion de un plano qualquicra que pasa
por un punto dado ; llamando a, B, y ¥ las coordenadas que de-
terminan la posicion de dicho punto, deberan satisfacer estas canti-
dades 4 la equacion general del plano ax =+ by 4+ cz +~d = o : ten-
drémos pues la equacion de condicion aa — 0@ ~4-cy 4+~ d=o;y
restandola de la antecedente, resultard la equacion que se pide a (x—a)
+b(y—B)+c¢(z—7v)=o;enla qual s¢ puede suponer igual
4 la unidad, una de las constantes 2, £, ¢, ( niim. go4. ).

309. Los planos perpendiculares CAB , DAB, CAD prolonga-
dos indefinidamente (fig. 89.) dividen el espacio total en ocho es-
pacios parciales , los quales forman otros tantos 4dngulos solidos al
rededor del punto A4 ;y se distinguen entre si por medio de los sig-
nos de las coordenadas x, y, y z que contienen. Asi, suponiendo
siempre que estas eoordenadas son positivas en el espacio parcial ¢
dngulo solido formado por los planos CAB, D.AB, CAD ; sera

X, ), — %) (BAC, BAd , CAd
-—r, —), +2 BA:, BAD, ¢AD
—_—X, =Y, =2 bAC, bAD , BAD
~2x, —J, —2z » enelingulosdlido{BAdc, BAL, cAd
bAC, b Ad, CAd
bAc, bAd, ¢ AD
bAc, bAd, cAd

310, Quando se conocen las equaciones de dos planos que pa-
san por una recta EF, de los quales es por consiguicnte Ia intersec-

——

, se transformard en tang. ZHM = o, y la equacion

==X, +.75 —_Z
—Xx, —J), +%

—_—X, —), — 2%
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cion ; se conoce tambien la posicion de dicha recta; pues es claro
que sus coordenadas son comunes 4 las dos equaciones de los referi-
dos planos.

Entre la infinidad de planos que pueden pasar por la recta EF;
se eligen comunmente los que son perpendiculares 4 los tres planos
CAB, DAB, CAD, 4 causa de que sus equaciones ( n. 3o7. ) con-
tienen solamente dos de las tres variables x, 7, z. Suponiendo pues
que ax— by -4 = o sea la equacion del plano perpendicular & CAB
que pasa por la recta EF; dw~cz —+d' = o la del plano perpen-
dicular 4 DAB; y by ¢z~ 4" = o, la del plano perpendicular
4 CAD ; estas equaciones pertenecerdn igualmente 4 las interseccio-
nes respectivas de los referidos planos, con los planos CAB, DAC,
C.AD, las quales son las proyecciones de la recta EF sobre estos planos.
Por consiguiente la posicion de la recta EI sera conocida, siempre
que sean dadas las equaciones pertenecientes 4 dos qualesquiera de
sus tres proyecciones mencionadas , esto es sobre los planos de las
coordenadas. ‘

Suponiendo una de las constantes (nim. 3o4.) igual 4 la uni-
dad : las equaciones antecedentes de los planos perpendiculares y pro-
yecciones de una recta qualquiera EF, se pueden transformar en y =
ax 4=d—o, z2—4dx+d —o,z by 4+d" =o.

gr1. Propongdmonos determinar las equaciones de las proyeccio-
nes de una recta EF sobre los planos CAB, DAB, la qual pasa por
dos puntos dados E, F. Si llamamos «, 2, v las coordenadas dcl
punto E ; esto es las distancias conocidas de este punto 4 los pla-
nos CAD, DAB,CAB; y &, @, v las coordenadas del punto Z7}
deberdn satisfacer estos valores 4 las equaciones generales y — ax —~
d=—o,2z 4+ dx—+d = o de las proyecciones de una recta qualquie-~
ra sobre los planos CAB, DAB : tendrémos pues para determinar
las constantes indeterminadas a, &', 4, 4, las quatro equaciones /3

o dd=o, y+de+d =o, F4+ad+d=o,y +da 4
e B— ¢ , y— afl — alf ,
, d — , d =

d'—=o,que dmma=———, a =
; v substituyendo estos valores en las equaciones generales

ay — oy et —a af — o af —

a — o
de las proyecciones, se transformardn en las que pertenecen & la rec-
ta EX que pasa por los puntos dados E, F. Pero estas equaciones
resultaran mas sencillas restando la equacion @ — aa +d=o, de y
~+ax 4+~d=—o;y la equacion ¥ -+ dae +d' ==o, dez ax = d
=o: con esto tendrémos y — R +a ( x—a) =0, 2— y 44
(x — a)=o; y substituyendo por ay ' sus v:,zlores respectivos , ¥

B—F =¥
—f -i—-?—__ﬁ—u(x——ot)::o, Z-—'y—-l—%:—;—(.%-——a):o.

312. Las tres constantes necesarias ( mim. go4.) que conticne la
equacion general del plano se pueden determinar por medio de di-
fcrentes condiciones. Una de las mas comunes es la de sujetar el
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plano 4 que ‘pase por tres puntos dados. Sean pues a, Byv;a, P,
~'; o', B, %", las coordenadas de los tres puntos dados : substitu-
yéndolas sucesivamente por ¥, ¥, Z, €0 la equacion general ax -
by + ¢z + d = o, resultardn las tres equaciones aa — b —=cy -+ 4
=0, ad == bf —=cy +=d =0, ad" 4= bR" == ¢y" <~ d = o; por me-
dio de las quales se podrin determinar tres de las quatro constan-
tes a, b, ¢, 4. Suponiendo por exemplo que 4 quede indetermi-
nada, hallarémos

)/(ﬁl—"B”)'—“)”(B_ﬁ”)‘*"‘/”cg_@/)

—=d
a d(ﬁ/}”-—-ﬁ”)//)—d,(ﬁy”-—ﬁ”)/) + mll(ﬁ},/ —ﬁ/)f)
b—d a(y — I )=—a (y— ")y +a (y—3')
: - f/.(é/y”—ﬁ”}//)——dl(ﬁ)l”—— ﬁ”)’) ""l'd”(ﬁ}'l'—ﬁ/)/)
p B(el —ally—f (ammal) } (I (2 —2al)
c=

« (B3 — B ) — o (B — Byl (B — )

313. Supongamos que y - ax —=d =o, 2 —+bx ~+~d' = o, sean
las equaciones de las proyecciones de una recta qualquiera sobre los
planos de lasxéy,ydelas x, y 25y Y4 d'x = 8=0, 2z~ bx
o &N = 0 las de otra recta qualquiera sobre los mismos planos : es
evidente que si estas rectas se cortan , estarin en un mismo plano;
y que en el punto de interseccion las coordenadas x, 7, y z sern
comunes 4 ambas rectas : por consiguiente tendrémos eliminando y,
y = las dos equaciones (¢ —a' ) x—+=d—d =0, (b0 )x—+d'—
& = 0; y eliminando x resultard la equacion de condicion, (@ —a')
(d' —&)—(b—b)(4d—3)=o0, que debe verificarse para que
las dos rectas propuestas tengan un punto comun, y por consiguien-
te esten en un mismo plano. ;

Si representamos por ., 3, v las coordenadas del punto de inter-
seccion de dichas rectas ; tendrémos las quatro equaciones £ —+ aa =
d=o,y—+ba+d =o;B—+de+d=0,y+ba+d =o0;y
restindolas respectivamente de las equaciones y 4= ax -4 =0, z +
by 4=d' =o;y ta'x =& =0,z 4 bx 4= = o de las proyec-
ciones, se transformardn en y — B 4=a (¥ 4+ ) =o,z—y b
(v —a)=o;y—L+a(x—a)=o0,z—y+b(x—a)=o

314. Supongamos que siendo dadas las equaciones y =+ ax —d =0,

7 o by -+ 4’ = o de las proyecciones de una recta; se pida la equa-
cion de un plano perpendicular 4 dicha recta.

Si suponemos que Ax - By + Cz -+ D =o sea la equacion que
A

. pd . / ‘D
se pide; serd Ax -+ By +~D =o0,0y +— A5 =0 la equa-
cion de su interseccion con el plano de las v €y ; y Ax = (z +

. A D . .
D=o0,0z2+—%+—/=0, la de su interseccion con el plano

de las x, v z. Pero estas intersecciones son respectivamente perpen-
s
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diculares 4 las proyecciones de la recta dada; tendrémos pues (1) g = —
c . H '
B =——3 B=—ad, C=— bd; y substituyendo estos

’

valores en la equacion del plano, se transformard en 4 (x —ay — bz)
o+ D = 0; y esta serd la equacion que se pide. : -

Si se quisiese ademas que este plano pasase por un punto de la
recta dada, determinado por las coordenadas @, B, y v ; substitui-
riamos estas cantidades en la equacion antecedente, y restando el re-
sultado de la misma equacion, se transformard en & — a —a (y — f2)
—b(z—y)=o. :

Finalmente;si el punto determinado de la recta dada fuese el ori-
gen de las coordenadas; «, 2,y <y serian nulas; y por consiguiente
Ia equacion del plano seria en este caso x — ay — bz =o.

315. Si en vez de ser dada la recta, lo fuese el plano, yse pi-
diesen las equaciones de las proyecciones de una recta perpendicular
4 dicho plano; substituiriamos los valores respectivos — -g-, — _:g.
de a, y b en las equaciones Yax—d=o,z-bx—+4-d' =0,y
se transformarin en las equaciones pedidas y — —g— XH+d=o, z-—
—2- X + d'= o; y si la recta pedida debe pasar por un punto del
plano, determinado por las coordenadas ., B, y <, sus equaciones
serdn en este caso A (y —B) —B(x—a)=o, A(z—y)—
C (x —a)=o0;y la proyeccion sobre el plano BAD,B(z—vy)—
C(y—PB)=o.

Finalmente; si el punto determinado en el plano fuese el origen
de las coordenadas; «, £,y 7 serian nulas, y las equaciones an-
tecedentes se reducirian 4 4y — Bx=o0, Az — Cxr=o0, Bz —
Cy=o.

316. Sea Z un punto qualquiera de una superficie ( fig. 90. ) cu-
yas coordenadas son x, ¥, y z; la distancia AM de su proyeccion M,
al origen A, serd = V/( x*+y*); y la distancia 4Z = ...........

V('AM) - (MZ)* = \/( 2% 4y 4 22).

Si llamamos x', ', y z' las coordenadas de otro punto qual-

(1) Para compreéhender esto es necesario tener presente que en la equacion 9 -
av4-d = o de una recta quulquiera DE (fig. 96.), ¢l cocficiente 4 de x repre-
senta la tang. del dngulo BDE que dicha recta forma con el exe de las abscisas; ¥

I
- la tang. del 4ngulo CED que forma con el exe de las ordenadas. Esto entendi-

dQ + 81 Y -+ by - d/ = o representa la equacion de otra recta E/D/ perpendicular 7.1a
primcra ; el dngulo D/E'B que forma con el exe 4B cuya tang. es 4, serd igual al 4n-
guio CED , con sola la diferencia de que si este dngulo es positivo, el otro: serd ne-

gativo y reciprocamente 3 por consiguiente tendrémos f == — —, y 2 = — 2,
‘ i
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quiera Z', y suponemos que por el punto Z pasan tres planos res-
pectivamente paralelos i C4B, DAB, C{iD,; las coordenadas del
punto Z', relativamente 4 dichos planos serfn &' —x, y'—y, 2 —z,
y por consiguiente la distancia Z’Z ’ entnz'e estos dos puntos, serd =
Ul oty (= +(F =2 XL -

317 De aqui se deduce naturalmente la equacion de la superfi-
cie de la esfera : pues estando todos sus puntos igualmente distantes
del centro; si suponemos dicho centro_en el origen 4 de las coor-
denadas , la expresion v (xr+p* +2° ) serd constante € igual al ra-
dio de la esfera. Llamando pues 7 dicho radio, serd a* + »? ==
22 =12

Si el centro de la esfera no estuviese en el origen A de las co-
ordenadas , sino en otro punto determinado por las coordenadas a,
b, ¢; la distancia de este punto 4 un punto qualquiera de la esfe-
ra cuyas coordenadas son x,y,y Z, Sera segun acabamos de ver
V[ (x—a) + (7 —b)y+(z—c)];y como esta distancia es
igual al radio, seria en este Caso (x—a)y+(—=b)y+(z —c)
— r* la equacion de la estera.

318. Llamemos & la distancia de un punto de una recta perpen-
dicular 4 un plano dado , determinado por las coordenadas «, 8, y

o, al punto donde dicha perpendicular encuentra el plano cuyas

" coordenadas son X, ¥, Y % : sera & :‘/(x—— @)+ (y— B+ (z—y)%

6 substituyendo por y — B,y z —v (ndm.315.) sus valores res-

X —

B 2 2
pectivos -—Z(x—at),—[(x—-ot),é‘::. — V' ( 4* 4+ B* +
C?). Pero dando 4 Ia equacion Ax —+ By +Cz—+ D =o del pla-
no esta forma A (x —a) 4+~B(y—R)+C(z—v) + A2+

C D —o; v substituyendo por y— B,y z— sus valo=
Bf —+ 7:"" ’?’ x__ya p Az 4 BE+Cy +D ;
res respectivos, tendrémos ——— = — — 5 TH s 3 po
Ae + Bt 4= Cy +=D

consiguiente serd & = — A B +C)

Si el plano dado pasase por el origen de las coordenadas; seria
Aa + Bf 4+ Cy
V(A B +C*)

319. Supongamos que representando y — R -~a(x — a Y=o,
gy A=b(x—a)=osy—L-a (x—a)=o,z—7v +b (x—
o) =o ( ndm. 3r3. ) las equaciones de las proyecciones de dos rec-
tas dadas que se cortan en un punto cuyas coordenadas son a, 8, ¥
w,en el qual forman un 4ngulo v ; se nos proponga hallar la expre-
sion del coseno de este dngulo. )

Si imaginamos que el plano que determinan estas rectas se muc-

D=o,y por lo mismod = —
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va paralelamente 4 si mismo hasta que el punto de interseccion se
confunda con el origen A de las coordenadas; a, R,y 7y serin nu-
las, y las equaciones de las proyecciones se reducirdn 4 y == ax —o,
% - br—o0;y+adx=o0,z-+bx=o. Sentado esto ; imaginemos
una esfera cuyo centro esté en el origen de las coordenadas, y el
radio sea = 1 ; la primera de dichas rectas encontrard la esfera en
un punto, que siendo comun 4 la recta y 4 la esfera, determinarin
sus coordenadas las tres equaciones y ~ ax = 0, Z == bx == 0, X’ ~4=
I

V(i1 A4a ~+5)

92— 2z* =1, las quales dan ¥ =

’ }/ — e84 IROIGICTGY

—_— . —_—b .
, 2= . — . Del mismo modo, llaman-
V(1= a® ~+5) V(taa + )

do «', ), =’ las coordenadas del punto donde la segunda recta en-
I

V(L= al® == b7)

{ —
’ }/ —— eteeserstecue

cuentra la esfera; tendrémos x' =

—al , — bsti
V(1 A=al® =) » B = V(1 = al® 4 b7) Y su sntuyendo estos va-

lores en la expresion (&' —x )? + (¥ —y )* =+ (2’ — 2 )* del qua-

drado de la distancia entre estos dos puntos ( nim. 316. ), y hacien-
do las reducciones convenientes, resultard el quadrado de dicha dis-

tancia, 6 lo que es lo mismo, el quadrado de la cuerda del 4ngulo
. , 2 (1 = aal 4 bt')
v,igual 4 2 — .
V{(1ama? 4=8) (1= a* = b))
Pero por las formulas trigonométricas sabemos, que el quadrado

de la cuerda de un dngulo qualquiera v es =2sen.ver. v=2( 1 —

cos.w) =2 — 2 cos. v; por consiguiente tendrémos 2 — 2 cos. v =
2 (t == aa’ = b') .
2 — ; de donde se infiere cos. v = ...
\/( a6 ) (1l = 7))
U aa’ < bb’

.

Vi ad )y (1 a e i)

Si el dngulo @ fuese recto, seria cos.v=o0; y por consiguiente
1+ ad’ -+ bb = o; y reciprocamente.

320. Por medio de la formula antecedente se determina ficilmen-
te el coseno del 4dngulo que forman dos planos dados.

Sean Ax + By + Cz + D = o0, Ax+ B'y+C z+ D'=o las equa-
ciones de estos planos : si imaginamos que se muevan paralelamente 4 si
mismos hasta que su interseccion pase por el origen de las coordenadas;
el 4ngulo que forman no variard, y sus equaciones se reducirdn (n.303.)
4 (. Ax+ B/+Cz =0, (2)... 4x + By -+ Cz =o. Sentado esto;
si por el origen de las coordenadas tiramos dos rectas respectivamen-
te perpendiculares 4 dichos planos; las equaciones de las proyecciones

c

de la primera serdn (ndm. 315. )y — — ¥ =0, 2 — — ¥ =03 ¥
Dd
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B/ c o
las de la segunda y — — v =0,z ——; ¥ = 0. Pero es evidente

que el dngulo que forman estas rectas, €s igual al de los planos da-

dos ; por consiguiente llamindole v, y substituyendo en la férmula
. B B
antecedente por a, @', b, y b’ sus valores respectivos — =
c c’ , AA" +~ BB/ 4 CC
—_ —, Yy — —, tendrémos cos. v =
A A T : : ;
_ \/(A'+J)‘+C)(A’“+B"+C/")
Si los planos dados fuesen perpendiculares entre sl; seria cos. v =
o, y por consiguiente 44' + BB + CC"=o.

g

Si uno de los planos dados, el segundo por exemplo, fuese el de

las x é y; como en este plano es siempre z =0, 4, y B’ serian
nulas , y la expresion antccedente se reduciria 4 €os. U = e,
c

- ——, lo mismo que hallamos en otro lugar ( n.306.).
V(A -+ B+ C") ’

321. Las superficies se dividen del mismo modo que las lineas
en varios Ordenes , los quales dependen del grado de las equaciones
respectivas que las expresan : el plano es la superficie de primer Or-
den 4 causa de que su equacion es del primer grado.

Todas las superficies de segundo drden se hallan comprehendidas
en esta equacion (@).... Ax* + By? 4 Cz* -+~ Dxy + Exz + Fyz +
Gx + Hy + Iz +~ K=o, la qual es la mas general que se puede
formar en el segundo grado, con las tres cantidades variables x, y,
y z;y las diferentes superficies pertenecientes 4 este Orden ; dependen
de los diferentes valores que pueden tener los coeficientes indetermi-
nados 4, B, C, &c.

Resolviendo esta equacion relativamente 4 una qualquiera de las
variables , z por exemplo , hallarémos

Tv Fy :
Eeae vl o 2 [(E2_440)x2+(1?z_.430)

2= — =

2C 2C
y*+2(EF—20D) xy+ 2(El—20G) x+ 2 ( FI — 2CH)
gy~ I* — 4CK 7 ; cuya expresion manifiesta que 4 qualesquiera

punto del plano de las x é y corresponden dos ordenadas z 0 dos

puntos de la superficie propuesta: por consiguiente, si en cada uno
de los valores de z se substituyen todos los valores imaginables x ¢
y, resultardn otras tantas superficies parciales, las quales son relati-
vamente 4 la superficie total, lo que los diferentes ramos de una
curva relativamente 4 toda la curva.

322. Para formar una idea clara de la forma que tiene una su-
erficie curva cuya equacion se conoce; se supone dicha superficie
cortada por una infinidad de planos paralelos 4 los de las coordena-
das; y determinando luego las curvas que forman las intersecciones
de dichos planos con la superficie propuesta , su continuidad hara
sensible la forma de dicha superficie.
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La misma naturaleza de las equaciones que contienen tres can-
tidades variables, indica este procedimiento: pues considerando por
exemplo z, como funcion de xéy; para hallar con orden sus di-
ferentes valores, es necesario imaginar, que 4 cada valor arbitrario
dado 4 la variable independiente x, se le hagan corresponder todos
los que se le pueden dar 4 la otra variable independiente y; de don-
de resultari para cada valor de x, una serie infinita de valores de
z; y como se pueden dar & x una infinidad de valores; habrd una
infinidad de estas series, cada una de las quales representara eviden-
temente la seccion correspondicnte hecha por un plano paralelo al
de las 7, y z. :

Supongamos , por exemplo , que la equacion dada sea z* —+-)* —
X ==o.

- Haciendo desde luego x = 0, s¢ reducird & z* 4 3* = o, de donde
se infiere, y = 0, z=o. Dando despues 4 & un valor qualquiera a, ten-
drémos z* + y* = pa; cuya equacion manifiesta que todas las seccio-
nes hechas por planos paralelos al plano CAD , son circulos ( fig. 91.).

Finalmente , suponiendo z == o en la equacion propuesta, se re-
duce 4 y* — pxx=o0; de donde resulta que Ia interseccion del plano
CAB con la superficie propuesta, es una parabela FAF' cuyo pari-
metro es = p; y por consiguiente, que la superficie representada por
la equacion z* =+ y* — px, es la de un paraboloide formado por Ia
rotacion de una paribola FAF' cuyo parametro es ==p, y el ori-
gen estd en el punto 4 ; al rededor del exe AB de las x.

Haciendo x = o en la equacion (a), se reduce 4 By* + Cz? —~
Fyz + Hy + Iz + K =o0; la qual representa la curva de segundo
orden que resulta de la seccion de la superficie propuesta por el pla-
no de las z € 7.

Dando luego 4 x diferentes valores determinados en la equacion
(a); las equaciones que resulten representarin respectivamente las in-
tersecciones de la superficie propuesta y diferentes planos paralelos
al de las z € y, del qual estan 4 las distancias respectivas que repre-
sentan los valores de a.

Del supuesto de y = o en la equacion () resulta la de la curva
de segundo Srden que forma la seccion de la superficie propuesta
por el plano de las x,y z : dando despues 4 y diferentes valores de-
terminados , resultarin sucesivamente las de las curvas que forman
las secciones de los planos paralelos al primero.

Finalmente, haciendo z=o0 en la equacion (a), resultard la de
la curva que la superficie propuesta traza en el plano de las x € y,
en virtud de la seccion de este plano; y dando 4 z diferentes valores
determinados ; resultardn sucesivamente las de las respectivas seccio-
nes de los planos paralelos al primero. Los limites de estas diferentes
secciones dardn 4 conocer los de la superficie propuesta.

_323. Las secciones hechas por lcs planos de las coordenadas, se
distinguen de todas las demas con el nombre de secciones principales.
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324. Una superficie curva, del mismo modo que una linea cur-
va , puede tener una infinidad de equaciones diferentes , relativas 4
las diferentes situaciones que se pueden dar 4 los exes de las coorde-
nadas , y al origen de estas. Veamos pues como se pueden transfor-
mar las coordenadas; limitdndonos solamente 4 las perpendiculares.

Supongamos primero que solo se quiera mudar la posicion del ori-
gen A de las coordenadas ( fig. 92.), sin alterar la direccior de di-
chas coordenadas. Llamemos a, b, ¢ las coordenadas del nuevo ori-
gen A';yx',y, =’ , las nuevas coordenadas ; esto es las de la su-
perficie propuesta relativamente al nuevo origen A’: tendrémos evi-
dentemente x —=x' —+a, y =y =+ b,y z=2'~c¢; por consi-
guiente substituyendo estos valores en la equacion propuesta , resul-

tard la que corresponde 4 las nuevas coordenadas x’,y', y z*, cuyo

origen es A’

325. Supongamos ahora que permaneciendo en la misma situacion
el origen de las coordenadas , se quiera mudar la direccion de los exes:
conservandoles sin embargo siempre perpendiculares entre si.

Sean AB, AC, AD, los exes de las coordenadas primitivas x,
7, z de una superficie qualquiera (fig. 95.); AE, AF, AG los de
las nuevas coordenadas ¢, #, v de la misma superficie tambien perpen-
diculares entre si; y para expresar la situacion respectiva de los pla-
nos primitivos de las coordenadas, y los de las nuevas ; supondrémos
que se conozcan las equaciones de unos relativamente a los otros.

Sea pues ad + b + cp = o la equacion del plano CAD relativa-
mente 4 los nuevos exes AE , AF, AG;a'd + b's+ ¢’ ¢ =o la del
plano BAD ; y a'&+b"n+¢" ¢ =o, la del plano CAB;si conside-
ramos un punto qualquiera de dicha superficie cuyas coordenadas re-
lativamente 4 los exes AE, AF, AG, son ¢, u, y v; las perpen-
diculares baxadas desde este punto 4 los planos primitivos CAB,
BAD, CAD , serin respectivamente iguales 4 z, ¥, y x; y por
consiguiente , por lo demostrado (ntim. 318.) tendrémos

at = bu <= cv
V(a4 b == )

X = -

alt = bl == /D

V(al b )y

J -

allt == by <=My
V(@ om B e 7))

Z —
=

Estos valores en virtud de lo observado en el ndim. 304, contie-
nen tres constantes intitiles ; de manera que de las nueve constantes
indeterminadas a, b, ¢, a, b, ¢/, a", b", ¢, podriamos suponer tres
iguales 4 la unidad : pero es mejor suponer estas tres equaciones
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a* + b+ =1)
@ b ¢ =15 (a)
d% 4 b2 = 1)

y 4 causa de que los planos CAB, BAD, CAD, son perpendicula-

Tes entre si, tendrémos tambien (nim. 320.).
ad 4+ bbb 4+ =o
ad' + bbb + " =o }(b);
dd + b P OJ
por donde se ve, que de dichas nueve constantes, seis estaran determi-

nadas por las equaciones antecedentes , y solo quedardn tres para de-
terminar la situacion de las nuevas coordenadas relativamente a las
primitivas. , ]
Los valores de x,.y , y = hallados antes, se reducen en virtud
de las equaciones (a) 4

x—=—at — by —cv
y=—at—bu—cv
2= = a't — b'u — c"v;

y substituyendo estos valores en la equacion de Ia supetficie propues-
ta relativamente 4 los exes primitivos AB, AC, AD ; resultard la
que corresponde 4 los nuevos 4E, AF, AG. .

326, Los valores de las coordenadas ¥, 7, y z relativamente 2
los nuevos exes AE , AF, .AG; se pueden determinar tambien de
este otro modo.

Sean los que fueren dichos valores ; el modo mas general de ex-
presarles , es suponiendo

x=at == Lu =YV

y = at + Bu 4+ y'v

2z ==t + B'u—4"v;
pues es claro que 4 un valor determinado de las variables ¢, #, y v,
sclo debe corresponder un valor de las coordenadas x, 7,y z; y re-
ciprocamente. Sentado esto ; el quadrado de la distancia de un punto
qualquiera al origen comun A de los dos sistemas de coordenadas, es
en el primer sistema igual 4 x® + > -+ 2?; y en el segundo, ==17*

~ 182 4~ v* ; por lo que, substituyendo por x, ¥, y z sus valores res-
pectivos , resultard esta equacion idéntica

(ot +Brs Ay )2 (2t 4B 114y V)2 (2t 4+ Bu vt — 1 —v*=o.
Efectuando los quadrados indicados, y suponiendo = o los coe-
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ficientes de las potencias y productos de t, u, y v; tendrémos estas
sers equaciones. ’

a2 = 2 o 2
B? - 31 - 3=
VI =

3 af + @B 4B = )
¥ . H
1?((2) ay +ay o'y =o}p (d);
[l
1) By == Ry 4 B'y" = o)
de donde se infiere de que las nueve constantes que contienen las
expresiones generales de &, ¥, y = ; seis estan determinadas por las
equaciones antecedentes , y las tres restantes son independientes.

327. Comparando los valores de x, ¥, y z supuestos en este ar-
ticulo, con los que hallamos al principio del antecedente, tendrémos

a }2 b ¢
o= - - < . = - p _———
V(e b ey V(@ b0 =) 4 V(@ 5 a4 )
/ u /
' a ' . ¢
o' = , B=— , ¥ =

V(o =5 ™) V(a4 b =) 4G VA L

, .
S all pr—— Y, e o .
T Vb)Y T T (@ en pl e ) T b g 1Y

por donde se ve, que «, 3, y v tomadas negativamente, son los
cosenos de los dngulos que el plano CAD ( fig. 95 ) forma respec-
tivamente con los nuevos planos de las coordenadas FAD, FAE,
EAG, (ntim. 386.); que —a', —B’, y — ', son los cosenos de
los angulos que el plano BAD hace con los mismos planos; y lo
mismo dirémos de — a”, — ", y — " relativamente al plano CAB.

528. Substituyendo los valores antecedentes de «, o', &c. en las
seis equaciones de condicion (¢ ), (d) ; hallariamos. otras relaciones
entre las cantidades 2, 4, &c., las quales se podrian tambien dedu-
cir aunque de un modo menos sencillo, combinando las equaciones (b).

En el supuesto de que las equaciones (a) se verifiquen; dichos va-
lores de 2, a” &c., se reducen 4

a=—a a — —a’ a"—= —a"
B,___b B/.._..__b! B//___b/l
.y____.c ,y/____C/ 7//__._0”

y substituyéndoles en las equaciones (¢) y (d) se transformarin en

a’—i—-a'z—l—a””:I] ab-}-—a’l;’-—;—-a”b”:o]
/)

B b2 = b"? =13 (e)  ac —+a'c' +a’c" =ob(f)

€ o ('? =02 — IJ be == b'c' —=blc" :':OJ‘

329. De las expresiones generales de x, 7, y z, se pueden in-
ferir las de ¢, u., y v, por dos métodos distintos; y comparando am-
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bos resultados se inferirdn nuevas relaciones entre las cantidades «,
B, v, & . .
En efecto, multiplicando respectivamente dichas expresiones por
e, a’ o’; y sumandolos tres productos , tendrémos ax + o'y + a’z
=(@* ot a’?) i (af+a’ i a B ut (ay +aly 2"y v;
de donde inferirémos teniendo presentes las equaciones (¢), y (d),
t—=ax—+a'y +a'z.
Multiplicando respectivamente las mismas expresiones de x, v, y
z, por B, B', B"; y por v,-v',v"; y juntando los productos respec-
tivos ; hallariamos del mismo modo# =fLx + B’y + "z, yv=vx
+y'y4+yz. ‘ ' ‘ ‘ -
~ Sise substituyen estos valores en la expresion de £2 4= 4% 4= %, y
se compara el resultado 4 su igual x* —+ »* + z?; resultard la equa-
cion idéntica (ax — o’y 4+ a"2)? + (Bx + B’y =4 L"2)* 4= (yx =+
vy +v"2)* =x% 4 y* + 2>, de la qual se inferirdn desenvolviendo
los trinomios , las seis equaciones. A
a® L 4" =1) aa’ = LR 4 yy' o
a’? +B/2+7/2 =I%(g) OLCL” +BB// _*_77// :O. (h)
d‘/.lz __*_B//:_l_y//g:lj “',“II"I—B/.B”—F')”'Y”:O}
con las quales coinciden las equaciones (a), (b).
330. Los valores de #, #, y v, se pueden calcular directamen-
te resolviendo las equaciones de primer grado.

X=at +Ru+yv, y=mat+ Lu+yv, z=a"t 4 L'y 4+ o'v:

efectudndolo, y haciendo para abreviar af'y” — a/By" + 'Ry — af2'y’
s+ By —ay = &, se hallard

(B —3/B") &~ (Bly — 3R p 4= (B — /) z

t = — =
y — (ay! — Yl ) 2+ (ay! = ya) 3 o= (aly — ya) z
&
o — (/B — flaly v (2 — B'2) p - (el — fa!) 5
= n ;

comparando los coeficientes de x, 7, y z, en estas expresiones , con
sus correspondientes que hallamos por el otro método, resultarin es-
tas nueve equaciones. ‘

By — 'R = da Bloy — "B = o By — B = da!
a//'y/ — .)///a'l - J\B d'}/l/ — ,}/d‘ll -— J\Bl d’/'}, — 'ych — J\B//
“/B’/ - B/OL” — J\'y @//B - Blld‘. — J\,y( an — B“/ :J\.\/”.

. Si se suman los quadrados de las tres equaciones que forman la
primera linea, resultard la equacion
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By =y B + (B'y =y B + By —¥B) =% (& +a” +a'),
la qual dindole la forma
(B2 P24+ E"2) (2o 24 y") — By + B+ By ) = 82 (0P a2 +a?),
se reduce en virtud de las equaciones (¢), y (d) 4 & =1.

De los dos valores & = == 1 que da esta equacion solo se puede
adoptar el positivo ; pues si suponemos que las nuevas coordenadas
coinciden con las primitivasestoesf —x, =y, y V=132 ; tendré-
mos a =1, R =1, v =1, y todos los demas coeficientes nulos;
de donde se sigue que la expresion que hemos rcpresentado por 4,
se reduce 4 1. ‘ '

331. De los nueve coeficientes o, 8, v, &c., hay tres arbitra-
rios que sirven para determinar los seis restantes. Esta determinacion
se efectua combinando las varias relaciones que hemos hallado entre
dichos coeficientes ; y la elegancia del resultado dependerd de la bue-
na eleccion de las cantidades arbitrarias , y de la destreza en las re-
ducciones.

Mr. Monge elige «, B’, y " por las cantidades arbitrarias ; y su=
poniendo

IdadB +y'=M,14+a—p —y'=N,1—a+p —y" =P,
I—a—P +9"=Q;

encuentra .
28 =V NP +VMQ, 20/ =V NQ+VMP, 2y =VPQ+VMN
20/ =V NP —VMQ, 2y =VNQ—VMP,28'=vVPQ—V MN.

" Es claro que siendo dadas tres de las quatro cantidades M, NV, P,
y Q; la quarta lo es igualmente; pues sumando las quatro equaciones
supuestas, resulta M=+ N —+ P + Q = 4.

332. Quando solamente se quiere mudar la direccion de dos de
los tres exes; es preciso para que sean siempre perpendiculares entre
si, que dichos dos exes permanezcan en el plano de las coordenadas
que les es comun ; de donde resulta que la coordenada perpendicu-
lar 4 este plano, es la misma en ambos sistemas.

Supongamos por exemplo que permaneciendo inmgvil el exe de
las z, se mude la direccion de los otros dos : serd en este €aso V=72,
y por lo mismo &’ =o, "= o,y ¥"=1; y como los valores de x,
¢ y deben ser independientes de v, tendrémos y = o, y v = o.

Los valores de x é 7 se reducirdn 4, x = af + Fu, y == @'t 4 B'u;
las equaciones (¢) y (d), 4 estas tres.

e a3 =1, P r=1, af 4+ a'B =o.

y la primera de las equaciones (g); & ® + £ = 1. Comparando esta

equacion con e’ ~+ a”* == 1, tendremos o' — ¢, de donde inferirémos
B == — a; y por copsiguiente x = af - Pu, ¢ y == [ff — au.
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: 335. Volvamos 4 considerar la equacion general de las superficies
de segundo drden : . \

(a).... Ax*+ By* + Cz*+ Dxy + Exz+ Fyz+Gx '+‘II]"+IZ+K:'0;

y para mudar el origen de las coordenadas sin alterar la direccion de
. o M 1 7 / .

los exes, substituyamos respectivamente &' —- 4, Y =b,y 2 ¢
en lugar de x, ¥, y 2; con esto se transformard en :

Ax'? 4= By'? 4+ Cz'? 4 Dx' < Ex'z/ == Fy'z/ .....
+x’(2Aa+Db+Ec+G)+}/’(2Bb~:—Da+Fc] -
- A 42 (2Cc 4+ Ea+ Fb—+ 1) p==ou..(a)

+Aa2—s—Bbz-i—Cc‘—*—Dab—q—Eac—i-Fbc—i-Ga-i-Hb
- It +~ K J

Si determinamos las tres constantes arbitrarias a, #, ¢, por medio

‘de las tres equaciones

2AAa 4+ Db 4+~ Ec 4+ G —o
2Bb+Da+Fc+H:o
2Cc - FEa +~Fh—a4-1 —o

los términos que forman la segunda linea de la equacion (a"), desapa-

recerdn; y si ademas, multiplicamos la primera de estas equaciones
: 73

. , b c
por —, la scgunda por —, y la tercera por ——» Y restamos la suma

‘de la misma equacion (a'); se reducird 4

(b) oo Ax'* 4= By"? 4= C2” -~ Dx'y' 4= Ex'z’ + Fy'z/ 4~ —2— Ga 4 —
I
Hb — Ic 4+~ K —o. *

Esta es la equacion en que se transforma la equacion (a) mudan-

do solamente el origen de las coordenadas; demos ahora a los trés

exes otra direccion qualquiera, substituyendo respectivamente en la
equacion (b) at = R~ yv, @'t == Pu—+ y'v, 2"t 4+ B'u—+y"v, en
lugar de o, ', y 2/, (nim. 326.), y tendrémos una equacion'de la
forma A't* 4= B'u?® 4 C'v? 4= D'ty == E'tv == Fluv 4+ K' = o;

y como en esta transformacion , hemos introducido tres constantes
arbitrarias ; determinandolas del modo conveniente podrémos hacer
desaparecer otros tantos términos de esta equacion: si las determina-
mos haciendo. D' =o, E' = o, y F' = o, dicha equacion se redu-
cira a '

(©) . At? = B'u? 4+ C'v* 4= K' = o.

334. Puede suceder que los valores de las constantes arbitrarias,
que dan las equaciones D'=—=o, E' — o, F' == o, sean imaginarios:
en este caso se harin desaparecer soiamente dos términos por exem-

. i / b4 / 4
plo E'fv, F'uv, haciendo E' == o, F' == o, y se empleard una de las

Ee
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constantes arbitrarias para hacer reales los valores de las otras dos. L
equacion transformada sera en este caso

A't? o= Bu? = C'v* 4= D'ty == K’ = o.

335. Resolviendo la equacion (c) relativamente 4 una qualquie-
ra de las coordenadas #, u#, v, resultarin dos valores iguales y de sig-
no contrario; de donde inferirémos que cada uno de los planos de
las coordenadas, divide la superficie propuesta en dos partes iguales
y semejantes, del mismo modo que los didmetros de una linea cur-
va, dividen dicha curva; y por esta razon dichos planos; esto es los
planos cuyas ordenadas 4 uno y otro lado son iguales, se llaman 4ii-
metros, O planos diametrales.

Los exes de las coordenadas #, #, y v que forman las interseccio-
nes de los planos diametrales, se llaman exes principales.

336. Para conocer las diferentes superficies que la equacion (¢)
puede expresar ; seguirémos el camino que indicamos en el ndm. 322.;
dando antes 4 dicha equacion esta forma

(d) . At 4= B'u® 4 C'v* = L".
Supongamos desde luego que los coeficientes 4', B', C', son po-

sitivos; y AB, AC, AD (fig. 94.) los exes de las coordenadas #,

H, y v
Haciendo primero z = o, la equacion 4%* 4= B'u®> = L’ que re-

sulta expresa la naturaleza de la seccion principal CBcb del plano de
las #, y u, la qual es por consiguiente una e/ipse cuyos semiexes son
/ /

L
-AB::Ab::-‘/—I,y AC:AC:‘J‘EF'

Supongamos ahora # = o, y tendrémos la equacion A'#* 4 C'v?
— L* de la seccion principal BD#/ del plano de las #, y v, la qual
/

es igualmente una elipse cuyos semiexes son AB = ~a Y AD =

L
v . '
Finalmente haciendo # = o, resulta la equacion B'y* + Cv* = L'*

de la seccion principal CDc, la qual es tambien una elipse que tiene
/ /

i — TR — ——. Conocemos pucs atu-
por semicxes AC = —=, y .A.D = 0 mos pues la nat
raleza de las tres secciones principales; y los tres semiexes 4.8 ==

L/ L
AC= 5> AD = —-

337. Las superficies cuyas tres secciones principales son elipses, se
llaman elipsoides, y se distinguen en tres especies: ]

12 Quando los tres exes principales Bb, Cc, D2 son iguales; en
~cuyo caso las tres secciones principales son otros tantos circulos, y
Ia 'superficie propuesta, la de una esfera cuyo radio es = L.

2* Quando solamente dos exes principales, por exemplo AC, y
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AD, son iguales. En este caso serd C'—= B', y la equacion de la su-
perficie propuesta A'#> —4- B'(#* —+ v*) = L, la qual manifiesta que
Ia seccion principal CDc, y todas sus paralelas (en cada una de las
quales (ndim. 300.) es ¢ constante) son circulos; y por consiguien-
te, la superficie propuesta serd la del esferoide engendrado por Ia ro-
tacion de la elipse BChH al rededor del exe Bb.

32 Quando los tres exes, 0 los tres cocficientes 4', B’, C’ son
desiguales; en cuyo caso no solamente las tres secciones principales,
sino tambien sus respectivas paralelas, son elipses. En efecto, si en la
equacion (d) se supone £ igual 4 una constante qualquiera m, y L*
— A'm* — M", se transformard en Bu* -+ Cv* = M'?; y manifies-
ta, que la seccion hecha por un plano paralelo 4 CAB 4 una distan-

M M/
ve Y o
Lo mismo demostrariamos relativamente 4 las secciones paralelas
4 los otros dos planos CAB, BAD.

338. Veamos ahora, las superficies que la equacion (d) represen-
ta, quando uno 0 dos de los cocficientes 4', B', €, son negativos;
y sea desde luego A** +- Bu® — Cv® = L'? la equacion propuesta.

Haciendo sucesivamente v, #, y # nulas; tendrémos las equacio-
nes de las tres secciones principales 4#? 4+ Bu* —= L'2, At* — C?
= L?, Bu?*— C'v* = L'?; de donde inferirémos, que la primera CBch

/

cia = m; es una elipse cuyos semiexes son

. 94.) es una elipse cuyos semiex =—, =
({g;g 95.) p yos semiexes son 4B 2 ¥ AC=
SRR las otras dos EBe, FCf, son lypérbolas cuyo centro comun
es el punto 4, y los vértices respectivos estan en B, y C; y el se-

/

miexe conjugado comun 4 4B, y AC es igual 4 —a
C

Todas las secciones del cuerpo propuesto, paralelas 4 la principal
CBcb serin elipses; y las paralelas a qualquiera de las otras dos sec-
ciones principales, hypérbolas.

Si fuese A'=B’, la seccion principal CBcb y todas sus paralelas
serian circulos; y la superficie propuesta se podria considerar como
engendrada por la rotacion de la kypérbola EBe al rededor del exe Dd.
. 339- Quando dos de los tres coeficientes de #2, u*, w2, son nega-
tivos, la equacion (d) serd A#* — Bu* — C'v* = L”; y las equa-
ciones de las secciones principales A#* — Bu* — L'*, At* — ('v*
=L", Bu* 4 C'v> = — L". Las dos primeras representan .respec-
tivamente las kypérbolas EB:Gbg, FBfHbh ( fig. 97.), cuyo semi-

y 4 .
exe comun 4B es — 7~ Y su conjugado respecto 4 la primera hy-
b L r .
pérbola es = i Y T relativamente 4 la segunda. Por'lo que

toca 4 la tercera equacion, y la seccion correspondiente son eviden-
temente imaginarias.
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Todas las secciones paralelas 4 los planos CAB, DAB, son hypér-
bolas; y las paralelas al plano CAD, son imaginarias desde el puntd
I/

A4, al punto B; e/sto €s, siempre que # sea menor que T ; pero

L , . ) .
quando es # > 7O A't* > L"; haciendo A't* — L2 — M, ten-

drémos la.equacion B'u® 4~ C'v* == M’ ; y manifiesta que en este ca-
so las secciones son elipses. ~

- Finalmente; si suponemos ademas que sea C' = B/, dichas seccio-
nes serdn circulos, y la superficie propuesta la de un hyperboloide en-
gendrado por la revolucion de la hypérbola EBeGhg al rededor del
exe AB. ) e
"7 540.  Eximinemos el caso en que 4 la equacion (d) le faltan al-
gunos términos; y sea desde luego L' = o. Dicha equacion se redu-
Cird en este supuesto 4 A't* 4+ Bu® 4+ C'v? = o; y si los tres coefi-
cientes .4', B’, C’son positivos, serd necesariamente ¢ — 0, 1 =0,
Y. v = o; pues como ¢l quadrado de una cantidad, es siempre posi-
tivo, la suma de un niimero qualquiera de quadrados no puede ser
hula, & menos que cada uno de dichos quadrados sea cero. Por con<
siguiente la superficie propuesta se reducird 4 un punto 4 origen de
las coordenadas ( fig. 95.). _‘
. Quando uno de los coeficientes 4', B, C’ es negativo; Ia equa-
cion propuesta (suponiendo que sea C’ dicho coeficiente ) serq A's2
=~ By — C'v® == o; y las de las tres secciones principales o

At 4 B'u*—=o0, A¥* — C7v* =o, Bu? — C'v> — o.

.. La primera da #==o, y u==o; y por lo mismo representa so-
lamente el punto A4 origen de las coordenadas. De la segunda se in-
. A/ B N . N -

¢’
pasan por el otigen A, donde forman con el exe AB los dngulos BAG,

S : Al .
BAg cuya tangente es = %/—C’— 5 y por consiguiente ( nim. 144,

y 328.) son-las asimptotas de la hypérbola EBe. S
. Finalmeate la- tercera representa las asimptotas de la hypérbola
FCf, las quales hacen con el exe AC dos angulos iguales, cuya tan:
J ~gente s == r 7. ) . ’ ‘
' Si suponemos v igual & una cantidad constante m positiva O ne-
gativa; la equacion propuesta se transformard en A'#* + Bu* = € 'm*
~ - >

o

fiere v—===¢

y representa las rectas AG, A4 g5 las quales

AN

A%

la .qual pertenece 4 -una elipse cuyos’ semiexes -son 77 < ¥
R N A s e T !
7 —5~ - De donde se sigue que todas las secciones paralelas al plano

ERr . P,
*,
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CAB son: elipses cuyos exes,son proporcionales 4 sus distancias res-,
pectivas m 4 dicho plano, y por consiguiente pertenecen 4 una su-
perficie compuesta de dos conos iguales cuyo vértice comun es el pun-
to A, y el exe comun, Dd. ’ S
.. Estos comos son rectos en el supuesto de A'=B'; y se pueden
considerar como engendrados por la rotacion de las asimptotas 4G,
Ag al rededor del exe Dd. P S P
Si hicieramos ¢ O # constantes; hallariamos que las secciones pa=
ralelas 4 los planos BAD, CAD son hypérbolas cuyos exes son pro-
porcionales 4 las distancias respectivas de dichas secciones 4 las prin=
cipales. o ‘ : B VT r S e
- 34r1. Si fuesen negativos los dos coeficientes B', C’; la equacion.
propucsta seria A't* — B'u*> — € v* == o, y.representa la; superficie:
de dos conos iguales cuyo vértice comun es el punto A, ( fig. 97.);
y el exe comun, Bb. B , .
- La seccion principal de este cono, hecha por el plano CAB son,
las rectas 17, Kx asimptotas de;la hypérbola EBeGhg , representadas.
por la equacion A't* == Bu* ; y la seccion del plano 5AD , lus asimp=
totas de la hypérbola FBfHbh,.representadas por-la equacion .42
== C'v*. La otra seccion principal es solamente el punto 4. = = .
Estos conos serdn escalenos si B', y C’ fuesen desiguales; y rec-
tos si fuese B = C’. En este tiltimo caso, se pueden considerar co-
mo engendrados, porla, revolucion de las asimptotas I7, Kk al re-
dedor del exe Bb. », . \ o
342. Quando uno de los coeficientes' 4', B’, C'; C’ por exem-.
plo, es cero en la equacion (d); se reduce esta 4..4¢* + B'y? =L
la qual en el supuesto de que ambos coeficientes 4’, B’, son positi-
vos, representa una elipse CBcb (fig. 94.) traLzada en.el plano CAB,
/ ;7 ,

o

cuyos semiexes son AB=Jor, y AC=Zm

Pero como la variable v es indeterminada; le podrémos dar un:
valor qualquiera, y por consiguiente, si imaginamos que Ia recta .in-
definida 4 E perpendicular al plano CAB corra la periferia ‘de dicha
clipse; la equacion A% —+ Bu®> = L’* se verificard relativamente 4!
todos los puntos de la superficie del cuerpo que -dicha, recta engen-’
dra, el qual es evidentemente un cilindro escaleno cuya .base-es. lay
elipse CBcb ), y-el exe AD. Por consiguientela equacion -A'#? — B2
= L™ considerada en toda su generalidad, y en el supuesto de-A'f
Yy B positivas, representa-la superficie del expresado cilindro.

Si hacemos sucesivamente 2z — o, # — o, tendrémos las equacio-

mes A't? =.L"*, Bu* — L*; de las.otras dos secciones principales. La;
¥ 7 ' :

primera da f — == —7—2 » 'y representa dos réctds fnde_ﬁhitas paralelas”

al'exe 4D, que pasan por los extremos B, b del exe Bb de Ia e_lfp-f
. / - -
S HS la segunda 7 == == _V—LBT’ ,

, i

la qual representa dos rectas triza~

[T W

[ . i

R



222 CAP. VIII. DE LAS SUPERFICIES CURVAS,

das paralelamenté’ al exe 4D por los extremos C, ¢ del otro exe de
Ia elipse. -~ ¢ - - : ‘
~Es evidente que el expresado cilindro serd recto en el supuesto
de 4'=5.

343. Quando uno de los coeficientes A, B’ es negativo; la equa-
cion propuesta representa una superficie cilindrica, en la qual la sec-
cion principal hecha por el plano CAB y todas sus paralelas son otras
tantas hypérbolas iguales, cuyos semiexes son tambien 4B y AC.

En general, ftoda equacion que solo incluye dos de las tres cantida-
des variables t, u, y v, de qualquiera grado que sea; representa una
superficie cilindrica, la qual se puede considerar como engendrada por el
movimiento de una recta perpendicular ‘al plano que contiene dichas dos
wvariables. De donde se sigue; que si mudando del modo convenien-
te la direccion de los exes de las coordenadas en una equacion pro-
puesta; s¢ consigue hacer desaparecer una de las tres variables que
contiene ; inferirémos que dicha equacion representa una superficie
cilindrica, cuya base ¢ seccion principal tiene por equacion la trans-
formada. ; S
 344. Finalmente; si dos de los tres coeficientes A’, B, C’ fue-
sen nulos en la equacion (d) 7 que tuviesemos por exemplo C'v?

=— L’?; infeririamos v — == — G~ Cuya equacion representa (ndme-
ro 300.) dos planos trazados paralelamente- 4 CAB el uno encima
: e \

y el otro debaxo, 4 una distancia de este plano = —a

345+ Consideremos ahora el caso particular en que una equacion
propuesta no puede reducirse & la forma de la equacion (d); y para
ello supondrémos que en la equacion general (a) (nim. 333.) se mu-
de desde luego la direccion de los exes, conservando el origen. Lla-
maundo #, #, y v las nuevas coordenadas, y suponiendo nulos los coe-
ficienites de fu, 9, y ¥v, ‘téndrémos la equacion
(e) . A'#? By 4 CV? =Gt Huy = I'v = K' =0,
lIa qual mudando el origen de las coordenadas no se podra reducir &
la forma: de la equacion (d) quando uno de los coeficientes 4’, B,
C’, sea cero. R : '

- En -efecto ; suponiendo C'==o, la equacion antecedente se re-

duce 2

A 4= Bu? = Gt = H'tg = T'v = K' =0}

v & evidente, que si'se-substituye réspéctivamente s 4 a;u+b, y v’
—+c, en lugar-de ¢, #, y v; no se podrd hacer nulo el término I'v
que resulta en la equacion transformada. ; ]
346. Para transformar -la equacion (€) ‘én otra’sumamente serci-
lla, que comprehenda este caso particular, y en.general todas las su-
perficies de segundo ‘Orden; substituirémos £ =~ a, # =50, y v -+ ¢
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en lugar de #, #, y w; y haciendo I' + 20C' =L, y suponiendo
igual 4 cero el cocficiente de #, el de #, y la suma de los términos
constantes, se reducira a V

(f) . AP 4= Bt* == Cv? 4 L'v—=—o0;

cuya equabion es la mas sencilla de las que representan 4 un mismo
tiempo todas las superficies de segundo orden. o z
s47- En el supuesto de €' = o, se reduce esta equacion a

At?* 4= Bu* 4+ L'v—=o,
y las equaciones de las tres secciones principales serin suponiendo L
negativa. ' ;
« At +~ By —=o, At? = L'v, Bu*— L.

Quando A4, y B’ son ambas positivas, I,a primera seccion prin-
eipal se reduce vinicamente al punto A, origen de las COOI‘denfld‘:'.lS
(fig. 98.); y las otras dos son las paribolas EAF, GAH cuyos vérti-
ces estan en el punto ;,/1; la primera situada en el plano BAD, tie-
ne su parémetr%/: —%— ; ¥ la segunda en o plano CAD, y su pa-
rimetro es = — -

La equacion A'#* -+ B'u* — L'm que resulta del supuesto de @
igual 4 una constante 7, manifiesta que las secciones paralelas al pla-
no CAB son elipses las quales se reducirdn 4 circulos quando 4’ — B.
En este dltimo caso la superficie propuesta serd la de un paraboloide
engendrado por la rotacion de la parabola EAF, ¢ GAH, al rede-
dor del exe 4AD.

Hemos supuesto L’ negativa en Ia equacion propuesta; pero si fue-
se positiva, tomariamos @ negativa, y hallariamos los mismos resul-
tados, con solo la diferencia que las superficies estarian del lado de
las v negativas, y por consiguiente tendrian por exe .Ad.

348. Si suponemos que uno de los coeficientes 4', B’; B’ por
exemplo, es negativo; la equacion propuesta serd A't* — By* == L'v
= o, y las equaciones de las tres secciones principales

At? — By —o, At* +~ Lv =0, Bu? — L'v—o.

La primera representa dos rectas Ee Ff ( fig. 99.) que se cor-
tan en el origen A ; y la segunda y tercera, dos paribolas cuyos exes
respectivos son Ad, AD; y al contrario si L fuese negativa.

. Todas las secciones paralelas al plano BAC son hypérbolas, y las
Pparalelas 4 los otros dos planos, paribolas.

) Finalmente; si uno de los coeficientes A, B, es nulo en la equa-
clon A% —- B'u® + L'v=o0; esta equacion incluird solamente dos
variables; y por consiguiente representari una superficie cilindrica,
cuyas secciones hechas por el plano de dichas variables y todos sus
paralelos, son otras tantas parabolas iguales.
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349. ' El taso particular de L' = o en la equacion. A's* 4 B2
A L'v=0,0 C"=o, y L'==o en la equacion general (f) es dig-
no de notarse 4 causa de que al mismo tiempo que destruye en esta
equacion los. términos C’v*, y L'v, introduce uno nuevo.

En efecto; como en este supuesto es tambicn I’ = o, la equacion,
((e)ise reduce & At* —+ B'1* 4= G't 4= Hu = K’ = o; y ‘por consi-
guiente la mudanza del origen de las coordenadas introducird sola-
mente las dos constantes arbitrarias 4, y b, por medio de las quales
solamente se podran hacer nulas en la transformada dos de estas tres
cantidades, 4 saber, el coeficiente de #, el de #, y la suma de los
términos. constantes: suponiendo pues que se hagan desaparecer di-
chos coeficientes; y llamando — L* la referida suma, tendrémos Ia
equacion A4#* 4 By* == L', la. qual en el supuesto de 4', y B’ po-
sitivas representa (ndm.. 3543.) un cilindro recto ¢ escaleno segun
fuesen estas cantidades iguales O desiguales; y un cilindro hyperboli-
00, quando A4’, y B’ tuviésen signos diferentes. S
_ g50. Las'superficies curvas tienen por asimptotas otras superficies:
asi, los conos representados por la equacion A'#* 4 B'u* — C'v* — o
{ndm. g40.) son las asimptatas de la superficie representada por la
equacion A+* 4= Bu® — C'» = L” (nim. 338.), 4 causa de que
la superficie del cono se acerca continuamente 4 la otra, y solo se
confunde con ella quando se consideran sus puntos 4 una distancia
infinita del origen de las coordenadas o vértice. En efecto; si corta-

"mos ambas superficies por un plano paralelo 2 4BC (fig. 05.) vy 4

una distancia de este — m; las equaciones de las secciones del cono

de la otra superficie seran respectivamente 4't* - Bu* =— C’'m?,

A't* 4= B'u?> = C'm* + L?; las quales manifiestan que ambas seccio-
AR AR o

2 ¥

k ’ c’ C’m’l—!— L? Clm® = L?
my / —L;f;yenlaotra — )Y 737"”)’

por consiguiente la primera elipse, esto es la del cono serd siempre
menor que la segunda, pero su diferencia serd tanto menor, quanto
mayor fuese m, y por tiltimo. llegara 4 ser nula. quando fuese m in-
finita, en cuyo caso coincidirin ambas superficies.

" Los dos conos iguales representados por la equacion A'%#* — B'u?
'— C'v? = o (ntim.. 341.), son igualmente las asimptotas de la su-
perficie representada por la equacion 4'* — B'w* — C'v* = L™ (ni-
‘mero’ 339.). Entre este caso y el antecedente hay sin embargo la di-
ferencia , de que en aquel los conos estan inscritos en la superficie
cuyas asimptotas son; y en este estan circunscritos, conforme lo ma-

Al A . ..
‘// - de los semiexes de la elip-

nes son elipses cuyos semiexes son en la del cono m

B

nifiestan los valores £
se que resulta cortando uno de estos conos por un plano MPZ ( fi-
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gura 97.) paralelo & CAD, los quales son respectivamente mayores

; Alﬁ _:_AL/’= - ¥ Al o I .
que los semiexes PM — ( — ), PZ ..____.‘/(___C/____) X

de la elipse, interseccion del mismo plano con dicha superficie; y
solo llegan 4 ser iguales quando’# es infinita. »

351. Si se corta una superlﬁcie' ‘qualquiera de segundo Grden con
un plano, la interseccion serd una linea, cuyo orden no puede ser
superior al segundo: pues, si se transforma la equacion de la super-
ficie propuesta en otra, de manera que el plano secante sea uno de
los planos de las coordenadas, y se supone luego nula la coordenada
que le es perpendicular resultard la equacion de dicha interseccion,
la qual no puede ser de un grado superior al segundo, 4 causa de
que la transformacion de las coordenadas en una equacion propuesta,
no altera el grado de dicha equacion. ‘

Esta observacion se extiende 4 las superficies curvas de quales-
quiera Ordenes. _ _ o

'g¢2. Las coordenadas rectangulares de un punto qualquiera Z ( f&-
gura 86.) de una superficie curva, se pueden transformar en coor-
denadas polares del modo siguiente:

Llamemos 7 el radio vector A4Z, o distancia del punto Z al ori-
gen A; n el dngulo ZAM que forma con su proyeccion 4 M sobre
el plano CAB; y ¢ el angulo M_4B, que esta proyeccion hace con
elexe AB: serdir =V (x* +)* +2*), AM=—rcos.1, z2=MZ
——rsen.n, y == COS.n SEN. @, ¥ & == 1 COS. # COS. Q. -

Tambien podemos llamar «, £. v los dngulos que el radio vec-

tor AZ — r hace respectivamente con los exes 4B, AC, AD;

baxando del punto Z las perpendiculares ZM, ZZ', ZZ" 4 los pla-
nos CAB, BAD,CAD; 4dcausadeser 4ZZ" —= ZAB — o, AZZ'
=ZAC=L,y AZM = Z.AD — v, tendrémos x — AP = ZZ"
—=rcos.a, y=PM—=Z2ZZ ' —=rcos. B,y z==ZM=rcos.y;y
substituyendo estos valores en la equacion 72 = x? ~ y* —- 22, resul-
tari para eliminar una de las variables @, 3, v, la equacion cos.? a
= €05.% 6 =~ c0s.2 ¥ = 1. :

353. Quando una superficie curva se corta con un plano; todos
los puntos de su interseccion estan en dicho plano ; pero si la sec-
cion s¢ hace con otra superficie curva; sucede por lo comun que to-
dos los puntos de su interseccion no pueden estar en un solo plano;
y en este caso la linea que forma dicha interseccion se llama de do-
ble curvatura. :

Como las coordenadas de todos los puntos de la interseccion de
dos superficies curvas, -son-comunes 4 ambas supetficies; se sigue que
la naturaleza de una curvva de doble curvatura estd representada por las
dos equaciones de las superficies curvvas cuya interseccion es.

Sean «x, ¥, ¥ = las coordenadas rectangulares de dos superficies
curvas cuya interseccion es.la curva de doble curvatura XZ (fi-
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gura 100.);y U0,V =, las equaciones de dichas superficies:

si eliminamos sucesivamente cada una de las variables z , 7 , y x ; re-
sultardn tres equaciones ; la primera entre x, € y, la segunda entre
x, y 2z, y latercera entre ¥, y z; las quales pertenecerin respec-
tivamente 4 las proyecciones X' Z', X'Z', X*'Z" de la curva pro-
puesta sobre los planos BAC, BAD, CAD. o ‘

Estas equaciones representarin igualmente (ndm. 343.) las su-
perficies cilindricas elevadas sobre dichas proyecciones perpendicular-
mente 4 los planos respectivos que las contienen; y se echa de ver,
que la curva propuesta X M, seri la interseccion de dos qualesquie-
ra de estas tres superficies: de donde se sigue que conociendo dos de
estas tres equaciones, se conocerd igualmente la curva propuesta. Su-
poniendo pues que sean y = F' (&), z ==f(x), las equaciones de
las proyecciones X'Z', X' Z"; estas equaciones expresardn la natu-
raleza de la curva propuesta XZ.

Aplicacion del cdlculo diferencial 4 la tedrica de las superficies
curvas, y de las curvas de doble curvatura.

354. Sea Z un punto qualquiera de una superficie curva ( fig. 101.),
cuyas coordenadas rectangulares son AP =x, PM =y, y MZ — z;
si consideramos z como funcion de las dos variables independientes
x, é y, y suponemos que variando solamente x adquiera el incre-
mento arbitrario PP’ = £k; la ordenada correspondiente mQ, perte-
necera 4 la seccion EZX de la superficie propuesta hecha por un pla-
no paralelo 4 BAD en la qual es y constante, y serd (ndim. 89.) mQ

dz k* d'z kB Pz
=z -k -+ — — + —+ &ec.
dr . 2 dx 2.3 da? :
Si se supone al contrario, que permaneciendo x constante, PM
— y adquiera el incremento arbitrario Mm’ = &; la ordenada m'R

que resulte, pertenecerd 4 la seccion FZY', hecha con un plano pa-
ralelo 4 CAD, y scrd

. dz B d’z k3 A’z
MR—2z4+h—— e — —— == -+ &ec.
dy 2 dy? 2.8 dy}

~Pero si ambas ‘coordenadas x, € y, varian al mismo tiempo, y
adquieren respectivamente los incrementos independientes %, k; re-

sultard la ordenada Jk[’Z’ de otro punto qualquiera Z' de dicha su-

. ' , o, dz dz I
perficie, y serd (nim. 187.) M'Z' = 2 +k———+"F el
: X
o od A’z d*z , . . dz
(& — + 2k ——— 1" ——) —~+ &c¢.; 6 haciendo para abreviar ——
.~ aa’t drdy dy® dx
dz d’z d*z d’z &
=p,——I=(g, —5 =1, ——— == = .
P’ dy 47 dut 4 dxdy > 4}’2 b
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M'Z' =z kp == hg = — (Fr =+ 2klis = h?t) =+ &e.
355. Si representamos por z=jf(x, y) la equacion de una su-
. Z. . Z . .
perficie curva, (nim. 184.) y porddz, = de -+ —d—y—dy = pdx
. Z ’ ”, 7 T
—+ gdy su diferencial; la expresion —— == p, sera el lintite de Ia ra-
i entre la diferencia de la ordenada de la seccion EZX

Zon
m
paralela al plano BAD en la qual es y constante, y la diferencia PP’
d: g s
de la abscisa x; y —d-z-— — ¢, representard el limite de la razon .........
“m/R — MZ L

de la diferencia de la ordenada de la seccion FZY pa-

Mm!
ralela al plano CAD en la qual es & constante, y la diferencia de ».
~ 356. Sien vez de considerar como independientes los incremen-

. Vd A
tos respectivos k, k de x, € y; se supone que existe entre-ellos una
h

‘ Mm! , .
razon dada, de manera que sea =5 igual 4 una cantidad cons-
. o dy Co
tante m; serdn tambien (ndm. 1§.) =My la ordenada M Z/,

no pertenecerd en este caso 4 un punto qualquiera de la superficie pro-
puesta, sino & un punto Z’ de la seccion Z'ZU hecha por un pla-
no perpendicular & BAC, que pasa por los puntos M, y M/

Es de advertir que entre los dos coeficientes diferenciales parcia-

dz dz . . e .
— — g subsiste la equacion de condicion (ndm. \
Ies = qs q (ndm. 189.)
d*z d’z ., dp __ dg

S L]

dedy — dydx dy dx o : , /
357. Supongamos que las rectas ZT, Zt sean las tangentes res-
“pectivas de las secciones EZX, FZY en ¢l punto *comun Z; si con-
_sideramos x, y z como la abscisa y ordenada de la seccion EZX, la

, ax .
subtangente M T sera — 2——> Y considerando ¥, y 2 como la abs-
z s

. . P ar
~cisa y ordenada de la seccion FZY, serd Mt = z——. Sentado esto,

£

es claro que el plano 7Z# determinado por las dos tangentes ZT,
Zt, es tangente ¢n el punto Z de la superficie propuesta; y como
se conocen los tres puntos Z, 7,y ¢, por donde debe pasar, se co-
‘nocerd igualmente la posicion de dicho plano.

En efecto si suponemos que sean a, 3, y 7 sus coordenadas re-
lativamente al punto 4;y y = A4a + B ~+ Csu equacion; tendré-

mos en el punto comun Z, y ==z, =y,y e==wx;enel punto 7

x . 4 ’
Yy=o,P=py,y —a=z —— % Ca=x—2z ; y en el

— (g)’ B - .
punto 7, ¥y ==o, B:y-—-—z—;—, y & ==x; y substituyendo sucesi-
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vamente estos valores en la.equacion del plano, tendrémos para de-
terminar las cantidades 4, B, C, las tres equaciones

. B £ ’ ds

z=Ax+ By +C, Az—d—z—:Ax -+ By +C, Bz dy = Adx 4

‘ Az dz dz dz
By—{-—-CquedanA__——(;-,B__—dy—, C__z.fa, T el 4 P ;

y por consiguiente la equécion del plano tangente T.Z¢ serd v —z=
Z dz
L (a—a) (B

.__Del mismo modo hallariamos las subnormales de las secciones
EZX, FZY, y la posicion de la normal en el punto Z de una
superficie curva qualquiera; pero como este método exige varias con-
sideraciones particulares & cada caso diferente ; no nos detendrémos
en su aplicacion , y pasarémos 4 exponer otro general y sumamente
elegante, el qual se aplica con igual facilidad 4 la determinacion de
los radios de curvatura de las diferentes secciones de una superficie
curva, y en general 4 lasolucion de los problemas principales que
se pueden proponer sobre las superficies curvas. Este método es and-
logo al del ntim. 166. y siguientes; 6 por mejor decir, es aquel mis-
mo método extendido 4 las funciones de dos cantidades variables in-
dependientes. ,
358. Sea pues z —=f( x.y) la equacion de una superficie qual-
: N : . .
~quiera reférida 4 los exes AB, AC, AD perpendiculares entre si
(fig. 101.) 5y v = Ae + B3+ C la equacion de un plano referi-
do 4 los mismos exes : si el plano y la superficie propuesta ticnen un
punto comun Z, serd en él a—=x, =y ,yy =2z, y por consi-
guiente tendrémos relativamente 4 dicho punto la equacion z = Ax
=By €.; 0 - S ‘ : ‘
Consideremos ahora otro punto Z’ de la superficie propuesta cor-

respondiente 4 las coordenadas x —£, ¥ =% ; la ordenada Z'M’ se-
i =z —+ kp -+ hg + = (For = 2khs + h*t ) - &c. ; y llamando '
. 2

“la ordenada dél plano correspondiente 2 las mismas coordenadas x ~
k,y+h,seray = A(x~+k) + B (y~+h)~+C; por consi-
guicnte 4 causa de Adx — By 4+~ C=—=z, la diferencia de estas dos
ordenadas, que llamarémos D, o la distancia del punto Z’ al pun-
to donde la ordenada M’Z’ encuentra el plano, sera expresada por

D=#(p=A)+h(q=B)+ —(Fr-+abhs+kt)-+ &
~ Sentado esto; un plano es tangente en un punto Z de una su-
petficie curva, quando su situacion es tal, que ningun otro plano
_que tiene el mismo punto Z comun con dicha superficie puede pa-
sar entre esta y dicho plano. .

. Es claro que¢:permaneciendo indeterminadas las cantidades %, y
#; la distancia D serd tanto menor, quanto menores sean los co-
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eficientes de dichas cantidades. Supongamos que sea p — A=—o, y
I

g — B =o, tendrémos D = — (For == 2khs - 1%t ) 4+ &c., A=,

B=—yg, y 4causa de z,_"':Ax—i—By-—l»—C, seréC_:z.—px—qy; y
la posicion del plano serd en este supuesto determinada por la equa-
ciony —z=p(a—x)-+q(B—y). . -

359. El plano determinado por la equacion antecedente tiene la
propiedad , que ningun otro plano trazado por el punto Z puede
pasar entre aquel, y la superficie propuesta. En efecto;si suponemos
que la equacion y = A'a - B'@+ C’ represente otro plano qualquie-
ra trazado por el punto Z, y A la distancia del punto Z' al punto
donde la ordenada M'Z’ encuentra dicho plano ; serd

A=h(p—A)+h(g—B)-+— (Fr- 2k + Ft) + Xc.,
la qual (haciendo abstraccion de los signos de D,y de A ) es evi-
dentemente mayor que D — —12— (RPr —+ 2khs + I*t ) 4 &c. Luego
el segundo plano no puede pasar entre el primero y la superficie

propuesta ; y por consiguiente el plano representado par la equacion

dz dz
v—z=p(e—=3)+q(F—y)=—7(e—a)+—-(B—
¥ ) serd tangente en el punto Z de la superficie propuesta ; lo mis-
mo que demostramos en el nim. 357. _

Es evidente, que si fuese p — 4'=—=o, yq ~+ B =o; el plano
representado por la equacion y == A'a 4~ B s+ C’, se confundiria
con el plano tangente.

Supongamos , por exemplo, que la superficie propuesta sea una
esfera cuyo radio =7, y el centro esté en el origen 4. Serd su

. . . ., dz
equacion x? ~y* =+ 2% == r? ; de donde inferirémos — = p=—
x dz v

T === Z, y la equacion del plano tangente seri o —
z ay z

ZF—x(a—a)—y(B—2)

' ; O substituyendo por z? =4~ 32 = x? su

z
igual 1, xat ~ yR - zy == 2. .
Sila eqllxiacion propuesta fuese A'v* = By*~+C'z> = L'" (n.536.);
z

. Alx dz By 1
seria p = ——— — ——, g=— = — cuyos res
4 dx ciz 7 dy clz y valore
transforman la equacion del plano en ¥ — 2z ..o
—Av(e—a)—Bly(f—yp) - - ,
o » Ia qual multiplicando y — z por C'z,

y substituyendo L en lugar de Ax> —+ B'y? + C'z* se reduce 4
Axa 4 By 4 C'ary = L',

- 360.  Si llamamos # la inclinacion del plano representado por la
equacion ¥ = Aa 4~ Bf —+ C, relativamente al plano BAC de las
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a,y B; y v el dngulo que forma la interseccion de estos dos pla-
nos con el exe AB ; serd (ntim. 506.) tang. u = — V/( A2 + B*),
y tang. v = —: de donde inferirémos que en el plano tangente es
tang. u = — V/(p* -+ ¢* ), y tang. v = tang. .BGt::—;—]—.

Si quisiéramos determinar los puntos de una superficie curva, en
los quales el plano tangente es paralelo 4 uno de los planos de las
coordenadas, 2 BAC por exemplo ; hariamos # — o, y tendriamos
p? == ¢* = o, de donde se infiere ( nim. g340. Yp =0, g=o0; cu-
yas equaciones combinadas con la de la superficie propuesta deter~
minaran los puntos que se buscan.

En Ia esfera cuya equacion es &* ~ 3* -~ 22 = 7% ; tenemos p =

dz x dz y .
T — —  — — 7 com v Tt
- — ~r 4= 5 = —»y como z es una cantidad finita;

haciendo p, y g nulas, lo serin igualmente x, é y, y por consi-

guiente z == == : de donde inferirémos que el plano tangente es
paralelo al plano BAC, en los dos puntos donde el exe AD de las
z encuentra su superficie.

Si la superficie propuesta fuese la que representa Ia equacion
Ax* 4= By* 4=C'2* = L'* , en 6}4 supuesto de 4’, B/jg y C’ positivas

. « ‘y

(fig. 94.) ; tendriamos p =— — = d=—(— = o; de
donde infeririamos 4 causa de zf,:r z finita ( mim. §36.) x == o,y =
v/
el antecedente, el plano tangente es paralelo al de las x € ¥, en los
puntos D, 4 donde el exe de las z encuentra la superficie pro-
puesta.

361. La normal en un punto Z de una superficie curva (fig. 102.)
es la recta ZG perpendicular al plano tangente en el mismo punto;
y en virtud de lo expuesto en el mimero antecedente ,y de lo. de-
mostrado en el nim. 314., las equaciones de sus proyecciones so-
bre los planos BAD , CAD seran llamando «, B, y ¥ sus coorde-
nadas,e —x +p(y—2z2)=o0,f—y~4+q(v—2z)=o.

La distancia del punto Z 4 otro punto qualquiera de dicha nor-

o,y por lo mismo z === ; asi, en este exemplo, como en

‘mal (nim. 518.) serd ::‘/(d, — ) (B—=y) - (y —2z2)
"'-:\/('}’ —2)V( 1 4p*+4*); y haciendo y = o, el resultado —
Z V(1 = p* —+ ¢* ) expresari la distancia del punto Z al punto G
donde encuentra el plano BAC. '
Si, por exemplo, la equacion de la superficie propuesta es A'x*
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: : , Az B/
= Bly* 4= C'2* = L’*; serd p == — ——, ¢ = — —;— ;¥ por con-
72002 /20,2 12,2
siguiente ZG — s +f,y a2
En el supuesto de A’ = B’ == C’ = 1; serd ZG=V(x*+p* 4=
z* )= L’; y la superficie propuesta serd en este caso una esfera cu-

yo centro estd en el origen A,y el radio es = L. .
362. Sea siempre z = f(x, y) la equacion de una superficie
qualquiera,, y 2/’ = F (a’, »'), la de otra superficie conocida, refe-
rida 4 los mismos exes AB, AC, AD que la primera ( fig. 102.):
si estas dos superficies tienen un punto comun Z , seraen €l x —
x',y=y", z=2, y por consiguiente z =L (x,y ). Consideran-
do luego las ordenadas M'Z, M ’H de ambas superficies, correspon-
dientes 4 las coordenadas x =k, y—=h; &' 4=k, —+h;serd

M’Z‘:z.-i—kp-l—lzq-r——:—(k’r-i-zkhs—i—h’t)+&c., y M/ H

dz! dz! ., dz az! d*z/
=z —_— (& 2kl ———— h? )
'k da! +h dy- + 2 (]i dx’* -+ dx'dy’ + dy’®

. . dz’ ,  dz , @, ,
- &c., 0 haciendo. — =/ o =9 = =r, &ec.; M'H

=22/ e ip = Ng = -:— ( B! —=2khs’ + h*t') == &c. por consiguiens
te, como en el punto comun Z, es z =z’; la diferencia HZ' =
D de estas dos coordenadas, estara expresada por
D=k(p—p)+h(q—q)+ %(r—r’)—'—ﬁh(s—s’)-*-
L (t—t) + &

Sentado esto; si la superficie conocida fuese tal, que relativa-
mente al punto comun £, se verificasen las dos equaciones p’ = p,
¢’ = g; la distancia D se reduciria 4 T (r—r')+ kh(s—+")
-+ — (#—#) +&c.; y en este caso serd imposible que otra super-
ficie, pasando por el punto Z, en la qual no se verifican las dos

equaciones andlogas 4 las antecedentes, pueda pasar entre la superfi-

cie conocida, y la propuesta.
En efecto; si llamamos x”, 3", 2" las coordenadas de otra su-

perficie” qualquiera que pasa por el punto Z,y A la distancia del
punto Z al punto donde la ordenada M’Z’ encuentra la nueva su-
perficie ; serd
k* ’
s A= =)+ (=g )+ (r =)+ M (5—=5") +
‘ 2
- (t—¢ )+ &c. ; y como las cantidades %, %, son arbitrarias, se=

rd facil demostrar que decreciendo estas cantidades indefinidamente,
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. k* 2
la expre§1on-2-—(r—r’)+/<k(s-s’)+/T (t—1¢) 4= &e. de

D, llegara a ser menor que la de A; y por consiguiente la nueva
superficie no podra pasar entre las otras dos.

363. Supongamos que la superficie conocida representada por Ia
equacion z’ = F'( x', ') sea tal, que relativamente al punto co-
mun Z, se verifiquen (ademas de las dos equaciones p’ = p, ¢/ =
g ) tambien las tres fquaciones r=r ,/s’ =s,yt=t :/{a distancia
— (zt—zt’)+—é‘—(=u—m’)+—%—(a—-a/)
(d— &) + &c., representando #, o', v, v, &c. las

2.3 Az &2/ &z az/
CXpresiones =5, v dv*dy dx*dy!
rd facil probar, que tomando las cantidades arbitrarias £ y % tan pe-
quefias como sea menester ; la distancia D sera menor que la dis-
tancia A relativa 4 otra superficie dada en la-qual no se verifican
semejantes equaciones ; de donde se sigue que esta superficie no po-
drd pasar entre las otras dos; y asi en adelante.

3604. EI contacto de la superficie dada con la propuesta en el
punto comun Z se llama de primer orden, quando en dicho pun-
to se verifican las dos equaciones p’ =p, ¢ =g ; de segundo orden
1i osculacion , quando se verifican ademas las tres equaciones 1’ =7,
si—s,t =1t, &c.

El plano representado por la equaciony —z=p(a —x)—+g¢g
(B—y) (nim. 359. ), tiene con la superficie propuesta un contacto
de primer Orden.

365. Supongamos ahora que la superficie dada sea una esfera
(fig. 102. ) : serd su equacion (' — ¢§= +( =By+(z=r)
= a*, representando «, /3, ¥ las coordenadas que fixan la posicion de
su centro respecto al origen comun 4, y a el radio; y como en el
punto comun Z es &' =&,y =y, y 2 =z ; tendrémos desde
luego la equacion

(I).u...-..-. (:\7 — )z —i—(}’ ——3)7' -t ( Z—y )z — 2.
Diferenciando la equacion propuesta ; hallerémos p/ = —

D se reducira 3
: bi‘
s

&c.; y en este caso, se-

2 et

2z —
r—a y—p . y—24_

/s — — S ®
iy PV 1T = 2 —y z—y

por lo que, si suponemos que en el mismo punto sea p'=p, y

X y—-ﬁ
Z — ’q_'- z —

(@)a—ax—4+p(y—2z)=o, (g.R—y+4q(y—2)=o.
Estas equaciones, considerando a, 2, y v como variables; per-

—=(enel punto Z) —

t==g, seri tambien p — — , O bien

tenecen 4 la normal ZG de la superficic propuesta en el punto Z

( ntim. 361.) : de donde inferirémos , que los centros de todas las es-
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fora que tienen un contacto’ de. primer Orden con la superficie propues-
ta; estan en la normal ZG . del Igzn.f_,zfo_vde\ contacto Z.

De las dos equaciones antecedentes, y de la equacion (1) se in-

ap ;_ a7

o LT e w
. ——; y.el radio a queda indeterminado. o ;
V(iApi4g) O SR

366. Para que la esfera tuvigse un contacto de. segundo Orden
con la superficie propuesta ; seria necesario que relativamente al pun-
to de contacto se verificasen las tres equacionesr’'=r,s =s,# =
pero como solo queda una cantidad ag‘bitrgria a, no se podra satis-
facer 4 dichas equaciones ; de donde. inferirémos , que la egfera no
puede tener en general un contacto. ‘de _segundo. - orden. % osculacion con
una superficie. , o

Pero si en lugar de la esfera , fuese dada una superficie cuya
equacion z’ = F ( «’, »') incluyese seis constantes arbitrarias; de-
terminindolas por medio de las seis equaciones de condicion relati-
vas al contacto de segundo orden z = F (x,y),p' =p,q9 =4,
v/ —r, s =5,y t'==t; se verificardn todas estas equaciones, y
por consiguiente dicha superficie podrd tener en general un contac-
to de segundo orden con la superficie propuesta. Tal es, por exem-
plo, la superficie engendrada por la rotacion de un arco de circulo
al rededor de su cuerda, C
- 867. Aunque entre todas las: esferas que: tocan la superficie pro-
puesta en el punto Z, no hay ninguna que sea propiamente oscu-
latriz de dicha superficie ; se puede determinar sin embargo la que
lo sea de una seccion qualquiera hecha por un plano perpendicular
en el punto Z,y que por comsiguiente pasa por la normal ZG.

fiere & == & —+
a@

Para ello supondrémos nula la suma de los términos de segundo
Srden en la expresion de D, y dividiendo por 4* tendrémos la equa-
A AT R R

. / ——
cion (g)uwt—r'+2(s —s)—+(t—t ) 7= = o, la qual ser-

vird para determinar el radio & de la esfera.
. - N

En efecto, de la equacion de esta se infier —— ==

X —pl? ./ 74 , Coaegt L x i

T = —— = t = — —— ; y substituyendo éstos valo-

res en la equacion antecedente, y teniendo presente que =’ ==z, p/==

, 1~4p° 79

P> Y ¢ =¢q, se transformard €n ......... ————— 71 + 2 — =

. , S z—>

h I 44 R . .k

$) T+ ( -+ ¢ )‘—;;-::o., la qual haciendo —=mdaz—y

— Tohpt opgn e (1 g )W R

= - - . Si para abreviar representamos
¥ 25m = tin

por M el segundo miembro de esta equacion, tendrémos ¥y =z — M,
Gg '
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y comparando este valor de y con el que hallamos en el ndm. 365. ,
resultara : ,, L
o a=MV(14p )

por consiguiente « = & +=pM,y B==y-4=-gM, y la esfera ‘estari
determinada en magnitud y posicion. : :

Es claro, que en la esfera determinada de este modo; la distan-
cia HZ'= D , contendr solamente los términos de un drden supe-
rior al segundo relativamente 4 % , y % ; de donde inferirémos que
ninguna otra esfera que toca la superficie propuesta en el punto Z
podrd pasar entre los puntos H, Z' de la esfera antecedente y de
la superficie propuesta, correspondientes 4 las coordenadas x —- &,
y =k ; y por consiguiente la referida esfera serd osculatriz de la
superficie propuesta en la direccion ZZ/ 6 MM’, en la qual es

mM/ h
e T — T2 m.
mM k : :

368. Si se corta la superficie propuesta con un plano que pasa
por la normal ZG ; el circulo maximo que resulta en la esfera oscu-
latriz , sera el circulo osculador de la seccion correspondiente ZZ'
de la superficie propuesta ; por consiguiente el valor de a que he-
mos determinado , representa el radio de curvatura de una seccion

qualquiera ZZ’ hecha por un plano que pasa por la normal ZG, y
. . . A L
cuya posicion depende de la relacion arbitraria - =m -

Es de advertir , que como las cantidades %, y %, se pueden su-

pbher menores que qualesquiera cantidades dadas; m representard el
- A A dy .

' - y b4 - 14 R
limite de la razon - = por consiguiente serd m = ——,

igual 4 la tangente del dngulo que la tangente en el punto M de
la proyeccion de la seccion ZZ' sobre el plano BAC , hace con el
exe AB de las x. ‘ '

' ""369. Supongamos que entre la infinidad de valores que puede te-
ner el radio de curvatura a correspondientes 4 los de m, se quieran
determinar el miximo; y el minimo. Tendrémos desde luego la equa-
. —o,d4causa de que V/( 1 —+p*>—+4*) no incluye m,

dm”

aM
dm r = 29m = tm’

(7 4= 2sme=tm* ) M 41 ~+p* +2pqm+(;;;—g*)m?:o; o

— o, tendrémos

1+p‘+2pqm+(;+q’)m’ sera
§ N b ]

— o: pero siendo M = —

dm

()i (§s 4=tm ) M4+pg—+ (1 g ) m=0,
cuya equacion combinada con la antecedente servird para determinar
m,y M. «
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Multiplicando por m esta equacion y restandola de la anteceden-

te, resultard L A
(6)ewrerere (r =51 ) M 4= 1 = p* - pgm =o0. °
Si climinamos M por medio de estas’dos equaciones, y hacemos
pata abreviar 4 =(1 =¢* )s—pgt, B=(1~p* )t — (1+¢*)r,
C=( 1+ p*)s — pgr, tendrémos la equacion de segundo grado
Am* —~ Bm — C==o0,que da , : .

B == V(B =4 44C)
T = e —_— — -
i A

‘ Restando Ia equacion (6) inuzltiplicadal por #-de la equacion (5)
e g g (1p")t— pgs — Am

multiplicada por s, hallarétios M = —— -

tituyendo por 7 su valor y haciendo E= (1 =~p* )¢+ (1+4-¢*)r —

2pgs , seré. S e e
. .E 4=V (B -+ 44C) e
M=— yCy— ; y por consiguiente
_ [EéV(B’-—i—_‘pAC)]V(z +p g )
4= 2 (s —rt) :

370, De los dos valores del radio a, el uno es el miximo y el
otro el minimo. Hay pues en el punto Z (fig. 102.) dos secciones
perpendiculares 4 la superficie propuesta, de las quales la una tiene
Ia mixima curvatura, y la otra la minima;’y el dngulo que forman,
depende de la cantidad m2, igual 4 la tangente del 4ngulo que la
tangente en el punto M de la proyeccion sobre el plano de las x € y,
hace con el exe AB de las x. Pero como la posicion de los -planos
de las coordenadas es arbitraria ; si imaginamos que el plano de las
x € y, se confunda con el plano tangente en el punto Z, y tomamos
en este punto el origen de las coordenadas ( fig. 105 ); el exe de las
z se confundira con la normal ZG , y la proyeccion de la seccion
ZZ', con la tangente ZT de dicha seccion en el punto Z ; los dos
valores de m , representardn las tangentes respectivas de los dngulos
BZT , BZt, que las tangentes de las seceiones ZZ*, ZZ" de la mi-
xima y minima curvatura hacen con el exe AB; y la diferencia TZ¢
de estos dngulos serd el que forman dichas secciones : llamando pues
a,y B los referidos dngulos , tendrémos por las formulas trigonomé-

. tang. b — tang.
tricas tang. 7Z¢f == tang. (f— o) = g B I i
V(B 4 44C) e I == tang. B tang. a .

—C . Pero en el supuesto act-pal ( ndm. g6o.) es p=o,

=o,y por lo mismo A=s, B==¢—r,C=s; seri pues 4 —
C=o,tang. 1Zt =0,y TZt = 90.°. De donde concluirémos que
las dos secciones de la mayor y menor curvatura en un punto qualquie-

ra Z de una superficie curva, son perpendiculares entre si.
Si en las expresiones generales de 4.y de M (ndm. 367.), ha-

7 1+m
€emos p = o, g ==o; tendrémos ¢ = M —= — .

, y subs-

3

, Te-
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presentando 7 la tangente del 4ngulo que el plano secante hace con
el plano BAD ( fig. 105.) de las x, y z; de donde se sigue qué
el radio de curvatura de la seccion de este plano es —= — —. .

371, En-la transformacion‘ que hemos hecho de las «coox"dena'das
fixamos solamente la posicion.del plano BAC de las x é y,«haci‘én-"-
dole coincidir con el plano tangente en el punto- Z de la superficie
propuesta; podemos ademgs suponet queel plang de las x y z, coin-
cide con el plano 7ZG de una delas seccionés de la méxima,y mi-
nima curvatufa, en’cuyd caso'el iplano ‘de flas y; v z se confundird
con. el plano GZt de’ la otra seccion, y ¢l coeficiente diferencial s se-
r4 nulo. Pues si en la equacion Am* — Bm — C = o relativa al mi-
ximo. y. minimo -radioide curvatura, substituimos por 4, B, C sus
valores respectivos 5, # — r, s, se transformard en sm* —.(# —r)
m — s =0y ;como.los dos valores de 72 son en este supuesto o é oo ;
tendrémos en ambos casos s = o. ST ’

Por consiguiente quando el plano de las x y z coincide con uno
de los planos de las secciones de la mixima y minima curvatura; el
radio a de una seccion kiqu!e\: ‘pasa por el exe. 4D de las =,y hace con
dicho plano ‘un 4ngulo qualquiera cuya: tangente.es 72, estard expre-

-

PSRN e X 7 O i

4=

4o o - :
sado po T R TRt R
Es evidente- que en el mismo supuesto los radies:de la méixima
L .. . ) B . I k I .
y minima curyatura en ¢l punto Z son — —, y — —; de donde
i o .‘ V » T A ) » N . . ’ * ,‘ : . t
inferirémos iquie ‘estas’ curvaturas som como r s it.
N BT S L R L PO RPN '
g72. Las midximas y minimas ordenadas de una superficie curva;
se determinan naturalmente por el método de miximos y minimos
de las funciones de dos cantidades variables expuesto en el nim. 274.

siguientes. . . - o

. Desde luego, para'que la .ordenada z sea un miximo G un mi-
nimo ‘es necesario que -se verifiquen las -dos’equaciones — = o,
dz : oL | . ; . ) . 43; - ;
—_——o. .

dy Co ?

" Es de advertir, que quando estas equaciones se verifican (ntime-
ro 360.), el plano tangente es paralelo al ‘de las x € 7; de donde in-
ferirémos que la ordenada z-solo puede ser un miximo ¢ un mini-
mo en los puntos donde el plano-tangente es. paralelo-al de las x.€. 3,

Ademas tendrémos las condiciones expuestas en el nim. 274., que

seria ocioso repetir aqui. ‘ ,
Supongamos por exemplo que se nos pidan las miximas y mi-

nimas- 6rd¢nédas z de la superficie ireptesentada por la equacion

c ) YR oWy P e 1 z .az PN
ax® < by* == b =1% - Diféerenctandola , hallarémos B =

. Y CURVAS DE DOBLE CURVATURA. 237
.ax dz by dz ' ( dz )2 ) a d*z dz  dz
— —_——, 2= —_—— 2
) 2 dy ¢ 27 dv? + dz <« 7 dudy + dx  dy
d= - >2-— ’ ;v haciendo = = i
::O’-Z!-:i}—;—‘— & — 7 3 Y e — O, dy - o, ten-
It d'z

drémos x = o, y = 0; de donde se infiere z == == — s =
d’z d’z b . . ‘ :
° — = Y la condicion DF — E* > o

—_— —— =0 :

e . dvdy A gy , | &z dz

(ndm. 274.) del maximo y del minimo serd en este €aso ——X —~
ab 41.1,- Ly

e > o.

e
Es claro que quando los tres coeficientes a, b, ¢, son positivos

oy . e . dz .
(fig. 94.), se verifica dicha condicion; y como —= tiene dos valo-

res, uno negativo, y otro positivo, la ordenada z serd un miximo
e A l rd
y un minimo en el origen; un mMAaximo = —7= = AD, y un mi-
. l ' ¢
nimo — — — = Ad.
Ve

Si uno de los coeficientes a, b, ¢, fuese negativo; no se verifica-
ria la condicion expresada; y por consiguiente la superficie propues-
ta ( fig. 95.) no tendrd ningurt miximo ni minimo de la ordenada z.
© Quando dos de los tres coeficientes a, b, ¢, son negativos, se ve-

rifica la referida condicion; sin embargo, en este supucsto es necesa-
rio excluir el caso en que ¢ fuese uno de los cocficientes negativos 4

causa de que la ordenada z = ==———¢s imaginaria. Pero en el

-_

otro caso; esto es, quando a, b, son negativas, y ¢, positiva; la or-

denada z es un miximo y un minimo en el origen; un miximo

! .. ' 1 P 4 .
— —-, y un minimo = — ——- En este tltimo caso, la superficie
Ve c

propuesta es la que representa la fig. 97., en el supuesto de que D4

sea el exe de las x; y Bb el de las z.
 g73. Las curvas de doble curvatura se representan segun - hemos
visto (ntim. g53.) por dos equaciones entre las tres coordenadas per-
pendiculares &, 7,y z, de las quales una sola es independiente, y las
otras dos son funciones de ella. , ,
. Sea pues XZ (fig. 104.) una curva de doble curvatura qualquie-
ra representada por las dos equaciones y = F (&), 2 = f(x)desus
proyecciones respectivas X'Z’, X"Z" sobre los planos BAC, BAD;
vy = &'(«'), 2 = ¢ (&) las equaciones de otra cirva conocida
de doble curvatura, referida 4 los mismos exes 4B, AC, AD. Pa-
ra que estas dos curvas tengan un punto comun Z, €s necesario que
haciendo %' = x, sea ¥ =y, y ¥ = z; y por consiguiente y = @
(), ya=g(x) - : : L
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) Si consideramos ahora las ordenadas de ambas curvas correspon-
dientes 4 la abscisa x - %; las de la curva propuesta serin ‘

[ dy R dy dz k* dz
y+]<T+—;-—T+&c,z+k pe e

FY A S & Kodt
g e g — e -t ; =&
7 da! 2 dal? &e., z k dx! 2 dul? c

Sentado esto, como en el punto comun Z, es ' =y, y 2’ =z,
1a diferencia de las nuevas ordenadas de las proyecciones sobre el pla-

. , d dy! k: 2 W]
no BAC, que llamarémos &, seri % (——y— B ) ——— g _
dz da! 2 da® dx’*

~+= &c., y la diferencia A de las nuevas ordenadas de las proyeccio-
az / 2 2, 2

nes sobre el plano Ble,k(—d—.----dz )+-k— d“.._ii/_)
X /

. . ax! 2 dz?® dz'*
~~ &c.; y como la distancia entre el punto de la curva propuesta,

y el de la curva dada, correspondientes 4 Ia abscisa x -+ %, es igual
& V(8 + A*); serd ficil demostrar discurriendo del mismo modo

. dy/ dy dz/ dz
ue en el ndm. 362.; que si fuese s = ; sera
q 392.3 q dx/ dz > Y T 4z 0 Sera

imposible que otra curva qualquiera trazada por el punto Z, en la
qual no se verifiquen semejantes equaciones, pueda pasar entre dichas

dos curvas.
Si ademas de las dos equaciones antecedentes se verificasen tam-

. d d*y/ __ A’y diz! ___ dz . .
bien estas 0s == ===, =i se echaria de ver que to-
da otra curva trazada por el punto Z en la qual no se verificasen
todas estas equaciones, no podria pasar entre la curva propuesta y la
conocida; y asi en adelante.

374. Asi, aplicando 4 las curvas de doble curvatura, las nociones
de los contactos de diferentes Grdenes que explicamos relativamente

4 las curvas planas en el nidm. 166. y sig. ; dirémos, que las dos equa-
dz

. d dici dy’ dy dz/ l

ciones de condicion = = -
™ 0 T —, entre una curva qua

quiera y una curva dada 6 conocida, determinan un contacto de pri=

¢ . . . ds! dzy
mer Orden; que las otras dos equaciones de condicion —;%;—:: ==
d’z! &’z | % dv

= —=-, representan un contacto de segundo Orden; y ast en

da’?
adelante.

En general; representando siempre por ' =& (&), 2’ = ¢ (x")
las equaciones de la curva dada, y suponiendo que se pidan las con-
diciones necesarias para que esta curva tenga con la propuesta un con-
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tacto de un Jrden dado; tendrémos relativamente al contacto de pri-

r grden las quatro equaciones
e 1 1 ay’ dy dz! dz

by
— — = = ; para un -
y=0(x) z=0(*), m =" =55 P o
tacto de segundo Orden, tendrémos ademas las dos equaciones —

a’z

2 d*z! .
47 Lo —; yasien adelante.
X

dwt ’ dal . .
A estas equaciones se satisface por medio de las constantes arbi-
. . 4 ! 4
trarias que contienen las funciones @ (&'), @ (x'), y cuyo ntmero

debe ser por lo menos igual al de las equaciones de condicion que
el contacto exige. ] . |
" 575. Supongamos por exemplo que la linea dada sea una recta 7Z,
: e
representada por las dos equaciones 14 —=a—+ !7.x’, 7z = ¢ —= ex’. Pa-
ra que esta recta tenga un contacto de primer Grden con la curva pro-
puesta; G lo que es lo mismo, para que sea tangente de la curva pro-

puesta en un punto qualquiera Z, es necesario que se verifiquen las
dy dz

ici = = =, = ;

quatro equaciones y = a - bx, z—=c—ex, b — > —;

substituyendo los valores de 7, y e que expresan las dos tltimas, en
d

. , &y, dz
las dos primeras; tendrémos a ==y — X ——» (=2 —X——;y por

consiguiente , las equaciones de la tangente 7Z serdn y' = y =+ (&'

—

--x)—d;—-,z’:z,-i-(x'—x) —- ’
Es de advertir que la primera de estas dos equaciones representa
nim. 130, 6%) la tangente Z'T” en el punto Z’ de la proyeccion
X'Z' determinado por las coordenadas a7, € y’; y la segunda, la tan-
gente Z"T" de la proyeccion X"Z" en el punto Z” cuyas coordena-
das son a', y z'; por consiguiente, las proyecciones Z'T", Z"T" de
la tangente Z7 en un punto qualquiera Z de una curva de doble
curvatura; son tangentes en los puntos correspondientes Z', Z" de
las proyecciones de dicha curva sobre los planos BAC, BAD.

376. Supongamos ahora que se quiera determinar el circulo oscu-
lador en un punto qualquiera Z de la curva propuesta XZ.

Las equaciones generales de un circulo trazado sobre un plano
qualquiera, se hallan de un modo muy sencillo, suponiéndole forma-
do por la interseccion de dicho plano que pasa por el centro de una
esfera; y en este supuesto, el centro y radio de Ia esfera lo son igual-
mente del expresado circulo.

La cquacion general de la esfera cuyo radio es r, es (¥’ — a)?
“+ (Y — b)* 4= (=’ — ¢)* =1r*, representando @, b, y ¢ las cons-
tantes indeterminadas que fixan la posicion del centro; y la equacion
de un plano qualquiera que pasa por dicho centro (nim. 308.) es
¥ —a—+m(y —b)—+n(z —c¢)==o: por consiguiente el siste~
ma de estas dos equaciones, representa un circulo trazado sobre un
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plano qualquiera, cuyo radio es =—r, y cuyo centro fixan las tres
coordenadas a, b, c. ) . i
Diferenciando estas equaciones relativamente 4 a7, hallarémos x’
!

x Ay , dz! dy’ dz!
: , —
,""a_*"(}’—b)ﬁ-i-(z'—c)dx’ _o,’l+md:r’+n_qu/

= o; y haciendo las substituciones correspondientes, tendrémos re-
lativamente 4 un contacto de primer orden las quatro equaciones de
condicion '

(xf—a)"+(y—b)2+(z-—c)2:r2, x—a+m(y—=b)+n(z—c)=o
' d

Yy dy dz
dz

H—— " 0.,
dx+ dx i

dz
x—a+(—0) +(@—) =0, 1+m
4 las quales se podra satisfacer por medio de quatro de las seis cons-
tantes arbitrarias que contienen las equaciones dadas del circulo, y
quedarin dos indeterminadas, una de las quales se puede suponer que
sea el radio r del circulo, y la otra una de las dos cantidades m, 7.
Por donde se ve, que la curva propuesta puede tener en uno qual-
quiera de sus puntos una infinidad de circulos tangentes, G que ten-
gan con ella un contacto de primer Orden.
. . !
g377. Diferenciando las equaciones &' — a + (' — b) — (z'
dz! dy! dz! dz’yl

o

N —_— B

—¢) — =0, L M—— = n—r =0, resultalx —+(y ) pE
FYAY’ , &'z dz! )z dy a2l
i — ) —— =o = o;

=+ ( da! ) + (Z C) da’® -+ da’! » T da'? B dz'? ’

-y haciendo las substituciones correspondientes al contacto de segun-

do orden (ndm. 374.), tendrémos relativamente 4 dicho contacto las

dos equaciones de condicion

dy \2 dz \? d’y d’z dly &z _
~ — — —b)—— —()— =0, M——+n—r=0
1 +(d.1:> + (dv) + (’} b) dx*® +(z 6‘) dx? ’ dx* + dz® ?

ademas de las quatro que hallamos antes; y como las equaciones del
circulo, contienen cabalmente l:}s seis constantes arbl.trarm,s que se ne-
cesitan para satisfacer 4 estas seis equaciones ; se ve,rxﬁcara e} contac-
to de segundo Orden; y el circulo osculador estara determinado en
magnitud y posicion.

. . dy dz dy
- En efecto; haciendo para abreviar — =, ——= 2, ==
Az &

— =g, yV [(na— mB)* + (n— L) + (m—a)] = 4; las tres
dz” : .
equaciones de condicion (x — a)*—+ (y — b)Y+ (z —c)* =7°,

—am(y—b)+n(z—c)=o,x—a+ (y—b)s-+ (2
—c)B=— o, dan_

r (et — mf)

r(n—f) __r(m-—-oc)-
"?"“—', A -

—_ Z e o "3

A

,'y—'-“bi:

v
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y substituyendo estos valores en la equacion r ~= a? 4= % 4 (y —
(r+a*4-£)4

. (n—B)y—(m—a)s "

Finalmente, las otras dos equaciones de condicion dan

by +(z—c)o= o, hallarémos r =

- 7 . . ¥ .
"= (37‘-.-&; 2 Ey — ag ? 5 ’
- - ‘ Yy —as)
de donde se infiere (n — B) y — (m — a) e = — o y
V[(ay = o) = (3 == By — afis)” = (2fy — a’s —0)"]
A — - ﬁ —~ - — 14888 S0 000NN OIS
) o 4 - ag . ‘
Ve + 2afys 4+ ﬁ’oz-k;y’-} 2By (By —aa)+ B (fy —as) 4+ a’(by — ag)’ — 2a0(fy —az)==5°
By — as V
VY a7 e 0" e a0 A B0 e (£ ) By —a)]

— N . ﬁ]’ — do’ — P
V(1 == a® == 7)) (37 == ¢ 4 (Ly — 2)?)]

-; ¥ por consiguiente

By — ac
(r e’ B’)%
V¥ =+ " 4 (By — a)’]
(1 =+ a® = £%) (ay =+ f5)

r= —

a=x— ¥ o 07 = (B — ar)™
. (1 == a® == £ (3 =+ B (By — a3))
b-—-}’-i— ¥ o = By — ag)’
(142’ o £ (6 — o« (fy — a5))
£==2% == : .

¥y A= == (fy ——ag)®

Las cantidades @, &, ¢, representan las coordenadas de la linea que
es el lugar de todos los centros' de curvatura de la curva propuesta;
pero dicha linea no es por esto la evoluta de la propuesta como su-
cede en las curvas planas (nim. 160.) Los limites que hemos pres-
crito 4 esta obra, no nos permiten extendernos en esta materia, ni
manifestar otras varias propiedades de las superficies curvas, y de las
curvas de doble curvatura; y asi nos contentarémos con aconsejar &
los Lectores que desearen conocerlas, que vean las Memorias de Mon-
ge insertas en los tomos 9° y 102 de los Sabios extrangeros ; los ar-

ticulos 139. ... 159. de la obra de Lagrange (1); y el capitulo V. del
Calculo diferencial de Lacroix. d

(1) Thiorie des fonctions analytiques, Gc. Par J. L. Lagrange, de I Tustitut-national.
h
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- CAPITULO IX
Aplicacion del calculo df’f}renciozl a la Mecdnica.

Antes de empezar las aplicaciones del cdlculo diferencial 4 la Me-
cénica; expondrémos con.la posible brevedad, algunos principios fun-
damentales de esta ciencia; los quales nos serviran igualmente en las
aplicaciones del calculo integral.

"~ 378. Un cuerpo estd en reposo, quando permanece constantemen-
te en un mismo lugar. Pero si un cuerpo muda continuamente de
lugat; entonces se dice que dicho cuerpo se mueve G estd en m0vi-
miento.

Un cuerpo permaneceria constantemente en su estado de reposo;
si no hubiese alguna causa que le sacase de él, solicitindole al movi-
miento.

Del mismo modo; un cuerpo puesto en movimiento, continua-—
ria moviéndose siempre en la misma direccion sin alteracion alguna;
si no fuese perturbado su movimiento por una causa qualquiera.

Quando un cuerpo'en movimiento sigue constantemente la mis-
ma direccion; el movimiento se llama rectilineo: pero si el cuerpo
describe en su movimiento una linea curva; el movimiento es curwvi-
lineo. Considerémos primeramente el movimiento rectilineo, prescin-
diendo de las masas de los cuerpos. . ;

379. Si un cuerpo anda espacios iguales en tiempos iguales; G lo
que es lo mismo, quando los espacios que anda un cuerpo, son co-
mo los tiempos correspondientes; el movimiento se llama igual 0 uni-
forme. Pero si en tiempos iguales el cuerpo anda espacios desiguales;
el movimiento es desigual o wvariable. : - p

Asi, el movimiento de un cuerpo que habiendo recibido un impulso,
queda abandonado G si tismo ; es esencialmente uniforme y rectilineo; y
en esto consiste la primera ley del movimiento.

Puesto que en el movimiento uniforme, los espacios andados son
proporcionales 4 los tiempos correspondientes: si representamos por e
un espacio qualquiera andado desde el principio del movimiento; y
por ¢ el tiempo correspondiente; sera e = v/, representando v una
cantidad constante. )

Es evidente que la cantidad del movimiento depende tinicamen-
te de la cantidad constante w: quicro decir que el movimiento de un
cuerpo serd tanto mayor, 6 que dicho cuerpo se movera tanto mas
aprisa, quanto mayor fuere dicha cantidad. o '

380. La cantidad constante v que mide el movimiento uniforme
de un cuerpo, se llama la welocidad del movimiento. Por consiguiente;
en el movimiento uniforme la velocidad es igual @ la razon del espacio
al tiempo. : -
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Si en la equacion ¢ — ¢, hacemos # = 1; tendrémos v = ¢
por donde se ve que la welocidad es tambien igual al espacio andado
en la unidad del tiempo. Asi; si el tiempo se cuenta por segundos, y
suponemos que un cuerpo anda 1o pies en cada segundo; dirémos
que la velocidad de dicho cuerpo es de 1o pies.

La misma equacion e =-vf, manifiesta que ¢l espacio andado, es
igual @ la welocidad multiplicada por el tiempo; y por consiguiente, el
tiempo, igual al espacio dividido por la wvelocidad.

Si suponemos que la abscisa AP representa el tiempo ¢ ( fig. 104.),
y la ordenada perpendicular PM, el espacio correspondiente ¢; & cau-
sa de la uniformidad del movimiento, Ia linea AMF que termina los
espacios como PM, serd una recta que pasa por el origen A4: por con-

V ) s
siguiente tendrémos AP : PM; 0 ¢: ¢ 1 : tang. MAP — —3y subs-

. ¢ . .
tituyendo v por ——, serd v = tang. MAP ; por donde se manifies-

ta, que la welocidad del movimiento serd igual 4 la tangente del dngu-
lo MAP, que la recta AF jforma con la linea AB de las abscisas.

381. La causa que obra en un cuerpo, y le solicita 4 variar o al-
terar su estado actual, se llama fuerza O potencia. ,

La fuerza se llama aceleratriz quando obra en la direccion del
movimiento actual del cuerpo, y por consiguiente conspira 4 aumen-
tarle. ~
* Pero quando la fuerza obra en una direccion opuesta 4 Ia del mo-
vimiento, y por lo mismo, solicita el cuerpo 4 disminuirle; se llama
retardatriz,

El movimiento del cuerpo serd en ambos casos desigual ¢ varia-
ble; y lo serd tambien su velocidad: pero si se supone que al cabo
del tiempo #, cese la fuerza que acelera 0 retarda el movimiento del
cuerpo; este continuara moviéndose uniformemente con la velocidad
que tenia al cabo del tiempo #, la qual serd por consiguiente igual &
un espacio qualquiera del movimiento uniforme, dividido por el tiem-
po empleado en describirle.

332. Una fuerza se llama constante, quando obra siempre del mis-
mo modo en un cuerpo, O que en intervalos iguales de tiempo pro-
duce efectos iguales; y dicha fuerza serd aceleratriz O retardatriz, se-
gun solicite el cuerpo 4 aumentar ¢ disminuir su movimiento. Pero
quando una fuerza varia continuamente su accion; 6 que en interva-
los iguales de tiempo produce efectos desiguales; se dice que dicha
fuerza es wariable.

383. Una fuerza constante, que obra continuamente en un cuer-
po; se mide por el efecto que produce en un intervalo determinado
de tiempo, como por exemplo el espacio que hace andar al cuerpo
en un segundo; 6 la velocidad que le comunica en el mismo tiempo.

Por lo que toca 4 una fuerza que varia continuamente su accion;
§¢ aprecia en un instante qualquiera por el efecto que produciria en
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un intervalo deterininado” de tiempo, si continuase uniformemente su
accion qual era en dicho instante.

394. Supongamos que una fuerza aceleratriz constante, exerza su
accion al. principio de cada intervalo determinado 6 de ticmpo: quie-
ro decir, que al principio de cada intervalo constante de tiempo 6,
dé un impulso “al cucrpo, comunicindole una velocidad constante é
— a. Las velocidades respectivas del cuerpo durante cada uno de los
intervalos sucesivos, serdn a, 24, 3a, 44 ... na: de manera que si lla-

. . , t
mamos v la velocxdad al cabo del tiempo # = n); seri v = na = hid

: 6"
Por consiguiente las velocidades adquiridas, al fin de cada interva-
lo 8 del tiempo, son como los tiempos corridos desde el principio del mo-
vImiento.
385. Como el movimiento del cuerpo es uniforme durante cada
uno de los intervalos § de tiempo; los espacios que describe sucesi-
. ?
vamente (ntim. 380.) serdn af, 248, 3a8, 4a8... 7ab; y la suma de estas
cantidades serd el espacio total ‘andado en el tiempo ¢ == »5: por lo que,
‘ n(n - 1) 5 t -+ 0
—_— v

llamando ¢ este espacio, serd e —

2 2 ,
386. Supongamos ahora que la fuerza aceleratriz, obre continua-
mente en el movil sin intermision alguna. El intervalo 8 serd cero
en este supuesto; y por consiguiente tendrémos ¢ = —ii
" El movimiento s¢ llama en este caso wuniformemente acelerado , 4
causa de la aceleracion continua y uniforme de la velocidad. B
Si suponemos que al cabo del tiempo #, cese la accion de la fuer-
za aceleratriz ; el movil continuard uniformemente su movimiento con
la velocidad adquirida w; y (ntéim. 379.) andard en el tiempo # un
espacio — ##, duplo del espacio ¢ que describig en el mismo tiempo
en virtud -de la accion’ continua y uniforme de la fuerza aceleratriz.
Por consiguiente en el movimiento uniformemente acelerado, el es-
pacio que el cuerpo describe en un tiempo - qualquiera; es la mitad del que
andaria uniformemente en el misimo tiempo con la welocidad adquirida.
387, - Puesto que las velocidades adquiridas son proporcionales 4
los tiempos correspondientes: si suponiemos que la velocidad adqui-
rida en cada unidad: de tiempo (como un segundo) sea p; la velo-
cidad correspondiente al tiempo ¢ serd pf: tendrémos pues v =— pf,
yt :—_:—;-; -y substituyendo sucesivamente ‘estos valores en la equa-

,'DVZ

. vt . R A
clone — — 1a transformarén, xe‘spectwament‘e, en ¢ == ——tz', e -
: . D . - H LI B P BN - 2

2
" De donde concluirémos, que en el movimiento uniformemente acelera-
do 19 Los espacios andados desde e principio del movimiento ; son pro=
porcionales d los quadrados de los tiempos o de las welocidades correspon-
dientes. 22 Los tiempos y *las ~velocidades son como las raices quadradas

de los espacios. -

14
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La cantidad constante p, es Ia medida de la fuerza aceleratriz; y
por consiguiente, el movimiento del cuerpo serd tanto mayor, quan-
to mayor fuere dicha cantidad, la qual se suele llamar simplemente
la fuerza aceleratriz. ,

. b4 R v
388. De las equaciones v =pf, ¢ = th; se infiere p — —.p=
2¢ . . 3 L. -,
—— . Por consiguiente ; la fuerza aceleratriz, es igual a la razon
t .
de la welocidad al tiempo ; 6 al duplo de la razon del espacio, al qua-

drado del tiempo.

Si representamos el tiempo # por la recta AP ( fig. 105. )s;yla
velocidad correspondiente @ por la perpendicular PM ; la linea AM
ue termina las velocidades, serd recta; y formard con la AP un in-
gulo PAM , cuya tangente serd igual 4 la fuerza aceleratriz p.
389. Tambien se suele tomar por medida de la fuerza acelera-

triz , el espacio a que el cuerpo anda en la primera unidad del
2
tiempo ; y en esto no puede haber inconveniente alguno, con tal

que todas las fuerzas que se consideran, se¢ aprecien del mismo

modo.
Si la abscisa AP representa el tiempo ¢ (fig. 106.) ; y la or-

denada perpendicular PM , el espacio correspondiente ¢: & causa de
€= éz‘z , 1a linea AMC que termina los espacios , serd una pard-
bola cuyo exe principal es 4H perpendicular & AD ; y el pardme-
tro = = .

ggo.P Si al principio del tiempo # quando empieza 4 obrar la
fuerza aceleratriz , tuviese el cuerpo una velocidad qualquiera a en
la direccion de dicha fuerza ; esta velocidad se uniria necesariamen-
te 4 la que produce la fuerza aceleratriz p. Por consiguiente, la
velocidad v al cabo del tiempo #, seria =a - pt¢; y el espacio an-

dado ¢ = a¢ —+- %t’.

En este caso el movimiento del cuerpo se compondréd de los dos
movimientos parciales representados por los espacios correspondien-
tes af, —}2-)- #*; ¢l primero uniforme, perteneciente 4 la velocidad cons-

tante 2 que el mdvil tenia al principio del tiempo #; y el segundo
uniformemente acelerado, causado por la fuerza constante p que obra
continuamente en dicho cuerpo. '

_ Representando como antes, respectivamente el tiempo y el espa-
cio correspondiente , por las coordenadas perpendiculares 4P, PM
( fig. 107.); la curva AMC que termina los espacios , serd una
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pardbola cuyo vértice estard en el punto B determinado por las

) . a a
coordenadas negativas 4E — — —, EB == — —: el exe principal
] . ? 2p
serd BG;y el parimetro = —. -

?

391. La observacion y la experiencia manifiestan que /a fiterza
de la gravedad ; esto es, la fuerza que solicita los cuerpos 4 descen-
der verticalmente ; es una fuerza aceleratriz constante en un lugar
qualquiera de la tierra, prescindiendo de la resistencia del ayre y de-
mas obsticulos : y se determina observando la altura de la qual des-
ciende un cuerpo en la primera unidad del tiempo de su caida.

Asi, tomando siempre un segundo por la unidad del tiempo; si
se supone que en un lugar determinado de la tierra, anda un cuer-
po 15 pies en el primer segundo de su descenso ; serd (ntim. 388.)
r . . . ..
T == 15 pies, yp = 30 pics. Por consiguiente , la fuerza de la gra-
vedad serd — go pies en dicho lugar : es decir, que comunicard & un
cuerpo una velocidad de go pies en cada segundo.

392. Quando se quieren comparar entre s1 varias fuerzas acelera-
trices; se suele tomar por unidad la fuerza de la gravedad en un lu-

gar determinado de la tierra : en cuyo supuesto serd p==1, ¢ =
¢ 2°
-;—::-——,yfv::t:\/m’.

2

La fuerza de la gravedad, y en general todas las fuerzas de atrac-
_cion que se observan en la naturaleza; obran igualmente en cada
una de las particulas materiales que componen un cuerpo, y por con-
siguiente les comunican la misma velocidad. De donde se sigue que
el efecto que estas fuerzas producen , o la velocidad que comunican
4 un cuerpo en un tiempo determinado , es independiente del ni-
mero de particulas materiales que le componen ; esto es, indepen-
diente de la masa del cuerpo.

393. Por lo que toca & las fuerzas que obran exteriormente en
los cuerpos ; como son la accion de los resortes; la de la resistencia
de los fluidos; las fuerzas de presion, &c.; es claro que no pueden
producir el mismo efecto quando obran sobre masas desiguales : y
que como todas las particulas de materia que componen un cuerpo
resisten igualmente al movimiento ; la fuerza que le mueve se debe
apreciar por el ndmero de particulas materiales , esto es por la masa
del cuerpo multiplicada por la velocidad. Asi ; si llamamos ® una
de estas fuerzas ; M la masa del cuerpo; y V, la velocidad que le
comunica en un tiempo determinado como de un segundo; tendré-

mos & = MV.

: . . 2 o

De esta equacion se infiere V' = =7 M= —; estoes, 12 Que
la wvelocidad que comunica una fuerza ® 4 una masa M en un tiempo
determinado , estd em razon directa de la Sfuerza é inversa de la ma-
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sa : 29 Que la masa es igual @ la fuerza dividida por la -velocidad.

394. Si la misma fuerza ® obrase sobre otra masa m, y le co-
municase una velocidad w ; seria tambien ® = mv ; por consiguien-
te MV — mv: de donde se infiere V:w::m: M; esto es que
las velocidades que una misma fuerza comunica & dos masas diferen-
tes M, m en un tiempo determinado ; estan en razon inversa de es-
tas masas.

Del mismo modo demostrariamos que quando las masas son igua-
les, las fuerzas son como las velocidades : y que quando las veloci-
dades son iguales; las fuerzas estan en razon de las masas.

. El producto de la masa de un cuerpo por la velocidad, se
llama la cantidad de movimiento de dicho cuerpo. Por consiguien-
te , las fuerzas que obran exteriormente se miden por la cantidad
de movimiento que son capaces de producir en un tiempo deter-
minado.

306. Como en las atracciones reciprocas de los cuerpos ; cada
particula de materia del cuerpo que atrac, tiene la misma cantidad
de atraccion; la fuerza de atraccion de dicho cuerpo serd proporcio-
nal al nimero de sus particulas de materia; esto es, 4 su masa. Y
como el efecto que estas fuerzas producen , es independiente de la
masa del cuerpo sobre el qual obran ; la velocidad que le comuni-
can serd simplemente proporcional 4 la masa del cuerpo atraente. Es
indtil advertir que aqui prescindimos de la desigualdad de las fuer-
zas de atraccion que provienen de las diferentes distancias 4 que
obran.

La observacion y la experiencia confirman diariamente estos prin-
cipios.

397. Supongamos que en el punto 4 (fig. 108.) se le dé & un
cuerpo un impulso en la direccion AD , el qual le comunica una
velocidad uniforme é igual 4 a; y otro impulso en la direccion AH
perpendicular § 4D, capaz de imprimir al mdvil una velocidad
constante — 4. Es claro , que como las direcciones de estos impul-
sos son perpendiculares entre si; el impulso en la direccion 4H no
puede aumentar ni disminuir la velocidad 4 comunicada en la di-
reccion AD ; y reciprocamente , el impulso en la direccion AD no
puede alterar la velocidad & comunicada en la direccion AH ; de
manera que cada una de estas velocidades se conservard del mismo
modo que si existiese sola : por censiguiente, llamando x el espacio
AP que el cuerpo anda en el tiempo ¢ en la direccion 4AD; é y el
espacio PM = 4B andado en el mismo tiempo en la direccion AH;
serd (ndm. §79.)x =at, y="bt; y eliminando el tiempo ¢, re-

sultari y — —x, cuya equacion pertenece 4 una recta AMC que
a
pasa por el origen A4 de las coordenadas , donde forma con el exe

AD un angulo MAP cuya tangente €s — -é— N
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~ El espacio AM que el movil andard efectivamente en el tiem-
po ¢ en virtud de las dos velocidades a, &, serd =V/( 2% 4 y* ) =
tV(a*+b*) : de donde concluirémos, que el motimiento compuesto
que resulta de los dos movimientos uniformes comunicados en las direc-
ciones AD , AH ; es tambicn uniforme y rectilineo; y su wvelocidad =
V(a +Db*). ,

398. El tridngulo rectingulo 4PMdax: cos. MAP : cos. AMP ::

V( a*-+b*):a:b; de donde se infiere cos. MAP = " a‘:— 73

cos. MAB = cos. AMP — Veaary Y por consiguiente, que la

direccion de la velocidad compuesta = v/ (a* + 4*), forma con los

~exes AD, AH los angulos MAI;, MAB , cuyos cosenos son res-
a

pectivamente

b

V(a4 5) V(a®+5")

Es evidente que si representamos respectivamente las velocida-
des a, b por las rectas dp, Ab , y formamos el paralelogramo Abmp;
la velocidad compuesta v/( a®> 4~ b* ) serd representada en canti-
dad y direccion por la diagonal 4m de dicho paraleldgramo ; y en
esto consiste el principio fundamental de la composicion del movi-
miento.

399. Si llamamos A la velocidad compuesta V'( a® = 5% ) ; « el

dngulo M_AP que su direccion forma con el exe AD; y R, el 4dn-

gulo MAB que dicha direccion forma con el exe 4H ; tendrémos
a b . - .,

€os. a = —-, ¥ Cos. f—= — de donde inferirémos a— A cos. &

== Ap, b= A cos. 2= Ab; y por consiguiente , que la velocidad
Am = A de un movimiento uniforme , en una direccion qualguiera AC;
se puede resolver en dos wvelocidades A cos. e, A cos. 6 ¢n las direc-
ciones AD , AH perpendiculares entre si , las quales forman con la
recta AC los dngulos MAP =+, MAB = £, cuyas welocidades son
por consiguiente los lades Ap, Ab del paraleligramo rectangulo Abmp.
Este es el principio fundamental de la resolucion ¢ descomposicion
del movimiento.

400. Supongamos que 4 un cuerpo se le comuniquen & un mis-
mo tiempo dos velocidades representadas en cantidad y direccion
por las lineass AB—= A, y AC= B (fig. 109. ), las quales forman
con los exes AD, AH los éngulos BAD == &, CAD = a', BAH=—
B,CAH — [#;si resolvemos cada una de estas velocidades en otras

" dos en las direcciones 4D, AH; la suma de las velocidades en Ia
direccion .AD serd = A cos. &~ B cos. &/, y A cos. -+ B cos.
en la direccion AH ; y en virtud de lo que acabamos de demos-
trar , estas velocidades dardn una velocidad tinica que Ilamarémos C;
de manera, que llamando A , ¢ los dngulos que la direccion de esta

velocidad forma con los exes AD, AH ; tendrémos las dos equa-
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ciones C cos. A = A cos. & -+ Bcos.ar, Ccos. o — Acos. B + B
cos. [/, .

Si se tiran las rectas CE, BE respectivamente paralelas 4 AB, AC;

desde el punto E donde se encuentran, se baxan las perpendicu-
jares EF, EG , 4 los exes AD, AH;serd por los principios de la
trigonometria AL =4 cos. & =+ B cos.a', AG = Acos. g + B
cos. 'z pero las velocidades AE, AQ, dan una yelocxdad compues—
ta representada en cantidad y direccion por la dlagon.al AE del pa-
ralelogramo rectangulo AGEF , la qual lo es tambien del parale-
I6gramo ABEC; luego

Si dos rectas AB, AC, representan en cantidad y direccion las ve-
locidades que se le comunican 6 se infentan comumicar 4 umn cuerpo;
la diagonal AE del paralelogramo ABEC , representard en cantidad
y direccion la wvelocidad compuesta que resulta de las dos welocidades
AB, AC. '

En general se echa de ver, que un ndmero qualquiera de velo-
cidades cuyas direcciones se conocen ; se pueden reducir 4 dos en
las direcciones AD , AH perpendiculares entre si; y que estas da-
rén una velocidad tnica, cuyo valor y direccion sera ficil conocer.

4o1. La composicion y resolucion de las fuerzas se executa del
mismo modo y por los mismos principios que la de las veloci-
dades.

En efecto; si suponemos que las lineas Ap=p, Ab—q ( fig.108.)
representan dos fuerzas aceleratrices constantes que solicitan 4 un
mismo tiempo un movil en las direcciones respectivas 4D, AH
perpendiculares entre si; la fuerza g, no aumentard ni disminuird el
efecto de la fuerza p; y reciprocamente , esta no podra alterar la
accion de la fuerza q: por consiguiente, el espacio 4P — x anda-
do en el tiempo £ en virtud de la fuerza aceleratriz p, serd (n. 588.)
::—‘:—-t' ; v el espacio AB=PM =y producido en el mismo tiem-

po por la accion continua de la fuerza g serd = —Z—- #*; y eliminan-

do el tiempo # , resultard la equacion y = ——q—~x, la qual perte-
nece 4 una recta AMC que pasa por el origen 4 de las coordena-
das , formando con el exe 4D un 4angulo cuya tangente es 2.
. . - ’ . P .

Por consiguiente , el espacio AM que el movil anda efectiva-
mente en el tiempo # en virtud de la accion continua de las dos

. , ‘V 2 e 2
fuerzas p, g serd =V/(x* +)* )= e+
2
nece 4 un movimiento uniformemente acelerado cuya fuerza acele-
ratriz es vV (p* + 4* ) = Am.

Por donde se manifiesta, que la resultante de las dos fuerzas are-
keratrices Ap = p, Ab = q perpendiculares entre si, es la diagonal Am

#%; el qual perte-
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del paralelsgramo Abmp , la qual forma con las direcciones Ap , Ab

los dngulos CAD , CAH cuyos cosenos son respectivamente LA
q V(p~+4*)
V(g +4q") i )
402. De aqui se sigue, que todo quanto hemos demostrado en

los ndmeros antecedentes relativamente 4 la composicion y resolu-
cion de las velocidades; se verifica igualmente respecto de las fuer-

zas aceleratrices.

Asi; si un movil se halla solicitado 4 un mismo tiempo por
las dos fuerzas AB—= P, AC—=Q cuyas direcciones forman con
los exes 4D, AH (ﬁg.‘zop. ) los dngulos BAD =a, BAH =24,
CAD=do ,CAH = (% ; la resultante de estas fuerzas serd la diago-
nal AE del paralelogramo A4BEC; y llamando R esta resultante,
y A, @ los éngulos EAD, EAH que forma con los referidos
exes ; se verificaran las dos equaciones R cos. A =—= P cos. & — Q
cos. ', R cos. p= P cos. B+ Q cos. .

En general,.un ntimero qualquiera de fuerzas aceleratrices cono-
cidas en cantidad y direccion, se podran redueir 4 dos en las direc~
ciones AD, AH perpendiculares entre si ; y estas dardn una fuerza
Yiaica, cuya cantidad y direccion serd ficil conocer.

03. Sentadus estos principios, pasemos 4 hacer las aplicaciones
del célculo diferencial; y consideremos desde luego un movimiento
rectilineo qualquiera acelerado 0 retardado, prescindiendo de las ma-
sas de los cuerpos.

Supongamos que el tiempo crece uniformemente , y le represen-
ten las abscisas AP, AP, AP (fig. 110.); ¥ que las ordenadas
perpendiculares 'P M, PM, P'M’, expresen los espacios correspon-
dientes, andados en virtud de la accion continua de una fuerza qual-
quiera : la linea curva BMC que termina estos espacios , serd con-
cava G convexi hicia el exe 4D de las abscisas , segun fuese ¢l mo-
vimiento retardado O acelerado. o o

Supongamos que el movimiento sea acelerado; y que al cabo del
tiempo AP =t, cese dé repente la accion de la fuerza aceleratriz.
Es evidente que el movil continuard moviéndose uniformemente con
11 velocidad que tiene en el punto M; esto es al cabo del tiempo /.
Por lo que; si tomamos la recta MF paralela & 4D para repre-
sentar los tiempos del movimiento uniforme ; la linea que termina
los espacios’ correspondientes, serd ( ndm. 380. ) una recta MT: y
como uno qualquiera Fr de estos espacios .cor'respondixente’ al tiempo
PP, es menor que el espacio correspondiente FM' que el movil
hubicse andado en el mismo tiempo en virtud del movimicnto ace-
Ierado; la recta Mn estard toda entesxa entre la curva MMy el
cxe AD. . _ -

" 5t tomanos el intervalo “PP == PP,y tiramos la ordenada 'P'M
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prolongéndola hasta que encuentre en E la MF, y en p la pro-
longacion de TM ; como la velocidad del mdvil aumenta continua-
mente , el espacio qualquiera Fz — Ep andado uniformemente en
el tiempo correspondiente PI7, serd mayor que el espacio "ME an-
dado efectivamente en el tiempo ‘PP = PP’ : por consiguiente, la
recta pMn que pasa por el punto M de la curva, estard toda en-
tera entre esta y el exe 4D,y por lo mismo serd tangente en el
punio M.

De donde se sigue, que si llamamos e el espacio PM correspon-

diente al tiempo AP =#;y < la velocidad al cabo del mismo tiem-

de , ,
po; 4 causa (ntim.130.) de tang. FMT— —» Serd (ndm. 580.)
de ¢

en general v = —
404. Si el movimiento fuese uniformemente acelerado ; la velo-

cidad adquirida ( ntim. 384.) », seria proporcional al tiempo #; y
. . 4 . - -
por consiguiente —— = p?, siendo p una cantidad constante. Compa-
dy 2 . . .,
— — x ( ndm. 134. ), inferirémos que
a

rando esta equacion con —
ax

la curva AMC (fig. 106'.)' que termina los espacios, es una pari-
bola cuyo exe principal es la recta .4H perpendicular & 4D,y el
parimetro =— = ; lo mismo que hallamos antes ( ndm. 388. ).

Por consiguiente, sera ( AP )* — ZPM,Ge= —’2-]- ¢*; y con=~
cluirémos como antes ( ndm. 387.), que en ¢l movimiento unifor-
memente acelerado, los espacios andados desde el principio del mo-
vimiento , son proporcionales 4 los quadrados de los tiempos & (a
causa de f = — ) de las velocidades correspondientes.

4

405. Supongamos que la abscisa AP, represente el tiempo 75 y
la ordenada perpendicular PM (fig. 170.).la velocidad correspon=
diente v de un movimiento variable qualquiera; y que tomando al
uno y otro lado del punto P, los intervalos iguales PP, PP tan pe-
quefios como se quisiere;; la fuerza aceleratriz aumente durante cl inter-
valo de tiempo’/PP’: 1a parte correspondiente MM’ de la curva BMC
que termina las velocidades , serd convexf hicia el exe 4D. Esto
supuesto; si imaginamos que en el punto M al cabo del tiempo %,

cesen las causas que hacen variar la fuerza ac:leratriz que llamaré-

1os ¢ ; esta fuerza continuari obrando uniformemente en el cuer-
po: por lo que, tomando en la linea MF paralela 4 AD los tiem-
pos del movimiento uniformemerte acelerado que empieza al cabo
del tiempo #; las velocidades correspondic:.tes se termicardn en una

‘recta M7, la qual por un:razonamicnto semejante al del ndme-
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Yo 403., demostrarémos que es tangente en el punto M de la cur-

va BMC.
do

Por consiguiente tendrémos (n.383.) ¢ = tang. TMF — —3y

. ’ d" /’ . d‘!
como v, es igual & —— serd ( ndm. 81. ) tambien ¢ = —=.
& de?

Luego, si en un movimiento rectilineo qualquiera se consideran el
espacio €, y la wvelocidad v como funciones del tiempo correspondiente t:
el coeficiente diferencial —%ct— expreszarzi la welocidad ; ¥ —é-;-,éel coeficiens
te diferencial de segundo orden —E[E;, la fuerza aceleratriz.

De donde se sigue, que conociendo el espacio en funcion del
tiempo ; se conocerin inmediatamente la velocidad y la fuerza ace-
Jeratriz correspondientes & un tiempo qualquiera. ;

Por exemplo; como en el movimiento uniformemente acelerado; los
espacios son proporcionales 4 los quadrados de los tiempos; serd e =
de

at? , representando 4 una cantidad constante. Serd pues v =— -
d’e v 2¢ at

2at,y @ == =2M=7 = —: por donde se ve, que en el

movimiento uniformemente acelerado, la velocidad es proporcional al
tiempo O igual al producto de la fuerza aceleratriz , por el tiempo;y
la fuerza aceleratriz , igual 4 la razon de la velocidad al tiempo, o
al duplo de la razon del espacio al quadrado del tiempo; lo mismo
que hallamos en el ndim. 388. ,

© 406. En lo dicho en los némeros antecedentes hemos supuesto
que el movimiento era acelerado: pero se echa de ver, que si el
movimiento fuese retardado ; las expresiones de la velocidad y de
la fuerza retardatriz, serian las mismas que hemos hallado , con so-
lo la diferencia; de que como en este caso la fuerza ¢ obra en una

direccion opuesta 4 la del movimiento actual del cuerpo, seri ne-
' dv d'e

— P——

oA T ar
407. Las expresiones generales de la velocidad y de la fuerza

gativa, y por lo mismo ¢ = —

aceleratriz en un movimiento rectilineo qualquiera; se pueden tam-
bien hallar con suma generalidad, elegancia y sencillez por medio

del teorema de Taylor.

En efecto; si llamamos e, el espacio PM (fig. 111.)5 7, Ia
velocidad ; y @, la fuerza aceleratriz correspondientes al tiempo 4P =
¢; y representamos por b el tiempo ML = PP’ que comienza quan-

do # fenece : el espacio FM' correspondiente al tiempo B, sera
4 ! A L% g & ; y consi

(ndm. 133 )= 79 + T 7= ¥+ 55 Y

derando los términos sucesivos de esta’ expresion , cOmo OLros tan-
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tos espacios parciales de que se compone el espacio total FM', echa-

o (4
rémos de ver; que como solamente el primero — 6, corresponde

y . de
4 un movimiento uniforme, cuya velocidad es — todos los de-
mas pertenecerén necesariamente 4 la accion de la fuerza aceleratriz
durante el tiempo 8. Por consiguiente ; si suponemos que en ¢l pun-

to M al cabo del tiempo £, cese la accion de dicha fuerza; los tér-
1 d'e 1 die

minos — — 5, = §3, &c. que dependen dc ella, seran ce-
2 L

ro, y el espacio andado por el mdvil en el tiempo §, se reduci-

de 1
rd 4 — 5. Pero segun acabamos de observar, este espacio se refie-
¢

. . de
re 4 un movimiento uniforme cuya velocidad es — luego la ve-

. . , de ,
locidad al cabo de un tiempo qualquiera £ sera ——, tendrémos
de at
en general v —= ——.
dt . . 1 de 2 1 de
Como de todos los espacios parciales —— 62, = _(_{;;_93, &e.

que produce la fuerza aceleratriz en el tiempo 8, solamente el pri-
mero es proporcional al quadrado de dicho tiempo, y por lo mismo
pertenece & un movimiento uniformemente acelerado ( ndm. 387.);
1 de ’ .
los demas = 63 , &e., dependerdn precisamente de las causas que
{
hacen variar la accion de la fuerza aceleratriz ¢ durante el tiempo 6.
Por consiguiente ; si suponemos que en el instante en que fenece el

tiempo #, y comienza el tiempo §, cesen estas causas; los térmi-
1 de

nos — — 83, &c. que producen serin nulos, y por lo mismo el
o ., 1 de

espacio andado se reducira en este supuesto & — —— 6% ; de don-
. .. , de 2 dt )

de inferirémos (ndim. 388.) ¢ = —
) . e L dv d’e .
De la equacion v = ——, s¢ infiere ——==—= 3 Y por const-

du

guiente serd tambien ¢ =

de
408. En el supuesto de que la accion de la fuerza aceleratriz
cese al cabo del tiempo AP =t#; los espacios andados con la veloci-
. de .
dad uniforme ——, se terminaran ( ndim. 380. ) en una recta M7, Ia
[£

qual forma con la recta MF que representa el tiempo 6, un angu-

lo TMF cuya tangente es igual & la velocidad. Serd pues tang. TME
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de :
—=—3 Y por consiguiente ( niim. 130.) inferirémos que la recta
MT es tangente en el punto M de la curva BMC.

409. He aqui las equaciones fundamentales del movimiento rec-
tilineo de los cuerpos. Por lo que toca al movimicnto curvilineo; se
reduce por los principios de la composicion y resolucion del movi-
miento 4 dos o tres movimientos rectilineos, segun se mueve el
cuerpo en un solo plano 0 en planos diferentes. '

En efecto; si suponemos que el movil describe en su movimien-
to la curva AMC (fig. 112.); y que al cabo del tiempo ¢, se ha-
lle en el punto M ; llamando x el espacio AP andado en la di-
reccion del exe AD de las abscisas; € y, el espacio PM en la di-
reccion del exe AH de las ordenadas; estos espacios seran igualmen-
te que el espacio curvilineo 4M , funciones del tiempo %

Por consiguiente ; siempre que se conozcan los valores de dichos
espacios en ¢, eliminando esta variable , resultara una equacion en-
tre x é y, la qual expresara la naturaleza de la curva AMC que
el movil describe.

410. Si el movimiento no se hiciese en un solo plano, la cur-
va descrita por el cuerpo seria de doble curvarura (fig. 115 ); y la
refeririamos 4 los tres exes AB, AC, AD perpendiculares entre si,
por medio de las coordenadas rectangulares AP — x, PM =y,
MZ = z.

Supongamos que el cuerpo se halle en el punto Z al cabo del
tiempo ¢; las coordenadas ¥, y,y =z, respresentarin respectivamen-
te los espacios andados en las direcciones AB, AL, AD , y por lo
mismo serin funciones del tiempo ¢. Por lo que, si suponemos que
se conozcan estas funciones; eliminando el tiempo #, resultarad una
relacion entre x,y, y 2, la qual expresard la curva de doble cur-
vatura que el cuerpo describe en su movimiento.

. . de dv

De todo esto se infiere, que las equaciones v = ——, ¢g=—

de . . . eyr . . ”
— relativas al movimiento rectilineo, se aplican igualmente 4 un
=

—
—

movimiento curvilineo qualquiera; y en general se puede decir que
son el fundamento de toda la teoria del movimiento, segun veré-
mos mas adelante.

411. Para dar un exemplo de lo que acabamos de exponer acer-
ca del movimiento curvilineo ; nos propondrémos determinar la na-
turaleza de la curva que describen los proyectiles ; esto es de la cur-
va AMBC (fig. 114.) que describe un cuerpo arrcjado en la di-
reccion 47T obliqua al horizonte, prescindiendo de la resistencia
del ayre. V

Llamemos « el dngulo 74D que la recta AT forma con la ho-
rizontal 4D ; y b, la altura de la qual deberia cacr un Cuerpo pa-
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ra adquirir la velocidad que se le comunica en la direccion AT: esta
velocidad serd =V zh ( nim. 392. ) suponiendo =1 la fuerza de la
gravcdad; y resolviéndola en dos, segun las d}reccxones AD,y AH
perpendicular & AD, serd (ndm. 399-) la primera= v/ X cos. «,
y la segunda = Viehxcos TAH = \/2/_2 X sen. o. Sentado esto; como
1a direccion de la gravedad es perpendicular al horizonte; la veloci-
dad horizontal v/ 2/t x cos. @ se conservard sin alteracion alguna ;. de
manera , que llamando ® el espacio AP que esta velocidad produ-
ce en el tiempo £, serd x =1V 2/ x cos. a.

Por lo que toca 4 la velocidad vertical V/zk x sen. o, produciri
en el mismo tiempo un espacio —tV 2 X sen. a = Pm, que el mo-
vil andaria efectivamente en la direccion AH si no obrase en €l la
fuerza de la gravedad. Pero como esta fuerza obra continuamente
en una direccion directamente opuesta 4 4 H; y produce en el tiem-

. I . . .
po # un espacio = —1#2; el espacio vertical andado efectivamente
2
por la combinacion de dicha velocidad con Ia fuerza de la grave-
I .
dad, serd = #V/2h X sen. & — — &% Suponiendo pues que este es-

pacio sea PM, y llamindole y; serd y =— tV 2l X sen. o — —-:— 25y

substituyendo por # su valor , resultard la equacion y =
2

2 Vih % cos. o

, la qual pertenece 4 una paribola AMBC

X tang. o —
& 4h cost a

cuyo vértice estd en el punto B determinado por las coordenadas
AE — ol sen. « cos. &, EB = h sen.> a ; y el pardmetro de su exe
principal BE, es 4k cos.? « : de cuya equacion serd facil deducir las
propiedades de la trayectoria ABC que el movil describe,
Supongamos que el mdvil describa en su movimiento una cur-
va qualquiera AMC (fig. 112.),y que al cabo del tiempo # s¢ ba-
1le ¢l punto M determinado por las coordenadas perpendiculares AP =
x, PM=—y: estas coordcnadas serin los espacios respectivos que el
movil anda relativamente 4 los exes 4D, AH de dichas coorde-
nadas : por consiguiente, suponiéndoles funciones del tiempo #; Ia
velocidad del cuerpo en la direccion 4D serd ( ndm.403. ) -—j—}- s

. . dy
en la direccion 4H, —, de las quales resulta ( nim 397.) una

dat
. s e oo dx 2 dv 2 , :
velocidad dnica = § , (-—;— = -:17—) que llamarémos <,

cuya direccion forma con el exe AD un angulo cuyo coseno es
dx d;'\'

m——

dt ” ‘
——: y con el exe AH otro dngulo que riene por €oseno —— : por
v

lo que, si suponemos que la direccion de la velocidad compuesta
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sea MT,y llamamos « el 4ngulo 7MB que forma con la MB

paralela a AdD, y B su complemento dtendrémos las equaciones
(A Y

U €0s. & == , U Cos. f = vsen. a = ——.
a
o o qe . dy dx
Dividiendo la equacion sen. e = —— por v cos. & == ——, ten-
¢ 3
' dy dx dy .
drémos tang. « = — = —— . Ademas, si llamamos ¢ el ar-
ax

’ . , , o s dv \2? (lh' 2
co G espacio AM, serd (ndim. 134., 6%) KT +(—) =
de

dt
19 Que si se representa por ¢ el espacio curvilineo qualquiera AM

— . De donde inferirémos

gue el movil describe en el tiempo t, y por v la wvelocidad correspon-
de

, . . o ..
diente; sera v = , del mismo modo que si el movimiento fuese rec-

tilineo.

2% Que la direccion MT de_dicha -velocidad es tangente i la cur-

wa en el punto M (ndm. 130. )

39 Por consiguiente, si las fuerzas que obran en el cuerpo cesasen
sus acciones en el punto M al cabo del tiempo t; dicho cuerpo conti-
muaria su movimiento en la tangente MT con la welocidad constante

de .
- que tenia en el punto M.

413. La fuerza aceleratriz del cuerpo en la direccion AD sera
Iz . . _ dy

en el punto M, — ( ntim. 405.), y en la direccion AH, —= : por

lo que si llamamos R la fuerza resultante de estas dos; y A, p los

4ngulos que su direccion forma con los exes AD, AH , tendrémos

d*x \2 d'y )7' d’x d*y
r —_ —_— _ SN,
(mim. go1. ) R = ‘/( e ) —+= ( ) I Rcos.n, —=

R cos. g = R sen. A.

Asi; si se conociesen las leyes del movimiento del cuerpo; esto
es, los valores de x, é y en #; diferenciando dos veces estos valo-
res se conocerian facilmente por medio de las dos equaciones antece=
dentes la fuerza aceleratriz R, y el 4ngulo A que determina su di-

reccion ; pero si, al contrario, se conociese la fuerza aceleratriz R,

y el 4ngulo A que fixa su direccion como sucede en casi todos los

problemas de la mecdnica ; seria necesario para hallar los valores de

x é y, en#, integrar las dos equaciones diferenciales de segundo
2 2

d i )
L2 — R sen. A. De aqui es, que las aplica-

, d*zx
orden —— = R cos. A, -

di*
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ciones del cilculo diferencial 4 la Mecénica son en muy corto ndme-
ro: y al contrario, se hace un uso continuo del calculo integral en
dicha ciencia.

414. Llamemos ¢ el 4ngulo que la direccion de la fuerza R ha-
ce con la tangente MT; serd ¢ — == A == a, y la accion de la fuer-
za R en la direccion MT, = R cos. s = R (cog. A COS. & == sefl. A
sen. a); por lo que muzltiplicando la equacion —Zt—j— = R cos. A por

)

. y .
cos. ¢, y la equacion —=— = R sen. A por sen. ¢, y sumdndolas, ten-

d'x a’ . . .
drémos —= cos. & - 7,2:" sen. & — R cos. ¢. Pero si se diferencia la
ion - ( d )2 ( o )Z relativamente & ¢ b
—= —— ) relati e d se subs-
equacion — =) T\ % » Y ¢ su
dz
. dt .
tituye luego por su igual cos. &, y sen. & en
S (dx )Z (:f_y 2
w ) T\ &
dy
de , d'e dx a
lugar de : resultara — = g €O @ = -—y-
dx )2 ( Ay \2 d
dt + dt
, de .
sen. a; luego serd —— = R cos. o: luego la fuerza aceleratriz R cos. &
L . . , , &
en la direccion MT del movimiento actual del cuerpo es igual & —5; ,
t

del mismo modo que si el movimiento fuese rectilineo.

Si representamos por p, 4, las fuerzas aceleratrices en las direc-

. , dz d’y .
ciones AD, AH; sera — =P =7 Sentado esto: diferen-
. . dx \* - [ d \? , dx d:
ciando la equacion v* = ( ) ~+ (——y—- hallarémos v —— == —
7 P p ds 4 d¢ ddt dat .

w Iy dy __  dv ly . v __
ok ke Sraiaal bl de donde se¢ infiere —— = v
dx dy
r dr + 4 dt dx dy
‘ de =7 de 4 de
dt :

Si se supone que el cuerpo estd solicitado por una sola fuerza p
do

en la ;iireccion del exe AD; serd g==o, y por consiguiente v——
£3 ) [Z

— ) e

at

Kk
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415. Si el movil se hallase solicitado en el punto M correspon-
dierte al tiempo ¢ por dos fuerzas P, Q, de las quales la primera
forma con los exes AD, AH los éngt.llos Ay By la segunda los
angulos A, w'; la fuerza total en la direccion 4D seria I’ cos. n
-+ Q cos. A'; y en la direccion AH, P cos. p -+ Q cos. ' — P sen. A
~~ Q sen. A : pero los espacios andados en las mismas direcciones son
Ay , de? )
W:Pcos.,u.q—Qcos. pw= P sen.x +Qsen. A': y lo
mismo dirémos respecto de un niimero qualquiera de fuerzas.

416. Quando el cuerpo describe en su' movimiento una curva de
doble curvatura, se refiere 4 los tres exes AB, AC, AD (fig. 113.)
por medio de las tres coordenadas perpendiculares AP — x, P
—y, MZ — z, las quales son los espacios andados en las mismas di-
recciones correspondientes al tiempo #. Por consiguiente, las veloci-

. , dx
respectivamente & € y; luego (ntim. 405.) serd —— =P cos. A~ Q

cos. A,

z . dzx
dades en las direcciones AB, AC, AD serin respectivamente -
A . . ) ‘
S, 2 de las quales resulta una velocidad compuesta = ...........

Aat ’ dr

/odx \? dav 2 daz
—) +=(—) +
at at de

forma con dichos exes tres dngulos cuyos cosenos son' respectivamen-

2
) que llamarémos v, cuya direccion

dx dy dz

it it dt
te (ntim. 398.) —, —, : de manera, que llamando «, £,

v . v v . dz dy
« estos dngulos, tendrémos las tres equaciones — - = v cos.a, ——
: dz : 3
= v COs. B,—d——:‘.fv COS. V.

2

Si representamos por ¢ la curva © espacio curvilineo que el cuer-
po describe en el tiempo #, y le consideramos como funcion de #; se-

iz \2 dy \2 dz \2 . e
Ia ..d_’_ —_ J.l..) —— (.—)—) +< ) — w; por consiguiente /a
a dt dt dt , : - ,

wolocidad del mévil correspondiente al tiempo t, serd como en el movi-
. de » A
miento rectilineo — —-

Tomemos las rectas Zp, pm, mn paralelas 4 los exes AB, AC,
. R dx lgy dz
AD para representar las velocidades —

nes de estos exes: la velocidad @ serd representada en cantidad y di-

en las direccio=

reccion (ndm. g97.) por la recta Zn, cuya proyeccion sobre el pla-
‘ dy dx

no BAC serd Zm, y tendrémos tang. mZp — — = . Del

dx .
mismo modo; la proyeccion de la linea Z sobre el plano BAD, for-
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dz dz dz

ma con el exe 4B un angulo cuya tangente es =
t X

Luego estos dngulos (ndim. 374.) serin los mismos que forman con
el exe AB las proyecciones de la tangente en el punto Z sobre los
planos BAC, BAD ,y por consiguiente la direccion Zn de la velo-
cidad serd la tangente de la curva en el punto Z. De donde conclui-
rémos (del mismo modo que en el movimiento en un solo plano)
que si las fuerzas que obran continuamente en el mévil, cesasen de re-
pente sus acciones on el punto Z al cabo del tiempo t: el mivil continua-
ria moviéndose uniformemente en la direccion Zn de la tangente en el pun-

. d . .
to Z, con la velocidad -—(—;—- que tenia en dicho punto.

Las fuerzas aceleratrices del cuerpo en las direcciones AB, AC,

Az dy dz de 1 1 1
e las quales r

20 A e q ¢suita

" L. A’z \? Ay \2 £z \2 .
una fuerza tnica R — =) + 5 ) ) cura direc-
I{ -

cion hace respectivamente con dichos exes los dngulos A, x, o, de
2, 2 s

AD, seran respectivamente

manera que sera _;:_j- — Rcos. A, —j—;— = R cos. &, %—z— = R cos. o.

417. Quando el cuerpo se halla solicitado por un ntmero qual-
quiera de fuerzas P, Q, &c.; la primera de las quales forma con los
exes AB, AC, AD los angulos A, u, @; la segunda, los d4ngulos 2/,
», o; &c.: lasuma de las fuerzas en la direccion 4B, serd I’ cos. A
— Q cos. X' + &c.; en la direccion AC, P cos. p -+ Q cos. p' —+ &c.;
y en la direccion 4D, P cos. @ + Q cos. o + &c.: de donde resul-

, . d’x d’y
taran las tres equaciones —— = P cos. A =+ Q cos. A’ —+ &c.; —--dj.)
2 22

= P cos. u + Q cos. u’ + &c.; = P cos. w 4 Q cos. o’ + &c.

de’
Si llamamos respectivamente p, ¢, r estas fuerzas; diferenciando
la equacion v* "‘( d )z ( i )2 ( & )2 dré 02—
q =\ - _:i-t_- -t T s, tendremos 07;-—-
dr  d*x dy dw dz d’z __ dx dy dz
& ar T ar A a e P rd
418. En lo demostrado en los niimeros antecedentes, hemos he-
cho abstraccion de las masas de los cuerpos que las fuerzas solicitan:
y como las fuerzas se miden por el efecto que producen en un tiem-
po determinado, cuyo efecto estd en razon directa de la fuerza (ni-
mero 393.) € inversa de la masa; quando se quiere llevar en cuenta
la masa del cuerpo solicitado por una fuerza, es necesario dividir el
valor absoluto de dicha fuerza por la masa.

Asi; suponiendo que sea M la masa del cuerpo en movimiento,
. , dx R d’y R .
las equaciones del nim. 416. serin ’

= —— COS. A - —

das* M ?oar M
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Az R . &z d*y
. 2 - = cos.w; 0 M——=Rcos. A, M—+=
COS. f» ar® M ? dt* ? Ae® R cos, &,
A’z
M — — R cos. @; y las del ndmero antecedente
-
d*x

_M__;:___Pcos.%.-i-Qcos. A - &e.
y _

dt
M%:PCOS.}L—}-QCOS.;L’-}-&Q

&z
M—d—t:—:Pcos.w -+ Q cos. o = &,

dv dx dy dz
‘I) : r -
M dt ? dt +4 dt + dt

419. Supongamos que el movimiento se haga en un solo plano;
ne la fuerza aceleratriz R, se dirija constantemente hicia un pun-

70 fixo A orfgen de las coordenadas (fig- 114.) en cuyo caso la fuer~
2a R se llama central. Representando siempre A el angulo MAD que
la direccion de dicha fuerza forma con el exe AD; y resolviéndola en
dos segun las direcciones 4D, AH, la primera serd — — R cos. A,
y la segunda == — R sen. A ; damos 2’1 estas fuerzas el signo negativo,
porque obran realn;gnte en las direccxones} DA, HA; tendrémos pues
b ¢ R

. dy L
las dos equaciones —— = — R cos. A, = R sen. A.
&

Sentado esto, si llamamos r la distancia ¢ radio vector AM, el

tridngulo rectdngulo AP M dard x =1 cos. A, é y = r sen. A, de don-
de se infiere :

de - dr A ¥
— —— COS. A — 7—— S€N. A,
dat dt ) s , .
i 4 A i sen. A ((b\ )2 0S. A =1t 2 A
L = oS AN— 22— —Sen.A—F | —— ) COS A= —sen.
dt* de* co dt  de dt ae® n. A
dy

dr A dan N
—— — — sen. ¥ —— COS.
e T at i.+ dr ’

a’y a*r ’ dr  da dn \? d*a
e — . sen A A 2 —— —— CO0S. A — 1| —— ) Seil. A =k 1" ——=COS. A,

de? ds dt  dt

. ; . A’z
Yy substituyendo estos valores en las equaciones —— - R cos. x=o,
d’y o , *r 4 dr dn
22 . R sen. A== o, s¢ transformardn en ——= €0S. A — 2 —~ —— SCil.
dt: + \ 2 s de ds h

dn \? o Cda 2, :
A—r{— cos.A—-—r-—:;;—sen.?x—!—-Rcos.)u::o,—-{-t—;sen.7\+-
& ¢
codr o dA dn \?
5 P s A — () sen. A = r— cos. A -+ R sen. A —=o.
.odr de CoNde ST dr _
* Multiplicando la primera por cos. A, la segunda por sen. A, y su-

2 .

z
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méndolas; y restando luego Ia primera multiplicada por sen.’a, de Ia
segunda multiplicada por cos. n, resultardn finalmente las dos equa-
ciones S o
dr dr >2 d*a dr  da
...... L r(—) +=R=o0,(b)w.r
(a) e r( 1t » (B) ds* 2T

las quales contienen solamente las tres cantidades indeterminadas 7,
i . : . : N
A, R; y por lo mismo son mas sencillas que las primeras :{2 =
d’y ’ : : ' ¢
~—Rcos.7x,-—-{;—-:-—Rsen.7x. _
— y

—o,

 420. En las aplicaciones del calculo integral 4 la Mecénica, manis
festarémos como se determinan en el caso actual las circunstancias del
movimiento del cuerpo suponiendo conocida la fuerza central R. El
cilculo diferencial segun insinuamos ((nuim. 41 2.) antes, solo puede
aplicarse al caso contrario; esto es, 4 determinar la fuerza R supo-
niendo conocidas las leyes del movimiento del cuerpo.

Supongamos por exemplo que el movil M (fig. 116.) describa
en su movimiento el circulo DMB. «

La direccion de la fuerza central R, serd en este caso constante-
mente perpendicular 4 la del movimiento, y por consiguiente la ve-
locidad del cuerpo serd siempre la misma. De donde se sigue, que si
la llamamos a; y ¢ el tiempo empleado en andar un espacio 0 arco

qualquiera DM, serd este — at. Pero llamando r el radio 4D, sera
da.

dt

tituyendo este valor en la equacion (a); y observando que en este
d’r ‘&t

. 4 - 7’ ) a N
tambien DM = ra; tendrémes pues A == —+#, y'—— == —. Subs<"
! . ~

—~ €5 Cero; se transformard en R :—t:- o
~ Por donde se ve, que en el movimienta circular , la fuerza central.
es igual al quadrado dela wvelocidad comunicada dividido jbr el radio.
421 Propongamonos por segundo exemplo, el'determinar por me-
dio de las dos primeras leyes de Kepler, la naturaleza de la fuerza
que solicita continuamente los planetas hicia el sol, y en virtud de
Ia qual describen sus Orbitas respectivas. A
~ Aquel célebre Astronomo era de opinion que los planetas descri-
bian sus Orbitas respectivas en virtud.de una fuerza que:'se dirigia
constantemente hicia el sol; y observd: Que suponiendo que sea A4
el centro del sol (fig. 115.); M un planeta; y DMB la curva que
describe en su movimiento ; la superficie del sector M.AD es pro-
porcional al tiempo empleado en describirle (1): y en esto consiste
la primera ley de Kepler.. S L :
.Esta propiedad de la fuerza central que descubrid Kepler por- la.

observacion; fue luego demostrada por Newfon con suma facilidad (2),

caso

(1) De. Stella Martis , pdg. 165 ¥ sige
(2) Philosophiac naturalis , principia mathematica, Lib. 1. Secc, IL Prop. L.
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por medio de la-primera ley del movimiento (nim. 379.), y de Ia
proposicion niim. goo. . :

La segunda ley de Kepler, consiste en que la curva DMB que
un planeta qualquiera describe, es una elipse, en cuyo foco A esta
el centro del sol.

De donde se sigue, que si llamamos 2z el exe mayor BD; 25,

¢l exe menor; e, la excentricidad; s, el sector M.AD; ¢, el tiempo.

correspondiente; 7, el radio vector AM; y A, el dngulo MAD, se~
2

ra — =a — e cos. A; y en virtud de la primera ley de Kepler, s
ds
=,y —=mn, representando # una cantidad constante. El coe=

ficiente diferencial —— es = ~— (nt |
ficiente diferencial —— es = — (ndm. 298.); pero como s y A se

deben considerar como funciones del tiempo #, multiplicarémos la
. da , ds P/ ds

equacion antecedente por — , y tendrémos = =
o da Ky an . an  ar at

—_— —=n, de donde se infiere — — —.

2 dt At r :

Diferenciando la equacion de Ia elipse relativamente 4 #, tendré-

b dr an dn dr

mos — —— =— — ¢——sen. A, y substituyendo por — s —
— — Y y por —— su valor, y

201 2¢n

o P . . d’r
sen. A. Volviendo 4 diferenciar, hallarémos ==
. . I =

——
St Py
7.

an . ‘ dan
cos. A,-y substituyendo -por: >

” y.cos. A sus valores respectivos,

d’v__ 4n 4an’

— == —— — ——. Finalmente, substituyendo estos valores en la
dt r b san’ qan’

equacion (a), se transformard en R — =0, 0 haciendo —
r -

c . . -
—¢, en R == —. De donde concluirémos, que la fuerza R que so-

re

licita continuamente un planeta hécia el sol, esta en razon inversa

del quadrado de la distancia AM del planeta al sol.

La fuerza R es en este caso una fuerza de atraccion; y como es-
tas fuerzas (ndm. 396.) son proporcionales & las masas de los cuer-
pos atraentes; inferirémos que la fuerza de atraccion que obra conti-
nuamente en un cuerpo; estd en razon directa de la masa del cuerpo atra-
ente, & inversa del quadrado de la distancia de dichos cuerpos.

Si atendiendo 4 la suma pequefiez de la excentricidad de las Cr-
bitas de los planetas, supusiésemos que son circulares; la proposicion
antecedente, esto es; que la fuerza de atraccion disminuye en la mis-
ma proporcion que aumenta el quadrado de la distancia, se demos-
traria mas brevemente por medio de la tercera ley de Kepler; y es
que los quadrados de los tiempos de las revoluciones de los planetas, son
como los cubos de sus distancias respectivas al sol. :

Pues si llamamos § el tiempo de una revolucion entera del plane-
ta M (fig. 116.) en la Orbita circular DMB; y r el radio AD; di-
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cha ley se podrd expresar por la equacion 6% == br?, representando b
una constante indeterminada. Pero llamando # la razon del radio &

. . . . a
la circunferencia, y haciendo #=—=0 en la equacion A == — (nfime-
, a . .. T e
YO 420.), S€ transformari en = — —§; de donde inferirémos a —= 5
ate? a® . ¥ 2 .
== Y substituyendo este valor de a4* en la equacion
r
a* , . . . ~ 3
R — — del ndmero citado, y haciendo —— =, hallarémos R = —,
) v "

¥
por donde se ve, que la fuerza central R que el sol exerce sobre un
planeta; es reciprocamente proporcional al quadrado de la distancia del
planeta al sol. ] ) .

422. Los principios antecedentes proporcionan un medio muy sen-
cillo para determinar las masas de los planetas que tienen algun sa-
télite.

a:‘. 72"2
En efecto; substituyendo en la equacion R =

, o
de a?, se transformard en R = pero llamando m la masa del
. , m , cm T
cuerpo atraente, la fuerza R es igual & ——; serd pues —— = R
3 . v 4 " )
y m=g4 haciendo — = g; por donde se ve, que la masa del
- ¢

en Jugar

cuerpo atraente es proporcional al cubo de la distancia r dividido por
el quadrado de la revolucion periodica .
De donde se infiere que si llamamos m, la masa de un planeta;
r, la distancia media de dicho planeta a4 uno de sus satélites; 6 la
revolucion periddica de este; m', la masa del sol; 7/, su distancia me-
dia 4 la tierra; y & la revolucion periddica de esta § el afio sideral;
. , 7.3 7’/3
tendrémos 72 : 1 :: SOk
del sol, la distancia correspondiente ', y el aflo sideral §, por Ilas
unidades respectivas de las masas, de las distancias, y de las revolu-
3
. L - 7 r
ciones periodicas; serd m — ot

. Por consiguiente, tomando la masa '

Si para determinar la masa de Jupiter por exemplo, suponemos
que su distancia media » al quarto satélite es — o,012512; la revo-
lucion perigdica de dicho satélite 16,689 dias; y el afio sideral 365,256

»? 1

dias; serd § == 0,045691, y m = + = 555 cuyo resultado mani-

I

— de la del sol.

Con igual facilidad se determinard la masa de Saturno, y la de
Herschel o Urano.

fiesta que Ia masa de Jupiter es —
q p
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