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Este trabajo, realizado en el Departamsento de Andlisis la-
temdtico del Colegio Universitario de Almerfa del que soy profe-
sor encargado, dependiente del Departamento de Andlisis Funcional
de la Facultad de Cienclas de la Universlidad de Granada, pretende
como su propio nombre indica contribuir a establecer, o aclarar
segin los casos, algunos resultados de la teorfa general de las

C<dlgebras con unidad.

Este objetivo, que podrfa parecer poco preciso y que a con=-
tinuacidn concretaremos, se justifica por el hecho, reconocido
por la mayorfa de los autores de trabajos sobre el tema, de que

la teorfa de las C=dlgebras, si blen ha alcanzado resultados de-



finitivos, estd aun lejos de consegulr una forma estéticamente
convincente para la exposicidn de su doctrina. La razdén de este
hecho es histdrica: cuando emplez= la teoria de las Ctélgebras,
estd en plena madurez el estudio de las dlgebras débilmente ce-
rradas de operadores continuos sobre un espacio de Hilbert ( d1-
gebras de von Neumann 0 Wtélsebras ), las cuales constituyen un
tipo muy perfecto, pero muy restringido, de dtélgebras; enseguida
se idea un procedimiento para sumergir candnicamente cualquier
Ctélbebra en una Wedlgebra, y es, apurando este procedimlento,
como se consigue en muchos casos transvasar un resultado de la
teorfa de Wtélgebras, en ocasiones con pérdida de fuerza, a la
de Ctéléebras. Evidentemente, en un orden puramente 1l8gico de
ideas, el objetivo deberia ser exactamente el contrario: dispo-
ner de una teorf{a independiente lo mds completa posible para las
Otélgebras, a partir de la que se edificara la de las dlgebras
de von Neumann en aquellos aspectos que le son espec{ficos. Es

en esta linea en la gque se orienta el trabsjo que presentamos.

Eecho, en el primer capftulo, un resumen de los resultados
mas fundamentales de la teorfa, se dedica el segunio al estudio,
que es esenclal para el conocimiento de cualgquier estructura, de
los isomorfismos de Ctélbebras. Je llepa a demostrar que, para un
tal isomorfismo, ser isométrico y ser compatible con la conjuga-
cién son afirmeciones equivalentes, lo que estrblece una intrfn-

seca dependencia mutua entre la norma y la conjugacidn de una



Otélgebra; para Ctélgebras conmutativas, previo un teorema carac-
terizando los caracteres de una Ctélgebra, se llega incluso a que
la norma y la unidad del dlgebra determinan el producto. Se es=-
tructura el grupo de los automorfismos de una Ctélgebra de mane=-
ra que el tal grupo aparece como si1 fuese una parte invariante
por conjugacidn de otra c¥dlgebra, lo que da ple a conjeturar que
el dlgebra de Banach de los operadores lineales continuos sobre
la C24lgcbra base, con una adecuada conjugacién, cuya restriccién
al grupo de los automorfismos sea la que previamente se ha defl-
nido, y con una convenlente norma, sea a Su Vez una Ctélgebra.

A partir de la estructuracidén cue damos al grupo de los automor=-
fismos de una C&élbebra se consigue una demostracidén independien=-
te del conocido resultado segin el cual sl dos c%41pebras son

.somorfas tamblén son ¥-isomorfas.

El tercer capftulo se dedica al estudio de 1las O!éluebras
de dimensidn finita desde el punto de vista de la caracterizacidén
que de ellas hacemos como las Ynicas dlgebras involutivas con
unidad sobre las que existe definldo un funcional poslitivo no de-
generado tal que la norma candnicamente asociada a este funcional
dota al dlgebra de estructura de espacio de Banach y hace la con-
jugacién continua. Por este método se llega a caracterizar la
7z-traza canénica y la que venimos en llamar traza canénica en
términos de la estructura de dlgebra abstracta de la Ctélgebra

de dimensidn finita en cuestidén; es decir: sin aludir a la con-



jugacidn y a la norma. Este hecho permite es:tablecer la existen=-
cla de trazas no degeneradas invariantes por automorfismos ( la
candnica es una de ellas ), lo que da ple a estructurar como Ct
-dlgebra el dlgebra de los operadores lineales sobre la Ctélge-
bra base de acuerdo con la conjetura que se hace en el capitulo

segundo.

El capftulo cuarto y dltimo es sin duda el mds original
pues se trabaja a nivel de primeros resultados. En él se define
de forma coherente el concepto de forma hermitiana positiva so-
bre un espaclo vectorial con valores en una dtél&ebra y se da un
procedimiento candnico para couse;yuir, a partir de una tal for-
ma, una seminorma. 3e define la compatibilidad de una forma Ler-
mitiana positiva con una estructura de mddulo sobre 1la Ctélgebra
en cuestidn, apareciendo de manera natural los conceptos de
U-médulo prehilbertiano y de : ilbert. A nivel general se consi-
guen generalizar con perfeccidn los procedimientos cldsicos de
suma de Hilbert e iumersidn densa de un prel.ilbertiaro en un
Hilbert. En el caso en que la CZ4l_ebra base es de dimensidn fi-
nita, se generalizan igualmente los teoremas de la proveccidn
ortogonal y de representacidn de Rlesz e incluso, con una ade-
cuada definicidn, el teorema de existencia de base ortonormal.
Termlna este trabajo con una vuelta al ori_en de 1la teorfa de las
Ctél&ebras: se dota al conjunto de los operadores U-lineales con=

tiouos sobre un U~-médulo de [ilbvert suficieuntemente perfecto, a



la manera tradicional, de estructura de C%dlgebra.

S6lo me queda manifestar mi agradecimiento al Departamento
de Andlisis Funcional de la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad de Granada, en la persona de su Director prof. Dr. D. José
Ramdu Fuentes lMiras, y al Coleglo Universitario de Almerfa, en
las personas de su Director y Jefe de estudios de Clencias profs.
Drs. U. Antonlo Arribas Palau y D. Manuel Rodriguez Gallego, res=
rectivamente; quienes no han regateado esfuerzos para poner a mi
disposlcidn todo el materisl bibliogrdfico necesaric para la con=-

feccidn del precente trabajo.
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CAPITULO I:
RESUMEN DE 1LOS RESULTADOS BASICOS
DE LA TEORIA DE LAS CYALGEBRAS
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1 = ALiOgaS.

La teoria de las Ctélgebras ( conocidas con diversos nom=-
bres en la bibliograffa al respecto: dlgebras completamente re-
gulares, dl;:ebras de Gelfand-Naimark, dlgebras estelares, Btél-
.ebras ) no es otra que la de las dlgebras nérmicamentecerradas
vy autoadjuntas del dl_ebra de operadores lineales continuos so-
bre un espacio de Hilbert. La teorfa comienza en 1.943, cuando
Gelfand y Nalmark consiguen caracterizar este tipo de dlgebras,
ez el conjunto de las dlgebras de Banach con involucidn, salvo
isomorfismos isométricos compatibles con la involucidén ( ¥-iso=-
morfismos ), por medio de sencillos postulados intrinsecos. Con-

cretemos conceptos:

Se llama involucidn de un dlgebra compleja U a una aplica-
cidn u— u* de U en sf misma, verificando:
»

(u+ v)* = u* & v* i b/hx,v) Eé i

(z.u)* = z.u" . V%z,u) & CxU



=D

(u.vﬁ* = v¥.u* , V(u,v) e vt
(u*)' = u 5 V/u €U .
Un dlgebra compleja dotada candénicamente de una involucidén se de=

nomina un dlgebra involutiva.

Inicialmente Gelfand y Nalmark deflnen las Cﬁélgebras como
aquellas dlgebras de Banach dotadas de una involucidn satisfa=-
ciendo los axiomas:

a.- JJutaul|] = lhxnz , para cada elemento u del £lgebra.

b.- Para cada elemento u del glgebra, I + u*.u es un

elemento inversible ( I: elemento unidad del dlcebra ).

A partir de esta definicidn demuestran el propésito inicial

de la teorfa:

A.- Toda C%4lgebra es *-isomorfa a una subdlgebra ( nece=-
sarismente autoadjunta y nérmicamente cerrada ) del dlgebra de
los operadores lineales continuos sobre un espacio de Hilbert

( [14]-Tomo II, pag. 884; [2],pag 395 [13],pag. 41 ).

Posteriormente, en 1.953, Kaplansky demuestra que el axio-
ma ((b)) es superfluo; quedando desde entonces como definicidn
cldsica de C¥dlgebra ( inclusive, sin elemento unidad ) la de
dlgebra de Banach con involucidn satisfaciendo la igu=ldad:
”u*.ul, = "u“z . Como toda subdlgebra autoadjunta ndérmicamente

cerrada de un dlgebra de operadores lineales continuos en un Eil=-
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bert responde a esta situacién y, reciprocamente, el teorema
((A)) se generaliza a c¥4lgebras cualesquiera ( aun sin unldad )

queda perfectamente cublerto el objetivo inicial de la teorfa.

Hecha esta introduccidén, advirtamos que, como el propio
t{tulo del trabajo indica, nuestro estudio se va a restringir al
caso de Ciélbebras con elemento unidad; es por esto por lo que,
para no incurrir en repeticién innecesaria, desde este momento,
siempre que se hable de Ctélgebras, se entenderd automgticamente,

con elemento unidad,.

Llegados a este punto, conviene resunir aquf, por la apli-
cacién que va a tener en lo sucesivo, la nueva axiomatizacidn
gue proponi~smos en [11] vy D2] para las Clélgebras. Se basa en
el andlisis del caso cldsico: Sea U una subdlgebra autoadjunta
nérmicamente cerrada del dlgebra de operadores lineales continuos
sobre un espacio de Hilbert X y que contiene la identidad de X,
I : Xx—X ; consideremos la familia de funcionales lineales
sobre U: F = { u —> (u.x|x) l x € X -{0}} e S1 u’es un
elemento.de F , serd <:u',u >- = (u.x| X ) , Yue U ; para

un cierto elemento x de X, con lo que:
) ) 2
<u ,u*.u> = (u*u.x| x ) = ( u.x| uex) = |]u.x|] > 0, VueU;

resultando asf que los funcionales de F son todos positivos ( un

funcional lineal v’ sobre un glgebra involutiva se llama positi-



lm

vo si es <:v',v*.v:> 2> 0 para todo v del dlgebra ). Ademds
se comprueba sin dificultad que la familia de funcionales posi-
tivos F satisface las condiclones:
c.~ E1 funcional nulo no pertenece a Fo.
de=u €U
u’ ¢F gk gu%u* € P
u.u’.u¥* # 0
( s1 (u,u’) € UxF , se denota por u.u’.u*
temente positivo, v—)<u', u*.v.u> )e
€.~ Para cada elemento u no nulo de U, existe un funclonal
u’ de F, tal que <u', u*.u> 0 o
f.- Para cada elemento u de U, el conjuanto de nimeros
{ <u', u*‘.u> /L u’, I> | u’e F} estd mayorado (para un

funcional positivo no nulo v’ sobre un dlgebra involutiva con

el funcional, eviden=-

unidad I, el numero <:v', I:> es siempre estrictamente posi-
tivo ).

Evidentemente la norma usual de nuestra dlgebra de opera=-
dores U se puede conseguir, a partir de este esquema, por la fér=-

mula

lull = sue_ Vs v > /sy 1> = aup (il /111D

El andlisis que acabamos de hacer nos llevdé a considerar en

[11] familias de funcionales positivos, sobre un dlgebra involu-

tiva con unidad cualquiera, que cumpliesen las condiciones ((c)),
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((a)), ((e)) v ((£)); y a tales familias se les apellidd "admisi=-

bles". Se demuestra allf:

Be= S1 U es un dlgebra involutiva con unidad y F es una fa-

mllia admisible de funcionales positivos sobre U, entonces la

aplicacién u —> sup \/<u', u*.u> /< u’, I> , de UenR,
ueF

es una norma sobre U ( llamémosla || “F) que dota a U de es-

tructura de dlgcebra normada, verificdndose ademds:

“u*.u”p = “u“; " b/ué U .

Se pasa entonces a estudiar el caso en que U sea completa
respecto a una norma del tipo || ”F ( se observard que con estas
condiciones se estd ya vbajo el amparo del axioma ((a)) de Gelfand
-Nalmark; no obstante se trabaja en [11] con independencia de 1la

teorfa cldsica de C¥*dlgebras ), llegdndose a establecer:

C.- Sea U un dlgebra involutiva con unidad y supongamos que
exlste una familia admisible F de funcionales positivos sobre U
tal que { | “F} es un dlgebra de Banach; entonces se verifi-
ca:

ge= La familia P de todos los funcionales positivos no nu-
los sobre U es admisible y ademds: ||u “P = uu“F ’ Vu € U.
En coasecuencia:

he= S1 F, ¥y Fz son dos famllias admisibles de funclonales

positivos sobre U, tales que { U, H “F} y { U ,l'lk } son dlge=-
1 3



-

bras de Banach, se tiene: uuup = {]unF ’ Vuevu.
1 (3

A la vista de ((B)) y ((C)), se propone en [111 axiomati-
zar las C*dlgebras como aquellas glgebras involutivas con unidad
U, tales que:

i.- exliste una familia admisible F de funcionales positi-
vos sobre U y { U, | ”F} es un dl.ebra de Banach;

o bien:

je= la familia P de todos los funcionales positivos no nu=-

los sobre U es admisible y { u L “p} es un dlpebra de Banach.

La equivalencia de los axiomas ((1)) y ((J)) es manifies=-
ta, en virtud de ((C,g)). Cualquiera de ellos implica, por ((B)),
el axioma clésico ((a)) de Gelfand-Nalmark; y, reciprocamente,
dicho axioma, a través del teorema ((A)), implica el ((1)), pues
se bha visto que la norma usual de una subdliebra autoadjunta ndr-
micamente cerrada del €liebra de operadores de un Eilbert se pue=-

de obtener por el procedimiento de las famlilias admisibles.

Tomando como definicidn de C:élgebra el axioma ((i)), el
resultado ((C,h)) viene a decir que la norma de una Ctélgebra es
independiente de la familia admisible de funcionales positivos
que la genere siempre y cuaudo se ten.a asezurada la completitud
respecto a la norma asoclada a la familia en cuestidn. Surge en-

tonces la duda sobre sl existen familias admisibles de funciona-
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les positivos sobre una Ctélgebra generadoras de normas que doten
a la Ctélﬁebra en cuestidn de estructura no completa. Por suerte,

la contestacidn es negativa:

D.~ Toda familia admisible F de funcionales positivos sobre

una Cﬁélgebra U genera, por la fdérmula u-————;]’ul'P =
= sup V<u', u”.u> /<u', I> la Unica norma estelar de
u’er

U ( se llama norma estelar sobre un glgebra invoiutiva V a toda
worma v»«——a]jv[' que satisfaga: 'lva.vill < l’v,”]'vz” y
v*vll = (v ).

Demostracidn:

Siendo, por ((B)), la norma || “F una norma estelar sobre
U, tode se reduce a un resultado de la teorfa cldsica de C%dlge-

bras debido a Rickart ( [15]; se cita también en [2] y (13] )3

E.- Sea U una C%dl.ebra, ” ” su norma usual, y sea || Ih
otra norma con la que U es un dlgebra normada ( no necesariamen=-
te completa ) y tal que se verifica |’u*.u’h = Hu”} ” V'uaU.

Entonces es: |[lu H4 = ”u” , Vu €U .

2.- Relacidn de orden en las CS4liebras.

Uno de los hechos mds interesantes de la teorfa de las C=41-
cebras consiste en poder disponer en ellas candnicamente de una

relacidén de orden, parcial salvo el caso unidimensional, compati=-



ble con la estructura de espacio de Banach real subyacente. Dsta
relacidén se va a definir, como de costumbre, por el conocimiento
del cono convexo cerrado de los elementos positivos; como todo
elemento positivo va a ser simétrico ( invariante por conjuga-
cidn ), esta relacidn generalmente se considera restringida al
conjunto de los elementos simétricos del dlgebra, pues una desi-
gualdad entre elementos arbitrarios equivaldrfa a la correspon-
diente desigualdad de sus partes reales y a la igualdad de sus

partes 1imaginariss.

En la teorfa cldsica de C%41,ebras, a partir del axioma
((1,a)) de Gelfand-Naimark, un elemento se llama positivo si es
simétrico y su espectro estd incluido en el conjunto de los nudme-
ros reales no negativos; y se demuestra, no sin dificultad, que
*

el conjunto de los elementos positivos de una C=dl;ebra es en

efecto un cono convexo cerrado, asi como la implicacidn:

}ﬁu:o ;

u >

=

0
-u 2 0
condicliones estas necesarias y suficientes para definir en U por
la férmula u € v & v-uz2=0 una relacidn de
orden compatible con la estructura R-lineal de U y con el paso al

l{mite .

En [11], teniendo en cuenta que trabajdbamos las cZ41pebras

desde el punto de vista del axioma ((1,1)), se proponfa llamar



o

positivo a todo elemento u de la Ctélgebra en cuestidén que veri-
ficase <:u', u>> > 0 para todo elemento u’ de una familia
admisible de funcionales positivos ( se afiadfa allf: "generadora
de 1la norma usual del dglgebra"; pero esta exigencla, segin
((1,D)), es superabundante ) y se demostraba que esta definicidén
es equivalente a la cldsica ( Ver [11]: ((11,1f))=-pdg. 18 v
((11,5,E,c))-pdg. 26 ). Podemos resumlr este hecho en el sigulen=-
te resultado ( la palabra "positivo" se interpreta en su sentido

cldsico: simétrico y de espectro contenido en R )

F.- Sea U una Gtélgebra; un elemento u de U es positivo si
y s88lo sl es <:11', u>> > 0 para todos los elementos u’ de

una familia admisible de funcionales positivos sobre U.

De esta caracterizacidn pueden obtenerse de forma fdcil co=-
nocidos resultados que se utilizardn a lo largo del trabajo:

Q.= V’u €U ; u¥*.u es positivo; en particular el cuadra=-
do de todo elemento simétrico es positivo; el elemento unidad de
U es positivo.

be=v 2 O

} —— u®v.u > o , de donde resulta la po-
u é€vu
sibilidad de multiplicar miembro a miembro una desigualdad a un
tiempo por la derecha por un elemento arbitrario y por la izquier-
da por su adjunto.

c.- El espectro de un elemento simétrico de U estd conteni-
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do en el conjunto de los ndimeros reales. Concretamente:

de= Si M(u) designa el mdximo valor espectral del elemen=-
to simétrico u, M(u) es el menor de los ndmeros K tales que
u < K.I ( andlogo resultado para m(u): mfnimo valor espectral
de u ). En consecuencia:

e.= = flul) eI € u < |lull].I ( u; elemento simétrico de U).

fo=0 s us v = (lul] = |Iv|]| -

Basdndose este dltimo resultado en que, para un elemeato
positivo w, es M(w) = ”wll s Como caso particular de la fdrmula:
[lu” = mdx {lm(u)l,]M(u)]l , valida para cualquier elemento
simétrico u; la cual a su vez puede obtenerse por particulariza=-

cidn de:

Ge= La norma de un elemento normal ( que conmuta con su ad=

junto ) de una Cfélgebra es igual a su radio esvectral ( [2] §

Bl-tomo 11, [11] ).

J.= El teorema de Gelfand-Naimark y sus consecuenclas.

Si X designa un conjunto abstracto, el dlgebra B(X,C) de
todas las funciones sobre X con valores complejos acotadas, con
la suma, el producto y la conjugacidn definidos puntualmente y
con la norma de la convergencia uniforme, aparece como un primer
ejJemplo de Ctélgebra conmutativa. Supongamos ahora que X es un es-

paclo compacto; el teorema cldsico de conservacidn de la conti-
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nuidad por 1fmite uniforme pone entonces de manifiesto que c(x)
( conjunto de las funclones continuas sobre X con valores comple=
Jos ) es una subdlgebra cerrada y por supuesto autoad junta de la

c%g1,.ebra B(X,C); con lo que C(X) es a su vez una c2x41pebra.

El teorema de Gelfand-Naimark resuelve completamente la
teorfa de las Cidlpebras conmutativas estebleciendo que, salvo
% -isomorfismos, no existen nas Ctélbebras conmutativas que las
dliebras de funciones continuas sobre un compacto con valores
complejos. En realidad no es mgs que un resultado particular, sin
duda el mds potente, de toda una teorfa elaborada por Gelfand
( [4] ) para glgebras de Banach conmutativas con unldad en gene=

ral.

Se basa esta teorfa en el concepto de cardcter. Se llama
cardcter sobre un dglgebra compleja a todo homomorfismo no nulo
del dlgebra en cuestidén en el cuerpo de 1los nimeros complejos.
Cbﬁb el valor de un caracter sobre un elemento es siempre un va=
lor espectral del elemento en cuestidn, resulta que un cardcter
sobre un dlgebra de Banach con unidad es siempre continuo y de
norma igual a uno. Para glgebras de Banach conmutativas con uni-

dad la existencia de caracteres estd asegurada, concretamente:

H.- Sea U un dlgebra de Banach conmutativa con unidad; la
aplicacién f — Ker(f) es una blyeccidén del conjunto de los

caracteres de U sobre el conjunto de los ideales maximales de U
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( la existencla de estos dltimos estd asegurada por el lema de

Zorn. Referencias: [4] y [5]-Tomo II ).

Comentdbamos antes cémo, si f es un cardcter de un dlgebra
compleja, para cada elemento u de esta algebra, <ff, u;> es un
elemento del espectro de u. El resultado ((H)), que acébamos de
citar, permite entonces, en el caso de dlgebras de Banach conmu-

tativas con unidad, enunciar un rec{proco:

I.- Sea U un dlgebra de Banach conmutativa con unidad; pa-
ra cada u de U y para cada numero complejo z del espectro de u,
existe un cardcter f de U tal que <:f, u:> =2 o ( Se consi-
gue, a partir de ((H)), sumergliendo el elemento u - z.l en

un ideal maximal de U ).

En la teorfa de Gelfand el coanjunto de los caracteres de
un gl ebra de Banach con unidad U se considera slempre como un
espacio topoldoico con la topologfa que en dicho conjunto 1induce
la topologfa débil del du=l topoldgico U’ del espaclo de “anach
U ( hablamos de la topolo.fa localmente convexa generada sobre
U’ por la familia de seminormas { u'-———},(iu', u:>| | ue&UJ )e
Se sabe ( teorema de d“Alaoglu, [8] ) que la esiera unidad de U°
es débllmente compacta. Como un carscter f de U queda determina-
do en U’ por las condiciones £, u.v;> = &I, u> 1, v,
Vku,v) € Ut y Lf, I:> =1 ; resulta que el conjunto

de los caracteres de U es una parte débillmente cerrada de la es-
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fera unidad de U’, y en consecuencla compacta. El conjunto de los
caracteres de U, dotado candnicamente de 1= topologfa que se aca=-
ba de describir, se acostumbra a llamar espectro del dlgebra U,

al que designaremos por .(L .

Pera cada elemento u de U, la aplicacién 1 : f—> <f, u>
del compacto fl en C es continua, y evidentemente la aplicacidn
U s W es un homomorfismo del dlgebra de Banach connutativa
con unidad U en la dtélgebra ¢(J1), que se conoce con el nombre
de homomorfismo de Gelfand. Ademds, segun ((I)), para cada u de
U, el recorrido de 1la funcidn U es precisamente el espectro de u,

con lo que: "E ” = g:ﬂ1|ﬁ(f)‘ = r(u) < I,ul) ( p: fun=-

cién radlo espectral ), resultando asf que el homomorfismo de

Gelfand es continuo.

Tasta aquf la teorfa general de Gelfand. S1 U se supone
ahora una Ctélgebra commutativa, cualquiera de sus elementos es
normal y en consecuencia, segin ((2,G)), es F(u) = “u]) =
]'ﬁ “ = ||u|) , Vu £ U . Con lo que el homomorfismo de Gelfand
es isométrico y en consecuencie inyectivo. Se demuestra también
que es sobreyectivo, aplicando el teorema de Stone-wéierstrass
al dlgebra imagen de U en el homomorfismo U ——>u . Por otra
parte, se verd en ((II,2,F)), un homomorfismo isométrico de cE41-

.ebras es necesarlamente compatible con la conjugacidén ( en el
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caso que nos atafle se puede justificar este hecho por procedi-

mientos mgs directos). Eemos llepado asf al teorema de Gelfand=-

-Naimark:

Je= Sea U una Cﬁélgebra conmutativa,lw. su espectro ( que
es un espacio compacto ); el homomorfismo de Gelfand es un
¥ -isomorfismo de U sobre la Ctélgebra de las funciones conti-

nuas sobre fl con valores complejos.

"ex profeso" précticamente la demostracidn

Kemos elaborado
de este teorema pues creemos que un enunciado del mismo sin es-
tar en sus antecedentes nos privarfa de su perfecta comprensidén
as{ como de su interés estético como punto culminante de conver-

gencia de las teorfas de c¥41;evras v de las dlgebras de Banach

conmutativas con unidad. Referenclas: [2], [4], &5]—Pomo 11,

[13) v [14] .

Las consecuencias del teorema de Gelfand-Nalmark son nume=
rosas, inclusive para Ctélgebras no conmutativas, habida cuenta
de que toda C%41l _ebra contiene "muchas" Esubdliebras conmutati-
vas. Asf por ejemplo, s1 U es una Gtélbebra cualquiera y w es un
elemento normal de la misma, la c¥subdl; ebra de U engendrada por
w ( 1la subdlgebra cerrada engendrada por {I, W, w*} ) es con-
mutativa, llamémosle W. Se puede demostrar que la aplicacidn

f ———7><:f, w:> es un homeomorfismo del espectro de W sobre
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el espectro de w. Ademds W, como C:dlgebra, estd engendrada por
un unico elemento: w ; con lo que el valor de un %-1somorfismo
sobre w lo determina perfectamente. Se llega entonces, aplicando

el teorema de Gelfand-Naimark, a:

K.- 3ea U una C%{lgebra, w un elemento normal de U, vy W la
Ctsubélgebra de U engendrada por w. Existe un dnico #-isomor=-
fismo de W sobre la Ctélgebra de las funciones continuas de o (w)
en C, tal que a w le corresponde la funcién 2z —3 2z de o (w)
en C ( o (w): espectro del elemento w ). Referencias: {2} y [5]-

=Tomo II.

Por particularizecidn de este resultado al caso en que w es
simétrico o positivo ( o (w) estd incluido entonces en R o en
R,, respectivamente ), se obtlienen interesantes Udtiles de trabajo

a.- 3ea U una Ctélgebra, w un elemento simétrico de U. Exis=-
te un dnico par (w*, w™) de elementos positivos ortogonales ta-
les que se verifique: w = wt - w= ( [13]-pég. 8 ).

b.~ Todo elemento positivo de una Ctélgebra posee una unica
raiz cuadrada positiva conmutando con todos los elemehtos que
conmutan con el elemento en cuestidn ( [13]-pég. 7T )e

De aquf resultan algunas aplicaciones al orden de las Cfél-
gebras:

Cc.= El producto de dos elementos positivos de una Cﬁélgebra

es poslitivo si y sdlo si dichos elementos conmutan ( [1]-pég.263).
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d.- Sean u y v elementos positivos de una dtélgebra siendo
u inversible y verificdndose u < Vv ; entonces v también es

inversible y se tiene: 0 < v ' < u™' ( [2]-pég. 15 ).

4.~ Coclente de una C-glgebra respecto a un ideal bildtero

cerrado.

Vamos a terminar este primer capftulo de resultados bdsicos
con una de las cuestiones respecto a la que la teorfa de las Ctél-
gebras estd totalmente acabada. Se sabe que el glgebra cociente
de un dlgebra de Banach U respecto a un ideal bildtero cerrado M,

con la norma |]{u}l’ = 1nfl)u + m‘i , €5 a su vez un dlgebrs
meM

de Banach ( {u} ¢ elemento del dlgebra cociente U/M que contie=-
ne al elemento u de U ). Por otra parte, a nivel purzmente alge-
braico, si U es un dlgebra involutiva y M es un ideal bildtero
autoadjugto, el dl ebra cociente U/M se dota "naturalmente" de
estructura de dl;ebra involutiva sin mds que definir: {u}* = {u*};
definicién que evidentemente no depende de la representacidén que

se elija para cada elemento de U/ .

En este contexto, el enunciado que damos a continuacién re-

suelve definitivamente el problema para Ctélgebras ( [2]-pég.17 ):

L.- Sea U una Cfélgebra ¥y M un ideal bildtero cerrado de U.

Se verifica:



o] T

a.- M es autoadjunto.
b.- U/M , con su estructura natural de dlgebra involutiva

*
y con la norma cociente, es una C=dlgebra.



CAPITULO II::
APLICACIONES LINEALES ENTRE
C2ALGEBRAS. HOMOMORFISMOS.



1e= Aplicaciones lineales positivas.

S1 U es un dlgebra de Banach involutiva, V una Otélgebra Yy
f una aplicacién lineal de U en V, f serd calificade de "positiva"

si es f(u*.u) > 0, para todo elemento u de U.

Vamos a ver que, en el caso de que U admita elemento unidad,
la continuidad de una tal aplicacidn es automdtica. En el caso
elemental de que V ses precisamente el cuerpo de los nuimeros com-
plejos, la continuidad de las formas lineales positivas es cono=-
clda ( puede verse la demostracidn en [2] y [5]-Tomo II ); asi

pues nuestro razonamiento lo basaremos en:

A.- Todo funcional u’,sobre un dlgebra de Banach involutiva
): <u" I).

Segin esto, si f es nuestra aplicacidn lineal positiva del

con unidad, que sea positivo es continuo y ])u'

dlgebra de Banach involutiva con unidad U en la dtélgebra V, para
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cada funclonal positivo v’ sobre V, v .f es un funcional positi-

vo sobre U, por lo que se tendrd:
() |y t@D) = [Kvtet, udl €0 oter, 1)) =
= vy > lull < lerfifle@linll 5 Veeu.

Ahora bien, una Cidlgebra es "muy rica" en funcionales positivos;

recordemos concretamente ( [11]-pég. 69 ):

Be= Para cada elemento normal v de una Ctélgebra, existe un

funcional positivo v*, tal que l,v'l): 1 y i(iv', v:>| :]lvl

Asf pues, si u es un elemento de U tal que f(u) sea normal
( en particular, si la Ctélgebra V es conmutativa, esto ocurrird
slempre ), tomando en la desigualdad ((»)) v° con las condicio=-

nes que nos asegura el lema ((B)), se tendrd:

f(u) normal —> ”f(u)” < ||f(I)H||u|| ((#%)).

S1 V es conmutativa, esta desigualdad pone de manifiesto la conti-

nuidad de f e incluso que [ f|| = [|£(D)]] .

Bn el caso general, tengamos en cuenta que todo elemento u
de U se escribe de manera Unica en la forma u=u +1i.u , con
w, yu, simétricos; que, por ser f positiva, aplica el conjunto
de los elementos simétricos de U en el conjunto de los elementos

simétricos de V ( la identidad
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u = (1/4)(u+I)*(u+I) - (1/4)(u-I)*(u-I) , valida para cualquier
elemento simétrico u de U, pone de manifiesto que f(u) es la
diferencia de dos elementos positivos de V y es por tanto simé-
trico ). Asf pues, f(u,) ¥y f(ul) son simétricos y en conse-
cuenclia normales, con 1o que estamos en condiciones de aplicar

la desigualdad ((¥% %)), con lo que:

el € [t@oll + el € (@l all+ luw.ll ) £

< 2 |lg@| [jull , Yueu .

( Se han tenido en cuenta las desigualdades |lu,|| < “11(\ y
||u,l) € (lull , consecuencia directa de ser u, = (1/2) (usu*)

y u, = (i/2)(u*-u) ). Resumiendo nuestros resultados:

C.~ Sea U un dlgebra de Banach involutiva con elemento uni-
dad, V una Oﬁélgebra y £ una aplicacidén lineal positiva de U emn
V; se verlfica:

a.~- £ es continua.

b.- St V es conmutativa: Nell = “f(I)” .

c.- En todo caso: || £l £ 2(£@l .

En el lema ((A)) recorddbamos cdmo todo funcional positivo
u’ sobre un dlgebra de Banach involutiva con elemento unidad era
continuo y [)u'l’: lu’, I;> .En el caso de ser U una C-dlge-
bra se sabe que la continuildad de un funcional lineal u‘y la

igualdad Ilu'll = <u’, I:> son propledades caracterfsticas
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de los funcionales positivos ( [2] y [3], [11] y [12], [13]). Una

generallizacidn de este hecho es:

De= Sean U y V Gtélgebras ( I, e Iz’ sus respectivos ele=
mentos unidad ), f una aplicacidn lineal continua de U en V tal

que f(IA) = Hflllz ; en estas condiciones f es positiva,

Demostracidn:

Por razones de homogeneidad podemos suponer l]f(\ =1 »
Empezaremos viendo que f es simétrica ( es decir: f(u¥) = f(uf',
para todo u de U; o lo que es equivalente: f aplica el conjunto
de los elementos simétricos de U en el conjunto de los elementos
simétricos de V. Se vio en la demostracidn de ((C)) que el ser f
positiva implicaba el ser simétrica; no obstante en nuestra de-
mostracidén es necesario establecer primero la simetrfa para con-
clulr mds tarde el cardcter especificamente positivo de f ); pa-
ra ello, sea u un elemento simétrico cualquiera de U, y sea
f(u) =v, + i.yz la descomposicidn canénica de f(u) con v, y

v, simétricos, pretendemos demostrar que v, = 0O , con lo que

la simetrfa de f quedard asegurada. En efecto: para todo nudmero

real z y para todo valor espectral a de Vv, s 8+Z pertenece al es=

pectro de v,

y + z.Iz s Por 1lo que:

o . 2
al+ 2%+ 2a.2 = |z + aI < ‘lVL + Z'Iz“

( Se ha utilizado el hecho de que todo valor espectral de un ele=-
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mento simétrico de una CZ4lgebra es real: ((I,2,c)); y que en to=-
da dlgebra de Banach la norma de un elemento mayora en médulo a

su espectro ). Por otra parte:
“ v, + z.Iz” < ” v, +1(v, + z.Iz)ll = l’f(u + iz.I4)H =
< l’u + iz.I4|\ » sln mds que tener en cuenta que en cual=

quier dlgebra normada involutiva la norma de un elemento ( aquf:
v, + i(vi+»z.I¢) ) es mayor o igual que las de sus componentes re=
al e lmaginaria, y que ”fl': 1 y f(1,) = I, por hipétesis,

Utilizando la propiedad estelar de la norma de U:
” u + 1214”1 = I’(u - izI )(u + 1izI )” = ” ut + 22,1 n <

1
£ [lul]® + 2% . Pnlazando las tres desigualdades obtenidas:

s

; 2
a® +2a.z £ ||u ' Yz &R . Pero esto no es posible a

no ser que se tenga a=0 . Como a es cualquier valor espectral

de v,

w » concluimos c?(qz) = 0 . Basta entonces recordar que

el radio espectral de un elemento simétrico, e incluso normal, de

una C2glgebra es igual a su norma ( ((I,2,G)) ), para tener:

livz” = sup | a| =0 :::::;> v, =0 , como se deseaba.
aec(vy)

Visto que f es simétrica, tomemos u> 0 de U; u ~- (Uu"/2)I1

es simétrico, por lo que f(u ~- (lall/2)1,) lo es igualmente,

y se tendrd:
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£(u = (ull/2)r) > - |t - (ui/2)1)l| 1, > - ||u-(iul/2)1,]| 1,

( se ha tenido en cuenta que para cualquier elemento simétrico
de una CYdilgebra, ¥ se verifica: w > - |iw||I ; yque ||f|]| =
= 1, por hipétesis ). Recordemos ahora que un elemento w de una

Ctélgebra es positivo si y sdlo si se verifica

| w - awiz2)z| = (wie ( [11] v (12] ). Esta 1cual-
dad serd verificada por nuestro elemento u, con lo que:

flu - (”u”/2)I,) > - (lull/2)I, . Visto esto, resulta evidente:
) =2 £0(u)/2)1,) - (ull/2)1, = Guli/2)1, - (ul)/2)I, = o .

Es decilr: u>0 —= f(u) > o . En particular: flu%.ii) 20,
Vu €U , por ser u*.u siempre positivo; y f es vositiva,

con lo que queda terminada la demostracidn.

Nota.-La parte final de esta demostracién la ddbamos ya en
[11], donde se demostraba nuestra proposicién ((D)) bajo la hipé-
tesls adicional de ser f simétrica. Se acaba de ver cdmo esta
hipétesis es superabundante, y es precisamente este hecho el que
vVa a permitir caracterizar la simetrfa de los homomorfismos de

c¥d1cevras.
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2.~ Homomorfismos.

Seguliremos en este apartado la nomenclatura de Sakal, [13];
a saber: si U y V son dlgebras involutivas, un homomorfismo de U
en V serd una aplicacidn lineal de U en V compatible con el pro=-
ducto; mientras que reservaremos el nombre de ¥ ~homomorfismos
u homomorfismos simétricos para aguellos que sean compatibles com
la conjugacidn, es decir: aquellos homomorfismos G tales que

G(u*) = g(u)* para todo u de U,

Es conocido ( [2], [11] ) el sigulente resultado, del que

doy aquf dos demostraciones independientes de la cldsica:

E.- Sea U un dlgebra de Banach involutiva con elemento uni-
dad, V una Ctélgebra ¥y G un homomorfismo simétrico de U en V;
se verifica: G es continuo y nG|l £ 1 ( gl =1, salvo que

sea G=0).

Primera demostracidn:

G es una aplicacién lineal positiva pues, para todo u de U, .
se verifica: G(u*.u) = G(u)*G(u) > o ; de manera que, sin mds
que recordar ((1,C)), se concluye su continuidad. Por otra parte,
segin ((1,C,%%)), serd ”G(u)ll < ”G(I)” ”ull siempre
que G(u) sea normal; en particular, poniendo u¥*.u en lugar

de u ( G(u*.u) es positivo y por tanto normal ), serd:

"G(u)”z:: HG(u)*G(u)ll = ('G(u*.u)“ = HG(I)“llu*.uH <
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< HG(I)H [\u\\z , Vueu ; desigualdad que demuestra
que ]lGllz < |le(D|| ; pero G(I) es un idempotente de V
simétrico por serlo G e I ; la propiedad estelar de la norma
da: l)G(I)” = I’G(I)all = "G(I)“z, es decir: G(I)
vale 1 o 0. Pero |Gl = [le(Dll ¢ l)c;H"z < llem)l ,
se ha demostrado antes; y, evidentemente: (‘G(I)\\ < el “I‘l:
= llell ).

Segunda demostracidn:

Teniendo en cuenta que G(I) es una proyeccidén de V y que
im(G) estd incluida en la C%dlgebra G(I)V.G(I), cuyo elemento
unidad es precisamente G(I), podemos suponer sin restringir la
generalidad que G(I) es el elemento unidad de V, I°. En estas
condiciones sea u un elemento simétrico de U de norma menor que

uno; la serie
I- (1/2)d%+ (1/21)(1/2)((1/2) - 1)u' = eee +
(=1 (1/a1)(1/2)((1/2) = 1)eee((1/2) =1 + 1™ ...

absolutamente convergente, define por suma un elemento simétrico

u, permutable con u y tal que uf =I-u® . Es de comprobacidn
inmediata que, si llamamos w=u+iu , es w¥w=1I ;
l1gualdad que lleva a G(w)*G(w) = I’; de donde ( salvo G = O0)

I G(W)” = ‘)G(W*)” = 1 ; y entonces
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H G(u)”u = l]é((1/2)(w + w*))ll €1 . Segin esto, si u es ahora

un elemento cualquiera de U de norma menor que uno, u®.u es si-
métrico y también de norma menor que uno, con 1lo que aplicando la

desigualdad que acabamos de encontrar, resultard:
I G(u)”z = llG(u)’G(u)ll = Jle*w)|l ¢ 1 ,Vueu | llull<1.

G estd, pues, acotado sobre la bola ablerta de centro cero y ra=-

dio uno, lo que prueba su continuidad. Serd ademds:

” Gl' = sup IlG(u)|| 1 .+ El resto, como en la primera demos-

tra016n.

Podemos y= enunciar el sigulente teorema que caracteriza los

homomorfismos simétricos entre Cﬁélgebrasz

F.- Sean U y V C2%4lgebras, G un homomorfismo de U en V; las
dos condiciones siguientes equivalen:

a.- G es simétrico.

b.- G es continuo y nGI\.é 1 ( I,Gl) =1, salvo que

Sea G =20 )o

Demostracidn:

((a)) =—=> ((b)).- Resulta como particularizacién de ((E)).

((b)) == ((a)).~ Descartemos el caso trivial G = O y
supongamos en una primera aproximacién que fuese G(I,) = I,

(I, e I,: elementos unidad respectivos de U y V ); por ser
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IIGI) < 1, se tiene:

Lillell = e 1 =>llcl) =1

t= 1ol = lazpll < |

Y, trivialmente: G(I4) = llG” Iz « Pero en estas condiciones el
teorema ((D)) afirma que G es positivo vy en consecuencia simétri-
co. En el caso general, pongamos e = G(I,) ; e es siempre un
idempotente de V. 3i e fuese simétrico ( es decir, una proyeccidn)
el problema se reducirfa al de partida sin mds que considerar que
im(G) estarfa contenida en 1la CZ{lcebra e.V.e cuyo elemento
unidad es e. En cualquier caso es cierto que ]]e[, = IJG(I,)I‘S
< [IG“{II4" = 1 ; de manera gue nuestro teorema ((F)) quedarsd

terminado en cuanto demostreros:

*
Ge- Sea e un idempotente de una C-dlcebra; las dos con-
diclones siguientes equivalen:
C.- e es simétrico.

do- |lef] €1 ( Jle]] =1 , salvo que sea e = 0 ).

Demostracidn:
((c)) =—=((d)).~ S1 e es simétrico, la propledad este-

lar de la norma da:

”e” = i e"'” = “'e“2 == |le|[z0, o bien, He” =1 .

((a)) :::;5((0)).- Descartado el caso trivial e = 0, se-
rd !le], = ”e““ < e “2 — lie” 2 1 ; pero como por

Lhip8tesis es ”ell £ 1 , resulta ”el, =1 . Visto esto,
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tengamos en cuenta al.ora que por ser e un ldempotente e¥*

tam=
bién lo es, con lo que para todo ndmero complejo 2z se verifica

idénticamnente:
z(1 + 22)(1(e-e") - zI) = (e*- 1zI)(e*e - (1+2%))(e + 1zI) .

Como los uUnicos valores espectrales posibles de un idempotente
son O y 1, si 2z es un valor espectral no nulo de 1(e-e¥*)
( z serd real por ser i(e=-e*) simétrico ), €& - 1izI y
e + izI son elementos inversibles, y entonces nuestra identi-
dad pone de manifiesto que 1 + 22 es un valor espectral de

¥

e¥e ; se tendrd en consecuencla:

1 < 1 +2° < |le*e|| = ”ell'z =1 , lo que es contradic=-

torio. AsI pues, el espectro de i(e=-e¥*) se reducea O , ¥y
en consecuencla::

sup | z | =0 ey

e -ell = (l2(e - el ssoliince I

::::;} e = e¥ ; ¥y e es simétrico, como se querfa demostrar.

Comentabamos antes cémo la proposicidén ((G)), que acabamos
de demostrar, reducfa el problema de los homomorfismos G de
Ctélgebras de norma uno al caso particular G(I,) = I, . Tenlen-
do esto en cuenta podemos dar un nueva demostracidn de que la

condicidn HG,) =1 implica la simetrfa de G ( segunda parte



.7 .

del teorema ((F)) ). Nos basaremos en dos resultados conocidos:

He- Para un elemento u de una C%dlgebra, lass dos condicio-
nes sliguientes equivalen:
8.~ u es unitario.

f.- u es inversidle y |\ul| = ([u'l| =1 .

Es evidente que ((e)) == ((f)) , en cuanto al recf=
proco cabe simplificar la demostracidn que dimos en [1f], de la
siguiente manera:

u*.u < ]Iu'.ulll g I

“ u ” = “ u™ “ =1 = S A A

R e I Ll | S .
Multiplicando la segunda desigualdad por la izquierda por u* y
por la derecha por u : I £ u*.u » que Junto con la pri=-
mera da : Ww.aa=1I. Esto, Junto con la hipdtesis de que u es

inversible, demuestra que u es unitario.

I.- Todo elemento simétrico u de un glgebra de Banach in=-
volutiva con unidad se puede escribir en la forma u = K(w+w*),
donde K es un nimero positivo y w un elemento unitario ( es-
te hecho se vio en ((E, segunda demostracidén)) en la hipdtesis
adicional (lul{ <1 ; el paso al caso general es trivial. Para
C=glgebras se puede exigir ademds K=llul/2 -[2] ¥y [}], [13]

= sl blen esta especificacidén por el momento no nos interesa ).
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Sea ahora G nuestro homomnorfismo de Uen V ( Uy V: o4l
gebras ) con las condiciones ||G|l =1 y G(I,) = I,; para

cualguiler elemento unitario w de U se tiene:

G(w™)eG(w) = G(w*w) = G(1,) =1, G(w) 1inversibple
-1
G(W)eG(w*) = G(ww¥) = G(I,) = I, G(w) = G(w")
Por otra parte:
1= Il = llez)l] = llewmeem| € o)l el £
S W {w]l =1 })G(w*)”llG(w)“ =1 ; esta igual-
dad, Jjuuto con las desijualdades evidentes ”G(w')n < 1 ¢
| G(w)|]l € 1, implica: e =1 y j]G(wY‘li C
= flG(w*)‘l = 1 o Aplicando ((H)) resulta que G(w) es unitario
Yy por tanto = G(w*) = G(w)d = G(w)* o Finalmente, sea u un ele-

mento simétrico cualquiera de U y u = K(w+w") la descomposi=-

cidn que garantiza ((I)); se tendrd:
G(u) = K(G(W) + G(w*)) = K(G(w) + G(w)') ; pero el dltimo miem-

bro de esta ilgualdad es evidentemente simétrico, y esto garantize

la simetrfa de G, como se pretendfa demostrar.

Corolarios al teorema ((F)).-

Je=- Todo homomorfismo de una C-dlgebra en una C=glgebra con-
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mutativa es simétrico.

Este hecho, que generaliza el conocido resultado sobre la
simetrfa de los caracteres de las Ctélgebras, serd consecuencia
inmediata de ((F)) en cuanto demostremos el resultado mds ge-

neral:

K.= Todo homomorfismo de un dlgebra de Banach con elemen-
* : X
to unidad en une C-dliebra conmutativa es continuo y de norma

menor o igual que uno.

Demostracidn:

Sean U y V nuestras respectivas dlpebras en las coandicio-
nes del euuncladc, I, e I1 sus respectivos eleméntos unidad, y
¢ el homomorfismo en cuestidn. G(I4) es un idempotente de V nor-
mal como cualiuler otro elewento de V por ser €sixz conmutativa.

Pero un 1ldempotente normal es siempre sinétrico ( si es e el

idempotente en cuestidn, s (e) € {0,1} con lo que
lell =suplz| ¢ 1 s ¥ basta aplicar ((G) ) ; esto permite,
z es(e)

como de costumbre, reducirse al caso de ser G(I4) = IL « COn es=

ta hipbtesis se verifica sin dificultad que para cualquier ele-

mento u de U se tiene:

s (G(u)) € & (u) “G(u)” =sup |z|] € sup |zl < Hull »
z €6(G(u)) zeo(u)

que demuestra totalmente nuestra afirmacidn.
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Otra consecuencia importante del teorema ((F)) es que la
2 ~% .-
norma y la conjugacidn de una C-dlcebra se determinan mutuamen=-

te; en concreto:

L.- Sean { u, il ], 5 y {U,N H4,*4} dos estruc-
turas de Ctdlgebra sobre una misma £lgebra abstracta U. Las dos
condiciones siguientes equivalen:

ge= A =11 1, C lall = [lull, s Fueu).

h.- * = X ( o¥ = n% ; Fuev).

Demostracidn:

((h)) =—=>((g)) .~ La igualdad llu“i = ,'u?ul) = P(u?u),
V u €EVvU ( p: funcidn radio espectral, intrinseca a la estruc-
tura de dlgebra abstracta de U ); consecuencia de la propiedad
estelar de lg norma y de que el radio espectral de cualquler ele-
mento normal =~ en este caso: ufu = es igual a la norma de di=-

cho elemento; pone de manifiesto que, conocida la conjugacidn,

se conoce automdticamente la norma.

((g)) =——==((h) ).~ 51 llul] = llu}u para todo elemento
u de U, la aplicacidn G: u—o>u de i U,H ”, *} en
{U,l| ”,, *4% es evidentemente un homomorfismo isométrico y, en

consecuencia, de norma uno; aplicando nuestro teorema ((F)), G

serd simétrico, con lo que:

u* = G(u¥) = G(u)' = u* s Vu eU , Co Q. de
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3.- Isomorfismos de C%£l.ebras.

Se debe a Rickart ( "The uniqueness of norm problem in Banach
algebras" ) un importante resultado segun el cual toda norma que
dote a una Ctélgebra de estructura de dlgebra de Banach es equi-
valente a la norma estelar. Por razones de completitud en el ex-
poskeidn y, no siendo excesivamente complicada, doy a continuacién

la demostracidn ( extraida de [13] )

sean || (| y | H', respectivamente, las normas estelar y
; A
problema. Para todo elemento u de la C:dlgebra ( por ser [ull”™ =
= l}u*ul| =sup |z} ) :
zeoc(u*tu)
@ :
lul|~ < l\u*u[h < |lu¥l|,lJul], . Bsta desigualdad pone de
manifiesto que si { uM} Il m-converge a cero y { ui} [IH;con-
verge, entonces { uﬂ} || |l=converge a cero. Si es u = 1lim u: .

I,

la misma desigualdad, aplicada a uf- u , da:

|| u,- u““”'z = || u%- u”z < |lu,- u"“4.|] u’ - u”' —_ 0

de la que concluimos que { un} [l [|=converge a u* ; pero {uﬂ}

H (| -convergfa a cero, luego u®* = u = 0 . El teorema de la gra=-
fica cerrada nos permite afirmar que la conjugacidn es H H:con-
tinua. Se tendrd pues: Hu*”4 < KlIu(L , Yu; y, enlazando

con la desigualdad de partida: |[lull € X flull , Vu . 1a
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aplicacién u —su de {U,” ”«k en {U,H I\} es, pues, con=
tinua; luego bicontinua ( Teorema de los isomorfismos de Banach);

de donde la existencia de un ndimero positivo p , tal que:
p||u|'4 £ “ul\ < \{—K”u‘L| ; Vu ; que prueba la equivalen=-
cia de ambas normas.

Este hecho, que acabamos de demostrar, tiene como conse-

cuencias inmedliatas:

M.- Todo isomorfismo de una C=2dlgebra sobre un dlgebra de

Banach es bicontinuo.

En efecto: sea U la dtélgebra y G el isomorfismo en cues-
tidn. Basta comprobar que la aplicacién u ———QI‘G(u)” de U en
R es una norma que dota a U de estructura de dlgebra de Banach, ¥y

aplicar el resultado anterior.

Ne= Todo homomorfismo de una Gtélgebra sobre un dlgebra de

Banach sin radical es continuo.

Demostracidn:

Sean U,V y G, respectivamente, las dlgebras y el homomor=-
fismo en cuestidn. Por ser G sobreyectivo, se comprueba sin difi-
cultad que V posee elemento unidad ( precisamente G(I), donde I

es la unidad de U ) y que, para cada lideal por la lzqulierda maxi=-
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mal M de V ( que serd necesariameate cerrado ), GA(M) es un

ldeal por la lizqulerda maximal de U ( y en consecuencia tambidn

cerrado ). Cowo V es siun radical, se verifica:

{o} = /W M ( X: familia de todos los ideales por la izquler-
MeX

da maximales de V ); de donde:

-1 ﬂ -1 ’ -1

G (0) = G (M) « As{ pues, el ideal bildtero G (0) es cerra-

MeX
do. Basta pensar que G induce un isomorfismo de la Gtélgebra
U/G'(0) sobre el glgebra de Banach V que, por ((M)), serd con-

tinuo, para concluir la continuidad de G.

Caso particular de nuestro enunciado ((N)) es el conocido
resultado ( [13]; la demostracidn que hemos hecho no es mds que
el andlisis de la que allf se hace ) segin el cual todo homomor-
fismo de una C-dlgebra U sobre una J%glgebra V es continuo. En

efecto: bastard recordar que toda Ctdlgebra es sin radical.

Hecha esta introduccidn, pasemos al estudio de los isomor-
fismos de C-glcebras ( no se olvidard que, segin se acaba de ver,
éstos son automdticamente continuos ). Para ambientar el estudio,
tengamos en cuenta que, si1 U y V son Gtélgebras, un isomorfismo
de U sobre V no es mds que un elemento privilegiado de L(U,V)

( conjunto de las aplicaciones lineales continuas de U en V )

Pues blen, si G es un elemento cualqulera de L(U,V), se define
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"naturalmente" G¥ como la aplicacidén u ———9(G(u*))* de U en

V; es inmediato comprobar que il pertenece a L(U,V), y que:

a.= JI6¥|l= (lcl] 5 (& = & ; Ve e rw,v.
* % .

be= (G,+ G,)" =G+ G} ; G, » G, €L(U,V).

co- (2.6)" = zZ.6* z&C, G €L,V

d.-(6,.6,)" =6}.G} ; G, e L(U,V), G, & L(V,W)

( U,V y W: C%Z£1gebras cualesquiera ). Y, como consecuencia de ((d)):

e.- 31 G es una blyeccidn lineal continua de U en V, G¥ 1o

es 1gualmente y se verifica: ((.}"')-1 — (GA)* .

También es fdcil ver que el hecho de gque un elemento G de
L(U,V) verifique G = G* equivale a que G sea simétrico en el
sentido que dimos a esta palabra en el apartado ((1)) ( es decir:
G(u¥) = G(u)* , para cada u de U; o lo que es lo mismo: G trans-

forma cada elemento simétrico de U en un elemento simétrico de V).

Desde el punto de vista que nos atafie conviene darse cuen=-
ta de que si G es un homomorfismo ( resp.: isomorfismo ) de U en
v, G*¥ 10 es igualmente. Convengamos en llamar A(U,V) al conjun-
to de los isomorfismos de U sobre V; si G pertenece a A(U,V), pon-

%

gamos 6 = 0% = G ; G es un elemento de A(V,U), y se ve=-

rifica evidentemente:
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fam (6 =8 ; G € A(U,V).

. . .

£e= (6,4G,) =G .G 3 G, & A(U,T), G, e A(V,)
( U,V y W: C¥d1lgebras cualesquiera ).

Un caso especialmente interesante del estudio de las apli=-
caciones # y ¢ ( de L(U,V) en L(U,V), y de A(U,V) en A(V,U),
respectivamente ) se presenta cuando es U = V ( escribiremos
entonces L(u,U) = L(U), como de costumbre; y por analogla:
A(U,U) = a(U) : conjunto de los automorfismos de U ). En este ca=
s0 podrfamos ser tentados a pensar que la aplicacidn G'——f>G*,
del dl_ebra de 3anach L(U) en s{ misma, es una conjugacidén; pe-
ro esto no es correcto, puec iz propiecad ((d)), segdn la cual es
(6,.6,)% =gar.cl, V(Gq,Gz) € L(U)xL(U) , pone de manifiesto
que no puede ser, como se desearia, en general (Gz.G4)*= G:. ;,
si1 se recuerda que L(U) no es conmutativa salvo que sea U unidi-
mensional. No obstante y con las deblidas precauciones utilizare-
mos para la operacidén » el mismo len uaje que se suele utilizar
para las conjugaclones ( elementos simétricos, unitarios, norma-

les, etc. ); ademds la operacidn % conserva la t{pica propiedad

( en virtud le ((b)), ((e)) y ((a)) ):

h.- o(*) = 8@ , Ve eL) ( &(G) : imagen de

s(G) por la aplicacién 2z —>z de Cen C ).

Sobre A(U) operan simultaneamente las operaciones % y ¢ ,
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y las propiedades ((f)) y ((g)) ponen de manifiesto que &sta l-
tima actua de manera andloga a como lo harfa la restriccidn a
A(U) de una auténtica conjugacién de L(U) que dejase invariante

A(U).

Existen unos curiocsos resultados, por lo demds inmediatos,
que enlazan la actuacidén de las operaclones » y ¢ sobre el

conjunto A(U):

Sea U una Otélgebra, G un automorfismo de U; se verifica:

i.- G es e¢-simétrico &> G es *-unitario.

Je= G es ¢-unitario <& ——> G es *-simétrico.

k.= G es  e=normal &——> G es #-normal ( esta pro-
pledad se basa en el hecho de que el conjunto de los elementos que
conmutan con un elemento inversible de cualquier semigrupo con uni-
dad coincide con el conjunto de elementos que conmutan con su in-
verso., Cuando ocurra cualgulera de las afirmaciones de es$a pro-

pledad, G se llamard, simplemente, normal ).

Con estos preparativos, podemos pasar ya a demostrar el si-

gulente importante resultado:

O.- Sean U y V C¥dlgebras, y G un isomorfismo de U sobre V;
G°.G es claramente un automorfismo de U que, por ((f)) y ((g)),
sera ademds e -gimétrico. Se verifica:

l.- ,,G'.Gl} = ”Gllz ( en consecuencia: ||G°|’=I’G-q,=
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= flel) .
m.~ El espectro de G°’.G estd contenido en el conjunto

de los nimeros reales no negativos,

Demostracidn:

de ((1))+= Para cualquier elemento normal v de V, por tener
v ¥ 6 '(v) el mismo espectro y ser I]vl, igual al radio es-
pectral de v ( y en consecuencia también lgual al radio espectral
de @ '(v) ) se tendrd: vl < ('G”(v)“ e« S1 u es ahora un
elemento cualquiera de U, G(u)*.c(u) es un elemento normal de

V; aplicando la anterior desigualdad, serd:
le@ll® = lJe*.cq) < e c@r*.e ] = | 66 (w)*).u <
< ”G"(G(u)*)” ”u|}= “(G'.G(u))*ﬂ“ull - “G'.G(u)””u” <

£ I‘G'.G”l}u”z o Esta deslgualdad muestra que se tiene:

“ G”z < HG'.G“ « Pero como evidentemente ”G'.G” = “G'WGU,
resulta: IlGll < [’G'“ + Por la propiedad ((f)), podemos conclu-
ir: nG'() = ||Gl) » Para todo isomorfismo G de C%dlgebras ( en
consecuencia: I)G"” = {)G[’ s porser "G' [ = l’G_1“ se-

gin la propiedad ((a)) y la definicidn de la operacién ¢ ). Se
tiene entonces: “G(lz < [,G'.Gll < ”G'“”Gll = {]G”Z _—
é ”G..G“ = “G“z ’ Ce Qe de
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de ((m)).- Empezaremos demostrando un lema:

m,.= Sean u y v elementos de una CXd1gebra, el Ultimo de
ellos normal; z un ndmero complejo. Si z pertenece al espectro
de u, entonces se verifica que llv - uli > d(z, s(v)).

Para demostrarlo descartemos en primer lugar el caso
z € s(v) en el que la afirmacidn es trivial Y razonemos por re=-

duccidn al absurdo. Si fuese v - ul"< d(z, s(v)), se tendrfa:

]

v = u“ < d(z,o(v)) = inf |z - 8| =
ge s(v)

H (v -2)=(u-= z)”

=(sup (s -2 )= || (v-20"II" ( Se ha utilizado el

s e o(v)

hecho puramente algebraico segdin el cual el espectro de (v - z)-‘
es precisamente el conjunto de nimeros de la forma (s = zf1

con s perteneclente al espectro de v, [5]; que (v - z)-1 es
normal, y que el radio espectral de un elemento normal es su nor-
ma ).3egdn esto u-z pertenecerfa a la bola ablerta de centro
V=2 ¥y radio ”(v - z)d“—1 s pero es conocido, de la teorfa
seneral de élgebras de Banach, que si un elemento w de una tal
dlgebra es inversible la bola ablerta B(w, ”w"“q) estd formada
por elementos inversibles. As{ pues u=-z serfa inversible y z

no pertenecerfa al espectro de u, contra la hipétesis.

Demostrado el lema ((m,)), pongdmonos en el ambiente de nues-

tro teorema ((0)). Sea u un elemento cualquiera de U ¥y z un ndime=-
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ro complejo, se verifica:

” u” ”G'.G(u) - zul\ > ” u¥, G*.G(u) - zu*u ” =

= [le*e@)*ew) - z6®wu]] > ol e ctu) - z6¥wrn)|

( La primers desigualdad es inmediata, la igualdad siguiente es
una identidad de no dificil comprobacidén a partir de las defini-
clones de las operaciones % y ¢ , y la dltima desigualdad,
consecuencia de ser IDF(w)“ >,I'Flr4“wll para cualquier ele-
mento w de una Crélgebra Y para cualquier isomorfismo F de estsa
0%41gebra en otra ). Tengamos ahora en cuenta que l\u“zé.d(u*u),
que G¥*(u*u) tiene igual espectro que u*u, con lo que
zﬂu"ze<5(z.c*(u*u)) ; ¥ que G(u)¥.G(u) es un elemento nor-

mal de V. Aplicando el lema ((m,)), serd:
| e)¥a(u) - ze*@wll > aczlu(? oc@*.a) ) .

Como G(u)*.G(u) es positivo, su espectro estd contenido en R,

( conjunto de los nimeros reales no negativos ), con lo que:

[ c™ew) - ze* )] > atzul®r,) = fuffacz, &) .

( Se ha utilizado finalmente que la homotecia s —> ||u
4
.z

[+ s

transforma z en | u|

y R, en R, ). Enlazando con la desi-
gualdad de partida, previa divigién por |ju|] ( en el caso u = 0,

la desigualdad que establecemos a continuacidén es trivial ):
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U (G-lG - zI)(u)(’ 2> ﬁGu~1d(z, r,).Jul] V%z,u) € CxU o

Esta desigualdad pone de manifiesto que sl zdfh_ - en conse=-

cuencia d(z, R,) >0 = G'.G = zI es un homeomorfismo 1li=-
neal de U sobre su imagen, y que sl ademds z % 6 (G*.G) ( 1o
que ocurrird si y sélo si la imagen de U mediante G°.G - zI

es todo U ) se verifica:
f)(G'.G - zI)d’} < [}G})( d(z, R,) )-1 . Esta desigualdad nos va

a permitir demostrar que si un ndmero z no pertenece a R, no pue=
de ser punto frontera del espectro de G'.G o En efecto: sea 2z
no perteneciente a R, y supongdmoslo punto frontera del espec-
tro de G°.G ( en particular pertenecerd a dicho espectro por
ser éste cerrado ); serd z = lim z, con zAu¢o’(G‘.G) . Por
la continuidad de la funcién s ——7)”Glﬁ( d(s, R+) f1 de C-R,

en R, podremos disponer de un entorno de 2z donde esta funcidén

se mantenga acotada, pero en este entorno estardn casi todos los
términos de la sucesidn { zm} « Sin mds que aplicar la Ultima de=-
sigualdad resulta patente que la sucesidn { (G*.G - zqui} estd
acotada. Resulta asf que la sucesién { G'.G - 2,1 } , qQue con-
verge evidentemente a G°'.G - zI , tiene la sucesidn de sus in=-
versos acotada; pero en esta situacidén se sabe, de la teorfa gene-

ral de dlgebras de Banach y es de demostracién elemental, que el

1i{mite de la sucesidén en cuestidn, G’'.G - zI , es inversible,
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lo que es absurdo pues era z2 € 6(G*'.G) + Hemos demostrado asf
que la frouters de o (G’.G) estd contenida en R, , 1o que im-
plica claramente gue el propio especiro de G’.G estd conteni-
do en R, ( téngase en cuenta, por ejemplo, que & (G°.G) es

acotado y que R4 no corta el planp complejo ), c. q. d.

El hecho demostrado en la parte ((1)) de nuestro teorema se=
gin el cual es l\G'4” = ]IG() para todo isomorfismo G de C¥41-
gebras, permite dar una demostracidn elemental de que el conjunto
de los automorfismos de una Ctélgebra es nérmicamente cerrado en
el dlgebra de los operadores lineales continuos. En efecto: sea
U una Ctélgebra ¥y G = 1inm G, con G, & A(u) , G € L(U) ;
dado por demostrado, lo que es elerental, que G es un endomoriis=-
mo de U, tolo se reduce a ver que G es inversible en el g1, ebra
de 3ansch L(U); pero esto queda patente si se tiene en cuenta que
la sucesidn convergente {GMf es necesarlamente acotada, que
l‘G;‘l’z I]G“ ” y por tanto la sucesién { G;1} es 1gualmente
acotada. G es entonces limite de una sucesidn de elementos inver-
sibles de L(U) tal que la sucesidén de los inversos es acotada y
en espa situacidn se sabe, lo recorddvbamos arriba, que G es in-

verslible. Esta demostracidn simplifica notablemente la de Sakal
( [13] ).

Otras consecuencias de la parte ((1)) de nuestro teorema

((0)) son:
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P.- El radio espectral de un gutomorfismo normal de una

cX41-ebra es igual a su norma.

Demostracidn:
Sea G el automorfismo en cuestidn; por hipStesis G conmuta
con G¥ ( e igualmente con G° ); aplicando entonces conveniente=-

mente ((0,1)), se tlene:

|1G“z lNe*.el] = r(G' GGl) = \FG‘.G G'.G”
V“(G2 Gzll (’Gzll . Y por recurrencla: ,'Gg ‘) ()G“

con lo que: F(G) = l{m"qu'Z« {,Gl) , Co q. do

Q.- Sea G un automorfismo de una c¥g1gebra; las dos afir-
maclones sigulentes equlvalen:
n.- G es un X=-automorfismo (& G es e-unitario ).
0.- G es normal y su espectro estd contenido en la circun-

ferencia { z €0 ]z] =1 & .

Demostracidn:
(in)) == ((0))e= S1 G es un ¥-automorfismo es por defi-

nicién c*¥ =G con lo que evidentemente G es normal. Seguin

((2,F)) serd NGI' = 1 y por ((0,1)) I|G"“ = “G\\ =1, con
1o que si z es un valor espectral de G, serd z-'e 6(G™) y
lz| <1 |z|"§ 1 ; es decir: |z| =1 , ce. d. do

(l0)) =—=>((n))e= 51 G &5 normal 7 sus valores espectrales
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de mddulo uno, aplicando ((P)) serd ”Gl, =1 , lo que, segun el
teorema ((2,F)), nos permite afirmar que G es %-sinétrico, es
decir, un ¥-automorfismo ( que G ¥-automorfismo <> G ¢=-uni-

tario no es mds que la propiedad ((3)) )

Una primera consecuencla de la parte ((m)) de nuestro teore=-

ma ((0)) es:

Re= El espectro de un automorfismo e-simétrico (& %-uni-
tario ) de una Gtélgebra estd contenido en el conjunto de los nif=-

reros realese.

Demostracidn:

Sea G el automorfismo en cuestidn; por hipdtesis es G’ = G,
con lo que ¢2=¢'.c tiene, en virtud de ((O,m)), su espectro
formado por numeros reales no negativos. Pero se sabe que si z
pertenece a &(G) , z* es un valor espectral de G° ; z? es pues

real no negativo, lo que obliga a que 2z sea real, Cc. Qo de

De jdndonos llevar de la semenjanza de la operacidén ¢ , en
el conjunto de los automorfismos de una Ctélgebra, con la restric=-
cién de una conjugacién estelar, convendremos en llamar _e -posi=

tivo a un automorfismo de una C:élgebra cuando sea e-simétrico

Y su espectro esté contenido en R,. Con esta definicidén ((0,m))

se podrfa enunclar:

Para todo lsuvaortisio G de C=al_eoras, 7.5 es uu "uso=
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morfismo e=positivo de la primera.

Vefamos, en la demostracidén de ((R)), cdmo el cuadrado de
un automorfismo e=-simétrico es e¢-positivo. Podrfamos preguntar-
nos si es cierto el recfproco, es decir: si todo automorfismo
¢ -positivo es el cuadrado de un automorfismo e=-simétrico. lLa
contestacién va a ser afirmativa, inclusive va a ser posible de-
mostrar la existencla y unicldad de un automorfismo e =-positivo
"raiz cuadrada" del automorfismo en cuestién. Para esto nos es pre-
clso recordar algunas cuestiones relativas a la teorfa general
de operadores lineales continuos en un Banach y un resultado es-

pecifico de la teorfz de C¥41l ebras. A saber:

Pe- 3ea £ un espaclo de Banach, A el conjunto de los nu-
meros compleos 2z tales que -T < im(z) < ™ , A‘ el conjun-
to de los nudmeros complejos que no son reales menores o iguales
gue cero. Entonces la aplicacidn G-——a.eG es un homeomorfis-
mo del conjunto de los elementos de L(X) cuyo espectro estd con-
tenido en A sobre el conjunto de los elementos de L(X) cuyo es-
pectro estd contenido en zﬁ' o« E1 homeomorfismo reprrbco ( que

se acostumbra a llamar logaritmo neperiano ) se puede conocer por

la férmula:
-1
In(G*) = (1/2m) J,ln(z)(zI - G%) dz » slendo y cualquier
Y

curva rectificable cerrada simple dejando en su interior el espec=
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|
tro de G° y contenida en 4 ; 1ln(z) designa la determina=-
cidén principal del logaritmo complejo. Este resultado es conse-
cuencia de la teorfa: "Functions of an operator" ( [ﬁA]-Tomo L,

pa’éo 566 Yy Siéo )o

Q.- Sea X un dlgebra de Banach, d una derivacidn continua
de X. Entonces ed es un automorfismo de X. Es de demostra=-

cibén elemental,

r.- Sea X un dlgebra de Banach, G un automorfismo continuo
de X tal que 6(G) estd contenido en el conjunto
{ z €C l |ar5(z)]< 2T/3 S o Entonces 1n(G) ( en el senti=-
do de ((p)) ) es una derivacidén de X ( [3] ; (13}, para el caso

particular: &) & { z € C t Re(z) > O} )

S.- loda derivacidn de una C¥4lgebra es continua (iguales
referencias que en ((r)); este resultado ha sido generalizado

por Johnson y Sinclair al caso de dlgebras de Banach sin radical).

Es elemental comprobar gque si d es una derivacidn de una
Ctélgebra, d* lo es igualmente, y que en consecuencia toda de-
rivacidén de una Ctélgebra se escribe de manera uUnica en la forma

d =d,+1id, con d y d, derivaclones ¥-simétricas,.

Podemos ya enunciar un primer lema:

Se~ Sea U una dtélgebra; la aplicacidn d -—f>ed es un



-48-

hLomeomorfismo del conjunto de las derivaciones % -antisimétricas
de U ( ga* = -a ) sobre el conjunto de los automorfismos s -posi-

tivos de Ue
Para la demostracidn necesitamos un sublema:

5,.= El espectro de una derivacidén %-simétrica de una cX41-
gebra estd contenido en el conjunto de los nidmeros imaginarios

puros.

En efecto: sea d uua derivacidén cualquiera de nuestra
c®41,.ebra U; la 1lgualdad
(i(ed)*— éé(1/k!)(d*)Kl)= “e"c - é;(l/k[).dK “ , consecuen-

K=o K=o

cia de las propiedades de la conjugacién en L(U) , pone de mani-
fiesto que es (eJ)* = e&* ( igualdad esta que serfa incluso
cierta para cualquier elemento de L(U) ); de forma que si d es
% -simétrica ed es un automorfismo ( por ((q)) v ((s)) )
% -simétrico de U, con lo que segin ((Q)) su espectro estd forma=-

do por nimeros de médulo uno. Entonces si z & o&(d) se sabe

- "spectral maping theorem" =- que e~ € 6(64) y por tanto:
eRe(z) = I e® ) -1 ——> Re(z) =0 ,y 2z es imaginario
puro, C. q. de

Podemos pasar ya a la demostracidn de ((8)): si 4 es ahora
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una derivacidn antisimétrica de nuestra cXd14evra U, -id es
una derivacidén siméteica con lo que, segin ((S5,)), 6 (-1id) es
un conjunto de nimeros imaginarios y entonces s (d) = 1.6 (-1d)
es un conjunto de nimeros reales ( en consecuencia trivialmente
contenido en A_: ‘{z €C l iim(z)\<.7r } ). Consideremos aho-

ra el automoffismo ed ; por ser d antisimétrica se verifica:

(ed)‘ = 9&' = e""Q - (ecl)“

. es declr, el es #=-unitario, lo

que equivale segin se vio en ((1)) a que ed es e-simétrico;

dl) es de la forma e?* con

por otra parte todo nimero de S (e
z € 6(d) y por tanto d%ei) estd contenido en el conjunto de
los reales no negativos sin mds que recordar que &6 (d) estaba
incluido en R. As{ pues el es e¢-positivo. Resulta entonces
que el homeomorfismo del que habldbamos en ((p)) transforma cada
derivacidén antisimétrica en un automorfismo e-positivo. Nuestra
afirmacién ((S)) quedard patente en cuanto demostremos gue todo
automorfismo ¢-positivo G es de la forma G = ed con d deri-
vacidn antisimétrica.

Para ver esto, sea G el automorfismo e -positlvo en cues=
tidn; el espectro de G ha de estar contenido en el intervalo
["G(F‘, [lGlﬂ de R ( téngase en cuenta que el espectro de un
elemento inversible u de un dlgebra de Banach estd contenido en

P lz| < l‘“"} , que (IG-le ”G”

y que, por hipétesis, los valores espectrales de G son positivos)e

la corona circular { 2 ‘ “u-al
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Estamos entonces en un caso particular de ((r)) y en consecuencla
1n(G) es una derivacién ( llamémosla 4 ) ; nos queda unicamente

por ver que d es antisimétrica. Se tiene:
-1
d = (1/2n1) I In(z)(zI - G) dz , donde Y puede ser, entre
Y

otras, una circunferencla con centro en el eje real y pasando por
los puntos reales a' y a (a >IlG|l ) Por ser la conju=

gacién en L(U) una isometrfa semilineal, se verifica:

I A
a* = - (1/2mw1) frln(z)(zl - g¥) dz ( se ha tenido en cuenta
Y

que es 1n(z) = 1ln(z) para la determinacién principal del lo-
garitmo complejo y la propiedad ((e)) ). Por hipétesis es G e=5i-
métrico y por tanto G¥ = 6" ; teniendo esto en cuenta y haclen-

do el cambio de variable z = 1/w , resulta:

-1

d* = (G/2wi) (ln(w)/w) (WI = G) dw , donde Y' representa la
Yl

imagen de Y por la inversidn z ——+>1/E « Si Y’ se elige co-

mo se ha dicho arriba, Y' es la propla Y pero recorrida en sen-

tido contrario. Por tanto:

= - G.(1/2m1) f (In(z)/z)(2I - Gfaz . Ahora bien, se sabe,
Y

del cdlculo funcional holomorfo en las 4lgebras de Banach, que la
aplicacidn que a cada funcién f, analftica en un dominlo del pla=-

no complejo gque contiene a &s(G), nsocla el elemento lel dlgebra
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i -1
(1/2m1) f £f(z)(zI - G) dz es compatible con la multipli=-
Y

cacidn, y que a la funcidn identidad asocla preclsamente el ele-

mento G. Entonces, como es z.(1ln(z)/z) = 1ln(z) , serd:

G.(1/2m1) J (1n(z)/z) (zI - G) dz =
Y

( (1/2m1) J z(zI - ¢)'dz ).( (1/2m) j (1n(z)/z) (21 - G)'dz ) =
Y Y

(1/2m1) I In(z)(zI - Gf1dz = 1n(G) = d ¢
Y

Es entonces: a¥ = -a , vy d es antisimétrica, c. q. d.

I'e= Sea U una C!élbebra, G un automorfismo e-poslitivo de
U; exlste un udnico automorfismo e=-positivo de U F tal que

. L
F" =G ( F se escrivira G* o {E-).

Demostracidn:

d

Segdn ((3)), G se escribe en la forma G = e , donde d

es una derivacidn antisimétrica; (1/2).d es también una deriva-

&

cidn antisiunétrica, de manera que sl ponewos F = e’iz , utili-
zando otra vez ((3)), F es un automorfismo e=-positivo y eviden-

temente F¥ =G . Sea ahora F°’ otro automorfismo e=-positivo

tal que F'z =G ; 81 es F’ = e£. la escritura que garantiza
((s)) con d* derivacién antisimétrica, ed y eéd' son dos
expresiones de G coi1o potencla de base g y exponente derivacidn
| ’ 4 _ ke

antisiné.rica. 3e tiene entonces d =21" y F’=ce

= F s Co G. do



o
!

\n

Consecuencias:

U.- Sean U y V Ctélgebras, G un isomorfisiro de 7 sobre V.
Entoncee G se escribe de manera uUnica en la forma G = Gz.G1 ’
donde G, es un automorfismo e-positivo de U y Gz un *-isomorfis-
mo de U sobre V ( en consecuencia: si dos Ctélgebras son isomor=-

fas, son %-isomorfas ).

Demostracidn:

Segdn ((0,m)), G°.G es un automorfismo e-positivo de U;
si existe una descomposicidn G = Gi.G4 en las condiciones del
enunciado ( serd en particular ) = G, = G, = G;‘ ) se ten-

drfa:

— . _ o -1 _ F)
G +G = C1.G2.G2.G4 = G4‘G4'G4’G4 = G1 , con lo que G‘ no

podrfa ser otro que J G'.G ( en el sentido de ((T)) ) y enton-

ces obligadamente G .G'1 ; esto prueba la unicidad de 1la

g =
descomposicidn, caso de existir, y nos pone en la pista para de-

mostrar la existencia. En efecto: pongamos G, = VG'G y
Gz =G .G;' H G‘ es claramente un automorfismo o-positivo de U
y la i, ualdad G = G‘.G‘ es trivial; todo se reduce a com-

probar gue Gz es un #-isomorfismo, lo que se pone de manifiesto

a coutinuacidn ( téngase en cuenta que G:‘ es e¢-simétrico por

serlo G, )¢
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S PO RN I
G‘t(" - \:4 IG QG -G1 - (14 -G1 ¢G1 - Il
GG =G .G W66 =6 (626 =6 L(cte) et = T
2. . 4 & 1 . - L] 1 . L L . L] v
¢ -1 * _
= G2 = Gﬂ. % Gz = Gz s Coe Q. de

El resultado que acabamos de demostrar es parcilalmente cono-
cildo por Sakai ( [13] ) quien, a su vez, cita a Gardner ("On iso=-
morphisms of Ctélgebras" ), quedando allf sin suficiente caracte-

rizacidén el factor ¢ del que sdlamente se afirma ser de la for-

d

me e con d derivacidn de U ( Obsérvese que nuestro enunciado

aflade, sin mds que recordar ((S)), que G es de la forma e4 pa-

4

Ta une y una sola derivacidn antisimétrica d ) 1o gque no caran-

tiza la unicidad de 1a descoxposicidén. La demosiracidn se hace
allf a base de "represdntar" en convenientes espaclios de Hilbert
las Ctélbebras en cuestidn, método este que considero menos ele=
cante que el nuestro que se inspira daicarente en la teorfa cene=-

ral de dlgebras de Banach.

Una redaccidn especislmente bella de nuestro teorema ((U)) corres-
ponde al casoen que las dos Ctélgebras coinciden; se sabe entonces
Que un¥-automorfismo no es otra cosa que un automorfismo e-uni-

tario ( recuérdese ((Jj)) ); queda entonces:

U .- Sea U una C%{lgebra; todo automorfismo G de U se escri-
be de manera Unica en 1a forma G = Gz.G1 , donde G, es un au-

tomorfismo e-positivo y Gz un automorfismo e -unitario.



Los resultados ((0)) ( en el caso U =V ), ((P)), ((Q)),

((R)), ((T)) y ((U )) abogan claramente en favor de la siguiente

Conjetura.- Sea U una C%dlgebra. Existe en L(U) ( o al me-
nos en la subdlgebra cerrada de L(U) engendrada por A(U) ) una
conjugacidén () que con la norma usual ( o, en el peor de los ca-
$0s, con una norma equivalente ) dota a esta dlgebra de estructu-
ra de Ctélgebra, y tal que si1 G es un automorfismo de U se veri-

fica: ¢° = ¢*™ ( % : la pseudoconjugacién "natural" de L(U) ).

Se verd mds adelante cémo esta conjetura se puede justifi-

car en el caso de C%glgebras de dimensidn finita.

Veremos a continuacidén cémo, si se acepta nuestra conjetu-
ra, aunque sélo sea en su versidn mds débil, se puede dar una sa=-
tisfactoria explicacidén al hecho, aparentemente paradéjico, de-
mostrado en ((S,)) segin el cual el espectro de una derivacién
#-simétrica de una C%dlgebra estd contenido en el conjunto de

los numeros imaginarios puros.

4.,- Derivaciones.

Si U es un dlgebra de Banach, se sabe que el conjunto de
las derivaciones continuas de U es una variedad lineal cerrada de
L(U); en el caso concreto de ser U una C¥Xdlgebra, se sabe ademds

que toda derivacidn de U es continua y que el conjunto de las de=-
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rivaclones de U es invariante por conjugacidn, lo que trae como
consecuencia que toda derivacldn de U sea combinacidn lineal de
derivaciones #-simétricas o, lo que es equivalente, de deriva-
clones x-antisimétricas ( téngase en cuenta que: d simétrica

&~ 1d antisimétrica ). Podemos entonces demostrar:

Ve= Sea U una Ctélgebra, A(U) el conjunto de los automor-
fismos de U; toda derivacidn de U pertenece a la subdlgebra ce-

rrada de L(U) engendrada por A(U).

Demostracidn:

A la vista de lo que acabamos de decir arriba, bastard de-
mostrar nuestro enunclado en el caso en que la derivacidn en
cuestidn es »-antisimétrica. Recordemos entonces ( ((3,p)) v
((3,3)) ) que el homeomorfismo G ——e>e6' ( del conjunto de los
elementos de L(U) cuyo espectro estd contenido en
{ z €C | =T < in(z) < } sobre el conjunto de los elementos
de L(U) cuyo espectro estd contenido en {z eCc | -rr<arg(z)<N})
transforma el conjunto de las derivaciones #=-antisiuétricas pre-
Cisamente en el conjunto de los automorfismos e-positivos. segun
esto, s1 es d nuestra derivacidén x-antisimétrica, existe un
Unico automorfismo e-positivo G (precisamente el ) tal que:

-1

d = (1/2mi) f In(z)(zI - G) dz ( y con las condiciones de
Y

costumodre ). olo mds que tener en cuenta el roncepto de iate, ral,
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se desprende que d pertenece a la variedad lineal cerrada engen-
drada por el conjunto {(zI -6 | =z ey } . Nuestra demos-
tracidn estard terminada en cuanto veamos que cada elemento de es-
te conjunto a su vez pertenece a la subdlgebra cerrada de L(U) en=-
gendrada por {G, I ‘ y entonces con mds razén a la subdlgebra
cerrada elgendrada por A(U)e.

Llamemos V a la subdlgebra cerrada de L(U) engendrada por
{ G, I } ; desde luego el espectro de G en V contiene al espec=-
tro de G en L(U), y se sabe ( {5]-romo II ) que la frontera de
&,(G) estd contenida en o&(G); como & (G) estd contenido en R,
( definicidén de automorfismo e¢=-positivo ), resulta que la fron=-
tera de GQ(G) estd contenida en R, , lo que = teniendo en
cuenta que cg(G) es acotado - nos lleva a que el proplo s,(G)
estd contenido en R* con lo que todos sus puntos son puntos fron=-
tera y en consecuencia 6v(G) = 6(G) o+ Segdn esto si z ey
( desde luego 2z 4 s (G) ), z% S, (G) , es decir: zI - G
es inversible en V, y en consecuencia ( (2I = G)" existfa por
supuesto en L(U) ) (21 - c)" pertenece a V, con lo que la de-

mostracidén estd terminada.

S1 se acepta la conjetura propuesta al final del apartado
-1
((3)) en su versidn mds débil, a saber: la aplicacidn G —a 0¥
de A(U) en sf mismo no es mds que la restriccién a A(U) de una con-

Jugacién estelar (¢) de la subdlgebra cerrada de L(U)'engendrada
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por A(U), siendo la norma estelar equivalente a la restriccidn de
la norma usual en L(U); nuestra proposicién ((V)) nos tlenta a
investiar qué sentido tendrfa d° ( d; derivacidén de U ). S1 d
es #-antisimétrica, la expresidén inte ral de d utilizada an-
teriormente nos permitirfa escribir, sin mds que tener en cuenta
que la operacidn ¢ serfa un homeomorfismo semilineal y que G’ =G:

-1

a‘’ = - (1/2mi) / 1n(z)(zI - G) dz ; si se elige y ( lo que
Y
es posible ) de manera que sea 7 = -y , haclendo el cambio de

variable z = w , se obtiene:

. -1
d = (1/2v1)./ In(w)(wl - G) dw = d . Resulta asf que una
Y

derivacidén #-antisiméctrica serfa o-simétrica, loque estarfa de
acuerdo con el hecho conocido ( ((3,5,)) ) de que el espectro de
una derivacidén #-antisimétrica estd contenido en R. Una conse-
cuencia elemental serfa:

d %-simétrica =———> d r-antisimétrica  ( d: derivacién de
U ); y entonces si d es una derivacién cualquiera, tomando la
descomposicién candnica d = d,+id, con 4,  y d, derivacio=-

nes x-simétricas, se tendria:

._ ._0 '- - - *
a* = (d,+ 1d,)" = d;- 1d; = - d,;+ 1d, = - (d,- 1d4,) = -4 ,

4

resultando asf que el conjunto de las derivaciones de U serfa in-

variante por la conjugacidn y que d° = - a* para toda de-
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rivacién d . Consecuencia de estn igualdad serfa que para una
derivacidén la e-normalidad y la % -normalidad serfan conceptos
equivalentes ( obsérvese que el concepto de #=-normalidad no es-

t4 sujeto a conjetura ).

El siguiente resultado abunda en el intento de dar consis-

tencia a la conjetura propuesta al final de ((3)).

W.- Sea U una C¥dlgebra, d una derivacién #-normal de U

( d.a% = a*.d ), f)(d) el radio espectral de d . Se verifica:

p(a) < iail ¢ c.p(d) -

Demostracidn:

La desi_ualdad P(d) < jiali as evidente. lampoco es
jificil comprobar gque, par=a cualguier derivacién normal d de U,
ed es ua automorfismo normal y en consecuencia ( ((3,P)) ):

f>( ed ) :l\edl\ . Se.dn esto, sea d la derivacidén normal en

cuestién y 2z un ndimero complelo, z.d es entonces también una

derivacién normal y en consecuencia llet&'“ = F;(eZ& ) ; pero
e(eZA ) es ffcilmente acotable pues Se sabe que los valores
2d zs .

espectrales de e son los nudmeros de la forma € , con

pertenecliente 2a s (1), para los que se verifica:
lezs‘ < eiz;| - elz“s. < elzlP(‘I) , de donde:

elllp(&)
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Resulta asf gque la funcidén entera

z ——->ezd = I + zd + (Zz/el.)dz +teoeot (Z“/n'l)d'n +eeoe

sobre cada circunferencia |z| = r estd mayorada en norma
. d
por el numero evf( ); aplicando la desigualdad de Cauchy corres=-

pondiente al coeficiente de fndice uno ( d ) ( [5]-Tomo I), re-
sulta: ((dl' < ( e'P&v)/r , cualquiera que sea el numero

positivo r. Si fuese P(d) =0 , tendrfamos:

(lall s =, ¥r>o ) = [lafl=0 = a =0 ,

y la afirmacién que pretendemos demostrar se verifica. Eun caso
-1 ;
contrario, tomando r = P(d) , Queda: ()d|\ < e.r:(d) ; que

es 1o que nos faltaba por demostrare.

Obsérvese que la proposicidn ((¥W)), que acabamos de demos-
trar, es analoga al conocido hecho de que la norma de un elemento
normal de una Cgélgebra es lgual a su radio espectral si se re-
cuerda que en nuestra conjetura admitiamos que la eventual nor-
ma estelar en el dlgebra cerrada engendrada por A(U) podria muy
bien no ser la usual pero si equivalente & ella. En todo caso, una

consecuencia particular de ((W)) es:

; »
El espectro de una derivacidn normal de una C=dlgebra no se

reduce a cero salvo que se trate de la derivacidn nula.
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Se puede aprovechar este resultado para dar una nueva de~-
mostracidn del hecho conocido ( [3} , {13] ) de que toda deriva-
cidén de una Ctélgebra conmutativa es nula. En efecto: sea d la
derivaclén en cuestidn; en vista de que toda derivacldn es combl-
nacidén lineal de derivaciones x-antisimétricas, podemos suponer
ya d #-antisimétrica. Entonces ed es un automorfismo de
nuestra Ctélgebra conmutativa necesariamente simétrico en virtud
de ((2,J)) y en consecuencia ( ((3,Q)) ) su espectro estd formado
por ndmeros de médulo uno. Sea 2z un valor espectral de 4 , 2
es real por ((3,S,)), y se sabe que e® es un valor espectral de
ed ; luego e*= |e*| =1 == 2z =0 . Resulta as{ que el
espectro de d se reduce a cero y como d es evidentemente nor-

mal concluimos Hd”: 0 , como se querfa demostrar.

5.- Caracteres.

Si1 U es un dlgebra sobre C con elemento unidad (I) y u’ es
un cardcter de U ( un homomorfismo no nulo de U en C ) es eviden-
te que <:u‘, I;> = 1} y que u’ no se anula sobre los ele-
mentos inversibles de U. Irataremos de ver a continuacidén que, en
el caso de ser U una C¥41,ebra, todo funcional lineal sobre U que

cumpla estas dos propledades es necesariamente un cardcter.

Empecemos suponiendo que U esun dlgebra de Banach con uni-

dad y que u” es ua fuaclonal lineal sobre U que no se anula so=
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bre 10s elementos inversibles ( en particular, serd <fu’,L>:f 0);
cualquiera que sea el elemento u de U, u’ se anula sobre
u=(uu>/u’y 1>).1 con 1o que este elemento

no podrd ser inversible o, lo gue es lo mismo, (Cu’yup /gu’,I>)

es un valor espectral de u y, en consecuencla:

| Cury v > /7w, 1> < lull = [ &asy uDl<lcu’, Dlall s

que demuestra qgue un tal funcional es necesarlemente continuo y
que ademds ||u”||g|cu’, 1> ( serd en realidad:
[l u'(]: | lu”, I:>| , puesto que evidentemente:

| Cury 1>1 < Hlwrlllizll = tall ).

Por otra parte, si es v un elemento inversible de U, la
aplicacidn u ———7><fu', u.v;> ( que se designa por v.u’ )
es igualmente un funcional lineal sobre U que no se anula sobre
los elementos inversibles, es decir, v.u’ es del mismo tipo

’,

que u’ , con lo que serd:

l(yﬂ uv >| € ’(Mf,v)l“u” , Puevu ;

y en particular, poniendo u = v~':

el["<ars 1> € <uns vl € <t D[l

para cualquier elemento inversible v de U. Con estos resulta=-

dos podemos empezar ya el razonamiento especifico de nuestro C=2S0.
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3ea U ahora una=dtélgebra y u’ un funclonal lineal sobre U tal
que <’u', ;;> =1 y que no se anula sobre los elementos in-
versibles de U; segdin se ha visto u’ es necesariamente continuo
y ‘Iu'l] = (', I:> . Pero este hecho es caracterfstico de
los funcionales positivos ( [2] Yy [3]; [11] y [12]; [i}] |
luego u’ es positivo y con mds razén simétrico. Si v es ahora
un elemento unitario de U, como es (’vl’ = ['v"!): 1, la dl-
tima desigualdad demostrada pone de manifiesto que l(u',v)\ =1,
con lo que el funcional lineal u’,v >.veu’ estd, al igual
gque u’ , en la situacidn de no anularse sobre los elementos in-

versibles y dar 1 sobre la unidad de U, con lo que igualmente

serd simétrico. Aceptemps, por el momento, el sigulente lema:

Xe= 3ea W un dlgebra normada involutiva, w’ un funcional
lineal positivo continuo sobre W, w un elemento de W tal que el

funcional lineal w.w® sea simétrico; en estas condiciones, se

verifica: -~ ”w”.w' gww’ g ||wlfow’ (w), ¢ wa —>

¥y~ W positivo ).

Aplicdndolo a nuestro caso, donde u’ es el funcional po=-
sitivo en cuestidén y Z u’,v ;.v el elemento del 51gebra que

multiplicado por u’ da funcional simétrico, obtenemos:

u’',voy.v.u’ £ "E u',V';.v".u' = u’ , es decir:
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u’- u’,v>.v.u’ es un funcional positivo; su norma serd en

consecuencia lgual al valor sobre I:
”u' - vy vat|= <uny 1) - G v (v, 1> =
= 1-|u, v =121 = 0 = uw=la o’
= (u’ vau’ = va’ .

Recordemos que Vv era un elemento unitario cualqulera de

U; la udltima 1gualdad encontrada se escribe entonces:

<: u’, u.v:>. = <:u', u;>.<fh', Y;> , para todo u de U y pa-

ra todo v unitario. Si recordamos ahora ( ((2,I)) ) que en un
dlgebra de Banach involutiva con unidad todo elemento es comblna=-
cidén lineal de elementos unitarios, la dltima igualdad se puede
fdcilmente extender al caso v arbitrario en U y entonces u’

resulta ser un cardcter.
Hemos obtenido asf ( a falta de justificar el lema ((X)) ):

Y.- Sea U una Ctﬁlgebra, u’ un funcional lineal sobre U.
Las tres afirmaciones sigulentes equivalen:

td 4
a.=- u es un caracter.

b.= u’ no se anula sobre los elementos inversibles de U ¥y

<u', I> =1 .

C.~- Para cada u de U, <:u',\1;> es un valor espectral



-6l

de u.
( La equivalencia ((b))&e=> ((c)) es de cardacter algebralco,

por lo demds inmediata ).

Demostracién del lema ((X)):

Por ser w° y w.w  simétricos, para cualquier u de W se

tiene:
<wiyuw> = Lwaw', u> = Cwew’y, u*> = wa', u“.w;> =
= <fxv', (u*.w)*)} = ', w*.u:> ; vy fdcilwente, por induc-

cién, para cualquier ndmero natural k :

<w', u.w“> = '\/w', (w*)K.u> : V/u P .

pPor otra parte, sieudo w° positivo, la aplicacién
(u,v) —> v, v*.u;>. = (ulv) es una forma hermitiana po-
sitiva sobre W; aplicando convenlentemente la desigualdad de Cau-

chy-Schwart :

“
< w’, u*uw:?') = (uw?|u) < \/( uwzﬂluw"‘h Je(ujlu) =
“ “ ,'i
<w', (w"‘)zu"uw2 . <w’, u"u> =
L I :
rd “s 1 ’ 2

<w,u”uw-‘2 4> .<w,u*u>7‘ 5 \/u cW .
Esta igualdad permite demostrar por induccidn:

' )
PN at
I<w', u"uw>\ < <w', u*uw 2 > . <w', u"u>

V-

]

!
Tt )
,bu ev;



de donde:
Le

3
| Lwowry | € ([Pl vl - Koo >, Fuew
¥y, por paso al limite (n —> o2 ):

| Gwowsy wru S| € flwfle vty w*ud> , Kuew

que termina la demostracién.

- Casos particulares de nuestro lema ((X)) pueden verse de-

mostrados en [3] y [13] .

Demostrada la proposicién ((Y)), podemos tomarla como punto

de partida para la sigulente 1lnteresante generalizacidn:

Z.- Sean U y V C¥4{1gebras, V conmutativa ( I, e I, sus res-
pectivos elementos unidad ); sea G una aplicacidn lineal de U en
V; supongamos que, para cada elemento inversible u de U, G(u) es
un elemento inversible de V y que en particular es G(I,) = I,
en estas condiciones G es un homomorfismo ( en vista de ((2,J))

vy ((2,K)), automdticamente continuo y simétrico ).

Demostracidn:

Sea f un cardcter de V, entonces f.G es un funcilonal 1li-
neal sobre U que no se anula sobre los elementos inversibles y
vale 1 sobre el elemento unidad de U, sin mds que aplicar ((Y)),

resulta que f.G es un cardcter de U y en consecuencia:
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<f. G(u,.uz) > = <f, G(u1)>. <f, G(uz)> =
= <f’ G(u,).G(u")> ’ V(u”u‘) & v ==§

——— <f, G(u4.uz) - G(u1).G(u‘)> =0 » cualquiera que

sea f cardcter de V. Si f) designa la funcidén radio espectral
en V, se sabe que en cualquier dlgebra de Banach conmutativa con

unidad se verifica p(v) = sup Vg, v« [5]-Tomo 11. (L:
fen

conjunto de los caracteres de V ). Entonces en nuestro caso:

Pl Gla,u,) - Glu,).0() ) =0 V(u,,u) e v2 ;

de manera que si1 V es ademds sin radical ( fﬂv) =0 =>v=0);
hecho este que serd cierto sl, como se ha supuesto, V es una C%tdl-

gebra; se tendrd:

— d L [ ]
G(u,eu,) = G(u4).G(uL) § b/(u4,ug) e U 3 ¥ G es un homo~-
nmorfismo, como se querfa demostrar.

Nota.~ Se observard que nuestro teorema ((Z)) subsiste bajo
la hipétesis mds débil de que V sea simplemente un dlgebra de Ba=-
nach con unidad conmutativa y sin radical, a excepcidén de las con=-
secuenclas de continuidad y simetrfa de G, propiedad esta Yltima
que, en estas condicliones, carece incluso de sentido al no saber=-

se nada sobre la existencla de una conjugacidén en V. A la vista
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de ((3,N)), la coatinuidad de G puede subsistir si se le exige

ser sobreyectlva.

Una bellfsima consecuencia de, entre otros resultados, nues=-

tro teorema ((Z)) es:

Z,= Sean Uy V Cﬁélgebras conmutativas ( I, e I, sus res-
pectivos elementos unidad ), F una bilyeccidn lineal isométrica de
U en V tal que F(I4) = Iz s en estas condiciones F es un isomor=-

fismo ( necesariamente x-isomorfismo, por ((2,J)) ).

Demostracidn:

Como evidentemente es “FI' =1 y por hipdtesis, F(I,)=
= I, , resulta, aplicando ((1,D)),que F es una aplicacidn lineal
positiva y en consecuencia simétrica. For otra parte, en virtud

de las hipdtesis:

[ Feu) | - “IlF(u)(’.Ia- ra) | = full - (FCHug.z,- w|
= flul] - [Jmalez-uf ., Vueu :

Pero se sabe ( [11] Yy [12] ) que, para un elemento simétrico

w de una C2dlgebra, el mimero Uw"- l’HwU.I - w}) es pre=-
cisamente la cota inferior de w, m(w) ( mIfnimo valor espectral
de w o0, equlvalentemente, mgximo de los nimeros reales z ta-
lles que z.I <w ). Con esta notacidn la dltima igualdad demos=-

trada se resume ( téngase en cuenta que F(u) es simétrico slen-
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. pre que 1o sea u ): m(F(u)) = m(u) , para todo elemento si-
métrico u de U. En consecuencia si1 u es positivo (ues simé=-
trico y su espectro estd contenldo en R, ) uy F(u) son simultd-
neamente inversibles o no. Llegados a este punto, tenemos todo
el material preparado para apllicar el teorema ((2)) a falta de

un lema de cardcter general:

Desigualdad de Cauchy-Schwartz para aplicaclones lineales
positivas con valores en una c¥41gebra conmutativa.- Sea A un d1-
gebra normada involutiva con elemento unidad (I4), B una Gtélge-
bra conmutativa ( I,, su elemento unidad ), G una aplicacidén 1li-

neal positiva de A en B tal que G(1,) = I, ; se verificas

cw*.6(u) £ a(wu) , Vuea .

Demostracidén: sea u &A y 2z un ndmero complejo; como G
es automdticamente simétrica y es, por hipétesis, G(I,) = I, ;

se verifica:
6( (u*- ZI,)(u - zI,) ) = G(u*u) - G(u)™.G(u) +
+ ( G(u)*- ZIz).( G(u) = zIz) . Sea f un cardcter cualquiera

de B ( los caracteres de una c¥41gebra son siempre positivos |
como es G( (u*- ZI )(u - zI ) ) >0 , aplicando f a la dlti-

ma igualdad y eligiendo T = <if, G(u):> , se obtlene:

<< f, G(u*u) = G(u)“.G(u)>> > o0 , para todo u de A y para to=
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do cardcter f de B; lo que por aplicacién, por ejemplo, del teo-

rema de Gelfand-Naimark nos lleva a:
G(u*u) - G(u)¥*.c(u) > 0 & G(u)*.G(u) < G(u*u) , c.q.d.

Volviendo a las condiclones de ((Z,)) vamos aver que si pa=
ra un u de U F(u) es inversible entonces también es inversible
u ( en términos de la biyeccidn lineal inversa: v inversible
- Fd(V) inversible ); en efecto: sea u € U tal que F(u) es
inversible; recordando que F es positiva, por aplicacidén del le-

ma, resulta:
0< m( F(u)*.F(u) ).I, € F(u)*.F(u) € F(utu) ———>
—— 0 <nm( F(u)*.F(u) ) < m( F(u*u) )

(hemos aplicado que m(w) es el mayor de los ndimeros reales z
tales que zI £ w ). Resulta entonces que F(u¥*u) es inversible;
tengamos en cuenta que u*u es positivo y que para elementos po=
sitivos tenfamos demostrado que u*u y F(u¥u) eran a un tiemp®
inversibles o no; concluimos entonces que u¥u es inversible 1lo
que implica, siendo U conmutativa, que u es inversible.

Tenemos asf justificado que la aplicacidén lineal Fldae v
en U es tal que para cada elemento inversible v de V Frkv) es
inversible en U, pero como evidentemente FA(II) = I, , estamos
en las condiclones del teorema ((2Z)) con lo que F~' es un homo-
morfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo, lo que asegura

igual propiedad para F.
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El teorema ((Z,)) que acabamos de deriostrar se puede resu-
mir diciendo gue la estructura vectorial, la unidad y la norma de
una Ctélbebra cormutativa determinan completamente su estructura

( producto y conjugacidén ); o si se qulere, mds especificamente:

Sea X uu espaclo de Banach complejo ( ” (|, su norma ), sea
_L;y * (1=1, 2 ) respectivamente un producto y una conjuga-
cidn tales que { £ 01, L, * } es una Ctdlgebra conmuta=
tiva y que I, =1I, ( I,: elemento unidad de {X, 1.;} ); en=-
tonces es L,= L, (xly=xly , V(x,y) ¢ x* ) y
X, = %, ( x%1= x%*2 , ¥xe X ).

Considérese la aplicacién x —X de {X,” I,,_L4,*,}
en { 2 ! (| J_l,-kt* que es claramerie una isometrfa 1i-

neal conservando las unidades y apliquese ((ZA)).

Notase= 1e=- Puesto gue un isomorfismo de Ctélgebras conmu-=-
tativas es slempre una biyeccidn lineal isométrica que conserva
los elewencos unidad ( téngase en cuenta, por ejemplo, ((2,K)) ),
nuestro teorema ((Z,)) pone de manifiesto que esta propiedad es

: ; * :
caracterfstica de los isomorfismos de C-dlgebras conmutativase

2.- Nuestro teorema ((Z,)) resuelve afirmativamente, en el
caso de Ctélgebras conmutativas, el problema planteado en [7] SOo=
bre los 1somorfismos de orden entre Ctélgebras. Téngase en cuenta

que, ®n vista de ((1,C,b)) y ((1,D)), para ct41cevras conmutativas



=T 1

los conceptos de biyeccidén lineal isométrica conservando las uni-
dades y biyeccidén lineal ordenada ( isomorfismo de orden ) con=-
sevando las unidades son equivalentes. Para Ctélgebras no conmu=-
tativas el planteamiento es esenclalmente mas complicado puesto
que tanto los #-1somorfismos como los #-antiisomorfismos son
isomorfismos de orden conservando las unidades y, en consecuencla,
también lo es cualquler suma directa ( en el sentido de L?] ) de
un %-isomorfismo y un #-antiisomorfismo. Kadison ("Isometries

of operator algebras" ) ha demostrado para w¥d1cebras cualesquie-
ra la generalizacidn "natural" de nuestro teorema ((Z,)) en el

" Su=-

sentido de que todo isomorfismo de orden entre wtélgebras es
ma directa" de un #-isomorfdsmo y un ¥=-antiilsomorfismo, ¥y Mliles
ha probado en su Tesis ( [7] ) que este resultado no es en gene=
ral clerto para C¥4lgebras cualesquiera. Nuestro teorema ((z,))

asegura que el resultado de Kadison es clerto al menos para crd1-

gebras conmutatlvas.

3,- Habiendo llegado a mi poder reclentemente el 1libro de
Zelazko "Banach Algebras", tengo que hacer constar que, si bien
los razonamientos seguidos en este apartado son originales, no
asf los resultados. Concretamente:

El teorema ((Y)) y su corolario ((Z)) han sido probados por
Gleason, Kahane y Zelazko para dlgebras de Banach cualesquiera
( [18], pdg. 86 y 84, respectivamente ). El teorema ((z,)) ha si-
do probado por Nagasawa para subiliebras cerradas de C241lgebras

conmutatlivas ( "functlon algebras")( [18], pag. 146 ).



CAPIILITULO III

CXALGESRAS DE DIMENSION FINIIA



1.~ Una caracterizacidén de las dtélgebras de dimensién fi-

nitg.

S1 U es un dlgebra involutiva con elemento unidad y u’ es
un funcional lineal positivo sobre U, como la aplicacién
(u,v) —>u’, v*u:> es evidentemente una forma hermitlana

positiva sobre U, resulta, de la desigualdad de Minkowskl, que

la aplicacién u ————9»v<:u', d*u:> de U en C es una semi-
norma. A la vista de esto tendrfa interés el plantearse el estu-
dio de aquellas dlgebras involutlvas con unidad sobre las que

existiese definido un funcional positivo no degenerado u’

(ugo = <u', u"u> # 0 ) tal que la norma

u—> l ul = \I<u', u*u> cumpliese con unas condiciones

mfnimas de compatibilidad respecto a la estructura de U, a saber:
a.- El espacio normado {U,I Ir es completo (obsérvese
que " a priori" no se postula la l l-continuidad del producto de

U)e.
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b.- La conjugacidén de U es { ‘-continua.

S1 U es una Cxglgebra de dimensién finita no es diffcil
ver que responde a la situacidn que acabamos de describir. En
efecto: se sabe ( [2], [11], [12], [13] ) que todo funcional 1i-
neal continuo sobre una Cgélgebra es combinacidén lineal de fun=-
cionales positivos; en el caso que nos ocupa, siendo U de dimen-
sidn finita, todo funcional lineal es continuo de manera que el
conjunto de los funclonales positivos sobre U genera linealmente
el espacio dual U’ de igual dimensidn que U; podemos disponer
en consecuenclia de una base de U’ {u;,...,u;} cuyos elemen=-

4

tos son todos positivos. Si1 ponemos U’ = u; +eset u; , u’ es

también un funclonal positivo; veamos que u® es no degenerado:
sea u € U tal que <fu', d’u;> =0 , entonces, por ser los
u} positivos, se verifica <:uf, uﬂL1:> =0 (1=1,2,000,n)

L4

de forma que u*u es ortogonal a todo U’ (recuérdese que u

era una base de U’ ) y en consecuencia u¥u =0 ===;'>|\u“1

l'u*ull =0 = u=0 . Entonces la norma u -———>| ul =

VZ:u', u*u;> y la norma estelar, definidas ambas sobre
el mismo espacio vectorial de dimensidén finita U, son necesarla-
mente equivalentes con lo que la l l- completitud de U y la

l \—continuidad de la conjugacidén de U resultan evidentes.

Fl interés de la cuestidn reside en que la exlstenclia de un

funcional positivo no degenerado cumpliendo los axlomas ((a)) ¥
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((b)) caracteriza a las CXdlgebras de dimensién finita en el con-

Junto de las dlgebras involutivas con elemento unidad.

En el resto de este apartado U designard un dlgebra involu-
tiva con elemento unidad sobre la que existe definido un funcio-
nal positivo no degenerado u’ cumpliendo los axiomas ((a)) y
((b))e Nuestro propésito es demostrar que U es una C%dlgebra de

dimensién finita (el recfproco ha quedado visto arriba ).

Para ello, escribamos (ulv) = <:u‘, v*q;> y | u| =

q( ulu) ( (u,v) € U? ). El producto escalar ( | ) ,

que, por el axioma ((a)), dota a U de estructura de espacio de

1}

Hllbert, cumple evidentemente la propledad:
(uev|w ) =(viurtw ) , V (u,v,w) ¢ U3 ((3))
de donde, por la desigualdad de Cauchy=-Schwartz:
2 i 2
\u.vl = (uevlu.sw ) = ( v] uteu.v ) < lvllu*’.u.vl WV (u,v)eU? (09) .

La igualdad (u*uv|w ) = ( v| utuw ) , V%u,v,w) e U® ; con-
secuencia de ((%)), pone de manifiesto que, cualquiera qﬁe sea u
de U, el operador lineal del espacio de Hilbert {U, (1) }

v — u¥uv es simétrico y en consecuencia automdticamente con-
tinuo ( ver [1] ); la desigualdad ((#%)) demuestra entonces que
el operador lineal Vv —>uv es lgualmente continuo. Resulta

asf que todos los operadores de multiplicacidn por la izquierda
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son I \-continuos 0o, en otras palabras, el producto de U es con-
tinuo respecto a la segunda variable. Si llamamos ||ul| a la nor-
ma del operador lineal v —uv del espaclo de Hilbert

{ u, (1) ‘ , es decir: |lull = srp|?.v\ ; como es |u| =
ivl £

= |u.I| g “ul.lIl , es claro que la aplicacién u ———9[‘u(|

es una norgg que dota a U de estructura de élgebra normada; ade=

mds, de la desigualdad ((%x%)), se desprende:

| ul\l < ,’u‘u ” " flu € U ; de donde fdcilmente:

“u“1 = |'u*u|, . b/u 6 U . Resulta asf que { U,“ l.& serd
una C¥dlgebra en cuanto demostremos la || H-qompletitud de U, lo
que serd evidente a su vez sl demostramos que las normas | l Yy

H ” son equivalentes. Para ver esto recordemos que el producto
de U era [ l-continuo respecto a la segunda varlable; entonces
también lo es respecto a la primera puesto que, sl vV —>V.u
es un operador de multiplicacién por la derecha, la identidad
Veu = (u*.v*)* pone de manifiesto que el operador en cuestién
se puede descomponeXr en producto de la conjugacidén de U (que es
continua por el axioma ((b)) ) por el operador de multiplicacidn
por la 1izquierda w —> u*.w ( que, acabamos de recordar, es
también | l-continuo ) y por la conjugacién de U; resulta asi
que el producto de U = dlgebra con unidad que es un espaclo de

Banach respecto a la norma l l - es "separadamente" continuo res-
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pecto a sus dos varlables; en estas condiciones se sabe ( [4] y
[10] ) que su producto es "juntamente" continuo, es decir: exls-

te un nimero K positivo tal que
lu.vl < KX |u\.|vl , V(uqu 6 Ut . Esta desigualdad po-
ne de manifiesto que es (lul’ < Kjul| Vu.e-U ; que Jjunto

Azl ,Yueu ; desa

con la previamente demostrada; |ul <[u]
patente la equivalencia de las normas Il lly | |. Hemos demostra=-
do as{:

A.- Sea U un dlgebra involutiva con unidad sobre la que
existe definido un funcional lineal positivo u’ verificando los

axiomas ((a)) y ((b)); para cada u de U el operador Vv — U.V

es l l-continuo ( Jul = \/<:u', u*u>> ); sl ponemos “ul' =

=.sup|u.v| , la aplicacidn u ——9||u[' es una norma equiva-
jv| €1
lente a la de partida y {U,I‘ ll} es una CXdlcebra.

Para satisfacer nuestro propdsito inicial, nos queda sdélo

por ver que U es de dimensidén finita.

Para ello consideremos en U el nuevo producto escalar

(ulv), = <:u', u vf;> ; como es ( uju {‘: (u|u*) = lu'

%

Vue U ; y la conjugacidn es es | |-bicontinua, resulta que

{ U, ( | )4& es un espacio ls Hilbert topoldglcamente equlva=
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lente al de partida {U, (1) } . Si uy v son elementos de U,
convengamos en llamarles #-ortogonales si U.v*= 0 e hil-
bertianamente ortogonales si (ulv),=0 . Evidentemente la
% -ortogonalidad implica la ortogonalidad hilbertiana o, en otras
palabras, el conjunto x-ortogonal de una parte dada de U estd
incluido en el correspondiente conjunto ortogonal hilbertiano.
Vamos & ver que, si la parte en cuestidn es un ideal por la iz-
quierda, ambos conjuntos ortogonales coinciden. En efecto: en
primer lugar tengamos en cuenta que el producto escalar que es-=

tamos utilizando goza de la propledad:
(uv lw )4 =(u Imﬂ)1 , V(u,v,w) e U3 ( en este punto nues=

tro desarrollo entra en parte en relacién con [6] ), de manera
que si1 M es un ideal por 1la izquierda y u un elemento de U hil-
bertianamente ortogonal a M, cualqulera que Sea m € M, como um*m

también es de M, se tendrd:
O—(um*mlu)-(um*lum*)—lmu*‘l@mu*~0 V/mM

= 4 = = “ = y &
y u es x-ortogonal a M como se pretendfa.

Llegados aquf, haremos uso de algunos resultados sobre los

ideales por la izquierda de las c®d1gebras ( L11]):
- Sea V una C¥dlgebra, se verifica:

Ce= Todo ideal por la lzqulerda minimal de V es de la forma
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V.e , con e proyeccidén minimal de V.

d.- S1 e es una proyeccidn de V el conjunto #-ortogonal

del ideal V.e es el ideal V.(I - e) .

€.~ Si M es un ideal por la izquierda maximal de V tal que
su conjunto #-ortogonal no se reduce a cero, entonces dicho con=-

junto #=-ortogonal es un 1ldeal por la 1lzquierda minimal de V »

f.- Todo ideal por la izquierda maximal de V cuyo conjunto
% -ortogonal no se reduzca a cero es de la forma V.e, con e

proyeccidén maximal de V ( es consecuencla directa de ((c)), ((a))

y ((e)) )e

ge= Vie, C Ve, & e, < e, (e, ye,: proyecclo-

nes de V ),

h.- El ideal por la izqulerda V.e ( e : proyeccién de V )
es minimal si1 y sélo si 1la c%*41gebra e.V.e es unidimensional

( 1gual a C.e ).
Con estos resultados podemos demostrar:

Be- Sea U un glgebra involutiva con unidad sobre la que
existe definido un funcional lineal positivo no degenerado u’
verificando los axiomas ((a)) y ((b)). Se verifica ( se recorda-

rd que, por ((4)), U es una C¥41lgebra ):
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i.- Un ideal por la izquierda de U es minimal si y sélo si
es de la forma U.e , con e proyeccidén minimal.

Je= 81 e, y e, son proyecciones minimales de U, el es-
paclo vectorial e,.U.e, es a lo sumo unidimensional.

k.- Toda proyeccidn no nula de U es suma de un ndmero fi-

nito de proyecciones minimales.

Demostracidn:

de ((1)).- A la vista de ((c)), bastard demostrar que, si
un ldeal por la izquierda de U es de la forma U.e ( e: proyec-
cidén minimal ), dicho ideal es necesariamente minimal. Pongamos
M=U.e, con e proyeccidén minimal. Sea M’ el ideal x-ortogo-
nal de M ( M° = M.(I - e) , en vista de ((d)) ) y sea ¥, un
ideal por la 1zqulerda maximal conteniendo a M° ( esto es posible
pues en cualquler anillo con unidad el conjunto de los ideales
por la izqulierda distintos del total es L}- inductivo ). Como
el conjunto ortogonal hilbertiano de M, es no nulo y el conjunto
ortogonal hilbertiano de un ideal por la izquierda coincide con
su conjunto x-ortogonal, resulta, como consecuencia de ((f)),
que M, es de la forma U.e, con e, proyeccién maximel. Como

L4

era U.(I -e)=M < M, =U.e, , recordando ((g)), se conclu-

ye: I -e<e, ;ycomo I-c¢ es maximal ( recuérdese que

por hipétesis e es minimal y que la biyeccidn e — I - e

invierte el orden de las proyecciones ) resulta I-e=e, Y
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en consecﬁencia; 17 (igual a M,) es maximal. Aplicando ((e)), re-
sulta que M ( igual al conjunto x-ortogonal de M?, por ((d)) )
es minimal, como se querfa demostrar.

de ((J)).=- Sean e, y e, proyecciones minimales de U. En
vista de ((i)), U.e, y U.e, son ideales por la izquierda mi-
nimales de U; aplicando ((h)), resulta que e,.U.e, ¥y e,.U.e,
son espaclios vectoriales unid imensionales. Supuesto que e4.U.el
no se reduzca a cero, sea V € e .U.e, tal que \vl|=1 ; evi-
dentemente v¥v e e,L,U.ez y vv* ¢e_ .U.e, , COD lo que sin
dificultad se llega a: vky = e y vv¥ =-e, . Entonces las

kA
aplicaciones u—>u.v de e,.U.e, en e, .U.e ¥ u —=uv*
de eA.U.eI en e_.U.e, son biyecciones lineales mutuamente re=-
ciprocas, en consecuencia el espaclo vectorial e, .U.e, es iso-
morfo a e, .U.e, del que se sabe es unidimensional.
de ((k)).- Utilicemos el producto escalar (ulv) =

= <u', v*u> ( [u\ — \/<u', u*u> ) Se sabe que el

producto de U es | |-continuo por lo que se puede suponer ( st

acaso se multiplicard el funcional u’. por un conveniente nimero
positivo ) que es | u.v | < [u|.|v| , t/(u,v) € Ut . Se sabe
también ( [11] ) que, si una proyeccién e de una Ctélgebra se
escribe como suma de dos proyecclones e, y €, , €8 'e1.ez = 0,
¥y que el hecho de que una proyeccidén sea minimal equivale a la
imposibilijad de descomponerla en suma de dos proyecciones no nu=-

las. Con estos supuestos sea e una proyeccidén no nula de U; sersa
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‘e(:le"-\ < le"Lé\el >1 « 81 Iel1<2 , e es mi-
nimal, pues en caso contrario si es e =e + e, una descompo-
sicidén de e en suma de proyecciones no nulas, como es e,e€, = 0
y con mds razdn ( e4|e1) = 0 , aplicando el teorema de Pitdgo-

ras serfia le[l = |e1{l+ ‘elf > 2 , contra la hipétesis. Ra-

zonemos entonces por recurrencla y supongamos que, para un valor

natural n , toda proyeccidén e tal que ]e\l'< n es suma

de un nudimero finito de proyecciones minimales. 31 e es una pro-
yecclidn tal que |e|1'< n+i y no es minimal, existe una des-

composicidn e = e+ e, con e, y e, proyecciones no nu-

las. Entonces:
1
[e ]t lel

|e7_\1 = le[l - (e4|1 < (n+ 1 )=1

I
=

le | < (@ +1) -1

1]
B

y se aplica la hipdtesis de inducciodn.

Nota.- La demostracidn del lema ((k)) estd tomada de [5]-

Tomo II ; se hace allf para dlgebras hilbertianas completas.
Estamos ya en condicliones de culminar nuestro propésito:

C.- Sea U un dlgebra involutiva con unldad; las dos aflr=-

maciones sigulentes equivalen:

L

1l.- Existe un funcional lineal positivo no degenerado u

tal que U con la norma u —f>| ul = V{<u', u*u:> es un es-

paclo de Banach y la conjugacidn de U es | |=continua.
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me= U es una C%d1.ebra de dimensidén finita.

Demostracidn:

((m)) =—=((1)).- QuedS claro al principio del capftulo.
((1)) =—=>((m)).- Apliquemos ((B,k)) al elemento unidad de
U que evidentemente es una proyeccidén no nula; se tendra
I = e, + e teoet € donde cada e; es una proyeccién minimal.

Entonces para cada elemento u de U serd:

u=I.u.I= (26‘-).u.(£e‘-)= 2 e':.uoe' f ]
1€i<n lejen 1<€ien |
1 <) <n
lgualdad que pone de manifiesto que U es suma de los n® subes-
pacios { e;.U.ei ]1 <£i<n, 1ej<n } que, segun ((B,J)) son
a lo sumo unidimensionales; en consecuencia U es de dimensidn fi-

nita. Que U es una C¥dlgebra quedd demostrado en ((A4)).

Nota.- Para-encontrarle perfecto sentido a la afirmaeién
((m)) téngase en cuenta ( (II,2,L)) ) que si un dlgebra involu-

tiva con unidad es una Ctélgebra lo es de una dnica manera.

En el resto del capftulo nos dedicaremos a un estudio, no
exaustivo por supuesto, de las Ctélgebras de dimensién finita des-
de el punto de vista de la caracterizacidén que acabamos de hacer

en ((C)).
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2.~ Existencia de trazas no degeneradas en las c¥41pebras

de dimensidn finita.

Sea U una C¥dlgebra de dimensidn finita. Hemos visto en el
apartado anterior que sobre U exlste definido un funcional posi-
tivo no degenerado u’ definldor de la norma estelar de U por el
procedimiento que se indicé en ((1,A4)). Cualquier funclional po-
sitivo no degenerado sobre U, en vista de la dimensionalidad fi-
nita de ésta, se atendrd trivialmente a los axlomas ((1,a)) y
((1,b)) con lo que igualmente por el procedimiento indicado gene-
rard la udnica norma estelar de U ( recuérdese ((II,2,L)) ). Vamos
a ver que sobre una C!élgebra de dimensidn finita existe un fun-
cional positivo no degenerado que tlene 1la propledad adiclonal de
ser central ( un funcional lineal v’ definido sobre un dlgebra se
llama central si se verifica: < v7, v4q;> = <5 v,
para todo par (yﬂ,vz) de elementos del dlgebra; un funcional
positivo central sobre un dlgebra involutiva se llama una trazaj

as{ pues vamos hacla la bisqueda de una traza no degenerada )e

Tenemos que empezar con un teorema de teorfa de espaclos de

Hilbert:

D.- Se supone: X un espacio de Hllbert; K una parte convexa
y cerrada de X; F un grupo de bliyecclones de K sobre K, tal que:

1.- Existe un numero 1 verificando:
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|t -t € 1x -5 » Vs erxr .
2. f( (1/2)(x +y) ) = (1/2).( £(x) + £(y) ) ’
V(X.y,f) € szF o
3e= cheK | sup Hf(x,,)” & 400 .
feF
En estas condiciones, se tiene:
8. Vx €K sup Hf(x)ll & +oo .
feP
b.- Si ponemos M(x) = sup ||£(x)|| , se verifica:
feF
1= |M(x) - My)| € 1lx -5l Vix,y) e x* .
2= [[x - y||? £ 22%( M(x)® + M(x)® - 2M( (1/2)(x »¥) ),
V(X’Y) € g*
C.~- BEn consecuencia, si ponemos r = inf M(x)
xeK

1.- Cada sucesidn { > } (x,e K ), tal que M(x,) —> T,

es de Cauchy. Sea a = lim x_ °

2.- a es el unico elemento de K tal que M(a) =T o

Je= f(a) = a ’ Vf EF .

Notas al teorema.- La afirmacién importante de nuestro teo-
rema es la ((c,3)) relativa a la existencia de "puntos fijos" pa-

ra un grupo de'biyecciones en las condiclones del enunciado, el
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resto no es sino la recopilacidn de los principales resultados
obtenidos a lo largo de la demostracidn. No cabe pensar en la
unicidad de tal punto fijo, como lo pone de manifiesto el caso
en que K sea acotado no reducido a un punto y el grupo de biyec-
ciones F se reduzca a la identidad sobre K; el punto fijo detec-
tado en nuestro teorema es, desde luego, el de norma mfnima en-
tre todos los posibles y, con esta condicidén adicional, sf es
dnico. Si el convexo cerrado K es ademgs acotado, la tercera hi=-

p6tesis y la afirmacidén ((a)) son superfluas.

Demostracidn del teorema.- Por hipétesis, existe un punto

x, tal que sup Hf(x,)l|<.+0° ; utilizando la primera
fer

hip6tesis:

e - el € [t - taxll € 1)x - x| ——
= (lt@f| 2 1llx - x|+ el Yzt e kxF ;
desigualdad que pone de manifiesto que también iipF\|f(x)l|<+m,

blx €K ( afirmgciGn ((a)) )o Esta misma desigualdad, poniendo
en lugar de x, un punto y genérico de K y llamando M(z) =

= sup ”f(z)ll , demuestra que M(x) - M(y) < 1||x - ¥ll .
fer

V(xgy) E K“’ « Intercambiando los papeles de X e y se llega
inmediatamente a la desigualdad ((b,1)) y, en consecuencia, 1la

funcidén X — M(x) es continua. Por otra parte, sea f e F,
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X e y de Ky apliquemos la hipétesis primera poniendo £~ (que
tamblén es de F ) f(x), f(y) en lugar, respectivamente, de f,

X, ¥ 5 resulta:
lx-vll 1]t -l ., ¥ (xy,8)e kP ;

con lo que aplicando una conoclda ldentidad de las normas proce-
dentes de un producto escalar, la definicién de la funcidn M y la

segunda hipdtesis, se obtiene:
| - 5l € llee) - el = 2% Clle@ 1+ el -
2|l (/20 + ) )T )€ 22 (w0« ue T -2llec/2) )],

b/(X.y,f)éé K'’x F . Fljados provisionalmente x, y ; para todo

nimero positivo ¢ , existe f,e P tal que
" .2 z
| 261720 + o0 ||" > ma/2)0x + 90)° - € ; con lo que,
segin la dltima desigualdad:

1 2 k4 2 2 11
[[x - yl|" € 2% m0)* + m(y)® - 2m((1/2)(x + 3))) + 4Te.
de donde se concluye inmediatamente ((b,2)) sin mds que tener en

cuenta la arbitrariedad de € . Pongamos ahora r = inf M(x) y
xe K

sea {x“} ( x,eK ) una sucesidén tal que M(x, ) —>r :

bjﬁ>0, 3peN| n;pﬁ}{(x«)z<rz+é .
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S1 n y m son enteros mayores o iguales que p , la desigual-

2
dad ((b,2)) da: |‘xn - anI <'4f%. , que prueba que la su-

cesidn {x“} es de Cauchy ( afirmacidn ((c,1)) ). Sea a

n
H

= 1lim x,_ , a pertenece a K por ser éste cerrado y es M(a)
por la continuidad de la funcién M. Si a“ es otro punto tal
que M(a’) =r , la desigualdad ((b,2)) demuestra que

||a - a'lll.é 0 —> a=2a" . Queda asf terminada la afir-
macién ((c,2)). Fijemos f ¢ F y sea g &€ F por lo demds cual-

quiera y pongamos b =f(a) ; como g.f e F

,lg.f(a)‘l < M(a) =r , VgeF ; de donde:

—

[| &0 |

r < M(b) = sup {[g(v)[| €« T =———> M(b)=r . Pero esta
F

ge
condicidn es caracterfstica del elemento a , luego f(a) = b =

=a ,y a es punto fijo del grupo de biyecciones F. El teore-

ma ha quedado demostrado.

Terminado este inciso de teorfa de espacios de Hilbert, po-
demos ya dar un segundo paso mds especifico hacla 1la bisqueda de

trazas no degeneradas en las C¥dlgebras de dimensién finita:

E.~- Toda derivacidén de una Ctélgebra de dimensidén finita es

interior.

Demostracidn:

Sea U la C¥dlgebra en cuestién y d una derivacidn de U.
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Sobre U exlste definido un funcioral positivo no degenerado u’
de manera que { U, (u,v) —(ulv) = <:u’, v“u;>-} es
un espaclo de Hilbert ( denotaremnocs ‘ | 1a norma hilbertiana )e
Si A designa el grupo de los elementos unitarios de U, para cada

a de A llamemos T, a la aplicacidn u —>(au + d(a))a™' de

a

U en sI mismo; como se demuestra sin diflcultad que es
I‘ 01\‘) = I‘a..b ’ V(a)b)é A:a ’ y I‘I == I(«L ’

resulta que el conjunto { E“_I a e A } es un grupo de biyec-
ciones de U sobre U. Utilizando 1la norma estelar ( que es inva-

riante por multiplicacidn por elementos unitarios ):
[lrauu - f“(V)H = “Ll- V” . V%u,v,a)é U A H

lo que en términos de la norma hilbertiana, necesarlamente equi=-

valente a la éstelar, se traduce por una condicidn del tivo:
le(u) - I‘q_(v)| < llu - VI . i/(u,v,a) e U% A s

con 1 independiente de u, Vv y a . Evideantemente:

50(1/2)(u + v)) = (1/2)( 2,(0) + I.(v) ), F(a,via) e vka .
rambién:  |[2,(0) || = |la(a).a || = llaca)ll <= Wal|, de donde
sup \I“(O)‘ & +0° , Estamos entonces en las condicliones del teo-

aead

rema ((D)) aplicado al espacio de Hilbert { v, (| ) & siendo
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el convexo cerrado K igual a todo el espacio y { Ta | 2 €A *
el grupo de biyecclones. En consecuencia existe un elemento u,

de U tal que

T, (u,) =u, , VaeA@) d(a) = u,ea = a.u, , Vae A

S1 se recuerda que en una C!élgebra todo elemento es combinacidén
lineal de élementos unitarios, la Yltima igualdad, vdlida para
todos los elementos unitarios, se extiende por linealided a todo
U. As{ pues d(u) = ugeu - ueu, , b(u €U ;y d es interior

como se querfa demostrar.

Nota al teorema ((E)).- Una Ctdlgebra de dimensidn finita
es, como espaclo normado, evidentemente reflexiva y en consecuen-
cla isomorfa al dual topoldgico de un espacio de Banach, con lo
que es un: Wdlgebra ( ver definicidn de wEd1lgebra en [13] ) .

Se sabe ( [3] v [13] ) que toda derivacién de una WXdlgebra es in=-
terior ( la parte algebraica de la demostracidén que acabamos de
dar para nuestro caso particular estd tomada de la demostracién
cldsica ). No obstante hemos dado una demostracién analfticamen-
te independiente basada en un resultado de espacios de Hilbert

( ((D)) ) ya que nuestro propdésito, como se ha dicho al final del
primer apartado de este capftulo, es elaborar una teorfa de las
C*dlgebras de dimensién finita desde el punto de vista de ser la

Unica posibilidad de coexistencia de las estructuras de dlgebra
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involutiva con unidad y de espaclio de Hilbert, con unas condicio-
nes de enlace, a saber, que el homomorfismo que a cada elemento
asocla el operador de multiplicacidén por la izqulerda por dicho

elemento sea un #-homomorfismo y que la conjugacidén sea contlnua.
Corolario de ((E)) es:

F.- Todo automorfismo e=-positivo de una c%41gebra de di=-
mensién finita es interior. Concretamente: sl son U y F, respec-

tivamente, el dlgebra y el automorfismo en cuestién, existe un

elemento positivo inversible w de U tal que F(u) = waw !,
/
VUEUQ

En efectos segiun ((II,3,S)), F es de la forma ed' con d

derivacidn x-antisimétrica ; d ha de ser interlor seglin se

acaba de ver,; de manera que exlste u,eU tal que

d(u) U el = Ueu, f/u eU . Por ser d x-antisimétrica:

d(u) - d*(u) = - d(u*)* = = (ug.u¥- u*.uo)* = uf.u - u.u¥ 3

b/u €U o Y por tantoi
d(u) = (1/2) (u,+ u¥)ou = u.(1/2)(u,+ u¥) ’ Vueu H

de manera que el elemento u, puede suponerse simétrico. Si po-
nemos f(u) = ugz.u , g(u) = u.u, ; £ y g son operadores

lineales permutables y evidentemente d =f~-g , y por tanto



=-91=

e“ = et.e? o Pero fdcilmente se ve que e*(u) = e*%u y
e ?(u) = u.e i b’u € U; y entonces: F(u) = ed(u) =
= e'(e's(u)) = e“u.e"“s, Como e“® es evidentemente positivo

(u, era simétrico ) el corolario estd demostrado.

Podemos ya enunciar:

Ge- Sea U una, Ctélgebra de dimensidn finita; existe una tra-

za no degenerada sobre U.

Demostracidn:

Recordemos, una vez mds, que sobre U existe un funcional po-
sitivo no degenerado u’ y hagamos uso de la estructura hilber-
tiana que el producto escalar (Wyv) —> (ujv) = <u', v"u>
confiere a U. La aplicacidn (u,v) —>( v*| ux) es una for-
ma sexqullineal continua sobre el espacio de Hilbert {U, (1 )};

se sabe entonces la existencia de un unico operador F & L(U) tal
que (v*| u*) = (Fuw)|v) , V(uv)eU? . Se tiene:

( Fluv) | w ) = ( w*| v*u¥) = ( vw*| u*) = ( F(u)| wv¥) =

= (w¥F(u) | v*) = ( F(v)| F(W)*w ) = ( F(WF(v)| w ) ’

t/(u,v,w) e u3 = F(uv) = F(u)F(v) ;

es decir, F es un homomorfismo ( se ha utilizado la propiedad

( u,uzI u,) = (u, | ufu,) del producto escalar y la definicidn
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de F ). Por otra parte, como es
1 T
( F(u) ju) = ’ u*[ > 1|u| , Yuevu (1 es un ni=-

mero positivo independiente de u , consecuencia de la continui-
dad de la conjugacién ); resulta que en la CZdlgebra L{U o( ) )}
F es positivo e inversible ( ver [1] ), de manera que F es8 un
automorfismo de U cuyo espectro estd contenido en R . Se sabe
también que el hecho de que para un operador lineal continuo de
un Hilbert ocurra ( F(u)ju )>0 , FueU ,implica que
(P)|v)=(ulPfv)) , V(u,v)ev* . aplicando esto y
la definicidén de F, resulta:

(ulv ) = (F(v¥)|u*) = ( F(u)| P(v)*) = ( F(u) | F¥(v) ) =

= (ul| F.F¥(v) ) , ¥V (u,v) € U% 5,
def.

‘—_:;\F,F*:I —-_@ F’ = F*-'zF .

Resumiendo estos resultados: F es un automorfismo ¢ -simé-
trico de U cuyo espectro estd contenido en R+, es decir, F es un
automorfismo e-positivo de U. En virtud de ((F)) es F(u) = w uw,
Vu € U; para un clierto elemento positivo inversible w de U.

La condicidén de definicidén de F interesa ponerla ahora de la si-

gulente manera:

<:11', u.v:> = (vlu) = ( Flu)| v¥) = Cu’, v.F(u) > ’
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V(u,v)é U% . Entonces si llamamos t a la aplicacidn
u ——>(u', u.w> de U en C, t es evidentemente lineal y

vamos a ver en primer lugar que t es central. En efecto:

<t, u.v> = <u', u.v.w> = <u', v.w.F(u)> =
= <u', v.w.w’.’u.w> = <u', V.u.w> = <t, v.u> .
Adends, b/ué U <u', w.u> = <u', u.F(w)> = <u',u.w>

es decir, u’ew = wou’ ; de manera que w conmuta con u’ .
Ahora bien, el conjunto de los elementos de U que conmutan Con
u’ ( funcional positivo y por tanto simétrico ) es una CEsubdl-
gebra de U de manera que si contiene a w ha de contener tam-
bién a w‘;'- puesto que wi pertenece a la Ctsuba'lgebra de U en=-

gendrada por w . Entonces es:

’

) 1
t = weu’ = wi.wz,u’ = wiu'uw?2 ; con lo gque para cada u de U

se verifica:

<t, u*u> = Lu’y wi.u .u.w'i> = tu.w%-lz

igualdad que muestra que t es positivo e incluso no degenerado
puesto que w"i es inversible; como habfamos visto que t era
central, concluimos que t es una traza no degenerada, lo que

acaba la demostracidn.
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3.- Identificacién de una C¥dlgebrs de dimensién finita
con su dugl por medio de una traza no degeneradas.

Recordemos que, si1 U es un dlgebra involutiva con unidad

y si U‘ designa el espacio vectorial de todos los funcionales
lineales sobre U, U* estd dotado "naturalmente" de una rica

estructura algebraica, a saber:

def.
- El orden { u; € u;, &> uj-u; es positivo }
es compatible con la estructura de R-espacio vectorial de U}.
- la aplicacién u’—3 u’* ge U* en s{ mismo, defi-

nida por la férmula

<u'*, u>=<u', u“‘-> ’ VuéU

es una involucidén semilineal ( que llamaremos la conjugacién de

ut ).

- La conjugacidén y el orden de U* estdn relacionados por

el hecho de que todo elemento positivo es simétrico.

-S1 u y u’ son elementos, respectivamente, de U y U}

Yy si definimos los productos u.u’ Yy uJsu por las férmulas

L ua?, v> = {u’ vau>
u’u, v> = £u’, u.v>} Vv €v

con estos productos U+ tiene estructura de U-médulo bildtero.
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- La conjugacidn y la estructura de U-médulo bildtero de UF

gozan de la ley de compatibilidad:
(u.u')* = u’¥u* 3 V (ueu’) € UxU{' .

S1 U es una 0%dlgebra de dimensién finita, se sabe que U}
coincide con U’ (dual topolégico de U ), que Uy U’ son lineal-
mente isomorfos y que toda biyeccidén lineal de U sobre U’ es un
homeomorfismo ( hablamos en términos de la dnica topologfa sepa-
rada compatible con la estructura de un espacio vectorial de di-
mensién finita ). Vamos a ver que U y U’ se pueden poner en co-
rrespondencia biunfvoca de manera que se conserven sus estructu-
ras comunes ( orden, conjugacién y estructura de U-médulo bild-

tero ):

He= Sea U una Ctélgebra de dimensidén finita, t una traza
no degenerada sobre U ( su existencla quedd probada en ((2,G)) )
Yy G la aplicacién u —>u.t de U en U’ ; se verifica:

a.~ G es un homeomorfismo lineal tal que G{u.v.w) =

= U.G(V)ew , V(u,v,w) e v* ,
be= G(u*) = G(u)* , Vu cu "
Ce= G(u) 20 & u 20 (ueU ).

d.- Ia lmagen por G del centro de U es el conjunto de los
funcionales lineales centrales sobre U ( como consecuencia de

((e)) y ((d)), el conjunto de las trazas sobre U es la imagen por
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G dei~conjunto de los elementos positivos del centro de U ).

Demostracidn:
de ((a))e= Como t es una traza, se verifica sin dificul-

tad que u.t = teu , bzu & U ; entonces
G(UeVeW) = UeVeWet = Ue(Vet)eW = UG(V)ew V%u,v,w)éevs .

G es clarsmente lineal. Veamos que es inyectivo: sl es G(u) =

u.t = 0 , serd en particular

o

= <:u.t, u':> = <:t, u*uj) , de donde u =20 »

sin mds que recordar que t es no degenerada. Siendo G aplica=-
cién lineal inyectiva entre espaclos vectoriales de igual dimen-
sién finita, G es sobreyectiva y, en consecuencia, un homeomor-
fismo.

de ((b)).= Para cada u de U se tendrd:
G(u*) = u®.t = t.u* = t¥ou* = (u.t)* = G(u)¥

( se ha tenido en cuenta que es t.u = u.t , Vu €U ; que t

es simétrica por ser positiva, y que (u.u')“ = uu¥

v/(u,u‘) € UxU’ ).

de ((c¢))e«= S1 u es un elemento positivo de U, se verifica:
)
G(u) = ust = utout.t = u*.t.u{ , ¥, expresado de esta mane-

ra,resulta claro que G(u) es un funcional positivo. Recfproca=-
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mente, supongamos que es G(u) > 0 ; entonces:
<v.t.v", u> = <t, v*.u.v> = <t, v.v*.u> =
= L u.t, v.v“> = <G(u), v.v“> b N - BRI Vve U .

Como se comprueba sin dificultad que {v.t.v" \ velU, v ¢ Os'
es una familia admisible de funcionales positivos sobre U y se
sabe que el hecho de que para un elemento w de una C!a'lgebra
se verifique LW’ w> 20 para todo w’ de una tal fa-
milia caracteriza al elemento en cuestién como positivo

( ((1,2,F)) ) concluimos: u >0 .

de ((d))e= S1 u pertenece al centro de U}

<G(u), v.w> = (u.t, v.w> = <t, v.w.u> =
= <t, w.u.v> = <t, w.v.u> = <u.t, w.v> =

<G(u), w.v> , V(v,w) e u* ; ¥ resulta que G(u)

es un funcional lineal central. Reciprocamente, si G (u) es un

funcional central:
Cuwvety w > = b, wauev > = (b, vowen > =

luety, vaw > = e(w), vew > = L6(u), wev > =

Cuty, wov > = Cveuet, w >, ¥(v,w) e 12 =——=
= u.vet = veuet , FveU : v si se tlene en
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cuenta que la aplicacidén w —> W.t es inyectiva: U.Vv = V.U,
V’u €U , y u pertenece al centro de U, como se quer{a demos=-

trar.

Resulta, como consecuencla de nuestro teorema, que toda po=-
sible propiedad de los espaclos U y U’,que se pueda enunciar en
términos de sus topologfas, sus estructuras de U-médulos bildte-
ros, sus conjugaciones y sus drdenes, es a un tiempo clerta para

amhos o no. Asi por ejemplo:

I.- 3ea U una C%¥41,ebra de dimensién finita. Toda parte su-
periormeante filtrante y mayorada de U tlene extremo superior

adlierente a la parte en cuestidn.

Demostracidn:
Zn vista del comentario que acavamos de hacer, nuestra pro-
posicidn serd clerta si es cilerta la andloga en U’, de manera

que ((I)) quedarda patente en cuanto demostremos:

J.- Sea U un dlgebra normada involutiva con unidad y U’ su
dual topolégico. Toda parte de U’ superiormente filtrante y ma-
yorada tiene extremo superior nérmicamente adherente a la parte

en cuestidn.

Demostracidn:

Utilizareuos dos hectos conoclildos:
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- Todo elemento positivo u de U° cumple la igualdad
\'u"\ = <:u', I >> ( I: elemento unidad de U ).

- El conjunto de los elementos positivos de U° es ndrmica-
mente cerrado ( en consecuencia, para cada u’ de U°, los conjun=-
tos ‘{u'é U° | u’gu’ } y {.u'e U’ | u’2u’ } son
igualmente cerrados ).

Tenlendo en cuenta estos resultados, sea M la parte filtran-
te y mayorada de U’ en cuestidn; para cada u’ & M , pongamos
By = { vieM | vi> u'} ; en vista del cardcter filtrante de
M, se comprueba sin dificultad que la familia { B, | u‘e M}

es una base de filtro sobre U’; veamos que es de Cauchy: sea w’

un mayorante de M, como es

<w'- u’, I> >0 Vu'c- M —> R(u’,ID>) =
R( <w', I> ) bl u‘e M ( R(z) designa la parte real

del complejo z ), resulta que el conjunto de numeros reales
{ R( Lu’y I>) | u’e ™ } estd mayorado; si es r su extre-
mo superior, para cada g positivo, existird un u/ & M tal

que  R( <ue', I>)>2r - (g/2) ; con lo que si u) vy uy

son elementos cualesqulera de B (u/- u: >0, u;- u; 20 ):
3
“ u/ - u;Ii < llu:- u;tl+ |‘u;- uZl‘ =

v ., ’ ’ rd
= Cu/- g, I> + (u?_— u’l, I> =

-

=l ul, L) vl D, I> Y =2R(< 1/, [>) £
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£ r+1r=-2(r - (€/2)) = € 5 con lo que el didmetro

ae B“; no supera a g . Queda as{ probado que { B“.( u’e lﬂ}
[
es una base de filtro de Cauchy sobre el espacio completo U’

si es u,; su limite, de la 1lgualdad { u:,} = {\-_:. se
u‘e M

desprende que u, es adherente a M. Ademds, para cualquier u’
de M, uj e §; , ¥y como el conjunto de los elementos que si=
guen & u’ es cerrado, conclulmos: ul zu’ , con lo que u,
es un mayorante de M. S1 w) es otro mayorante de M, como el
conjunto de los elementos que preceden a w’ es cerradoy u,

rd

pertenece a M, se obtiene: u? < w. ; de manera que u’,, es el

extremo superior de M.

El resultado que acabamos de demostrar se conocfa ya en [11];

hemos conseguido aquf una demostracidén sensiblemente mds breve.

Corolario de ((J)) es:

J o= Toda sucesién no decreciente y mayorada de funclona-
les continuos sobre un dlgebra normada involutiva con unldad
converge, con la topologfe de la norma, hacia el extremo supe-

rior del conjunto de sus términos.

En efecto: si es {11;} la sucesidn en cuestidén, el con=-
junto de sus términos es superiormente filtrante y mayorado, lue=-

go, sexdn ((J)), tiene extremo superior perteneciente a su clerre
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( sea u? dicho extremo superior ), con lo que:
V € >0 : dpeXN I (luy - uél\ & € ; y entonces pa-

ra n=p , se verifica:

”u;-u;”:’-<u;-u;,l>$ <u;-u;,1>=

4
-

= “ 0 u; ” < € ( se ha tenido en cuenta que por ser la

sucesién no decrecilente es u - u, < u;- u; para n =D ).

Segin ((H)) este corolario se traduce automgticamente al

caso de las C¥dlgebras de dimensidn finita:

J .- Toda sucesidn no decreciente y mayorada de elementos
de una CSélgebra de dimensidn finita converge hacla el extremo

superlor del conjunto de sus términos.

4,- Teorema de estructura de las C!élgebras de dimensidn

finita.

El ejemplo mds senclillo de C:élgebras de dimensidn finita
lo constituyen las dlgebras de matrices nxn con términos en
C o, 81 se qulere, por isomorfismo, las glgebras de operadores
lineales sobre un Hilbert n-dimensional ( ne€N ). Evidentemen-
te por suma directa de un numero finlto de Cﬁélgebras de este

tipo ubteremwos nuevas Jiélgebras de dluensidn finita ( se llama
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suma directa de una familia { U, \ de Cfélgebras a una nueva
Ctélgebra construida de la sigulente manera: sus elementos son
las familias {u;} -u;e U; - tales que sup llu;[l<+oo;
la suma, el producto por complejos, el producto y la conjugacién
se definen término a término, y la norma, por la férmula

{l {“i} Il = sup uuill « He utilizado la nomenclatura de Sakal-
-[1ii; este mlsmo concepto aparece en Dlxmier-[2] con el nombre
de producto directo ). Vamos a ver que toda Ctélgebra de dimen-

8ién finita es isomorfa a la suma directa de un nimero finito de

dlgebras de matrices cuadradas con términos en C.
El primer paso consiste en justificar:

K.- Sea U una CXdlgebra de dimensién finita;

a.- La aplicacién e —>U.e es una biyeccién ordenada
del conjunto de las proyecciones de U ( con la restriccidén del
orden de U ) sobre el conjunto de los ldeales por la izquierda
de U ( ordenados por inclusién ).

be- La imagen, por esta biyeccidén, del conjunto de las pro-
yecciones del centro de U es precisamente el conjunto de los

ideales bildteros de U.

Demostracidn:
de ((a))e= Para cada proyeccién e de U, U.e es eviden-
temente un ideal por la izquierda y la afirmacidén ((1,g)) mues=-

tra a un tiempo que la aplicacidén e — U.e€ es ordenada e
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inyectiva. As{ pues s8lo falta ver que todo ideal por la izquier=-
da de U es de la forma U.e para una convenlente proyeccidn e,
Para ello hagamos uso de la existencia sobre U de un funcional
positivo no degenerado u” ( como siempre escribiremoss
(utv) = <u’, v*'u> , |lul = \/(u', u*u> e 31 M es

el 1deal en cuestidn, M es evidentemente una variedad lineal de

U cerrada en vista de su finita dimensionalidad; sea entonces T
la proyeccidn ortogonal del espacio de Hilbert { U, ( | )) S0=-
bre M y pongamos e = T(I) ; se sabe que I -e es ortogonal
a M, con 1o que si m es un elemento cualquiera de M ( M{m-m.e)

también es de M ) se tiene:
Oz (I-e|m*m-me))=(m(I-e)ln(l-e¢)) ——>
= m = m.e 3 V/m e M °

Bsta igualdad muestra que M estd incluido en U.e y, como la in-

clusidn inversa es trivial, se concluye: M = U.e . La misma
igualdad da por particularizacidn (m=-¢e ): e =e , con lo
que e es un idempotente. S8lo nos resta ver que e puede ser
elegido simétrico. Para ello supongamos que el funcional u’ de-
finidor de la estructura hilbertiana de U es una traza ( lo que
es posible en virtud de ((2,G)) ); entonces para cada u de U se

comprueba sin dificultad la fdérmula:

lu - u*‘z = 2|ull - (ulu*) = (ulu) . Para nuestro ele-
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mento. e se verifica:
(ele¥) = (e*|I)=(elI)=(ele)= el
( 1la igualdad (elf)="(e]le) queda patente si se recuer=-
da que I ~-ce es ortogonal a M y se la pone en la forma equi-
valente (I ~-ele)=0 ), con lo que aplicando la férmula
enunciada arriba, resulta: |e - e"[z =0 —/> e = e¥ y
e ( que era un idempotente ) es una preyeccidn,

de ((b))e.=- S1 e es una proyeccidn del centro de U, U.e
es evidentemente un ideal bildtero de U. Reciprocamente, si M es
un ideal bildtero de U, como en particular es un ideal por la iz=-
quierda, se tiene en vista de ((a)) M= U.e donde e es una
proyeccidn que, se dn se lLa visto en la demostracidén de ((a)),
puede considerarse como la proyeccidn ortogonal ( en el ambiente
de la estructura hilbertiana que confiere a U una traza no dege-
nerada ) de I sobre M. 31 llamamos T a la proyeccidn ortogonal
sobre M, para cada u de U se sabe que T(u) es el Unico elemen-

to de M tal que u - T(u) es ortogonal a M. Pero también:

0

(I-12(1)] u*tm )
(I -T(I)| mu* )

(u=-ueelm)=(I=-ce|u¥m) / M
m & °

0

e | mu* )

(u=-e.u|lm)=¢(1I

Resulta asf que u.e y e,u , que son elementos de M, son tales
que u = ue.e y u - e.u son ortogonales a M. Concluimos:

I(u) = e = eeu , b/u el ; Y e es una proyeccidn del cen=-
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tro de U, como se queria demostrar.

Polemos pasar ;s al enuncliado del teorema de estructura. Dle-

ro demos antes una definicidn:

Sea U una C%dl,.ebra, Z su centro; una proyeccidén de U la
llamaremos Z-minimal si pertenece a Z y, considerada como pro-
yeccidén de la CZdlgebra Z, es minimal ( obsérvese que podrfa muy

bien no ser minimal en U ).

L.=- Sea U una Ctélgebra de dimensidn finita, Z su centro;
se verifica:

C.- El conjunto de las proyecciones Z-minimales de U es fi=-
nito, de cardinal igual a la dimensidn de Z.

do- Para cada proyeccién Z-minimal e de U, la C=dlgebra
e.U.e es simple, es decir, sin ideales bildteros propios ( se
sabe, del dlgebra lineal, que tod= dlgebra compleja con unidad "
de dimensidn finita es isomorfa a un dlgebra de matrices cuadra-
das con términos en C ).

e.=- 351 { e, \ 15.1511} es el conjunto de las proyec-

ciones Z-minimales de U, U es isomorfa a la suma directa de las

Ctélgebras Simples { e;.Uee; | 1¢ isxn} .

Demostracidn:
de ((c))«- Como I es una proyeccidn no nula de la dfélge-

bra Z, por aplicacién de ((1,C)) ¥ ((1,B,k)), resulta que I se

(1)e~ simple.
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puede escribir como suma de un ndmero finito de broyecciones Z-mi-
nirales de U. Pon_amos eantonces L o= €yt B teect € con { e;}
proyecclones Z-minimales, y veamos gue no existe ninguna otra
proyeccidn Z-minimal distinta de las {e; &. En efecto: si e

es una proyeccidén Z-minimal de U distinta de las {e;} es

e.e. =0 ( 1<i<cn ) puesto que e.€; es una nueva proyeccidn

: ¢
de Z minorante comin de e y e; proyecciones minimales de Z
distintas; resulta as{: e =e.l=e(e+.eete,) =0 , lo que
es contradictorio. Veamos que la dimensidn de Z es precisamente

n . Por aplicacidn de ((1,C)), ((1,B,1)) y ((1,h)) a 1la Ctéltebra
Z resulta que e ;.Z.e; ( 1<i<n ) es unidimensional igual a

C.e; ; evidentemente € eZ.e = e,+2 = C.e; , con lo que para

cada 2z de Z:
z =2z.1=z(e,+eeet e,) = ze, +.0.4 ze, = c,e,+eeet ce,  (crecC)

y &e;} es un sistema de generadores ( en sentido vectorial)
de Z. Como es er.e; =0 si 14 J , resulta fdcilmente que
{ e;} es una base de I y la dimensidn de Z es n.

de ((d)).=- 51 {ei} es el conjunto de las proyecciones
Z-minimales de U, claramente es: (e;.U.e;).(ei.U.ei) =0 para
1 #£ 3 vy e;eU.e.= Uses para todo i , de manera que U es suma
vectorial de las CZdliebras e;eUse ( recuérdese que I = Ez_q)o

Con estos datos no es dificil comprobar que el centro de cada

e;.U.e; estd contenldo en el centro de U. Resulta asf que si1 e
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es una cualquiera de nuestras proyecciones Z-minimales y M es un
ideal bildtero de 1la Ctélbebra e.Use, en vista de ((K,b)), M
tiene que ser de la forma (e.U.e).e, con e, proyeccidn del
centro de e.U.e ; claramente es e, <e , Yy, como el centro

o

de e.U.e estd contenido en Z, e, pertenece a Z. En vista del

cardcter Z-minimal de e, serd e, = e (= M= e.U.e ) 0

bien e, =0 (= M =0 ) de forma que nuestra Ctélgebra
e.U.e no tilene ideales bildteros propios.

de ((e))e= Sea V= E}) e;sUse; la suma directa ( en
lel<en

el sentido que se dijo al principio de este apartado ) de las n
Ctélgebras e +U.e; ( { e;} iconjunto de las proyecciones
Z-minimales de U ). La aplicacidén G: {u;} ——————-—1;é; u;

de V en U es, en vista de la ortogonalidad de cada dos éié;bras
distintas de la familia | e;.U.e; | 1<1¢n }, un homonorfismo.
G es sobreyectivo sin mds que recordar que la suma vectorial de
las dlgebras e;.U.e; era precisamente U. Es inmediata la com=
probacidn de que G(v*) = G(vf 5 b/v e V ; con lo que G es
un %-homomorfismo. Por otra parte, si es G ( {tq}) = 0, serd:
‘ u?.u; = 6( {uﬁ.u;}) = G( {uﬂ*.{ u;} ) =

«=t

= G( {uﬁ(*).G( {u;& ) =0 ; con lo que para todo k
(1<ksgn ): 0 éu"‘k.uK & é_u’f-.u; =0 =3 u*K.u‘z 0
¢c=

— e “uK“z - (Iu*x.uKllz 0 ====3 u, =0 ; ¥ en conse-
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cuencia { u; } = 0 o nesulta asf que G es un x=isomorfismo

y las CYdlgebras V y U son isomorfas.

5.= la Z-traza candnica.

El concepto de Z-traza canénica es cldsico de la teorfa de
wzélgebras de tipo finito ( [3]-pég. 249, [13]~pég. 93 ¥y [19]-pé€-
350 )+ En el caso de las C-dlgebras de dimensién finita se puede

dar la siguiente caracterizacidén y demostracidén de su existencia:

M.- Sea U una C%*flgebra de dimensidn finita, Z su centro;

existe un udnico operador lineal T sobre U, cumpliendo las condi=-

ciones:
1e- Vu e u: T(u) e 2 .
RQe= 2 € 2 —> T(z) = 2 .
30- V(u,v) € U2 T(u.v) = T(vew)

( T serd llamado la Z-traza candnica de U ). Bste operador es:
a.—- positivo: T(u*u) 2 0 , l/u el o
b.- no degenerado: T(vfu) = 0 = u=0 o
Ce= Z-lineal: T(z.u) = z.T(u) § V%z,u) € ZxU °
do= [zl < fluil  , Vueu .

€e= TeG = G.T s Cualquliera que sea G automorfismo de U.

Demostracidn:

Evidentemente, las condiciones ((M,1)) y ((M,2)) se pueden
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resumir diciendo cue I es una proyeccidn de U sobre su centro;
nuestro propdsito es por tanto demostrar la existencia y unicidad
de una tal proyeccidén cumpliendo la coxudicidn adicional ((1,3)).

Para ello hagamos uso de la estructura hilbertiana que confiere

a U una traza no degenerada t ( (ulv ) = <;t, v*u:> 5
|ul = <&, u’ut} ) Sea T la proyeccidén ortogonal del es=-
pacio de Hilbert { u, (| )} sobre la veriedad lineal ce-

rrada Z. T cumple evidentemente las condiciones ((M,1)) y ((M,2));
en cuanto a ((M,3)), se tiene ( téngase en cuenta que, para cada

w de U, w - T(w) es ortogonal a Z y que t es una traza ):

( T(uev) = T(veu) )2 ) = ( Wev = veulz ) =
=(ulzv*) - (ulv*z)=0 |, V(u,v,Z)éUZaz ;
en particular, como T(uev) = T(veu) pertenece a 2 @

I I(uev) - r(v.u)lz =0 == Tlusv)] = T{we}) , V(u,v) & 7=,

Demostrada la existencia pasemos a ver la unicidad. Denotemos @
la conjugacién de la C-dlgebra L {U, (1 )} ( el sfimbolo =*
serfa ambiguo pues se podrfa interpretar como la pseudo-conjuga=
cién "natural" de L(U), ((II,3)) ); es decir: para cada G € L(U),

a designa el unico operador tal que (Gu)]l v ) = (u)Gc(v) ),

G
V(u,v) € U* ; el operador T encontrado arriba, por ser una pro-

yeccidén ortogonal, es g-simétrico. Sea entonces G cualquier pro-
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veccidn de U sobre Z tal que G(u.v) = G(veu) ; pretendemos

ver gue es G = T o Uesde luego es T.G =G y G2 =T ’
por ser G y I proyecciones sobre una misma variedad de U; de la
primera igualdad resulta por conjugacidn: ¢®.r = g ; de ma=-
nera que si G fuese o=-simétrica ( G = G' ) resultarfa, comparan-
do con la segunda igualdad: G =T , tal como se desea. Veamos

gque asf es en efecto: cualesquiera que sean u y v de U, es

por hipdtesis G(uv*) = G(v*fu) , de donde:
0= (G(uv* = v*u) | w ) = (uv* - vvu| ¢%(w) ) =
= (6" (Wev ) = (ulvea™(w) ) = (ul6®(wev = voc*(w) )
¥(u,v,w) € 07 =——> G (w)ev = v.G*(w) =0, P(v,w) e U2

meeh g"iW) 62 5 VveUu .

Entonces es: , G.G" = 6" | a
e — T B ’
G

¥, por conjugacidn: GG
que es lo que faltaba por demostrare

Demostracidén de las propledades de la Z-traza canénica:

de ((2))e= Sea T 1la restriccién de t a Z; t es también
una traza no degenerada. Cualquiera que sea z° funcioﬁal positi-
vo sobre Z, se sabe ( ((3,H,c)) ) que z° es de la forma 2z =

= z.t con 2z elemento positivo de Z. Entonces es:

<: z’, T(u?u):> = <:z.E, T(u'u);> = <i€, T(u*u).z:> =
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<:'t, T(u*u).z:> = (P(u*u) |z ) = (utul I(z))l= (Wulz ) =

; Ly 2
luzz ) = |uzf| 2 0 .

P

(ul uzizi ) = ( uz

En resumen: < z% T(u’u):> > 0 para todo funcional posi=-
tivo 2z’ sobre Z, lo que implica que TI(u*u) es un elemento po=-
sitivo de Z, cualgqulera que sea u .

de ((b))e=- La misma igualdad que acabamos de utilizar, par-

ticularizada para z =1, da:
<t, T(u*u)) = \ul2 s Vu U ; que pone de manifiesto

que: P(uu) =0 = u=0 .
de ((c)).- Sea (z,u) € ZxU ; se sabe que T(z.u) es el
Unico elemento de Z tal que z.u = T(z.u) es ortogonal a Z.

Pero también:

(zeu = z.T(0) |z, ) = (u=-"T(u)l| z*z, ) =0 , V/z € Z 3

1

sin mds que tener en cuenta que z¥z, € Z Yy que u - T(u) es
ortogonal a Z. Resulta asf que z.u - z.T(u) es ortogonal a 2
( z.T(u) € 2 ) lo que, en vista de la unicidad apuntada, nos lle-
va a concluir: T(z.u) = z.T(u) .

de ((d)).- Evidentemente: T(I) = I , con lo que aplican-
do ((I1,1,C,b)) ( se acaba de ver en ((a)) que T es positiva P
resulta: [IT|] = [lz(1)|| = [T/l =1 ; de donde Izl <

é"u”, Vuéu .
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de ((e)).= El centro de un dAlgebra es siempre invariante
por leé automorfismos de ésta. 51 G es un automorfismo de U, se
comprueba entonces sin dificultad que G-tT.G es un operador
lineal sobre U cumpliendo las condiciones ((M;1,2 y 3)), con lo

que en vista de la unicidad del tal operador, se concluye:

-1

G TG =1 ==——p> T.6 = G.T , como se deseaba.

Sigulendo en el ambiente de la demostracidn de nuestro teo=-

rema ((M)), se tiene:
Lty TW)> = (2 1I)=(uld(I) )= (ull)= <t, u>,

VIJ eU ; resultando asf{ que al menos las trazas no degenera-

das t sobre U cumplen la condicidn
<t, () > = ¢, u > , YueU ; situamcién que descri-

biremos diciend§ que t es invariante por la Z-traza canénica.
Evidentemente todo funcional lineal sobre U invariante por T es
central. El resultado que acabamos de obtener para las trazas no
degeneradas induce a plantearse la certeza del recfproco. La res-

puesta es afirmativa:

N.- Sea U una C:dlgebra de dimensiédn finita. Un funcional
lineal sobre U es central si y s8lo si es invariante por la Z-tra-
za canénica. En consecuencia la aplicacién u’—>u’|z ( u’lz:

restricccidén de u’ a 2 ) es una biyeccidn lineal isométrica or-
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denada del conjunto de los funcionales lineales centrales de U
sobre el conjunto de los funciocaales de Z ( la biyeccidn opues-
ta viene dada por la fdrmuls z2°—>z’T ; T: la Z-traza ea-

nénica de U ).

Demostracidn:
Los funcionales lineales de U invariantes por T son eviden=-
temente centrales. Rec{procamente: sea u’ un funcional central

4

sobre U; por ((3,H,d)), u es de la forma u’ = z.t , donde

t es una traza no degenerada sobre U (que, se ha visto arriba,

es invariante por T ) y 2z un elemento de Z; con lo que:
lu’y rw) > = Lzot, ) > = Lty zT(w)> =
= <t, T(z.u)> = {t, z.u > Lz.t, u> = <u’yu> o,

Vueu ( se ha aplicado la propledad ((M,c)) de la Z-traza

4

canbnica); y u es invariante por T, como se deseabae
Sea entonces u’ un funcional lineal central sobre U; se

acaba de ver que u’ es invariante por T, con lo que:
| Cury w>| = 1Cus tw D> = [ {ullz, ) > <€
< lafiz]| Iz ] € lw)zl]llull == |Ju’ll < [lu’lz]]

( se ha utilizado la propiedad ((M,d)) de la Z=-traza candnica );
como evidentemente es [Iu'lzll < ‘iuq[ , resulta l‘u'lzll: ”u'“

que pone de manifiesto que la aplicacién claramente lineal
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u’—u’lz del corjiunto de los funcionales centrales de U en
Zz° es isométrica y en consecuencia inyectiva. Para ver que es
sobreyectiva téngase en cuenta que si z’ es un funcional lineal
cualquiera sobre Z, 2% es un funcional central sobre U cuya
restriccibén a Z es precisamente z° .

Veamos por Yltimo que la biyeccidén en cuestidén u’—u’lz
es ordenada. En efecto: u” y u’|Z dan iguales valores sobre
Iy, se acaba de ver, tienen igual norma; basta entonces recordar
que la condicién (lw’|l= v’y 1> caracteriza a los fun-
cionales positivos de una Ctélgebra para darse cuenta de que u°’
y u’lz ( u’: funcional lineal central sobre U ) son a un
tiempo positivos o no. Se puede comprobar fdcilmente incluso que,
en el caso de ser u’ y u’|Z positivos, ambos son a un tilem=-
po degenerados o no ( u’, como siempre, se supone central ); pa-

ra ello considérese la identidad u’ = (u’lz).T y téngase en

cuenta el cardcter no degenerado de T.

6.- La traza candnica. Estructura estelar candnica del d1=-

gebra de operadores lineales sobre una Ctélgebra de dimensién fi-

nita.

Estamos ya en condliciones de poder detectar en el dual de
una Ctélgebra de dimensién finita un elemento privilegiado, de
forma andloga a como el elemento unidad de la Cidlgebra es un ele-

mento distinguido de la misma; este elemento va a ser, entre otras
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cosas, una traza no degenerada, con lo cue habremos conseguido
dos cosas importantes: la primera elegir, de todas las estructu-
ras hilbertianas posibles sobre U del tipo { U, (u,v)-f9<fu',fh>ﬁ
( u’: funcional positivo no de_enerado ), una candnicamente; y

la otra, a la vista de ((3,H)), disponer de una identificacidn

canénica de la Ctélbebra en cuestidén con su dual.

O.- Sea U una G%4lgebra de dimensidn finita, Z su centroe
Existe un unico funcional lineal central sobre Ucuyo valor sobre
I es 1 y cuya restriccidén a Z es invariante por todos los auto=-
morfismos de Z ( este funcional serd notado I° y le llamaremos
la traza candnica de U ). Se verifica ademds:

a.- I’ es positivo no degenerado ( el hecho de ser positivo

es el que nos ha hecho "a priori" denominarlo traza ).

be= I° es invariante por todos los automorfismos de U.

Demostracidn:

Empecemos suponiendo que U es ademds conmutativa. En este
caso el teorema se reduce a la existencia y unicidad de un fun-
cional lineal u’ sobre U tal que lu’, I:> =1 y
Zu’y 6(u) > = Lu’, u:> cualesquiera que sean u de Uy G
automorfismo de U y a la comprobacidén de que este funcional ha de
ser necesariamente positivo no degenerado. Segin el teorema de
Gelfand=Naimark, U es »-isomorfa al dlgebra de las funclones de
fl en C ( 11 : espectro de U o conjunto de sus caracteres, que

es finito por ser algebraicamente libre. Es por esto por lo que
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no hemos hablado de funciones continuas puesto que la topologia
de ﬂ.~ , Slendo separada, no puede ser otra que la discreta con
lo que toda funcidn de {1 en C es continua ). Razonemos enton=-
ces sobre la C-dlgebra F({L,C) ; todo automorfismo de F(JS1,C)
es de la forma f —>f.b donde b es una biyeccidén de fl so-
bre s{ mismo. Con esto es fdacil ver que la aplicacidn

f —»(1/n) & £(x) de PMUL,C) en C ( n: cardinal de {L ,
Xefl

igual a la dimensidn de F({l,C) ) es el unico funcional lineal
sobre F(fl1,C) invariante por automorfismos y de valor uno sobre
la unidad de F({l1,C). Como la imagen de f*.f medlante este

funcional es (1/n) < ]f(x)‘z , qQueda claro su cardcter posi=-
xel

tivo no degenerado.

Hemos demostrado la existencla y unicidad de la traza cané-
nica sobre una Ctélgebra de dimensidn finita conmutativa. E1 enun-
ciado de nuestré teorema ((0)) se traduce entonces en términos de
la existencia y unicidad de un funcional lineal central sobre U
cuya restriccidn a la Cidlpebra conmutativa Z sea la traza cand-
nica de Z; enunclada la cuestidn de esta manera, resulta evidente,
sin mds que recordar ( ((5,N)) ) que cada funcional lineal sobre
Z admite una Ynica extensidén central a U. Como la traza candnica
de 2, lo hemos visto arriba, es positiva no degenerada, resulta
también de ((5,N)) que su Unica extensidn central a U, que es por

definicién la traza candénica de U, es igualmente positiva no de=-
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enerada, con lo que gueda prot=do ((a))e.

jon
[0}

Para deccstiar ((b)), llaxermos z° a la traza caandalce
Z, I° 1a de U. Se dn ((5,3)) es I =2z°.T ( I': Z-traza ca=-
ndnica de U ). 51 G es un automorfismo de U, es T.G = G.T
( ((5,M,e)) )« Como Z es invariante por G, la aplicacidn
z —>G(z) de Z en si mismo es un automorfismo de Z. Por dlti=-
mo, z° , traza canénica de una CZdlgebra de dimensidn finita

conmutativa, se sabe que es invarlante por los automorfismos de

Z. Haciendo uso de estos resultados, se tiene:

e <I', g(u)> = <I',u> 5 VueU :
con lo gque I° es invarianze por los automorfismos de U

Nota al teorema ((0)).- 4 la vista del caso de las C¥dlpe-
bras de dimensidn finita conmutativas y de las afirmaciones
((0,a y b)) podrfa pensarse en carscterizar la traza candnica co=-
mo el uUnico funcional positivo no degenerado invariante por auto-
morflsmos y que vale uno sobre la unidad de U. Eay que advertir
gue esto no es correcto. En efecto: el conjunto de elementos de
U invariantes por automorfismos es una Ctsubélgebra de U no nece=
sariamente reducida a C.I , como lo demuestra el caso de ser U
igual a la suma directa de C y de la ctdlpgebra de las matrices

g -
2x2 con términos en G, en cuyo caso la C=subdl;ebra de U inva=-
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riante puntualmente por automnorfismos es 2-dimensional y existen
en coansecuencia elerentos pcsitivos inversitles invariantes por
automorfismos no uroporcionsles a I; si1 u, es uno de estos ele-
mentos <17, ugfﬂ.uu.l’ es, segin ((3,E)), un nuevo fuacio=
nal positivo no degenerado claramente distinto de I° pero que,
puede comprobarse fdcilmente, es también invariante por automor=-

fismos y da valor uno sobre la unidad de U.

Sea U una C¥41.ebra de dimensidén finita, I° su traza cané=-
nica; el producto escalar (u,v) —> (ulv) = <1°, v*u:>
lo llamaremos producto escalar canénico de U, y al par

{ U, ( | )} , estructura hilbertiana candnica de U ( |u| =

= V<:I', u'uj) ). Bl dlgebra L(U) considerada como dlgebra de

operadores en el Eilbert { U, ( | )} , €s decir: con la norma
IFI = sup |F(u)] (F € L(U) ) es una C¥dlyebra. S1 G es un
ful 1

automorfismo de U, como I® es invariante por automorfismos, se

tlene:
G Iv ) = <17 mew)> = 17, ¢(va(u)) > =
1 6 tvma > = 17, (6 fu >
1 @ vn*a > = 17, G w) >

V(u,v) & u* ( se ha recordado =- ((II,3)) = que, para un

. ¥
automorfismo G de una dtélgebra se definfa G*'=¢6" )s

—~

(ule'(v)) ,
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El Lecho gue acabaros de ercontrzr suglere extender la no=-
tacidn ¢ coro sfibolo de la coniugacidn de la Ct4lgebra
L{U, (1 )} , es decir: para cada F & L(U) , llamaremos F° al
dnico operador tal que (F(w)l v)=(u|F(v) ), b/(u,V)e-U%
Resulta asf confirmada, en el caso de C¥dlgebras de dimensidn fi-
nita, la conjetura que proponiamos al final de ((II,3)) segun la
cual existfa en L(U) una conjugacidn ¢ que con una adecuada nor-

ma ( en nuestro caso F ——<>|F| = sup [F(u)| ), desde luego
lul ¢ 1

equivalente a la usual por dimensionalidad finita, dota a L(U) de
estructura de Ctélgebra, y tal que si G es un automorfismo de U

se verifica: G* =6* ' .

Se veia al principio de ((II,4)) que, si d era una deri-
vacidén de una Ctélgebra donde fuese cierta la mencionada conjetu-
ra, ocurria: i* = - a* ( este hecho puede, si se quiere, veri-
ficarse para Ctélgebras de dimensidn finita de forma directa, sin
mds que tener en cuenta que I’ , definidor de la operacidén -« ,

es una traza y gue, por ((2,E)), toda derivacidén de una Gtélgebra

de dimensidn finita es interior ).

Podemos aprovechar el hecho encontrado segua el cual L(U)
. ; * .
con la conjugacidn ¢ es una C=dl_ebra y que dicha conjugacidn se
comporta de manera especial con los automorfismos y derivacilones

de U, para demostrar:



-120=-

P.- Sea U una C¥41gebra de dimensidén finita, G un automor-
fismo de U, d una corjugacidén de U. 3e verifica:

c.- El espectro de G es lavariante por la aplicacidn
QU de C -{0} en sf mismo.

d.- E1 espectro de d es invariante por la aplicacidn

Z —> -2z de C en C.

Demostracidn:
Ambos resultados se basan ea que tanto la conjugacidn es=
telar (¢ ) como la pseudo-conjugacidn "natural™ () de L(U) ve=

rifican: 6(F') = 6&(F) s (F*) = & (F) o Segin esto:
2 € s(0) =27 e s(*) =z 'e 6(c*7) = 5 (67)
== "' g #(G) Y andlogamente:

ze @) =>% € s(@)= 6(=-0")=- 6% =

-z £ o (d) s

Nota sobre la estructura estelar canénica de L(U) ( U:

CiélLebra de dimensidn finita ).- Se ha visto que L(U) con la

norma [F{ = sup lF(u)l vy la conjugacién ¢ definida por 1la
ful ¢ 1

firaula (P()| v ) =C(CulF(v) ) V(u,v) ¢ U? es una

cX41 eovra y que se verifica G° = o*? para cualguier auto-

worfismo ¢ de U ( ( | ): producto escalar carndnico de U,
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u| = \’( ujlu) , t/u € U ). Convengamos en llamar a

{ L(U), * , | ‘} la estructura estelar candnica de L(U) ¥y

a—

{ L(U), “ ll} la estructura usual de L(U) HFH = sup ||F(u H 5
nuit ¢ 1

F € L(U) u--;(hz“ : la norma estelar de U ). Por desgra-
cia, es una limitacidén intrIinseca a la teorfa el hecho de que,
salvo el caso trivial de ser U unidimensional, las normas usual

y estelar candnica de L(U) no coinciden. Para verlo razonemos por
reduccidn al absurdo; supongamos en consecuencila gue es IlFl\ =
= \F l A Vf & L(U) ; para cada u de U sea F, la aplicacidn

vV —> <:I', v:> .u ( I’: traza candnica de U ) de U en U;
evidentemente F_€ L(U) con lo que l\F*ll: | F,| « Calculemos

independientemente estos dos niieros:
iz, 1 = sup llz (] = suoC [<17, v > llull) =

viie 1 Nvie
I\ullnsT‘p“KI', vS| = = flull <175 1> = iull

( se ha tenido en cuenta que I” es positivo con lo que \lI'll:

<:ZI', I:} y que 10, I:> = 1 por definicidn de
la traza candnica ),

l - \ = sup lF (V)] =ts$p(1]<:l', v>1 dul) =
vie

= lul.sup \<:I', V>>\ = \ui.sup (v)1I) =\ul.|I|= [ul .

|v| ¢ 1 [v]e 1

iesulta entonces: [|ul| = |ul , VL!é'U e« Fero si U no es

: 1 . d i . 5 o 2 . 3 e Y 4
anldimensional esta ailrmacidn ez asurda y- cus entonces U ta
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de poseer ideales por la izqulierda propios ( si no, todo elemen-
to es inversible y se aplica el teorema de Gelfand ) lo que equi=-
vales, segin ((4,K,a)), a la exlstenclia de una proyeccién e no
nula y distinta de I; e y I-ce son proyecciones no nulas
de U, con lo que Nzl = lell = Iz - el] =1 ; mientras

que, por ser (I -ele ) =0 : |Il1 = |1- e|2+ (elz .

El hecho que acabamos de ver, segun el cual las normas usual
y estelar candnica de L(U) no coinciden ( salvo U unidimensional),
implica otra incompatibilidad entre las estructuras usual y este=-

lar candnica de L(U); concretamente:

31 U es una Ciélgebra de dimensidn finita mayor que uno, la
afirmacidn il = l=ll , VFeL(U) no es clierta.

dazonemos igualmente por reduccidén al absurdo; serfa entonces:
2 . ' e :

l2]® =|rr| € llreurll 2 e lllel] = 12" ——

— |F| < |irll , VF eL(u)

( la desigualdad lF'.FI < (|r*.rl| resulta de ser

{ L(u), |l ll} un glpebra de Banach y |F*.F| 1igual al radio
espectral de F'.F por ser F’,F elemento normal de la
Ctélgebra { L(u), *« ,| I} ). Llegados a este punto, acepte=

mos por el momento:

Qe~ 3ez X un espaclo normado, L(X) el dlgebra normada de

los operadores lineales continuos sobre X ( HFtl = Ssup “F(X)“ )e
lx|je 1
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Sea l\ “,una norma sobre L(X) tal cue J'L(X),n H4} es un 4l1=-
gebra normada y HFH' < llFl\ . VF ¢ L(X) . Entonces I\ “4

coincide con la norma usual.

Aplicando este resultado a nuestro caso, a la vista de la
desigualdad [FI < llFﬂ 5 V’F € L(U) , y de que {_L(U).I |¥
es evidentemente un dlgebra normada, concluimos: |F| = liril ,
VF € L(U) ; que va contra el hecho demostrado antes sobre la no

coincidencia de las normas usual y estelar candnica de L(U).

Demostracidn de ((Q))e.- Para cada par (x,x°) ¢ XxX* ( X":
dual topoldglco de X ) llamemos xxx° =& la aplicacién
y -——<><:x', y:> oX de X en X ; xxx° es evidentemente un
elemento de L(X) y se comprueba sin dificultad que ]\x*x'll =
= Iix“.”x'll. Fijemos un elemento x7 no nulo de X° y llamemos
f & la aplicacién x — x»x] de X en L(K). Se ve inmediata-
mente que f es L(X)-lineal, es decilr f(uex) = u.f(x) 3
V(u,x) € L(X)xX ( designamos por Ue.X el valor del opera-
dor u sobre el elemento X ).

Sean x e Yy elementos no nulos de X por lo demds cuales=
gquiera; se sabe la existencla de un elemento vy e x° tal que
Ny“ll=1 ¥ Ly’ vy> = iyl + con esto se comprueba la
igualdad:

X = IIYHJ(X*y').y , vy como f es L(4)-lineal:

f(x) = llyHA(kiy').f(y) . Haclendo uso de gue {L((),H IL}
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es un €l ebra normada y de que || IL <l || , se obtiene:
Preall, = (Ll ey el € ol el e, <
< Myl ey N, = o[y lHig @, =

= faUl e, ——> U=l (s, = Myl e,

cualesquiera que sean X e Yy elementos no nulos de X. Enton-
ces es: “x|r4Hf(x)lL = cte. , blx e X - KO% . Esta constan-
te puede suponerse igual a uno sin mgs que sustituir el funcilo=-
nal x; definidor de f por un conveniente miltiplo escalar.

Con esta Lip8tesis es: Hf(x)“4 = [lxll , t/x € X o Entonces

cualesquliera que sean x de Xy u de L(X):
“ Ue X ll = “f(u.x>”4 = Huof(x)“‘ & nu”»‘ “f(X)”“ = “u”,'“x“‘

Esta desigualdad pone de manifiesto que es Null ¢ (ully
Vu € L(X) ; como por hipdtesis se verifica la desigualdad con-
traria, concluimos: llul’ = llu”, s Vu € L(X) ; tal como se

deseaba.

Nota.- 31 en ((G)) se sustituye la hipdtesis o, <0 1)
por una del tipo I\ H,SI(H li, se puede llegar, razonando de
manera andloga a como lo hemos hecho, a la conclusidn de que

” ”, y “ “ son equlivalentes.



CAPITIULDO IV :
FORMAS HERMITIANAS POSITIVAS CON
VALORES EN UNA cXALGEBRA. MODULOS

DE HILBERDI SOBKE CEALGESRAS.



*
1.~ Formas hermitianas positivaes con valores en una C=dlpe-

ora. vesi,ualdades de Minkowskl y de Cauchy=3chwartz.

5ea { un espaclo vectorial complejo, U una Ctélgebra. Llama=-
remos forma hermitiana positiva sobre { con valores en U a toda
aplicacidn (X,5) —( xly ) de i{xX en U verificando las

propledades:

ae= (x+ylz)=(xlz )+ (yltz) , v/(x,y.Z)6X’o

Pe= (Cex )y ) =ce( x1y ) , V(c,x,y) e Cxx?
o= (x1y ) =(ylx) , Wixy ex* .
de= (xI1x )20 , ¥xei .

31 ( x)x) =0 == x=0 , la forma hermitiana se lla=-

card ccmo de costumore no lesenera’sn. Los axiomas (1)), ((¢)) ¥y
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((c)) tienen las cldsicas consecuenclas:
ee= (xX]y+2)=(x1y )+ (xlz), V(x,y,z) e .
fo- (xlcey ) =C.(xly ) , V(e,xy)etxx .

Pasamos inmediatamente a generalizar la desigualdad de Min-

kowski:

A.- Sea X un espaclo vectorial complejo, U una c%41gebra,
(X,5) —( x|y ) una forma hermitiana positiva sobre X con
valores ea U. En estas condiciones la aplicacidn
———+>V(K x 1 x )| de X en R es una seminorma sobre X. En con-

secuencia se verifica ( desizualdad de Minkowski  eneralizada ):

\j)!(X+yIX+y s ylcxixoll « Vicsiy o, Pix,y) € X2

Demostracidn:

Comprobada la identidad:
a.b( X +y1x +y )+ (bx=-ay|bx -ay )=
=(a+b)(b(x1x ) +alyly)) , cualesquiera que sean

a y b ndmeros reales positivos y x e y elementos de X; co-
mo es ( bx = ay|bx -ay ) =20 , se tiene:
Ocab( x+ylx+y ) <(a+b)(b(xix)+alylty)) ((*));

. , . -1
de dor ., ultl 1licanid .or (av(s + b)) , resalta:
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Go= (x+yix+y) (xtx) (yly)

0 &£ < + ’

a + b a b

Y, tomando normas ( la norma de una Ctélgebra es compatible con

el orden de los elementos positivos ):

NCx+y1x+y)i (x1x) (yiy)
< ¥ =
a + b a b
€ xtx )| (ICy v

& + ; resultando asf que, si llama=-

a b
mos p a la aplicacidn X — ”( x| x )” de X en R, , se
verifica:

2 2 2
p(x + y) p(x) p(y)

< + » ¥, evidentemente:

a + b a b
p(cex) = |clep(x) V(c,x) € CxX o Llegados a este punto, nues=

tra proposicidn ((A)) queda patente en cuanto demostremos:

h.- 3ea X un espacio vectorial complejo, p una aplicacidn
de £ en R, « p es una semlnorma si y s8lo si se verifican las
condiciones:

1e= p(cex) = |clop(x) ’ V(c,x) e CaX .
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2
2.= p(x +y) p(x)
+ , cualesgquiera que sean

I~

a + b a b

X e y de Xy a y b reales positivos.

Demostracidn: s1 p es una seminorma, ((h,1)) se verifica

por definicidén; para comprobar ((h,2)) tengamos en cuenta la desi-

gualdad:
Z, + 2 |2 z (¢ z_ |t b : ndms les positivos
» " \ W . ] | a y : nims. reales p
< e
= Z, ¥ 2,: nums. complejos
a + b a b

( puede salir como particularizacidn de ((g)) en el caso X=T=

=0 , (z,1lz,)= z4.§: ). Entonces:
2 2 2 2
p(x + y) (p(x) + p(y)) p(x) p(y)
< < + , tal como
a + b a + b a b

se deseaba.

ieciprocamente, supongamos que p verifica las propledades
((hy1)) vy ((h,2)); para ver que p es una seminorma sS8lo hace
falta comprobar que se verifica la desigualdad p(x +y) <
< p(x) + p(y) , VQx,y? ¢ X% ; desigualdad esta que, en el ca-
so de que p(x) y p(y) sean a un tiempo no nulos, resulta di-

rectamente de ((h,2)) poniendo en particular a = p(x), b = p(y);
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si alpuno de los ndmeros p(x), p(y) es cero ( p. e. : p(x) ),

entonces ((h,2)) se puede poner en la forma:

b.p(x + y)z < (a + b).p(y)z , de donde tomando limites

(a—>0 ) : plx+y)<ply)=rpx)+npy) s ¥ la desigual-
dad problema es también clerta.

Establecida ya la generalizacién de la desigualdad de Min-
kowskl para formas hermitianas positivas con valores en una
Ctélgebra, podemos pasar a hacer un primer intento de generali-
zacidn de la desigualdad de Cauchy-Schwartz ( una generalizacién
mds consistente se verd cuando estudiemos los médulos prehil-
bertianos sobre una Ctéléebra )o Para ello, con el mismo ambien=-
te y notacién de ((A)), pongamos la desigualdad ((%)) en la for=-

ma s
(xly )+ (ylx) £(/a)(xix)+ (a/p)(yly) ((%%)) 3

si ( x{x) e (yly) son elementos no nulos de U, ha-

gamos  a = qﬂ( x1x)l, b= ﬂlk Al y recordemos que

para todo elemento simétrico u de una c2¥d1gebra se verifica:

-,

u € |lulfs+I ; entonces:

(x1y )+ (ylx) € 2(lCxrx)NCylyIl.T '

esta desipualdad, juato con las tres que se obtienen cambliando
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y por =y , 1i.y , =-1i.y sucesivamente, nos lleva a:

eV ol ol ey + ix s 2 il ool

-2\l Dl iy = rx) < 2 Ve ooyl

Recordemos que, para un elemento simétrico u de una C!élgebra,
una relacidén del tipo meu <M ,con m y M nimeros rea-

les, implica [|ull ¢ méx {lml s [ M| \ ( (111 v (12] ).Entonces:

Nexty) + Crrxll € 2VIlce =Ny y )l

Nexiy) - ozl ¢ 2VicxixHOUcyvy

Como (x1y ) = (1/2)((x1y) + (y 1x))+(1/2)((x1y) = (y 1x))

Wexiyll < 2Vlcxr= ) liCyiy)] » Vixy) e xt |

(x1x) #0 , (yly) #0 . 51 alguno de los elementos (x | x),
(y1y) es cero, vamos a ver que es (xly) =0 , con lo que la
desigualdad que acabamos de encontrar serd también clerta en este
caso. En efecto: supongamos, por ejemplo, (x| x) =0 ; la desi-

gualdad ((#x%)) queda asi:
(xly )+ (ylx) € (a/p)(yly) , de donde tomando 1f-
mites (a —>0 ) : (xly )+ (yix)soO . Basta entonces

camblar y sucesivamente por -y , 1.y , =-1l.y para obtener:
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0 €(xly) + (y1x) ¢ 0=—=(xly) + (y1x)
0ei((x1y)=(yix)) €0 == (x1y) - (y!x)

]
o
L]

0
. = (x| y)

Hemos demostrado asi:

B.- Sea £ un espacio vectorial complejo, U una Cfélgebra §
(x,5) —>( x|y ) una forma hermitiana positiva sobre X con va-
lores en U. Se verifica ( desigualdad de Cauchy-3chwartz genera=

lizada ):

Nextyolle affcxixol eyl Ve e .

Discusidn de los resultados obtenidos hasta el momento.-
secordando que todo elemento positivo de una Ctélgebra tiene una
dnica raiz cuadrada positiva, cabria pensar ea una ceneralizacién
"literal" de la desigualdad de Minktowsxi, a saber ( manteniendo
los conceptos y los simbolos que estamos utilizando desde el prin=-

ciplo del capitulo ):

\[(1<+y|X+y)s \/(X|x)+ J(yly) ,V(x,y)él{z-

A este respecto hay que decir:

i.- La generalizacidén "literal" de la desigualdad de Min-
xowskl no es en general cierta, como lo muestra el sigulente
ejemplo: sea { un espacio de Iilbert no unidimensional y U la

C=dlgebra de los operadores lineales contlinuos sobre ¥; sl para
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cada par (x,y) de elementos de X convenimos en llamar xxy a la
aplicacién z2 —3(zily )ex de X en si mismo, es evidente

que x¥y € U y se comprueba sin dificultad que la aplicacidn
(X,5) —> x»y es una forma hermitiana positiva sobre X con va-

lores en U. La identidad de comprobacidén inmediata:
(xdy)e(zxt) = (zly)o(xet) , Wix,y,z,t) e &° .

da por particularizacidén ( x =y =2 =1t ):

# 0O
(x%x)% = “xlyf(x-#x) . ‘x] (x % x) )2 = X %X :

de donde la udnica raiz positiva de X ¥ X ( x # 0 ) 1o puede
ser otra que [|x|[\(x%x) . De ser cierta entonces la _enera-
lizacidn "literal" de la desigualdad de Minkowski, se tendria:
(x + yhe(x + y) X % X Yoy

+ ( x, ¥y, = +y no nulos )

|+ vl M=l Nyl

IN

de donde, comprobando lz identidad inmediata ( x#x(z)lz ) =
2

= |( x|z H g V(x,z) E X , ¥ teniendo en cuenta que 1la

aplicacidn u —s( u(z)| z ) de U en C =s un funcional 1li-

neal positivo sobre U, resultarfa:

<

lCx+viz0® [Cx120  [(viz)]® {<x,y,z>e;<*
+

X,¥sX+y no nulos.

l[x + vl Bl Fal

51 2! 25%ta desliualda se toman X € ¥ or:io.onnlies ¥ de unormza
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uno ( lo que es posible por no ser X unidimensional; en conse-
cuencia: |[x + y|| = {2 )y senhace z=x+y , resulta,
una vez hechas las simplificaciones oportunas: 2%zfs 2 , lo
que es absurdo. Queda as{ probada la no posibilidad de estable=-
cer en general lo que hemos venido en llamar generalizacién 1i-

teral de la desigualdad de Minkowski.

Consecuencia de esto es que, si se definiese el concepto
de seminorma sobre un espacio vectorial X con valores en una
c%41gebra U como una funcidn f de X en U verificando f(x+y)<
f(x) + £(y) , f(cu.x) = |c|.f(x) ; esta generalizacidén del con-
cepto de seminorma cldsico no serfa coherente en el sentido de
que entre estas funciones no aparecerfan todas las de la forma
x —s» (x| x) donde (1) es una forma hermitiana po=-
sitiva sobre X con valores en U ; rompiéndose as{ en un punto
esencial la analogfa con el caso cldsico ( U = C ). Proponemos
como solucidn al problema llamar seminorma sobre X con valores

en U a toda funcién f de £ en el conjunto de los elementos po=-

sitivos de U que satisfaga las condiciones:

f(cex) = Jelof(x) , V(c,x) € CxX
4 2 2 2
f(x +y) f(x) f(y) cualesquiera que sean X
+
< e y de Xy ay b mims. posit,
\ 2 + D a b

7 et consistente suesto que en el c¢rso cldsico (U=0C)
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en vista de ((h)) coincide con la tradicional. Por otra parte,

si c 1) es una forma hermitiana positiva sobre X con valo=-
res en U, la desigualdad ((g)) pone de manifiesto que la aplica=-
cidn X — J?_;7—2_3 es en efecto una seminorma sobre X con
valores en U ( en el sentido que acabamos de dar ), con lo que

queda restituida la analogfa con el caso cldsico. La desigualdad
((g)), de la que es consecuencia la propuesta en ((A)) como ge-
neralizacidn de la desigualdad de Minkowski, puede interpretarse

entonces como la forma "fuerte" de dicha desipualdad.

Siguiendo el método de la demostracidn de ((A)) se llega
a que, si1 f es una seminorma sobre X con valores en U, entonces
la aplicacién X ——_4]if(x)“ es una seminorma sobre X ( con

valores en C ).

Vamos a pasar a discutlir la desigualdad generalizada de
Cauchy=-Schwart enunciada en ((B)) en el sentido de que el factor
2 que allf aparece es esencial a la teorfa y no puede por tanto

sustituirse por otro mds pequefio. Concretamente:

vj.- Sea U una Cfélgebra no conmutativa. Exliste: un espacio
vectorialvcomplejo X, una forma hermitiana positiva no degenerada
sobre X con valores en U ( | ), y un par de elementos de X

(e4,e¢) no nulos, tales que se verifica:

“(e;le,)“=2'\/“( e, le, Ml Nl Ce,1e, 00l
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Demostracidén: se sabe que en toda Cfélgebra no conmutativa
existen elementos nikilpotentes no nulos ( el resultado se debe

a Kaplansky, citado en [2]-pég. 58, [17]-pég. 20 y [16]-pég.

211 ). Sea entonces w de U tal que wt=0 y lel =1
Pongamos x =c? y para cada par de elementos X = (x4,xz) ’
y = (yd,yz) de X definamos C 1) por la fdérmula:

(xly ) :x1§‘.1-o-2)<4-.37:_.w-4-2xa';)71 .w*+x‘3f;.I o

Se comprueba sin dificultad que la apligacidn (x,y) —>»( x|y )
de X en U responde a los axiomas ((a)), ((b)) ¥ ((c)) de las
formas hermitianas positivas. Mds complicada es la verificacidn
del axloma ((d)): se trata de demostrar que, cualesqulera que

sean los numeros complejos Xx,, X se verifica:

z’
%51+ 20,7 A PR
ST + 2%, X, oW + 2X, X oW + {le.l > 0 °

Para ello apliquemos la propledad estelar de la norma de U al

elemento simétrico X, X, oW + X, X, oW* ( téngase en cuenta que,

por ser w¥ =0, es también wx¥ =0 )

“ Ky XpoW + X X oW? “2'= “(xqzz.w + xzig.w*)"l = |xJﬂxlr“ww'+ w'w“ .

ww® y  w*w tlenen 1gual espectro ( para cualquler par de
elementos u y Vv de un dlgebra sobre C es s(vu)U 40 & =
= 6 (uv)U { O} y evidentemente 0 € 6(ww¥) y 0 € & (w*w) )

y entonces la ldentidad
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- c(ww*+ wxw = cI) = (ww*= cI)(w¥w = cI) = (w*w - cI)(ww*- cI)

pone de manifiesto que los elementos positivos ww¥+ whw o, ww¥ ¥y
w¥w tienen igual espectro ( a excepcidn hecha de O que podria
no pertenecer a 6 (ww¥+ w*w) ) y en consecuencia igual norma;

con lo que queda:
Iix,il.w + XX oW ” = |xJ.|szllw(l = Ixfe]x, | .

Basta entonces recordar la relacidn 2= fjufler , vdlida pa-
ra cualguier elemento simétrico u de una C!élgebra, para con-

cluir:

2
.1 =

[xdr;l + 2X, K oW + 2X, X oW¥ 4+ lxzf.l 2lx4[EI - 2‘xJ.|xJ.I + {Xz
= (lx1P- \xzr) .I 20 ; con 10 que queda verificado el

axioma ((d)), y en consecuencia la aplicacidn (x,y) —> (( x|y )

de X en U es una forma hermitiana positiva. Si {e,,e1} de=

signa la base candnica de X =C° (e, = (1,0) , e, = (0,1) ),
evidentemence:
(e,le, )= (e le,) =1 = [[(esle)ll = ll(ede)ll=1

(e,le)=2w == |[(e,l e, )l =2llwl] =2

y entonces, idénticamwente:

‘,( e, | e, )|l =2 VI“ e, | e, )“ ”( e, | e, )ll , tal como
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se deseaba ( que la forma (1) es no degenerada se ve fd-
cilmente a partir de la independencia lineal de los elementos
I, w y w® de U ; concretamente: puede demostrarse la igualdad:

‘H( x1x )l = lx,' + lle " Vx = (x,,x,) € X = c? ).

Eay que hacer constar que la discusidén de las deslgualda-
des de liinkowskl y Cauchy-3chwart, que acabamos de hacer para
formas hermitianas positivas con valores en una Ctélgebra, sélo
tiene interés en el caso en que ésta sea no conmutativa. En efec-
to: para Ctélgebras conmutativas la analogfa con el caso cldsico

es perfecta:

C.- 3ea X un espaclo vectorial complejo, U una c¥d1gevra
conmutativa y (x,y) —( xly ) una forma hermitiana posi-

tiva sobre £ con valores en U. Se verifica:

Kem= J( X +y|lx+y )& V( x1x )+ V(lyly) ( forma

"fuerte" de la desijualdad de MNinkowsxli; la propuesta en ((A))

saldrfa como consecuencia de ésta sin nds que tomar normas en es-
ta desigualded de miembros positivos y apllcar la propledad este-

lar de la norma ).

1l.- ‘( x|y )| < J(gkl x el yly ) ( forma "fuerte"

de la desigualdad de Cauchy=-Schwart; ohsérvese que sélo tiene sen=

tido en dtélcebras conmutativas en las gue we pueds definir el
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q uw¥u = uu* |,

y donde el producto de dos elementos positivos es siempre posi-

médulo de un elemento u por la férmula: [ul

tivo ). En consecuencia:

m- Cxiyof € VICxrxol [Cyiy )l ¢ forna
"debil" de la desigualdad de Cauchy-Schwart ).

Demostracidn:

Es casi una consecuenclia directa del teorema de Gelfand-
-Naimark y de la teoria cldsica de las formas hermitianas positi-
vas: sea f un cardcter cualquiera de U ( tendremos en cuenta
las ldentidades: <:f, fﬁ;>> = \/<:Iy 11:> para todo ele-
mento positivo u de U, y <f, ful > = \<.f, u>\ s
¥ u €U ); la aplicacién (X,y) — <:f, (x\ly )>> de X

en C es entonces una forma hermitiana positiva sobre X, con lo que

Ve, ravlxen> e [t xind> + (8 GIad
| e, > € Vg x> L5 o>
< Vaevlixey) > e L1, VG {1y >
ey x> ¢ o Vo ary) D

cualquiera que sea f caracter de U. Entonces por el teorema de

——

Gelfand-Naimark se concluye irnmediatarente ((k)), ((1)) ¥ ((m)),
teniendo en cuenta cue ((m)) se onhtiene de ((1)) sir nds que to-

Tel 110TMaSe
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" 2.- Mddulos prehilbertianos sobre c%41,evras. Desligualdad

de Cauchy=-schwartz.

Sea U una C¥dlgebra y X un U-médulo por la izquierda; X se
puede considerar automsticamente dotado de estructura de espaclo
vectorial complejo sin mdas que definir el producto de un nuimero
complejo ¢ por un elemento x de X por la férmula: CeX =
= (c.I).x , siendo I el elemento unidad de U ( en adelante
utilizaremos sin especial mencidn esta estructura de C-espaclo
vectorial de X ). Una forma hermitlana positiva sobre X con va-
lores en U la llamaremos compatible con la estructura de U-médulo
de £ si verifica ( sea ( 1) el sfmbolo de la forma en cues=-

tidn ):
ae= (Uexly )=ues( xly ) » V%u,x,y) e Uxx? .

Este axloma implica evidentemente el ((1,b)). La propliedad

((1,f)) se generaliza inmedlatamente en la férmula:
bem (xluey ) = (xly)ew® , V(u,x,y)e Uxx? .

Llamaremos U-m8dulo prehilvertiano ( U: c¥%dlgebra ) al par
formado por un U-médulo por la izquierda X y una forma hermitiana
positiva no degenerada sobre X con valores en U compatible con la
estructura de U-médulo de X. Segin ((1,4)), la aplicacidn

K — (K x ) x )| de X en R es una norma sobre X ( notaremos:

H xl[ = VH( x| x ) ) de manera que todo U-mdédulo prehilbertia=-
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no se considerard candnicamente dotado de estructura de C=espacio
vectorial normado; si, respecto a esta estructura, X es completo,

le llamaremos U-médulo de Hilbert.

Se comprueba sin dificultad que la norma de un U-médulo

prehllbertiano goza de la propledad:
co luex ([ = flufl lxll , Vo) euvax .

El ejemplo mds sencillo de U-mddulos prehilbertianos lo
constituyen sin duda los ideales por la izquierda de U. En efec-
to: s1 M es un tal ideal, la aplicacidn (uyv) —> u.v* de M
en U es evidentemente una forma hermitiasna positiva no degene=
rada sobre M con valores en U compatible con 1la éstructura "nag-
tural" de U-médulo de M; la propledad estelar de la norma de U
prueba ademds que la norma candénica del U-médulo prehilbertiano
M (u -——9~VTEI:;:H ) no es otra que la restriccidn a M de la
norma estelar de U, con lo que los ideales por la izquierda de
U nérmicamente cerrados se convierten en los ejemplos mds ele=-

mentales de U-md8dulos de Hilbert.

Para la mejor comprensidén de la desigualdad de Cauchy-
-Schwart que vamos a establecer a continuacidn convendrd tener
presente la estructura "natural" de U-médulo de Hilbert de U ,

conslderada ésta como ideal por la izquierda impropio de U.

De= 3es £ un U-mddulo prerilbertianc. e verifica:
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*

de= (xly)( x|y ) € iy li%¢x1x) ( forma "fuer=-

te" de la desigualdad de Cauchy=-Schwart para U-médulos prehil-
bertianos ), verificdndose la igualdad si y sdélo si es

“ yﬂa.x =(xly ).y « En consecuencia:
ee= NCxty )l < (x| vl ( forma "debil" ),

Demostracidn:
Siendo el teorema evidente para y = 0 , supongamos

Yy # 0 o Cualquiera que sea u de U se verifica:

O € (x=Uey|x=usy )=(x1x)+us(yly )ou* =

(xly )eu* =ue(ylx) € (xlx) + Hylﬁ.uu* -

(xly )eu* = u.( x|y)¥ ( la desigualdad

u.(yly )ou* < ]]y”z}uu* , resulta de la relacidn v <l|v||.I
vdliva para cualquier elemento simétrico v de U y de la posi-
bilidad de multiplicar una desigualdad a un tiempo por la izquiler-
da por un elemento y por la derecha por su conjugado ). Faclendo

u=lyil?(xly ) , queda:
0 ¢ (x =iyl (x1y)ey | x =iyl (x1y)ey ) <
< (xlx )= lyl* xty ) xyy )* y

de dondie se desprende innedietarerte la desiguald-d ((d)) y ademéds
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se pone de manifiesto, por ser la forma (1) no degenerada,

que de verificarse la 1igualdad, resulta:
-2 2
x -yl ( x|y )y =0 &= foll%x=(Cxly ).y .

. . 2
Reciprocamente: si es |ly(l.x =(x|ly ).y , multiplicando

escalarmente por x se llega a:

2
(lYI(( x|x)=(xly).(x1ly ¥, tal como se desea. La desi-
gualdad ((e)) se consigue, a partir de la ((d)), tomando normase.

Un ejemplo, que ya nos fue iutil en ((1)), nos va a servir
para comprobar cémo la forma "fuerte" de la desigualdad de Cau-
chy=-Schwart para U-médulos prehilbertianos, pese a su asiretria,
no es en general susceptible de perfecclonamlento; la razdn de
esta asimetrfa se debe evidentemente, a la vista de ((c,1)), a

la posible no conmutatividad del dlgedbra U:

f.- Sea, comen ((1,1)), X un espacio de Eilbert y U la
Ciélgebra L(X); si para cada par (u,x) €& UxX deflinimos u.x
como el valor del operador u sobre el elemento x , con este
producto X es un U-médulo por la izqulerda. La forma hermitiana
positiva que estudidbamos allf ( (x,y) —>x%*y , donde XXy
era el operador definido por la fdérmula z —>(zlx ).y )
es compatible con la estructura de U-mddulo de X ( la comproba=

cidn es inmediata ), es decir:
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(uox)%y = u.(x%y) , ¥ (u,x,y) e Uxx? .
Como se comprueba sin dificultad la férmula hxxy [l = Wxil Nyll,
resulta que la forma (X,7) —> X%y es no degenerada y ade-

mds que la norma candnica del U-mddulo prehilbertiano {X, ( )}
( x ———;\ﬂr;;:;n ) es precisamente la norma usual en X, con lo
que X, con la estructura que se acaba de describir, se presenta
como un nuevo ejemplo de U-médulo de Hilbert. Como se vio en

((1,1)) la no certeza de la afirmacidn:

\/(x +y)%(x +¥) < \Jxxx + Vyxy : \/(x,y)e x* ;

este mismo ejemplo nos da la alerta para no intentar una genera-
lizacidn "literal" de la desigualdad de Minkowskl ni aun en el ca-
so de los U-mddulos de Hilbert. En cuanto a la deslgualdad dé Cau=-
chy-Schwart, que es por lo que hemos vuelto sobre este ejemplo;

de la identidad:
(xxy)e(zat) = (zly Jo(x*t) ’ V(x,y,z,t)é x* ’

que citgbamos en ((1,1)), sale por particularizacién ( x = ¢ y

y=2 )

(xey).(xxy)* = || y[% (x%x) , Y,y e x?

-e

de manera que en nuestro U-mddulo de Hilbert la desigualdad pro=-

puesta en ((D,d)) de.enera siempre en igualdad, lo que pone de
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manifiesto cémo dicha desigualdad ((D,d)) es en general imposi-

ble de perfeccionar y que su asimetrfa es intrfnseca.

Suma finicta de U-mddulos prehilbertianos.- Si { Xi} (1

=1, 2,040y n ) es una familia finita de U-médulos prehilbertia-
nos ( U se supone una C%dlgedbra prefijada de antemano ), el pro=-
ducto cartesiano de los KL, aparece "naturalmente" dotado de es=-
tructura de U-mdédulo por la izquierda sin mds que definir la suma

vy el producto término a término. Si para cada par de elementos de

este producto cartesiano X = (X,,ee0,X,) , ¥ = (x,,...,yu) §

ponemos :
M

(xly )= & (x;ly;) s tenemos definida sobre el U-md-
vz1

dulo  X,x X, xeeexX, una forma hermitiana positiva no degenera=-

da con valores en U compatible con la estructura de U-mddulo del
mismo ( hemos tomado el mismo sfmbolo para las distintas formas
hermitianas tanto de los U-mddulos de partida como de la que se
acaba de definir en el U-mddulo producto ); resulta asf que el
U-médulo producto de los X, es a su vez un nuevo U-médulo pre=-
hilbertiano que llamaremos suma de Hilbert de los U-mddulos pre-
hilbertlanos X . Verificdndose ademds sin dificultad la rela-
cidn:

gnafﬁxi{ﬁ(rllx;ll} < |IxIl = V1 g(:llqu‘-][a ,V/x =K, 5 oowyEy) e%ixi

( hemos utilizado igualmente 1ddéntica notacidn li || para las n+i
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normés candnicas de los U-médulos prehilbertianos en cuestidn )
resulta que la norma canénica del nuevo U-m&dulo prehilbertiano
es equivalente a cualquiera de las usuales en un producto de es=-
paclos normados, con lo que ézx: ( notacidén que daremos al
U-médulo prehilbertiano { x,:...xx” , (1) } ) es un U-mé=-

dulo de Hilbert si y sdlo si lo son todos los X; »

Una primera aplicacidn la tenemos en el caso en que todos
los X; colnciden con U ( con su estructura "natural" de U-mé-
dulo de Hilbert: (ufv ) =u.v* ). Se llega entonces, apli-
cando ((D,e)) al U-mddulo de Hilbert U™ , a lo que podrfamos
llamar desigualdad de Cauchy=-Schwart "numérica" para C-dlgebras:

o= ‘lé;l“'vf ”: & llé;u;.uf“.ll %%v;.vf

cualgquiera que sea el natural n y cualesqulera que sean U ,eee

ceesU sV seee, v, de U ( U: c%dlgebra arbitraria ).

Utilizando la forma "fuerte" ( ((D,d)) ) de la deslgualdad

de Cauchy-Schwart, resulta:
ho=- éu“v?).( ~2u‘-v‘~") < “év‘.vf“. gu;ui” :
= ezt (=i =i

Desigualdad esta de la que se puede sacar una importante

consecuencia:

L

k4
ea U una C-4dlgebra; UysUypenesly, elementos de U ;

[ 5]
[€7]

se verifica:
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1.- E1 ideal por la derecha cerrado engendrado por
{ u,,...,uM} coincide con el ideal por 1la derecha cerrado en-
sendrado por el elemento positivo %;LHLH‘ « En consecuencla:
oz
Je= El1 ideal por la derecha engendrado por {u,,...,uu§
es igual a U sl y sdlo si é;nth‘ es inversible; o en tér=-
minos mds cldsicos: la ecuaciéﬁ'dioféntica U, X, +eeet+ 0, x, = I

( X 32X, yees,%,t elementos de U ) admite solucidn si y sélo si

%E u;u* es lnversible.

dz
Demostracidn:
Nos basaremos en un resultado conocido ( [2]-pég. 47; se

enuncia allf en términos de ideales por la izquierda ):

k.- Sea U una C%dlgebra, M, y M, dos ldeales por la dere-
cha cerrados de U tales que M, &M, « 31 toda forma positiva

sobre U que se anule sobre M, se anula sobre Mz , entonces

Hacliendo uso de este resultado, llamemos M, al 1ldeal por
m
la derecha cerrado engendrado por éilz;uf' y M, al ldeal
(]
por la derecha cerrado engendrado por {u4,...,u“} ; como

M
< uu¥e M, , se tiene evidentemente: M, & M, ; con lo que

i

todo se reduce a comprobar que, sl un funcional posltivo u

4

sobre U se anula sobre M, también se anula sobre M;' Para

ello sea w de M, de la forma w = u,v¥ +...+ u, vy ; la

2

desigualdad ((h)) pone de manifiesto gue se verifica uaa rela-
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-~
cidn del tipo: w.w* < K. & u;u® ; de manera que si u’ es
ez

un funcional positivo sobre U, se tiene:

| L, w>|z <€ u, 1>.u’, wewk> <
~

cx lu’y 1> <u', = u;u;*’> 5
(SR |

con lo que si u’ se anula sobre M, ( se anulard en particu-
A

lar sobre Eznx;uf' ) es Za’, w> =0 , para todo w de
(=t

4

la forma WS U, VE o+l u, v* . Basta entonces recordar que u

es necesariamente continuo Y que el conjunto de los elementos w
de la forma dicha es densc en M, , para concluir que u’ se
anula sobre todo Mz ; con lo que estd terminada la demostracidn
de ((1)).

((J)) es consecuencia de ((i1)) sin mds que tener en cuenta
Que para cualquier ideal M de un dlgebra de Banach con unidad U
las afirmaciones M=1U y M=U son equivalentes; en cuan-
to a la traduccidén en términos de ecuacién diofdntica, basta te-

ner en cuenta que a su vez la afirmacién I eM es equivalen=-

te a cualquiera de las dos anteriores.

Un ejemplo de U-mdédulo de Hilbert.- Si A y B son espacios
de Hilbert complejos ( notaremos con el mismo sfmbolo (1)
Sus respectivos productos escalares ) y f es una aplicacién 1li-
neal continua de A en B, se puede definir f¥* - que va a ser

una aplicacidn de 3 en A = siguiendo el método cldsico de defi-
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nicién del adjunto de un operador sobre un Hilbert, es decir: pa-
ra cada b de B la aplicacién a —3( f(a)|l b ) de A en C es
un funcional lineal continuo sobre A con lo que, en vista del teo=-
rema de representacidén de Rlesz, existe un uUnico elemento de A
que se denota f*(b) tal que (f(a)lb ) = (alf*v) ), Vae A
Se ve entonces que la aplicacidn b —> £*(v) de Ben A es 1li=-
neal y continua y que la aplicacién f —>f¥ de L(4,B) en
L(B,A), donde A y B son espacios de Hilbert arbitrarios, es una

biyeccién semilineal verificando las propiedades:

ke= (£9)* =f , Vf e1@a,s) .

1.- (] 0 [ t/feL(A,B) e

*
m.- (g.f) =f*g* , 'f eL(4,B), g €L(BC) .

n.- Para cada f € L(A,B) , s s ( que evidentemente es
un elemento de la CZdlgebra L(B) ) es positivo y se verifica:

| £.£%( = llf”z' « (A, By C: espacios de Hilbert arbitrarios).

Con estos resultados, fijemos A y B espaclos de Hilbert ;
sea X el espacio de Banach L(4,B) y U la C%dlgebra L(B); si para
cada par (u,f) € UxX definimos el producto u.f como la com-
posicidén ordinaria de la aplicacién f con el operador u ( u.f
pertenece evidentemente a X = L(A,B) ), con este producto X tie=-
ne estructura de U-mdédulo por la izquierda. La aplicacidn

(Tof) e T de AxX en U es, eua virtud de ((k)), ((m)) ¥y
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((n)), una forma rernitiana positiva no degenerada sobre X con
valores en U; la compatibilidad de esta forma hermitiana con la
estructura de U-mddulo de X se reduce a la asocilatividad del
producto de aplicaciones. La propiedad ((n)) pone incluso de
manifiesto que la norma candnica del U-mddulo prehilbertiano

{ X, (f,8) —>f.g¥ } { T — V—HET?;Ti) no es otra gue la
usual en el espaclio de Banach X = L(A,B), con lo que L(A,B)
con la estructura que se acaba de describir es un L(B)=-rnddulo

de Hilbert.

Je= Suma de Hilbert de U-médulos prehilbertianos.

F.- Sea U una C%glgebra, E un conjunto de fndices cual~-

guiera, { X; 11e¢e6E } una familia de U-mddulos prehilbertia-
nos. El1 producto cartesiano X X, es de manera natural un
ieH

U-médulo por la izquierda con la suma y el producto por elemen-
tos de U definidos término a término., Si designamos por X el sub-

conjunto de X X formado por aquellos elementos x = ( x; )
1eH

de X X, tales que la familia de elementos de U
i1eE

{ ( x;1x;) l i €k } sea sumable ( {9]-pdg. 210 ), se veri-
fica:
a8+~ Para cada par (x,y) de elementos de X, x +y tam-

bién pertenece a X.



150

be= JL u es un elemento de Uy x de X, U.X pertene=
ce a £ .
En consecuencia X es un U=-submddulo de X X; e
ieH
c.- S5i x=(x), y=(y) son elementos cualesquiera
de X, la familia de elementos de U {( xly:) | L e=H ’ es
sumable.

de= S1 para cada par ( x = (<) , y = (y;) ) de elemen-

tos de X definimos; (xly )= & ( x 1y, ) » la aplicacién
i1eH
(%,5) —>(xly) es una forma hermitiana positiva no dege=-

nerada sobre X con valores en U compatible con la estructura de
U-médulo de Xe

En consecuencia { L (1) } es un U-médulo prehil-
bertiano.

e.- X es un U-mddulo de Lilbert si y sdlo si lo son todos
los X: (1e€emn).

El nuevo U-mddulo prehilbertiarno ( resp.: de Hilbert ) X
asf definido lo llamaremos suma de Hilbert de la familia de
U-mddulos prehilbertianos ( resp.: de Hilbert ) { - 4 | 1€ H* y

v lo denotaremos X=@Px; .
ieH

Demostracidng
Se tendrd en cuenta gue, por ser U uu espacio de Banach,
una familia { u; | ek } de elementos de U es sumable si

y sblo 51 satisface el criteric de Cauchy, a saber: para cada



ndmero positivo & , existe una parte finita J, de E tal que,
cualquiera que sea J parte finita de E disjunta con J, , Se ve-

rifica lléz'u; \\ < € . Con esto podemos pasar a la demostra=-
ied
cién de nuestros enunciados:

de ((a)).- Convengamos, de una vez por slempre, en lla=-
mar F al conjunto de las partes finlitas de He. Sean entonces
x=(x;) s ¥= (y;) elementos de X; por hipbtesis las fami=-
lias {( x;Ix;) | 1eH % . {( v ly:) | L €R } son suma=-
bles, con lo que se verificard el criterio de Cauchy y, cualqule-

ra que sea el ndmero positivo € :

3 ser | ana =9 (Jew:}niigx;umll < (&4)
. Eé

Y srer 1\ anaz =4 (Jel‘)::>|k£§mlm)|\ < (&/4)
E

sea entonces Jo = J:L)J: ; si J es una parte finita cualqule-
ra de H en la situacién JO0J, = ¢ , se verifican a un tiempo
las dos desigualdades anteriores. Apliquemos entonces la desi-
gualdad de Minkowski ( ((1,4)) ) al U-médulo prehilbertiano

@ x; ( la suma de Hilbert de una familia finite de U-médulos
ied

prehilbertianos se ha visto en ((2)) ); resulta:

V‘Tli(x.‘+ vl v || € \I“g(xi”»)” +(l|2(y"|y‘)“ <
i€y led led
<([€/2) + (V&/2) 2 g == Hié_gx;-f vilx+y; )” < E e

€
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aesulta zs{ gue la famllia {(x;+ vol =+ yi) | i ¢k & satis=-
face el criterio de Cauchy y en consecuencia es sumable, con 1O

que X +y = (x;+ y;) pertenece a X, tal como se deseaba.

de ((b))e= S1 u es cero, la afirmacidn es trivial. Sea
entonces u £ 0 de Uy x = (x;) de X. Siendo por hipbte-
sis la familia {(x;lx;) | 1 eH } sumable, para todo niume-

ro positivo ¢

Ja,er | aNs=d (JeF) = Ili‘(}x;lx;)ll < (€M) .
1e

Para cada parte finita J de H en la situacidn J(\Jaz ¢ , apli-

quemos la desigualdad ((2,c)) al U-médulo prehilbertiano D X ;
ied

resulta:

\/Hiégux‘wux;)“ < lull. ‘\/”1%‘(;(;13!. < dlulle (Fe/un ) =
=Jg == “i%‘(Tux;lux;)H < g ;

resultando en consecuencia gque la familia {(ux;lux;) I i€ H}
satisface el criterio de Cauchy y es por tanto sumable, con lo
que ReX = {Uax?) pertenece a X. En vista de ((a)) y ((b)),

X es un U-submédulo de X X .
ie H

de ((c)).- Sean = (x:) » ¥=432) elementos cuzles-
guiera de X. Por ser sumables las familias {(x;lx;) | 1e¢E }

y {(Y;ly;) | ie¢e H & , para cada ndmero positivo g :
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L o<}

1iler | anal =4«

cr ) == liiéé‘gXL’Xi)“ < €
Jozer | aNt =4 (der) = lliégy‘-\y.')ll < &
(=

Sea, como en ((a)), J, = J;L)Jf' y J cualquler parte finite

de E en la situacién Jfly, = ¢ ; aplicando la desigualdad
"4ebil" de Cauchy=-3chwart ( ((D,e)) ) al U-médulo prehilbertia-

no @ X; , resulta:
led

“ é(x“w;)“ 2 \/Lué‘(]x“lx:)” ”1%53'.1 y.-)” < \/';__Z =€

ied
con lo que también ia familia {(xlly;) l i¢H } satisface

el criterio de Cauclky y es en consecuencia sumable.
de ((d)).- Pon_amos (x y) = gE:(x;|y;) ( x = (x;);
leH
vy = (y;) & elementos de X ). La propiedad:

(x +y|z )-= (xlz )+ (ylz ) , b/(x,y,z) & P

resulta de la conocida regle: < (uj+ v;) = = u,; o+ v
ie B ie H ieH
vdlida cualesquiera que sean las familias sumables { u, | 16:H}

y { v. |l 1e¢H } de elemetos de un grupo topolégico cualquie=-
Ta.

Recordemos que si {_u; | leH } es una familia sumable
de elementos de un grupo topoldgico y f es una representacidn

continua de dicro grupo en otro, entonces la familla
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{ £ (u,.) l iekE } es también sunatle 7 se verifica

- f(u;) = f(Z u;) . Aplicando este resultado, tomando f su-
ie H ieH

cesivamente igual a las aplicaclones V —> U.V y V —A V¥

de U en sf mismo, resultan inmediatamente las propledades:

(uxly)=u.(xly) v (u,x,5) € Uxx? y
¥
(xly ) =(ylx) ’ Vix,y) e x2 .
Para demostrar que la forma (1) es positiva no de=

generada, aceptemos por el momento el sigulente lema:

G.- Sea U una C-dlgebra, {u, | 1€ E} una familia su-
mable de elementos positivos de U, se verifica: la suma de esta
familia es el extremo superior del conjunto de las sumas de sus

subfamilias finitas.

Baciendo una aplicacidn parcial de este lema, sea X =

= (x;) €X; (x]|x) estd definido como la suma de la familia

{ (x;1x;) l i €H % , luego:
0 € (x:1x;) € (x| x) , V/1 éH ; desigualdad esta que

pone de manifiesto el cardcter positivo no degenerado de la for-
(1) sobre X. Tenemos con esto asegurado que

ma
{ X, (| )& es un U-médulo prehilbertiano.
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de ((e)).- De la desigualdad O < (x;|x,;) < (x|x)
sale, tomando normas: ll(x;[x;)“ < (x| x)‘l _—
—= ||x;|| € x| , con lo que la aplicacién T; que a ca-
da elemento x de X asocla su 1-ésima coordenada del U-médulo
prehilbertiano X en el U-médulo prehilbertiano X; ( que evi-
dentemente es U-lineal ) es continua. Si f; designa la apli-
cacidn de X; en X que a cada B¢€X; asocla el elemento de X cu-

ya 1-ésima coordenada es 8 y las restantes nulas, se verifica:
(£ (x) 1 £:(x)) = (x0x;) == e, ) (] = x| .V/x;ex;.
f. es claramente U-lineal y se tiene la identlidad:

£f.(X;) = { x e X I Tﬁ(x) =0, 1 #1 } ; de donde, por la

continuidad de las funciones TH s, f:(X;) es una parte cerra-
da de X. Resulta asf que cada U-médulo prehilbertiano X; se
fdentifica candnicamente, a través del homeomorfismo U-lineal
x, — f(x;) , con un U-submédulo cerrado de X.

Con este resultado, si X es un U-médulo de Hilbert, cada
a, 3 linealmente l.oneomorfo a una parte cerrada ( y en consecuen=-
cia completa ) de X, es a su vez completo, es decir, un U-médu-
lo de Hilbert.

geciprocamente, supon_amos que todos los X; son completos
y sea {x“ } ura sucesidn de Cauchy de puntos de X; llamemos

n

x' (1 er ) alacoordenada 1-ésima del punto x™ ( x* =

= T, (x*) ). Como es
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e el el - xmll, Fom et s eeonton ase

1 - . “ - , -
para cada 1 de H, la sucesidn {x‘. \r de puntoc de 1{; es de

{ n} X . S B8 # s ol ¢ & 3 TNt .
Ceuchy,y como X; es completo {x; } converge; sea X, =

= 1im {x‘“} o 51 ponemos x = (x;) , evidentemente X per=
tenece a X X: ; trataremos de ver gue X pertenece a XL J
ieH

que la sucesidn problena {x“} conver.e¢ precisamente a X
Para verlo, razonemos de la sigulente manera: como {x“} es

de Cauchy en X

V&)O :]peNl n>p, m2p =—> Hx“—x““llg(\l—&—:/a).

En particular: n=>p :Hx“ - XPH < (E/_’ﬁ) <&

e HE_( X.“-X.Pl X“-X,P )I\ é(é/“) °
1éH . < « <

leniendo en cuenta el lema ((G)) y que la norma de U es compa=

tible con el orden de los elementos positivos, serd también:
ol = .
“ = x:‘ - x:’ | x~ - x;' )” < (&/4) , cualquiera gue sea
ied

J parte finita de H ( n > p )e Como el producto escalar de ca-
da X;, por ((D,e)), es continuo, se puede tomar limites en estea
desigualdad, con 1o que gueda

llg(xz'xf|x;-Xf)llé(é/4) ) l/JeF .
1e€d

Aplicando la desigualdad de linkowski en el U-médulo prelil-

bertiano @){; , -esultas
ied
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< (Ve/2) + J]l Plx Il . Vaer o

(x| x / ‘2/1.:—-)('7'.:‘- xP + < ( eyl =
Vil = = (12,0l < \,lliéé. - x| \/\lg Rl

Como xP = (xt ) es de X, la familia {(xfle) ‘ 1e¢ H %

es sumable y cumplird el criterio de Cauchy, con lo que:
Jo,er | 3N, =4 (ser) —=|| E 1D || < (&)
e s

( &€ es el nimero fijado al principio del razonamiento ). Enla-
zando con la desigualdad anterior, resulta que, para cada parte

finita J de H en la situacidn JNJ, = ¢ , se verifica:
\‘ é:(x;lx;)\l < € , 1lo que, en vista de la arbitrarie-
1ed

dad de & , prueba que la familia {(x;lx‘) ‘ 1 €H } cum=
ple el criterio de Cauchy y es en consecuenclia sumable, con 1lo
que x= (x:) pertenece a X.

Veamos finalmente que es x = 1lim { x“} ¢ como { x“}

es de Cauchy:

V/€>0 :dp | n>p, m>0p =—ﬂ—»llx“-x“‘ll

'rabajando andlogamente a como lo hemos hecho antes se llega a

( m se mantendrd fijo y se tomard lfmites con respecto a n ):
“ = ( X, = x?| X, = xf-)'l < gz , cualquiera que sea J par-

ve finita de H ( m > p ). lealendo en cuenta gque para todo ele-
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mento simétrico u de una C¥dlgebra es u <ilull+I , resulta:
é(x‘~-xf“lx“-x““) s £31 , VJEF o

ied '

Resulta asf que la suma de cualquier subfamilia finita de 1la fa=-
milia sumable {(x;- x| x; - xi) | 1eH } estd por debajo

de £%I ; aplicando (( G)) se obtiene:

2( X - x*|x: - x*) « g1 , de donde, tomando nor=-

ieH ° ‘ ‘ ¢

mas : Hx-x"‘” :\/Hié(x;-x':“lx‘-x':‘)” < ¢, Vonzp;
€ H

lo que prueba que la sucesidn {x“} converge a X o As{ pues,

si todos los X; son completos, X= & X, es también comple-
ieH

to. E1 teorema ((F)) estd por tanto terminado a falta de demos=-

trar el lema ((G)).

La complejidad de la demostracidn de la dltima parte se
debe a que, salvo que la Ctélgebra U sea de dimensidén finita,
la mayoracidn del conjunto de las sumas de las subfamilias fi-
nitas de una familia de elementos positivos de U, que es con=
dicidn necesaria ( como consecuencia de ((G)) ) para la suma-
bilidad de la familia en cuestidn, no es suficlente ( nos re-
ferimos evidentemente a la sumabilidad con la topologia de la

norma estelar ).

Demostracidn del lema ((G)).- Sea H un conjunto de fndices
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y { u; 1 e€H } una familia sumable de elementos positivos

de una Ctélbebra U ( llamesos, comoc en ((F)), F al conjuato de

las partes finitas de I ). Pongamos también v = & u; .
ie H

Por definicidn de suma de una familla sumable de elementos de
un crupo topoldgico, v es el dnico punto adherente a todos

los conjuntos de la forma AJ = { iE_ui l J24d, , Je F} ’
ied

cualquiera que sea J, parte finlta de H ( la familia {Ad ( Je.F}
es un flltro sobre U y se define la suma de la familia {\1;}
como el 1fmite de este filtro ). Como {ui } es de elementos

positivos, todos los elementos de un A son mayorantes de la

J

suma finita EE u; ; el conjunto de los mayorantes de un ele=-
ied

" ) S
mento de una C=dlyebra es cerrado, y Ve Ad ; concluimos en=-

tonces: EE u, € v 3 V/J e€F s con 1lo que Vv es un
ied

mayorante del conjunto de las sumas de las subfamilias finitas
de la familia {11;} e« 31 w es otro mayorante, los elementos
de cualguler AJ son minorantes de w ; como el conjunto de los

minorantes de w es cerrado y vV e AJ » concluimos: Vew

¥y Vv es el mds pequefio mayorante.

Notas.=- Si H es un conjunto de Indices y { X, l i1eH }
es una famili= de espaclos normados, es conocido un procedimien-

to para construir un especile de suma de Hilbert de la familias
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{_Xt} o Consiste en destacar en el producto cartesiano X X
leH

aquellos elementos x = (xp) para los que la correspondilente
familia de nimeros {le;”z ‘ 1 eHn } sea sumable. Se comprue-

ba que el conjunto de estos elementos es una variedad lineal de

X X: y que la aplicacién x —> v éE;Hx;lﬁ es una norma

ieH ieH

sobre esta variedad, e incluso que la completitud de esta varie-
dad con respecto a esta norma eqguivale a la completitud de cada
X: o lodo U-mddulo prehilbertiano es en particular un espaclo
normado; podria pensarse en consecuencla gue la definicidn que
hemos dado en ((F)) de suma hilbertiana de U-mddulos prehil=-
bertianos fuese, en cuanto a estructuras ndérmicas se refilere,
equivalente a la construccidn que acabamos de describir. El1 pro-
blema es importante pues, si la respuesta fuese afirmativa, re-
sultarfa supérflua la demostracién de los apartados ((a)) ¥y
((e)) de nuestro teorema ((F)). Hay que hacer constar gque esto

no es asf y que por tanto nuestra construccidén es independlente.

Empecemos concretando simbolos: sea U una Ctélgebra, H un
conjunto de fndices y { ;| 1 €H } una familia de U-médulos
de Hilbert; llamemos X al U-médulo de Hilbert suma hilbertiana
de la familia {.X; } en el sentido de ((F)) e Y al espacio de

Banach de los elementos x = (%) de X X; tales que
ieH

{ “x;u2 [ 1 en ? sea sumable ( la norma de Y es, segzUn se ha
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dicho: X ———9\/§§]L&Hz ). Si un elemento x = (x;) de
leH

X X: pertenece a Y, la familia {I\x;“z ( 1 € H & es suma=-
ieH

ble, y como es H(xjx;)“ = llx;nz ’ Vi €k, V/x“e X3
resulta que la familia {(x;lx;) | 1¢H } de elementos de

U es absolutamente sumable y, en consecuencia, sumable, con 1o
que X pertenece a X. Hemos probado as{: Yc X . Si fuese

Y =X , las normas

Ll (———2\1‘;{;"1 ; 2 Mgﬁigéx;nx;)ll ;
&

le

dotando ambas a X de estructura de espacilo normado completo y
verificando la relacidn evidente: |lxil é-llxlh ’ blx e X ,
han de ser, en vista del teorema de los isomorflsmos de Banach,
equivalentes. Este hecho nos orlenta en el sentldo de que la
dUnica posibilidad de que las estructuras nérmicas de X e Y sean
no equivalentes es que la inclusidn probada ( Y € X ) sea es=
tricta, de manera que probaremos la independencla de la cons=-

truccidn hecha en ((F)) medlante un ejemplo en que esto sucedae.

Pero antes saquemos un resultado positivo del andlisis
que acabamos de hacer. 3Sale como consecuencia de que la discu-
sién que hacemos es inutil en el caso de que la Ciélgebra U sea
de dimensidén finita; en efecto: la sumabilidad de una familia
de elementos de uan espacio normado finitodimensional es equiva-

lente a la sumabilidad absoluta, con lo que sl x € X X/ las
leH
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familias { “x;“ | 1ek # Y {(AL‘A:) | 1e}1} son 0 no a
un tiempo sumables, con lo gue siempre: L =Y , y las estruc-
turas nérmicas de £ e Y son eyuivalentes, segin se acaba de ver

antes.

H.- Sea U una Ctélgebra de dimensidn finita. Existe un ni-
mero positivo 1 ( dependiente Udnicamente de la Ctélgebra en
cuestidén ) tal que, cualguiera que sez el nimero natural n Yy
cualesquilera gque sean U sUyseee,l, elementos positivos de U,
se verifica:

"
.Sl € llea g o
(=) (=

Demostracidn:

lkanteniendo los simbolos que estzmos vtilizando en nuestra
discusidn, particularicemos: E = ( conjunto de los nudmeros
naturales ) LK, =10 s V’i € N . Resulta entonces gque sobre
Ii

el espacio vectorial @@ X las normas x —3\ =||u;| y
ie N

ielN

X ———)\/“ 2u;.ui*‘“ son equivalentes ( x = (u;) & & X, )
ie N ieN

y, en consecuencla, existe un ndmero positivo 1 tal que:
2
1. = lu:|* & || = u;.u‘*l] y b/(ug) € D K, .
ieN ieN leN
Entonces, si U, yU,,e.e,u, SO elementos positivos cu=alesquie=-
ra de U, la sucesidn (Jﬁ;,QG;,...,{E;,G,0,0,... ) es evidente-

mente un elemento de @ L , con 1% que, aplicando 1la Ultima
leNn
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deslgualdad encontrada ( tén zse en cuenta que, para un elemento

positivo u de una Ctélbebra, se verifica, por la propiedad es-

telar de la norma: llfa'“ = 'vuull ), resulta:
“

1, 22 | = “ é% u; “ , tal como se deseaba.
(= (=q

Esta deslgualdad se extiende por paso al 1fmite a familias sumas=-

bles cualesquiera de elenentos positivos de U.

Volviendo a nuestra discusidn, he aquf un eJemplo en el que
la suma hilbertiana de una familia de U-médulos de Hllbert { X;%

no coincide con el conjunto de elementos x = (x’) de X X
i

tales que la familia {llx;“i} sea sumable:

Sea H un eonjunt&‘&e fndices cualquiera; U la Ctélgebra de
las funciones acotadas de H en C., Para cada 1 de H sea u; el
elemento de U definido por la férmula w (3) = Oy , Ve &
el conjunto { u; | 1eH } es una familla de proyecclones no

nulas de U dos a dos ortogonales; con lo que si J es una parte

finita de H, se verifica sin dificultad:

‘l éi c;.u;ll = sup {Ic;]’ » cualesquiera que sean los esca=-
led led
lares { c; | 1 ey } ( la funcidn S co.u,; es nula en el
1ed

complemento de J y vale C, sobre cada 1 de J. Entonces esta

lgualdad no es mds que la definicidn de la norma de U ). Vamos a

(1)e= infinito.
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ver que si {c; | 1 ¢ } es ura famnilia de ndneros compleios
convergente a cero segin el filtrec de las partes de Ii de comple=-
mento finito ( esto es: para cada positivo & , el conjunto de
los 1 €E tales que |c;|2>¢ es finlto ), entonces la fa=-
milia { C;eu; \ 1 €& } es sumable en U. En efecto: por ser

{ c, & —> 0
Ves>o s 3J,eFl1¢J,, = |o;| <« &

( hemos designado, como de costumbre, por F el conjunto de las
partes finitas de H ); con lo que, si J es cualquier parte finita

de H disjunta con J_, se verifica:
\\ 22 c;.u;ll = sup {Ic;l} < & ; con lo que hemos probado
led ied

gue nuestra familia { C o, l i1 e&E } satisface el criterio de
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